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De I'euclidianité de Q(\/2 +vV2+ \/§) et
Q( 2+ \/i) pour la norme

par JEAN-PAUL CERRI

REsuME. Cet article a pour objectif de présenter un algorithme
permettant de montrer, & l’aide d’un ordinateur, ’euclidianité
pour la norme du sous-corps réel maximal K du corps cyclo-
tomique Q((z2) ou (32 = e™/16 corps totalement réel de degré
8 et de discriminant 2 147 483 648, et plus précisément de prou-
ver que M(K) = ;. La méthode utilisée permet par ailleurs de
prouver que pour K = Q ({16 + (14 ), on a également M (K) = 3
(conjecture de H. Cohn et J. Deutsch). Les résultats relatifs a ce
cas sont exposés en fin d’article.

ABSTRACT. This article presents an algorithm which has allowed
us to show, with the help of a computer, that the maximal real
subfield K of the cyclotomic field Q((sz) where (35 = €™/16, to-
tally real number field of degree 8 and discriminant 2 147 483 648,
1

is norm-Euclidean, and more precisely, to prove that M(K) = 3.

Furthermore, it can be proved using the same method that if
K = Q(l6 + (ig'), we also have M(K) = 1 (as conjectured by
H. Cohn and J. Deutsch). The results relative to this case are
presented at the end of this paper.

1. INTRODUCTION

Soit m un élément de N*. Soit (yn+2 la racine primitive 27*2-iéme de
'unité définie par : (Conte = €7/ 2" Le corps cyclotomique Q((on+2)
est une extension galoisienne de Q de degré 2"*1. Gal(Q((yn+2) /Q) est
constitué par les Q-automorphismes 7; définis par : 7;({on+2) = Cén+27 l
impair et /| < 2! —1. On a:

Gal (Q((ni2) /Q) ~ (Z/2"T?Z)" ~ Z./27. x Z/2"Z.

Dans cette décomposition, Z/2Z correspond a {r1,7_1} (l'identité et la
conjugaison complexe), Z/2"Z correspond par exemple & {75 1 < k < 2"}
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qui est cyclique (on a les congruences 32° = 1 mod 2"*2 pour tout n > 1 et
32" = 27+1 4 1 mod 2"+ dés que n > 2).

Par ailleurs, 'anneau des entiers de Q((on+2) est Z[(on+2] (cf [B-S] ou
[W]).

Soit maintenant Q,, le sous-corps réel maximal de Q((on+2) .
Qn = Q({on+2) NR. On a: Q((on+z + §2_n1+2) C Qn € Q((on+2) et comme
[Q(Canrz) : @ (Courz + Ck)] = 2, nécessairement Q= Q (Gores + k).
Les 7; induisent (deux & deux) sur Q, 2" Q-automorphismes o; définis
par : o;(Cont2 + CQ_n1+2) = Cénﬂ + CQ_an ou 1 <1<2m! —1 et est impair.
Qn est une extension cyclique de Q de degré 2" car Gal(Q,/Q) que nous
noterons G, est engendré par o3. Notons également que pour tout n de N*,
Qn+1 est une extension de Q, de degré 2.
L’anneau des entiers de Q, est Z[(gn+2 +C2_n1+2] (cf [W]). Nous le noterons R,,.

Montrons désormais quelques propriétés élémentaires qui serviront pour
la suite.
Soit e; défini par :

eo=1lete=Chusat+(Glhasil<i<2"—1

Alors on peut énoncer le

Théoréme 1. La famille (e;)o<i<on—1 constitue une Q-base de Q, et une
Z-base de R,,. En outre (e;) vérifie :

(i) Trg, /qle:) =0, sii # 0. Sinon Trg, g(e0) = Trg, jo(ef) = 2"

(i) Trg, /qlef) = 2" sii # 0, Trg, jgleie;) = 0 sii # j.

(i) soit o de G, alors o(eg) = ey et il existe s de Son_1 groupe des
permutations de {1,2,...,2" — 1} et (a1, 09,...,a9n 1) de {—1,1}2"71 tels
que, pour tout i de {1,2,....,2" — 1} on ait o(e;) = aiey). Alors o induit
une bijection de {*e;} sur lui-méme.

Preuve. Comme Ry, =Z[Con+2 + (2], la famille ((Conte + (ut2)7), S
est a la fois Q-base de QQ, et Z-base de R,,. Par ailleurs pour tout 2 on a
évidemment : e; € Q({an+2) NR = Q, et pour tout j on a :

k=i . .
) et =3 (3)a = % (1o



hal-00136942, version 1 - 15 Mar 2007

DE L’EUCLIDIANITE DE Q(y/2+ v2+ v2) ET Q(v2 + v2) 105

ce qui s’écrit matriciellement :

1 . [ ey |
(<2"+2 + Cg_n+2 )2 €1
(Cont2 + CQ_nlJrz) .y €2

| (Gone +Gka)” | exno1 ]

ol M est une matrice & coefficient entiers.
Ceci prouve que tout élément de Q, qui s’exprime comme combinaison

linéaire a coefficients dans Q des (§2n+2 + {;,}H)J est aussi combinaison
linéaire & coefficients dans Q des e;. (ei)ogiggn_l est donc une partie généra-
trice de @, et comme elle compte 2" éléments c’en est une base.

Mais ceci prouve aussi que tout élément de R, qui s’exprime comme com-

binaison linéaire & coefficients dans Z des (C2n+2 + C;T}H)J est aussi combi-
naison linéaire a coeflicients dans Z des e;.

Par ailleurs (1.1) montre que M est triangulaire inférieure et que tous ses
termes diagonaux valent 1. Elle est inversible et son inverse est aussi a
coefficients dans Z ( transposée des cofacteurs et déterminant égal a 1).
Ceci prouve que les e; sont dans R,,. Comme R,, est un Z-module libre de
rang 2", comme les e; sont 2™ éléments de R,, et en constituent une partie
génératrice, on a la conclusion.

(i) Trivialement Trg, /g(eo) = Trg, /o(€§) = Ypeq, o(1) = 2™

Supposons i # 0. Alors :

Trg, jqle) = Y o(ei)

c€Gp
2n—1
_ i(2k—|—1) 71'(2k—|—1)
- Z (an+2 + C2n+2 )
k=0
+1;
) 1— CQ" 7
o 7 2n+2
= 2Re (CQHQW
2n+2
+1;
1— CZ” 7
_ on+2
C2n+2 - C2n+2
n+1 . nt+1,
1-(2ia’ -t 2

Or si 1 est pair, = 0 et, si ¢ est impair

C;nl+2_4§n+2 42_7Z+2 _<;n+2 B C2_TZ-F2 _Cén+2
qui est un imaginaire pur. Ainsi, si ¢ # 0, Trq, /g(ei) = 0.

(ii) Observons maintenant Trq, /g(ei€;)-

Si i ou j =0 on est dans la cas de figure précédent et Trg, ,g(eie;) = 0 si
i#j.
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Supposons i et j distincts de 0. On a :
i+ +
€i€j = (Céni2 + C2n+2 ) (C2n+2 + anzuj) .
Sie+ 7 =2" alors (C;Hz + C;li:zj ) = 0, sinon cette expression est au signe

pres un e; avec [ # 0. Dans tous les cas Trg, /g (C2n+2 + C2n+2 ) =0.

Si ¢ = j alors C2n+2 + {2;;2] = 2, qui a pour trace 2”1, sinon cette expres-

sion est un e; ou I # 0 et sa trace est 0.
Ainsi lorsque 7 et j sont distincts de 0, si i # j, Trq, g(eie;) = 0. Et
lorsque i # 0, Trq, /g(ef) = 2"+

(iii) Soit o de G,. Alors o(eg) = eg et si i # 0 o(e;) est de la forme
C2n+2 C2n+2 ou [ est impair. Comme 7 < 2™ — 1 et comme [ est impair, 4l
n’est pas un multiple de 2", et C2n+2 C2n+2 € {£er;1 <k <2"—1}. Ilexiste
donc (o, g, ..., an 1) de {—1,1}2"~! et f application de {1,2,...,2" — 1}
dans lui-méme tels que pour tout 7 # 0 on ait : o(e;) = Qi€ (-

Sii # j on ne peut avoir f(i) = f(j) sinon on aurait o(e; = e;) = 0 et
e; £ e; = 0 ce qui est impossible. f est donc injective et c’est une permuta-
tion de {1,2,...,2" — 1}, d’o la conclusion. O

On peut d’ailleurs déduire de ces propriétés de la Z-base (e;) de Ry, la
valeur du discriminant de Q,. En effet d(Q,) = det(Trg, /g(eie;))-

Corollaire. Le discriminant absolu de Q, est D, = 2(nt1)2"—1
Désormais tous les calculs seront menés dans la base (e;)o<i<on—1.

Notons 9 I'isomorphisme canonique de Q%" dans Q,, défini par :
on_1

P(ag, a1, agn_1) = Y  aie;.

Chaque ¢ de Gy, induit un automorphisme de Q*" noté g, défini par :

9o (a0, a1, ..., agn 1) =~ 00 0 (g, ay, ..., agn_1).
Les g, forment un groupe pour la loi o, isomorphe & Gy, (par o — g,),
cyclique engendré par g,, (on a g, © gr = goor €t gyi = g%). Le (iii) du
théoréme 1 montre que o de G, étant donné, il existe (B1, B2, ..., fan—1) de
{—1,1}*""! et t de Spn_1 (permutation de {1,2,...,2" — 1}), tels que :

(12) gU(aﬂaala"'aa?“—l) ((1(),,810,,5 7/82n lat(Zn 1))

(il suffit de poser avec les notations du théoréme 1, t = s7% et B; = Qy(i)-

On peut étendre les g, & R*" par les mémes formules, et 1'on obtient 2"
automorphismes de R?" qui constituent un groupe cyclique noté H,. On
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les notera encore g4, et on a toujours : g © gr = ggor €t gyi = gf;_.
Soit H!, le sous groupe de GI(R?") engendré par g,, et par —Idgan.
H! = {+g,,0 € G,}. H!, est d’ordre 2"*1 isomorphe & Z/27Z x Z/2"Z.
On prolonge 9 a R%" par :
2" —1
V(To,?"l,...,rgn,l) S R2n, ¢(T0,T1,...,r2n,1) = Z Ti€;.
i=0

On prolonge aussi chaque o o4 (ott 0 € Gy,) 4 R¥" parpog,. On a:
2n—1
P 0 go (10,71, ...y Ton_1) = Z rio(e;).
i=0
Définition 1. Compte tenu de ce qui précéde, on peut définir N, pro-
longement de Ng, /g 0% & R*" par :

am 1
Ny (ro, 71, ron—1) = [ %0 golro,risorany) = [ (Z 7'1'0(61')) -

o€Gp oeGy, \ i=0
On peut remarquer que tous les prolongements ainsi définis sont continus.

Proposition. Vh € H!,, N, oh = N,,.

Preuve. Soit h de H),. h = ag, ot 0 € Gy, et @ € {—1,1}. Alors, pour tout
(7"0,7“1, ...,’I‘Qn_l) de ]RQn on a:

moh(’ro,’rl,...,’fén_l) = H ¢OgTO(CVQO—)(TO,Tl,...,TQH_l)
T€GH
= H awogToa(TOarla'"arT‘—l)
TEGH,
2'ﬂ
= « H 1/Jogp(r0,7‘1,...,r2n_1).
pEGn
Comme o =1, on a bien le résultat annoncé. O

Soit ¢ le plongement canonique de Q, dans R*" défini par :
$(z) = (z,03(2),03(2),...,05 '(2)).

Si (z,y) € Qu®, on a ($(2)|8(y)) = Trg, jo(zy) et |¢(2)]| = 4/Trg, jo(z?)

ou (| ) et | || désignent respectivement le produit scalaire et la norme
euclidienne de R%". Ainsi le théoréme 1 montre que (¢(e;))o<i<an—1 est une

base orthogonale de R?", vérifiant : ||¢(eq)|| = 22 et ||p(e;)|| = 2" sinon.
Définition 2. On définit également ¢ prolongement de ¢ o) a RZ" par :

B(ro, .ran_1) = (¥(ro,--ran—1),% © goy (T0, -.T2n 1), .9 0 goy ' (ro, -.T2n_1)) .
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¢ est un endomorphisme de R?" . Sa matrice par rapport a la base canonique
sera notée M. La j-iéme colonne de M, correspond & ¢(e;_1), et si par
commodité on fait varier les indices de 0 4 2" — 1, on a :

My = [oh(e))] ggim -

Théoréme 2. M, € Glon(R). Plus précisément |det(My)| = Dy, et
/\Zag(ez)]

-1 _
Mn - on+1

<i
0<y

ot dpg=2¢eti=1si1#0.

Preuve. Soit P, la matrice définie par : P, = [)\iag(ei)]ogigzn_l.

0<j<an -1
Alors P, M,, = [c; ;] ol :
2" —1
cij= Y Niok(e)og(e;) = AiTrg, joleie))-
k=0
Ainsi, sii#j,¢;=0,c00=2x2"et sii#0,¢;; =1x2"". Dou :
(1.3) P, M, = 2" .

M,, est donc inversible d’inverse =1 P,.
n onFTimn

Par ailleurs on a évidemment :
det(P,) = 2det(M}) = 2det(M,),

ot M! désigne la transposée de M,,.
En prenant les déterminants des deux membres de (1.3) on obtient :

2det(M,)? = det(2"H ! Ipn) = 22" (4D,
Ceci, compte tenu de la valeur de D,, déterminée plus haut, donne la valeur
de | det(M,,)| annoncée. O

2. POSITION DU PROBLEME

Si K est un corps de nombres d’anneau d’entiers Ok, et si x € K, notons
M (K, z) le minimum euclidien de z défini par :

M(K,z) = inf{|Ng,g(z — X)|; X € Ok},
puis définissons le minimum euclidien de K par :
M(K) =sup{M(K,z); z € K}.
Nous allons déja montrer que M (Q,) > 3.

Lemme. pour tout | impair de {1,...,2" — 1}, on a :

|Ng, jole)| = 2.
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Preuve. Procédons par récurrence sur n.

La propriété est évidemment vraie pour n = 1, car Ng, /Q(ﬁ) = -2
Supposons qu’elle soit vraie & ’ordre m > 1 et montrons qu’elle est alors
vérifiée & l'ordre n + 1.

Pour éviter toute confusion nous noterons (e;)o<i<2n—1 la base de Q, et
(ei)o<i<on+1_1 celle de Qpy1.

Pour tout ! impair, €] est un conjugué de e} (cf introduction). Par con-
séquent, tous les ) (I impair) ont la méme norme, Ng, ,, /q(e])-

En particulier, on peut écrire :

2
(NQn+1/Q(ell)) = NQn+1/Q(ell)NQn+1/Q(el2"+1—1) = N@n+1/@(e,1612n+1—1)'

n+1 _on+1 .
Or, comme C22n+3 + C2n2+3 =0, et comme §f+3 = C§n+2 pour tout entier k,
on a :
’ ot _ -1 ontl 1 —ontlpg
€1€on+1_1 — (€2n+3 + C2n+3) (C2n+3 + €2n+3

n+1 _on+1 n+1_ _on+l
= (€§n+3 + C2n2+3 ) + (C22n+3 2 + C2n2+3 +2)
= 0+ (Goi + 65"
= €gn_1.
Par suite on a :
2
(21) (NQn+1/Q(ell)) = NQn+1/Q(62n—1)'

Comme Q41 est une extension de degré 2 de Q,, et comme egn_1 € Qp,
on a:

Ng,1/0(e2n-1) = No, /o (Ngn /an (e20-1))
= Ng,/q(e3n_1)
2

= (Ng,/elezn-1))"

D’ou par (2.1),
2 2
(22) (NQTH—I/Q(e,l)) = (NQn/(@(CQn,]_)) *
L’hypothése de récurrence indiquant que |Ng, /g(e2n—1)| = 2, (2.2) donne :
|N@n+1/(@(ell)| =2

Ainsi la propriété est vraie a 'ordre n + 1. O

Remarque 1. On peut montrer qu’en fait, on a : N@n/Q(el) = 2 pour [
impair, dés que n > 2.

Théoréme 3. Pour tout n de N*, M(Q,) > 1.
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Preuve. Pour cela il suffit de trouver z de Q, vérifiant M(Q,,z) >
Posons

1
3-
27—1

’)’n:% Z €;-

=1
i impair

Comme les coordonnées de v, dans (e;)o<i<2n—1, Z-base de R, ne sont pas
toutes entiéres,

(2.3) Yn & Ra-
. +1 —on IURRT
Par ailleurs, en se servant de §22:+2 =—1letde {22:+2 = —C2n2+2 on établit :
2" —1 on—1l_1
— } : 2k+1 | ,—2k—1
Z ei - <€2n+2 +C2n+2 )
i=1 k=0
4 impair
21
_ 2741 2k’
- €2n+2 C2n+2
K'=0

_ C2_7L2-|,:L2+1 1 I (C227;+2)2n
- C2n+2
2Wnirs'
1- C22n+2
2
€2"—1 2741

on+2 on+2

2

2n—1 —2n41
€2n+2 + €2n+2+

On en déduit :

(2.4) o=

en_1

Soit alors X quelconque de R,,. De (2.4) on tire :

1-— X62n,1
INg, jo(vm — X)| = ‘NQn/Q (ﬁ) ‘

|Ng, /o (1 — Xean_1) |
|Nq, /ole2r-1)|

Or 1 — Xegn_1 € Ry, donc N, /@ (1—Xegn_1) € Z, et le lemme indique
que |Ng, /o(e2n-1)| = 2. On en déduit :

1
(2.5) [Ng. /o(1m — X)| € 5Z.
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En utilisant (2.3) qui implique que I'on ne peut avoir Ng, /o(¥n — X) =0
si X € R, et (2.5) on peut méme préciser :

1 *
[Ngw /ol = X)| € 527
Ceci implique que

N | =

M(Qn,vm) >
1

On voit (en faisant X = 0 dans ce qui précéde) qu’en fait M(Q,,vn) = 5.
Finalement,

N —

M(Qn) >

Ceci achéve la démonstration. O

Venons en maintenant au probléme en lui-méme.
Nous désirons montrer (pour n = 3 et accessoirement pour n = 2) que Q,
est euclidien pour la norme, c’est-a-dire que :

Vz € Qn, 3X € Ry, tel que [Ng, oz — X)| < 1.

En fait, nous allons montrer que 1’on a mieux encore, & savoir :
1
Vz € Qn, 3X € Ry, tel que [Ny, oz — X)| < 3

ce qui revient, compte tenu du précédent théoréme & :

Pour cela, nous allons chercher & montrer de fagon plus précise que Q, (pour
n = 3 et 2) vérifie le critére du théoréme suivant.

Théoréme 4. Si Vr € [—3, %]2n, JRe{-1,3 7" tel que |Ny(r—R)| < &
alors M(Q,) = %

Preuve. Soit x € Q, et soit (ag,a1,...,asm 1) =~ (z) € Q*".

Pour tout ¢ posons : r; = a; — |a;]| — %

Alors r = (rg,71, ..y Ton_1) € ([—%, %) NQ) e [—%, %]ZH et par hypothése
il existe R = (R, Ry, ..., Ryn_1) € {—%,% 7" tel que [N,(r — R)| < 1.
Posons R; = R; + |a;]| + 3.

Alors R' = (R, R}, ...;Rbn_1) €Z2", et X = (R') € Ry-

Par ailleurs z — X = ¢(r — R), et z — X vérifie donc :

INg, jo(z = X)| = [Ny o9y 1z — X)| = [Ny(r — R)| < 3.

On a bien : Vz € Q,, 3X € R, tel que |NQn/Q(m—X)\§%. O
Remarque 2. Si ce critére est vérifié cela prouve que pour un élément z
de @, donné de coordonnées (z;) dans (e;), un entier convenable peut étre
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trouvé a proximité de z & savoir un entier de coordonnées (|z;] ou [z;]).
Pour n = 1 Dentier le plus proche de z c’est-a-dire celui de coordonnées
(lz; + 3]) convient mais ce n’est plus le cas dés que n > 2.

Remarque 3. En reprenant les notations utilisées dans [L], si ce critére
est vérifié alors

—_

M@) =5
Mais avant de passer au cas particulier n = 3, montrons un résultat qui
nous sera trés utile dans la suite.

Théoréme 5. Soient deuxr éléments Ri1 et Rs de {—%,% Qn, tels que

|Ng, /@ © ¥(R1 — Rg)| < 221 Sir € R et siz = P(r) est tel que
pour tout i, (2; — ok o Y(R1))(2i — ok o (Re)) <0, alors :
— 1

37 € {1,2} tel que |[N,(r — R;)| < 7
Preuve. Soit i de {0,1,...,2" — 1}.
Supposons par exemple que o} 0 9(R1) < 0% o P(Ra).
Alors I'hypothése faite sur z; signifie que z; € [0% 0 ¥(Ry), 0% 0 9(Ry)].
Ainsi ) —zz—o30¢(R1) >0, p;=0bo(Ra) —2z >0et N+ p; = Cj,
ou C; = o3 09h(Ry) — o0 (Ry).

Or le produit de deux réels positifs ou nuls de somme donnée C; est max-
2

. . e C:
imum lorsque ces deux nombres sont égaux a % et vaut alors —-. Par
suite,

(0 0 $(Bo) — o} 0 p(R1))?

|(zi — 0% 0 P(R1))(2: — 0% 0 P(Ry))| < 1
Ceci étant valable pour tout %, on a :
on—1 on_1 2
: , N, Ry — R
T 1z — o ow(R)| ] Ies — oo () < @2 WT Z IV,
=0 1=0
ou encore, compte tenu du fait que z = @(r),
on_1 2 —1 2
: . N, cp(Re — R
T 160 gty = F)l [T 1o gy — Ry < s T ZF)),
i=0 i=0

Comme |NQn/Q op(Re — Ry)| < 22"=1 on obtient :
|Nn(r — R1)|[Nn(r — Ro)| <

1
4’
et ceci n’est possible que si I'un des deux termes | N, (r—R1)| ou | N, (r—Rs)|

est inférieur ou égal a l. O
Remarque 4. On peut voir que, dans le cas n = 1, pour tout r de [—1 ]2

2'2 ’
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il existe deux éléments R; et Ry de {—%,% 7" tels que les hypothéses du

théoréme précédent soient vérifiées. Ce n’est plus le cas dés que n > 2.

3. LA METHODE (CAS n = 3)

Désormais n = 3.

Onaalors:61:\/2+\/2+\/§,62=V2+\/§,63: 2+ )

ea=v2, e5=1/2—-V2—-V2, e6=vV2—-2, e7 =1/2— 2+ V2.

Pour tout (a;)o<i<7 de QB
7
o3( E aje;) = apeo + a1€3 + azeg — azey — ase4 — az€1 — Age2 — A7€s,
1=0

]

et donc pour tout (r;)o<i<7 de RE .

Gos (TO, T1,72,73,7T4,T5, T7) = (7"07 —Ts5, —T6,T1, —T4, —T7,72, _7"3)'

[ €0 €1 €2 €3 €4 €5 €g er7 i
€p €3 €Eg —€7 —€4 —€1 —€3 —€j5
ey —er —ey es eq —e3 —eg €1
e e —e —e; —e e e e
M; = 0 5 6 1 4 7 2 3
€y —¢€1 €2 —€3 €4 —E€5 €p —e7
ey —e3 €g er7 —€4 €1 —€9 €5
€p (Srd —€2 —€5 €4 €3 —€ —€1
ey —e; —eg €1 —e4 —er e —e€3
[ 260 260 260 260 260 260 260 260 i
€1 €3 —€r €5 —€1 —€e3 €7 —¢€5
€2 €g —€2 —€g €2 €g —€2 —€p
_ 1 e3 —e e —e; —e e —e e
16 €4 —€4 €1 —€4 €4 —€4 €4 —€4
€5 —€ —€e3 €7 —€3 €1 €3 —e€r
€6 —€2 —€g €2 €6 —€2 —€ €2
€r —€ €1 €3 —€7 €5 —€1 —€3
On veut montrer que :
118 118 — 1
(P) Vr e —5,5] , EIRE{—§,§} tel que |N3(r — R)| < 3

s’exprime sous la forme :

, (118 11, ! ; 1
(P') Vz€¢ [—5,5] IR € {_575} tel que H|Zi—03°¢(R)| < oh
=0
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Il suffit alors de déterminer un recouvrement de ¢ ( —%, %]8) par des petits

cubes B; de la forme szo[ai, a; + €], et de montrer que pour chaque B; de
celui-ci, on a :

7
11 )
(Pl(l)) IR e {—5, 5}8 tel que Vz € By, H |zi — o5 0 p(R)| <
=0

N =

ou & défaut :

11.5)\°
A(Ry1,R2) € [{—=,2}° | tel que
2°2
! . 1 . 1
(P?) VzeB, [[0| — 0} op(R)| < 3 ou 1_IO| —ofo(Re)| < 5.
Le choix d'un tel découpage "dans le plongement canonique" plutét qu’un
découpage direct de —%, %]8 s’explique ainsi :
- il permet de définir un critére trés simple (critére 1) pour vérifier (Pl(l))

qui donne un majorant de sup{l_[z:0 |zi — 04 o(R)|; 2 € B;} ne nécessitant
que peu de calculs.

- ce majorant ne peut étre amélioré, il est nécessairement atteint en un
sommet de Bj.

- le découpage est facilement compatible avec un autre critére (critére 2)
qui permet de vérifier (PZ(Q)) et qui sera défini & partir du théoréme 5.

Les critéres 1 et 2 seront définis explicitement & la fin de la section 3.

Mais avant tout, on voit facilement qu’il n’est pas nécessaire de montrer
(P') pour ¢ ([—%, %]8) entier et que 'on peut réduire ’ensemble d’étude.
Une premiére méthode, que nous ne développerons pas ici, consiste a se
ramener, en se servant de —Idps puis de Hs, a ’étude de 16 sous-ensembles

particuliers de ¢ ( -3, %]8>, de la forme ¢ ([0, 2] x [0, 2] x ... x [0, &]) out

(€0, €1,-y67) € {1} X {—1,1}7. Toutefois, d'un point de vue pratique,
cette procédure de réduction donne lieu & des calculs plus lourds que ceux
auxquels conduit la méthode que nous allons exposer maintenant. La rai-
son semble en étre la plus forte présence de "faces obliques" qui nécessite
de prélever beaucoup plus de petits cubes B; pour étre str de recouvrir en-
tierement chaque ¢ ([0, 2] x [0, &] x ... x [0, &]).

Nous procéderons donc de la fagon suivante.

Pour € = (g9, €1, €2,¢€3,€4,€5,€6,67) € {—1, 1}8, notons :

— (. 118
Cc={z€¢ ([—5, 5] ) tels que Vi € {0,1,...,7} €;z; > 0}.
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Théoréme 6. Pour que (P') soit vérifiée, il suffit que l'on ait :

(P:) VzelC., dR € {—— —}8 tel que H |z — ot o p(R)| <

pour les 20 valeurs de € suivantes :

( 1
-1,-1,1,1,
,—1,—1

bl

~1,1,—

?

-1,-
’17
1, —

\

Preuve. Soit & quelconque de {—1,1}%,

’]‘7 1’ ]‘7 1)7
_1a_1)7
1,1 ~1,-1),
1,1,1,1,1,—1),
1,1,1,

1)’

11)

1
1=0 2
e®=(1,-1,1,-1,1,-1,1,-1),
e®=(1,1,1,-1,1,1,1,-1),
e® =(1,-1,1,1,-1,1,-1,-1),
e® =(1,1,1,1,1,1,-1,-1),
9 =(1,1,1,1,-1,1,1, -1),
e =(1,1,1,1,-1,1, -1, —1),
e =(1,1,-1,1,1,1, -1, -1),
e =(1,1,1,-1,1,-1,1,-1),
e8) =(1,1,1,-1,1,-1, -1, —1),
) =(1,1,-1,1,-1,1,-1,-1)

et soit b = agl, ot a € {—1,1} et

ou 0 <1 <7, un élément quelconque de Hj.
Si C est ’ensemble des C.r, on ¢’ décrit {—1, 1}8, nous allons d’abord montrer

1

que pohog¢ (C.) €C.

Notons ¢ I’application de R® dans R® définie par :

(10,715 ey

D’une part si z € R® et si z = ¢(r)

reR8 ona:

(z) = ¢ohlr)
= adog.,(r)

7‘6,?“7) =

- (¢(T)’ o 9os (7‘),

(‘l"l, Ty ..y T7y 7"0).

1 0. gg,(r)) ou

= a(Pog, () pod(r),...h ot (r)

= a(pogh0d¥(r), .o gk MO E(r))

= ad(2).

On en déduit que :
qS oh o

oil &' = acl(e).

({z € R® tels que Vi, ;2 > 0}) ={z € R® tels que Vi, ¢! izi > 0}
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D’autre part, comme h(ro,71,...,77) = a(ro, Bi17y1); - BrTy(7)) ou t € S7
et B; € {—1,1} pour tout ¢ (cf (1.2)),ona: h ( —%, %]8) = [—%, %]8, d’ou

Fonog” (3(-3.51 ) = (153 )

Comme ¢o ho 5_1 est bijective on obtient par intersection :

— ——1

pohod  (C.)=Cuouce =ac(e).
On voit alors facilement que 507105_1 induit une permutation de C, et ’on
peut définir une action du groupe Hj sur C par :

siheHjetsiee{—1,1}* hC = $Oh0571 (Ce) -

On a en effet trivialement : h. (h'.C.) = ho h'.C..

Soient alors C, et C.r deux éléments de C situés dans une méme orbite sous
cette action. Supposons que C, vérifie (P,) et montrons que C,r vérifie (Pg).
Ce et C.s étant dans la méme orbite, il existe h € H} tel que Cor = h.C..

Soit 2’ quelconque de Cyr. Alors : 2/ =goho¢ (z) otz €C: et
11 ! .
aRe{—gagﬁtdcmeI%vi—aéo¢ua|s
1=
Soient 7 = afl(z) et ' = 571(2'). On a: 7' = h(r). Soit R' = h(R).
R' € {-%,3}8, car h(Ro, Ry, ..., R7) = a(Ro, Bi Ry1), -, BrRyry) oL t € S,
a € {-1,1} et B; € {—1,1} pour tout 7. De plus :

DN =

7 7
[Tz —csop®) = [[lweg (' —R)
i=0 i=0
— [Nyoh(r—B)
= |N3(r — R)| (cf proposition - section 1)
7 . 1
= Ll -dbowml <5
i=0

Ainsi, Co vérifie (Pe).
Par suite, pour montrer que tous les C, vérifient (P;) et donc que (P’) est

vraie (car ¢ ( —%, %]8) est réunion des C.), il suffit de montrer qu’un élé-

ment C. de chaque orbite vérifie (P;). Pour déterminer les orbites on peut
par exemple raisonner sur les stabilisateurs.

Le stabilisateur de C. ne peut contenir —Idps car on ne peut avoir —e¢ = €.
Les stabilisateurs sont donc d’ordre 8, 4, 2 ou 1. Les seuls sous-groupes
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d’ordre 8 de Hj ne contenant pas —Idgs sont H3 = (gs,) €t (—gq,), €t con-
duisent respectivement aux orbites de C a1y et C ) (qui ont donc pour cardi-
nal 2). Les seuls sous-groupes d’ordre 4 de Hj ne contenant pas —Idgs sont
(92,) et (—g2,). Mais si C, est invariant sous l'action de g2,, on retrouve les
valeurs de € précédemment rencontrées. (—gZ,S) conduit & 'orbite de C_(),
qui a pour cardinal 4. En continuant on détermine 'orbite de C_ 1) de sta-
bilisateur (g§3), celle de C_¢s) et celle de C_¢) de stabilisateur (—g§3), toutes
trois de cardinal 8. Enfin toutes les autres orbites ont pour cardinal 16, il y
en a nécessairement 14 (W). Il ne reste plus qu’a déterminer 14
éléments de C appartenant chacun & une orbite différente et n’appartenant
pas aux 6 orbites précédemment déterminées. Les 14 éléments C (), j va-
riant de 7 & 20, cités dans le théoréme, le vérifient. O

Soit € donné de la famille définie dans le théoréeme 6. Décrivons main-
tenant 1’algorithme permettant de montrer que (P.) est vérifiée.

Posons pour n > 1

2n-1 1+ _m
ap = Z e = —F———F——"+— cos (ﬂ2n+1) .
i—0 Sin (W)

On a facilement :
— 118 a3 ag.8
(52) 3500 ) -2

Découpons ce dernier cube de la fagon suivante.
Choisissons un entier p pair, non nul et posons :

(3.3) yk:—%%—khoﬁh:%etogkgp.

Sil=(lg,l,....,I7) € {0,1,....,p — 1}®, définissons B; par :
B; = {(20, 21, .-, 27) € R® tel que Vk € {0,1,...,7}  ui, <z < Y41}

. - . - 8
-2, %]8 est réunion des B;, donc par (3.2) ceux-ci recouvrent ¢ ([—%, %] )

Soit € = (o, €1, .-, €7) de {—1, 1}8. Posons

ki = (1—|—€,~)§ et Ki= (1+6i)§+12—).

Ainsisie; =1,k =5 et K; =p, et sie; = —1, k; =0 et K; = 5. Comme

[NIS]

-1

p—1
a
(=500 = U ks e et [0, 571 = (U loms ],
0 k=%

B
Il
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_ a3 a3

on voit que {z € [~%, %1% tels que Vi € {0,1,...,7} ;2 > 0} est réunion
des B; vérifiant k; < I; < K; — 1 pour tout ¢ de {0,1,...,7}. A fortiori, C,
qui en est un sous-ensemble, est recouvert par ces mémes B :

(3.4) C. C U B,

1€{0,1,...,p—1}8
tels que Vi k;<[;<K;—1

Cependant dans les recouvrements ainsi obtenus de ¢ ( —%, %]8) et des C,
par les B;, beaucoup d’entre ceux-ci sont inutiles dés que p est assez grand.

En effet lorsque p tend vers +oo, la probabilité pour qu'un B; rencontre
I ([—%, %]8) tend vers :

— 8
vol(¢(-331))  vos
vol ([—%, ]8) of
Il convient donc de définir un recouvrement plus raisonnable de chaque C;.

A cet effet, introduisons les 8 formes linéaires s;( ou 0 <4 < 7) définies sur
R® par :

m|£

oll \g = 2 et A\; = 1 sinon.
Alors le théoréme 2 montre que :

——1

¢ () = (Si(z))0§i§7'

La matrice My ' (cf (3.1)) fournit les formules explicitant les s;. On peut
alors énoncer le

Théoréme 7. On obtient un recouvrement de C. en ne considérant que les
By pour lesquels 7 vérifie, si c¢’est possible :

kr <l <K7—1
et

max (m; — 1,7 € {0,1,...,7}) <l7 <min (mj,i € {0,1,...,7}) ot :
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( my = % ( 4 — 830 (ylo-i—la Yi+1Yio+15 Yiz+1> Yla+15 Yis+15 Ylg+15 0) - yO)
my = 1 (4= 850(Yig, Y1+ Yia»> Yis+ Yias Yis» Yie:0) — Yo)
my = hL% ( 8 + 1651 (ylo’ylnylﬁ-la Yiz> Yia+15Y1s+15 Yig» 0) - y065)
my = gz (8 4 1651 (Yo 41, Yoy 41, Yias Yis 415 Yia» Yis » Yig+15 0) — Yoes)
M2 = feo (=84 1652(Yigs Yirs Yia+1, Yis+15 Yias Yis» Yi+15 0) — Yoes)
mh = g (8 + 1652 (Yio 115 Yo +15 Yis» Yigs Yiat1s Yis+15 Yl » 0) — Yoes)
m3 = hLel ( 8 — 1633(ylo+laylpylﬁ-layls’yl4ayl5+1ayl6’0) - y061)

) mé = % (8 - 1633(yl0’ Yli+15Yls> Yiz+15Yla+15 Yl Yig+15 0) - y061)
my = e (=8 +1684(Yigs Yty +1, Yo Yis+15 Yia» Yis+15 Yiss 0) — Yoea)
My = ez (84 1654(Yio+15Yirs Yi+15 Yigs Yiat+15 Yis» Yie+150) — Yoea)
M5 = o (=8 + 1655 (Yig, Yty +15 Yio 41, Yigs Yia+1, Yis» Yl 0) — Yoer)
MmE = ez (841655 (Yio+ 15 Yirs Yias Yis+15 Yia» Yis+15 Yie+150) — Yoer)
me = }%2 ( 8 — 16sg (ylo—}—h Yi11Ylas Yiz+15 Yia+15Ylsy Yles O) - y062)
mé} = hLez (8 — 1656 (yloa Yli+19Yla+1 Yigs Yigr Yis+15 Yig+1s O) - y062)
M7 = g (=8 +1657(Yig, Yis 41, Yins Yis» Yia+1» Yis> Yig+150) — Yoes)

[ MY = ez (8 + 1657 (Yio 11, Yty s Yin 415 Yis+1, Yia» Yis 115 Yi> 0) — Yoe€3) -

Preuve. Le premier encadrement vient de (3.4). Pour le reste, raisonnons
en termes d’exclusion et tenons compte du fait que 'on peut éliminer les B,
tels qu'il existe 7 de {0, 1,...7} pour lequel :

(R;) : (Vz eB, r= afl(z) vérifie r; < —l>

2
ou
— 1
(R}) : (Vz eB, r=4¢ 1(z) vérifie r; > 5) )
On a alors en effet : ¢ (Bl) —5,5] = (), et par bijectivité de ¢ :

BN g ([-4,4") =0 et BinC. = 0.

Sir={(ro,r1,.y77) = gfl(z) alors 7o = so(2).
L’expression de sy que 'on peut déduire de (3.1), a savoir

1 7
(3.5) so(2) = ¢ >z
i=0

montre que, si z € B, la plus petite valeur possible de sp(z) est
SO(yloayll’ylzaylg’yhayl5ayl61yl7) et que la plus grande valeur pOSSible de

$0(%) €st 80(Yig+15 Yts+1 Yio+15 Yis+15 Ylat1 Yis+15 Ylg+15 Yig+1)-
Pour que B ne vérifie pas (Ry), il est nécessaire d’avoir :

[\3|'—‘

(36) SO(yloaylpleaylsayluylg,ayleayl'{) <



hal-00136942, version 1 - 15 Mar 2007

ke vidLAt 44 AV R

Pour que B; ne vérifie pas (Ry), il est nécessaire d’avoir :

1
(3.7) 50 (Yto-+15 Yl +15 Ylo+1> Yia+1> Yia+1s Yls+1s Yls+1> Ylr+1) = 5

L’inégalité (3.6) donne, compte tenu de (3.5) :

1

1
SO(ylmyl17ylzaylaaylmylsayleao) + gyh < 57

ou encore, par (3.3) :

1
Iz < 7 (4 — 850(Yig» Yty Yis» Yizs Yia» Yis» Yig» 0) — Yo) -

De méme (3.7) conduit & :

1
l7+1> 7 (—4 — 850(Yig-+15 Yty +15 Ylo+1> Yia+1> Yla+1s Yis+1> Yis+1,0) — Yo) -

Et I7 peut étre choisi de telle sorte que : mo — 1 <7 < my.

En observant My ! et en raisonnant de la méme maniére sur les valeurs
extrémes des s;(z) (1 <14 < 7) sur By, et sur les conditions d’exclusion (R;)
et (R}), on trouverait les encadrements : m; —1 < Iy < m;, avec les valeurs
de m; et m; indiquées dans 1’énoncé du théoréme. O

Remarque 5. Pour un 7-uplet donné (ly,l1,12,13,14,15,16), 'ensemble des
l7 déterminé par le théoréme 7 est souvent réduit a ). Comme d’un point
de vue pratique, étudier (g)7 cas dont beaucoup sont inutiles n’est pas
envisageable, on peut définir des conditions sur lg de la fagon suivante :
(lo,11,12,13,14,15,1s) étant donné on peut encadrer s¢(z) o z € C, par :
30(2) < 80(Yig+1,Yts+1 Yta+1 Yis+1> Yia+1 Yis+15 Ylg+15 YK7)

et SO(Z) > SO(ylm Y15 Yz Ylss Ylasr Yls» Yl yk7)
Compte tenu du fait que 'on peut écarter les B; vérifiant (Ry) ou (Ryp), on

peut imposer & (lo,l1,12,13,14,15,15) les deux conditions :

30(y10+layl1+laylg+layl3+layl4+layl5+laylﬁ+layK7) > 3
1
SO(yloa Y19 Ylas Yiss Yiayr Ylss Yigs yk7) < 5
Ces inégalités conduisent a :

{ le+1 > % (—4 — 830(Yig+15 Yty +15 Yia+15 Yig+15 Y+ 15 Yis+1, 0, Y1) — Yo)
l6 < h (4 - 830(yloayllayl27yl31 Yias Yis, 07 yk7) - yO) -
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De la méme maniére, en travaillant avec les s; (1 <4 < 7), on trouverait 14
autres inégalités devant étre vérifiées par lg. Les premiéres sont :

( lg+1 > he7 ( 8 — 1651 (ylo—|—17yl1—|—la Yiys Yiz+15Yly» yls,oa yk7) y067)
16 < W (8 - 1631(?/10’ Yl Ylo+15 Yl Yla+15 Yls+1, 0 yK7) y067)
ls+1 > ,%@ (=8 4 1652 (Y1os Yty » Yir+1, Yis+15 Yt Ytz 05 YIcr) — Yoez)

S s < ez (84 1659(Yig 15 Yty +15 Yias Yt > Yia+15 Yis+1, 0 Ykr) — Yoe2)
I +1 > 5oz (=84 1655(Yig» Yiu +1, Yios Yia+15 Yiat1: Yis» 05 Yky ) — Yoes)
ls < hes (8 4+ 1655 (Yug 115 Yty » Yo 41, Yis Yia» Yis 41, 0, Yiy) — Yoes)

| etc.

A ces 16 inégalités on ajoute la condition : kg <l < Kg — 1.
On peut alors recommencer avec [5 et définir un encadrement des valeurs
possibles de 5 en fonction de (lg,l1,l2,13,14), puis faire la méme chose avec
l4 en fonction de (lg,l1,l2,13). Ces procédures permettent un gain de temps
considérable.

Il ne nous reste plus qu’a énoncer les critéres fondamentaux permettant

de montrer qu’'un cube B; vérifie la propriété (Pl(l)) ou a défaut la propriété

(P).

Critére 1. Soient € une des 20 valeurs déterminées dans le théoréme 6 et
B; un cube élément du recouvrement de C. déterminé précédemment. S’il

eviste R de {—1, 5} tel que :

7
: : 1

[ max (ju, — o 0 $(R), ;1 = o o w(B)]) < 5.

j=0
alors By vérifie ('Pl(l)).
Preuve. Soit z = (29, 21, -.., 27) quelconque de B;. Alors on a :

Vj € {07 17 "'77}7 Yi; < Zj < Yij+1-
Par convexité de l'application : ¢ — |¢|, on a alors pour tout R de QF et
pour tout j de {0,1,...,7} :
|Zj - UZJ’) ° QP(R)‘ < max (|ylj - GZJ; ° ¢(R)|’ |ylj+1 - U?’, o ¢(R)|) 3

et par conséquent :

H |2 — o} 0 p(R)| < Hmax (I, = o 0 w(B)], 11 — o 0 H(R)) -

7=0
D’ou le théoréme. O

Remarque 6. Le majorant précédemment déterminé ne peut étre amélioré
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car il est atteint par un des sommets du cube. Par ailleurs on peut remarquer
que

; - Yy T YL+L
max (lyy, — 0 o Y(R), iy +1 — o0 Y(R)) = | o

og0tp(R)|+

tels que : ' '

vj €4{0,1,..,7}, (ylj - 0':]), O_w(Rl))(ylj - 0’% 0 "/J(RQ)) <0,

Vi €{0,1,...7}, (y1;41 — 03 0 Y(R1))(y1;41 — 03 0 Y(Re)) <0,

et |Ng, /g o (R1 — R)| < 128,

alors B) vérifie (PI(Q)).

Preuve. Ce résultat n’est qu’une variante du théoréme 5.

Soit z quelconque de B;. Par hypothese, pour tout j, y;; et y;+1 donc z;

sont compris (au sens large) entre og o1(Ry) et og o 9(Rp). Ainsi z vérifie
les hypothéses du théoréme 5 et nécessairement

7 7
[1 1z - ohow(®) < 5 ou [ Iz — oo w(Ra)| < 5.
3=0 =0
Ainsi B; vérifie (Pl@)). 0

4. LE PROGRAMME ET LES RESULTATS

L’algorithme est alors simple. On se donne un ¢ de la famille définie au
théoréme 6. On choisit p suffisamment grand (le seul critére est la réussite
du test). Pour montrer (P.) on fait prendre a (lg,l1,l2,l3) toutes les valeurs
de {ko, ...,K() — 1} X {kl, ...,K1 — 1} X {k‘g, ...,KQ — 1} X {kg, ...,Kg — 1}, a
chaque nouvelle valeur de ce quaduplet on calcule l'intervalle des possibilités
pour Iy (cf la remarque 5), on fait varier [ dans cet intervalle, & chaque nou-
velle valeur de I4 on calcule 'intervalle des possibilités pour I5,...etc, jusqu’a
faire varier I7 dans 'intervalle défini par le théoréme 7. On cherche alors un

11

élément R de {—3, 5}8 tel que le cube B vérifie le critére 1. Si un tel élé-

ment n’existe pas, on cherche s’il existe un couple (R, Rg) de ({—%, % 8)2
vérifiant le critére 2. Si le test est positif pour chaque B; défini a ’aide des
inégalités du théoréme 7 et de la remarque 5, alors la propriété (P) est
vraie. On fait la méme chose pour les 19 autres valeurs de £ données au
théoréme 6.

En pratique, pour que le programme montre le résultat, il faut prendre p
assez grand (de 'ordre de 40), mais les calculs sont alors abondants. Aussi
a-t-on défini une procédure de dichotomie, qui, lorsqu’on rencontre un cube
B, ne vérifiant pas le critére 1, le divise en 256 petits cubes de méme taille,
élimine parmi ceux-ci ceux dont on est stir que leur intersection avec C. est
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vide (par un test semblable & celui du théoréme 7), et fait subir a ceux qui
restent le test relatif au critére 1. Si un de ces petits cubes ne vérifie pas le
critére, ce qui est trés rare en pratique, on revient & B; et on lui fait subir
le test relatif au critére 2. Ainsi p de 'ordre de 20 suffit.

Par ailleurs, quand on cherche pour un B; donné un R adéquat (vérifiant
le critére 1), on parcourt d’abord, par ordre d’indice décroissant, un tableau
dans lequel sont stockés au fur et & mesure les R utilisés. Ce tableau est
initialisé a (. Si un R du tableau convient, on réindexe celui-ci, en mettant
le R adéquat en derniére position. Si aucun élément du tableau ne convient
on lance une recherche systématique et le premier R convenable détecté est
placé en derniére position dans le tableau. Le gain de temps ainsi réalisé
est appréciable.

Reste le probléme de la précision. Le programme a été rédigé en Pascal
(Turbo Pascal 6.0 de Borland). Compte tenu de I'imprécision relative en
mode real (les calculs ont cependant été menés en mode eztended ), on a
pris comme test effectif pour le critére 1 :

7
[T masx (lo, — o4 0 w(R), 41 — o 0 w(B)]) < 0.49,
j=0

ou encore (cf remarque 6), ce qui est légérement plus rapide,

! Yi; + Y41 ; h
j=0

et comme test effectif pour le critére 2 :
Vj € {0’ 1., 7}’ (ylj - Ug ° 'lp(Rl))(yl] - Ug 0 ¢(R2)) < —0.0001,

Vj € {O, 13 =y 7}’ (ylﬂ-l - Ug o /w(Rl))(ylj-H - O-ZJ% © ¢(R2)) < _00001,
et |NQ3/Q o ’lp(Rl - R2)| S 128.5.

De fait, Ng, /g © 9(R1 — Rg) est un entier car ¢(R; — Rz) € R3.

De plus, il se peut que les valeurs déterminées pour max(m; — 1) = m;, — 1
et min(m}) = mz-o soient presqu’entiéres. On a alors pris les précautions
suivantes : si 0 < (m;, — 1) —m < 0.01 ou m est entier, on ajoute le cas
l7 = m & lintervalle défini par le théoréme 7, si k7 < m ; de méme, si
0 <m'—mj <0.01 ot m' est entier, on ajoute le cas Iy = m' & I'intervalle
défini par le théoréme 7, si m’ < K7 — 1. On procéde de méme avec les
encadrements fournis par la remarque 5. Une étude simple tenant compte
des ordres de grandeur des nombres utilisés montre que ces précautions
sont amplement suffisantes (en agissant ainsi, on est amené a étudier de
nombreux B; périphériques inutiles).

Le programme a été exécuté pour la premiére fois en 1997 sur un micro-
ordinateur de type 486 DX 33, mais sous une forme incompléte (sans le
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critére 2 et avec 0.99 a la place de 0.49), ce qui a I’époque nous a permis
de conclure a l'euclidianité de Q3 pour la norme. Pour la forme compléte
décrite ici, nous avons utilisé un micro-ordinateur "familial" plus récent,
équipé d’un processeur Pentium II cadencé & 300 Mhz et doté de 64 Mo
de mémoire vive. Le temps de calcul varie de 2 secondes pour C. ) (avec
p = 24) a environ 5 minutes pour C_u4) (mais avec p = 38 pour ne se
servir que du critére 1, et 22 653 868 B; retenus, ce qui est exceptionnel par
rapport aux autres C. pour lesquels le temps de calcul est beaucoup moins
long).

Tous les résultats obtenus figurent dans le tableau ci-dessous. Pour
chaque C., N désigne le nombre de B; retenus, P le nombre de tels cubes
& avoir subi la procédure de dichotomie avec succés, T' le nombre de petits
cubes issus de cette procédure et ayant été retenus, U le nombre de R de

{—%, %}8 utilisés, et S le nombre de B; pour lesquels la critére 1 n’a pas
suffi et qui ont subi le test du critére 2.

e || p N P T UlS
eM 241 24310 93 1425 | 64 | 0
@ 1130 733309 | 562 | 80238 [128] 0
e®) [ 24 399441 | 7067 | 655685 | 140 | 70
@ |/ 36 | 14353759 | 488 | 43450 | 126 13
£®) 1130 | 4103990 | 302 | 15578 [ 106 | 0
e© 124 562422 | 1333 | 48599 [ 100 | 0
eM 241 637996 | 8895 | 558965 | 142 | 0
e® |24 | 1109300 | 8633 | 548482 | 148 | 0
e® 1130 | 5384843 | 974 | 61515 [132] 0
e(10) 1124 | 1437219 | 14092 | 765423 | 146 | 0
eI 1124 | 2081635 | 11419 | 744146 | 147 | 0
12 1l 24 | 1438477 | 12700 | 862541 | 144 | 0
e13) 11 24 | 1855806 | 12701 | 1026360 | 146 | 0
(14 11 38 | 22653868 | 44 4455 | 95 | 0
15 | 24| 893842 | 6159 | 311249 | 126 | 0
e16) 11 24 | 1413671 | 15318 | 1100781 | 162 | 0
1D 1130 | 6805470 | 288 9693 |100] 0
c18) [ 24 | 1829921 | 10229 | 827058 | 150 | 0
19 [ 24 | 1785354 | 6175 | 477394 | 140 | 0
e20) 1l 24 | 2242889 | 12716 | 966337 | 146 | 0

Nous avons essayé au maximum de nous passer du critére 2 pour bien
faire apparaitre les points critiques, quitte & avoir parfois recours & des
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découpages trés fins (par exemple pour I’étude de C_aay), alors qu'un dé-
coupage plus grossier elt suffi en utilisant les deux critéres.

Ainsi, nous n’avons eu besoin d’utiliser le critére 2 que pour C_) et C sy qui
sont les seuls parmi les C. étudiés a contenir des points critiques (les y3 mod
R3, c’est & dire compte tenu de la translation effectuée dans le théoréme 4,
les ¢(£3,0,+1,0,%3,0,£3,0)).

- Pour ce qui est de C.@3), avec p = 24, les B; nécessitant le critére 2
sont ceux qui se trouvent aux voisinages de d)(%,O, %,0, —%,O, —%,0) et de
5(—%,0, %,0, %,0, —%, 0), qui sont tous deux dans C_s).

- Pour ce qui est de C (), tant que p < 36 certains B; ne devant pas a priori
poser probléme nécessitent le recours au critére 2, car ils sont voisins de
5(%,0, —%,0, %,0, —%,0) qui n’appartient pourtant pas & C_. Mais avec
p = 36, les B; nécessitant le critére 2 sont ceux qui se trouvent au voisinage
de 5(%,0, %,0, %,0, —%, 0) qui est bien dans C ).

5. RETOUR AU CAS n = 2. CONCLUSION

Si la méthode utilisée somme toute rudimentaire (choix d’une base pra-
tique, réduction du domaine d’étude, découpage dans le plongement canon-
ique) est généralisable & d’autres extensions totalement réelles de Q, elle

peut évidemment servir & démontrer une des conjectures émises par H.
Cohn et J. Deutsch (cf [C-D]) & propos de Q2, a savoir

La démarche est la méme, en plus simple du point de vue des calculs, cela
va sans dire. On est amené par le méme raisonnement que dans le cas n = 3
a montrer qu’il suffit d’étudier C. pour les 4 valeurs suivantes de € :

e® =(1,1,1,1) . e =(1,1,1,-1)

e® =(1,1,-1,-1) et ¥ =(1,-1,1,-1)
On définit un recouvrement optimisé de chaque C. par des formules ana-
logues & celles du théoréme 7 et (sans mémoriser au fur et a mesure les

"entiers" utilisés, et sans avoir recours & la procédure de dichotomie, le
temps de calcul étant négligeable) on obtient les résultats suivants :

€ p| N | S
eM20] 33 [0
e@ 1201612 0
e® 11811058 | 0
@ [ 18] 967 | 20

Pour les trois premiers Cq, le test du critére 1 suffit. Pour le quatriéme qui
contient des points critiques, le recours au critére 2 (avec 8 a la place de
128) est nécessaire. Les B; nécessitant le critére 2 sont ceux qui se trouvent
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aux voisinages de 5(%, 0, %, 0) et de 5(—%, 0, %, 0), qui appartiennent bien a

C.(a) et correspondent a 2 + €p + ez et 2 + ea.
En résumé, on a le résultat suivant (en tenant compte de la translation
effectuée dans le théoréme 4) :

Théoréme principal. Pour n =2 et 3,
— 1

De fagon plus précise, pour tout x de Q, de coordonnées (x;) dans la base
(e;), il existe X dans Ry, de coordonnées (X;) vérifiant X; = |x;] ou [x;],
tel que |[Ng, jo(z — X)| < :.

2m—1
1
Par ailleurs v, = = Z e; vérifie M(Qn,vn) = %
2 i=1
% impair

Qu’en est-il de Q4 ? Un test ponctuel et aléatoire (10 essais) laisse
supposer que la propriété vérifiee par @, pour n = 1,2 et 3 est encore
valable, & savoir qu’avec les notations utilisées jusqu’ici,

11 16 11 16 _
Vr e [_555] ) HRE{_§a§} tel que |N4(T_R)| <

bl

N =

ce qui impliquerait en particulier : M(Qq) = M(Qy) = %
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