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Résumé

Ce rapport présente la première phase d’activité (à un an) du projet ILOT (Interactions
LOcalisations Transports). Le projet ILOT consiste à appliquer la modélisation multi-agents
aux rapports entre mobilité locale et transformation des espaces dans les aires urbaines. Il vise
à développer dans un premier temps un ensemble de « briques » théoriques susceptibles de
représenter de manière pertinente l’émergence de comportements collectifs en matière de
rythmes temporels d’activités et de localisation. Notre originalité consiste à développer des
modèles simples, pour étudier de manière rigoureuse les ingrédients de base du modèle avant
de se lancer dans les simulations de grande taille. A plus long terme, ces « briques »
théoriques seront le matériau de base pour élaborer des modèles appliqués, susceptibles d’être
confrontés à des situations réelles.

Dans la phase I de ILOT, dont rend compte ce rapport final, le projet comporte trois activités :
(A) l’exploration théorique de l’émergence de comportements « stylisés » de rythmes
temporels et de localisation d’activités à travers une « ville-modèle » ; (B) le couplage de
modèles éprouvés dans les domaines respectifs du transport et des localisations, en particulier
les modèles applicables à des problèmes pratiques ; (C) l’identification et la résolution des
obstacles informatiques relatifs à la simulation, à la collecte des données et à l’analyse des
résultats de ces modèles.

Nous avons cherché à comprendre l’influence de différents niveaux de détail de modélisation
de certains facteurs de formation de la rente et de la densité. Nous avons étudié en particulier
le rôle des interactions entre individus, et la différence de revenus et de coûts de transport,
dans différentes configurations de modèles de formation de la rente et de la densité.

L’approche agent a permis de mieux comprendre les modèles agrégés de départ et de les
étendre vers plus de pertinence. En particulier cette approche nous a permis d’étudier de façon
plus fine l’influence des interactions et de coûts de transports hétérogènes sur les densités et
les rentes.

Nos études successives nous ont permis une complexification progressive des configurations
étudiées. Ceci nous a permis d’étudier séparément l’influence de chaque facteur
d’hétérogénéité sur l’équilibre obtenu et donc une qualification plus claire des facteurs
d’influence qu’il est important de modéliser finement.

Modèle de formation de la rente, avec surfaces et densité de logement constantes

Nous avons tout d’abord développé un modèle de formation de la rente, avec surfaces et
densité de logement constantes, et testé pour la formation de la rente, différents processus de
surenchère pour les loyers des logements. Nous avons ensuite étendu ce modèle dans
plusieurs directions indépendantes : coût de transport vers un lieu de travail central, centres
différants par le nombre de logements ou leur surface, différence de revenu et différence des
coûts de transport unitaires entre deux populations.

Premièrement, nous avons pu observer comment au sein de deux populations fortement liées
l’une à l’autre, un coût de transport plus élevé pouvait conduire les individus concernés à se
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ii

concentrer au centre, en se séparant de l’autre population. Dans ce cas, les densités ne
dépendent que de la différence de coût de transport.

Deuxièmement, lorsque les deux populations sont liées chacune plus à l’autre qu’à elle-même
(comme peuvent l’être dans certains cas firmes et travailleurs), nous avons pu observer une
ségrégation moins marquée, et dépendant du facteur entre les deux coûts de transport
unitaires. Dans ce cas, la ségrégation diminue aussi avec le nombre de liens. On observe alors
des configurations proches de centres secondaires autour des villes.

Ces modèles, bien que simples, permettent de montrer le rôle majeur que joue la différence de
coûts de transport sur la ségrégation spatiale à l’intérieur de la ville. De plus ces études
montrent l’influence des liens entre individus (outre la différence des coûts de transport) sur
les formes de ségrégation observées.

Modèle de formation de la rente, avec surfaces et densité de logement variables

Dans un deuxième modèle de formation de la rente, nous avons introduit des surfaces et des
densités variables, et ajouté un terme de préférence pour la surface dans l’utilité. Ainsi,
l’équilibre résulte d’un compromis des individus entre leurs coûts de transports et la surface
de chaque logement.

Après avoir vérifié la fidélité du modèle individu-centré au modèle théorique, dans un cas
simple où il était possible d’en connaître analytiquement la solution, nous avons simulé avec
ce modèle des configurations plus compliquées, avec deux ou plusieurs populations
différentes dans la même ville.

Pour commencer, nous avons étudié comment le coût de transport unitaire influence les
densités respectives de deux populations de revenus différents, en conduisant ou non à une
ségrégation spatiale. Nous avons ensuite étudié dans le cas d’une ségrégation, l’influence de
différentes configurations d’interactions déterministes et aléatoires, et montré leur influence
sur les densités obtenues.

Nous avons ensuite étudié comment la différence de coûts de transport pouvait mener à une
ségrégation spatiale. Nous avons pu observer des densités concentriques suivant des coûts de
transport unitaires décroissants. Des coûts de transports globalement plus faibles conduisent à
l’étalement des populations, et donc à une influence plus visible de leurs positions l’une sur
l’autre. Inversement une différence plus marquée entre coûts de transport, conduit à une plus
grande différence de distribution de la densité entre les deux populations, et semble réduire
ainsi leur compétition pour le sol et la pression de l’une sur l’autre.

Dans le modèle précédent, les rentes dépendent seulement de la densité. Nous avons introduit
un peu de réalisme en les faisant résulter d’interactions individuelles de marchandage entre
propriétaires et locataires. Même si la densité optimale et les rentes prévues par la théorie
continuent à pouvoir être atteintes, elles ne le sont plus dans tous les cas. En particulier, les
locataires parviennent parfois à obtenir des rentes inférieures à celles prévues par la théorie.
Mais il peut aussi arriver que la dureté des marchandages conduise à des échecs de
mouvements, frustrant finalement à la fois les locataires et les propriétaires.
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Modèle de formation de la rente, avec cohabitation entre firmes et individus

Dans un troisième modèle, nous avons étudié une cohabitation entre firmes et individus. Les
firmes conservent des coûts de transports dépendant de leur distance aux autres firmes, alors
que le coût de transport des individus dépend de leur distance à leur lieu de travail (firme).

La coexistence de firmes et de travailleurs conduit à des équilibres plus subtils, où non
seulement leurs liens d’interactions directes (salaires), mais aussi la concurrence pour l’espace
ainsi que l’ordre des relocalisations, jouent sur la formation des densités.

Nous avons considéré différentes formes de redistribution du profit des firmes provenant d’un
rapprochement géographique facilitant leurs interactions. Nous avons notamment testé
l’accroissement du poste budgétaire consacré au financement des locaux des firmes, le
subventionnement des logements de leurs travailleurs ou de leurs coûts de transport. Les
choix de redistribution du profit affectent directement soit la rente, soit les choix de
localisation des firmes et/ou des travailleurs et influencent dès lors fortement les densités
observées de l’ensemble des firmes et des travailleurs.

Enfin, nous avons pu observer que le hasard de l’ordre des relocalisations, en favorisant soit la
symétrie, soit l’asymétrie des firmes pouvait conduire à des configurations très différentes.

L’approche agent nous a donc permis de simuler et d’étudier des configurations plus
complexes et réalistes que le modèle agrégé dont nous sommes partis.

Modèle de ville avec propriétaires et locataires

Avec le modèle de ville faisant interagir propriétaires et locataires, nous avons tout d’abord
élaboré un modèle générique, qui a été ensuite étudié dans deux cas particuliers, l’un dans
lequel les emplois sont tous localisés au centre, l’autre où chaque individu va visiter tous les
autres.

Ce modèle de loyers formés à partir de la demande des locataires est bien compris et robuste.
Nous avons établi l'existence d'un équilibre de population pour chaque jeu de paramètres, et le
modèle converge avec le modèle théorique dans le cas du modèle avec emplois localisés au
centre.

Nous concevons le modèle actuel comme étant une base de prototypes potentiels, et sommes
en train d'évaluer les pistes les plus prometteuses pour la suite. Au niveau informatique, nous
allons améliorer le programme en ajoutant des possibilités de complexifier le modèle.

Modélisation de la congestion routière

En ce qui concerne la modélisation de la congestion, nous avons élaboré, dans un cas très
simple réduit à un goulot, un modèle robuste, convergeant grâce à la prise en compte
d’hétérogénéités entre agents. Il est possible d'utiliser une telle règle désagrégée dans un
modèle opérationnel.

ha
ls

hs
-0

01
35

92
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
M

ar
 2

00
7



iv

Couplage des modèles de trafic aux modèles de localisation

La tâche consacrée au couplage des modèles de trafic aux modèles de localisation, a consisté
à définir une interface logicielle qui permette aux modèles de localisation et d’occupation du
sol d’accéder de manière transparente aux performances de l'infrastructure de transport, sans
avoir à tenir compte de la complexité d’un modèle de transport complet. Le cahier des charges
informatique a été établi. La mise en œuvre informatique de l'interface logicielle entre
modèles de transport et modèles de localisation est encore en chantier.

Choix d’une plate-forme de développement multi-agent

Nous avons cherché à choisir une plate-forme de développement multi-agent. Un premier tour
des possibles nous a mené à nous focaliser sur RePast, l’une des plus connues et des plus
utilisées, et MadKit, qui a été choisi pour le projet MIRO. Ces deux plates-formes présentent
chacune leurs avantages. Cependant, parmi ses nombreux points forts, Repast dispose de
fonctionnalités spatiales de base. Il nous paraît plus intéressant et original d’investir une
réflexion et un développement supplémentaire sur le modèle d’interactions sociales que sur
les fonctionnalités spatiales de base, ce qui nous amène à privilégier pour le moment Repast.
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Introduction

La modélisation des transports est non seulement importante pour prévoir les conditions de
circulation en ville et leurs impacts économiques et environnementaux, mais joue également
un rôle dans le développement urbain à plus long terme. En effet l’accessibilité peut
influencer les choix de localisation des entreprises et des ménages. Dès lors pour comprendre
le développement à long terme d’un espace urbain, la modélisation des transports en
interaction avec les choix de localisation est nécessaire.

Toutefois les liens entre transports et localisations s’insèrent dans un réseau d’influences
nombreuses. En effet les entreprises choisiront leur localisation en fonction des infrastructures
permettant leur approvisionnement, et l’écoulement des biens produits, du marché du foncier
et du marché de l’immobilier d’entreprise, mais seront également influencées par la
localisation d’autres entreprises (éventuellement concurrentes), de la proximité de la main-
d’œuvre (et donc de zones résidentielles). Les employés eux-mêmes choisiront leur résidence
en fonction de leur lieu de travail, mais aussi, outre bien entendu le marché immobilier, des
écoles, commerces, lieux culturels ou plus subtilement de paramètres subjectifs (‘quartiers
préférés’), etc… Les localisations des entreprises et des employés déterminent en grande
partie la mobilité, et la formation de congestions, dont les caractéristiques peuvent varier en
fonction des stratégies des automobilistes, et de l’information dont ils disposent. La
congestion appelle à son tour un développement ciblé des infrastructures… Ainsi, si les
transports dans une ville influencent en partie l’implantation de nouvelles activités et le
développement de zones résidentielles, le développement de celles-ci peut accroître la
demande en transport et conduire à développer les infrastructures existantes.

La modélisation du développement de la ville est donc complexe car elle comprend des
entités de natures, d’échelles, de rôles très différents (géographiques, économiques,
institutionnels, individuel,…), interconnectées par des liens multiples nécessitant des
couplages délicats.

Le projet ILOT consiste à appliquer la modélisation multi-agents aux rapports entre mobilité
locale et transformation des espaces dans les aires urbaines. Il vise à développer dans un
premier temps un ensemble de « briques » théoriques susceptibles de représenter de manière
pertinente l’émergence de comportements collectifs en matière de rythmes temporels
d’activités et de localisation. Notre originalité consiste à développer des modèles simples,
pour étudier de manière rigoureuse les ingrédients de base du modèle avant de se lancer dans
les simulations de grande taille. A plus long terme, ces « briques » théoriques seront le
matériau de base pour élaborer des modèles appliqués, susceptibles d’être confrontés à des
situations réelles.

Dans la phase I de ILOT, dont rend compte ce rapport final, le projet comporte trois activités :
(A) l’exploration théorique de l’émergence de comportements « stylisés » de rythmes
temporels et de localisation d’activités à travers une « ville-modèle » ; (B) le couplage de
modèles éprouvés dans les domaines respectifs du transport et des localisations, en particulier
les modèles applicables à des problèmes pratiques ; (C) l’identification et la résolution des
obstacles informatiques relatifs à la simulation, à la collecte des données et à l’analyse des
résultats de ces modèles.
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Page 2

Au titre de l’activité A, sont présentées en trois sections successives plusieurs « briques » de
modèles : des variations autour de modèles de densité et de rente urbaine, un prototype de
modèle de ville avec propriétaires et locataires, et un modèle individu-centré de la congestion
routière.

Au titre de l’activité B, l’avancement du travail sur le couplage entre modèles de transport et
modèles d’occupation du sol est présenté dans une quatrième section. Cette section évoque
également l’acquisition de moyens de calcul spécialisés pour le travail de simulation, et de
bases de données géomatiques, qui représente l’essentiel du subventionnement de cette
recherche : cet équipement a d’ores et déjà permis la réalisation des nombreuses simulations,
gourmandes en calcul, pour les activités A et B.

Enfin, pour l’activité C dans la cinquième section, sont analysées différentes plates-formes de
développement informatique.
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1 Modèle de densité et de rente urbaine

1.1 Introduction

La littérature propose plusieurs modèles de développement urbain intégrant les transports.
Initialement simples, les modèles n’ont cessé de se complexifier pour gagner en réalisme et en
précision. Ainsi, aux premiers modèles agrégés d’interaction spatiale (commençant par Lowry
1963) ont succédé des modèles d’optimisation de l’utilité (logit multinomial) (de Echenique
1977 à Alberti et Waddell 2000), puis des modèles de microsimulation (p.ex. Miller et Savini
1998, Veldhuisen et al. 2000), avant le recours à la modélisation automates cellulaires (White
et Engelen 1993) et multi-agents (p.ex. Sanders et al. 1997, Arentze et Timmermans, 2003).

De plus, il apparaît qu’il n’existe pas de modèle idéal, en raison de la diversité du phénomène
urbain en fonction des pays, cultures, contraintes géographiques (Webster et al. 1988), etc.

La question apparaît donc moins de construire le modèle, que de comprendre les implications
des hypothèses de modélisation, pour savoir quand elles sont pertinentes ou non en fonction
de la réalité à simuler.

Or les modèles très fins nécessitent des données très nombreuses pour leur calage. De plus,
s’ils permettent au modélisateur d’exprimer des hypothèses plus fines, ils sont plus difficiles à
explorer en raison de la multitude de paramètres et donc à analyser, en particulier à un niveau
global. Plus le modèle est complexe, plus il nécessite de simulations pour son exploration, et
plus chaque simulation est coûteuse, plus il devient donc difficile et coûteux à étudier.

Or il apparaît que certains des sous-modèles en cherchant à exprimer au plus près des
hypothèses réalistes, sont parfois inutilement précis et coûteux.

Dès lors, tenter de trouver une échelle minimale pour les sous-modèles relève non seulement
des pratiques de ‘bonne’ modélisation mais permet ici d’alléger le modèle général pour le
rendre plus facilement étudiable. On pourra en tirer des conclusions plus claires, en particulier
concernant le rôle des transports dans le développement urbain.

Objectif

Notre objectif est de comprendre les conséquences de différents choix d’échelle et de détail
possible pour les sous-modèles de développement de la ville (incluant les transports), pour
nous aider à déterminer les échelles minimales pertinentes de modélisation suivant le cas (en
vue à long terme de l’intégration dans un modèle plus complet). Nous avons cherché à
comprendre quand une modélisation plus fine pouvait changer qualitativement les résultats.
Nous nous sommes intéressés à l’influence des interactions entre firmes et/ou individus, à
l’hétérogénéité des revenus, des coûts de transports, de la surface et du nombre des logements
sur la formation de la rente et de la densité.

Mise en œuvre

Nous partons de modèles agrégés d’équilibre. Nous développons des modèles plus fins,
individus-centrés ou multi-agents d’évolution. Ces modèles plus fins permettent de proposer
des algorithmes conduisant aux équilibres prédits. Ils permettent de comprendre sous quelles
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hypothèses ces équilibres sont effectivement atteints, et d’évolutions alternatives dans les
autres cas.

Dans toutes ces études nous faisons l’hypothèse d’une ville qui se développe de la même
façon suivant toutes les directions : nous nous limitons donc à une étude en une dimension.

Nous étudions des modèles de rentes et de densités de complexité croissante. Nous nous
intéressons principalement à la rente différentielle telle qu’elle est définie par Thisse
(Duranton et Thisse 1996). En effet nous cherchons à comprendre l’influence d’une demande
hétérogène sur la formation de la rente.

Nous proposons des modèles agents qui permettent de faire le lien entre des hypothèses à
l’échelle individuelle et l’évolution globale, et de comprendre dans quelles conditions un
équilibre est atteint. Cette approche plus fine permet aussi d’introduire et d’étudier des
facteurs d’influence (hétérogènes) et des mécanismes plus fins que ne le permettraient des
modèles agrégés. Nous nous intéressons plus particulièrement à l’influence du coût de
transport sur la formation de la rente.

Plan

Nous partons de modèles très simples de formation de la rente en testant les conditions
d’atteinte d’un équilibre social (section 2). Nous recherchons et testons la robustesse de
différents mécanismes de surenchère sur la rente lors des changements de lieux. Nous
étendons ensuite le modèle de base en testant une fonction de coût de transport différente, en
simulant un centre avec des caractéristiques particulières, en étudiant l’influence de la
différence de revenu puis de coût unitaire de transport sur la ségrégation spatiale.

Nous étudions ensuite des modèles de formation de la densité et de la rente, à partir d’un
modèle proposé par Fujita et Thisse (section 3). Nous commençons par retrouver l’équilibre
prédit par Fujita et Thisse pour une configuration simple. Nous étendons ensuite ce modèle à
des configurations plus complexes qui seraient plus difficilement résolubles analytiquement.

Pour commencer nous étudions l’influence du coût de transport unitaire sur la position
relative de deux populations différant par leurs revenus. Nous étudions de plus pour cela
l’influence des liens entre individus influant sur leurs déplacements.

Ensuite nous étudions l’influence de la différence de coût de transport sur la position relative
de deux (puis plusieurs) populations (avec le même revenu).

Nous introduisons alors un mécanisme de marchandage.

Enfin, dans un dernier temps (section 4), nous étudions un modèle de densité et de rente avec
des firmes et des travailleurs. Nous observons l’influence de différents de choix de
redistribution des profits des firmes (affectées aux locaux de la firme, aux logements ou aux
coûts de transport des travailleurs) sur les densités de firmes et de travailleurs obtenues. Nous
étudions ensuite comment la combinaison de firmes avec différents choix  de redistribution
peut conduire à différents types de configurations de densités.
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Page 5

1.2 Formation de la densité et de la rente avec surfaces et densité
constantes

1.2.1 Principe des modèles

On suppose que la ville est définie par un ensemble de localités avec chacune le même
nombre de logements, qui ont tous la même surface.

Un individu dispose d’un revenu, qu’il partage entre les coûts de logement, de transports, et
les dépenses diverses. Ainsi pour un individu on a :

Y = s(x)R(x) + T(x)+ z

Où Y est le revenu

T(x) représente le coût de transport

s(x) est la surface louée

R(x) est la rente par unité de surface (et s(x)R(x) représente le loyer)

z est la portion du revenu qui n’est pas dédiée au logement.

Le coût de transport est le coût d’aller visiter les autres individus. En effet en plus d’une
tendance naturelle à l’interaction sociale et économique, le regroupement des individus
permet la mise en place et le partage de services (voirie, écoles, etc…). Ceci permet
d’introduire le besoin d’accéder à des équipements et services collectifs qui sont justement
fréquentés par les individus en interaction. De plus ce type de modèle permet la formation
endogène d’un centre - et non sa formation exogène comme dans les modèles théoriques où
les emplois sont localisés dans un centre préexistant.

Le coût de transport en tout point x est calculé de la façon suivante

∫ −= dyynyxtxT )()(

Où t est le coût de transport unitaire (par kilomètre parcouru)

y parcourt l’ensemble des localités de la ville

n(y) est la densité de population en y.

On définit l’utilité d’un individu situé en x, sous la forme

U(s,x) = z = Y – T(x)-s(x)R(x).

Au cours de l’évolution, tout individu cherche à déménager vers le logement qui optimise son
utilité. Si ce logement est déjà occupé, l’individu propose une surenchère du loyer. Dans le
cas où son utilité est déjà optimale, et où il peut s’attendre à ce que la demande pour son
logement soit forte sur le marché, il surenchérit afin d’éviter le coût d’un déménagement.

Nous avons étudié deux principes de surenchère :

soit proportionnelle à la différence d’utilité escomptée (qui correspond à une différence de
coût de transport escomptée)

(R’(x)=R(x)+ k dU)  Modèles indicés par a
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Si la meilleure nouvelle localisation est la localisation que l’individu occupe déjà (la
différence d’utilité est donc nulle, ainsi que toute surenchère), la surenchère se base sur
la différence entre la meilleure utilité, et la deuxième meilleure utilité escomptée dans
la ville. En effet on suppose qu’afin de pouvoir rester où il est, l’individu est prêt à
réinvestir la perte qu’il subirait s’il devait déménager.

soit proportionnelle à la rente actuelle de la localité cible, quelle qu’elle soit (y compris si
l’individu y réside déjà) (R’(x)=R(x)(1+delta))  Modèles indicés par b

1.2.2 Un modèle simple de formation de la ville

Dans un premier temps nous cherchons ainsi à définir la forme de la densité (pour pouvoir
dans un deuxième temps nous focaliser ensuite sur la formation de la rente).

Pour cela nous considérons une ville ‘infinie’ où les individus viennent s’installer les uns
après les autres. La capacité

1.2.2.1 Particularités du modèle étudié

Chaque nouvel individu choisit la localité lui permettant d’optimiser son utilité. S’il reste des
places libres, l’individu s’installe en payant la rente actuelle, sinon, il propose une surenchère
de type b (proportionnelle à la rente précédente). Sa venue chasse un individu, qui cherche à
se relocaliser suivant le même principe, en chassant lui-même éventuellement un nouvel
individu, et ainsi de suite jusqu’à ce que le dernier individu chassé gagne une localité où il
reste des places libres.

1.2.2.2 Résultats

a) La forme de la densité est toujours la même

Quelle que soit la valeur du paramètre de surenchère, les individus se concentrent autour d’un
centre en occupant toutes les places de chaque localité.

Nous avons représenté ci-dessous le nombre d’individus par localité en fonction de la position
dans la ville.ha
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Page 7

Figure 1. La forme de la densité observée pour le premier modèle est la même quelle que
soit la valeur du paramètre de surenchère.

b) La rente varie (suivant la valeur du paramètre de surenchère)

En revanche la valeur du paramètre de surenchère détermine le niveau de rentes atteint (qui
dépend aussi du nombre de surenchères et donc de la taille de la population).

Nous avons représenté ci-dessous la courbe de la rente en fonction de la position, pour le
centre habité. En dehors de ce centre la rente demeure partout égale à sa valeur initiale
(homogène), ainsi qu’on peut le voir aux extrémités de chaque graphique. Cette rente est
normalisée par le revenu, dont jusqu’à un tiers peut être consacré au logement (ce qui
correspondrait à une rente de 0.3).
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Figure 2. Pour ce modèle, la rente finale dépend du paramètre de surenchère.
La rente finale croît avec la valeur du paramètre de surenchère, et le nombre de surenchères
pour chaque localité, qui dépend lui-même de la taille de la population. Nous l’avons toutefois
limitée par un budget maximal que peuvent consacrer les individus à leur logement.

1.2.2.3 Conclusion

Ce premier modèle permet donc d’étudier l’influence du paramètre de surenchère et de la
taille de la population sur la valeur de la rente.

Dans ce qui suit, nous nous restreindrons donc, sans perte de généralité, à une ville dont la
capacité correspond exactement à la taille de la population et nous ne nous intéresserons plus
à la formation de la densité.

Nous nous concentrons notre étude sur de la formation de la rente, en recherchant aussi pour
celle-ci un état qui ne soit pas simplement ‘final’ mais qui puisse être qualifié d’équilibre
(défini ci-après).
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1.2.3 Choix du processus de surenchère

1.2.3.1 Particularités des modèles étudiés

A chaque pas de temps on choisit l’individu dont l’utilité est la moindre. Il détermine dans
quelle localité il pourrait maximiser son utilité. Il surenchérit sur la rente actuelle suivant
l’une des deux règles précédemment citées dans le 1.2.1. Il prend alors la place de l’individu
de la localité cible, dont l’utilité est la plus petite. Celui-ci le remplace à sa place initiale.

1.2.3.2 Deux types de résultats

Initialement l’utilité n’est pas la même pour tous, puisque les rentes sont les mêmes partout,
alors que les coûts de transports varient en fonction de la position dans la ville. Les individus
au centre de la ville sont ainsi favorisés, à l’opposé de ceux en périphérie. C’est cette disparité
qui initie la dynamique de surenchères et de mouvements.

L’algorithme, suivant lequel chacun cherche à optimiser son utilité, vise à permettre une
homogénéisation de l’utilité, l’atteinte d’un équilibre social où toutes les positions dans la
ville sont équivalentes en termes de coût.

Nous observons ainsi deux grands types de résultats : soit l’atteinte d’un tel équilibre défini
par une utilité homogène, soit un état où subsistent des disparités. Un tel état peut survenir par
exemple si le revenu alloué aux individus, et donc leur budget logement, est insuffisant pour
compléter le processus de surenchère.

Nous montrons ci-dessous deux configurations correspondant à ces deux grands types de
résultats (non-équilibre (Figure 3 (a)) et équilibre (Figure 3 (b)) tels que nous venons de les
définir). Nous avons représenté la rente (courbe en rouge) et l’utilité pour chaque localité
(courbe verte).
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Figure 3(a) et (b). Modèle 3a Etat de convergence (a) ne correspondant pas à un
optimum social et (b) correspondant à un optimum social.
Lorsque l’équilibre social est atteint, l’utilité est la même partout et les rentes reproduisent la
fonction de coût de transport inversée. Hors de cet équilibre, les rentes s’éloignent de cette
fonction inversée, tout en restant plus grandes au centre. De plus l’utilité n’est la même
partout.

Comme l’état d’équilibre est unique, défini par une utilité homogène et des rentes
correspondant à la fonction inversée des coûts de transport, nous cherchons dans cette étude à
caractériser simplement quand il est atteint ou non.

1.2.3.3 Modèle à surenchère de type a (proportionnelle à la différence d’utilité)

Pour mesurer la distance d’un état final à l’équilibre, nous avons représenté ci-dessous la
variance de l’utilité dans la population en fonction du niveau de revenu pour différentes
valeurs du paramètre de surenchère k.

Dans le graphe suivant nous avons représenté cette variabilité (calculée comme la variance
dans la ville) en fonction du revenu Y (en abscisse), pour deux valeurs extrêmes de k (0,05 et
0,95).
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Figure 4. Modèle 3a. Variance de l’utilité dans la population à l’état de convergence, en
fonction du revenu Y, pour deux valeurs extrêmes du paramètre k (0,05 et 0,95)
Nous pouvons voir que l’atteinte de l’état d’équilibre ne dépend pas de la valeur de k, mais
uniquement d’un niveau de revenu suffisant (Y>650).
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Figure 5. Modèle 3a. Rentes à l’état de convergence, en fonction du revenu Y, pour
différentes valeurs du paramètre k
En ce qui concerne les rentes, nous pouvons observer que les rentes moyennes s’accroissent
avec le niveau de revenu Y. Elles augmentent plus rapidement pour Y<650 que pour Y>650.

Voici une approche par équations de cette question.

Initialement la rente dans la ville vaut une fraction fixe du revenu moyen (Y/H).
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Lorsque le revenu moyen est assez élevé, les surenchères successives permettent de faire
croître la rente au centre jusqu’à refléter idéalement les différences de coûts de transport dans
la ville. S’il n’est pas assez élevé, les localités en périphérie ne donnent pas lieu à surenchère
et gardent leur rente d’origine. Les individus en périphérie, dont les coûts de transport plus
élevés ne sont pas compensés par des rentes moins élevées en proportion, présentent une
utilité plus faible.

Cherchons à comprendre comment l’accroissement du revenu moyen agit sur la rente
moyenne dans chacun de ces deux cas de figure. Dans équations qui suivent x indique la
position dans la ville ; x = 0 correspond à une position au centre ; x = +/- L/2 correspond à
une position en périphérie.

Initialement la rente vaut

Ri(x) = Yi/H

Lorsqu’elle reflète la différence de coût de transport, elle vaut

Ri(x) = Yi/H + Tmax – Tmin –  T(x)=  Yi/H –  T(x)+DT

Le coût de transport en x peut s’écrire :

T(x) = A (x2 + L(L/2+1))

Où A = C * t, t étant le coût de transport unitaire et C la capacité de chaque localité (nombre
de logements).

Commençons par le cas où les rentes reflètent la différence de coût de transport dans la ville.
La rente moyenne pour un certain revenu moyen Yi vaut

Ri
moy = Yi/H+DT- Tmoy

Puisque les coûts de transports ne varient pas (ni leur moyenne, ni leur écart extrême) nous
pouvons voir que l’accroissement de la rente est proportionnel dans ce cas à l’accroissement
de la rente de base, elle-même proportionnelle avec un facteur 1/H à l’accroissement du
revenu.

Nous pouvons de plus comprendre que cette configuration est possible à partir du moment où
le budget de logement maximal (Yi/K) permet une surenchère maximale de la rente (au centre)
au moins supérieure ou égale à la différence de coût de transport entre le centre et la
périphérie. Autrement dit :

Yi (1/K-1/H) > T(L/2)-T(0)

Considérons à présent le cas où seule une partie des rentes reflète la différence de coûts de
transport.

Lorsque le revenu augmente, l’accroissement de la rente de base mène à l’accroissement de la
rente moyenne ainsi que dans le cas précédent. Toutefois en plus de cet accroissement de la
rente moyenne, une partie des localités peut passer de la rente de base à une rente qui traduise
la différence de coût de transport avec le centre.

Commençons par définir sous quelles conditions de revenu une nouvelle localité peut donner
lieu à surenchère.

Pour que la rente d’au moins 2k+1 localités donnent lieu à surenchère il faut que la différence
entre la rente de base (Yi/H) et la surenchère maximale correspondant au budget logement
(Yi/K) soit supérieure à la différence de coût de transport entre le centre et la localité k.

Yi (1/K-1/H) >T(k)-T(0)
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Or la différence de coût de transport entre une localité située en k et le centre vaut

T(k)-T(0)=Ak2

La condition devient donc :

Yi >Ak2/(1/K-1/H)

En particulier l’ajout d’une localité donnant lieu à surenchère nécessite un accroissement du
revenu moyen de :

dYi = (T(k+1)-T(k))/(1/K-1/H)=A(2k+1)/(1/K-1/H)

Cherchons à présent à quantifier l’impact sur la rente moyenne de l’ajout d’une localité.

La différence de rente moyenne lors de l’ajout d’une localité (à rente de base inchangée) peut
se déduire directement de la différence de coût de transport moyen.

Le coût de transport moyen entre les localités –k et k vaut
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De plus

DTk+1- DTk=T(k+1)-T(k)=A(2k+1)

D’où
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Or rappelons que

Ri
moy = Yi/H+DT- Tmoy

Alors que dans les configurations d’équilibre nous avions DT- Tmoy constant, ici il s’accroît
avec le nombre de localités donnant lieu à surenchère. Lorsque le revenu moyen croît il y a
donc ici deux sources d’augmentation de la rente moyenne : Yi/H comme précédemment, mais
en plus DT- Tmoy.

Ceci explique la pente plus forte de la rente moyenne (en fonction du revenu) observée en
dessous d’un certain seuil de revenu (tant que toutes les localités ne donnent pas lieu à
surenchère).

1.2.3.4 Modèle à surenchère de type b (proportionnelle à la rente)

Nous avons représenté dans le graphe ci-dessous, pour le modèle 3b, la variance de l’utilité au
sein de la population après convergence, en fonction du revenu Y pour différentes valeurs de
delta.
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Variance de l'utilité
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Figure 6. Modèle 3b. Variance de l’utilité dans la population à l’état de convergence, en
fonction du revenu Y, pour différentes valeurs du paramètre delta (variant entre 0,01 et
0,2, soit des surenchères de 1% à 20%)

Ici la surenchère est optimale pour un delta autour de 3%-5%. En dessous, l’état attendu n’est
pas atteint. Au-dessus le pas de surenchère est trop grossier pour permettre une bonne
convergence. Dès lors la variance de l’utilité (égale au revenu qui ne soit consacré ni au coût
de transport, ni au logement) dans la population, s’accroît en valeur absolue avec le niveau de
revenu.

1.2.3.5 Conclusion

Après cette première étude, nous avons choisi de ne retenir que le mécanisme de surenchère
proportionnelle à la différence d’utilité escomptée (modèle a), car elle donne un résultat plus
robuste par rapport à ce paramètre de surenchère.

1.2.4 Processus symétriques d’accroissement/diminution de la rente

Dans le modèle précédent les rentes ne peuvent que s’accroître, de sorte que le niveau de rente
moyen finalement obtenu dépend du budget logement (égal au tiers du revenu Y) qui
détermine la limite de surenchère.

Or dans une ville, les logements peuvent aussi perdre en valeur et voir leur loyer baisser si la
demande est faible.

Pour plus de réalisme et de robustesse nous choisissons d’ajouter un processus de régulation
au modèle : les rentes de la localité quittée par l’individu qui choisit de déménager, diminuent
de façon symétrique à l’accroissement de la rente de la localité qu’il choisit comme
destination.
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Nous avons représenté ci-dessous la variance de l’utilité dans la population, qui reste aussi
bonne que précédemment, en ne dépendant que du niveau de revenu (et non de la valeur du
paramètre k).

Variance utilité
r'=r+kdU (*/)
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Figure 7. Variance de l’utilité dans la population à l’état de convergence, en fonction du
revenu Y, pour différentes valeurs du paramètre k (variant entre 0,05 et 0,85)
Regardons à présent comment varie la rente moyenne en fonction du revenu pour différentes
valeurs du paramètre de surenchère k.

Rente moyenne
r'=r+kdU (*/)
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Figure 8. Rente moyenne à l’état de convergence, en fonction du revenu Y, pour
différentes valeurs du paramètre k (variant entre 0,05 et 0,85)
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La rente moyenne croît linéairement avec le revenu (et donc le budget logement) jusqu’à un
revenu de 650. Le graphe précédent nous indique que pour les valeurs de revenu inférieurs,
l’état atteint ne correspond pas à un équilibre, et qu’une partie de la population a une utilité
moindre (faute de moyens suffisants pour surenchérir).

Toutefois pour un revenu supérieur à 650, alors que l’utilité devient homogène dans la
population (qui a donc atteint un état d’équilibre), la rente moyenne finale cesse de dépendre
du revenu Y.

1.2.5 Introduction aux études

A présent que nous avons un modèle de formation de la rente, nous allons en proposer
plusieurs extensions dans des directions indépendantes, en cherchant à y introduire  un peu
plus de réalisme. Nous cherchons à évaluer comment ces nouvelles hypothèses influent sur
l’atteinte de l’équilibre.

Pour la première étude nous allons remplacer le coût ‘social’ d’aller visiter les autres
individus par le coût de transport vers un lieu de travail.

Pour la deuxième étude nous allons introduire un centre dans la ville, qui diffère par le
nombre de logements disponibles et/ou la surface de chaque logement. En effet
l’hétérogénéité de la taille des logements est une réalité dans de nombreuses villes.

Troisièmement nous allons étudier comment une différence de revenu puis, quatrièmement
une différence des coûts de transport unitaires, influent sur la ségrégation spatiale de deux
populations.

1.2.6 Coût de transport vers un lieu de travail central

1.2.6.1 Particularités du modèle étudié

Dans le modèle 5, le coût de transport n’est plus calculé comme la distance aux autres mais à
un lieu de travail central. Il décroît donc linéairement en partant du centre, repéré par la
localité xc.

T(x)=|x-xc| t

1.2.6.2 Résultats : valeurs de paramètres conduisant à un équilibre

Commençons par observer la variabilité des utilités.
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Variance utilité
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Figure 9. Modèle 5. Variabilité de l’utilité dans la population à l’état de convergence, en
fonction du revenu Y, pour différentes valeurs du paramètre k (variant entre 0,05 et 0,85)
Elle nous indique que pour un revenu suffisamment élevé (>1300) on retrouve ici encore une
variabilité homogène correspondant à un état d’équilibre, au sens où nous l’avons défini plus
haut. (Comme nous n’avons pas normalisé le coût de transport dans ces premières versions,
les valeurs minimales de revenu permettant d’atteindre un optimum social ne sont pas les
mêmes pour les différentes définitions du coût de transport.)

Ci-dessous figurent des exemple de courbes d’utilité et de rente pour k=0,05 et différentes
valeurs de Y, qui permettent de suivre la diminution de la variabilité de l’utilité, et en
parallèle la convergence de la courbe des rentes vers le triangle attendu.
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Figure 10. Modèle 5. Utilités associées à chaque localité pour différentes valeurs de Y
(k=0,05)

ha
ls

hs
-0

01
35

92
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
M

ar
 2

00
7



Page 18
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Figure 11. Modèle 5. Rentes pour différentes valeurs de Y (k=0,05)

Nous avons également testé l’effet de l’association de coûts de transport vers un lieu de travail
et vers les autres individus.
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Figure 12. Un exemple de courbe des rentes lorsque les coûts de transports intègrent la
distance au travail et aux individus.
Lorsqu’on associe coût de transport vers un lieu de travail et vers les autres individus, on
obtient une forme de rente entre le triangle et la parabole.

1.2.7 Simulation d’un centre (à surface et/ou capacités différentes)

1.2.7.1 Particularités du modèle étudié

Le quart central des localités définit un centre, où le nombre de logements est plus grand ou
égal, et la surface d’un logement est plus petite ou égale, qu’en périphérie.
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L’augmentation du nombre de logements (ou capacité) au centre peut s’apparenter à la
construction de nouveaux logements (immeubles).

La diminution au centre de la ville, de la surface par logement, peut s’expliquer par la
concurrence des firmes occupant une partie de la surface disponible (nous étudierons dans une
partie ultérieure, une ville où cohabitent firmes et travailleurs).

Le changement des rentes d’arrivée et de départ ne se fait qu’à la condition que la capacité de
la localité d’arrivée soit déjà saturée.

Nous avons fait une étude en cherchant à observer comment chacun de ces paramètres
(surface et nombre de logements au centre) influait sur les résultats. La capacité en périphérie
est de 20 logements par localité.

1.2.7.2 Plus la surface au centre est réduite, plus la rente par unité de surface au centre
devient grande

Les simulations montrent que plus la surface d’un logement au centre est réduite et plus la
rente par unité de surface au centre croît – relativement à la périphérie. En effet puisque le
loyer maximal que les individus sont prêts à payer ne varie pas, la rente acceptable par unité
de surface croît lorsque la surface par logement diminue.
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Figure 13. Courbe des rentes en fonction de la position dans la ville, pour différentes
surfaces au centre. Lorsque la surface au centre diminue, les rentes croissent (capacité
au centre égale celle en périphérie (20)).
Toutefois cette différence centrale est uniquement liée à la différence de surface. Si l’on
calcule les loyers (=s(x)R(x)), la courbe devient plus régulière.
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loyers
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Figure 14. Courbe des loyers en fonction de la position dans la ville, pour différentes
surfaces au centre.
Nous pouvons observer que le loyer moyen croît avec la diminution de la surface et
l’augmentation de la rente au centre.

La différence d’une courbe à l’autre est due à la conservation d’une rente moyenne constante,
sous la contrainte d’une surface plus petite au centre. En effet comme nous avons pu le voir
les surenchères sur la rente par unité de surface sont d’autant plus importantes que la surface
par logement est petite.

En effet le loyer moyen sur les localités (et non la population) peut s’écrire
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A noter : plus la capacité au centre est grande, plus la convergence apparaît difficile.

1.2.7.3 La capacité au centre ne joue pas sur les rentes finales.

En effet nous avons tracé ci-dessous les rentes suivant différentes capacités (nombres de
logements) au centre, pour deux exemple de surface au centre.
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Figure 15(a) et (b). Pour deux surfaces différentes au centre (a et b), la courbe des rentes
en fonction de la position dans la ville ne varie pas suivant les capacités au centre.

Bien que les rentes soient différentes pour les deux exemples de surface au centre, elles ne
varient pas suivant les capacités.

1.2.7.4 Conclusion de cette étude

Les résultats sont relativement intuitifs et prouvent la fiabilité de l’algorithme proposé.

La rente ne croît pas avec la capacité (nombre de logements par localité). Elle ne dépend pas
du nombre de surenchères mais seulement des paramètres définissant l’équilibre (le niveau de
revenu et le coût de transport unitaire).

A l’opposé, la rente croît avec la diminution de la surface au centre. (En effet nous faisons
l’hypothèse (réaliste) que les individus consacrent un budget logement qui varie peu pour un
niveau de revenu donné.) Ceci correspond à un phénomène observé dans les grandes villes
européennes. De plus le loyer moyen croît avec la rente maximale au centre, indice ici pour
nous de plus forte demande, ce qui semble également réaliste lorsqu’on compare le marché de
l’immobilier pour différentes villes avec différents niveaux d’activité et donc d’attractivité
pour le travailleur.

1.2.8 Influence de la différence de revenu

1.2.8.1 Particularités du modèle étudié

Nous continuons à étendre le modèle de la rente en considérant deux populations de même
taille qui divergent par leur revenu.

1.2.8.2 La différence de revenu ne conduit pas toujours à une différenciation spatiale

Voici un premier exemple où le jeu de surenchère conduit la rente au centre à dépasser le
budget logement des plus pauvres (ici 30). La valeur initiale la rente est légèrement inférieure
à ce budget logement et vaut 29,94. Nous avons représenté dans la ville la courbe de la rente,
ainsi que le nombre d’individus de chaque population dans les différentes localités.

ha
ls

hs
-0

01
35

92
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
M

ar
 2

00
7



Page 22
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Figure 16. Rentes et densités dans le cas où une différence de revenu conduit à la
différenciation spatiale de deux populations.

Toutefois si les rentes demeurent en dessous du budget maximal des plus pauvres, aucune
différenciation ne se produit, puisque toutes les localités leur restent accessibles.
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Figure 17. Rentes et densités dans le cas où une différence de revenu ne conduit pas à la
différenciation spatiale de deux populations (rentes très basses).

1.2.8.3 Conclusion de cette étude

Par ce processus la différence de revenus ne conduit à une différenciation spatiale que dans un
petit nombre de cas de figure. Le budget maximal agit comme un couperet qui interdit à un
individu certaines localités suivant son niveau de revenu. Si les rentes sont trop basses ou trop
hautes, elles échappent à ce seuil, qui n’a plus d’effet sur la dynamique.

1.2.9 Influence de la différence de coût de transport

1.2.9.1 Particularité de l’étude

Nous considérons ici deux populations de même taille mais différant par leur coût de transport
unitaire. Après avoir observé leur ségrégation spatiale, nous testons l’influence de différents
types de liens d’interaction entre les individus sur la configuration finale.
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1.2.9.2 La différence de coût de transport conduit à une ségrégation spatiale

Une différence de coût de transport entre deux populations, conduit à une ségrégation spatiale
dans la majorité des cas testés. A titre d’exemple voici les densités finales dans la ville, les
utilités associées aux localités pour les deux populations, et la courbe de la rente dans la ville
pour un cas où le coût unitaire de transport de la deuxième population est dix fois plus
important que celui de la première (des résultats similaires peuvent être obtenus pour des
différences de coûts de transport unitaires moins marqués).
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Figure 18 (a, b et c). Ségrégation spatiale de deux populations dont le coût unitaire de
transport de l’une est dix fois plus grande de l’autre. Ici figurent la densité (a), les
utilités des deux populations pour chaque localité (b) et la courbe des rentes (c).

Les courbes des utilités nous prouvent l’atteinte d’un état d’équilibre : elles sont constantes
dans les zones occupées par chacune des populations, et décroissent en dehors. La population
dont les coûts de transports sont les plus élevés occupe le centre. Enfin la rente semble
changer de courbure d’une population à l’autre.

En effet une différence de coût de transport unitaire n’agit pas simplement comme un seuil
(ainsi que le niveau de revenu précédemment), mais signifie une mesure différente de
l’espace : une même distance est perçue différemment, et lorsque le coût unitaire de transport
est plus grand, la rente s’accroît plus vite. Le lien entre les coûts de transports associés à une
distance à parcourir et la surface permettant de le compenser dans l’utilité n’est pas la même.
C’est cette différence fondamentale qui conduit à la ségrégation observée.

1.2.9.3 Influence des liens entre individus sur la configuration finale

Rappelons que le coût de transport dépend de la distance aux autres individus. Jusqu’ici
chaque individu était lié à l’ensemble des autres individus.
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Nous testons à présent deux autres structures d’interaction : pour commencer des populations
uniquement intra-connectées (sans lien l’une avec l’autre) et uniquement inter- sans être intra-
connectées (un individu est lié uniquement aux individus de l’autre population).

a) Populations intra-connectées

Nous avons représenté ci-dessous la ségrégation observée pour deux populations
n’interagissant pas. Les coûts unitaires de transport de la deuxième sont ici aussi 10 plus
importants que ceux de la première. Toutefois ici les individus de chaque population
n’interagissent qu’avec ceux partageant leur coût de transport unitaire.

0

5

10

15

20

25

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

n1 
n2 

rents 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

rents 

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Locality
utilities 0
Locality
utilities 1

Figure 19 (a, b et c). Ségrégation spatiale de deux populations sans lien de dépendance
entre elles, dont le coût unitaire de transport de l’une est dix fois plus grande de l’autre.
Ici figurent la densité (a), les utilités des deux populations pour chaque localité (c) et la
courbe des rentes (b).

La ségrégation persiste, mais puisque les populations ne dépendent plus l’une de l’autre, elles
forment deux villes distinctes l’une à côté de l’autre. Le fait que l’utilité soit homogène pour
chacune des populations dans la zone qu’elle occupe, en atteste la convergence.

La différence des coûts de transport unitaires conduit à des courbes de rentes et à des maxima
très différents (rente supérieure pour la deuxième population dont les coûts de transport sont
plus élevés).

Ceci se traduit aussi sur les courbes d’utilité pour les parties non occupées. La deuxième
population dont les coûts de transport sont plus élevés est située dans la partie droite de la
ville, où son utilité est maximale et homogène. Son utilité hors de cette zone est dominée par
les coûts de transports, donc la distance. Elle diminue de façon apparemment linéaire
lorsqu’on s’éloigne (vers la gauche). Au contraire l’utilité de la première population, dont les
coûts de transports sont plus petits dépend surtout de la variation importante de la rente
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imposée par la deuxième population. Cette variation est plus importante que la sienne en
raison de coûts de transports plus élevés. Son utilité ressemble donc plus à une parabole.

b) Populations inter- sans être intra-connectées

Nous testons ce qui se produit lorsque les individus de chaque population cherchent à
minimiser leur distance à l’ensemble des individus de l’autre population. Ceci pourrait être
par exemple le cas de firmes cherchant à se rapprocher du marché des travailleurs, et de
travailleurs cherchant à se rapprocher des firmes.

Dans un premier temps nous avons testé des liens vers l’ensemble de l’autre population, puis
à seulement une partie (ce qui se rapproche plus d’une configuration réaliste).

Liens à l’ensemble de l’autre population

Les configurations observées dépendent du facteur de proportionnalité entre les deux coûts de
transport unitaires. Nous avons représenté ci-dessous les densités et les rentes pour des
facteurs 2 et 10.
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Figure 20. (a,b,c et d). Populations inter- mais non intra-connectées. Densités (a et c) et
rentes (b et d) observées pour des coûts de transports unitaires différant d’un facteur 2
(a et b) et 10 (c et d).
Plus la différence de coût de transport unitaire est importante, plus la population dont le coût
est le plus important se concentre au centre et plus la ségrégation est marquée.

En effet, initialement les deux populations sont également représentées dans chaque localité,
et donc les individus de chaque sous-population ont intérêt à se situer au centre pour être au
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plus près de l’ensemble des individus de l’autre sous-population. Ceci reste vrai tant que
l’autre sous-population se distribue de façon symétrique.

De plus la population dont le coût de transport est le plus élevé a une incitation plus forte à
gagner le centre, et fait croître plus fortement la rente.

Liens à une partie de l’autre population

Voyons à présent ce qui se passe lorsque de façon plus réaliste les liens ne sont plus vers
l’ensemble, mais seulement une partie de l’autre population.

Nous avons représenté les densités et les rentes pour des facteurs 2, puis 10 et pour chaque
facteur, nous avons testé des liens vers 50% et 2% de l’autre population.
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Figure 21. (a et b). Populations inter- sans être intra-connectées à 50%. Densités (a) et
rentes (b) dans la ville observées pour des coûts de transports unitaires différant d’un
facteur 2.
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Figure 22. (a et b). Populations inter- sans être intra-connectées à 2%. Densités (a) et
rentes (b) dans la ville observées pour des coûts de transports unitaires différant d’un
facteur 2.
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Figure 23. (a et b). Populations inter- sans être intra-connectées à 50%. Densités (a) et
rentes (b) dans la ville observées pour des coûts de transports unitaires différant d’un
facteur 10.

t2=10t1

0

5

10

15

20

25

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

n1 
n2 

rents
t2=10t1 

2,04
2,05
2,06
2,07
2,08
2,09
2,1

2,11
2,12

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

rents 

Figure 24. (a et b). Populations inter- mais non intra-connectées à 2%. Densités (a) et
rentes (b) dans la ville observées pour des coûts de transports unitaires différant d’un
facteur 10.

Plus le nombre de liens est petit, moins la ségrégation est marquée, et moins la courbe de la
rente présente un maximum net au centre.

En effet d’une part la pression à se localiser en fonction de la position des autres individus est
moins forte. Ainsi la distribution finale dépend en partie de l’aléatoire de la distribution
initiale.

D’autre part rendre les liens d’interactions (et donc les contraintes) hétérogènes conduit à
passer d’un optimum unique (et donc d’une rente maximale unique) à plusieurs optima
localisés suivant les contraintes de chaque individu (et à une courbe de rente moins lisse, dont
le maximum n’est apparemment plus unique).

Nous pouvons rapprocher ces résultats de ce qu’on observe en périphérie de certaines villes
(centres secondaires).

1.2.9.4 Conclusion de ces études

Premièrement nous avons pu observer comment au sein de deux populations fortement liées
l’une à l’autre, un coût de transport plus élevé pouvait conduire les individus concernés à se
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concentrer au centre en se séparant spatialement de l’autre population. Dans ce cas les
densités ne dépendent que de la différence de coût de transport.

Deuxièmement lorsque les deux populations sont liées chacune plus à l’autre qu’à elle-même
(comme peuvent l’être dans certains cas firmes et travailleurs) nous avons pu observer une
ségrégation moins marquée, et dépendant du facteur entre les deux coûts de transport
unitaires. Dans ce cas la ségrégation diminue aussi avec le nombre de liens. On observe alors
des configurations proches de centres secondaires autour des villes.

Ces modèles bien que simples permettent de montrer le rôle majeur que joue la différence de
coûts de transport sur la ségrégation spatiale à l’intérieur de la ville. De plus ces études
montrent l’influence des liens entre individus (outre la différence des coûts de transport) sur
les formes de ségrégation observées.

1.3 Formation de la densité et de la rente avec surfaces et densités
variables

Dans la partie précédente nous avons étudié la formation de rente sous la seule contrainte de
coûts de transport, les surfaces des logements et le nombre de logements par localité étant
supposés constants et homogènes.

Dans la partie qui suit, pour un peu plus de réalisme, nous introduisons des surfaces (et des
densités) variables, et ajoutons un terme de préférence pour la surface dans l’utilité. Ainsi
l’équilibre résulte d’un compromis des individus entre leurs coûts de transports et la surface
de chaque logement.

1.3.1 Principe du modèle

1.3.1.1 Modèle théorique

Ce modèle est présenté dans Fujita et Thisse (2003).

Un individu dispose ici aussi d’un revenu, qu’il partage entre les coûts de logement, de
transports, et les dépenses diverses. Ainsi pour un individu on a :

Y = s(x)R(x) + T(x)+ z

Où Y est le revenu

T(x) représente le coût de transport

s(x) est la surface louée

R(x) est la rente

z est la portion du revenu qui n’est pas dédiée au logement.

On définit l’utilité d’un individu situé en x, où il dispose d’une surface s, sous la forme

U(s,x) = I +  α log s – T(x).

Avec I : zone d’interaction avec d’autres individus (supposée ici constante : tout le monde
est en contact avec tout le monde, suivant une simplification de Beckman (1976) permettant
de calculer analytiquement une solution au modèle général)
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Le coût de transport est calculé de la façon suivante

∫ −= dyynyxtxT I )()(

Où t est le coût de transport unitaire (par kilomètre parcouru)

y parcourt l’ensemble des localités de la ville

n(y) est la densité de population en y.

α est un paramètre du modèle définissant la préférence pour la surface de logement dans le
calcul de l’utilité.

Le coût total est défini par le coût résidentiel, auquel on ajoute un coût d’opportunité. En effet
on suppose que le sol qui n’est pas utilisé pour l’habitat, en dehors de la ville, l’est pour
l’agriculture avec une rente constante RA.  La ville s’étend entre  –b et b.

Le coût résidentiel est sommé sur l’ensemble des localités habitées, c’est-à-dire entre –b et b,
et pondéré à chaque localité par la densité d’occupation. Il s’écrit :

{ } { }

{ } { } dxxnxxszxTYNdxxnxxszxTdxxnY

dxxnxxszxTdxxnYdxxnxxszxTYC

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
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b
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)()),(()()()),(()()(

)()),(()()()())),(()((

∫∫∫

∫∫∫

−−−

−−−

+−=+−=

+−=+−=

Où z(s(x),x) = Y – T(x) – s(x)R(x)

Le premier terme est constant. De plus le deuxième terme est l’intégrale d’une fonction
strictement positive. Chercher à minimiser le coût résidentiel global Cr est donc équivalent à
minimiser le coût résidentiel Cr’ suivant :

{ } dxxnxxsZxTC
b

b
r )()),(()(' ∫

−

+=

A cela il faut ajouter le coût d’opportunité sommé sur l’ensemble des localités :

{ } dxxnxsRC
b

b
Ao )()(∫

−

=

Finalement on définit le coût à minimiser comme la somme de ces deux coûts, Cr’ et Co :

{ } dxxnxsRxxsZxTC
b

b
A )()()),(()(∫

−

++≡

La densité optimale est calculée comme minimisant ce coût global.
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2

2
2

α

Et R*(x)=α n*(x).

Voici par exemple la distribution optimale pour N=10, α=1, t=1, RA=1.
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Figure 25. Distribution optimale suivant le modèle théorique pour N=10, α=1, t=1, RA=1.

1.3.1.2 Modèle de simulation

Nous cherchons à construire un modèle où la densité et la rente ne correspondent pas à un
optimum analytique statique mais résultent d’un processus itératif de décisions individuelles
dont l’équilibre émerge au cours d’une simulation. Dans ce processus, les choix d’individus
qui déménagent pour optimiser leur utilité individuelle modifient la demande et donc la rente
des localités. Les variations de densité affectent la surface disponible pour chacun, et donc
aussi l’utilité associée à une localité.

Nous reprenons la définition de l’utilité du modèle théorique :

U(s,x) = I+  αlog s – T(x).
 sous la contrainte Y = T(x) + s(x)R(x) + z

A chaque itération on détermine l’individu dont l’utilité est la plus basse. Cet individu
prospecte l’ensemble des localités de la ville et choisit pour s’y installer celle qui maximise
son utilité. Ce mouvement modifie la surface par individu et la rente des localités de départ et
d’arrivée. La simulation se poursuit jusqu’à stabilisation de la densité dans la ville.

La surface allouée à chacun (elle est également répartie entre tous les occupants d’une
localité) est définie par

)(
1)(
xn

xs =

Concernant le calcul de la nouvelle rente, nous faisons l’hypothèse que la part du revenu
dédiée au logement est constante, ainsi la nouvelle rente pour la localité x, R’(x) se calcule
comme :

)('
)()()('

xs
xRxsxR =

Pour obtenir des niveaux de rente comparables à ceux du modèle théorique, nous faisons de
plus l’hypothèse que

α=)()( xRxs
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En effet Fujita et Thisse montrent qu’à l’équilibre l’égalité suivante est vérifiée (* indique
qu’il s’agit de la valeur correspondant à l’équilibre) :

)()( ** xRxs=α .

Nous montrons ci-dessous que cette hypothèse affecte uniquement le niveau des rentes, et non
la densité obtenue.

En effet si nous découplons le budget consacré au logement, s(x)R(x), de la valeur de α, il est
possible d’observer lequel de ces paramètres influence la densité (et/ou les rentes).

Pour cela nous prenons α=1, et s(x)R(x)=Y/3. Nous testons Y=100, Y=500 et Y=1000.
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Figure 26 (a) et (b). Densité N(x) (a) et rentes R(x)(b), pour trois différentes valeurs de Y
correspondant à trois budgets logement (s(x)R(x)=Y/3) différents, toutes choses égales
par ailleurs. Le budget logement n’influence pas la densité, uniquement le niveau de
rentes.
Il apparaît que la valeur du budget logement n’influence pas la densité obtenue, seulement le
niveau des rentes. De plus comme la rente est proportionnelle à la densité ces courbes sont
équivalentes à un facteur multiplicatif près (puisque les densités associées sont identiques).
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1.3.2 Le modèle individu-centré retrouve la densité optimale théorique

Le modèle individu-centré permet de retrouver la courbe des rentes et de densité
correspondant à la densité optimale prévue par la théorie.

Sur le graphe ci-dessous nous avons représenté différentes courbes de densité pour des
populations variant d’un total de 50 à 400 individus. Les résultats de simulations figurent avec
des carrés (pleins ou vides) reliés par une ligne. La référence du modèle théorique figure avec
la même couleur, mais en trait simple. La légende à droite indique l’effectif associé à chaque
couleur de courbe.
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Figure 27. Courbes de densité pour différentes tailles de population (N). Résultats de
simulation (courbes avec des carrés) et densités du modèle analytique correspondant
(ligne simple de même couleur).

Nous pouvons voir que dans la majorité des cas le modèle de simulation retrouve la courbe de
densité prévue par la théorie.

Le modèle individu-centré de simulation permet donc de retrouver les résultats du modèle
théorique sur un cas simple où celui-ci est soluble et où il est possible de calculer la densité
correspondant à un optimum social.

Voici par exemple l’évolution de la densité pour différents coûts de transport unitaires. Plus le
coût est important, et plus la population se concentre au centre.
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Figure 28. Densité optimale suivant le modèle de population pour différents coûts de
transport unitaires (N=50, alpha=1, Y=700).
Nous allons à présent pouvoir utiliser le modèle de simulation pour étudier dans un cas plus
compliqué, impliquant deux populations et des coûts de transport variables, où une solution
théorique serait plus difficile à calculer.

1.3.3 Influence du coût unitaire de transport sur la localisation de deux
populations différant par leurs revenus

Nous considérons à présent une ville avec 100 habitants qui se divise en deux sous-
populations de 50 habitants chacune. Les individus de la première sous-population disposent
d’un revenu de Y1=100. Ceux de la deuxième, d’un revenu de Y2=700.

Chaque individu consacre un tiers de son revenu au logement. De plus nous supposons, pour
rester fidèles au modèle théorique de référence ( )()( xRxs=α ), que la préférence pour
l’espace (α) s’accroît avec le budget logement, que nous faisons dépendre du revenu

(
3

)()( YxRxs = ).

(Ainsi on obtient 
3

)()( YxRxs ==α )

Nous avons testé comment le coût unitaire de transport, t, influençait la distribution des deux
sous-populations dans la ville.

Commençons par un coût unitaire de transport t=0,1.
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t=0,1
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Figure 29. Densité de deux sous-populations de revenus différents (Y1=100, Y2= 700),
pour un coût de transport unitaire t=0,1
La population à plus haut revenu et plus grande préférence pour l’espace peut payer des coûts
de transport plus élevés, et se placer en périphérie où la surface par logement est plus grande.
La population à plus faible revenu, au contraire, reste près du centre (où les logements sont
plus petits) afin de minimiser ses coûts de transport.

De plus pour cette valeur de t, nous pouvons voir que les deux populations ne se mêlent pas.

En effet, en raison de leur différence de revenus, et donc de la différence de leurs budgets
logement, la rente qu’ils sont prêts à payer pour une surface donnée, diffère ; or à une localité
donnée, la surface attribuée à chaque individu est la même, quel que soit son revenu. Dès lors
les localités occupées par les plus hauts revenus présentent une rente au m² trop élevée pour
attirer les moins hauts revenus. Inversement les localités occupées par les plus faibles revenus
associent une surface trop faible à une rente donnée, pour attirer les plus hauts revenus.

Accroissons à présent le coût de transport unitaire jusqu’à une valeur de t=3.

t=3

0

10

20

30

40

50

60

-20 -10 0 10 20

n(
x) Y1=100

Y2=700

Figure 30. Densité de deux sous-populations de revenus différents (Y1=100, Y2= 700),
pour un coût de transport unitaire t=3
Les deux populations restent séparées. Toutefois l’accroissement du coût de transport unitaire
incite les plus hauts revenus à se rapprocher du centre, et les plus faibles revenus à se
concentrer plus que précédemment.
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En accroissant encore t, la pression devient si forte qu’une partie des hauts revenus accepte de
choisir le centre. Toutefois la majorité des hauts revenus continue à préférer la périphérie.
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Figure 31. Densité de deux sous-populations de revenus différents (Y1=100, Y2= 700),
pour un coût de transport unitaire t=4.

Un nouvel accroissement de t change la forme de la densité des hauts revenus.
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Figure 32. Densité de deux sous-populations de revenus différents (Y1=100, Y2= 700),
pour un coût de transport unitaire t=5.

A présent, les hauts revenus préfèrent également le centre. Toutefois, alors que les plus faibles
revenus se concentrent uniquement au centre, les hauts revenus se situent encore en partie en
périphérie.
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t=10
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Figure 33. Densité de deux sous-populations de revenus différents (Y1=100, Y2= 700),
pour un coût de transport unitaire t=10.

Enfin lorsqu’on augmente le coût de transport unitaire suffisamment (t=10), la pression
devient telle que les deux populations se concentrent au centre.

Notons que si t est inférieur à une certaine valeur (t=0,01 ici), son poids devient négligeable
dans la fonction d’utilité, aucune des deux populations ne souhaite de regroupement, et l’état
initial est conservé.

Pour résumer nous pouvons observer quatre différents changements de configuration, en
fonction de la valeur de t :

• Une différenciation spatiale apparaît entre les deux populations, celle à plus haut revenu
se situant en périphérie (pour l’exemple précédent :  t=0,1)

• Les deux populations cessent d’être spatialement scindées (elles le sont jusqu’à t=3
inclus) : celle en périphérie se situe aussi au centre.

• Pendant un certain temps la densité de la population en périphérie a deux pics : même si la
population à plus haut revenu est présente au centre, elle préfère majoritairement rester en
périphérie (jusqu’à t=4)

• La population à plus haut revenu passe à un pic au centre (entre t=4 et t=10), avant
finalement que les deux populations aient des densités identiques (pour t=10)

Nous avons représentés ces différents changements en fonction de la valeur de t, pour
différents facteurs de proportionnalité entre les revenus des deux populations

(Y2=7Y1, Y2=5Y1, Y2=2Y1).
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Figure 34. Différentes configurations sont observées, en fonction de la valeur de t, et du
rapport entre les revenus des deux populations.

Plus les revenus sont différents, plus le coût de transport unitaire doit être élevé pour mener au
rapprochement des densités des deux populations.

1.3.4 Influence des liens sur la localisation de deux populations différant par
leurs revenus

Après avoir introduit un peu de réalisme en considérant plusieurs populations de revenus
différents, nous en introduisons un peu plus en nous intéressant à des configurations où
chaque individu n’est pas relié à l’ensemble des autres individus, mais seulement à une partie.
Nous nous limitons ici à deux populations pour rendre l’influence plus claire.

En partant d’une référence où tout individu est relié à l’ensemble des populations, nous
observons successivement ce qui se passe lorsque les liens sont uniquement internes à chaque
population, puis uniquement dirigés vers l’autre. Enfin nous observons ce qui se passe pour
des liens aléatoires vers une partie de l’ensemble de la population.

1.3.4.1 Lien à tous

Ceci constitue la référence. Les plus aisés, qui peuvent assumer sans problème les frais de
transport, préfèrent la périphérie où ils peuvent trouver des logements plus spacieux. Le centre
est marqué par des logements plus petits et des rentes plus basses.
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N1=50 ; N2=50
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Figure 35. Densités et rentes pour deux populations ayant des coûts unitaires de
transport différents. Référence où tout individu est lié à l’ensemble des autres individus.

1.3.4.2 Liens à l’intérieur de chaque population

Comme les deux populations deviennent indépendantes, elles forment deux villes distinctes.
Leurs caractéristiques respectives influencent la forme et les rentes de chaque ville. La
population moins riche se concentre plus, avec des loyers moins élevés.
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Figure 36. Densités et rentes pour deux populations de revenus différents. Liens
uniquement aux individus de la population partageant un même revenu.

1.3.4.3 Liens seulement vers l’autre population

Les deux populations s’entremêlent de leur mieux dans l’espoir de réduire leurs coûts. Nous
pouvons toutefois observer que la population moins riche se concentre au centre.
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Figure 37. Densités et rentes pour deux populations ayant des revenus différents. Liens
uniquement aux individus de l’autre population.

1.3.4.4 Liens aléatoires vers une partie de la population

Nous avons représenté ci-dessous les résultats pour des liens aléatoires vers 90%, 75%, 50%,
25% et 10% de la population.

La population moins riche continue à se concentrer au centre. Toutefois plus le nombre de
liens est restreint, moins la ségrégation spatiale est nette. En effet la diminution du nombre de
liens peut conduire à des localisations optimales hétérogènes et donc ne pas favoriser les
concentrations précédentes. De plus les coûts de transports pèsent moins en regard de la rente.
Ainsi on reste plus proche de l’état initial.

a) 90%
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Figure 38. Densités et rentes pour deux populations ayant des revenus différents. Un
individu est lié aléatoirement à 90% des autres individus.
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b) 75 %
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Figure 39. Densités et rentes pour deux populations ayant des revenus différents. Un
individu est lié aléatoirement à 75% des autres individus.

c) 50%
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Figure 40. Densités et rentes pour deux populations ayant des revenus différents. Un
individu est lié aléatoirement à 50% des autres individus.

d) 25%
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Figure 41. Densités et rentes pour deux populations ayant des revenus différents. Un
individu est lié aléatoirement à 25% des autres individus.
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e) 10%
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Figure 42. Densités et rentes pour deux populations ayant des revenus différents. Un
individu est lié aléatoirement à 10% des autres individus.

1.3.4.5 Conclusion de cette étude

Nous avons étudié l’influence des interactions sur la formation des densités pour deux
populations avec des revenus différents. Notre étude a porté pour commencer sur des
différences d’interaction à l’échelle des populations. Nous avons décrit certaines formes
d’interaction menant à une influence spatiale entre les deux populations, et d’autres menant à
leur indépendance.

Nous avons aussi étudié le cas d’un réseau d’interactions aléatoire (indifférencié quant à la
population cible) concernant de 90% à 10% de l’ensemble de la population. Moins le réseau
est dense, moins élevés sont les coûts de transport et plus l’hétérogénéité des optima réduit la
concurrence, menant à une ségrégation spatiale moins nette des deux populations et à des
rentes moins élevées.

En dépit de la différence de fonction d’utilité, nous retrouvons ici une même importance des
coûts de transport unitaires et des liens entre individus sur la rente (et ici la densité) que
précédemment (1.2.9).

1.3.5 Populations avec des coûts de transport différents

Après avoir étudié comment le coût de transport influe sur la position de deux populations
avec des revenus différents, nous considérons à présent des populations qui diffèrent par leur
coût de transport unitaire.

1.3.5.1 Influence de la valeur des coûts de transport pour deux populations

La différence de coûts unitaires de transport conduit à une ségrégation spatiale des deux
populations.

Nous avons représenté ci-dessous dans un tableau la configuration observée pour différentes
valeurs de t1 (colonnes) et différents facteurs entre t1 et t2 (lignes).
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Figure 43. Sensibilité de la position de deux populations avec des coûts de transport
différents (t1 et t2) au facteur entre ces deux coûts de transport, pour différentes valeurs
du plus grand (t1).
Les valeurs de t1 et de t1/t2 influencent la configuration finale de la ville. Plus t1 est grand,
plus la population se concentre au centre. Plus t1/t2 est grand, plus la ‘pente’ de la distribution
varie d’une population à l’autre.

Nous cherchons à mieux comprendre comment ces distributions varient en fonction de t1 et
de t1/t2. Pour cela nous les caractérisons par deux valeurs : la densité maximale observée
(max_i, où i indique la population, avec des t décroissants), et la ‘surface’ occupée (dx_i).
Nous cherchons à observer comment ces valeurs varient avec t1 et t1/t2.
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Figure 44. Indicateurs agrégés de l’influence de t1 et t1/t2 sur les densités. Nombre de
localités (dx) occupées par chacune des populations, et densité maximale (max).
Nous pouvons ainsi observer que l’influence suit bien un sens intuitif, sans être pour autant
linéaire.

La première population, dont le coût de transport est plus élevé (t1>t2) a un maximum plus
élevé et occupe moins de localités que la deuxième population.

Le nombre de localités décroît, et le maximum croît, avec l’augmentation de t1 (qui à t1/t2
constant affecte les deux populations à la fois).

Lorsque t1/t2 croît la surface augmente et le maximum diminue. En effet la deuxième
population se concentre moins, ce qui réduit aussi la pression menant à la concentration de la
première population.

Cette étude nous donne une première idée de l’influence des coûts unitaires de transports,
dont l’influence est intuitive, sans être toutefois linéaire.

Dans le paragraphe suivant, nous étudierons l’influence du coût unitaire de transport mais
dans le cas non plus de deux mais de plusieurs populations.

1.3.5.2 Plusieurs populations avec des coûts de transport différents

Nous cherchons ici à évaluer si l’introduction d’un plus grand nombre de populations change
qualitativement ou non les résultats. Pour cela nous partons de valeurs de paramètres
conduisant à une ségrégation spatiale.

Nous commençons par observer comment l’ajout de populations avec des coûts de transport
différents influe sur la configuration de la ville. Puis pour un même facteur de
proportionnalité entre deux coûts de transport successifs nous diminuons l’ensemble des coûts
de transports. Enfin nous observons comment l’accroissement du facteur de proportionnalité
entre deux coûts de transport unitaires successifs influe sur la configuration de la ville.

a) Nombre croissant de populations

Nous partons d’une population dont le coût de transport unitaire est 1. Ensuite nous ajoutons
successivement des populations en divisant successivement pour chacun le coût unitaire de
transport par deux.
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Figure 45. Densité dans la ville d’un nombre croissant de populations de t différents, tels
que t1=1 et t(n)/t(n+1) = 2.

Les populations occupent des cercles concentriques suivant des coûts de transport
décroissants. Nous pouvons observer aussi que l’ajout d’une nouvelle population influence la
distribution des populations précédemment insérées, qui se concentrent plus. Enfin la
différence de coût unitaire de transport influence à la fois le maximum, la ‘pente’ de la
distribution et le nombre de localités occupées.

Ces simulations nous permettent d’observer une influence plus subtile que le simple ordre par
revenus croissants prédit par Fujita et Thisse dans le cas d’une différence de revenus.

b) Influence de la diminution de l’ensemble des coûts de transport

Nous reprenons l’étude précédente, mais cette fois avec t1=0.5, soit la moitié de la valeur
précédente. Nous cherchons à savoir l’effet d’une diminution générale des coûts de transports
tout en gardant le même facteur de proportionnalité d’un coût unitaire de transport à l’autre.
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Figure 46. Densité dans la ville d’un nombre croissant de populations de t différents, tels
que t1=0.5 et t(n)/t(n+1) = 2.

Nous pouvons voir que l’évolution est proche de celle observée précédemment. Toutefois en
raison de la diminution des coûts de transport les populations sont moins concentrées et les
pentes des densités, moins fortes. Ainsi l’influence de l’ajout de populations apparaît plus
clairement.

c) Accroissement du facteur de proportionnalité entre deux coûts de transport successifs

Nous cherchons à voir à présent ce qui se passe lorsqu’on accroît le facteur de
proportionnalité entre deux coûts de transport successifs. Nous partons d’une population avec
un coût de transport unitaire égal à 1 et nous insérons des populations en divisant pour
chacune le coût de transport par quatre.
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Figure 47. Densité dans la ville d’un nombre croissant de populations de t différents, tels
que t1=1 et t(n)/t(n+1) = 4.

La densité (et sa pente) varie plus d’une population à l’autre que précédemment. Ainsi l’ajout
d’une nouvelle population semble avoir moins d’effet sur celles déjà présentes, que
précédemment.

1.3.5.3 Conclusion

Nous avons étudié dans cette partie comment la différence de coûts de transports entraîne une
ségrégation spatiale. Les populations se placent dans des cercles concentriques suivant des
coûts de transport décroissants. De plus l’ajout d’une nouvelle population affecte la
distribution des populations déjà présentes, en accroissant la pression pour l’espace et en
incitant les populations déjà présentes à se concentrer davantage.

L’influence des populations les unes sur les autres devient plus apparente pour des coûts de
transport plus faibles qui leur permettent d’occuper un plus grand nombre de localités.

En revanche elle semble décroître lorsque la différence entre deux coûts de transports
successifs s’accroît, en diminuant la pression d’une population sur celle qui la précède.

1.3.6 Formation de la densité et de la rente suivant un processus de
marchandage

Dans le modèle décrit au 1.3.1 les choix individuels permettent de retrouver la densité
théorique optimale, et les rentes, qui sont proportionnelles à la demande, c’est-à-dire à la
densité, s’en déduisent.

Nous voulons dans ce nouveau modèle que les rentes résultent également d’interactions
individuelles propres.
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1.3.6.1 Description du modèle

Dans ce modèle, un individu qui espère gagner en utilité lors de son déménagement vers une
nouvelle localisation a la possibilité de réinvestir une partie de son gain en coût de transport
(caractérisée par le paramètre k) dans le surenchérissement de la rente.

Si x représente sa position actuelle, et x’ celle qu’il désire gagner, sa proposition de rente est
définie comme :

'
)'()()1()'(

),',(
s

xTxTkzxTY
kxir

−−−−−
=

Eclaircissons le choix de cette formule. Supposons que l’individu cherche à minimiser son
coût de transport (c’est le plus souvent le cas).

Si k=0,

'
)(

'
)'()()'(

)0,',(
s

zxTY
s

xTxTzxTY
xir −−

=
−−−−

=

On retrouve le calcul de rente précédent : le budget logement (s’*R’=s*R=Y-T(x)-z) est fixe.
La rente proposée est uniquement plus élevée que la précédente dans la mesure où l’arrivée
d’un nouveau locataire diminue la surface allouée à chacun pour un budget fixe (s*R est
constant). Ainsi si on indice par 1 les rentes et surfaces initiales de la localité cible, et par 2,
celles après l’arrivée d’un nouveau locataire et si on suppose que le budget logement soit le
même pour les deux localités (il est initialement identique partout), on aura

s1(x)R1(x)= s2(x)R2(x)

soit
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Prendre k=0 permet donc déjà de surenchérir. C’est pourquoi nous avons aussi testé des
valeurs de k négatives.

Si k=1,

'
))'()(()(

'
)'()1,',(

s
xTxTzxTY

s
zxTYxir −+−−
=

−−
=

Le locataire accepte ici de réinvestir la totalité du gain en coût de transport dans la nouvelle
rente.

Le propriétaire des logements a de son côté la possibilité soit d’accepter soit de refuser l’offre
de rente d’un nouveau locataire. Il ne peut accepter que les rentes ‘favorables’, c’est-à-dire
supérieures à sa rente actuelle. De plus il a la possibilité de refuser un certain nombre d’offres
favorables, dans l’espoir d’obtenir des rentes plus élevées. Le paramètre nMinFav indique le
nombre d’offres favorables (ou de surenchères) qu’il exige avant d’accepter le nouveau
locataire.

Le locataire a la possibilité de surenchérir plusieurs fois (jusqu’à atteindre son budget
logement maximal, égal au tiers de son revenu Y) si ses offres sont refusées. On introduit deux
paramètres : kmin et dk, qui correspondent respectivement à la première surenchère (la plus
basse)
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'
)'()()1()'(

),',( min
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=

 et à la différence de valeur de k d’une surenchère à l’autre (kt+1=kt+dk).

'
)'()())(1()'(

),',( 11 s
xTxTdkkzxTY

kxir t
tt

−+−−−−
=++

Des études de sensibilité de ce modèle ont permis d’observer différents types d’états finaux.
En fonction de la valeur des paramètres, on retrouve ou non la densité et la rente prévues par
le modèle théorique.

1.3.6.2 Premier résultat : les paramètres de marchandage déterminent les rentes finales

La rente attendue (correspondant au résultat du modèle théorique) est atteinte ou non. Ci-
dessous nous avons représenté sa valeur dans la ville en fonction du pas de surenchère entre
deux offres, de la surenchère minimale, du nombre d’offres acceptables refusées.

Rentes pour différents niveaux de 
marchandage
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Figure 48. Rentes finales simulées pour différentes valeurs de dk
Plus le pas de surenchère est fin (et le marchandage des locataires serré), plus les rentes
finales sont basses, à l’avantage des locataires.
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Figure 49. Rentes finales pour différentes valeurs de kmin.
Plus la première rente proposée (kmin) est basse, plus les locataires parviennent à obtenir des
rentes peu élevées.
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Figure 50. Rentes finales pour différentes valeurs de kMinFav : les propriétaires
acceptent soit la première (1st bid R), soit la deuxième (2nd bid R), soit la troisième (3rd
bid R) offre favorable.

Plus les propriétaires sont exigeants (en refusant les premières offres), plus ils parviennent à
obtenir des rentes élevées.

Résumons ces premiers résultats plutôt intuitifs. En se montrant plus exigeant dans le
marchandage (soit en cherchant à faire les offres les plus basses possibles pour les locataires,
soit en refusant les premières offres pour les propriétaires) chacun des partenaires peut
influencer la forme de la rente finale à son avantage.

Toutefois ces premiers résultats s’appliquent dans une zone de paramètres où la densité
optimale est atteinte. Or, ce n’est pas toujours le cas.
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1.3.6.3 Deuxième résultat : les paramètres de marchandage déterminent aussi les densités
finales

En effet si les propriétaires tardent trop à accepter les offres de nouvelles rentes, certains
mouvements ne peuvent se faire, à la défaveur à la fois des locataires (qui aimeraient
diminuer leurs coûts de transport) et des propriétaires (qui n’auront aucun accroissement de la
rente du tout).

Nous avons représenté ci-dessous la densité finale en fonction du nombre de refus par les
propriétaires, d’offres acceptables.
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Figure 51. Densités finales pour différentes valeurs de kMinFav : les propriétaires
acceptent soit la première (1st bid R), soit la deuxième (2nd bid R), etc… offre favorable.
Jusqu’à deux offres favorables refusées (3rd bid N), la densité trouvée correspond à la densité
optimale du modèle théorique. Toutefois au-delà, une partie des mouvements sollicités par les
locataires échouent. Lorsque 11 offres favorables sont rejetées (12th bid N), la densité finale
semble proche de la densité initiale homogène.

1.3.6.4 Schéma résumant les différents cas de figure

Ci-dessous un schéma de l’espace des paramètres résumant les différents cas de figure
observés. Il y en a trois :

• la densité est optimale et la rente correspond à celle prévue par le modèle théorique : ceci
constitue notre référence

• la densité est optimale, mais la rente finale est inférieure à celle prévue par le modèle
théorique : dans ce cas les locataires sont gagnants

• la densité n’est pas optimale (au désavantage des locataires) et la rente est inférieure à
celle prévue par le modèle (au désavantage des propriétaires). Les conditions de
marchandage ont conduit à un certain nombre d’échecs. Locataires et propriétaires sont
perdants.

Ce schéma est tracé en fonction du nombre minimal d’offres valables avant acceptation par le
propriétaire (nMinFav), et du niveau minimal d’offre par les locataires (kmin). Le pas de
surenchère est très fin (k=0,001).
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Figure 52. Différents cas de figures sont observés en fonction de du nombre minimal
d’offres valables avant acceptation par le propriétaire (nMinFav), et du niveau minimal
d’offre par les locataires (kmin).

1.3.7 Conclusion

Ce premier modèle individu-centré de simulation montre comment un processus simple de
décisions individuelles peut mener à une densité globalement optimale, telle qu’elle est
prévue par la théorie.

Après avoir vérifié la fidélité du modèle individu-centré au modèle théorique dans un cas
simple où il était possible d’en connaître analytiquement la solution, nous avons simulé avec
le modèle individu-centré des configurations plus compliquées avec deux ou plusieurs
populations différentes dans la même ville.

Pour commencer nous avons étudié comment le coût de transport unitaire t, influence les
densités respectives de deux populations de revenus différents en conduisant ou non à une
ségrégation spatiale. Nous avons ensuite étudié dans le cas d’une ségrégation, l’influence de
différentes configurations d’interactions plus réalistes, déterministes et aléatoires, et montré
leur influence sur les densités obtenues.

Nous avons ensuite étudié comment la différence de coûts de transport pouvait mener à une
ségrégation spatiale. Nous avons pu observer des densités concentriques suivant des coûts de
transport unitaires décroissants. Des coûts de transports globalement plus faibles conduisent à
l’étalement des populations et donc à une influence plus visible de leurs positions l’une sur
l’autre. Inversement une différence plus marquée entre coûts de transport, conduit à une plus
grande différence de distribution de la densité entre les deux populations, et semble réduire
ainsi leur compétition pour le sol et la pression de l’une sur l’autre.

L’approche agent nous a donc permis de simuler et d’étudier des configurations plus
complexes et réalistes que le modèle agrégé dont nous sommes partis, et d’affiner ainsi les
résultats très généraux présentés dans le livre de Fujita et Thisse. En particulier nous avons
étudié l’influence de coûts de transport hétérogènes sur la formation de la densité et de la
rente dans la ville.
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Dans le modèle précédent, les rentes dépendent seulement de la densité. Nous avons introduit
un peu de réalisme en les faisant résulter d’interactions individuelles de marchandage entre
propriétaires et locataires. Même si la densité optimale et les rentes prévues par la théorie
continuent à pouvoir être atteintes, elles ne le sont plus dans tous les cas.

En particulier, les locataires parviennent parfois à obtenir des rentes inférieures à celles
prévues par la théorie. Mais il peut aussi arriver que la dureté des marchandages conduise à
des échecs de mouvements, frustrant finalement à la fois les locataires et les propriétaires.

1.4 Formation de densités et de rentes de firmes et d’employés

Dans les parties qui précèdent nous avons étudié comment la contrainte de l’interaction
pouvait conduire à la formation endogène d’un centre, défini par un maximum des rentes, à
surface de logement et densité fixées pour commencer, puis en les faisant varier.

Dans la partie qui suit nous étudions un modèle où cohabitent firmes et individus. Les firmes
conservent des coûts de transports dépendant de leur distance aux autres firmes, alors que le
coût de transport des individus dépend de leur distance à leur lieu de travail (firme).

Fujita et Thisse (2003) étudient la stabilité de configurations d’équilibre entre firmes et
travailleurs. Toutefois leurs fonctions d’utilités n’ont plus de terme de préférence pour la
surface. De plus ils supposent les surfaces louées identiques d’une firme à l’autre, et d’un
travailleur à l’autre. Ceci limite les configurations possibles et rend difficile la conception
d’un algorithme de convergence vers un tel équilibre, à partir d’états initiaux variés.

A fonction de coût de transport linéaire, ils observent trois types de configurations possibles,
en fonction du rapport entre les coûts de transports unitaires des firmes et des travailleurs. Si
le coût de transport des travailleurs est très élevé, ils logent près de la firme où ils travaillent.
Lorsqu’il devient très faible, ils logent en périphérie et l’on observe une ségrégation spatiale
entre firmes et travailleurs. Entre ces deux extrêmes la ville se compose à la fois de zones où
l’on ne trouve que des firmes ou des travailleurs, et de zones mixtes.

Nous étudions un modèle légèrement différent de celui-là. D’une part parce que nous gardons
un terme de préférence pour la surface dans le calcul de l’utilité, suivant le modèle
précédemment étudié. D’autre part, nous observons des surfaces et des densités qui varient en
fonction de la localité, ainsi que précédemment.

Nous retrouvons toutefois qualitativement des résultats similaires à ceux de Fujita et Thisse
(2003) avec trois types de configurations plus ou moins intégrées (ou au contraire
différenciées spatialement), en fonction du rapport entre les coûts de transport unitaires des
firmes et des travailleurs.

Nos modèles de firmes et de travailleurs sont plus proches de ceux précédemment étudié, que
les configurations mixtes étudiés par Fujita et Thisse (2003). L’apport de cette partie est
d’étudier un degré de complexité de plus.
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1.4.1 Salaires homogènes et fixes

1.4.1.1 Modèle

Nous considérons une ville avec un nombre Nf de firmes, et NI d’individus. Lf = NI/Nf
individus vont travailler dans chaque firme, dont ils reçoivent un salaire W. Nous supposons
qu’un individu ne change pas de firme au cours de la simulation.

L’utilité des firmes s’exprime sous la forme :

))((*)()()()( xsLogLWxRxsxAxU ff ⋅+−−= β

Où

∫ −−=−= dyynyxAxTAxA firmes )()()( τ , le coût de transport est le coût d’échange
avec les autres firmes

s(x) est la surface louée par la firme à la localisation x,

R(x) représente est la rente

W est le salaire payé à un travailleur

Lf est le nombre de salariés

β  est un paramètre de préférence pour la surface louée

Un individu est caractérisé par son lieu de résidence (x) et le lieu où se situe la firme (xf) où il
travaille. Son utilité s’écrit

))(()()()()( xsLogxRxsxTWxUi ⋅+−−= α

Où

W est le revenu du travailleur

T(x) = |x-xf| t  représente le coût du transport jusqu’au lieu de travail

s(x) est la surface louée par l’individu

R(x) est la rente

α  est le paramètre de préférence pour la surface (supposé égal à β  sauf mention du
contraire)

Dans une première version nous supposons que les salaires sont identiques pour toutes les
firmes et tous les travailleurs et que les firmes commencent par se positionner avant que les
travailleurs ne choisissent leur lieu de résidence.

1.4.1.2 Influence du coût unitaire de transport des individus.

Afin de mieux comprendre l’influence du coût de transport unitaire des travailleurs sur les
densités, nous considérons dix firmes et cent travailleurs. Nous fixons le coût de transport
unitaire des firmes à 1 et nous observons les densités des firmes et des individus obtenues
pour des coûts de transport unitaires des travailleurs allant de 10 à 0,1.
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Figure 53. Etude de la densité des travailleurs en fonction de leur coût de transport
unitaire.

Lorsque le coût unitaire de transport des individus est élevé, ils se concentrent au centre de la
ville avec les firmes, quitte à se contenter d’une surface réduite (configuration complètement
intégrée). Toutefois lorsque ce coût t diminue, une partie des individus se positionne en
périphérie (configuration partiellement intégrée), jusqu’à quitter le centre pour des t très peu
importants (ville monocentrique). Nous retrouvons ainsi trois catégories de configurations
différentes suivant le facteur de proportionnalité entre les coûts de transports unitaires, de
façon similaire aux trois catégories mentionnées par Fujita et Thisse dans le cadre d’un
modèle firmes/travailleurs légèrement différent de celui que nous avons étudié (revenu
hétérogène, surfaces fixes et différentes pour les firmes et les travailleurs).

1.4.1.3 Influence du coût unitaire de transport des firmes

Lorsque le coût de transport unitaire τ des firmes diminue, celles-ci s’étendent. Ceci affecte la
position des travailleurs. Dans l’exemple ci-dessous nous pouvons voir l’évolution d’une
configuration partiellement intégrée lorsque τ décroît de 2 jusqu’à 0,1.
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Figure 54. Influence du coût unitaire de transport des firmes τ sur la densité des firmes
et des travailleurs.

Plus τ décroît, plus les firmes s’étendent (jusqu’à être une par localité). Ceci conduit la
distribution des travailleurs à s’étendre aussi. Toutefois même si la configuration reste mixte
(une partie des travailleurs habitent près de le leur lieu de travail, alors qu’une partie est
forcée de se déplacer d’une localité à l’autre), le lien entre les deux distribution change
subtilement. Alors qu’au début, seule une minorité habitait près de leur lieu de travail (40%
des travailleurs pour la firme la plus favorisée), elle croît à 80%, puis 100% des travailleurs
pour la firme la plus centrale. Si on observe la distribution des travailleurs, elle partage de
plus en plus de localités avec les firmes, et le nombre d’individus éloignés des firmes décroît.

1.4.1.4 Influence de la valeur de α=β

α et β caractérisent la préférence pour la surface. Jusqu’ici nous les avons considérées égales
à 1 pour les firmes et les travailleurs. Ci-dessous nous avons tracé les densité pour des valeurs
de α et β de 1 et de 10.
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Figure 55. Influence de α =β  sur les densités de firmes et de travailleurs.

Nous pouvons voir que de façon prévisible, l’accroissement de α et β qui caractérisent la
préférence pour la surface par opposition à une rente faible, conduit à un étalement des firmes
et des travailleurs.

1.4.1.5 Différents ordres de mise à jour

Jusqu’à présent les firmes commençaient par se localiser avant que les travailleurs ne le
fassent. Nous évaluons maintenant ce qui se passe lorsqu’on remet à jour alternativement les
firmes et les travailleurs.

Plusieurs tests où le nombre de relocalisations de travailleurs entre deux changements de
firmes est très élevé montrent l’absence de convergence. Ceci devient encore plus clair
lorsqu’on fait alterner 10 relocalisations pour l’ensemble de chaque population (on peut
supposer sous ces conditions que chaque population a le temps d’atteindre un état optimal
considérant la position de l’autre).
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Figure 56. Dans certains cas la relocalisation alternée des firmes et des travailleurs ne
permet pas la convergence vers un état stationnaire.

Nous pouvons observer qu’ici les firmes ‘fuient’ les travailleurs, qui cherchent à les suivre.
En effet les firmes n’ont pour objectif que de rester proches les unes des autres, et de profiter
d’autant d’espace que possible. La présence des travailleurs réduit la surface allouée à chacun.
C’est pourquoi les firmes ont tendance à s’éloigner des travailleurs, tout en restant groupées.
De leur côté, les travailleurs, qui ont pour objectif d’être aussi proches que possible des firmes
afin de diminuer leurs coûts de transport, les suivent lorsqu’elles changent de localisation.

Toutefois lorsque la différence de coût de transport est suffisante pour conduire à une
différenciation spatiale des firmes et de travailleurs (τ=1, t=0.1), on observe une stabilisation
(même s’il subsiste de petits changements conduisant à un pseudo-cycle).
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Figure 57. Dans le cas d’une ségrégation spatiale concentrique des firmes et des
travailleurs, on observe une stabilisation quelle que soit l’alternance des relocalisations.

Cette stabilité est conservée lorsqu’on divise par dix ou cent le nombre de mises à jour entre
les alternances, ou même qu’on fasse se succéder une firme/un travailleur.
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1.4.2 Firmes et travailleurs avec des salaires variables

1.4.2.1 Modèle

Nous supposons à présent que les firmes ont la possibilité de reverser une partie de leur profit
(égal à leur utilité Uf). Elles ont la possibilité soit d’accroître leur budget de surface louée, soit
de subventionner le transport ou le logement de leurs employés, soit de les reverser
équitablement entre les travailleurs sous formes de primes. Nous introduisons de nouveaux
paramètres.

πr : le profit de référence

a : la proportion à être ajoutée au financement des locaux des firmes

b : la proportion équitablement rajoutée aux salaires (primes)

c : la proportion dédié à la diminution des coûts de transport des travailleurs (prime au
kilomètre, suivant le montant disponible)

d : la proportion allouée aux aides au logement pour les employés (leur permettant d’accroître
leur budget logement)

A un instant t la firme f a donc un profit net :

 πf(t) - πr = Uf(t) - πr

Le nouveau budget logement de la firme devient

aYY rf
r
ff ⋅−+= )( ππ

Les salaires deviennent

f

rf
r L

b
WW

⋅−
+=

)( ππ

L’aide au kilomètre vaut

f

rf

D
c

dt
⋅−

=
)( ππ

où Df est la somme des distances parcourues par les travailleurs pour venir à la firme

∑
∈

−=
rstravailleux

ff xxD

Le nouveau budget logement des salariés devient

f

rfr
hh L

d
YY

⋅−
+=

)( ππ

Nous supposons de plus que le bilan et la réévaluation de ces sommes ne se fait qu’à chaque
relocalisation.

Ici nous remettons à jour alternativement les firmes et les travailleurs, de façon qu’ils influent
les uns sur les autres par leurs choix de localisation et l’effet sur les rentes.
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1.4.2.2 Influence des différents paramètres

Nous partons d’une configuration mixte.
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Figure 58. Densités de référence des firmes et des habitants.

a) Accroissement du financement des locaux des firmes (a>0)

L’accroissement du budget logement des firmes conduit à une ségrégation spatiale. En effet
les loyers payés par les firmes sont supérieurs à ce que sont prêts à payer les individus. Cette
ségrégation permet aussi aux firmes de s’étendre ; leur distribution dépend uniquement des
coûts de transports, sans la pression des travailleurs.
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Figure 59. L’accroissement du budget logement des firmes mène à une ségrégation
spatiale.
Cet effet dépend peu de la valeur du paramètre d’accroissement du budget.

b) Accroissement des salaires (b>0)

En l’absence de choix explicite quant à l’utilisation du surplus de salaire, le seul effet observé
est l’augmentation des utilités des individus.
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c) Diminution des coûts de transport des salariés (c>0)

Plus l’aide est importante, plus les travailleurs s’étendent en périphérie.
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Figure 60. L’accroissement de l’aide au transport favorise l’habitat en périphérie des
travailleurs et  par conséquent l’étalement des firmes.

d) Accroissement du budget logement des salariés (d>0)

L’accroissement du budget logement des salariés, conduit à une augmentation générale des
loyers.
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Figure 61. Loyers (sR) dans la ville en fonction du niveau de subventionnement du
logement. L’accroissement des subventions conduit à une flambée des loyers.

Cette augmentation du budget logement des individus favorise l’étalement de la ville vers des
localités qui ne sont pas encore occupées et où les rentes sont moins élevées.
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Figure 62. Densités des firmes et des travailleurs dans la ville en fonction du niveau de
subvention des logements.  L’accroissement des subventions conduit à l’étalement des
firmes et des travailleurs.
Cet étalement concerne les travailleurs, mais aussi les firmes, en raison de l’accroissement
général des rentes. Ainsi les firmes sont amenées à former plusieurs centres, et éventuellement
à quitter le centre géographique de la ville (pour d=0.1).
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1.4.3 Deux types différents de firmes dans la ville

Dans la partie qui suit nous allons considérer des villes où coexistent plusieurs types de
firmes, en termes de redistribution d’une partie de leurs profits. Pour commencer nous allons
associer d’une part des firmes qui ne redistribuent rien de leur profit et d’autre part des firmes
qui en redistribuent une partie sous différentes formes. Nous allons ensuite associer des firmes
qui redistribuent une partie de leur profit sous des formes différentes.

1.4.3.1 Une des firmes accroît le financement de ses locaux

Lorsqu’une partie des firmes (de type 1) accroît le financement de ses locaux, elles font
croître les loyers des localités qu’elles occupent, et où elles ne subissent dès lors plus la
compétition ni des autres firmes, ni des travailleurs. Ces firmes peuvent occuper des locaux
plus spacieux en dehors du centre. Leurs travailleurs se placent en périphérie. Ils ne subissent
plus la concurrence des travailleurs de type 2.  Inversement les autres firmes (de type 2) se
concentrent au centre, ainsi que leurs travailleurs, auxquels l’implantation des firmes de type
1 interdit la proche couronne.
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Figure 63. Densité dans la ville pour deux types de firmes et leurs travailleurs
lorsqu’une des deux firmes utilise une partie de son profit pour accroître le financement
de ses locaux (a=0.1%).
Plus le financement des locaux s’accroît, plus les firmes de type 1 s’étalent. En raison de
l’accroissement des rentes qu’elles induisent, l’espace qu’elles occupent devient inaccessible
pour les autres acteurs.  Leur étalement affecte donc l’ensemble des densités.
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a=100%
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Figure 64. Densité dans la ville pour deux types de firmes et leurs travailleurs
lorsqu’une des deux firmes utilise une partie de son profit pour accroître le financement
de ses locaux. (a=100%)

Nous pouvons ainsi observer qu’une partie des travailleurs de type 1 revient au centre de la
ville pour être plus proches des firmes où ils travaillent. En effet la couronne des firmes
repousse trop loin la périphérie qui leur serait financièrement accessible.

Dans les exemples précédents nous avons montré des configurations symétriques. Toutefois
selon le hasard de l’ordre de relocalisation, des configurations asymétriques peuvent
également émerger.
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Figure 65. Densité dans la ville pour deux types de firmes et leurs travailleurs
lorsqu’une des deux firmes utilise une partie de son profit pour accroître le financement
de ses locaux. Exemple d’une configuration asymétrique (a=1%).
Dans le cas d’une configuration asymétrique des firmes, la concurrence pour l’espace entre
les travailleurs des deux types diminue. Chaque type de travailleurs préfère le côté choisi par
le type de firmes où ils travaillent. Ainsi les travailleurs de type 2 peuvent se localiser en
partie à la périphérie et cessent d’être tous au centre.
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Pour conclure nous pouvons observer pour ces configurations composites que non seulement
les paramètres du modèle mais encore le hasard de l’ordre de relocalisation influence la
configuration finalement obtenue.

1.4.3.2 Une des firmes subventionne le transport de ses employés

A présent les deux types de firmes se concentrent au centre pour minimiser leurs coûts
d’interactions. Il apparaît que le niveau de subvention des firmes 2 à leurs employés n’affecte
pas leur propre position dans la ville mais seulement celle de leurs employés.

Lorsque la subvention est négligeable les densités des travailleurs des deux types de firmes
sont proches.
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Figure 66. Densités pour deux firmes, dont l’une subventionne faiblement le transport
de ses travailleurs, et de leurs travailleurs.

Toutefois lorsque la subvention pour le transport croît, les travailleurs de type 2 peuvent
choisir la périphérie, où la surface par logement est plus grande en raison d’une demande
moins forte (les travailleurs de type 1 préférant le centre).
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a=0.1%
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Figure 67. Densités dans la ville pour deux types de firmes et leurs travailleurs lorsqu’un
des types (le type 2) de deux firmes  subventionne le transport de ses travailleurs.
L’accroissement des subventions favorise la localisation des travailleurs en périphérie.

Plus les subventions au transport croissent et plus les travailleurs de type 2 peuvent s’étendre
en périphérie et délaisser le centre. Ceci permet aussi aux travailleurs de type 1 d’occuper plus
de localités au centre.

1.4.4 L’une des firmes dépense plus pour ses locaux, l’autre subventionne le
transport de ses travailleurs

Nous considérons à présent une ville avec deux types de firmes : l’un utilise une partie de son
profit pour accroître le loyer qu’il est prêt à payer pour ses locaux, l’autre l’utilise pour
subventionner le transport de ses employés.
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1.4.4.1 Apparition de plusieurs cercles concentriques

Nous observons une configuration semblable à celle obtenue en 1.4.3.1. Toutefois les
subventions de transport pour les travailleurs 2 leur permettent à présent de gagner aussi la
périphérie plus lointaine. Nous nous retrouvons ainsi avec quatre cercles concentriques qui
sont de trois types : firmes (2) + travailleurs (2) au centre, puis firmes (1) seules, et enfin
travailleurs (1 ou 2) seuls.

a=10%, c=10%

0

10

20

30

40

50

60

70

80

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31

firmes 1 (a>0)
firmes 2 (c>0)
travailleurs 2
travailleurs 1

Figure 68. Densités des firmes et travailleurs lorsque les profits sont utilisés pour les
locaux des firmes (firmes 1) ou pour subventionner le transport des travailleurs (firmes
2).

1.4.4.2 L’accroissement relatif des subventions de transport favorise la localisation en
périphérie

Nous observons à présent ce qui passe lorsque la part de profit utilisée pour subventionner les
coûts de transport est supérieure à celle utilisée pour le financement des locaux.
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a=0.1%, c=1%
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Figure 69. Densités des firmes et travailleurs lorsque la part de profit utilisée pour
subventionner les coûts de transport est supérieure à celle utilisée pour le financement
des locaux.

1.4.4.3 L’accroissement relatif du financement des locaux favorise la concentration des
travailleurs

Ici nous testons une part de profit plus grande pour le financement des locaux des firmes 1,
que pour le subventionnement du transport des travailleurs 2.

a=1%, c=0.1%

0

10
20

30
40

50
60

70
80

90

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

firmes 1 (a>0)
firmes 2 (c>0)
travailleurs 2
travailleurs 1

Figure 70.  Accroissement relatif de la part de profit dédiée au financement des locaux
des firmes de type 1.

Lorsque la part de leur profit utilisée par les firmes 1 pour le financement de leurs locaux
dépasse les subventions des firmes 2 pour le transport de leurs travailleurs, l’accroissement de
la couronne occupée (exclusivement) par les firmes 1 ramène les travailleurs 2 au centre, les
coûts de transports rendant difficile le choix d’une périphérie devenue lointaine. De façon
similaire le centre devient aussi plus attractif pour les travailleurs 1 dont la firme est proche
du centre.
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1.4.4.4 Configuration asymétrique

Ici ainsi que précédemment, le hasard de l’ordre des remises à jour peut favoriser l’apparition
d’une configuration asymétrique.
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Figure 71. Exemple d’une configuration asymétrique.
La configuration asymétrique des firmes évite la formation d’un centre pour les travailleurs.
En particulier si les travailleurs 1 continuent à former une couronne (asymétrique) autour de
leurs firmes, les travailleurs 2 dont le transport est subventionné, préfèrent s’étendre d’un seul
côté, où la demande est moins forte.

1.4.5 Conclusion

La coexistence de firmes et de travailleurs conduit à des équilibres plus subtils où non
seulement leurs liens d’interactions directes (salaires) mais aussi la concurrence pour l’espace,
ainsi que l’ordre des relocalisations jouent sur la formation des densités.

Nous avons considéré différentes formes de redistribution du gain en profit des firmes
provenant d’un rapprochement géographique facilitant leurs interactions. Nous avons
notamment testé l’accroissement du poste budgétaire consacré au financement des locaux des
firmes, le subventionnement des logements de leurs travailleurs ou de leurs coûts de transport.

Enfin nous avons cherché à comprendre la position relative dans la ville de firmes différant
par leurs choix de redistribution de leur profit, et à comprendre la localisation de leurs
travailleurs. Les choix de redistribution du profit affectent directement soit la rente, soit les
choix de localisation des firmes et/ou des travailleurs et influencent dès lors fortement les
densités observées de l’ensemble des firmes et des travailleurs.

Enfin nous avons pu observer que le hasard de l’ordre des relocalisations, en favorisant soit la
symétrie, soit l’asymétrie des firmes pouvait conduire à des configurations très différentes.
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1.5 Conclusion

Nous avons cherché à comprendre l’influence de différents niveaux de détail de modélisation
de certains facteurs de formation de la rente et de la densité. Nous avons étudié en particulier
le rôle des interactions entre individus, la différence de revenus et de coûts de transport.

L’approche agent a permis de mieux comprendre les modèles agrégés et de les étendre vers
plus de réalisme. En particulier cette approche nous a permis d’étudier de façon plus fine
l’influence des interactions et de coûts de transports hétérogènes sur les densités et les rentes.

Nos études successives nous ont permis une complexification progressive des configurations
étudiées. Ceci nous a permis d’étudier séparément l’influence de chaque facteur d’influence et
d’hétérogénéité sur l’équilibre obtenu et donc une qualification plus claire des facteurs
d’influence qu’il est important de modéliser finement.
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2 Modèle de ville avec propriétaires et locataires

L'enjeu est de créer un modèle de base qui permet de tester des hypothèses sur les villes, les
agents et leurs interactions. Un certain nombre d’éléments font partie des tous ces modèles,
d’une part les agents de base - les propriétaires, les locataires - et, bien sûr, l'environnement
(bâtiments, logements, réseau routier..).

Dans une première section nous présentons le modèle générique. Dans les deux sections
suivantes nous étudions les résultats de deux modèles particuliers, l’un dans lequel les
emplois sont tous localisés au centre, l’autre appelé « modèle de sociabilité » où chaque
individu va visiter tous les autres. Nous décrivons brièvement dans une section suivante la
mise en œuvre du modèle générique. Enfin, nous terminons par une section consacrée aux
perspectives pour la suite de ce travail.

2.1 Le modèle générique

Le modèle décrit ci-dessous comprend des propriétaires et des locataires homogènes mais
l’application informatique laisse la possibilité de les complexifier progressivement.
L'environnement bâti est, pour l’instant, une simple grille en deux dimensions. Dans le
modèle actuel, chaque case est un logement et tous les logements sont identiques et de
capacité un. Ces logements peuvent être occupés par des agents qui s'appellent des locataires,
qui ne sont pas propriétaires de leurs logements.

Un certain nombre de locataires fixé à np quittent la ville à chaque itération. D’autres
habitants potentiels arrivent et choisissent parmi les logements vides ceux dont l’utilité est
maximale pour eux.

2.1.1 Utilité

Dans la version actuelle, tous les locataires (réels ou potentiels) et les logements sont tous
identiques. L'utilité d'un logement pour un locataire est donnée par,

L-T-X-RU =

où

R = Revenu (valeur par défaut = 1000)

X = Dépenses minimales autres que le transport et le logement (valeur par défaut = 200)

T = Coût de transport

L = Loyer.

Le choix du locataire est déterminé par cette utilité.

En ce qui concerne le coûte de transport T, deux formes de déplacement quotidien des
habitants ont été étudiées : premièrement, les seuls déplacements requis résultent du besoin
d’aller du logement au centre de la ville pour travailler (section 2.2) ; deuxièmement, les
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déplacements requis résultent du besoin d’aller visiter l'ensemble des habitants de la ville
(section 2.3). Le coût de transport est toujours linéaire en distance kilométrique.

2.1.2 Mécanisme du modèle

A chaque itération

• Un certain nombre de locataires np, choisis au hasard, quittent la ville.

• Un certain nombre d’agents arrivent dans la ville : ces nouveaux arrivants choisissent
parmi les logements disponibles. Ce nombre est égal à np+1, de manière à provoquer une
concurrence pour les logements disponibles, afin d’enclencher un processus dynamique
d’interaction conduisant in fine à une situation d’équilibre.

• Les propriétaires des logements vides ajustent les loyers en fonction de la demande.

Les nouveaux arrivants choisissent parmi les logements vides ceux dont l’utilité est supérieure
à zéro. Ce choix est probabiliste, la probabilité de choisir un logement i étant donné par

∑
=

j

U

U

i j

i

e
eP θ

θ

/

/

où θ est un paramètre qui détermine la sensibilité des agents aux différences entre les utilités
des logements disponibles.

Le mécanisme d'ajustement du loyer génère les loyers de manière endogène à partir de l’offre
et la demande.

Dès qu'un locataire part, le propriétaire a la possibilité de changer son loyer. Ce loyer est
décidé en considérant le nombre d’agents qui se sont montrés intéressés la dernière fois que le
logement était libre. Nous imaginons que chaque agent qui s'intéresse à un logement laisse un
« caillou » symbolique, et donc que chaque propriétaire dispose d'un nombre de cailloux,
éventuellement nul, pour chaque logement.

Si un logement est vide et que personne ne s'y intéresse, le loyer diminue d’un certain facteur
F.

Fll ii ∗=+1

où,

il    = loyer à l’itération i.

F le pourcentage de réduction du loyer des logements vides non demandés.

Si seulement un agent s’est montré intéressé la dernière fois que le logement a été disponible
sur le marché, le loyer reste inchangé.

Si plusieurs agents ont été intéressés, la formule suivante est utilisée:

)/1(1 DCll ii +∗=+

où

il    = loyer à l’itération i.
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C   = le nombre de cailloux reçu pour ce logement

D  =  le paramètre d’augmentation du loyer.

2.2 Un modèle d’emplois localisés au centre

Nous examinons d’abord un modèle où tous les emplois sont situés au centre et le coût de
transport d’un agent est seulement le coût d’aller au centre pour travailler. Les loyers de
l’équilibre dépendent donc seulement de la distance r au centre.

Le rayon de la ville est facilement calculé car il est égal à la distance au centre pour laquelle le
coût de transport est égal au revenu, le loyer et l’utilité étant nuls.

A l’équilibre, les utilités pour tous les habitants doivent être constantes, sinon un habitant peut
gagner en changeant de logement. En incluant le niveau de dépense minimale X pour chaque
habitant dans la définition de leur utilité, cette constante est zéro.

rrU ∀= 0)(

Au bord de la ville, le loyer 0)r( max =L . Mais

 T(r)- L(r)- X - R  U(r) =

où, r* a  T(r) =  est le coût d’aller au centre, a étant le coût de transport kilométrique.

Donc au bord de la ville maxr * a  X - R =

soit avec nos paramètres de défaut,

a
r 800

max =

La population de la ville est 2
maxrN ∗= π
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Figure 72 : Comparaison entre la théorie et la simulation pour le rayon de la ville.
Les paramètres pour la simulation ont été : R=1000, X=200, T = a*0.05, np=20, θ = 10, F=1
et D=20.

Comme le montre la Figure 72, il y a un bon accord entre la théorie et la simulation pour le rayon
de la ville. Cependant, l’équilibre que l’on atteint pour la population avec notre modèle
dynamique ne correspond pas rigoureusement à celui du modèle statique. La taille de la ville
est la même, mais la population est inférieure.

Pourquoi la population de l’équilibre dynamique reste inférieure à celle de l’équilibre
statique ? Notre mécanisme d’ajustement des loyers par rapport à l’offre et la demande ne
peut pas atteindre un équilibre des loyers sans nécessiter en permanence un certain nombre de
logements vides à l’intérieur de la ville. Ceci est le cas parce que, si chaque logement était
occupé dès qu’il était mis sur le marché, les loyers ne cesseraient d’augmenter, éloignant ainsi
le système de l’équilibre. La nécessité d’un certain nombre de logements vides est d’ailleurs
un effet pertinent quand on observe la réalité du marché du logement.

Les loyers individuels sont toujours en train de s’ajuster à la demande constatée, mais ces
micro ajustements laisse la forme globale des loyers inchangée. Dans la Figure 73, nous
voyons que le loyer descend linéairement avec la distance au centre.
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Figure 73 : Forme du loyer dans la ville. .

2.3 Un modèle de sociabilité

Dans le précédent modèle, le centre de la ville était considéré comme exogène avec les
emplois au centre. Ici on essaye de faire émerger une ville dans un espace homogène. Cette
agglomération va découler des gains lié à la proximité des individus les uns aux autres. Le
coût de transport quotidien est ici le coût de transport pour visiter tous les autres habitants de
la ville.

Nous avons établi l'existence d'un équilibre de population pour chaque jeu de paramètres mis
dans le modèle : nous définissons cet équilibre comme la configuration où l’utilité est nulle ou
presque, partout dans la ville. Hors de la ville les utilités sont négatives.

A partir de cet équilibre, la population restera constante ainsi que le loyer total demandé. En
réalité il y aura toujours des micro ajustements dans les configurations des logements
occupés, les loyers demandés et la population totale (cf. Figure 79).

La formule pour le changement du loyer total d’une itération i-1 à la prochaine i est :

∑∑
=

−
=

−− ∗−∗=−=Δ
vp n

j
i

n

j
iii FjlDCjlLLL

1
1

1
11 )()/()(

où,

Li  = le loyer total à itération i

np  = le nombre des locataires qui part à chaque itération

nv    = le nombre des logements vide à la fin d’un itération

D   = le paramètre d’augmentation du loyer

C   = le nombre de cailloux

l(j) =    le loyer du logement j
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δapVv nnNTn −+−=

où

TV    = nombre de logements dans la ville

N    = la population au début de l’itération

np   = le nombre de locataires qui partent

na   = le nombre de locataires qui arrivent

et δ est la fraction des arrivants qui trouvent un logement.

Donc quand 0=ΔL  et 0≈U  la ville a atteint un équilibre. Dans sa conception actuelle, le
modèle arrive à trouver un équilibre de population qui dépend des paramètres du modèle qui
sont:

TV La taille maximale de la « ville »

np Le nombre des agents qui partent à chaque itération

F Le pourcentage de réduction du loyer des logements vides

T Le coût de transport

D Le facteur d’augmentation du loyer

θ La sensibilité des agents aux différences d'utilité

La simulation commence avec des loyers homogènes et, au fur et à mesure que la simulation
avance, la différence qui existe dans les coûts de transport entre le centre et la périphérie se
traduit par une différence de loyer. De ce fait les utilités deviennent homogènes, ce qui
constitue notre définition de l’équilibre (cf. Figure 74 et Figure 75).

Figure 74 : (a) Utilités initiales pour une distribution des locataires au hasard. (b)
Loyers initiaux.
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Figure 75 : A l’équilibre (après 300 itérations), (a) Les utilités des logements (b) la
distribution des loyers.
Pour chaque jeu de paramètres il y a un équilibre pour la taille de la population autour de
laquelle cette dernière oscille (cf. Figure 76). Regardons de plus près la condition d’équilibre,

∑∑
=

−
=

− ∗=∗
vp n

j
i

n

j
i FjlDCjl

1
1

1
1 )()/()(

Nous pouvons, en l’examinant, déterminer l’effet de l’ajustement d’un paramètre donné sur
l’équilibre. En première approximation si np augmente il y a plus de termes à gauche et la
valeur moyenne de C (le nombre des cailloux pour un logement) augmente. Pour retrouver
l’équilibre il faut que la population baisse pour augmenter nv qui est le nombre de logements
vides pour lesquels le loyer diminue.

La compréhension des effets de tous les paramètres du modèle est notre sujet d’étude actuel.

Les paramètres pour la simulation ont été : R=1000, X=200, T = (distance totale
parcourue)*0.05, TV =441, np=20 (par défaut), θ = 10, F=1 et D=20. On présente les
populations moyennes et le loyer moyen payés à l’équilibre pour une gamme de valeurs de
populations initiales (cf. Figure 76) et de flux partant np (cf. Figure 77). Il est clair que les
loyers et la population à l’équilibre ne dépendent pas de la population initiale.ha
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Figure 76 : Equilibre pour différentes valeurs de population initiale.

Figure 77 : Equilibre pour différents flux partant.

2.4 L’application informatique:

Afin de bien analyser le modèle, il faut non seulement que l’application informatique soit
fidèle à la conception du modèle mais que les sorties soient configurées pour donner une
compréhension profonde du modèle.

ha
ls

hs
-0

01
35

92
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
M

ar
 2

00
7



Page 78

Ce modèle a été construit avec la plate-forme multi-agent « REPAST » qui est une
bibliothèque en Java.  Le modèle a plusieurs sorties graphiques qui aident à comprendre ses
comportements. Il existe actuellement trois sorties en deux dimensions :

• une qui montre les logements occupés avec les nouveaux arrivants différenciés par
couleurs (cf. Figure 78),

• un deuxième pour les loyers dans la « ville »,

• un troisième pour les utilités des logements.

Figure 78 : Image d’écran de la « ville ». Les logements occupés sont en vert les
nouveaux arrivants sont rouges.
En plus des sorties graphiques classiques, l’affichage de résultats agrégés intéressants a été
créé, comme par exemple :

• la taille de la population,

• le loyer moyen,

• le coût total de transport,

• l'utilité moyenne,

• l'écart maximal de  loyer/ utilité/ coût de transport.

Par exemple, la Figure 79 montre, au fil des itérations (en abscisse), les évolutions (en
ordonnée) du loyer moyen, de l’utilité moyenne, du coût de transport moyen et de la
population. Quand l’utilité moyenne arrive à zéro, le modèle a atteint un équilibre.
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Figure 79 : Image d’écran des valeurs moyennes
Il est aussi commode de pouvoir suivre des logements individuels. On peut afficher pour des
logements particuliers :

• les utilités,

• les coûts de transports,

• les loyers demandés.

Toutes les sorties sont remises à jour en temps réel pendant la simulation.

2.5 Perspectives

Nous avons créé un modèle d’équilibre entre loyers et coûts de transports. Le modèle actuel
des loyers formés à partir de la demande des locataires est bien compris et robuste. Nous
avons établi l'existence d'un équilibre de population pour chaque jeu de paramètres mis dans
le modèle, et le modèle converge avec le modèle théorique dans le cas du modèle avec
emplois localisés au centre.

Nous concevons le modèle actuel comme étant une base de prototypes potentiels, et sommes
en train d'évaluer les pistes les plus prometteuses pour la suite.

Au niveau informatique, nous allons améliorer le programme en ajoutant des possibilités de
complexifier le modèle. Ces travaux peuvent être conçus comme la création de modules inter-
opérationnels qui seront disponibles pour la construction de prototypes. Ils peuvent contenir
entre autres:

- des coûts de transports anisotropes,

- des densifications différenciées,

ha
ls

hs
-0

01
35

92
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
M

ar
 2

00
7



Page 80

- des réseaux sociaux entre agents,

- des localisations d’emplois endogènes,

- des locataires partant en fonction de leur utilité,

- une hétérogénéité d’habitants en fonction des revenus ou des préférences pour l’espace.
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3 Modèle individu-centré de la congestion routière

Les bouchons sont un phénomène important pour le transport en ville ; ils influent sur les
choix modaux et à plus long terme sur la localisation des activités. Les premiers modèles de
transport statiques ne permettaient pas de simuler le choix de l’heure de départ, qui représente
un degré de liberté individuel important. Les modèles actuels le simulent d'une manière
agrégée. Ces modèles de transport routier en ville, qui ne sont pas individu-centrés, souffrent
de problèmes de stabilité. Il est très difficile de faire des prédictions ou des comparaisons avec
la réalité à partir d’un modèle qui a des instabilités beaucoup plus grandes que celles qui sont
observées. Nous avons exploré, avec un modèle simple, la possibilité de recourir à des
simulations multi-agents pour nous affranchir de ces problèmes d’irréalisme et d’instabilité.

Nous étudions l'effet du choix de l'heure de départ sur la formation des bouchons, en tenant
compte des coûts à la fois de trajet et de ne pas arriver à l'heure. Il s'agit d'un modèle simple
avec une seule route mais qui peut servir comme une brique élémentaire pour l'étude d'un
réseau. L'équilibre de Nash de ce modèle se définit comme la configuration où personne n'a
intérêt changer son heure de départ. Les mécanismes de comportement qui peuvent mener à
cet équilibre n'ont pas été abordés par les premières études et, au moins à la connaissance des
auteurs, n'ont pas été étudiés par un modèle individu-centré. Le but de ce travail consiste à
déterminer des comportements individuels réalistes qui puissent permettre d’atteindre cet
équilibre global.

Il y a deux motivations importantes pour l'étude des dynamiques individuelles qui peuvent
mener à cet équilibre. Premièrement, est-ce que l'équilibre analytique peut être reproduit par
le modèle individu-centré ? Ceci est un test du réalisme du modèle analytique.
Deuxièmement, est-ce que le modèle individu-centré peut être utilisé pour simuler des
situations plus complexes pour lesquelles nous n'avons pas de solution analytique ?

Nous montrerons que le système évolue vers l'équilibre sous certaines conditions. Le
comportement global du système change qualitativement quand les agents sont hétérogènes au
lieu d'être homogènes.

Dans la première section, nous introduisons le modèle et présentons l'équilibre analytique.
Dans la première partie de la deuxième section, nous discutons les résultats obtenus avec des
agents homogènes et analysons les oscillations observées. Dans la deuxième partie, nous
étudions l'influence de l’hétérogénéité. Nous présentons, avec l’aide d’un graphe, l’espace des
paramètres qui mène à un macro comportement stable.

Enfin, en annexe, nous complétons le matériel des deux premières sections et discutons l'effet
des seuils et réseaux sociaux.

3.1 Modèle et équilibre analytique

Dans ce modèle, un nombre fixe de gens doivent passer par la même route chaque matin pour
se rendre à leur lieu de travail. Tout le monde veut arriver à la même heure que nous notons
t*. Les voyageurs ont comme seul choix celui de leur heure de départ.
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Le phénomène de congestion est modélisé comme une file d’attente, qui se forme du fait de la
capacité limitée de la route, représentée comme un goulot. Si le nombre de gens est N et la
capacité du goulot (en voitures par unité de temps) est s, le temps minimal dans lequel tout le
monde peut passer à travers le goulot d'étranglement est N/s.

Si le taux de départs devient plus grand que la capacité, une queue se formera. Cette queue se
traduit par une augmentation de la durée du voyage, à laquelle on associe un coût. A cela
s’ajoutent les coûts de déshorages, soit un coût pour arriver en avance et un coût pour arriver
en retard. Ces coûts augmentent linéairement avec la durée de l’avance ou celle du retard.

Comme les coûts fixes ne changent pas la dynamique, nous faisons la simplification suivante :
s'il n'y a pas de bouchon l'heure d'arrivée est prise égale à l'heure de départ. C'est à dire la
durée de voyage constante est prise égale à zéro.

Nous définissons l'équilibre comme l'équilibre de Nash (appelé ici également « Equilibre de
Vickrey ») où aucun usager ne peut diminuer son coût individuel en modifiant sa décision.
Afin de dériver la fonction de taux de départ de l'équilibre, il faut d'abord discuter le calcul du
bouchon et du coût.

3.1.1 Le bouchon

Afin de calculer la fonction de coût nous devons calculer la taille du bouchon à chaque
instant. Ceci nous permet de calculer l'heure d'arrivée qui correspond à chaque heure de
départ. Le calcul de la durée de trajet (le bouchon) introduit un effet de mémoire, parce qu'au
temps t la taille du bouchon Q(t) dépend du nombre de gens qui sont déjà partis et de leurs
heures de départ. La taille du bouchon rencontré par ceux qui partent à t est donnée par

)~(')'()(
~'

ttsdttrtQ
t

tt

−−= ∫
=

(1.1)

t~  est le dernier instant ou il n'y avait pas de bouchon et r(t’) est le taux de départs au temps
t’.

Le premier terme de (1.1) est le nombre de gens qui ont rejoint le bouchon depuis son
commencement, le deuxième terme est le nombre de gens qui ont quitté le bouchon depuis sa
création.

Le temps de trajet pour une heure de départ td est donnée par

s
tQ

ttt d
d

)(
)( =                                                           (1.2)

L'heure d'arrivée est donnée par ta = td  + tt(td)

3.1.2 La fonction de coût

Le coût pour chaque heure de départ (discrète) est donné par l'addition des durées de trajet (le
bouchon), d’avance et de retard, pondérées respectivement par la valeur du temps de trajet α ,
la valeur du temps d’avance β  et la valeur du temps de retard γ . Les données empiriques
montrent que

βαγ >> . (1.3)

Il en résulte que le coût total d'arriver en retard augmente plus vite que le coût total d'arriver
en avance.
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La fonction de coût est,

{ } { }++
−+++−+= ** ))(())(()()( ttttttttttttttC dddddd γβα  (1.4)

où { } ),0max( aa =+

3.1.3 Dérivation de l'équilibre

L’équilibre se définit par la condition que personne ne peut diminuer son coût en changeant
son heure de départ, soit

0
d

)(d
=

t
tC d (1.5)

Quand l’équation (1.5) est appliquée a l’équation (1.4) nous trouvons pour ceux qui arrivent
en avance

βα
β
−

=
t
ttt d

d
)(d

(1.6)

et pour ceux qui arrivent en retard

γα
γ
+
−

=
t
ttt d

d
)(d (1.7)

De l’équation (1.1) nous déduisons :

str
t
tQ

d
d −= )(

d
)(d (1.8)

En outre, de (1.2) on déduit que

dt
tdQ

sdt
tdtt dd )(1)(

=

Il s’ensuit que les taux de départs sont, respectivement pour ceux qui arrivent en avance et en
retard,

str dtot βα
α
−

=)( (1.9)

et

str dtard γα
α
+

=)( (1.10)

Le taux de départs de l'équilibre est tracé dans la Figure 80a. Y est ajouté le taux de départs de
l'optimum social où il n'y a pas de congestion et la route est utilisée à sa pleine capacité. Nous
voyons la fonction plate du coût à chaque heure pour l'équilibre dans la Figure 80b.
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Figure 80 : (a) Graphe des taux de départ de l’équilibre et de l’optimum social (en
tirets). La capacité du goulot d’étranglement est 2. Quand le taux de départ devient
supérieur à 2 un bouchon se produit.  (b) Fonctions du coût de l’équilibre et de
l’optimum social où il n’y a pas de congestion. Les traits verticaux marquent le premier
et le dernier à partir.

3.2 Modèle individu centré

Dans ce modèle, chaque agent simulé représente un individu dont le comportement se réduit à
une règle simple : réduire le coût total de son voyage. Un agent qui révise son heure de départ
calcule le coût d'une heure de départ choisie au hasard ; il adopte cette nouvelle heure de
départ si elle lui permet de réduire suffisamment son coût. A chaque itération, les agents ont
une certaine probabilité, donnée par le taux de rafraîchissement, de réviser leur heure de
départ.

Pour trouver l'équilibre de Vickrey à partir de l'optimum social, nous avons essayé la règle
suivante. A chaque itération, nous choisissons une fraction d'agents qui recalculent leur heure
de départ, choisie aussi au hasard. Ce choix est réaliste dans la mesure où il existe des inerties
dans les comportements des agents.

Différentes règles d'évolution peuvent être imaginées. La nouvelle heure de départ est choisie
à partir d'une distribution plate autour de la présente heure de départ. Tous les agents remis à
jour pendant une itération calculent le coût de la nouvelle heure de départ, en supposant que
tous les autres agents conservent leur heure de départ fixe. Comme certains agents changent
d’heure de départ, les conditions de déplacements pour les autres agents sont changées à
l’étape suivante.
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3.2.1 Modèle avec agents homogènes

Figure 81 : (a) Coût moyen pour 2000 agents homogènes avec 5% remise à jour à
chaque itération. (b) Le taux de départs à A et B.
Afin de bien comprendre les effets de chaque niveau de complexité que nous ajoutons au
modèle, nous avons commencé avec le modèle le plus élémentaire possible. Nous voyons,
dans la Figure 811 que le coût moyen2 oscille en dessous la valeur de l'équilibre. L'amplitude
de ces oscillations diminue quand le taux de rafraîchissement se réduit. La cause
fondamentale des ces oscillations sont les externalités imposées par les décisions des agents
sur les autres. La Figure 81b montre que la fonction de taux de départs au point A, marqué
dans Figure 81a, prend plus l'allure de celle de l'équilibre que la fonction de taux de départs au
point B, marqué aussi dans Figure 81a. Les agents ne payent pas le coût social de leurs
décisions et donc le coût global augmente souvent quand les agents essayent de réduire leur
propre coût (cf. Annexe A).

3.2.2 Modèle avec agents hétérogènes

En réalité, les agents ne sont pas homogènes, ils ont des façons différentes de raisonner et
d'agir. Cela peut se traduire par des comportements hétérogènes des agents. Nous avons donc
ajouté le postulat d'hétérogénéité des agents en introduisant des valeurs des coûts de
déshorage différentes et des heures d'arrivées préférées différentes.

Pour une distribution lognormale des coûts de déshorages, le niveau de congestion se réduit
mais l'instabilité est peu changée (cf. Annexe B pour plus de détails).

3.2.2.1 Distribution des heures d'arrivées préférées

Il est clairement irréaliste que tout le monde veuille arriver à exactement la même heure. Afin
de mieux modéliser cet aspect du système nous avons donné aux agents une heure d’arrivée
préférée tirée au hasard, suivant une distribution gaussienne autour de t* (cf. Figure 82).

                                                
1 Dans les graphes où on trouve en abscisse les itérations, l’échelle est normalisée en fonction du taux de remise
à jour, de telle façon qu’à une unité de l’échelle corresponde une remise à jour d’un nombre d’agents égal au
nombre total d’agents.
2 le coût moyen est la moyenne sur l’ensemble des agents du coût total de déplacement, incluant le coût de
transport et les coûts de déshorages (cf. équation 1.4). Le coût de congestion moyen représente le coût de
transport, soit )( dtttα .
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Figure 82 : Distribution gaussienne, avec une variance de 100, des heures d’arrivées
préférées de 2000 agents autour de t* = 0. Le nombre d’agents est moyenné sur trois
unités de temps.

Figure 83 : (gauche) Les coûts moyens et les coûts de congestion pour des agents
homogènes et pour des agents hétérogènes avec une distribution gaussienne, de variance
100, des heures d’arrivées préférées. (droite) Taille et fréquence des changements des
heures de départ pour les agents homogènes et hétérogènes.

Que l’on observe le coût moyen ou le coût de congestion, on constate que la variabilité de ces
coûts est très réduite par l’introduction de l’hétérogénéité dans les heures d'arrivées préférées
(cf. Figure 83-gauche).

Il est clair que l'introduction des hétérogénéités diminue l'instabilité du modèle. Le niveau de
congestion diminue aussi. Dans un système qui possède une distribution des heures d'arrivées
préférées il y a moins de concurrence pour les meilleures heures d’arrivées. La Figure 83-
droite montre que les agents hétérogènes changent leur heure de départ moins souvent et,
quand ils le font, avec une amplitude moindre. Nous pouvons dire qu’ils trouvent des
« niches » d’heures de départ qui leur conviennent. La tendance à partir toujours vers la même
heure stabilise le système global.
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3.2.2.2 Paramètres importants du modèle

Afin de pouvoir analyser la stabilité du modèle pour des paramètres particuliers, l’indicateur
suivant à été choisi, à savoir l'écart type du coût moyen entre les itérations normalisées 100 et
800. Dans cet intervalle l'agent moyen a révisé son heure de départ 700 fois.

Figure 84 : (gauche) Le coût moyen pour une gamme des variances pour un taux de
rafraîchissement de 4%. Les lignes droites de la même couleur sont la moyenne entre
100 et 800 itérations du coût moyen. (droite) La stabilité (écart type entre 100 et 800
itérations) contre la variance de la distribution des heures d’arrivées préférées.

Quand le taux de rafraîchissement augmente le système est moins stable. Le comportement
vis-à-vis la variance de la distribution des heures d'arrivées préférées est plus complexe (cf. la
figure 2.4-droite qui montre en ordonnée l’écart-type du coût moyen et en abscisse la variance
de la distribution des heures d'arrivées préférées, ainsi que la figure 2.5).

Au début la stabilité croît quand la variance de la distribution des heures d'arrivées préférées
augmente, comme on peut voir dans la figure (2.4-droite). En outre, la période des oscillations
commence à croître beaucoup et peut atteindre un niveau 10 fois supérieur à celui des
oscillations pour les agents homogènes (cf. figure 2.4-gauche). Quand la période commence à
augmenter d'une manière significative, l'ampleur des oscillations augmente aussi et l'écart
type du coût moyen devient plus grand.

La variance de la distribution des heures d'arrivées préférées pour laquelle cet effet
d’augmentation de l'écart type du coût moyen est observé, varie avec le taux de
rafraîchissement (cf. figure 2.5). Il semble que les deux pics dans la figure (2.4-droite) sont
dus à des instabilités de nature différente : cette question reste à explorer d’une manière plus
exhaustive. Enfin, la stabilité se remet à croître quand la variance est suffisamment grande
(au-delà de 300) : en effet, la congestion devient alors négligeable.
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Figure 85 : La stabilité pour une gamme des variances et des taux de rafraîchissements.
« Variance PAT » est la variance de la distribution des heures d’arrivée préférées, égale
à zéro pour les agents homogènes. « Reviewing Rate » est le taux de rafraîchissement et
« Standard Deviation » est l’écart type du coût moyen.

3.3 Conclusion

Le but de ce travail était de trouver un modèle robuste et convergent d'un bouchon susceptible
d'être intégré dans un réseau plus complexe et réaliste. Il est clair qu'il faut des éléments
d'hétérogénéité pour que notre modèle soit convergent. Il reste aussi à voir si un réseau de
routes donne suffisamment d’hétérogénéité pour stabiliser le modèle.

Le modèle d'un simple bouchon avec des agents homogènes contient des fortes instabilités à
cause des interactions entre agents. Nous pensons que ces instabilités viennent de l'inégalité
entre le bénéfice pour un agent qui change par rapport à l'impact de ce changement sur les
autres.

Pour trouver un équilibre dynamique il est nécessaire de prendre en compte les hétérogénéités
des agents. Nous avons trouvé un modèle qui converge quand il y a suffisamment
d’hétérogénéité, sans faire disparaître la congestion que nous voulons étudier.

Pour un modèle opérationnel basé sur une telle règle, on doit prendre en compte les effets de
paramètres importants comme le taux de rafraîchissement et le niveau d'hétérogénéité. Nous
avons fait une étude de la stabilité du modèle exploratoire selon ces deux paramètres. Cette
étude montre la possibilité d'utiliser une telle règle désagrégée des choix d'heure de départ
dans un modèle opérationnel.
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4 Couplage des modèles de trafic aux modèles de localisation

4.1 Objectifs

Cette partie du projet consiste à définir une interface logicielle (en anglais Application
Programming Interface ou API) qui permette aux modèles de localisation et d’occupation du
sol d’accéder de manière transparente aux performances de l'infrastructure de transport sans
avoir à tenir compte de la complexité d’un modèle de transport complet. Idéalement, des
scénarios de base (ex. Lyon en 2005 et à l’horizon 2010) sont préalablement établis et
calculés pour le(s) modèle(s) de transport ; les résultats de ces simulations seraient ensuite
accessibles sous forme de requêtes informatiques standardisées.

4.2 Travaux réalisés

Le problème présente deux facettes : d’une part la définition d’une série d’indicateurs
pertinents communs aux modèles de transports, d’autre part la mise en place d’une
technologie adéquate pour l’API. Notre démarche consiste à résoudre ces problèmes dans le
cas de plusieurs  projets particuliers « occupation du sol – transport » (LUT) auxquels nous
collaborons actuellement et de généraliser ensuite. Trois de ces projets visent à appliquer le
modèle URBANSIM aux villes de Lyon (SIMBAD - LET), Paris (SIMAURIF – Université
de Cergy) et Zürich (IVT-ETHZ). Le projet MATSIM-T (www.matsim.org) vise, quant à lui,
à développer un modèle d'activité multi-agents complet.

4.2.1 Indicateurs

La définition d’indicateurs communs est délicate car chaque modèle possède ces propres
spécificités. Par exemple, la définition d’un « coût de transport généralisé par mode » n’est
pas universelle et dépendra de la capacité du modèle de transport à prendre en compte
différents aspects tels que le temps d’accès au réseau (par exemple via un modèle de
simulation du mode piéton), la présence de péage ou le temps de recherche d’une place de
stationnement dans le cas d’un modèle de la voiture privée. Une autre difficulté réside dans la
résolution temporelle de chaque modèle : les deux projets français utilisent, pour la simulation
du mode voiture, METROPOLIS qui est un modèle dynamique et qui peut fournir des
indicateurs désagrégés dans le temps. Le choix d’une résolution spatiale présente aussi une
difficulté. En effet, la majorité des modèles de transport sont basés sur le concept de zones de
trafic : les origines et les destinations des véhicules sont symbolisées par ces abstractions
géographiques qui recouvrent généralement un quartier, une commune voire plus. Ce niveau
d’agrégation n’est probablement pas totalement cohérent avec une analyse parcellaire de
l’occupation du sol telle que proposée dans URBANSIM. Nous explorons la possibilité de
fournir facultativement les indicateurs de transport au niveau parcellaire, en masquant la
présence de zones aux modèles de localisation. Actuellement, les indicateurs communs qui
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ont été retenus dans les trois projets sont des accessibilités « classiques » ventilées suivant le
mode de transport, de zone à zone et agrégées sur une période horaire (période de pointe ou
hors pic). Ces accessibilités sont toutefois difficilement manipulables par un concepteur de
modèle de localisation qui préférera généralement disposer de grandeurs géo-codées (p.ex.
temps de trajet de la position x0,y0 à la position x1,y1 en utilisant un mode donné).

A ce stade du projet ILOT, nous tâchons d’appliquer ces idées au cas particulier du projet
SIMBAD. Nous disposons, pour la partie transport, d’un modèle dit « stratégique » développé
par le LET qui présente les caractéristiques suivantes :

- Statique avec congestion période de pointe.

- Multi-modal.

- Voyageurs et fret.

- Agrégé spatialement sur quarante zones.

Parallèlement, nous avons débuté le développement de l’application de METROPOLIS à la
ville de Lyon sur la base d’un réseau finement détaillé provenant de la base de données IGN
« Géoroute ». A terme, les simulations de trafic sur ce réseau, qui contient a priori toute la
voirie, devraient nous permettre de fournir des indicateurs d’accessibilité :
- Au niveau spatial de la parcelle.

- Ventilés suivant l’heure de la journée.

La modélisation retenue se présente comme suit : du point de vue externe de l’occupation du
sol, les indicateurs de transport, par mode, sont fournis au niveau parcellaire ou zonal ainsi
que suivant l’heure de la journée ou agrégé sur une période.

L’agrégation au niveau zonal pour un modèle détaillé sera réalisée en intégrant les
accessibilités sur la couverture géographique correspondante. La désagrégation spatiale pour
un modèle agrégé du type du modèle stratégique sera réalisée via un calcul de pseudo-
accessibilité intra-zone. A l’étude, il y a également l’intégration d’un modèle de calcul
d’accessibilités en transport en commun, également développé au LET sur la base d’un SIG
(Système d’Information Géographique) très détaillé spatialement.

4.2.2 Technologie

Le choix d’une technologie adéquate pour l’API dépend de plusieurs paramètres relatifs aux
performances du système final ainsi qu’à sa complexité d’utilisation. Les résultats produits
par un modèle de simulation de transport désagrégé dynamique et/ou à haute résolution
spatiale dépasse largement la taille d’une feuille de tableur classique, qui peut suffire pour un
modèle statique zonal. (La matrice des 40x40 accessibilités de zone à zone seront facilement
stockées et indexées dans un seul fichier par exemple.) La solution actuellement retenue dans
METROPOLIS consiste à stocker, pour chaque segment de demande (p.ex. motifs) et pour
chaque tranche horaire, une matrice zonale d’accessibilités dans une base de données de type
SQL.  Cette solution ne peut pas être étendue au cas parcellaire vu la taille de la matrice. (Une
application sur un contexte urbain requiert de l’ordre de 105 parcelles.) . Le système de
requête de l’API proposé consiste à combiner une base de données de type SQL pour stocker
les résultats désagrégés (p.ex. les temps de trajet sur les différents axes routiers en fonction du
temps) à des modules de calcul performants réalisant « en ligne » l’aggrégation spatiale ou
temporelle correspondant aux requêtes (p.ex. l’accessibilité d’une zone donnée, ce qui
implique des calculs de chemin le plus courts depuis cette zone vers toutes les autres). Du

ha
ls

hs
-0

01
35

92
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
M

ar
 2

00
7



Page 91

point de vue de la mise en œuvre, le système sera distribué de façon à minimiser le calcul et
les transferts entre les différents modules.

4.2.3 Implémentation

L'implémentation informatique de l'interface logicielle entre modèles de transport et modèles
de localisation est encore en chantier. Nous avons réuni les considérations scientifiques et
techniques dans un mémo (voir annexe en anglais) qui reprend les différents éléments
évoqués lors des discussions avec nos partenaires. En particulier, nous envisageons également
de collaborer avec la firme Geomod (www.geomod.fr) pour réaliser une partie de cette
interface logicielle, notamment pour permettre l'exploitation et l'analyse des résultats de ces
modèles.
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5 Les environnements possibles de développement

Nous avons cherché à choisir une plate-forme de développement multi-agent. Un premier tour
des possibles nous a mené à nous focaliser sur RePast, l’une des plus connues et des plus
utilisées, et MadKit, qui a été choisi pour le projet MIRO.

Dans une première partie, nous présentons succinctement les caractéristiques de ces deux
plates-formes, ainsi que de trois autres envisagées. Dans une deuxième partie nous présentons
un tableau comparatif de ces deux plates-formes au vu de nos objectifs de modélisation.

5.1 Madkit

(http://www.madkit.org/)

La particularité de Madkit est de proposer une description du modèle suivant le formalisme
Agent Groupe Rôle : un agent appartient à un groupe où il peut jouer un rôle particulier.

Description succincte des caractéristiques

• Langages de programmation : Java, Scheme, Jess, BeanShell

• Possibilité de faire fonctionner un modèle en mode interface ou texte.

• Pas d’architecture prédéfinie pour les agents. Leur affichage est indépendant.

• Les agents peuvent être activés de façon synchrone ou asynchrone (threads - DEVS)

• L’architecture générale de MadKit est basée sur des noyaux qui ne fournissent que les
fonctionnalités de base : échanges locaux de messages, gestion des groupes et des
rôles, création et destruction des agents. Tous les autres fonctionnalités (messages
distants, visualisation, contrôle des agents …) sont réalisées par des agents.

• Il n’y a pas d’architecture agent standard. Des plugins peuvent être ajoutés à Madkit,
qui permettent de programmer des agents avec différents types d’architecture.

Points forts

Madkit permet de simuler des systèmes sociaux hiérarchisés, complexes avec des
interactions détaillées. Par exemple le fonctionnement d’un village impliquant des individus
qui y jouent un rôle à la fois en tant qu’agriculteur ou éleveur, gestionnaire de la ressource en
eau, gestionnaire des prêts aux agriculteurs…

Faiblesses possibles

Peu de fonctionnalités prévues. En particulier, il n’y a pas d’environnement spatial prédéfini.

Le passage de toute interaction entre agents par l’échange de messages peut être aussi un
facteur de ralentissement de l’exécution.
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5.2 Repast

Présentation des principales fonctionnalités

(site internet :  http://repast.sourceforge.net/)

• Documentation très complète (exemples de modèles dont le code source est
disponible, mode d’emploi pour la création d’un premier modèle…)

• Orienté objet : java, C# : développement possible aussi dans d’autres langages

• Gestion d’évènements discrets : séquentiel et parallèle

• Nombreux outils de visualisation intégrés

• Modification interactive possible des paramètres du modèle en cours de simulation

• Différentes descriptions possibles de l’espace (grilles rectangulaires/hexagonales, 2D
et 3D, …)

• Tirages de Monte-Carlo

• Librairies intégrées : algorithmes génétiques, réseaux de neurones, …

• Outils de modélisation des systèmes dynamiques

• Outils de simulation des réseaux sociaux

• Outils permettant l’utilisation de données de systèmes d’information géographiques

• Windows, Mac OS, Linux…

Points forts  

Repast présente de nombreuses fonctionnalités, qui permettent de gagner du temps de
programmation.

De plus, en raison de ses nombreuses fonctionnalités, Repast est utilisé par des scientifiques
dans beaucoup de disciplines différentes. Il est donc constamment amélioré et complété.

5.3 Quelques autres environnements possibles

Trois autres environnements ont été passés en revue. Il s’agit de Moduleco, StarLogo /
NetLogo et CORMAS.

5.3.1 Moduleco

(http://www-eco.enst-bretagne.fr/~phan/moduleco/)

Plateforme multi-agent pour la modélisation économique (qui intègre à présent les
fonctionnalités MadKit).

5.3.1.1 Description succincte

Les agents sont représentés sur une grille (quelques types de voisinages réguliers sont
prédéfinis) et sont en interaction – locale ou via un marché avec commissaire-priseur.
L’environnement (espace géographique) est très basique.
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5.3.1.2 Modèles types

Modèles de marché, Schelling, … mais aussi ont été aussi appliqués : Sugarscape (cf. Epstein
et Axtell), feu de forêt.

5.3.1.3 Points faibles

Les types d’interactions de base sont réguliers et ne prévoient pas l’hétérogénéité.

De plus, l’espace est très simple puisque les agents se situent dans une grille (un agent par
case), ce qui semble rendre difficile des réseaux de transports hétérogènes de la ville.

5.3.2 StarLogo/NetLogo

(http://ccl.northwestern.edu/netlogo/)

Environnement de modélisation programmable. Langage de programmation spécifique.

5.3.2.1 Description formelle du monde

Ici encore la description formelle du monde est plutôt simple. Des agents téléguidés par un
observateur sur des patchs (environnement) où ils peuvent s’arrêter à plusieurs.

5.3.2.2 Applications types :

Agrégation de cellules, feu de forêt, trafic, recherche de nourriture par des termites.

Evolution d’une population par algorithme génétique.

5.3.2.3 Points faibles

Netlogo est plus stable que StarLogo, qui ne supporte pas de trop gros programmes. Ici
encore, ni la gestion d’agents ou de liens d’interaction trop complexes, ni la simulation d’un
espace géographique hétérogène avec des réseaux ne semblent avoir été prévus.

5.3.3 CORMAS

(http://cormas.cirad.fr/)

5.3.3.1 Formalisation du monde

Agents (2 types d’agents : spatialisés et communicants) sur une grille – interactions
agents/environnement spatial.

5.3.3.2 Modèles types

Pâturage. Stratégie de déboisement. Mais aussi Marchés.

5.3.3.3 Points faibles

Description de l’espace sous forme d’une grille, modèles de taille limitée (moins de 5000
agents).
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5.3.4 Conclusion

Tous ces environnements ont été conçus pour des communautés ciblées, des disciplines et des
questions précises (économie, biologie des populations) qui sont différentes de celles que
nous nous posons. En particulier, en ce qui concerne le type de modèle que nous aimerions
développer, ces environnements présentent des faiblesses dans la description de l’espace
(comment introduire facilement des réseaux de transport ?), et en particulier pour Moduleco et
NetLogo, peu de fonctionnalités.

5.4 Synthèse de la comparaison entre Repast et Madkit

La comparaison point par point de MadKit et de RePast au regard des caractéristiques des
modèles à construire est donnée dans le tableau suivant. Rappelons que les modèles que nous
voulons construire décrivent des agents en interactions pour décider au mieux de leurs trajets
en fonctions de contraintes temporelles, spatiales et interpersonnelles.

Madkit RePast Modèle à construire

Description
spatiale

Absente a priori Prévus :

- graphe

- espace : grilles
(carrées,
hexagonales), raster
(gis)

Interactions importantes
entre choix humains et
environnement spatial

(influence à double sens)

Type des agents Principalement
social

Social et spatial Agents pouvant interagir
avec d’autres agents et
s’intégrant dans un
environnement spatial

Complexité des
agents

Insertion dans un
réseau social
hiérarchisé.

L’échange de
messages nécessite
certaine
complexité de
fonctionnement

(à programmer).

A programmer selon
modèle. Outils pour la
simulation de réseaux
d’interactions.

Prise de décision
(temporelle, spatiale) en
fonction des contraintes

(temporelles, spatiales,
relationnelles) ; la
complexité peut concerner
la prise de décision (et
l’apprentissage) et
l’insertion de l’agent dans la
société (contraintes sur les
déplacements, échanges,
hiérarchie pouvant être
évolutive…)

Interactions
sociales

Tout par échange
de messages.

Influence entre agents suit
les modalités
d’interactions entre objets,
i.e. possibilité de définir

Les interactions entre agents
peuvent concerner :

- ajout de contraintes
pour le choix de
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différents niveaux
d’influence (seul échange
d’information, ou
affectation des variables
d’état, etc…)

déplacement

- information sur
l’environnement

Hiérarchisation
des interactions
sociales

Agent appartenant
à un/des groupes,
où il peut endosser
un/des rôles

A construire Individu appartenant - à un
foyer où il peut soit décider
de l’organisation des trajets,
soit ajouter des contraintes

- à un réseau
d’interactions (et de
partage de
l’information)

Communauté Surtout française ?

Problème de taille
critique.

Internationale. Taille
critique a priori atteinte.

5.5 Conclusion

Ces deux plateformes présentent chacune leurs avantages.

Le point fort de Madkit est de permettre la simulation de systèmes sociaux complexes. Ceci
pourrait nous être utile dans une phase de modélisation avancée où les interactions sociales
conditionnent les choix de trajets. Toutefois il présente peu d’outils pour la modélisation
spatiale qui est au centre des problématiques transports-localisations.

Repast présente de nombreux points forts qui nous seraient utiles : notamment les facilités de
visualisation et les fonctionnalités spatiales de base. Il dispose aussi d’outils pour la
modélisation sociale, et la simulation de réseaux d’interactions. De plus, l’existence d’une
communauté nombreuse est favorable à la maintenance de la plateforme et à sa survie ainsi
qu’à celle des modèles développés.

Des développements complémentaires seront nécessaires dans les deux cas. Toutefois ils
seraient plus importants avec Madkit. De plus, il paraît plus intéressant et original d’investir
une réflexion et un développement supplémentaire sur le modèle d’interactions sociales que
sur les fonctionnalités spatiales de base.

Ces différentes raisons nous ont amenés à choisir Repast.
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Conclusion

Nous avons cherché à comprendre l’influence de différents niveaux de détail de modélisation
de certains facteurs de formation de la rente et de la densité. Nous avons étudié en particulier
le rôle des interactions entre individus, et la différence de revenus et de coûts de transport,
dans différentes configurations de modèles de formation de la rente et de la densité.

L’approche agent a permis de mieux comprendre les modèles agrégés de départ et de les
étendre vers plus de pertinence. En particulier cette approche nous a permis d’étudier de façon
plus fine l’influence des interactions et de coûts de transports hétérogènes sur les densités et
les rentes.

Nos études successives nous ont permis une complexification progressive des configurations
étudiées. Ceci nous a permis d’étudier séparément l’influence de chaque facteur
d’hétérogénéité sur l’équilibre obtenu et donc une qualification plus claire des facteurs
d’influence qu’il est important de modéliser finement.

Nous avons tout d’abord développé un modèle de formation de la rente, avec surfaces et
densité de logement constantes, et testé pour la formation de la rente, différents processus de
surenchère pour les loyers des logements. Nous avons ensuite étendu ce modèle dans
plusieurs directions indépendantes : coût de transport vers un lieu de travail central, centres
différants par le nombre de logements ou leur surface, différence de revenu et différence des
coûts de transport unitaires entre deux populations.

Premièrement, nous avons pu observer comment au sein de deux populations fortement liées
l’une à l’autre, un coût de transport plus élevé pouvait conduire les individus concernés à se
concentrer au centre, en se séparant de l’autre population. Dans ce cas, les densités ne
dépendent que de la différence de coût de transport.

Deuxièmement, lorsque les deux populations sont liées chacune plus à l’autre qu’à elle-même
(comme peuvent l’être dans certains cas firmes et travailleurs), nous avons pu observer une
ségrégation moins marquée, et dépendant du facteur entre les deux coûts de transport
unitaires. Dans ce cas, la ségrégation diminue aussi avec le nombre de liens. On observe alors
des configurations proches de centres secondaires autour des villes.

Ces modèles, bien que simples, permettent de montrer le rôle majeur que joue la différence de
coûts de transport sur la ségrégation spatiale à l’intérieur de la ville. De plus ces études
montrent l’influence des liens entre individus (outre la différence des coûts de transport) sur
les formes de ségrégation observées.

Dans un deuxième modèle de formation de la rente, nous avons introduit des surfaces et des
densités variables, et ajouté un terme de préférence pour la surface dans l’utilité. Ainsi,
l’équilibre résulte d’un compromis des individus entre leurs coûts de transports et la surface
de chaque logement.

Après avoir vérifié la fidélité du modèle individu-centré au modèle théorique, dans un cas
simple où il était possible d’en connaître analytiquement la solution, nous avons simulé avec
ce modèle des configurations plus compliquées, avec deux ou plusieurs populations
différentes dans la même ville.

Pour commencer, nous avons étudié comment le coût de transport unitaire influence les
densités respectives de deux populations de revenus différents, en conduisant ou non à une
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ségrégation spatiale. Nous avons ensuite étudié dans le cas d’une ségrégation, l’influence de
différentes configurations d’interactions déterministes et aléatoires, et montré leur influence
sur les densités obtenues.

Nous avons ensuite étudié comment la différence de coûts de transport pouvait mener à une
ségrégation spatiale. Nous avons pu observer des densités concentriques suivant des coûts de
transport unitaires décroissants. Des coûts de transports globalement plus faibles conduisent à
l’étalement des populations, et donc à une influence plus visible de leurs positions l’une sur
l’autre. Inversement une différence plus marquée entre coûts de transport, conduit à une plus
grande différence de distribution de la densité entre les deux populations, et semble réduire
ainsi leur compétition pour le sol et la pression de l’une sur l’autre.

Dans le modèle précédent, les rentes dépendent seulement de la densité. Nous avons introduit
un peu de réalisme en les faisant résulter d’interactions individuelles de marchandage entre
propriétaires et locataires. Même si la densité optimale et les rentes prévues par la théorie
continuent à pouvoir être atteintes, elles ne le sont plus dans tous les cas. En particulier, les
locataires parviennent parfois à obtenir des rentes inférieures à celles prévues par la théorie.
Mais il peut aussi arriver que la dureté des marchandages conduise à des échecs de
mouvements, frustrant finalement à la fois les locataires et les propriétaires.

Dans un troisième modèle, nous avons étudié une cohabitation entre firmes et individus. Les
firmes conservent des coûts de transports dépendant de leur distance aux autres firmes, alors
que le coût de transport des individus dépend de leur distance à leur lieu de travail (firme).

La coexistence de firmes et de travailleurs conduit à des équilibres plus subtils, où non
seulement leurs liens d’interactions directes (salaires), mais aussi la concurrence pour l’espace
ainsi que l’ordre des relocalisations, jouent sur la formation des densités.

Nous avons considéré différentes formes de redistribution du profit des firmes provenant d’un
rapprochement géographique facilitant leurs interactions. Nous avons notamment testé
l’accroissement du poste budgétaire consacré au financement des locaux des firmes, le
subventionnement des logements de leurs travailleurs ou de leurs coûts de transport. Les
choix de redistribution du profit affectent directement soit la rente, soit les choix de
localisation des firmes et/ou des travailleurs et influencent dès lors fortement les densités
observées de l’ensemble des firmes et des travailleurs.

Enfin, nous avons pu observer que le hasard de l’ordre des relocalisations, en favorisant soit la
symétrie, soit l’asymétrie des firmes pouvait conduire à des configurations très différentes.

L’approche agent nous a donc permis de simuler et d’étudier des configurations plus
complexes et réalistes que le modèle agrégé dont nous sommes partis.

Avec le modèle de ville faisant interagir propriétaires et locataires, nous avons tout d’abord
élaboré un modèle générique, qui a été ensuite étudié dans deux cas particuliers, l’un dans
lequel les emplois sont tous localisés au centre, l’autre où chaque individu va visiter tous les
autres.

Ce modèle de loyers formés à partir de la demande des locataires est bien compris et robuste.
Nous avons établi l'existence d'un équilibre de population pour chaque jeu de paramètres, et le
modèle converge avec le modèle théorique dans le cas du modèle avec emplois localisés au
centre.

Nous concevons le modèle actuel comme étant une base de prototypes potentiels, et sommes
en train d'évaluer les pistes les plus prometteuses pour la suite. Au niveau informatique, nous
allons améliorer le programme en ajoutant des possibilités de complexifier le modèle.
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En ce qui concerne la modélisation de la congestion, nous avons élaboré, dans un cas très
simple réduit à un goulot, un modèle robuste, convergeant grâce à la prise en compte
d’hétérogénéités entre agents. Il est possible d'utiliser une telle règle désagrégée dans un
modèle opérationnel.

La tâche consacrée au couplage des modèles de trafic aux modèles de localisation, a consisté
à définir une interface logicielle qui permette aux modèles de localisation et d’occupation du
sol d’accéder de manière transparente aux performances de l'infrastructure de transport, sans
avoir à tenir compte de la complexité d’un modèle de transport complet. Le cahier des charges
informatique a été établi. La mise en œuvre informatique de l'interface logicielle entre
modèles de transport et modèles de localisation est encore en chantier.

Nous avons cherché à choisir une plate-forme de développement multi-agent. Un premier tour
des possibles nous a mené à nous focaliser sur RePast, l’une des plus connues et des plus
utilisées, et MadKit, qui a été choisi pour le projet MIRO. Ces deux plates-formes présentent
chacune leurs avantages. Cependant, parmi ses nombreux points forts, Repast dispose de
fonctionnalités spatiales de base. Il nous paraît plus intéressant et original d’investir une
réflexion et un développement supplémentaire sur le modèle d’interactions sociales que sur
les fonctionnalités spatiales de base, ce qui nous amène à privilégier pour le moment Repast.
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Annexes. Au sujet du modèle de congestion

Annexe A : Pourquoi y a-t-il des oscillations?
La raison profonde de cette instabilité est que le changement du coût d'un agent qui agit pour
améliorer sa propre situation peut souvent engendrer un changement du coût collectif plus
élevé. Quand un agent change d'une heure où il ne rencontre pas de bouchon à une heure où il
le rencontre, il augmente la durée de trajet de tous ceux qui joignent le bouchon après lui. Si
un agent s'enlève du bouchon le coût de ceux qui joignaient le bouchon après lui diminue.

La trajectoire du coût global dépend de l'évolution moyenne de l'heure de départ :

• L'effet sur la collectivité d'un agent qui part plus tôt pendant la durée du bouchon est
d'ajouter de la congestion à ceux qui partent entre son ancienne et sa nouvelle heure de
départ.

• L'effet sur la collectivité d'un agent qui part plus tard pendant la durée du bouchon est
d'enlever de la congestion à ceux qui partent entre son ancienne et sa nouvelle heure de
départ.

Pour éclairer le mécanisme des oscillations, les fonctions du coût (qui sont les fonctions qui
montrent le prix payer par ceux qui sont parti à  une heure particulière) cinq points dans une
période marqué dans la figure (A.1a) sont tracés dans la figure (A.2b).

• La première fonction du coût, la courbe rouge A, a une bosse au milieu et correspond au
premier maximum dans la figure (A.1a). Le taux de départs à chaque heure est tracé dans
la figure (A.2a). On voit que le taux de départs approche l'équilibre analytique.

• La courbe orange, dans la figure (A.1b) est la fonction du coût au point B dans la figure
(A.1a). Le coût moyen est en train de diminuer parce que, en moyenne, les gens partent
plus tard, comme on le verra au point suivant.

• Les courbes vertes correspondent au minimum du  coût moyen (point C dans la figure
A.1a)).  Le changement des taux de départs entre le maximum (A) et le minimum (C) du
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coût moyen est tracé dans la figure (A.2b). On voit clairement que la tendance générale est
de partir plus tard entre ces deux points. Grâce à la figure (A.2a) on comprend que le taux
de départs au point C, la courbe verte, est plus proche de l'optimum social. Le taux de
départs des maxima (A et E) dépasse la capacité par une marge plus large que celle du
minimum (C), générant plus de congestion.

• Au point D dans la figure (A.1a), le  coût moyen augmente encore. Une comparaison des
courbes orange et rose (figure(A.1b)) montre qu'il y a une asymétrie dans l'évolution du
coût et donc aussi des taux de départs lors de la diminution ou l'augmentation du coût
moyen.

• Un maximum du coût moyen est encore atteint à point E qui correspond aux courbes
bleues dans figures (A.1b) et A.2a). Ces courbes se confondent avec les courbes rouges du
point A, le maximum au début du cycle. Dans la figure (A.2b) on voit que le changement
dans le taux de départs est en gros l'inverse de celle observée pendant la première demi
période.
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Annexe B : Distribution des coûts de déshorage

Plusieurs études qui ont examiné les coûts de déshorages des voyageurs urbains ont observé
que ces valeurs suivent une distribution lognormale \cite (4),(5). Une étude réalisé à Lyon (5)
a montré que cette distribution était bien décrite par les paramètres m=2,423(moyenne) et
/sigma=1,775(écart-type). Les valeurs des temps, traduit par les coûts de déshorages β et γ,
des 6000 agents ont été tirées au hasard suivant une telle distribution, figure (B.1a).

Nous voyons dans une simulation où les heures de départs des agents sont réparties sur
l'optimum social que le coût moyen diminue car ceux qui ont une haute valeur de temps
arrivent plus vers t* et ceux qui n'ont pas une haute valeur de temps évitent le bouchon, figure
(B.1b). Il y a encore des oscillations qui sont d'une taille un peu plus petite de celles que nous
avons vu pour les agents homogènes, la figure (2.1a). Dans la figure (B.2a) nous voyons un
pic vers le temps -250 dans le taux de départs, qui correspond aux agents avec un haut coût de
déshorage qui sont prêt à subir de congestion pour arriver à l'heure. La figure (B.2b) montre
que le temps passé dans le bouchon par ceux qui partent vers -250 est à peu près 250 donc ces
gens arrivent à un temps proche de t* = 0.
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Pour tester cette hypothèse, les deux graphes de la figure (B.3) ont été tracés. Le premier
montre qu’en général ceux qui ont un haut coût de déshorage arrivent vers l'heure désirée
mais l'heure d'arrivée des autres s'éloigne de t*. Il est clair dans le deuxième graphe (B.3b)
que ceux qui ont des hauts coûts de déshorage subissent plus de congestion.
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Annexe C : Seuils
Des simulations ont été faites pour des seuils de 5%, 10% et 20%, la figure (D.1). La nouvelle
heure de départ a été acceptée seulement s’il a été au moins X% moins cher que le coût actuel.
Pour chaque seuil le  coût moyen a oscillé avec une période qui diminue quand le seuil
augmente. Il est évidement impossible d'arriver l'équilibre de Vickrey avec un seuil mais il est
probable qu'il rend le modèle plus réaliste.
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Annexe D : Réseaux sociaux
Un avantage des simulations multi-agents est qu'elles permettent de prendre en compte
naturellement une caractéristique importante du système, à savoir l'influence des réseaux
sociaux pour la diffusion de l'information. Dans toutes les simulations qui ont été faites le
réseau de voisins a été généré au début et est resté constant. L'évolution de tels réseaux sera
une avance importante sur ce modèle simple qui donne un aperçu qualitatif sur ses effets.

Agents Homogènes avec Voisins

A chaque agent est attribué un réseau social, les agents ont en moyenne un certain nombre de
voisins auxquels ils communiquent leurs coûts et heures de départs.

Après qu'un agent qui est remise à jour a essayé une nouvelle heure de départ il demande à
ces voisins combien ils ont payé l'itération précédente. Si un voisin a payé moins qu'il n'a
payé lui-même (ou qu'il croit qu'il va payer parce qu'il vient de changer son heure de départ
par le mécanisme normal) l'agent préfère cette heure de départ.

Dans la figure (C.1) on voit que l'accroissement du nombre des voisins augmente la vitesse
d'évolution du  coût moyen et l'amplitude des oscillations. Il est raisonnable de supposer que
dans un réseau de transport une meilleure répartition du trafic peut-être accomplie si les gens
sont mieux informés de la situation actuelle. Dans ce modèle les contraintes physiques sont
trop fortes, il n'y a simplement pas la capacité nécessaire pour éviter la congestion. Il existe
une concurrence entre les agents pour les heures de départ les moins coûteuses, dès qu'il y a
des inégalités, il y a des opportunités aussi. Une meilleure connaissance (à la part) des agents
augmente l'intensité de cette concurrence mais ne peut pas résoudre le problème fondamental.
Un système où tout le monde connaît tout oscille beaucoup plus et on se ramène au problème
initial et aux simulations de Marchal et De Palma (6). L'effet d'une meilleure information dans
un réseau serait un approfondissement intéressant.

Effet d'un seuil pour les voisins

Il est probable que les modèles plus réalistes sont ceux où l'amélioration du coût doit franchir
un certain seuil pour justifier le changement de l'heure de départ. Les agents ne devraient pas
être infiniment sensibles aux changements du coût. La figure (C.2a) montre l'évolution des
coûts moyens pour des agents qui ont un seuil pour prendre l'heure de départ de leurs voisins
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et pour des agents qui n'en ont pas. Sur la figure (C.2b) il est clair que le seuil diminue
beaucoup la probabilité de changer d'heure de départ. Cette diminution ne change pas
l'évolution globale.
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Annexe. Spécifications du couplage des modèles de trafic aux
modèles de localisation
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•

d_opbFnpbFn~��deghi_kUqFiev�vw^�{>^�fjbFd_xy^"i>n�bFl(q>`	nugh{�ghn~�>���eq>st^:vWxybwvw^"fjs �¦^F� ke��su`r\_^"vwcefhgji_ke�Kvw^"stnpgjieqBnughb>i�`r\_bFgz`#^H�
qmievWfhbw`"qBnpgjbFi|`r\_b>gj`�^.xybwvw^"fjs&�¦^F� ke��\_b>cestgji_kaxUqmou�F^#n	�	�

•

`#bFced_fhgji_ky��ghnp\|fjqFiev���cesp^�xybwvw^�fzs �¦^F� ke��­�d_ces�qFievWg�nrs�d_ou^"vw^:`#^"suspbFo]¶�ou�eqmiK·wghx0�	�

�*gjkFceop^y�Fµ�¸*qmiev���cesp^&qmievWnporqmiKstd7bFopn�gji�np^"ouq>`	npgjbFi

LOCATION CHOICE MODEL

Cij Tij

TRANSPORT MODEL
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•

st^"iestghnpgj{�g�n~�.qmieqFfh�wspgjs,`�bFie`�^�oui_ghiek�nu\_^�n~��d7^5bml�nporqmiespd7bFopnuqBnughb>i�xybwvw^"fe��g<� ^>�*¬�¯�[�·w�~¬|��[)�:¬�®-[�¹�­�°�­��
¸±�t·�bFo�º��t·_¶�¬»ghi|b>c_o�`#c_ouou^�i�n]su`#b>dK^H�	�

•

vwgjsusp^�xyghiKqBnpgjbFi�bml�np\_^Uou^"spc_fhnus&bFl-nuouqFiestd7bFopnuqmnpgjbFi�xabwvw^"fjs&np\_oubFc_k>\�¼.�t·�qFiev
bFnp\_^"o&{�gjspceqmfjgzspqmnpgjbFi
st�wstnp^�xUs"�

½ ¾�VY¿]Q�Z�¿�À

[]\_^�¯�°-�Rgzs(�eqFspgj`"qmfjfh�)nu\_^�vw^#¡Ki_g�nughb>i+bFl7q.st�wstnp^"xÁbmlK´�c_^"opgj^"s*nub.ou^#nuopgj^�{>^�¬�­�®�s�l�opb>xÂnp\_^�nuouqFiestd7bFopnuqmnpgjbFi
sp��stnp^"x|�([]\e^)´�c_^"opgj^"s]qFop^)st^"i�n�nubUq+v_qmnuqF�eqFsp^.sp�ws~nu^�xÃnu\eqBn�stnpb>op^:s�`�bFiespgzs~nu^�i�npfj�ynp\_^)gjiwl�bFouxUqBnughb>iWqm�7bFc_n
np\e^&nporqmiespd7bFopnuqBnughb>iWsp�ws~nu^�xUs�qmiKvWghnus�{Bqmoughb>ces�`#b>xad7bFie^�i�nus �¦^F� ke����\_gj`r\|xybwvw^"s�qmou^)qH{BqFghfzqm�_fj^)bFi|��\_gz`r\
d7bFopnpgjbFi�bml-nu\_^Ui_^�n~��b>op�_�	�aÄÅ\_^�np\_^"o&g�n gzs&qmiÅ§F¥�¨�Æe§mÇ�È.É]¬
·
np\eqmn&xyqFieqmk>^"s�np\e^0v_qBnrqm�eq>st^agjs&qFi�b>dK^"i
gjxadefh^"xa^"i�nuqBnughb>i'gzspspc_^Ê�¦sp^�^�·�^:`	npgjbFi@Ë>�#��¸±^�n|Ì±Í#Î�Í�Ï*ÐKÑÒvw^"i_bmnu^
nu\_^�\eqmiev_fh^�npbÓnp\_^�nuouqFiestd7bFopnuqmnpgjbFi
sp��stnp^"xÒv_qmnuqF�eqFsp^F�(Ì±Í	Î�Í"ÏRÐ7ÑWgjs-d_oubFd7^�oufh��sp^#n�c_dynpb gjie`�fhcev_^�ghi_l�bFouxyqmnpgjbFiyqm�7bFcwn�i_^#n~��bFou�,�BnporqH{F^"fwxabwvw^:s��
su`#^�iKqmoughb�s��wqH{BqmgjfjqF�_fj^�xy^#nu\_bwv_s�qFiev�ou^"spc_fhnus"�w^#nr`m�
��i|g�nrs]kF^"i_^�orqmf,l�b>opx|�_qy´�c_^�ou�0fjb�b>�ws�fjgj�F^Fµ
Ô�Õ*Ö�× Ø:ÙRÚ�Û�Ü Ì±Í	Î�Í"ÏRÐ7Ñ5ÝjÞ Ö Ì±ßÊà+á�â Ô�Õ*Ö�× Ì7Î Ø_ÖRã Í Ø:Ù Ì ÚzÙRäe× Öeå Ì Ú ÌKÎ ã Ì Ú�Ô�Ö±ãyÔ�Ö Ì�Ñ Õ Ï ãyØ:ÙRÛ,ÙRÔ�Ö�æÌ Ö_Û ÍBç
��\_^"op^

•
Ô�Õ*Ö�× Ì7Î Ø_Ö µ(nu\_^&xy^"qFspc_ou^�xy^�i�n ��^>� kK��nporqH{F^�f,nughxy^H�	�

•

Í Ø:Ù Ì ÚzÙRäe× Öeå Ì Ú ÌKÎ�µ�np\_^&k>^�b>xa^�npougj`�bF�_}~^"`	n�nuby��\_gj`r\|v_qmnuqUqmou^)qFsustgjkFi_^:v
�¦^F� ke�5qakFgj{F^"iWdeqmnp\K�#�
•

Ì Ú�Ô�Ö µ(np\e^)npgjxa^&bFlRnu\_^ v_qH�F�
•
Ô�Ö Ì�Ñ Õ Ï�µ�nu\_^�xy^#nu\_bwvÊ���³��\_gz`r\Ênp\_^
xa^:qFspc_ou^�xy^�i�nU��q>s0`#b>xyd_cwnp^:vè��^F� ke�èÈ�g }~�wstnporq�st\_b>otnu^"stndeqBnu\K�	�

•
Ø"Ù*Û,ÙRÔ�Ö Ì Ö_Û Ímµ�i_^"^"vw^:vW���Unu\_^&xy^#nu\_bwv��¦^F� ke��fjghie�0��^"ghk>\�nusr�	�

•
Ô�Õ*Ö�× Ø:ÙRÚ�Û µ�q0deqFgho.`#bFiKstgzs~nughiek0bml�nu\_^+ou^#nuc_oui_^"v|{Bqmfjc_^+bml�np\e^+¬�­�®@qmiev�qFi�bFdwnughb>ieqmf*kF^"bFxy^#nuopgz`bF�w}~^:`	n ��^>� kK�5st\_b>otnu^"stn�dKqBnp\7�	�

��n�gzs�bFl�np^"i�op^:´>ceghou^"v�npb�`#bFxyd_c_np^�q�k>gh{>^�i�¬�­�®Âl�b>o gjies~nrqmie`�^Ul�bFoaqmfjf�np\e^���b>i_^"s bml�q�kFgj{F^"i�i_^#n~��bFou�,�
np\e^�ou^#l�bFou^)g�n�gzs]cespceqmfjfj�0x�ce`r\YxybFou^)^#é0`#gj^�i�n�npbyd7^�opl�bFoux�deq>`r�F^#nrs]bml(stgjxyghfzqmo�´�c_^"opgj^"s"µ
Ô�Õ*Ö�× Ø:ÙRÚ�Û Í Ü Ì±Í#Î�Í"ÏRÐ7Ñ5ÝhÞ Ö Ì±ß à+á&ê�â Ô.ÕRÖ�× Ì7Î ØeÖ±ã Í Ø:Ù Ì ÚzÙRäe× Öeå Ì Ú Ì Ú�Ö Í ã Ì Ú�Ô�Ö±ã(Ô�Ö Ì,Ñ Õ Ï ã*Ø:ÙRÛ,ÙRÔ�æ
Ö Ì Ö_Û ÍBç
��\_^"op^

•

Í Ø:Ù Ì ÚzÙRäe× Öeå Ì Ú Ì Ú�Ö Í�gzs-q+`#bFfjfj^"`	nughb>iUbml±k>^�bFxy^�npougj`]b>�w}~^"`#nus�bml�np\e^�suqmxy^�n~��dK^a���"bFi_^:s���i_bwvw^"s"�>fjgji_�ws��^#nu`F� �#�
•
Ô�Õ*Ö�× Ø:ÙRÚ�Û Í)qmou^)np\e^ op^�npc_oui_^:vW{BqFfhc_^:s�bFl*nu\_^�¬�­�®ëqFiev|bFdwnughb>ieqmfRkF^�b>xy^#npougz`�b>�w}~^"`#nus�q>spspbw`#gzqBnu^"vnpbanp\_^ `�bFfjfh^:`	nughb>i��¦g�� ^F��gjiYnp\_^ suqmxy^)bForvw^�o]b>o���g�nu\|qa�>^��eìHdeqFgho�\eq>st\YnuqF�_fj^:�	�

í�bFnp^>µ�gji0xyb>stn�`�qFsp^�b>dwnpgjbFieqFfKk>^�b>xa^�npougj`�bF�w}~^:`	nus�qmou^�i_bFn�ou^#nuc_oui_^"vU^��_`#^�d_n-l�bFo]sp\_bFopnp^:s~n-dKqBnp\Y`#b>xadecwnuqm�
npgjbFiKs��
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ï ðyñ|ò)P*Z#ò ó³¿�O�P�ZrP*Z#¿�À

·�gh��n~��d7^"s]bml�spdeqBnugjqFf�bFo]kF^"bFxy^#nuopgz`.bF�w}~^:`	nus�qFop^)`#b>iespgjvw^"op^:v�µ

•
ØeÕRÚ�å Ì�Í.v_^#¡ei_^:v|qFs î Èô`#b�bForvwgjieqBnu^"s"�

•

nporqBé0`)qmieqFfh�wspgjs�õ Õ*å±Ö Ía��[*¯)ö��	�
•

ghi�np^"ousp^"`#npgjbFies�b>o åRÕ Ï Ö Í ã
•

opb�qFv�sp^"`#npgjbFies]b>o ä>Ú�å±÷ Í ã
•
Ø"Ù Ì�ÑRÍ.vw^�¡ei_^:vYq>s]fhgzstnus]bml�spce`�`�^"sustgj{F^.fhgji_�ws"�

•
Û�Ö Þ Ú�Õ*å Í.vw^�¡ei_^:vYq>s î ÈÂd7bFfj��kFb>ies��

¯�k>kFou^�k�qBnpgjbFi,ìBvwgzspqFkFk>op^"k>qBnughb>i bFd7^�orqBnubFors5i_^"^"v�npba�K^)vw^�¡ei_^"vWgjiWqas~nrqmiev_qFouv0��qH�Uspghie`�^.qFfhf7nu\_^)xa^�np\_bwv_s
vwbyi_bFn�st\eqFop^.i_^:`#^"susuqmoughfj�ynp\_^ suqmxy^)kF^"bFxy^#nuopgz`�op^"d_op^:st^"i�nuqBnughb>ies"�
®��_qmxyd_fj^��>µ�st\_b>otnu^"stn5nporqH{F^"f_nughxy^�l�opb>x ØKÕRÚ�å Ì|¯'npb ØeÕRÚ�å ÌYÉÊ�KqFsp^"vybFiWq�`#fzqFsuspgj`"qmfe�"bFi_^��<�KqFsp^"vUqFsuspghk>iw�xy^�i�n"µ5q>`�`�^"sus�qFievY^�k>op^:sps�nporqH{F^"f7npgjxa^:s]l�bFo ØKÕRÚ�å Ì

⇔

õ Õ*å±Ö nporqmiestl�^�ors]\eqH{F^�npbU�7^&gji>nu^�oudKb>fjqmnp^:v��
®��_qmxyd_fj^ î µRsp\_b>otnu^"stn*nuouqH{>^�f�npgjxy^�l�oubFxÒõ ÕRåRÖ ¯Ónpb�õ ÕRå±Ö É��eq>st^:v bFiyq.¬�¯�[�·��~¬|��[³spghx+c_fzqBnpgjbFiRµ±nporqH{F^"fnpgjxy^"s]l�b>o(}~bFc_oui_^"��s]�7^#n~��^�^"iW�"bFi_^:s�¯ÂqmievYÉë\KqH{F^�npby�K^ qFkFk>op^"k>qBnu^"v��

ø ù ú�û ÀýüþN,OYTWZ#X�ò)P*S Q�À

[]\_^&�eq>stgz`.fhgzstn]bFl�gjievwgz`�qmnpb>ous)� Ô.ÕRÖ±× ÌKÎ Ø_Ö ç�d_oubB{�gjvw^:v0nu\_oubFc_k>\0np\e^ ¯�°5��`#b>iespgjstnus�bml~µ

•

vwgjstnuqFie`#^>�
•

nporqH{F^�f7nughxy^F�
•

{F^�\egj`�fh^.ÿebB�&�
•

kF^�ie^�orqmfjgh�"^"vUnuouqH{>^�f�`#b�s~n:�
•

fhb>k>spc_x|�
•

qF`�`�^"sustgj�_gjfhghn~�F�
[*ouqH{>^�f�npgjxy^F�(vwgjstnuqFie`#^0qFiev�nporqBé0`aÿebB��qmou^a^:qFspghfj��v_^#¡ei_^:v���\_ghfj^ynp\e^0op^:s~n qFop^0qFx��_gjkFc_b>ces.ghiKvwgj`"qBnubFors
��\_b�st^�vw^�¡ei_ghnpgjbFi0qFfjspb&vw^�d7^�iev0bFianp\_^�xa^�np\_bwvybFl�`�bFxyd_cwnrqBnughb>i±��¬�^#np\eb�ves-qmou^�vw^#¡Ki_^"vy��� nu\_^�qH{Bqmgjfzqm�_fj^
qFsuspghk>i_xy^�i�n�deopbw`#^:vwc_ou^"s�qFd_d_fjgh^:v0nubynp\_^ su`#^"ieqmoughbK�
��¢z«r¨�§B£,¥���gzs-`#b>xyd_cwnp^:vacestgji_k&^"ce`#fjgjv_^"qmiUvwgzstnuqmiK`#^F�Fl�op^"^#�<ÿebB�Ósp\_b>otnu^"stn(dKqBnp\����(�(·w°���b>o5`#bFiekF^"stnp^:v+sp\_b>otnp�
^"stn�deqmnp\����]¼&·�°��]l�bFo�qH{BqmgjfjqF�_fj^.q>spspghk>i_xy^�i�nus"��í�bFnp^.np\eqmn�fhgji_�WdK^"ieqmfhnpgj^"s�`"qmiY�K^&dKqmorqmxy^#nuopgj��^:v
�¦sp^�^H�	�
�_ªp§����#ÇR¨�¢	�
�&gzs�`#b>xyd_cwnp^:vY��g�nu\|�(��·�°ÊbFo��]¼&·w°Ól�b>o�qH{BqmgjfjqF�_fh^&q>spspghk>i_xy^�i�nus"�
�
����¢¦¥�Ç�����©��'gzs]�eq>st^:v�b>iYqH{Bqmgjfzqm�_fj^&qFsustgjkFi_xy^"i>nrs��
� �#£��#ªu§BÇ ¢����r¤U¨<ªp§�����ÇR¥u©B«	¨-gzs��KqFsp^"v0b>iWqH{Bqmgjfzqm�_fj^�q>spspghk>i_xy^�i�nus"����n]gzs]qFsustcexa^:vUnu\eqBn]nporqH{F^"fKvw^"xUqmievWghi_l�bFop�
xUqBnughb>iYgzs�qH{Bqmgjfzqm�_fj^.npb�`�bFxyd_cwnu^ st^"kFxy^�i�nt���eq>st^:vW¬�­�®�s ��^>� kK�-nuouqH{>^�f�`#b�s~nrs]l�bFo�sp^�k>xy^�i�np^:vW���W{HqFfhce^&bml
npgjxy^:�#�
�*©��m«	Æ���{BqFfhc_^:s�qFop^.qFsustcexa^:vynpb+�K^)`#b>iespgjstnp^"i>n]qmiev�`#bFxyd_c_np^"v0l�bFo�np\_^�nporqH{F^"fK`r\_b>gj`�^"s-np\eqmn�qmou^�q>`	nuceqmfjfh�
xybwvw^�fj^"vWghi�np\_^&qH{Bqmgjfzqm�_fj^�q>spspghk>i_xy^�i�n�deopbw`#^:vwc_ou^"s"��[]\egjs]gjxyd_fhgj^"s�k>^�i_^"ouqFfhfj�anp\eqmn�Ì±Í#Î�Í"ÏRÐ7Ñ�d7bFgji>nrs�npbyq
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su`#^�iKqmoughb���g�nu\asp^�{>^�orqmf>nporqmiespdKb>otn�xyb�v_^"s(qH{BqmgjfjqF�_fh^>�R��n�gzs�qFfjspb)qFsustc_xy^:v)np\eqmn(nporqH{F^�f�vw^"xyqFiev+ghiwl�b>opxUqmnpgjbFi
gzs-qH{BqmgjfjqF�_fj^�npb�`�bFxyd_cwnu^�sp^�k>xa^"i�nt���eqFsp^"vy¬�­�®-s���^>� kK��fjbFk�stcexÁl�bFo�£��������w¢¦¥#Ç �.\_bFcesp^�\ebFfzv_s-q>s5ou^"´�c_gjop^:v+���
¶�ou�eqFiK·�gjxU�#�
! ¥u¥��#«r«r¢#"�¢�Ç ¢�¨�$³{Bqmfjc_^:s0qmou^�`#b>xadecwnp^:v³l�b>o�qH{BqmgjfjqF�_fj^|q>spspgjkFi_xy^�i�nrsUqmievÅvw^"dK^"ievÊbFi nu\_^�ou^�fj^�{Bqmi�nUnporqH{F^"f
vw^"xyqFiev|v_qBnrq|��^F� ke�&%�b�^�i_gjkal�bFoux�c_fzqBnughb>iK�	�

' ù ¿�P)(WSUTYÀ

[]\_^UqH{BqmgjfjqF�_fj^+xy^#nu\_bwv_s)��gjfhf�fzqmoukF^"fh��vw^"dK^"iev�bFi�np\_^UqH{BqmgjfjqF�_gjfhghn~��bml�ghi�np^"otl¦q>`#^:s�nub|^#�wd_fjbFghn�nu\_^Uop^:stcef�nrs
l�oubFxÃ{Bqmoughb>ces]qFsustgjkFiexa^"i�nus-np^"`r\ei_gj´�c_^:s&��g<� ^>�5¬�¯�[�·��~¬|��[)�_¬�®-[�¹�­�°�­.¸R�t·0b>o]º��t·w¶�¬ gjiYnp\_^&su`#bFd7^.bml
np\egjs���bFou�_�	�
�_b>o��(��·�°Êqmiev*�]¼&·�°Ó`�bFxyd_cwnrqBnpgjbFiKs���np\e^�d_oubw`#^:vwc_ou^�`�qFi��7^�deqFouqFxy^#npougj��^"vanub+qFfhfjbB�Êl�bFo]`#cestnpb>xygh�:qm�_fj^
fjghi_����dK^"ieqmfhnpgj^"s"�(�_bFo(nu\_^]npgjxy^��7^�gji_ke�m��^�qFsuspc_xy^�nu\eqBn5ieb�v_^#��dK^"ieqmfhnpgj^"s�qFop^�`#bwvw^:vyqFs(fjghi_���<nporqmiestl�^�o(d7^�ieqFf��
npgj^"s��¦^F� ke�*��qFg�nughi_k)qmiKv��7b>qFouvwgji_k�npgjxa^:s(ghia°-[��#�F[]ghxy^���vw^"dK^"ievw^"i>n�fjghie� dK^"ieqmfhnpgj^"s

π (t)
qFop^�deqmorqmxy^�npough�"^"v

qFs�l�b>fhfjbB��s"µ

π = ατ (t) + βd + p (t)

��\_^"op^.np\e^&{HqFopgzqm�efh^:s�qFop^
τ (t)

µ(npgjxa^���v_^�d7^�ievw^"i�n�nporqH{F^�f7nughxy^
+ \_o-,��
d
µ5vwgjstnuqFie`#^)b>o�fh^"i_kmnu\YbFlRnu\_^&fhgji_�.+ ��x/,

p (t)
µ(npgjxy^#��vw^�d7^�iev_^�i�n�npb>fhf0+21�,��

qmiKv0nu\_^&xy^#np\eb�vYdeqFouqFxy^#np^"ous]qFop^
α
µ�xab>i_^#nrqmou�0{Bqmfjc_^)bml�npgjxy^
+31>ìH\_o�,<�

β
µ�xybFie^#nuqFop��{HqFfhce^.bFl(v_gjstnuqFie`#^4+21FìH��x/,��
­�np\e^�o&xy^#nu\_bwv_s.np\eqFi�����·�5�°(�6�]¼&·�°èxUqH���K^U��bFopnp\���\_gjfj^�nub��K^U`#b>iespgjvw^"op^:v�spce`r\�qFs)spghxyd_fj^"stn deqBnu\
`#b>xyd_cwnuqmnpgjbFi���^>� kK�(l�bFo��]qH�>�<¡eiev_ghi_kyqmded_fhgz`�qmnpgjbFiesr�	�

7 N98 ñ|ó#¿:8 ¿�O+P*ò)P*Z#S�O Z#À*ÀRVY¿�À

[]\_^�vw^#¡eieg�nughb>ies(qm�7bB{F^5qmou^-ou^�fzqBnugh{>^�fj��fjb�b>sp^F�R[]\e^-�7^�i_^�¡_n�bFleq�`�bFxyxybFi�¯�°5�±fzqmoukF^�fj�)vw^�d7^�ievesR\_^"op^�bFi ghnus
qm�eghfjg�n~��npb&\_gzvw^�nu\_^�`#b>xyd_fh^��wg�n~�+bml7np\_^�ceievw^�oufj��gji_k `�bFxyd_cwnrqBnpgjbFiyxy^#nu\_bwv_s5qFievyqFsustgjkFi_xy^"i>n�d_oubw`#^:vwc_ou^"s"�
·�^"{F^�orqmf,gjxyd_fh^"xy^�i�nuqmnpgjbFi|gjsuspc_^"s�qFop^.op^"{�gh^"��^:v��7^�fjbB�&�
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