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Résumé

Dans ce travail, nous avons considéré des algorithmes paralleles asyn-
chrones associés a des applications non linéaires non-expansives définies sur
R™. Nous avons montré le résultat de convergence concernant ces algorithmes
vers un point fixe de ces applications relativement a la norme uniforme sur
R"™. Ce théoreme étend le résultat donné par Bahi[3] au cas non linéaire.
Nous avons ensuite montré comment ces algorithmes sont bien adaptés au
calcul de la solution d’un opérateur maximal fortement monotone défini sur
R™ et au calcul des solutions d’un opérateur maximal monotone dans le cas
de I'algorithme paralléle synchrone de Jacobi. Ensuite, nous avons appliqué
ces résultats aux calculs du minimum de fonctionnelles, du point selle, de
la solution des programmes convexes et enfin de la solution du probleme de

I'inégalité variationnelle.
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Abstract

A convergence result for parallel asynchronous algo-
rithms. Application to maximal strongly monotone op-
erators

In this work, we have considered a parallel asynchronous algorithms as-
sociated with nonlinear and nonexpansive mapping defined in R". We have
shown the convergence result for this algorithms to a fixed point of such
mapping with respect to the uniform norm. This result extends the result
published by Bahi[3] to the nonlinear case. We have then proved how this
algorithms can be used to calculate the solution of a maximal strongly mono-
tone operator in R™ and calculate the solutions of a maximal monotone oper-
ator in the special case of parallel synchronous algorithm of Jacobi. Finally,
this results are applied to calculate a minimum of functionals, a saddle point,
a solution of convex programming and a solution of variational inequality

problem.
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Introduction

Lors de la modélisation d’un grand nombre de problemes mathématiques,
physiques, économiques ou sociaux, nous sommes confronté a la résolution

d’une équation de la forme :
f(z) =0 (0.1)

ol x € E espace vectoriel, et f une application de F vers E. Cette équation

peut étre écrite sous la forme :

F(z)==x (0.2)

si nous posons F(z) = x — f(z), équation connue sous le nom de probleme
de point fixe, étant donné que les solutions de 1’équation (0.2) sont appelées

points fixes de F'.

Pour résoudre ce type de probleme, nous pouvons utiliser deux principales

méthodes numériques :

— Les méthodes directes qui se définissent sous forme d’équations de
récurrence et conduisent a la solution en un nombre fini d’étapes. Ces méthodes
ont l'inconvénient de ne pas prendre en considération les particularités de

I’application F'.

— Les méthodes itératives qui évaluent la solution du probleme par ap-

proximations successives en engendrant une suite de vecteurs qui doit tendre
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vers la solution. Elles ont 'avantage d’utiliser les particularités de F, mais
la convergence de ces méthodes vers la solution exige des conditions plus ou

moins séveres.

De nombreux algorithmes itératifs ont été développés pour le calcul de
la solution du probléme (0.1). On peut citer par exemple, les méthodes de
substitutions successives (méthode de Jacobi, méthode de Gauss-Seidel), les
méthodes de Newton et ses dérivées, les méthodes de minimisation de fonc-
tionnelles (gradient, gradient conjugué, Levenberg-Marquardt, Powell...) et

bien d’autres plus au moins anciennes.

Ces algorithmes rentrent dans le cadre de ce qu’on appelle algorithmes
séquentiels, c’est-a-dire des algorithmes qui pourront étre implémentés sur
des machines mono-processeur qui les exécutera séquentiellement (instruc-
tion apres instruction). La parallélisation de ces algorithmes consiste a les
réécrire en les divisant en des taches indépendantes, chacune exécutée par
un processeur. Ces algorithmes paralleles s’implémentent sur des machines

multi-processeurs appelées machines paralleles.

Si les processeurs commencent chaque itération en méme temps, et atten-
dent d’avoir recu les données nécessaires mises a jour a l'itération précédente
pour commencer l'itération suivante, on parle alors d’algorithmes synchrones.
Avec les algorithmes asynchrones, les processeurs effectuent leurs iétrations
sans tenir compte de 'avancement des autres. Il n’y a plus d’attente des

données venant d’autres processeurs pour commencer une itération.

L’idée des itérations chaotiques a été introduite par Chazan et Miranker

dans [10] en 1969 pour résoudre le systeme linéaire
Arx =b

ou A est une matrice symétrique définie positive dans R™*" z et b sont des
vecteurs de R".

En décomposant la matrice A sous la forme A = D — E, on obtient I’équation

x = F(z) (0.3)
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ol F(x) =Bz +C,B=D"'Eet C= D"
Ils ont proposé le modele suivant

(

20 € R
e { 7 si i # 1(p)
i E(a2 0 o ®y g = 1(p) (0.4)
1=1,...,n
p=0,1,

\

ou pour tout p € N, 2P dénote le vecteur itéré a I’étape p, I(p) € {1,...,n} et
R ={(r1(p), ., 7n(p))},en est une suite de N" vérifiant :
Pour s € N*,

(a) 0 <mi(p) <sVie{l,..,n}, VpeN.
(b) Vi e {1,...,n} U'ensemble {p € N, i =1(p)} est infini.

Ce modele doit étre interprété comme suit : A chaque itération p+1, seule-
ment la composante [(p) qui est mise & jour, les autres restent inchangées. La
condition (a) affirme que les retards r;(p) (1 < i < n) dus aux communica-
tions entre processeurs et aux différents calculs sont bornés, et la condition
(b) signifie qu’aucun bloc de composante ou aucune composante n’est aban-
donnée définitivement lors du processus itératif; on doit réactualiser chaque
composante une infinité de fois et donc toutes les composantes sont mises a
jour de maniere équitable. Notons que les méthodes de Gauss-Seidel et de
Jacobi sont des cas particuliers du modele (0.4), en effet :

— dans le cas o r1(p) = ra(p) = ... = ru(p) = 0 et I(p) = (p mod n) + 1, on
tombe sur les relaxations de Gauss-Seidel.

— et si nous prenons ri(p) = ro(p) = ... = ro(p) = (U(p) — 1) et l(p) =
(p mod n) + 1 alors on aura les relaxations de Jacobi.

Dans [10] Chazan et Miranker ont établi le résultat suivant :

Théoreme 0.1
Les itération {zP} _y définies par (0.4) convergent vers la solution de (0.3)
ssi p(|B|) < 1.
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ot | B| est la matrice dont les éléments sont les valeurs absolues des éléments

de B, p(A) est le rayon spectrale de la matrice A.

Les travaux de Chazan et Miranker ont été étendu dans le cas de systemes
non linéaires par F. Robert et al. [21],[22], dans une situation ou les pro-
cesseurs communiquent entre eux de maniere synchrone. Dans un méme
temps, en 1974 (et 1975) Miellou dans [16] et [17] a étendu le modele (0.4)
dans deux sens : le premier est qu’a chaque itération, la mise a jour peut
toucher plus qu'une composante (un ensemble de composantes), le deuxieme
est que 'application F' peut étre non linéaire. Il a alors proposé le modele

suivant a retards bornés :

(0 e R®
Iml:{mf si i¢ J(p)

{ E (20 bWy i e J(p) (0.5)
1=1,...,n
p=0,1,

ot {J(p)},en est une suite de sous-ensembles non vides de {1,...,n} appelée
stratégie et 2 = {(r1(p), ..., 7n(p))}cy est une suite de N" définissant la suite

des retards vérifiant :
(a) Vi€ {1,...n}, 0<r(p) <p.
(b) Vi e {1,...,n} Pensemble {p € N, i € J(p)} est infini.

La notion de stratégie correspond aux numéros des composantes sur
lesquelles on travaille et rend bien compte du parallélisme; a l'itération p
on traitera en prallele les composantes i telles que i € J(p). La notion de
retards rend compte de ’asynchronisme avec lequel est traitée chacune des
composantes.

Dans la démonstration de son résultat, Miellou a utilisé une technique de

contraction en norme vectorielle définie comme suit :
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Définition 0.1
Une application F' de R" vers lui-méme est dite contractive par rapport a

x* € R" s’il existe une matrice T'" dans R™*" non-négative telle que :

(i) p(T) <1
(ii) |F(x) — F(z*)| < T|x — x*| Vo € R"

ou |z| est le vecteur a composantes les valeurs absolues des composantes
du vecteur z, et 'inégalité dans (ii) est vectorielle, ¢’est-a-dire vérifée com-
posante par composante.

Il a supposé 'hypothese suivante traduisant les retards bornés :

(c) Toute composante est mise a jour au moins une fois aprés chaque s
itérations consécutives (s € N*¥).

Il a alors montré le résultat suivant :

Théoreme 0.2
Si F' admet un point fixe x* et si elle est contractive par rapport a x*, alors

les itérations (0.5) convergent vers le point fixe z* de F'.

I1 est facile de vérifier que les conditions de Chazan-Miranker entrainent
celles de Miellou et donc ce modele est plus général que celui proposé par

Chazan-Miranker. En effet, on a la proposition suivante :

Proposition 0.3
Soit I'application F(x) = Bx + C' de R™ vers R" telle que p(|B]) < 1. Alors

1. F' admet un point fixe unique x*.

2. I est contractive par rapport a x* au sens de la définition 0.1.

En 1978 Baudet dans [5] a généralisé les itérations chaotiques de Chazan-
Miranker et de Miellou par des itérations qu’il a nommeées itérations asyn-
chrones. Il a proposé le modele suivant ou les retards considérés peuvent étre

infinis :
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(20 e R®
1 _ { z? si i¢ J(p)
' E® o ®y sioie J(p) (0.6)
1=1,...,n
~0,1,..

ot {J(p)},en est une suite de sous-ensembles non vides de {1,...,n} et
S ={(s1(p), ..., $n(p))} est une suite de N™ vérifiant pour tout ¢ € {1,...,n} :

(a) s (p)<p, VpGN
(b) I'ensemble {p € N, i € J(p)} est infini.

(c) hmsz():oo.

J(p) est 'ensemble des composantes relaxées a 'itération p.

p — s;(p) correspond au retard éventuel dii au i™¢ processeur lors du calcul
du i®™ bloc a 'itération p.

La condition (a) affirme que les valeurs du vecteur itéré utilisées a l'itération
p + 1 proviennent aux maximum de l'itération p. La condition (c¢) indique
que les valeurs trop anciennes sont écartées au fur et a mesure que les calculs

progressent.

Baudet a supposé que F' est contractive sur D C R" c’est-a-dire contrac-
tive par rapport a chaque x € D condition plus forte que celle proposée par

Miellou et a montré le résultat de convergence suivant :

Théoreme 0.4
Si F' est contractive sur un ensemble fermé D C R" et si F(D) C D alors

tout algorithme asynchrone (0.6) converge vers I'unique point fixe de F' dans
D.

Citons également les travaux de Bertsekas et Tsitsiklis [7],[8] et [9], ou les
itérés successifs appartiennent a des espaces emboités ce qui assure la con-
vergence, ce dernier travail ayant été repris par Miellou, Cortey-Dumont et
Boulbrachéne dans [19] en prenant en compte la propagation d’erreur d’ar-

rondi. Dans un context différent, El Tarazi[13] a également établi un résultat
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de convergence des algorithmes asynchrones par des techniques de contrac-

tion selon une norme scalaire appropriée.

La quasi-totalité des résultats de convergence concernant ces algorithmes
utilisent des techniques de contraction [5], [10], [13], [17], [21] ou des tech-
niques d’ordre partiel [12], [18]. Bahi dans [3] a donné un résultat de conver-
gence concernant les algorithmes paralleles asynchrones pour des problemes
linéaires de point fixe utilisant des opérateurs non-expansifs relativement a
une norme uniforme avec poids. Dans son travail, il a utilisé un processus
itératif non stationnaire, c’est-a-dire qu’il a pris une matrice T? qui varie a

chaque itération p, utilisant les hypotheses :

dJKeN, VpeN:p—K+1<s(p) <p 0.7)
(retards bornés) .
La suite de matrices {T"} oy converge vers
une matrice aracontractante
Qp (0.8)

par rapport a la norme uniforme pondérée, i.e.
T # Qr & [|Qrllcoy < [|7]lcoy, Yz €RT

Notre travail (voir Addou et Benahmed [1] et [2]), consiste a étudier la
convergence des algorithmes paralleles asynchrones associés a des opérateurs
non linéaires non-expansifs définis sur R™. Dans notre approche, nous avons
suivi les étapes traitées par Miellou dans [17] et par Bahi dans [3] et avons
donc supposé que les retards dus aux communications et aux différents calculs
sont bornés. Cependant, a la place de la condition (0.8) nous avons supposé
que 'application F' vérifie 'hypothese suivante :

Vo, o' € R", ||[F(x) — F(2')||? < (F(z) — F(2'), 2 — 2') (0.9)

ou (.,.) est le produit scalaire euclidien sur R™ et |..|| désigne la norme
euclidienne (associée), hypothese vérifée par une large classe d’opérateurs
comme nous allons le voir dans la section 2.2.

Nous montrerons dans un premier temps qu’étant donnée une applica-

tion F' non linéaire de R™ vers R™ et sous certaines conditions portées sur
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F, I'algorithme parallele asynchrone a retards bornés associé a l'applica-
tion F' converge vers un point fixe de F. Ensuite, dans un deuxieéme temps,
nous montrerons comment ces algorithmes sont bien adaptés au calcul des
solutions d'un opérateur 7" maximal fortement monotone défini sur R" et
au calcul des solutions d’un opérateur 7" maximal monotone dans le cas de
'algorithme parallele synchrone (sans retards) de Jacobi utilisant dans les
deux cas lapplication ' = (I + ¢T')~! ol ¢ est un réel strictement posi-
tif bien choisi. Nous appliquerons enfin ces derniers résultats aux calculs de
minimum de fonctionnelles, des points selle, des solutions des programmes

convexes et enfin des solutions du probleme de I'inégalité variationnelle.
Le reste du travail est organisé comme suit :

Dans le chapitre 1, nous présenterons les objets et résultats que nous al-
lons utiliser dans la suite. Nous citerons dans un premier temps des notions
d’analyse convexe, notamment concernant les fonctions convexes, fonctions
concaves et fonctions selle comme elles ont été définies dans Rockafellar[23].
Ensuite dans un deuxieme temps, nous parlerons des opérateurs maximaux
monotones et leurs propriétés notamment celles qui nous intéressent dans ce
travail, et nous terminerons le chapitre par une description plus ou moins
détaillée des algorithmes paralleles asynchrones associés a un opérateur F' de

R™ vers R™ dans son cadre général.

Dans le chapitre 2, nous démontrerons le résultat principal concernant la
convergence de l’algorithme général vers un point fixe d’'un opérateur non
linéaire F' de R™ vers R™. Nous montrerons ensuite la convergence de cet al-
gorithme vers la solution d’un opérateur maximal fortement monotone défini
sur R™ et la convergence de l'algorithme parallele synchrone de Jacobi vers

la solution d’un opérateur maximal monotone défini sur R".

Dans le chapitre 3, nous appliquerons les résultats du chapitre 2 aux
calculs du minimum d’une fonctionnelle, du point selle d’une fonction selle,
de la solution des programmes convexes et enfin de la solution du probleme

de l'inégalité variationnelle.
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Chapitre 1

Notions et résultats

préliminaires

Dans tout le chapitre, H désigne un espace de Hilbert réel muni du produit

scalaire noté (.,.) et de la norme associée notée ||..||.

L’ensemble des parties de H sera noté 2.

1.1 Notions d’analyse convexe

Toutes les définitions et propriétés citées dans cette section peuvent étre

consultées dans Rockafellar[23].

(a) Fonctions convexes

Considérons une fonction f définie sur H a valeurs dans | — oo, +0o0].

Donc f peut prendre la valeur 4oc0.

(al) Le domaine de f est 'ensemble
dom(f) = {x € H, f(z) < +00}
(a2) L’épigraphe de f est I’ensemble

epif ={(x,c) € H xR, f(z) <c}

14
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(a3)

(a5)

La fonction f est dite

— convexe sl :
flx+ 1 —=t)2") <tf(x)+ (1 —1t)f(z") Va,2" € H, Vt € [0,1]
— a-fortement convexe (a > 0) si :

{ flte+ (1 —t)a') <tf(z) + (1 —1)f(2') = 3at(1 = t)||lz — 2'||?
Ve, o' € H, Vt € [0,1]

La fonction convexe f est dite propre si son domaine dom(f) est un
ensemble non vide. Nous utiliserons aussi ’écriture f # 400 pour

dire que f est propre.

La fonction f est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) si pour

tout ¢ € R, ’ensemble
{reH, f(z)<c}

est un ensemble fermé.

Des exemples et propriétés des fonctions convexes et s.c.i. peuvent

étre trouvés dans les cours de topologie générale.

Soit f une fonction convexe et propre. Si f est s.c.i. alors on dit que

f est fermée.

Un élément x de H est dit sous-gradient de f au point x¢y € H si
@) = flzo) + (0, —a0), Vo' € H

L’ensemble des sous-gradients de f en z( est appelé sous-différentiel
de f au point x¢ et est noté par 9f(xq). L'opérateur multivoque!
Of : xg — Of(xg) est appelé sous-différentiel de f. L’ensemble
Of(xp) est un convexe fermé qui peut étre vide, et si df(zg) # o,

alors f est dite sous-différentiable en x.

Woir la définition des opérateurs multivoques dans la section 1.2.
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(b) Fonctions concaves

Soit maintenant une fonction g : H — [—00, +00].

La valeur 400 est exclue alors que la valeur —oco est possible.

(b1)

(b2)

(b3)

(b4)

(b5)

Le domaine de g est I’ensemble
dom(g) ={z € H, g(x) > —o0}

L’épigraphe de g est ’ensemble

epig ={(z,c) € H xR, g(z) = c}
La fonction ¢ est dite
— concave si la fonction —g : H —] — 00, +00] est convexe.
— a-fortement concave (a > 0) si la fonction —g est a-fortement
convexe.
La fonction concave g est dite propre si la fonction convexe —g est

propre, c’est-a-dire s’il existe x € H tel que g(z) > —oo (dom(g) #

P).

La fonction g est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) si —g

est s.c.i., autrement dit, si pour tout ¢ € R, 'ensemble
{z € H, g(x) =}
est un ensemble fermé.

Soit f une fonction concave et propre. Si f est s.c.s. alors on dit

que f est fermée.

Pour chaque yo € H, lensemble 0g(yo) est défini comme étant

I’ensemble des y € H tels que :

9" < gwo) + W, v —wo), Yy e€H
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Les éléments y de Jg(yo) sont appelés sous-gradients de g au point
Yo, et la multifonction yog — dg(yo) est appelée sous-différentiel de
g, bien qu’on aurait pu utiliser les termes super-gradients et super-
différentiel.

Remarquons que  dg(y) = —9(—9g)(y)

(c) Fonctions selle

Considérons deux espaces de Hilbert H; et Hs, chacun muni d’un produit

scalaire que nous notons (, ) pour simplifier et L une fonction de H; x Ho

a valeurs dans [—o0, +00].

(c1)

Un point selle de L est un point (g, yo) de Hy X Hy caractérisé par
L(Io,g/) S L(manO) S L(:L‘7y0)a V(l’,y) € Hl X H2
c’est-a-dire :

L(xo,y0) = inf L(%yo) = sup L(zo,y)
rcH; yE€H>

On dit que L est une fonction selle si elle est convexe-concave, c’est-
a-dire si,
la fonction L, : ¢ — L(z,y) est convexe Yy € Hj et

la fonction L, : y — L(x,y) est concave Vx € Hj.

On dit que L est une fonction a-fortement convexe-concave (a > 0),

si L(x,y) est a-fortement convexe en z et a-fortement concave en y.

Soit L une fonction selle sur H; x Hy. Définisons

domy(L) ={x € Hy : L(z,y) < +o0, Yy € Hy} = m dom(Ly)
yEH>
domo(L) ={y € Hy : L(x,y) > —o0, Yz € H,} = ﬂ dom(L,)
xeH,
domy (L) est une partie convexe de Hj.

doms(L) est une partie convexe de Hj.
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Le produit cartésien (convexe)
dom(L) = domq(L) x domsy(L)
est appelé domaine effectif de L, puisque
Vo € domy (L), Yy € domo(L), —oc0 < L(x,y) < +00

et donc L est finie partout sur dom(L).

La fonction L est dite propre si dom(L) # ¢.

Soit L une fonction selle propre sur H; x Hs. On dit que L est
fermée si,

la fonction x — L(z,y) est s.c.i. sur Hy Yy € Ho,

et la fonction y — L(x,y) est s.c.s. sur Hy Va € Hj.

Soit L une fonction selle sur Hy x Hy et (zg,y0) un élément de
H, x H,. Définissons

O1L(x0,Y0) = Ox L (0, 10)

comme étant I’ensemble des sous-gradients de la fonction convexe

L(.,y0) en z, i.e. 'ensemble des vecteurs = de H; tels que
L(Z’l,yo) 2 L($07y0) + <$7 x/ - $0> ) V.T/ € Hl
De facons similaire, nous définissons

Do L(wo,90) = OyL(z0,%0)

{y € Hy: L(xo,y') < L(xo,v0) + (¥, ¥ — v0), Yy € Hy}

comme étant I'’ensemble des sous-gradients de la fonction concave
L(zo,.) en y.

Les éléments de 'ensemble

OL(x0,y0) = 01L(x0,y0) X 32[1(1‘0, Yo)
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sont alors définis comme étant les sous-gradients de L en (zg, yo).
Et Papplication multivoque 9L : (zg,y0) — OL(xg,yo) est appelée
sous-différentiel de L. Les éléments de dL(xo,yo) sont les vecteurs
(r,y) € Hy x Hy vérifiants :

L(a',y0) — (x, 2" — x0) > L(w0,y0) > L(z0,y") — (4, ¥ — yo)
V(Q?,,y,) € H1 X H2

Notons que pour tout (zg,yo) € Hy x Ha, OL(x¢, yo) est un ensemble
convexe fermé de H; x Hs qui peut étre vide.

1.2 Notions d’opérateurs maximaux monotones

Beaucoup de probléemes (problemes de minimisation de fonctionnelles,
problemes de minimax, problemes des inégalités variationnelles...) peuvent
se ramener a la détermination des solutions (ou zéros) d’un opérateur mul-
tivoque maximal monotone A, c’est-a-dire des éléments x de H satisfaisant

0 € Az, d’ou I'utilité de ces opérateurs.

Les définitions et propriétés que nous allons citer dans cette section, le

lecteur pourra les retrouver dans Brézis[6] et Deimling[11].

(a) Un opérateur multivoque sur H est une application A : H — 2.
Donc, pour chaque x € H, Ax représente une partie de H qui peut étre

vide.

Le domaine de A est ’ensemble
D(A)={z € H: Ax # ¢}
L’image de A est ’ensemble

R(A)={Az, e D(A)} = | Az
z€D(A)
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Le graphe de A est I'ensemble
G(A)={(z,y):xz € D(A) etye Az} C Hx H

qui sera identifié a 'opérateur A.

Si pour tout z € H, 'ensemble Az contient au plus un élément, on dira

que A est univoque.

L’inverse de A est 'opérateur A~! dont le graphe est le symétrique du

graphe de A, i.e.

et on a

Si A et B sont deux opérateurs de H, a et 3 deux réels, alors on définit

aA + BB comme étant 'opérateur
r — aAz + By = {au+ pv:u € Az et v € By}

Un opérateur univoque A sur H est dit k-lipschitzien ou lipschitzien de

rapport k (k > 0) par rapport & une norme ||..|| si
Vr,y € D(A), ||Az — Ay|| < kljz — y||

—si k=1, alors A est dit non-expansif.

—si k < 1, on dit que A est contractif ou contraction de rapport k.

Un opérateur linéaire A défini sur H est dit :
— symétrique si

Ve,y € H, (y, Ax) = (Ay, z) .

— semi-défini positive ou tout simplement positif si

Ve e H, (Az,z) > 0.
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Un opérateur multivoque A de H est dit :

— monotone si
Vo, ' € D(A), (y—y,x—2') >0Vy € Az, Vy' € Ax’
— strictement monotone si
Vo, 2’ € D(A), (y—y,x—2') >0Vy € Az, Yy € Az’
— a-fortement monotone (a > 0) si
Va,2' € D(A), (y —y,x —2') > allx — 2'||* Vy € Az, Vy € Ax/

Exemples d’opérateurs monotones :

(d1) Si A est un opérateur monotone, alors les opérateurs AA (A > 0) et

A~1 sont monotones.

(d2) Si F' est une application non-expansive sur H, alors l'opérateur
I — F est monotone (I étant l'identité de H).

(d3) Si A et B sont deux opérateurs monotones alors la somme A + B

est un opérateur monotone.

(d4) Si f : H —] — 00, 400] est une fonction convexe propre, alors le

sous-différentiel Jf est monotone dans H.

(d5) T est a-fortement monotone (a > 0) <= lopérateur 7" =T — al

est monotone.

Soient A et B deux opérateurs monotones de H. Alors

D(A) c D(B)

GA)c GB) = { Ve € D(A), Az C Bz

Un opérateur A monotone est dit maximal monotone s’il est maximal
dans ’ensemble des graphes monotones par l'inclusion, c’est-a-dire si le
graphe G(A) n’est contenu dans le graphe d’aucun autre opérateur mono-
tone B : H — 2.
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En général, pour montrer qu'un opérateur monotone A est maximal, nous
prenons un (z,y) € H x H tel que (y — B,z —a) > 0, V(a, ) € G(A)
et nous montrons que x € D(A) et y € Aux.

Exemples d’opérateurs maximaux monotones :

(f1) Si A est un opérateur maximal monotone, alors les opérateurs A~*

et AA (A > 0) sont maximaux monotones.

(f2) La somme de deux opérateurs A et B maximaux monotones n’est

pas forcément maximal monotone.

(f3) Le sous-différentiel 0f d’une fonction convexe propre et s.c.i. sur H

est un opérateur maximal monotone (Rockafellar[23]).

(f4) Un opérateur univoque A monotone et hémi-continue? est maximal

monotone.

La proposition suivante donne une caractérisation des opérateurs maxi-

maux monotones.

Proposition 1.1

Soit A un opérateur de H. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est maximal monotone.
(ii) A est monotone et R(I + A) = H.

(iii) YA > 0, Papplication Ay = (I+ A)~! est non-expansive définie sur

H tout entier.

Preuve.
Voir Brézis[6].

Nous verrons dans le chapitre 3 d’autres exemples fondamentaux d’opérateurs
maximaux monotones que nous allons utiliser comme applications. Ces

opérateurs sont construits pour résoudre les problemes de minimisation

2 Cest-a-dire vérifiant lim (A(z +ty),h) = (Ax,h), Vo,y,h € H.

t—0t
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de fonctionnelle et bien d’autres problemes liés a I'analyse convexe. Le

lecteur intéréssé trouvera ces exemples dans Rockafellar[24], [25] et [26].

1.3 Algorithmes asynchrones

Les algorithmes asynchrones sont utilisés pour traiter de fagon parallele
des problemes qui prennent en considération l'interaction de plusieurs pro-
cesseurs. Ces algorithmes apparaissent comme une extension naturelle de la

méthode des approximations successives :
2Pt = g(a?), 2° € R™, p=0,1,...

ou chaque x? est un vecteur a n composantes et g est une fonction de R" vers

lui-méme.

Dans le calcul itératif parallele, au cours d’une itération chaque processeur
execute la tache qui lui a été confiée (phase de calcul ou d’activité) pour
ensuite communiquer ses résultats aux autres processeurs afin de les utiliser
dans le calcul de l'itération suivante (phase de communication). Selon le mode
utilisé pour effectuer ses deux phases, on distingue trois classes d’algorithmes

itératifs paralleles (voir Bahi et al.[4]) :

1. Algorithmes avec itérations synchrones et communications synchrones
(ISCS) :
Pour cette classe d’algorithmes, les processeurs commencent leurs itérations
en méme temps et les échanges de données sont réalisés a la fin d’'une
itération. Le principal inconvénient de ces algorithmes vient des com-
munications synchrones qui pénalisent fortement les performances. Comme
on peut le voir sur la figure 1.1, il peut y avoir beaucoup de temps morts
entre les itérations selon les performances des processeurs et la vitesse
des communications. Apres parallélisation, les itérations de ces algo-
rithmes sont identiques a celles réalisées par les algorithmes séquentiels.
La convergence est également la méme que dans le cas séquentiel. Par
contre les communications synchrones représentées par des fleches sur

la figure précédente peuvent étre fortement pénalisantes.
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1 1 1 Caleul (‘":_'l!"'

Processeur 1

Processeur 2

J, Tk 1 F & L F I g
liération 1  ltération 2 Itération 3 ! lieration 4

Temps

Fi1G. 1.1: Exemple d’algorithme ISCS.

2. Les algorithmes avec itérations synchrones et communications asyn-

chrones (ISCA) :

Pour cette classes d’algorithme, les processeurs attendent d’avoir recu
les données nécessaires mises a jour a l'itération précédente pour com-
mencer la suivante. Par contre, les données (ou groupes de données)
nécessaires a un autre processeur sont envoyées des que possible de
maniere asynchrone pour obtenir un recouvrement des communications
par les calculs restants a faire dans l'itération courante. Ce schéma
compte sur une bonne probabilité que les données soient recues sur le
processeur destination avant qu’il ait fini son itération courante. Ainsi,
il n’aura pas de délai d’attente pour commencer son itération suivante.
Ce recouvrement partiel des communications par du calcul implique
moins de temps morts entre les itérations et donc de meilleures perfor-
mances globales. Ce systéme de communication implique aussi que les
processeurs peuvent ne pas commencer leurs itérations tous en méme
temps. Néanmoins, la notion de synchronisme reste valable en termes
d’itérations puisqu’a tout instant t, il n’est pas possible d’avoir deux
processeurs effectuant des itérations différentes. Ils sont soient en train
de calculer la méme itération, soit en train d’attendre les données pour
la suivante. Malgré tout, ce schéma n’élimine pas tous les temps morts
(voir figure 1.2) puisque le recouvrement n’est pas possible pour les
dernieres données calculées sur le processeur le plus en retard. Enfin,
comme la précédente, cette classe d’algorithmes a aussi le méme com-
portement que l’équivalent synchrone en ce qui concerne les calculs

effectués et donc les mémes propriétés de convergence.
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Processeur 1

Processeur 2

' ltération 1 1 Itération 2 Itération 3 1 hération 4

Temps

Fia. 1.2: Exemple d’algorithme ISCA.

3. Les algorithmes avec itérations asynchrones et communications asyn-
chrones (IACA) :
Dans cette troisieme et derniere classes d’algorithme, qui est la plus
générale, les processeurs effectuent leurs itérations sans tenir compte
de 'avancement des autres. Il n’y a plus d’attente des données venant
d’autres processeurs pour commencer une itération, chaque processeur
effectue ses calculs en utilisant les dernieres valeurs connues de chaque
donnée. Comme il n’y a plus d’attente dues aux communications, il n’y
a plus non plus de temps morts entre les itérations, comme on peut
le voir sur la figure 1.3. Contrairement aux deux classes précédentes,
les itérations effectuées ne sont plus forcément les mémes que dans
I’équivalent séquentiel puisque celles-ci vont dépendre des instants ou
sont recues et prises en compte les données. La figure 1.3 montre bien
ce phénomene : il n'y a plus aucune période d’inactivité en terme de
calcul et on remarque également qu’a un méme instant t, les deux pro-
cesseurs peuvent étre en train de calculer une itération différente.
Certains problemes spécifiques apparaissent alors tels que la détection
de convergence et la procédure d’arrét de l’algorithme. Il y a aussi
des problemes liés a I'implantation qui implique 'utilisation d’'un en-
vironnement de programmation adéquat. Néanmoins, ces algorithmes
restent assez pratiques a mettre en oeuvre et se révelent surtout les plus

performants particulierement dans un contexte de calcul sur la grille.

Notons par « le nombre de processeurs utilisés (o« € N*), et décomposons
(6%

I'espace R™ sous forme de produit [[ R™ ou n; sont des entiers naturels
i=1
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Processeur 1

Processeur 2

Temps
Fi1G. 1.3: Exemple d’algorithme TACA

(e}
non nuls et n = > n;. Tous les vecteurs x € R"™ considérés seront alors
i=1
décomposés sous la forme
r = (x1,...,2,) avec x; € R™

N

Comme exemple, supposons qu’on travaille avec des vecteurs de R0 &
dix composantes sur une machine comportant seulement quatre processeurs.
Alors une décomposition possible de R!® est R = R3? x R3 x R? x R2.
Et donc chaque vecteur x de R!Y s’écrira comme x = (zy, %9, 73, 14) OU
z1 ER3 25 € R, 253 € R? et 24 € R?.

Munissons chaque R™ du produit scalaire euclidien (.,.), et de la norme
1/2

associée ||..||; = (.,.);

de telle facon que l'espace R™ soit muni du produit

scalaire
(07

(x,y> = Z <xzayz>l ou z,y € R"™
i=1
et de la norme associée

1/2 n
Izl = (@, 2)? = O llaill})'?, z € R
i=1

Nous munissons aussi ’espace R™ de la norme uniforme définie par

%[0 = max ||zl , z € R
1<i<a

Considérons une application F' de R™ vers R".

Pour chaque € R", F/(z) est donc un vecteur de R™ qui s’écrit sous la forme

F(z) = (Fi(x), Fa(x), ..., Fo(2)),
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avec Fi(x) € R™ pouri =1,2,...,«

Les itérations asynchrones telles qu’elles sont proposées par Baudet[5] sont
alors définies de la facon suivante :

Soient, J = {J(p)},cy une suite de sous ensembles non vides de {1, ..., o}
appelée stratégie et S = {(s1(p), .., $a(p))} ey une suite de N* définissant

les retards.

Pour un vecteur initial 2% = (29, ...,23) € R, la suite {27} _ est défini

par,

p+l Fz’(xil(p)a ---,ﬂfza(p)) si i€ J(p)
xy st i ¢ J(p)

1.1
1=1,..,« (L)

p=20,1,..

(Voir Baudet[5], El Tarazi[13] et introduction).

On I'appelle algorithme asynchrone associé & F et il sera noté (F,2°, J, ).

(a) Cet algorithme décrit le comportement d’un processus itératif exécuté de
facon asynchrone sur une machine parallele comportant « processeurs.

A chaque itération p+ 1, le i™ processeur calcule 27 1 en utilisant (1.1).

J(p) est 'ensemble des composantes relaxées a 'itération p.

p — si(p) correspond au retard éventuel di au "¢ processeur lors du

calcul du ™ bloc a l'itération p.

(b) Dans le cas des retards nuls :
silp) =p, Vpe N, Vie {1,...,a}

(1.1) décrit le comportement d’un algorithme synchrone (sans retard).

Pendant chaque itération p + 1, chaque processeur exécute un nombre
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de calculs qui dépend des résultats des calculs des autres processeurs a

I'itération p. A l'intérieur de chaque itération, chaque processeur n’entre

pas en interaction avec les autres processeurs, toutes les interactions au-

ront lieu a la fin des itérations.

Si de plus, Vp € N :

(bl) J(p) = {1,...,a} alors (1.1) modélise I'algorithme de Jacobi par
blocs.

(b2) J(p) = {p mod o+ 1} alors (1.1) modélise Ialgorithme de Gauss-
Seidel par blocs.

Pour plus de details sur les algorithmes asynchrones voir (3], [5], [18], [13]
et [9]. Le lecteur trouvera dans [19] une collection d’un grand nombre de
papiers traitant des itérations asynchrones (résultats théoriques et applica-
tions).
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Chapitre 2

Convergence de P’algorithme

général

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de la convergence des algorithmes
itératifs de relaxation asynchrones pour résoudre un probleme général de
point fixe. La modélisation de ces algorithmes asynchrones a été développée
successivement par Chazan et Miranker [10] dans le cadre linéaire, Miellou
[17], Baudet [5], Bertsekas et Tsitsiklis [8] dans le cadre non linéaire ; citons
également les travaux de F. Robert ([21],[22]) dans le cas synchrone. La
modélisation de ces algorithmes est effectuée en introduisant une stratégie
de choix des composantes pour rendre compte du prallélisme ainsi qu’'une no-
tion de retards pour rendre compte de I’asynchronisme entre les processeurs

(voir introduction).

2.2 Le cas asynchrone

Dans cette section, nous allons démontrer la convergence de 1’algorithme
paralléle asynchrone (1.1) avec des retards bornés vers un point fixe d’un
opérateur F' non linéaire non-expansif de R™ vers R” relativement a la norme

uniforme ||..||o sur R™.

29
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Théoréme 2.1

Supposons

(ho) 3 une sous-suite {p }ren telle que, J(pr) = {1,...,a} et Vi € {1,...;a} s;(px) =

Pr

(h1) 3s € N, tel que, Vi € {1,...,a}, VpeN, p—s <si(p) <p

(he) Ju € R", F(u) =u

(hs) Va, 2" € R", |[F(2) = F(2')]lo0 < [l — 2|0

(ha) Yo,z € R™, [|F(z) — F(2)|* < (F(x) = F(a'), 2 — o)

Alors pour tout 2° € R", les itérations (1.1) convergent vers x* point fixe de
F.

Preuve.

Nous procédons en trois étapes :

: - : b i
(i) Nous montrons en premier lieu que la suite {[|2” — ul|oo}, ey €st conver
gente. Pour cela, pour p € N, considérons les (s+1) itérés a?, xP~1, ... 2P~*

du processus et posons

2F = max |27 — uljoo = max [|2' — uls
0<i<s p—s<I<p

Alors, Vi € {1,...,a} on a:
ou bien ¢ ¢ J(p) et donc

p+1 D
i

|z —uilli = ||l“i — uill;
< pr _uHoo
< max |27 — ul|s
0<I<s
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ou bien ¢ € J(p) et donc

27 — wills

donc

c’est-a-dire

par conséquent

Zerl —

<

= ||E@Y, .z ®) — E ()],

< FEH, Lz — Fu)]|s

< @, i) — u) s (grace A (hy))
= [« ), (1<j<a)

< @) — |

IA
|
=
S
"
=

Vie{l,..,a}, ||a8™ —ull; < 2P

27 — oo < 27

max [|2P 17! — o

0<I<s

Max{ max |27 — ul|s , [|2PT — uHoo}
0<i<s—1

Zp

ce qui prouve que la suite {27}  est décroissante (positive) donc con-

vergente. Sa limite est

lim 2P
p—00

= lim max [[277! — u|s
p—oo 0<I<s

= lim [|2277® — | (0 <j(p) <s)
p—00

= lim ||2? — ul|o
p—o0



tel-00134642, version 2 - 5 Mar 2007

32

A. Benahmed

ceci prouve que la suite {||z? — ul|oo}, ey est convergente.

: . _— : »
Dans (i) nous avons montré en particulier que la suite {z }peN est
bornée. Prenons alors la sous-suite {py}, . définie par (hg). Comme la
i Pi 4 _sui 4 i L P
suite {2P*}, .y est bornée, elle admet une sous-suite notée aussi {z7* },
qui converge vers un z* de R™. Montrons alors que x* est un point fixe

de F'. Pour cela considérons la suite
yr=a"—F(a"), peN

et montrons que lim y?* = 0.
k—o0

[P —ul* = [ly™ + F(a?) - ul®
lyPe (I + [ (2P) = ul|® + 2 (F(aP*) — u,y?*)

d’ou
Pl = Nl — wll* = | F (@) — ull® = 2 (F(z") — u, y™)
(F(aP*) —u,yre) = (F(aP) = F(u), 2™ — F(2™))
= (F(a™) = F(u), [27 = F(u)] = [F(2™) = F(u)])
= (F(a™) = Fu), 2™ —u) = ||[F(a™) — F(u)|]”
> 0 (grace a (hy))
dol,

lyPel® < fla? = wll* = [|F(2*) — ul]®

= 2P —ul* = a7 — ul® (grace & (ho))

Or d’apres (i) la suite {||27 — ul|o},cy est convergente, donc la suite
{ll2? — ull},cn est aussi convergente (normes équivalentes). Par con-
sequent, toute sous-suite de {[[2? — u||} oy est convergente et vers la

méme limite. D’ou,

lim ||z —wl = lim [|2PT! — ||
p—00 k—oo
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d’ou on tire

lim [ly™[| =0
k—o0
c’est-a-dire
Jim 7+ =0
par conséquent
z*—F(2*)=0

et donc z* est bien un point fixe de F.

(i47) On démontre comme dans (i) que la suite {||2? — 2*[|o } o est conver-
gente, sa limite est

lim |27 — 2%||oo = lim ||aP* — 2%||c =0
pP—00 k—oo

Ce qui prouve bien que 2P — z* pour la norme ||..|| . ]
qul p q p oo

Remarque 2.1
L’hypothese (ho) signifie que de temps a autre (aprés quelques itérations)
les processeurs se synchronisent et mettent a jours leurs données en les

échangeant. Cette sous-suite peut tres bien étre programmée par I'utilisateur.

Remarque 2.2

L’hypothese (hy) signifie que les retards dus aux communications entre pro-
cesseurs et aux différents temps de calcul sont bornés, ce qui revient a sup-
poser qu’au bout d’au plus (s + 1) itérations, tous les processeurs finissent

par mettre a jour leurs données.

Remarque 2.3

L’hypotheése (hy) est vérifiée par une large classe d’opérateurs, nous citons
par exemple la résolvante F = (I+AT)~! (o1 A > 0) associée a un opérateur
T maximal monotone (voir lemme 2.3 ci-dessous). Aussi, la projection p. d’un
espace de Hilbert réel H sur un convexe fermé non vide C, c’est-a-dire pour

x € H, p.(x) est 'unique élément de C' satisfaisant :

D — inf llz —
|z = pe(@)ll = inf Jlo —y]
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Pour la preuve, voir Phelps[20], Examples 1.2.(f) et Deimling[11], proposi-
tion 9.2. Dans le cas linéaire, nous pouvons citer par exemple les opérateurs
linéaires symétriques positifs et non-expansifs, comme le montre la proposi-

tion suivante :

Proposition 2.2
Soit A un opérateur linéaire symétrique positif et non-expansif défini sur un
espace de Hilbert réel H. Alors A vérifie 'hypothése (hy).

Preuve.

(i) L'opérateur B = I — A est symétrique. En effet, Va,y € H

<B‘Tay> = <ZE - A‘Tay> = <I7y> - <A$,y>
= (z,y) — (z, Ay) = (z,y — Ay)
= <33,By>

(i) L’opérateur B est positif. En effet, Vo € H
(Bz,z) = (v — Aw,z) = |[z|* — (Az,2) > 0

car  (Az,z) < [|Az||]|z]] < [l]*.

(7ii) Les opérateurs A et B commutent. En effet,
AB=AI—-A)=A—-A*= (1 - A)A=BA

(iv) L'opérateur AB est symétrique. En effet, Va,y € H
(ABzx,y) = (Bx, Ay) = (xz, BAy) = (z, ABy)

(v) L’opérateur AB est positif (voir preuve dans [15], théoreme 10.7).
(vi) L’opérateur A vérifie ’hypothese (hy). En effet, Vo € H

(Az, ) — ||Az||? = (Av, 2 — Az) = (Az, Bx) = (ABx,2) >0
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2.3 Algorithme synchrone de Jacobi

Dans ce cas, nous supposons que pour tout p € N

Sz(p) =D Vi S {17 LS Oé}
J(p) ={1,....a}
qui décrit un algorithme paralléle synchrone sans retards. Nous pouvons alors

nous passer de 'hypotheése (h3) comme le montre le théoreme suivant :

Théoreme 2.3
Sous les hypothéses (hsa), (hy) et
(hy) VP €N, J(p) = {1,...,a} et si(p) =p, Vi € {1,...,a}
l’algorithme paralléle synchrone de Jacobi défini par
0= (29, ..,2%) e R"
gt = Fy(ah, ..., ah)
1=1,...,«
p=12..

converge dans R" vers x* point fixe de F.
Preuve.

(i) Grace a (hy), 'application F' est non-expansive par rapport a la norme

euclidienne. En utilisant (2.1), nous obtenons
1274 —u| = |F(2") = F(u)]| < [|l2” — u]

Ce qui prouve que la suite {27 — ul|}, oy est décroissante (positive) donc
convergente, donc la suite {||27 — ul|oo }, e st convergente. La suite (bornée)
{2} en admet alors uns sous-suite notée {z"*},  qui converge vers z* de
R".

Les étapes (ii) et (iii) sont similaires a celles du théoreme 2.1. [

2.4 Solution des opérateurs maximaux mono-

tones

Les opérateurs maximaux monotones ont été étudiés de maniere exten-

sive pour leurs roles dans ’analyse convexe (minimisation de fonctionnelles,
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problémes de minimax, ...) et dans quelques équations aux dérivées partielles.

Dans cette section, nous appliquerons 'algorithme parallele asynchrone
au calcul des solutions des opérateurs maximaux fortement monotones et 1’al-
gorithme parallele synchrone de Jacobi au calcul des solutions des opérateurs
maximaux monotones. Ces résultats généraux concernant ces opérateurs,
vont étre appliqués dans le chapitre suivant lors de la résolution de quelques

problemes liés a ’analyse convexe.

Théoreme 2.4
Soit T' un opérateur multivoque maximal a-fortement monotone sur R" (a >

0). Alors
1. T admet une unique solution x*.
2. Tout algorithme paralléle asynchrone (1.1) a retards bornés associé a

Iapplication univoque F = (I + ¢T')™! ot ¢ > % converge dans R"

vers la solution x* de 'opérateur T'.

Preuve.

Elle est donnée sous forme de lemmes :

Lemme 2.1
Soit T un opérateur maximal monotone sur R" et F' = (I +¢T)™1, (¢ > 0).

Alors les solutions de T sont exactement les points fixes de F' sur R".
Preuve du lemme 2.1.

0eTr <— zxze(l+d)
— z={U+cT) 'z
— z=FIz

Lemme 2.2

Soit T' un opérateur maximal a-fortement monotone sur R (a > 0) et F' =
(I +cT)7 ! (¢ >0). Alors

(a) F' admet un point fixe unique z*.
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(b) Pour ¢ > @, Papplication F' est non-expansive par rapport a la norme

||..|| o sUr R™

Preuve du lemme 2.2.

(a)

Considérons 7" =T —al, B = 1+1ac et F/ = (I+BcT")7t. Pour z,y € R",

nous avons

y=F(x) rey+cly
re(l+ac)y+c(T —al)y
px € B(1+ ac)y + BT’y
Bz e (I +pcI)y

y = F(fz)

c’est-a-dire , Vo € R", F(x) = F'(fx).

Comme T est a-fortement monotone (maximal), 'opérateur 7" est maxi-

1711170

mal monotone et donc lapplication F' = (I + 3c¢T")~! est non-expansive
par rapport a la norme euclidienne ||..|| sur R (proposition 1.1) . D’ou
Vo, 2’ € R”

1F(x) = F()|| = | F"(Bx) — F'(Ba")|| < Bl — 2|

1
1+4ac

admet un point fixe unique x* (théoreme du point fixe de Banach) qui

Comme 3 = < 1, 'application F' est une contraction sur R" et donc

sera la solution de l'opérateur 17" d’apres le lemme 2.1.

La norme euclidienne et la norme uniforme sur R” sont équivalentes suiv-

ant la relation :

lle0 < [l2ll < Vallzllo , Yz € R"

Alors, Vx, 2’ € R™

I1F(z) = F(2')|| < Bllz — 2|

entraine

[F(x) = F(2')lo < Bvallz — 2w

= Pracllz =2/l
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11 suffit donc de choisir ¢ tel que

c’est-a-dire

Lemme 2.3

A. Benahmed

(2.2)

Soit T' un opérateur maximal monotone et F' = (I + c¢T)™! (¢ > 0). Alors F

vérifie 'hypothese (hy).

Preuve du lemme 2.3.

Prenons z, 2’ dans R™ et montrons que
|F(2) = F(a)|? < (F(a) = F(a'),z — )
Soient y = F(x) et y = F (') donc,

rey+cly
ey +cly

c’est-a-dire
rx—yecly
=y ecly

Comme ¢ > 0, 'opérateur ¢I' est monotone, et donc

(r—y) = (" =y)y—9)>0

(z—a"y—y)—ly—yI*>0
c’est-a-dire
|F(x) — F(2)||” < (F(x) — F(a), 2 — 2')

et le théoreme est entierement démontré.
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Remarque 2.4
Pour z € R", I'image F(z) = (I +cT) 'z doit étre vue comme étant I'unique

élément y de R™ vérifiant x € y+ ¢T'y, c'est-a-dire vérifiant ¢~ (x —y) € Ty.

Remarque 2.5

La condition de monotonie forte sur 'opérateur T' a assuré 'existence d’un
point fixe de F et la non-expansivité de I'application F = (I +¢T)™! (¢ > 0)
par rapport a la norme ||..||». Dans le cas de I’algorithme paralléle de Jacobi,
on peut se passer de cette hypothése et ajouter I'hypothése (hy) d’existence

de solutions. Nous pouvons alors énoncer :

Théoreme 2.5
Soit T un opérateur multivoque maximal monotone sur R" tel que T~10 # ¢.
Alors tout algorithme paralléle synchrone de Jacobi (2.1) associé a Iapplica-

1

tion univoque F' = (I 4+ ¢T')~! ou ¢ > 0 quelconque, converge dans R™ vers

x* solution du probléeme 0 € Tx.
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous appliquerons les résultats du chapitre précedent,
notamment les théoremes 2.4 et 2.5 a quelques problemes liés a ’analyse

convexe.

3.1 Minimum d’une fonctionnelle

Commencons par cette proposition qui fournit une caractérisation des

fonctions fortement convexes.

Proposition 3.1
Soit f : R™ — RU{+o0} convexe propre et s.c.i. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes :
(a) f est a-fortement convexe.
(b) Of est a-fortement monotone (a > 0).

(¢) pour y € df(x) on a pour tout 2’ € R" :
, , 1
f(@) = (@) + (g 2" —x) + Sall2’ — =|)”

Preuve.
Voir Rockafellar[26], proposition 6. [ ]

Nous pouvons alors énoncer :

40
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Corollaire 3.2

Soit f : R" — RU {+oo} a-fortement convexe propre et s.c.i.! Alors
1. f admet un minimum unique x*.

2. Tout algorithme paralléle asynchrone (1.1) a retards bornés associé a
Papplication F = (I +c0f)~! o1 ¢ > % converge vers x* le point de

minimum de f sur R".

Preuve.

En remarquant que
0€df(xg) <= f(z)> f(zo) Ve €R"

< [f(zo) = min f(z)
zeRM
nous déduisons que les solutions de 'opérateur 0 f sont exactement les points
de minimum globaux de f.
Le sous-différentiel 0f est maximal (voir exemple (f3) page 22) a-fortement
monotone (proposition 3.1). On applique alors le théoréme 2.4 & opérateur

df pour conclure. |

Remarque 3.1

Dans Ie cas oti f est convexe (non nécessairement fortement convexe) propre et
s.c.i., le sous-différentiel 0f est maximal monotone. On peut alors appliquer
le théoréme 2.5 a Dapplication F = (I + cOf)~! (¢ > 0 quelconque), nous

obtenons alors,

Corollaire 3.3

Soit f : R" — RU{+oc0} convexe propre et s.c.i. telle que le probléme de
minimisation rﬁiln f(z) admette une solution. Alors tout algorithme parallele
synchrone de Jacobi (2.1) associé a I'application F = (I + cOf)™" (o1 ¢ >0

quleconque) converge vers x* point de minimum de f sur R".

! Voir les définitions (a3), (a4) et (ab) dans la section 1.1
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3.2 Point selle

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer le théoreme 2.4 au calcul de
point selle d’'une fonction selle L : R" x R™ — [—00, +00]. Nous rappelons

qu'un point selle de L est un point (z*,y*) de R™ x R™ caractérisé par :
L(z*,y) < L(z*,y*) < L(z,y*), Y(z,y) € R" x R™

c’est-a-dire :

L * * — : L * — L *
(%,9") = min L(z,y") = max L(z",y)

Nous associons a la fonctionnelle L 'opérateur multivoque 17, défini sur R™ x

R™ par,

L(x,y') + (9 —y) < L(z,y) < L(a',y) — (z,2" — x)

,t) e Tr(x, <=
(Z ) L(x y) {V(m’,y’)ER"XRm

(3.1)
Autrement dit
Tp(w,y) = {(2,t) € R* x R™ : (2,~t) € OL(x,y)}
Et donc
L N < L < L(2
(07 0) € TL(-T;a y) < (x; y,) - ?(;E’ y> T; (.’L’ ay)
V(z',y) e R" xR (32)

<= (x,y) est un point selle de L

Ce qui signifie que les points selle globaux de L (par rapport a la min-
imisation en x et la maximisation en y) sont les éléments (z*, y*) solutions
du probleme (0,0) € Ty (z*, y*). Autrement écrit :

(0,0) € Tr(z",y") < (z*,y") = arg min max L(z,y)
zeR™ yeR™

Le résultat suivant du & Rockafellar[24] fournit des conditions suffisantes

pour la maximal monotonie de I'opérateur T7,.
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Proposition 3.4
Soit L une fonction selle propre et fermée* sur R" x R™. Alors T}, est un

opérateur maximal monotone.

Lemme 3.1
Si la fonction L est a-fortement convexe-concave®, alors T;, est un opérateur

a-fortement monotone.

Preuve.

Définissons le produit scalaire et la norme sur R” x R™ comme suit : Soit
(z,y), (2,y) € R" x R™ :

(@, 9), (@, 4)) gnm = (& 2 )gn + (U, Y ) gm
Iz Y lrrxrr = V2l + Tyl

ce que nous écrivons simplement comme

{ (2, 9), (@, 9)) = (&, 2") + (y, /)
I(z, 9)Il = /Tl + Tyl

pour ne pas alourdir le texte.

Prenons alors (z,y) et (2/,y') dans R™ x R™, (z,t) € Tr(z,y) et (2/,¢) €

Tr(2',y") et montrons que

((@,y) = (@,9), (2,1) = (<, 1)) = all(z,y) — (@,

Nous avons (z,—t) € dL(x,y) et (¢/,—t') € OL(2',y’). La fonction L(x,y)
est a-fortement convexe par rapport a x, donc en utilisant la proposition
3.1, on conclut que 'opérateur 0L (voir la définition (c7) & la page 18)
est a-fortement monotone par rapport a z, et comme z € 0, L(x,y) et 2’ €
O L(x',y), on a :

(z— 2 2 —2) >a||lz —2|?

de méme, —t € hL(x,y) et —t' € L(2',y'), donc t € Oy(—L(x,y)) et

t' € 0o(—L(2',y')) et comme Oy(—L) est a-fortement monotone par rapport

2 Voir les définitions & la page 18.
3 Voir définition (c3) & la page 17.
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N

a y (utiliser la proposition 3.1 avec f(y) = —L(z,y)), on a :
(t—t.y—y) >ally -y
d’ou
(z— 2o =2y +(t—ty—y) > a(le = 2> +ly = ¥/I1*)
c’est-a-dire

((z8) = (,1), (z,9) = («,)) = all(2,y) — (2,3)|

ce qui prouve que 17, est a-fortement monotone sur R™ x R™. [

Si L est une fonction a-fortement convexe-concave propre et fermée, alors
lopérateur T}, est maximal (proposition 3.4) a-fortement monotone (lemme
3.1). En appliquant (3.2) et le théoréme 2.4 a 'opérateur T}, nous pouvons

alors énoncer :

Corollaire 3.5
Soit L une fonction a-fortement convexe-concave propre et fermée de R™ x R™
vers [—o0, +00]. Alors

1. L admet un point selle unique (z*, y*).

2. Tout algorithme paralléle asynchrone (1.1) a retards bornés associé a

Iapplication univoque F = (I + ¢Tp)™ de R x R™ vers R" x R™ ot
c> va-1

converge vers le point selle (z*,y*) de L.

En se basant sur la remarque 2.5, nous pouvons énoncer le résultat suiv-

ant concernant ’algorithme parallele de Jacobi par application du théoreme
2.5.

Corollaire 3.6

Soit L une fonction selle fermée et propre de R" x R™ vers [—o00, +0oc| admet-
tant un point selle. Alors tout algorithme paralléle synchrone de Jacobi (2.1)
associé a l'application univoque F = (I + ¢Tp)™! de R™ x R™ vers R" x R™

ou ¢ > 0 quelconque converge vers un point selle de L.
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3.3 Programme convexe

Considérons le programme convexe :

Min fo(z)
(P){ zeC (3.3)
filx) <0, (1 <i<m)

ou C' un convexe fermé non vide de R™ et f; : C' — R sont des fonctions

(finies) convexes s.c.i. pour 0 < i < m.
Le probleme (P) est dit a contraintes qualifiées si,
(CQ) dzg € C tel que fi(z9) <0, Vie{1,...,m}.

Le Lagrangien associé au probleme (P) dans sa forme étendue est la fonc-

tionnelle L définie sur R™ x R™ par,

fo(@)+ > vifi(x) sixzeCetyeRT
i=1
Lz,y) = —00 sizeCetyg¢RY
+o00o sixzgC

Voir Rockafellar[27].

Le probléeme dual associé a (P) est,

y € R
ou go : R™ — RU{—o0} est la fonction concave définie par,

9o(y) = ;ggL(ﬂs, y)

Si (x*,y*) est un point selle du lagrangien L sur R" x R™, alors z* est
une solution optimale du probléeme primal (P) et y* est une solution op-
timale du probléeme dual (D). Inversement, si le probléme (P) admet une
solution z* et si les contraintes sont qualifiées (condition (CQ)) alors il ex-

iste y* € R tel que (2*, y*) soit point selle de la fonctionelle L (voir Faure[14]
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et Rockafellar[23] Cor. 28.3.1).

Supposons que le programme (P) admette une solution. Comme les fonc-
tions f;, (0 < ¢ < m) sont convexes et s.c.i., la fonctionnelle L est une
fonction selle propre et fermée. Nous pouvons alors appliquer le corollaire 3.6

a la fonctionnelle L. Nous obtenons,

Corollaire 3.7

Supposons que le programme convexe (P) défini par (3.3) soit a contraintes
qualifiées et admette une solution. Alors tout algorithme paralléle synchrone
de Jacobi (2.1) associé a I'application univoque F = (I + ¢Tp)™* (ott ¢ > 0
quelconque) de R™ x R™ vers R™ x R™ converge vers (z*,y*) point selle de

L, et donc z* est une solution du primal (P) et y* solution du dual (D).

3.4 Inégalité variationnelle

Soit C' un convexe fermé non vide de R", et A un opérateur multivoque
maximal monotone sur R” tel que D(A) = C.
Le probleme de 'inégalité variationnelle dans sa forme générale consiste a

trouver un élément z* de C satisfaisant
Jy* € Ax*, (y",x —x*) >0, Vx € C. (3.5)
Pour z € R", notons par N.(x) le cone normal de C' en z défini par
Ne(z)={yeR": (y,x—2) >0, Vz€ C}.
L’opérateur multivoque 7" défini sur R™ par,

T:z::{ Az + N (z) sz:xEC (3.6)
o) six ¢ C

est un opérateur maximal monotone (Rockafellar|25]).
Lemme 3.2

Les solutions de I'opérateur T' sont exactement les solutions du probleme de

l'inégalité variationnelle (3.5).
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Preuve.

0€Tz* <= 0€ Azx*+ N.(a*%)
< dy* € Az*:0€y*+ N.(z%)
< Jy* € Az*: —y* € N.(x%)
— JyfeAz*:(—y* 2t —2)>0Vzel
— Jyfec Azt (y,z—2")>0Vzel
<= " est solution de (3.5)

Lemme 3.3

Si A est a-fortement monotone alors T' est un opérateur a-fortement mono-

tone.
Preuve.
Soient z,2' € D(T) =C,yeTx ety € Ta'
donc

{ Yy=1y1+y2 1 € Az, y2 € Ne(x)

Y =yt 1 € Ar', gy € Ne(2)

or

Y2 € No(z) = (yo, 0 — 2) >0, Vz € C

{ yy € N.(2') = (yh,2' — 2) >0, Vz € C

d’ou

(y—v,x—2) = (yi —y,o—2)+ (y2 — Yh,x — ')

= -y —a)+ e —2) + (1,2 —2)

N J/ (. J/ N

-~ -

TV
>allz—a'||2 >0 >0

v

allz — 2’|
|
En utilisant les lemmes 3.2, 3.3 et le théoreme 2.4 nous pouvons alors

énoncer :

Corollaire 3.8
Soit C' un convexe fermé non vide de R" et A un opérateur multivoque

maximal a-fortement monotone défini sur C. Alors
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1. Le probléme de I'inégalité variationnelle (3.5) admet une solution unique

T*.

2. Tout algorithme paralléle asynchrone (1.1) a retards bornés associé a
lapplication F = (I + ¢T')™" ot T est défini par (3.6) et ¢ > @

converge vers la solution x* du probleme (3.5).

Nous pouvons aussi énoncer son équivalent synchrone pour A maximal
monotone (non nécessairement fortement monotone) et ¢ > 0 quelconque

obtenu en utilisant le théoréme 2.5.

Corollaire 3.9

Soit C' un convexe fermé non vide de R" et A un opérateur multivoque max-
imal monotone défini sur C' tel que le probléme (3.5) admette une solution.
Alors tout algorithme paralléle synchrone de Jacobi (2.1) associé a I'applica-
tion F' = (I + c¢T)™' ou T est défini par (3.6) et ¢ > 0 quelconque converge

vers x* solution du probleme (3.5).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons considéré des algorithmes paralleles asyn-
chrones associés a des opérateurs F' non linéaires non-expansifs définis sur
R™. Nous avons donné le résultat de convergence concernant ces algorithmes
vers un point fixe de F' relativement a la norme uniforme sur R", résultat qui
étend celui de Bahi[3] au cas non linéaire. Nous avons montré comment ces
algorithmes sont bien adaptés au calcul des solutions d’un opérateur maxi-
mal fortement monotone défini sur R" et d’un opérateur maximal monotone
dans le cas de I'algorithme parallele de Jacobi. Ensuite, nous avons appliqué
ces résultats pour les calculs du minimum d’une fonctionnelle, du point selle
d’une fonction selle, de la solution des programmes convexes et enfin de la

solution du probleme de I'inégalité variationnelle.

49
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