Chapitre 10

Estimation et controle des performances en
généralisation des réseaux de neurones

Mots-clefs : consistance du processus d’apprentissage, vitesse dergence du
risque empirique, mesures de capacité, résultats asyioupst

10.1. Introduction

Le domaine de l'apprentissage automatique en général l@tdes réseaux de
neurones en particulier, présente une forte dualité eh&erie et pratique. Le lien
unissant ces deux aspects, pourtant parfaitement comptéires, demeure souvent
difficile a cerner. Ainsi, pendant plusieurs décennieshéotie des bornes, représen-
tée en premier lieu par les travaux de Vapnik [VAP 98], n'a@asl’influence notable
sur la spécification des algorithmes d’apprentissage désadés connexionnistes.
Cette situation a considérablement évolué avec I'intrtidaalu principe inductif de
minimisation structurelle du risque (MSR) [VAP 82] et sa enisn ceuvre dans les
machines a vecteurs support (SVM) [BOS 92, COR 95]. Ce pmomgtalle en ef-
fet les bornes sur le risque des risques garantisu coeur méme du dispositif de
'apprentissage. De plus, il est possible de réévaluer tefios les algorithmes d’ap-
prentissage standard & la lumiere du principe MSR. Une bitlnegation en est don-
née dans [BOT 97]. L'auteur souligne le paradoxe que prédetgorithme de rétro-
propagation du gradient, le plus utilisé pour entrainempleceptrons multi-couches
(PMC) [BIS 96, ANT 99]. Les bonnes performances qu’il obtisar les problémes
du monde réel résultent directement de l'inefficacité dedscénte en gradient pour
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optimiser un dispositif “grossierement sur-paramétréi.f@atique, celle-ci crée une
structure implicite sur 'ensemble des fonctions représieles par le réseau, structure
qui est parcourue des classes les plus simples vers legsl@ssplus riches lorsque
les poids sont initialisés avec des valeurs faibles. Lecfpainductif MSR vient ainsi
au secours de la rétro-propagation du gradient. De nos,jbutiité des bornes va
donc bien au dela du calcul de la complexité en échantillodeliévaluation des
performances en généralisation (qui peut aussi se fairegtidation croisée ou "hold-
out", comme on I'aura vu au chapitre précédent). Celleppasaissent comme I'outil
central en sélection de fonction et sélection de modéle [BA&. Dans ce chapitre,
nous abordons la question des performances en génémlishs réseaux de neu-
rones dans cette perspective large. Le plan est le suivansettion 10.2 introduit
le probléme de l'inférence empirique, a travers ses trompasantes que sont I'ana-
lyse discriminante, la régression et I'estimation de déndies théories statistiques
sur lesquelles s’appuient les bornes sont ensuite pré&sedsis la section 10.3. Les
différents paradigmes inférentiels font I'objet de la smttl0.4. La section 10.5 pré-
sente des avancées récentes. Enfin, la section 10.6, &isssdmclusions de ce qui a été
exposé précédemment, évoque les axes de recherche shisseqéi faire progresser
significativement le domaine dans les années a venir.

Dans tous le chapitre, dans I'unique but de simplifier I'esgaoon supposera que
tout ce qui a besoin d’étre mesurable I'est; on s’'abstieedrparticulier de raison-
ner en "outer expectations" (en toute généralité, une supmed’une quantité non-
dénombrable de variables aléatoires n’'est pas nécessaitamesurable). On fera
aussi parfois I'abus de parler de I'argument minimum d’uarction(nelle) méme
si I'existence et I'unicité ne sont pas systématiques @ssltats sont vrais pour tous
les minima lorsqu’il y en a plusieurs, et en cas de non-excste cas rare - ils sont
vrais ac pres sur la fonction de colt lorsque I'on considére un arguménimum ae
pres).

10.2. Position du probléme

Dans son acception la plus générale, le probléeme de I'afipsage (supervisé) a
partir de données consiste a trouver un moyen d’associerabjeh “son” étiquette,
ceci en s'appuyant uniquement sur lI'information contenaiesdun ensemble fini de
couples objet-étiquette fourni initialement. Pour que mebfgme ait un sens, il faut
naturellement qu'il existe un lien entre les objets et légustites. Ce lien est supposé
étre de nature probabiliste. En pratique, on fait I'hypsthgue les objets, ou plus
précisément leurdescriptionse et les étiquetteg appartiennent respectivement a des
espaces probabilisés et ), et que I'espace produif’ x ), est muni d’'une mesure
de probabilitéP, fixe mais inconnue. L'apprentissage s’appuie alors suramam-
tillon de m paires aléatoire$X;, Y;) indépendamment et identiquement distribuées
(i.i.d.) suivantP. Il consiste a rechercher, dans une fanflele fonctions donnée, une
fonction h* associant descriptions et étiquettes “avec la plus failvkue possible”.
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Cette reformulation du probléme de I'apprentissage commgrabléme de sélection
de fonction, ou de maniére équivalente un probléme d’opttion (précisément, un
probléme de M-estimation [GEE 00]), appelle naturellentkst précisions quant a la
nature du critére utilisé, lfonction objectif La notion d’erreur, ouisque n’est pas
absolue. Il s’agit d’'un critére que I'on se fixe a priori, emédion du probléme traité,
et de la nature du co-domaine des fonctions de la clagsgui n'est pas nécessai-
rement). Pour le définir de maniére générale, avant de spécifier leseshpar type
de probléme dans les sous-sections suivantes, nous add@saconventions utilisées
dans [BOU 02]. Celles-ci consistent & définir en premier tieefonction de colet
unefonction de pertePour des raisons de simplicité, nous considérons cesidosct
dans le cas particulier ou le co-domaine des fonctior§ @st)). La fonction de codt
est une fonctior de) x Y dansR mesurant, pour une fonctidnet une pairdz, y)
données, le coit h(x), y) associé au fait de prévdirx) alors que la véritable sortie
esty. La fonction de perte correspondante, natéassocie: et la paire(z, y) au colt
c(h(x),y). c etl sont donc liées par I'équation :

t(h, (z,y)) = c(h(z),y).

Ces définitions étant posées, le risqtise définit comme I'espérance de la fonction
de perte :

I'espérance étant calculée par rapport a la distributiopmdabilité P de la paire
aléatoire(X,Y’). Pour aller plus avant, en spécifiant en particulier les fions ¢
et /, nous devons a présent distinguer les trois grands typesoiiéemes que traite
I'apprentissage a partir de données :

— la discrimination (a partir d’exemples, . . ., z,, et de leurs étiquettes discréetes
Y1,- - -Ym, ON cherche a étiqueter de nouveaux exempless,. ..z, ;

—la régression (a partir d’exemples,,...,z,, et de leurs sorties réeelles
Y1,---,Ym, ON cherche les sorties réelles associées a de nouveauwplesert,
xh,.. ,r;,) et

— I'estimation de densité (a partir d’exemples...x,, on cherche a déterminer
la probabilité (ou la densité de probabilité) de nouveawengxlesrs,. . ..r;,).

10.2.1. Discrimination
En discrimination, 'ensemblg’ est un ensembile fini d@ catégories. Le cas des

dichotomies Q = 2) est ordinairement traité a part, afin d’exploiter au mieor s
caractéere dégénéré. Deux situations doivent étre digiegjLsuivant que les fonctions
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de’ prennent leurs valeurs dapsou dandR€. Le premier cas est le plus simple. La
fonction de perte s’exprime alors généralement comme :

C(h, (X,Y)) = Tnx)ny- [10.1]

Il s’agit tout simplement de la fonction de mauvais classgm@n a donc par défini-
tion :

R(h) = / Loy () AP (2, ).
X XY

Le séparateur optimal au sens de ce critéere edakssifieur de Bayg®UD 73]. C'est

ce classifieur que I'on calculerait ¢t était connue. La seconde situation, pour la-
quelle les fonctions d&{ s'écriventh = (hk)1<k<Q, les fonctions composantég
étant a valeurs réelles, est trés commune. Elle correspand{gmple au cas ou le
classifieur considéré estime les probabilités a postat@siclasses. Ceci se produiten
particulier avec le perceptron multi-couche, lorsque laction d’activation des uni-
tés de sortie et la fonction objectif sont convenablementsils (voir par exemple
[RIC 91, BIS 96]). Ce cas se raméne au précédant par applicdé la régle de dé-
cision de Bayes estimée, consistant a affecter a chaquept&stzx la catégorie cor-
respondant a la fonction composante dont la valeur est la plus élevée (voir la
Figure 10.1; ici la classe 1 est choisie).

@/ Q\ 097 asse

O

0.16 classe .

\ 0.37 classe:

Figure 10.1. Discrimination multi-classe par perceptron multi-couche

Notons que cette régle de décision est ordinairement eréployme lorsque les
sorties ne sont pas des estimations des probabilités aripoisties classes. Un bon
exemple est fourni par les SVM a catégories multiples, qrorsteévoquées dans la
suite. En se placant du simple point de vue de la polychotoal@ilée, et du risque
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associé, il n'y a donc pas de différence fondamentale eagre€lbsses de fonctions
prenant leurs valeurs dapset celles prenant leurs valeurs d&$Y. Nous avons ce-
pendant dés a présent introduit cette distinction afin dpgyef les sections suivantes
(portant sur les mesures de capacité, le principe indudiRMes bornes. . .), qui met-
tront en évidence le fait que les résultats sur les perfoomaen généralisation sont
quant a eux spécifiques.

10.2.2. Régression

En régression, I'ensemb[¥ est égal aR, qui est également le co-domaine des
fonctions deH. La fonction de perte la plus utilisée est le colt quadratiqu

C(h, (X,Y)) = (h(X) = Y)?.
Dans ce cas, la fonction optimale esfdaction de régression définie par :
Vee X, n(z) =E[Y|X =1].

De nouveau, il n’est pas possible d’obtenir cette fonctmnsque le calcul de I'es-
pérance s'effectue par rapportfa (qui est inconnue). Il existe un lien direct entre
discrimination et régression (multivariée, i.e. a plussevariables réelles de sortie)
lorsqu’un classifieur estime les probabilités a postedes classes. Ce lien peut étre
mis en évidence lorsque les catégories sont représentélesipaodage binaire cano-
nique, i.,ey = {yx; 1 < k < Q}, avecy, = (0x,1)1<1<@- Dans ce cas,

Q
E[[n(X) = Y[?] = Y E[(h(X) = Yi)?] .
k=1

Chaque terme du membre de droite peut étre minimisé indépement des autres.
Cela revient a prendre pour fonctions composahigkes fonctions de régression
calculant les espérances conditionnellesrn;gz) = E[Y;|X = z], ou de maniere
équivalentey, (z) = P[Y; = 1|X = z]|. On observe donc que, pour ce codage des
catégories, le classifieur minimisant le co(t quadraticgteégalement celui dont le
taux d'erreur (par application de la régle de Bayes) est mmhj c’est-a-dire le clas-
sifieur de Bayes. Naturellement, le critére des moindresgreut étre utilisé pour
entrainer un systeme discriminant méme lorsque celui-coméient pas le classifieur
de Bayes associé au probleme considéré. Cela se fera cepeahata au prix d’'une
erreur d’approximatior{i.e. quelle que soit la fonction choisie dans la famille dée,
I'erreur ne sera jamais celle de Bayes).
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On notera, comme bémol aux liens que I'on vient de citer datrégression et
la classification, le fait que la classification est un prai@éplus simple que celui de
I'estimation de probabilités conditionnelles. Ce derndgemme la régression, conduit
en général (sauf cas trés dégénérés) a des vitesses degmmoeeri //m ; la classi-
fication, elle, selon les cas, conduit a des vitessds ¢fn ou1/m. La détermination
précise de la séparation entre ces deux catégories defickssns est centrale dans
les avancées récentes. Si le cas d’'une erreur optimalegutitkepuis longtemps connu
comme entrainant une vitesseletmn, des résultats plus récents placent de nombreux
autres cas dans la méme catégorie. Nous les évoqueronsrngavde maniere syn-
thétique en section 10.5.2. Nous allons maintenant noasaisser a plus difficile en-
core, I'estimation de densité.

10.2.3. Estimation de densité

L'estimation de densité est certainement le plus difficiéeemoins étudié des
trois problémes considérés par la théorie statistiqueapgplentissage. Il correspond
au cas d'une dépendance fonctionnelle entrecleslesy donnée pay = p(z) avec
Jy p(x)dz = 1. 1l est ordinairement traité, par exemple par Vapnik, dansddre
restreint ou la famille de fonctions considérée est uneselake densités(., a), «
étant un parametre formel prenant ses valeurs dans un etes&pgar application du
principe demaximum de vraisemblancBans ce cas, le risque associé a la densité
p(., @) est donné par:

R(p(.,a)) = —/Xlnp(a:,a)dP(x) = —/ Inp(z, a)p(x)dx.

X

Il “contient” les autres problémes au sens ou la connaissaecla densité de
(z,y) détermine exactement la prévisippptimisant la moyenn&c(z, p, V)| X = z,
conditionnelle & un: donné, de la fonction de co(t.

D’autres méthodes ont été proposées. L'estimation de gmsiit ainsi se faire :

—en approchanp par la convoluée de la distribution empirique (typique-
ment, convolution par une gaussienne); c'est-a-dire qae Bpprochep(xz) par
LS exp(—||z — 4]|*/o?) ou lesz; sont un échantillon de: points aléatoire
simple de distributiom. On montre alors des propriétés de consistance pour peu que
I'écart-typeos décroisse de maniére appropriée en fonction du nombre ipbes ;

— par des méthodes adaptées de I'algorithme des plus proclsass (consistant
a approcher la densité par le ratigv ot v est le volume d’'une boule incluant Iés
plus proches voisins) ou de la méthode des histogrammes;
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— par des méthodes de clustering (classification non-sigéery segmentant le
domaine, et proposer ainsi une partition du domainé’en. .,F; et des estimations
desP(X € E;) (voir par exemple les cartes somatotopiques de Kohonen [RKgJH
présentées au chapitre intitulé "Cartes auto-organigstde Kohonen").

— en utilisant des hypothéses a priori, comme c’est le cas lavméthode bayé-
sienne naive, consistant & remplag¥X = x) par le produitP(X; = z1) x ... X
P(Xy = zq), C'est-a-dire & considérer les différents attributs conintpendants
conditionnellement a la classe. D’autres fagons de fairesistent a considérer des
indépendances conditionnelles plus restreintes ; on atairgsi le trés riche domaine
des réseaux bayésiens [NAI 04].

On pourra consulter [DEV 87] pour plus d’informations surdmmaine.

10.3. Les théories statistiques

Cette section comporte :

— une rubrique 10.3.1 "outils statistiques de base" présemivers outils utiles
pour la suite ;

— une rubrique 10.3.2 "mesures de capacité”, présentantiteses classiques de
mesure de la complexité d’une famille de fonctions;

— une rubrique 10.3.3 expliguant comment évaluer ces mesigreapacité ;

— une rubrique 10.3.4 enfin exposant les résultats asyrmgptgiles plus classiques
(classes de Glivenko-Cantelli et de Donsker, bootstrap).

10.3.1. Les ouitils statistiques de base

Nous verrons dans les sections qui suivent :

— les différentes formes de convergences statistiques ;

— quelques outils destinés a quantifier I'écart entre uneemog et une espérance;;
— quelques éléments sur les processus gaussiens;

— enfin quelques outils complémentaires.

10.3.1.1.Convergences statistiques

La notion de limite d’'une suite est usuelle, la limite d’'unées de variables aléa-
toires est plus complexe. Nous définissons ici les typesaargences de telles suites
dont nous aurons besoin plus tard.

DEFINITION 1 (Convergence en probabilité)Une suite de variables aléatoires
réelles(X,, ), définies sur(2, B, P) convergeen probabilit¢ ouen mesureu sto-
chastiquementers la variable aléatoire réell&, définie sun((2, B, P), si pour tout
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e >0,
lim P{|X, - X|>e€e}=0.

On le noteX,, z X.

DEFINITION 2 (Convergence presque slrelJne suite de variables aléatoires
réelles(X,,), . définies su(2, B, P) converggpresque strement (p.@)en proba-
bilité 1 vers la variable aléatoire réell&’, définie surQ, B, P), si

P{wéﬂ: lim Xn(w):X(w)}zl.

n—-:uo0

On le noteX,, = X.

La convergence presque slre implique la convergence eralpitité. Pour s’en
convaincre, il suffit de reformuler la convergence presdire sous la forme équiva-
lente suivante :

Ve>0, lim P{sup |Xn—X|>e}=0.
m—00 n>m

Une convergence plus faible et tres utile est la convergiloke.

DEFINITION 3 (Convergence en loi)Une suite de variables aléatoires réelles
(Xn) ey définies su((2, B, P) convergeen loiou faiblementou en distributionvers
la variable aléatoire réelleX, définie sur((2, B, P), si

lim Fxn (t) = FX (t)

n

en tout point de continuitéde F'y. On le noteX,, - X ouX, ‘ X.

La section V.4.1. de [BAR 98a] liste plusieurs conditionsigglentes permettant
de caractériser la convergence en loi. Parmi celles-cuileaate revét une importance
particuliere.

PrRoPOSITION 1 (Caractérisation de la convergence en loiJJne condition néces-
saire et suffisante de convergence en loi est la suivante :

lim [ ¢(X,)dP = / H(X)dP

n——oo

pour toute fonction continue bornée: R — R.
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La convergence en loi est le plus faible des trois types deargence que nous avons
définis ici. Elle est en effet impliquée par la convergencepavbabilité (voir par
exemple le chapitre V de [BAR 98a] pour une démonstratioa)ittérature considére
encore le cas de la convergence dafsc’est-a-dire la convergence topologique de
I'espaceL” (2, B, P) muni de la normé.||,. Cette convergence joue un réle central
dans le cas des variables aléatoires a valeurs dans degssimBanach [LED 91].
Elle implique la convergence en probabilité qui peut aldrs éonsidérée comme une
convergence dank’.

10.3.1.2.Ecart entre une moyenne et une espérance

Quantifier I'écart entre une moyenne et une espérance esbbfeme trés impor-
tant de statistique comme on peut s’en douter si I'on vojipt@ntissage comme la
minimisation (em) de la moyenn@é(h, (X,Y)) avec pour objectif la minimisation
de I'espéranc&/(h, (X,Y")), et nous commencerons donc par fournir une liste de ré-
sultats de ce type régulierement utiles pour la théorieajgplfentissage. Pour ce faire,
nous nous appuyons en particulier sur [BAR 98a, LUG 04].

Tout d’abord, quelques inégalités classiques valablestpote variable aléatoire
réelle X (admettant les moments appropriés), qui permettent deatdds inégali-
tés suivantes, et sont de maniere générale utiles enisadisfA partir de I'équation
suivante, valable pour les variables aléatoires a valeusiipes :

EX :/ P(X > t)dt
0

on déduit immédiatement I'inégalité de Markov, soit, poauite variable aléatoire a
valeurs positives etsupérieur &,

EX

P(X 21) <= [10.2]

En remplacant dans I'inégalité de Markavpar|X — EX |2, on obtient I'inégalité de
Bienaymé-Tchebytchev :

P(X —EX|>1t) < VLZ(X)

Cette inégalité se généralise, pqus 0, en

_ q
P(|X_EX|2t)§w.
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Les inégalités qui suivent concernent, sauf mention eitplau contraire, une suite
de variables aléatoireX, . . ., X,, indépendantes et d’espérance nulle. On s’intéresse
au fait queX = % >, X, soit proche de son espérance. L'inégalité de Bienaymé-
Tchebytchev donnée ci-dessous, conséquence directaégdlité de Bienaymé (voir
par exemple [BAR 98a]) et de 10.3, est bien connue et s’appkans que les données
soient identiquement distribuées.

THEOREME 1 (Inégalité de Bienaymé-Tchebytchevsi X, ..., X, sont deux-a-
deux non corrélées, alors pour toustrictement positif,

> t} <1 > Var(X;). [10.3]

Cette simple inégalité est a la base de la loi faible des graathbres, due a Bernoulli :

THEOREME 2 (Loi faible des grands nombres)Soit X une variable aléatoire a va-
leurs réelles vérifianE | X'| < oo. Soity son espérance. So¥y, . .., X,, un ensemble
den copies indépendantes dé. Alors

e, F
n-
=1

Le méme résultat est vrai pour la convergence dangl est a noter que I'inégalité de
Bienaymé-Tchebytchev 10.3 n’entraine rapidement la ibidades grands nombres
que dans le cas ol posséde une variance finie. Nous avons présenté ici un®nersi
plus générale, dont le lecteur pourra trouver une démadittrdans [TOU 99].

Aprés Laplace et Poisson [POI 35], Kolmogorov et KhintcHiKEll 28] ont ob-
tenu une version plus forte de la loi des grands nombres.

THEOREME 3 (Loi forte des grands nombres) Soit X une variable aléatoire a va-
leurs réelles. Soi1, . .., X,, un ensemble de copies indépendantes dé. Alors

1 n
- E X; converge p.s<= E |X| < oc.
n

=1

Lorsqu'’il y a convergence, la limite eBtX .
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Cette convergence est donnée sans indication de vitesasee®obtenir une, nous
faisons appel au célébre théoréme de la limite centralbli éta raffiné sous diffé-
rentes formes par De Moivre, Stirling, Gauss, Laplace, bgtehev, Markov et Lya-
punov.

THEOREME 4 (Théoréme de la limite centrale multivarié [VAA 98]) Soit X un
vecteur aléatoire & valeurs dar®? admettant des moments d’ordre 1 et 2. Notons
1 son espérance & = E {(X — p)(X — )"} sa matrice de variance-covariance.
SoitX4,..., X, un ensemble de copies indépendantes dé. Alors

n r
% (ZXz —n,u) —N(0,%)

ouN (0, X) est la loi normale centrée de matrice de variance-covargnc

En se restreignant au cas des variables aléatoires a vedelles, la vitesse de conver-
gence est caractérisée par la formule suivante

Pl L 1§:X >t L /+oo ~5d
— | = P — >tp — —— e zdu
o2 n = K V2t Ji

e 2

1
< —
T V2r t

[10.4]

pourn — oo. L'inégalité de droite (borne supérieure sur la "foncti@Qh) s’obtient
facilement par intégration par parties. La loi du logarithitéré (voir par exemple
[GIR 01]) vient compléter cette borne.

THEOREME 5 (Loi du logarithme itéré) Soit X une variable aléatoire a valeurs
réelles de carré intégrable et? sa variance. Soif X;);cn une suite de copies in-
dépendantes d& . Alors

/mo (1§ X; —
limsup o2 (n Zl:l /.L)

n—s00 2loglog(n)

=1 [10.5]

et

/(L5 X, —
fmint Vor Goin Xi—p) ) [10.6]
n——>00 2loglog(n)
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On verra avec le théoréme 12 une version uniforme directeaplicable en ap-
prentissage de la loi du logarithme itéré.

En ayant a I'esprit 10.4, on peut rapidement se convaincedetaux de conver-
gence donné par I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev (8me 1) n’est pas satisfai-
sant. Ce taux s'exprime en effet comméL [Y°" | (X; — EX;)| > t) = O(1/t?),
alors que 10.4 promet une décroissance exponentielle. Adintehir des bornes de
meilleure qualité, on peut s'appuyer sur la méthode de Gliemeposant sur I'inéga-
lité suivante.

THEOREME 6 (Inégalité de Chernoff) Soit X une variable aléatoire a valeurs
réelles ets ett deux réels strictement positifs. Alors,

EGSX
est :

P{X>t}=P{e* >} < [10.7]

L'inégalité de Chernoff permet en particulier de dérivémé&galité de Hoeffding (voir
par exemple [POL 84, LUG 04]).

THEOREME 7 (Inégalité de Hoeffding [HOE 63]) Soit X;,...,X,, un ensemble
den variables aléatoires a valeurs réelles, indépendantesntrées, prenant leurs
valeurs danga;, b;]. Alors, pour tout > 0,

n 2

=1

Lorsque I'on dispose d’une information sur les variances dariables aléatoires
considérées, il est possible d'utiliser d'autres résgjtan particulier les inégalités
de Bennett et de Bernstein.

THEOREME 8 (Inégalité de Bennett [BEN 62]) Soit X, ..., X,, un ensemble de
variables aléatoires a valeurs réelles, indépendanteertrées. On fait I'hypothése
que|X;| < cavec une probabilitd et I'on noteo? = L 37" | Var(X;). Alors, pour
toutt > 0,

P{En:Xi >t} < exp (—"c;fh (n%)) [10.9]

ou la fonctionh est donnée pak(u) = (1 + u) log(1 4+ u) — u pourw positif ou nul.
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THEOREME 9 (Inégalité de Bernstein [BER 46]) Sous les hypothéses de l'inéga-
lité de Bennett, on a, pour tout> 0,

1 & nt?
P<— X; < _ ). 10.1
{nz '>t} _exp( 202—1—2615/3) [10.10]

i=1

Il convient de noter que, si nous avons donné de l'inégakt8drnstein la réfé-
rence standard, Pollard suggére dans I'annexe B de [POL&Ate résultat pourrait
en fait étre bien antérieur. Les inégalités de Bennett et eilm®ein permettent no-
tamment de dériver des inégalités beaucoup plus rapidesi(emO(1/m)) lorsque
I'erreur minimale est nulle (alors que I'on obtient des lkesrde I'ordreO(1/+/m)
dans le cas général). Ces résultats d’accélération (cgemee de I'erreur eth/m au
lieu de1/y/m), que I'on pourra trouver en particulier dans [DEV 96, Pevhl12.9]
sont meilleurs que ceux obtenus directement (voir par eleNpP 98, section 4.2]).

L'inégalité de concentration jouant actuellement le r@elus important dans la
dérivation des bornes est sans doute 'inégalité des diffégs bornées.

THEOREME 10 (Inégalité des différences bornées [MCD 89] Boitg une fonction
den variables deX™ dansR tel qu’il existe des constantes, ..., ¢, positives ou
nulles satisfaisant :

sup lg (z1,.. an) — g (1, Tic1, ) Ti1,s - -, )| < ¢;,[10.11]
(#i)1<icn €XTIEX

pourl < i < n. Alors, siXy,..., X, sontdes variables aléatoires a valeurs daxis
indépendantes, la variable aléatoie= g (X, ..., X,,) satisfait :
22
P{|Z-EZ| >t} <2exp ) [10.12]
ouC =" 2

Dans cette sous-section et la précédente, afin de simpldigrdsé, nous avons
principalement considéré le cas de variables aléatoiredars réelles. Cependant,
I'essentiel du contenu s’étend a des cas plus générauxrcutiar celui des variables
a valeurs dans des espaces de Banach, traité en profonaei @D 91].
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10.3.1.3.Processus gaussiens

DEFINITION 4 (Processus gaussien (voir par exemple [VAA 96])Un  processus
gaussierest I'extension naturelle d’'une gaussienne en dimensiimién Précisément,
un processus stochastiqué a valeurs dan®” pour un certain ensemblg est dit
gaussiersi chacune de ses lois marginales de dimension fidig,, ..., X;, ), suit
une loi normale multivariée sur un espace euclidien.

L'étude des processus gaussiens est fondamentale carteuvgnfini) (Ef —
Ef) rex tend faiblement vers un processus gaussien dans un graristedmcas. Le
résultat suivant quant au supremumtea 7' d’un processus gaussien a été prouve
initialement par Borell et indépendamment par Cirelsomagiimov, Sudakov ; voir
[ADL 90].

PROPOSITION 2 (Inégalité de Borell) Soit (Y;)ier uUn processus gaussien borné
presque sGrement e(Y)? = sup, . Var(Y;), alors

lim log P(sup, Y; > s)

5— 00 82

=-1/(20(Y)?)

et pour toute > 0, pour s suffisamment grand, on a

1
P(supY; > s) < exp (682 - 582/0(}/)2) .
t

Interprétation : asymptotiquement, la plus grande déviation par rapp6rtians un
processus gaussien a lieu essentiellement pawdaduisant a la variance marginale
la plus forte, et la déviation maximale est du méme ordre guaViation que I'on ob-
tient avec just&’; pourt maximisant la variance dg. Ce point est trés surprenant, et
ne doit pas cacher la réalité des faits : cela n’est vrai quaal@ere asymptotique (on
regarde la probabilité de dépasser une déviation donnédinaite d'une trés grande
déviation). Cette impression selon laquelle I'essentilla variance maximale du
processus gaussien est en fait clairement fausse pour itlr®<plus réalistes. En
particulier, en anticipant un peu sur la suite de ce chapitest clair que la déviation
maximale obtenue sur une famille de fonctions est nettelestgrande dans I'im-
mense majorité des cas que la déviation maximale obtenueupeufonction, quelle
que soit cette fonction.

10.3.1.4.Divers

Un outil important en théorie de I'apprentissage est le lentta Borel-Cantelli,
qui fournit des conditions sous lesquelles la convergencgrebabilité implique la
convergence presque sire.
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LEMME 1 (Lemme de Borel-Cantelli) Soit (X,,), .y une suite de variables aléa-
toires réelles définies syf2, B, P).

1) Sipourtout > 0, Y, _ P{|Xn — X| > €} < 00, alors X,, = X.

2) Si les(X,),,cy sont mutuellement indépendantes, alafs "2 0 si et seule-
mentsiy_ P {|Xn| > €} < oo pour toute > 0.

neN

neN

Interprétation : si une convergence en probabilité est "suffisamment” rapide
alors elle est en fait presque sire.

Différentes lois du logarithme itéré trouveront une udilitans la suite.

Soit L la fonction définie pal (t) = max(1,log(t)), pourt réel positif ou nul,
et LL, la fonction du logarithme itéré, définie, toujours pague 0, par LL(t) =
L(L(2)).

THEOREME 11 (Loi du logarithme itéré de Kolmogorov [LED 91]) Soit (X;),.y
une suite de variables aléatoires réelles indépendantesespérance nulle, telle
que l'on ait, pour tout entier naturel, EX? < oco. Posons, pour tout, s, =
>, IEXE)W. On fait 'hypothése que la suitg,,),, . croit vers l'infini et qu'il
existe une suité; );en de réels strictement positifs tendant vers 0 telle que, poutr
7;1
1:iSi
[ Xilloo < — 22
(LL (s7))

Alors, laloi du logarithme itéré de Kolmogoraxprime le fait que, avec une proba-

bilité 1,
T X,
lim sup —lel 7z = 1
n—oo (257 LL (s7))

Cette loi s'étend au cas uniforme sur un espace de fonctimmsme les classes
de Glivenko-Cantelli généralisent la loi des grands nomietecomme les classes de
Donsker généralisent le théoréme de la limite centrale.

THEOREME 12 (Loi du logarithme itéré [CHU 49]) Soit z1,...,z,, i.i.d. de loi
uniforme danso, 1]¢. Alors

D*
limsup vV2m—=2—— =1p.s. [10.13]
loglog(m)
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oulim sup u,, = lim, . sup,,>,, um, €t ouD}, estladiscrépancele I'ensemble de
pointszy, . .., x.,, définie par

Dy, = sup | [{i/z; <r}/m—rixXrex...Xrql.
rel0,1]¢

Une version non-asymptotique existe aussi, que I'on trougans [KIE 61] :

THEOREME 13 (Borne non-asymptotique sur la discrépancelsoit  z1,..., 2,
i.i.d. de loi uniforme dang0, 1]%. Alors pour toute > 0, il existe une constanie> 0
dépendant de et ded seulement telle que :

u>0= P(ymD}, <u)>1—cexp(—(2 — e)u?).

Interprétation : la proportion de points dans chaque hyper-rectangle tessdza
vite (& une précisio®(1/,/m) prés), vers la surface associée. Il s'agit donc la d’'un
théoréme similaire aux résultats sur les classes de Dqreskeci prés que I'on tra-
vaille enlimsup plutdt qu’en convergence faible. Examinons le cas de I'epiis-
sage de relation déterministe : supposorge loi P uniforme sur[0,1], y = g(z)
avecg déterministe et redéfinissons par léger abus de notétidn) = L, (x, g(x)),

Ly = {Ln; h € H}. On peut alors raisonner comme sulit :

—laloi du logarithme itérépermet de majoreb;, (asymptotiguement) en fonction
dem;

—'inégalité de Koksma-Hlawkévoir le chapitre 2 de [NIE 92]) permet de borner
I'écart entre I'espérance et la moyenne Hg en fonction du produit d&D}, et de
V(Ly) la variation totale au sens de Hardy et Kraude L), :

|EL, —ELy| < V(Ly)Dy,

(pour toutL;, et dans tous les cas; il n'y a pas ici de probabilité!) cf eNJE92]
pour plus d’'informations.

Ce résultat est un résultat en soi; il permet de borner llerem généralisation,
a partir d’hypothéses sur la variation de Hardy et Krausemn&me sans chiffrer la
variation de Hardy et Krause, ce résultat fournit une vaetesconvergence. Il permet

1. La définition de la variation totale est longue et complegbe généralise le cas de la di-
mensionl V'(h) = Sup,cy SUP,, << <, S0 |h(zig1) — h(z:)|; faire I'hypothése de
la finitude de cette variation n’est ni irréaliste ni anodin.
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aussi de quantifier la qualité d’un jeu de point, la discrégampparaissant comme

un critére naturel de qualité d’'un ensemble de points. Aciiese, plus étonnant, est
possible. Sil'on positionne les points de maniere nontalés(i.e. lesr; sont mainte-
nant déterministes), alof3}, peut étre meilleur qu’avec une suite i.i.d. En particulier,
on peut utiliser comme:; unesuite a faible discrépancearantissanD; majoré
parc(d) log(m)?/m ot c(d) dépend de la dimension seulement. Ces techniques sont
une version formalisée des techniques consistant & bidgiclkeopositionnement des
points : plan d’expérience, apprentissage actif. Cettehattet présente la limitation
d’étre restreinte au cas hors-ligne; réduire la discrépast indépendant des valeurs
de la fonction en les points déja considérés.

On passe ainsi de I'équation suivante dans le cas de pgiatéatoires simples :
|ELj, — ELp| < V(Lp)DE (21, Zm)

dont le comportement asymptotique est majoré (au sens ki kap, via la loi du
logarithme itéré) par
V(Lp)+/log(log(m))/2m

a I'équation suivante pour das placés adéquatement (suite a faible discrépance) :
|ELy, — ELp| < V(Lp)D (21, )
qui est majorée, via un meilleur majorant 8%, par
V(Lp)e(d) log(m)®/m

ou¢(d) dépend de la dimension seulement. Le lecteur intéressérestye a [NIE 92,
CER 04].

Interprétation : On voit ici la vitesse accrue consécutive au remplacemant d’
ensemble aléatoire de points par un ensemble déterminisigule la relation est dé-
terministe. On peut étre décu par le caractére exponentlaldgimension de la discré-
pance des suites classiques précédemment citées (ieemigdg(m)?). Les résultats
existants sont tout & fait étonnants : des preuves d’existée suites sans le terme ex-
ponentiel existent, et il ne reste plus que le termé gn®. Malheureusement, la ou
les suites aléatoires atteignent= % ces suites n'atteignent que de l'ordre de
0.4; des résultats existent avecde I'ordre de0.7 mais malheureusement ils sont
non-constructifs et la suite réalisant cette performanestipas connue ([WAS 97]).

10.3.2. Mesures de capacité
Nous verrons dans les sections suivantes que la théori@pigréntissage définit

trois critéres pour caractériser le succés de la mise eneglnm principe inductif :
les convergences faible et forte, ainsi que la propriétéodsistance non triviale. Sous
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les hypothéses standard concernant la nature du probleité fiexistence de ces
convergences repose entierement sur la finitude de cestaiesures de capacitie la
classe de fonctions utilisée. La notion de mesure de ca@pdedt familles de fonctions
joue donc en apprentissage un réle central. Non seulemdinitiade d’'une mesure
de capacité apparait comme une condition suffisante (esbigvent nécessaire) pour
pouvoir apprendre, mais la valeur de cette mesure étalaieéwent la vitesse (au sens
de la complexité en échantillon) avec laquelle I'appresatige se fera. Cette section est
consacrée aux principales mesures de capacité propostekditérature et possé-
dant un intérét pratique (pouvant étre majorées). Nous cemgons avec celles ayant
joué historiquement le réle le plus important, en appaaaisau coeur du premier ré-
sultat de convergence uniforme du risque empirique versderisque [VAP 71], les
mesures de capacité globalddous citons en partie 10.5 des travaux récents tirant
plus parti de I'échantillon pour borner I'erreur en génésation.

Les mesures de capacité globales sont des mesures faigameir 'ensemble
des fonctions de la classe considérée, ceci sans tenir eangirocessus d’appren-
tissage. Parmi ces mesures, celle sur laquelle s’appwismébultats les plus fonda-
mentaux est la dimension de Vapnik-Chervonenkis. Afin deéfin@d, nous devons
introduire au préalable la notion de fonction de croissance

DEFINITION 5 (Fonction de croissance [VAP 71])SoitH une famille de fonctions
a valeurs binaires. Soik{|x,, sa restriction a un sous-ensembtg, de X’ de cardi-
nalité m. SoitIly(X,,) le cardinal deH|y,, . La fonction de croissancde H est la
fonction deN* dansN définie par :

Ym € N*, Ty (m) = uax Iy (X). [10.14]

Nous donnons cette définition, avec son abus de notatiormeoétant la plus com-
munément employée. Il convient de remarquer que dans sis lésrplus récents,
Vapnik définit la fonction de croissance comme étant le litiyane de la fonctiodl,.

DEFINITION 6 (Dimension de Vapnik-Chervonenkis [VAP 71]) Soit ‘H une fa-
mille de fonctions a valeurs binaires. lddimension de Vapnik-Chervonenkig 7,
VC-dim(H), est la taille du plus grand sous-ensembleX@ulvérisépar H, c’est-
a-dire sur lequelH calcule toutes les dichotomies possibles, si cette tadidfinie,
I'infini dans le cas contraire. Lorsque la dimension VC eggfion a donc, en posant
d =VC-dimH) :

Iy (d) = 29, Ty (d+ 1) < 29+L. [10.15]
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Si la fonction de croissance apparait dans les bornes deemegplus directe que la
dimension VC, cette derniére peut généralement étre phésrant bornée. C'est la
raison pour laquelle on fait souvent usage d’un lien simpieecles deux mesures,
lien connu sous le nom de “lemme de Sauer”.

LEMME 2 (Lemme de Sauer [VAP 71, SAU 72, SHE 72]Boit H une famille de
fonctions a valeurs binaires de dimension VC fidie> 1. Alors, pour tout entier
m>1,ona:

d
My (m) <> C}, [10.16]

avec de plus, poutn > d

écﬁn < (%)d. [10.17]

Interprétation : si la dimension VC est finie, alors au-dela de cette valeur, la
fonction de croissance cesse de croitre exponentielleaweatle nombre de points,
pour ne plus croitre que polynomialement.

La littérature propose deux types d’extensions de cettaureede capacité. Les
unes concernent les classes de fonctions a valeurs rédeleaptres les classes de
fonctions a valeurs dans un ensemble fini. Nous les introdsia présent en respec-
tant une progression dans lI'adéquation au calcul de bornes.

DEFINITION 7 (Dimension de Vapnik [VAP 89]) Soit H une famille de fonctions
d’un domaineX’ dansR. Un sous-ensembl&,,, = {z;}, (1 <i <m) de X est dit
étre V-pulvérisépar H s'il existe un scalaireb tel que, pour tout vecteur binaire
vy = (y;) € {—1,1}"", il existe une fonction,, € H satisfaisant

hy(ll)—bzo Si Y =1

Vle{la,m}v{hy(xz)_b<0 Sl yzz—l

La dimension de Vapnikle H, V-dim(+), est le cardinal du plus grand des sous-
ensembles d& V-pulvérisé parH, si ce cardinal est fini, I'infini sinon.
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La dimension de Vapnik est une version uniforme de la pselich@nsion de Pollard.

DEFINITION 8 (Pseudo-dimension de Pollard [POL 90, HAU 92])Soit H une fa-
mille de fonctions d’'un domain&’ dans R. Un sous-ensembl&’,, = {z;},
(1 <i < m)deX estdit étreP-pulvérisépar H s'il existe un vecteus, = (b;) € R™
tel que, pour tout vecteur binairg, = (y;) € {—1,1}", il existe une fonctioh, € H
satisfaisant

La pseudo-dimensione H, P-dimH), est le cardinal du plus grand des sous-
ensembles d& P-pulvérisé parH, si ce cardinal est fini, I'infini sinon.

La dimensionl/, est une variante a marge de la dimension de Vapnik.

DEFINITION 9 (DimensionV,, [ALO 97, GUR 01]) SoitH une famille de fonctions
d’un domaineX dansR. Pour~y > 0, un sous-ensemblg,, = {x;}, (1 < i <m)de
X est dit étreV, -pulverisépar H s'il existe un scalairé tel que, pour tout vecteur
binaire v, = (y;) € {—1,1}", il existe une fonctioh, € H satisfaisant

(hy(zi) =b)yi >, (1 <i<m). [10.18]

LadimensionV, de’H, V. -dim(H), est le cardinal du plus grand des sous-ensembles
deX V. -pulvérisé parH, si ce cardinal est fini, I'infini sinon.

De méme que la dimension de Vapnik peut étre considérée cameeariante uni-
forme de la pseudo-dimension, la dimensidnpeut étre vue comme une variante
uniforme de la dimension “fat-shattering”.

DEFINITION 10 (Dimension fat-shattering [KEA 90, KEA 94]) Soit H une fa-
mille de fonctions d’'un domain& dansR. Pour~ > 0, un sous-ensembl&,, =

{z:}, (1 <i<m) deX est dit étrey-pulvérisépar H s'il existe un vecteup, =

(b;) € R™ tel que, pour tout vecteur binaire, = (y;) € {—1,1}", il existe une
fonctionh,, € H satisfaisant

(hy(zi) = bi)yi =, (1 <i<m). [10.19]

Ladimension fat-shattering & margele?, P,-dim(7{), est le cardinal du plus grand
des sous-ensembles &ey-pulvérisé parH, si ce cardinal est fini, I'infini sinon.
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On trouvera dans [ALO 97] un lemme de Sauer étendu faisaaivenir la dimen-
sion fat-shattering. Si les différentes notions de dimem&/C dédiées aux classes
de fonctions a valeurs dans des ensembles finis, et par exien$a discrimination
multi-classe, ont été introduites progressivement dafigéaature, une théorie unifi-
catrice en est proposée dans [BEN 95]. Celle-ci repose swotlan de¥-dimension,
gue nous définissons donc en premier lieu.

DEFINITION 11 (I-dimensions [BEN 95]) SoitH une famille de fonctions d’un do-
maineX dans un ensemble de cardinalité fiig . . ., @}. Soit¥ un ensemble d’ap-

plicationsy de{1,...,Q} dans{—1, 1, x}, oux* représente I'élément par défaut. Un
sous-ensembl&,,, = {z;}, (1 <i<m) deX est dit étre¥-pulvérisépar H s'il
existe une application™ = (¢pM), ... @ (™)) dansT™ telle que, pour tout

vecteurv, dans{—1,1}", il existe une fonctionh, € H satisfaisant

(¢<1> o Fy(@1)s 0D o fy (i), ..., ™ o fy(xm)) =, [10.20]

La U-dimension dé+, ¥-dim(H), est le cardinal du plus grand des sous-ensembles
de X U-pulvérisé parH, si ce cardinal est fini, I'infini sinon.

Deux¥-dimensions sont & distinguer, dans la mesure ou elles ibfibfget d’études
spécifiques, la dimension graphique et la dimension de bjatar

DEFINITION 12 (Dimension graphique [DUD 87, NAT 89]) Soit’H une famille de
fonctions d'un domain&’ dans un ensemble dénombraplePour toute fonctiorh
deH, le graphedeh est la fonctiong(h) de X’ x ) dans{0, 1} définie par :

V(z,y) € X x )Y, G(h)(z,y) =1<= h(z) =vy. [10.21]

L’espace des graphdeH estG(H) = {G(h) / h € H}. Ces définitions étant don-
nées, ladimension graphiquee?, G-dimH), est la dimension VC de I'espaGéH).

Lorsque les fonctions d& prennent leurs valeurs dans un ensembile fini, la reformu-
lation de cette définition comme étant celle d’'uihalimension est la suivante.

DEFINITION 13 (Dimension graphique) SoitH une famille de fonctions d’un do-
maineX dans{l,...,Q}. Ladimension graphiqude { est la¥-dimension de+
lorsque I'ensembl@ est constitué des applications, (1 < k < Q), telles queyy
prend la valeurl si son argument est égal/aet la valeur—1 dans le cas contraire.
Reformulé dans le contexte de la discrimination multi-etages fonctiong;, sont les
indicatrices des catégories.
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DEFINITION 14 (Dimension de Natarajan [NAT 89]) Soit’H une famille de fonc-
tions d’un domainet’ dans{1,...,Q}. Ladimension de Natarajathe H, N-dim(H)
est la¥-dimension dé+ lorsque I'ensembl& est constitué de@f2 applicationsyy, ;,
(1 <k<l<Q),telles quepy,; prend la valeurl si son argument est égal/j la
valeur—1 si son argument est égali&t la valeurx dans tous les autres cas.

De méme qu'il existe un lemme de Sauer généralisé faisagnvienir la dimension
fat-shattering, il en existe qui sont dédiés akrdimensions. La principale référence
dans le domaine est [HAU 95b]. En résumé, en discriminatiardimension VC
est utilisée pour les modéles bi-classes a valeurs bindes extensions a marge
sont utilisées pour les systemes a valeurs réelles catcd@ndichotomies, tandis
que le cas de la discrimination multi-classe par des modaiesant leurs valeurs
dans I'ensemble des catégories est traité au moyenbddsnensions. La théorie
n'a pas encore abordé en profondeur le cas le plus génétal, des classifieurs
a marge multi-classe. Ce manque est significatif, dans lauraesu il laisse sans
solution satisfaisante un cas aussi classique que celuiMiD &ilisant des unités
de sortie munies des fonctions d’activation standard, sigeou softmax (voir la
section 10.3.3). On ne sait actuellement le traiter qu’epligpant des méthodes
de décomposition. A notre connaissance, les seuls traviapopant une extension
a marge desl-dimensions sont décrits dans [GUE 04]. Cette référendaliten
particulier un lemme de Sauer pour I'extension a marge denasion de Natarajan.

Avec les dimensions VC, les autres mesures de capacité @pgamt dans les
bornes “a la Vapnik” sont principalement des nombres de edure. Ces nombres
sont des outils de I'analyse fonctionnelle qui trouvent denhreuses applications,
par exemple pour I'étude de la compacité des opérateurs [} RIs reposent sur la
notion d'e-couverture et d-réseau.

DEFINITION 15 (pseudo-métrique)On appellepseudo-métriqusur un ensemble
E une applicationp de E x FE dansR_ vérifiant les propriétés d’'une métrique a
I'exception de la séparation. On a dans ce aas ' = p(z,z’) = 0. A l'inverse,
plz,2’) = 0 &= x = z’. Un espace pseudo-métrigest un espace muni d’'une
pseudo-métrique.

DEFINITION 16 (e-couverture ete-réseau) Soit (F,p) un espace (pseudo-
)métrigue etE’ un sous-ensemble de Unee-couverturede £’ est un recouvrement
de E’ par des boules de rayondont les centres appartiennent/. Ces centres
forment ure-réseawude E’. On parle parfois aussi d*squelette
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DEFINITION 17 (Nombres de couverture)Soit (E,p) un espace (pseudo-
)métrique. SIE’ C FE possede um-réseau de cardinalité finie, alors serombre de
couvertureN (¢, E’, p) est la plus petite cardinalité de seséseaux. S'il n’existe pas
de tele-réseau, alorsV (¢, E', p) = oo.

Dans le cas des classes de fonctions a valeurs binairedsieex lien simple
entre ces nombres et la fonction de croissance. Soit en Effete telle classe de
fonctions, définie su’, et X, = (z;),;~,, un élément det™. En munissan¥ de
la pseudo-métrique suivante : T

V(f, f)€F? dn(f,f)= max max |f(z;)— f (x:)]

X €X™ 2, €Xm,

on obtient immédiatement
N (e, F,dy,) = IIx (m)

deés lors que €]0,1/2].

DEFINITION 18 (Nombres de couverture avec crochetspoitF un espace de fonc-
tions inclus dan®R¥*. Alors, une-réseau avec crochete F (on parle parfois aussi
d’e-squelette avec crochgtsst un ensemblgf1, g1), ..., (fn, gn) de couples d’élé-
ments d&R? tel que

Vie [[L,N]], |lgi — fill < e

etvfeF, Jic[[l,N]]/ fi<f<a.

L’e-nombre de couverture avec crochdesF, noté Nj(e, F,||.||), dépendant de la
norme, est le cardinal minimal d'uiiréseau avec crochets d& quand un tel réseau
existe, ebo sinon.

10.3.3. Bornes sur les mesures de capacité

Le calcul de la dimension VC, premiere mesure de capacitérajgsant dans les
bornes, a fait I'objet de nombreux travaux. Dans le domaineahnexionnisme, la
littérature la plus abondante porte sur le cas des PMC. Nouysr@osons ici les
résultats principaux, en nous appuyant en particulier & ekposés de synthese,
comme [ANT 97, SON 98, ANT 99]. Le premier cas considéré, les@imple et le
plus classique, est celui du perceptron.

PrROPOSITION 3 La dimension VC d’un séparateur affine opérant d&Asest égale
ad+1.
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La preuve est trés simple. La résolution d’'un systeme Ineéaous donne
VC-dim(H) > d + 1, tandis que le théoréme de Radon [GRi 67] permet de conclure
que VC-dim{H) < d + 1. Le cas suivant est celui des PMC a unités a seuil utilisés
pour le calcul des dichotomies (réseaux ne possédant quinité de sortie). Nous
considérons ici des architectures a propagation avantfemdforward", c’est-a-dire
sans cycle. La référence de base sur le sujet est [BAU 89]ékeltat fondamental
gu’elle contient s’appuie sur le lemme suivant.

LemME 3 (Composition des fonctions de croissance$oitH la classe de fonctions
calculées par un réseau a propagation avant constituévdenités de calcu{unités
autres que les unités d’entrée). Shit la classe de fonctions calculée par &&me
unité (de calcul). Alors pour tout entier positif

My (m) < TIY Ty (m). [10.22]

En combinant ce lemme et le lemme de Sauer, on obtient imme@déant le théoreme
suivant.

THEOREME 14 (Corollaire 3 dans [BAU 89]) Soit’H la classe de fonctions calcu-
Iée par un réseau a propagation avant constituédeinités de calcul a seuil, dont
une unique unité de sortie, Bf connexions. Alors

VC-dimH) < 2Wlog, (eN). [10.23]

Ce théoréme a été étendu par Shawe-Taylor et Anthony au sagsaux a unités a
seuil a sorties multiples (permettant le calcul de polyohugs).

THEOREME 15 (Corollaire 4.2 dans [SHA 91]) Soit H la classe de fonctions cal-
culée par un réseau a propagation avant constitué\denités de calcul & seuil é¥
connexions. Alors

G-dimH) < 2W log, (eN). [10.24]

Il convient de remarquer que ce résultat est contre-ifwitins la mesure ou il ne
fait pas intervenir le nombre d’unités de sortie et par cgnsét ne fait pas intervenir
le nombre de catégories. Sous des hypothéses plus fortesroant I'architecture du

réseau, des améliorations au résultat de Baum et Haussdat pportées par Sakurai.

Les deux théorémes qui suivent concernent des réseaux agatign avant entie-
rement connectés, i.e. pour lesquels chaque unité d’ureheast connectée a chaque
unité de la couche suivante. Les fonctions d’activatiort ges fonctions a seuil.
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THEOREME 16 (Théoréeme 3.3 dans [SAK 93])Soit H la classe de fonctions cal-
culée par un réseau a propagation avant constitué d’'une lceukentrée de, unités,
d’'une couche cachée deunités et une couche de sortie d’une seule unité, la fonction
d’activation étant une fonction a seuil. Alors, paut> 32 eth > 256

VC-dimH) < nhlog,(h) (1 + 2%) . [10.25]

[SAK 93] montre aussi la borne inférieure suivante :

THEOREME 17 (Borne inférieure) SoitH la classe de fonctions calculée par un ré-
seau a propagation avant constitué d'une couche d’entrée deités, d’une couche
cachée de: unités et une couche de sortie d’'une seule unité, la fonctiactivation
étant une fonction a seuil. Alors, pour> 3 eth < 2"/2-2,

VC-dim(H) > nhlog,(h/4)/8 > W log,(h/4)/32

ouW =nh + 2h + 1 est le nombre total de paramétres (poids et seuils).

La situation devient nettement plus compliquée lorsquedé ne se restreint plus
au cas des unités a seuil. La classe des fonctions d’activatiplus utilisée est celle
des sigmoides.

DEFINITION 19 (Fonction sigmoide)Une fonctionf, de R dansR, sera appelée
sigmoidesi elle vérifie les deux propriétés suivantes :

1) les limites def en—oo et+oo existent en sont distinctes;
2) il existe un réet tel quef est différentiable en, et f/ (o) # 0.

Nous qualifierons de standard la fonction sigmoide suivante

F() = (1 + exp(—)) "

Il existe de nombreuses autres fonctions d’activationnpsesquelles on peut encore
citer les fonctions a base radiale (r.b.f.) ou les expordiat normalisées (fonctions
softmax). Celles-ci sont introduites ailleurs dans ceeligwoir en particulier le cha-
pitre intitulé "Fonctions de base radiales"). Des neuraretement plus différents,
plus proches du biologique, existent aussi; il s'agit dessaéix a trains d’excitations
("spiking neurons") [GER 02]. Dans ce qui suit, nous regtmeis I'étude au cas des
sigmoides (avec une unité de sortie pouvant étre a seuibédidtat de base est que
dans ce cas, la dimension VC d’un PMC peut étre infinie. lllasttré en particulier
par des travaux de Sontag.
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THEOREME 18 (Lemme 8.2 dans [SON 92])SoitH la classe de fonctions calculée
par un réseau a propagation avant constitué d’'une couchattBe de2 unités ¢ €
R?), deux unités cachées de fonction d’activation :

cos(t) 1

f@) = % arctan(t) + a(+ ) + 3

ouU« est un réel supérieur 2r et d'une unité de sortie a seuil.
VC-dimH) = +oo. [10.26]

Ce résultat négatif est tempéré par un résultat positifsdarcas particulier ou la
fonction d’activation est la fonction sigmoide standand fourra consulter [ANT 99]
pour le cas de fonctions d’activation polynomiales par reatg.

THEOREME 19 (Théoréme 1 dans [MAC 93]) SoitH la classe de fonctions calcu-
Iée par un réseau a propagation avant dont les unités ont anetibn d’activation
sigmoidale standard. Alors

VC-dimH) < +o0. [10.27]

Deux remarques doivent étre faites concernant ce travailt @abord, les auteurs
établissent en fait le théoreme 19 pour une famille de fonstd’activation incluant la

sigmoide standard, la famille des foncti@xp-RA définissableBe plus, si ce résultat

ne fournit pas explicitement de borne supérieure, la preueposée est constructive.
Elle peut donc étre utilisée pour en dériver une. Des bomfésieures et supérieures
surla dimension VC, ou la dimension de Vapnik dans le casittade sortie a valeurs
dansR, sont fournies par un ensemble de références. Nous comm&pgoune borne

inférieure établie dans [KOI 97] (voir aussi [GOL 95]).

THEOREME 20 (Théoreme 4 dans [KOI 97]) Pour une certaine constante univer-
sellec, pour tout entiedV/, il existe une classgl de fonctions calculée par un réseau
a propagation avant dont les unités de calcul ont une fonaffactivation sigmoidale
(au sens de la définition 19), dont le nombre des connexidns edV, telle queH
peutV -pulvériser un sous-ensemble Beale cardinalitély/ 2.

La dimension de Vapnik de certains réseaux a unités sigriesiést donc au moins
quadratique en le nombre de connexions. Une borne supéresirproposée dans
[KAR 95].
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THEOREME 21 (Section 3 dans [KAR 95])Soit H la classe de fonctions calculée
par un réseau a propagation avant dont les unités de calctilae fonction d'acti-
vation sigmoidale. Alors, avec les mémes notations queégetoment

VC-dimH) = O(N*W?). [10.28]

Le théoréme 8.13 de [ANT 99], utilisant une technique déweée par les auteurs du
théoréme 21 dans [KAR 97], fournit une constantd eno(1) dans ce)(.) :

VC-dim(H) < N?W? + 11W N log, (18W N?).

Le théoréme suivant, améliorant un résultat de [BAR 96]ciseéles choses dans le
cas ou le "fan-in", c’est-a-dire le nombre maximal de neessiournissant une entrée
a un neurone donné, est borné, et lorsque le domaine esttdiscr

THEOREME 22 (D’aprés les théorémes 8.11 et 8.12 dans [ANT 995oit D,n €

N. Considérons des neurones ayant pour fonction d’activatcsigmoide standard.
Soit un réseau feedforwardraentréesk neurones connectés exclusivement aux en-
trées, et une sortie connectée exclusivement & cesirones, avec un fan-in des neu-
rones de la couche cachée majoré pér sur le domaind—D,—-D + 1,...,D}".
SoitH I'ensemble des fonctions que peut calculer ce réseau suorihe. Alors

VC-dim(H) < 2W log,(60N D)
ou W est le nombre de parameétres. Sile domaine est réd{(it &}, alors
VC-dimH) < 2W log,(60N)

et pour une certaine constante universelle 0 un réseau feedforward ainsi structuré
atteint une VC-dimension ¢V avecWW parametres.

Jusqu’'a présent, nous avons principalement considéréédeaux a valeurs bi-
naires (sorties appartenant{@,1} ou {0, 1}Q), dont les unités de sortie étaient a
seuil. Cependant, comme nous l'avons vu dans la section @0.plus récemment
avec le théoreme 20, il est également possible d'utilisedisarimination des mo-
deles a valeurs réelles (appartenaiit au R%). Dans ce cas, la mesure de capacité
a borner n’est plus la dimension VC, mais une de ses extensiorun nhombre de
couverture.

Nous présentons tout d’abord le résultat suivant, utitisarpseudo-dimension.
Il s'agit du théoréme 14.2 dans [ANT 99], lui-méme découldst résultats de
[KAR 97]; il découle en fait de bornes sur la VC-dimensioges plus haut et de liens
entre la VC-dimension et la pseudo-dimension qui ont leigioe dans [VID 97].
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THEOREME 23 Soit’H la famille de fonctions calculée par un réseau de neurones
a W parametresy neurones de calcul, et ayant la fonction d’activation sigteo
standard sur toutes ses unités (méme la sortie). Alors

P-dimH) < (W + 2)n)? + 11(W + 2)nlog, (18(W + 2)n?).

Toutefois, la référence de base concernant les perforrsarcgénéralisation des
MLP & valeurs réelles utilisés pour le calcul des dichotaei [BAR 98b]. Ce travalil
s’appuie sur la fat-shattering dimension. Pour l'introdyunous commengons, comme
dans le cas de la dimension VC, par considérer le cas d'urisisd@parateur linéaire.

THEOREME 24 (Théoreme 4.6 dans [BAR 99b])SoitH la classe des fonctions re-
présentables par un séparateur linéaire calculant &lules fonctions.,, paramétrées
par le vecteunw et définies par

hw(z) = (w, ). [10.29]

Alors, sous les hypothéses que les élémentk dent inclus dans la boule de rayon
Ax et que le paramétre satisfait||w|| < A, on a, pour toute valeur positive de

2
M) . [10.30]

P,-dim(H) < (
0

Une autre référence sur le méme sujet est [GUR 01]. La tiansiers le cas des PMC

a unités sigmoidales est fournie par [GUR 95, GUR 97]. Bartitemule le résultat

central de ces articles sous la forme suivante.

THEOREME 25 (Proposition 16 dans [BAR 98b]) Soitn un entier strictement po-
sitif et 7 la famille de fonctionsf,,, de R® dans{—1, 1}, telles quef,, associe a

x sgn((w, x)). SoitH la famille de fonctions calculée par un PMC possédant une
couche cachée de taille arbitrair® dont les unités (a seuil) calculent une fonction
de F. Sous I'hypothése supplémentaire que les valeurs des geitiscouche haute
sont bornées, ce qui se traduit par

N N
H= {Zaifwi / NeN, fu, € F,) o] < A}, [10.31]

i=1 =1

alors

2,2
P,-dim(H) = O (AWZ log (%)) : [10.32]
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En s’appuyant sur ce résultat, il établit le théoréme sujvatatif cette fois aux ré-
seaux dont les unités cachées sont a valeurs réelles.

THEOREME 26 (Théoréme 17 dans [BAR 98b])Soit 7 une famille non vide de
fonctions deX dans[—21{/2, M/2]. Pour A > 0, définissons la class& des ré-

seaux a une couche cachée dont les unités cachées apparttenf de la maniére
suivante :

N N
H = {Zwifi /| NeN,f; e F.,> |wl <A}. [10.33]

i=1 =1

Sous I'hypothése que> 0 satisfaitd = P_»_-dim(F) > 1, alors

2 42 2
P, -dim(m) < M ;4 d <1og (MAd)> [10.34]
Y Y

ou c est une constante universelle.

Un résultat équivalent, indépendant du nombre de neurdmiesrembre de poids,
existe pour des réseaux a grands nombres de couches :

THEOREME 27 (Théoréme 14.19 dans [ANT 99])Soit un PMC sans cyclé dont
toutes les unités ont la méme fonction d’'activation, cenigs, L-lipschitzienne, a
valeurs dan$—b, b]. On fait I'hypothése que la somme des valeurs absolues das pa
métres des neurones situés sur une couche donnée est magoiéeEn notantH la
famille de fonctions calculée par ce PMC avec cette resbnicsur les poids, sh > 1,
siV >1/(2L), sie < 16VbL, sile nombre de couches ésit six’ C R", alors

P,-dim(H) < 4(32b/€)?(2V L)Y 1og(2n + 2).

Ce résultat revét une importance particuliére car il es¢pahdant du nombre de
neurones. On peut donc avoir des fonctions trés complexesyp qu’elles n'aient
pas des poids trop grands; cela n'est pas sans évoquer ldmtgedasés sur les co-
efficients de Lipschitz ou les normes Holderiennes (voiotBéne 30). En particulier,

2. Mais éventuellement doté de connexions qui "sautent" deshes.
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ce résultat illustre beaucoup mieux que ceux basés sur lbmothe connexions le fait
gue des réseaux immenses soient efficaces (e.g., résednnidues).

On sait que, lorsque c’est possible, il convient de tragaillirectement avec la
fonction de croissance plutét qu'avec la dimension VC. Denéame facon, lorsque
I'intervalle de confiance de la borne fait apparaitre un nrde couverture, il est
plus intéressant de tenter de le borner directement plutdidg passer par un lemme
de Sauer étendu et une dimension VC généralisée.

On peut ainsi utiliser la borne suivante sur les nombres dearture pour la norme
L. Ces nombres de couverture peuvent étre utilisés en ctagiifi (voir section
10.4.2.3) mais aussi en régression directement (voir [VID& [ANT 99]); voir
aussi le théoréme 44.

THEOREME 28 (Théoremes 14.5 et 14.9 dans [ANT 99]%0it un réseau de neu-
rones al couches, avec des connexions exclusivement entre coudjhesraes etV
parameétres ; supposons que toutes les fonctions d’aativatnt identiques, a valeurs
dans[—b, b], L-Lipschitzienne et croissantes ; supposons en outre queTpae 0 et

L > 1/V, dans toutes les couches sauf la premiére, le veaiede poids associé
a une unité donnée est de northé majorée parV. Alors, sie < 2b, et siH est la
famille de fonctions calculée par ce réseau, pour tBude cardinal< m,

dembW (LV)\ "
o0 < R S
N(GaH\EaL )—( G(LV—].) )
et

Py-dim(H) < 16W (l log(LV') + 2log(32W) + log (Wb_l)» '

Dans [WIL 00, WIL 01], les auteurs proposent une méthode founer direc-
tement les nombres de couverture des machines a noyau [SICEB&fe méthode
relie le calcul de cette borne a celui d'une borne sur les memh’entropie d’'un
opérateur linéaire. Les résultats principaux sur lesgsefonde cette démarche sont
résumés ci-dessous. Dans un but de simplification, 'expe$iénite au cas des SVM.
L'algorithme d’apprentissage de ces machines étant pr&skams le chapitre intitulé
"Fonctions de base radiales", nous nous bornons a rappetgricious sera utile ici,
c’est-a-dire I'architecture sur laquelle elles s’apptien

DEFINITION 20 (Pseudo-métrique)SoitH une classe de fonctions st a valeurs
réelles. Pour un ensembled’éléments det’ en nombre fini, on définit la pseudo-
métriqued, sur’H comme :

V(h,h') € H?, ds(h,h') = max [h(z) — I/ (x)] [10.35]
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On note :Noo (€, H,m) = sup, cxym N(e, H,ds,, ).

DEFINITION 21 (Nombres d’entropie) Soit E un espace de Banach £tun sous-
ensemble déZ. Pour n entier positif, len-iéme nombre d’entropide E est le plus
petit réel positife tel qu'il existe une-réseau deX (inclus dansE) de cardinalité au
plusn. Soit E et F' deux espaces de Banachlét la boule unité fermée d&. Le
n-iéme nombre d’entropide S appartenant & (F, F') est donné par

en(S) =€, (S(Ug)) . [10.36]
Le n-ieme nombre d’entropie diadiquie S est défini par
en(S) = egn-1(9). [10.37]

DEFINITION 22 (SVM) Soitx un noyau défini positif sut’ et g1y un espace de
Hilbert a noyau reproduisant (RKHS [ARO 50, WAH 90, WAH 98Jrespondant, ou
la fonction® vérifie :

V(z,2') € X% k(x,2') = (®(x), D(2)). [10.38]

La classe de fonctiofit = {h} calculée par la SVM de noyauest 'ensemble des
applications affines

h(z) = (w, ®(x)) + b, [10.39]
ouw est un vecteur d&s ) etb un scalaire.

DEFINITION 23 (Opérateur d’évaluation) Soits,, un élément quelconque d&™.
S, est'opérateur linéaire défini par :

Sm

SS?VL : E(I)(X) - [g
w — S, (w) = (<w7‘1’($i)>)1gigm

Ces définitions posées, le lien entre les nombres de cougattune SVM linéaire
(i.e. sans biais), et les nombres d’entropie de I'opérad&waluation défini ci-dessus
est donné par la proposition suivante.
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PROPOSITION 4 ([WIL 01], page 2523) Si pour touts,, € X™, €,(Ss,.) < ¢,

alors N (e,U,m) < n, ouU est la famille des SVM satisfaisant les contraintes
|W]| By ry < 1€LH=0.

Un résultat similaire, de portée plus générale, est fouanigpLemme 11 de [WIL 00].
L'intérét d’introduire des nombres d’entropie d’opératetéside naturellement dans
le fait qu'il existe des résultats permettant de les borNeus citons ici les deux
principaux.

ProposITION 5 (Proposition 1.3.1 dans [CAR 90])SoientE et F' deux espaces de
Banach etS un opérateur de& dansF (S € £(FE, F)) de rangr. Alors pour tont
entier strictement positif,

€n(S) < 4[|S|n~HT. [10.40]

THEOREME 29 (Théoreme de Maurey-Carl, lemme 6.4.1 dans [CAR 90]%oit
H un espace de Hilbertyn un entier strictement positif e§ € £(H,¢3) ou
S e £, H). Alors, pourl <n <m,

1 m 1/2
€an-1(9) < ¢|| S]] (— log, (1 + —)) , [10.41]
n n
ou c est une constante universelle.

Si la proposition 5 apparait d'un usage plus simple que lerthée 29, dans la mesure
en particulier ou elle ne fait pas intervenir de constantearselle, son domaine d'ap-
plication est aussi plus limité. On se convaincra en effeitdenent du fait que seul le
théoréme 29 s’'avere utile lorsque I'espace de représentasit de dimension infinie.
On trouvera dans [GUE 05a] une extension de ces travaux adesaSVM multi-
classes. Cette extension s’appuie en particulier sur unérgbsation du théoréme de
Maurey-Carl démontrée dans [GUE 05b]. Des bornes plus finees nombres de
couverture des SVM sont décrites dans [GUO 02].

On consideére ci-dessous des espaces de fonctions régudiersens de Holder
([KOL 61, LOR 66, BIR 67, DUD 84, VAA 96]), pour leur générai{en particulier,
les réseaux de neurones avec activation sigmoide ou les SVilMdes séparateurs
hoélderiens) :
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THEOREME 30 (Nombres de couverture pour des espaces de fonctions rdigoes)
ConsidéronsFs , 4, Ol > 0, la famille des applicationg de [0, 1]~ dans]0, 1]
telles qud||f|||« est bien défini et borné pas, avec

o5k f(a)
o = _mmax su 10.42
£ S ki<|a) mp|6x’f18x§2...8x5d| [ !
it G N il { ') N
2 Oz, .0z 4 )t 0z,2 ... 0w ¢
+ max supala2 074 Oy Oy Oy [10.43]
S ki=la) oty |z — ylo-led

ou |«] estici le plus grand entiestrictement inférieud « (égal aa — 1 si « est
entier). Cet espace de fonctions est appelé un espat®hker.

NotonsCg .4 'ensemble des ensembles de la forfe, t)/ f(x) < t} avecf €
FB,a,d-

Alors

1 (d-1)/c
log N{ (€, F1,a,4: L?) < K(av,d) (g)

1 2(d—1)/a
log N[](G, C17a7d7 LQ) S K’(Oé, d) <—>

€

pour certaines application& et K.

On peut noter que cette famille de fonctions a une VC-dinmemisifinie. On peut
voir [DEV 96, chapitre 28] pour plus d’informations sur lesmbres de couverture
pour la normeL> au lieu de la normd.'. Le résultat suivant provient de [BIR 67,
DUD 66].

THEOREME 31 (Nombres de couverture pour des espaces d’ensembles cexss)
ConsidéronsF 'ensemble des ensembles convexel®dd?, oud > 2, alors

1\ @12
logNH(e,}',LT)<K<—) .
€

Ce résultat ne conduit & une classe de Donsker quegeu. Toutefois, méme
en dimensior2, la VC-dimension est infinie - ainsi on a un avantage ici dssilles
classes de Donsker au lieu des classes VC. On verra en ogtre@&ue des nombres
de couverture exponentiels au-dela de la limite Donskevg®iuconduire a des vi-
tesses de convergence (e.g. section 10.4.2.3; on perd piae t@ vitessd //m).
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REMARQUE 1 (Fonctions de co(t et nombres de couverturefnfin, il convient de
souligner que les nombres de couverture (comme la dimen&@)nde’ sont trés

liés a ceux dd . En effet, si(y,y’) est lipschitzien (ce qui est le cas dg/, ') =

(y —y')? siy C [~1,1]), alors les nombres de couverture (respectivement avec
crochets) dd.1, sont majorés par ceux de.

10.3.4. Résultats asymptotiques

Les résultats classiques comme la loi forte des grands resnér le théo-
réeme central limite s'étendent aux classes de fonctiondaildes grands nombres
(% > Lu(zi) — E L), dans sa versionniformeenh € H, est vraie lorsque
L4 est une classe de Glivenko-Cantelli (section 10.3.4. 8 #tdoréme central limite
(ﬁ >t L(z;) asymptotiquement gaussien) est vrai dans sa versidormeen
h € H lorsque Ly est une classe de Donsker (section 10.3.4.2). Le bootsstap e
une application trés riche des classes de Donsker, pemheftvaluer de maniére
asymptotiquement consistante différentes quantitésld@upremum suk € H des
|ELp, — ELp|.

10.3.4.1.Classes de Glivenko-Cantelli

DEFINITION 24 (Classes de Glivenko-Cantelli [DEH 71] ; voir aussi [DUD 9)])
Soit Ly une famille de fonctions d& dansR 3 et P une mesure de probabilité. Alors,
on dit queLy est uneP-classe de Glivenko-Cantelli si pour toute suite i.i.d. de v

riables aléatoires de méme |61 on asupy, ¢, |ELj, — ELy| s 0, et on dit queLy
est uneP’-classe de Glivenko-Cantelli pour la convergence presdue si pour toute
suite i.i.d. de variables aléatoires de mémeAbon asupy,, ¢, |EL, —ELy| = 0.

Si P est une famille de distributions de probabilité, on dit qdeest uneP-classe
de Glivenko-Cantelli (respectivement pour la convergearesque sire) sk est une
P-classe de Glivenko-Cantelli (respectivement pour la eogence presque s(re)
pour toutP € P.

Le nom de "classes de Glivenko-Cantelli" fait référencegotéme de Glivenko-
Cantelli (voir par exemple [DEV 96, VAP 98]), premiére loioffe) des grands
nombres uniforme démontrée. Ce théoréme établit, pour ariable aléatoire a va-
leurs réelles, la convergence presque slre de la fonctiogépdetition empirique vers
la vraie fonction de répartition, ceci uniformément 8urll peut donc également étre
vu comme un résultat de convergence d’'un processus empiingiexé par une fa-
mille de fonctions, ces fonctions étant trés simples, puikgagit de raies { — 1

3. Il est & noter qud. peut tout & fait étre une famille de fonctions autre qu'uneifi@ de
fonctions de colt, méme si nous adoptons cette notation utaissuci de cohérence avec le
reste de ce chapitre.
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sit > a, 0 sinon). Les classes de Glivenko-Cantelli sont donc deslifssrde fonc-
tions pour lesquelles on dispose d’'un théoreme de Gliveddaatelli étendu. Un ou-
til efficace pour prouver le caractere Glivenko-Cantellink classe est le suivant
([BLU 55, DEH 71, DUD 84]) :

THEOREME 32 (Couverture avec crochets et classes de Glivenko-CarltglSi
Ly, est une classe de fonctions telle qNig| (e, Ly, L' (P)) < oo pour toute > 0,
alors L, est P-Glivenko-Cantelli pour la convergence presque sire.

Les nombres de couverture en jeu sont donc "avec crochetsheernent la dis-
tanceL! associée a la distributioR. On trouvera une démonstration (simple) de ce
théoréme dans [VAA 96, chap. 2.4]. Un second théoréme, diéimet de démonstra-
tion plus complexes, trouvera un grand nombre d’applicetiootamment en raison
de son lien avec la VC-théorie ; on va ici considérer les n@wsloie couverture pour
la distancel.}(P,).

THEOREME 33 (Couverture et classes de Glivenko-Cantelli 5i L, est borné* et
silog N (e, Ly, L' (P,)) = op(n) pour toute > 0, alors Ly, estP-Glivenko-Cantelli
pour la convergence presque sdre.

Very related results can be found as early as [VAP 71, VAP 81].

Ce théoreme permet donc de traiter des nombres de couverguper-
polynomiaux ern /e, donc trés au déla de la VC-dimension finie. En effet, les mesb
de couverture pouLl(fDn) sont polynomiaux quand la VC-dimension est finie ; ils le
sont méme pour la distande (Q) pour toute distribution de probabilité discreéte finie

Q.
THEOREME 34 (Couverture et VC-dimension) Soitr > 1. Si Ly est une famille
de fonctions & valeurs daf$, 1}, alors

N(e, Ly, Lr(Q)) < K(V + 1)(de) " (1/e)™

pour toute distribution de probabilité discréte et fidgde en notant” la VC-dimension
de L et K est une constante universelle I3} est une famille de fonctions a valeurs
dans|0, 1], alors

N(e, Ly, L.(Q)) < K'(V +1)(16e)V 1 (1/e)"V

pour toute distribution de probabilité discréte et file V' désignant de nouveau la
VC-dimension dé.,, et K’ une constante universelle.

4. l est en fait suffisant, sous certaines conditions, fuesoit d’enveloppel.! pour P.
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On pourra trouver une preuve de ces résultats dans [VAA $&rémes 2.6.4 et
2.6.7] qui crédite [HAU 95a, DUD 78] de la preuve originale216.4 ; le passage a
2.6.7 (extension aux fonctions réelles) provient de [PO]. Bdr conséquent, toute fa-
mille de fonctions de VC-dimension finie ou de P-dimensioiefest universellement
Glivenko-Cantelli.

On verra en section 10.4.1 des applications des classesvémiai-Cantelli.

10.3.4.2.Classes de Donsker
Nous commencerons par définir I'intégrale d’entropie etdadition d’entropie.

DEFINITION 25 L’intégrale d’entropieest définie comme suit potf un ensemble
de fonctions d’enveloppe bornée :

Lew = / " sup /log N{e, 7, T2(Q))de [10.44]
0 Q

ou le supremum porte sur I'ensemble des distributions dbgbiité discretes finies
Q. Lacondition d’entropie uniformest/., < co. L’entropieest de maniére générale
le logarithme des nombres de couverture.

La condition d’entropie uniforme est en particulier vémfidorsque la VC-
dimension est finie (c.f. théoréme 34).

Interprétation : D’'une maniére ou d’'une autre on essaiera en général de se dé-
barasser du supremum s@r, peu commode & manier. |l s’agira donc, pour que la
condition soit vérifiée, d’avoir des nombres de couvertwrergg croissent pas trop
vite (le probléme dans la convergence de l'intégrale est&mon enx).

Des versions raffinées ofi n’est pas d’enveloppe bornée existent; voir [VAA 96,
chapitre 2.5].

DEFINITION 26 (Classes de Donsker, voir par exemple [VAA 96], page 8X)n
considére une suitery, y1), - - -, (Tm, ym) de variables aléatoires i.i.d. de Idt.

Une famille de fonction&, est P-Donsker SW(ELf —ELy)r,erL, COnverge
faiblement dand.> (L) vers un processus aléatoire tenelu

5. Un processus aléatoire est tendu si pour tout 0 il existe un quasi-compact de mesure
>1—e
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La définition est un peu abstraite, mais a bien la regarderrelus stipule sim-
plement que I'on a bien convergence faible uniformelég/m. Elle laisse ouverte
la définition de ce processus aléatoire limite, mais la psdjmm suivante comble ce
manque :

PROPOSITION 6 Si la condition de la définition ci-dessus est réalisée, @lerpro-
cessus aléatoire limite est un processus gaussien cemtti€reament défini par ses
variances/covariances qui sont les variances/covarianoarginales; i.e. ave&
le processus limite de/ﬁ(fELf — ELy), l'espéranceE(Gf) x (Gg) est égale a
E(fg) - (Ef)(Eg).

Cette proposition n’est pas immédiate ; apres avoir montfi gjagit bien d'un
processus gaussien et que ses covariances sont biendaglldaut établir qu'il est
uniguement déterminé par cela. Le lecteur intéressé egbyéra [VAA 96, sections
15et2.1].

Le théoreme ci-dessous est central en théorie du procesgisaqie et généralise
le théoreme central limite.

THEOREME 35 (Couverture et classes de Donsker [DUD 78, KOL 81, POL 82])
Si Ly, est d’enveloppe bornée et si la condition d’entropie umiferest vérifiee, alors
L, estP-Donsker.

Interprétation : Si la condition d’entropie uniforme est vérifiée, alors léwvid-
tions, indexées par les fonctions, et multipliées pan, tendent vers un processus
gaussien. En particulier, I'inégalité de Borell (propa@sit 2) s'applique; on a par
ailleurs convergence faible €y /m du supremum des déviations, ce qui explique
donc les vitesses constatées.

Il est & noter que ces convergenced gtym ont donc lieu méme a dimension VC
infinie, tant que les nombres de couverture ne croissentrppsvite (c.f. condition
d’intégrale d’entropie uniforme plus haut : les nombres daverture peuvent étre
Iégérement exponentiels). On verra plus bas qu’en outrariectere Donsker permet
I'utilisation du boostrap.

Un théoréme équivalent existe avec les nombres de cougeatgc crochets
(IDUD 78, DUD 84, OSS 87, AND 88]) :
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THEOREME 36 (Nombres de couverture avec crochets et classes de Dongk8i
Ly est a valeurs dang, 1] et si

/ \/log Ny(€, Ly, L2(P))de < o0
0

alors L1, est une classe de Donsker.

On pourra trouver une démonstration dans le chapitre 2. 544 P6].

Exemples

— pour toute distribution de probabilifé surR, {] — oo, z|; « € R} estP-Donsker
(statistique de Kolmogorov-Smirnov);

— I'ensemble des fonctions-hélderiennes dans un compact Bé est Donsker
pour une loi de probabilité de densité bornée dés lorsogre2(d — 1).

On verra en partie 10.4.1 des applications des classes d&kBron

10.3.4.3.Le Bootstrap

Le Bootstrap a été initialement défini par Efron [EFR 79] e$ @ersions uni-
formes sont apparues avec le travail de Giné et Zinn [GIN®8% travaux et beaucoup
d’autres sont résumés dans [VAA 96] (voir aussi [HAS 02]).

On appelle rééchantillonnage bootstrap d'un échantillode taillem un tirage
avec remise de: exemples parmb. Le fait que le tirage soit avec remise fait que ces
rééchantillonnages ne retombent pas nécessairemebt sur

On note dans la sui; = /m(EL; — ELy) ; G est une famille de réels indexée

parf € H. Implicitement G dépend den. On noteG’; = ﬁ(ﬁLf ~ELy), oUI@Lf
estla moyenne defs;(Z;, ), ou lesiy, pourk € [[1,m]], sonti.i.d. parmi[1, m]] (i.e.,

[ est la distribution correspondant a un échantillonndepoints tirés avec remise
dans I'échantillon conduisant®). G’ dépend en fait & la fois du premier échantillon
z1,...,2zm €t du rééchantillonnage opéré.

THEOREME 37 (Classes de Donsker et bootstrappoit L4, une classes de Donsker
de fonctions & valeurs dar, telle queLy ait une fonction enveloppe de normeé
finie. Alors,G’ tend versG en convergence faible conditionnefle

6. Cette convergence est a formuler proprement en terme detagte de Lipschitz :
p.s.

sup |Epsh(G') — h(G)| = 0
heBL(1)
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En outre, le résultat demeure vrai si on rempl&&epar son estimateur empirique
défini comme la moyenne deéchantillons bootstrap indépendants pourvu dtie»
oo commemn — oo.

Interprétation : On peut approche® (inconnu) parG’ (simulable) du point de
vue de leur supremum dafs® (L ).

Le résultat se transmet a I'approximation/d&r) pari(G’) si h est suffisamment
réguliere. En particulier, cela est vrai lorsgug) est Hadamard-différentiable &n
([VAA 96, chap. 3.9]).

Le bootstrap fournit donc des informations sur le procefimite, dans un cadre
trés général. Il peut ainsi étre utilisé de différentes raeas, que ce soit la construction
d’intervalles de confiance ou la suppression de biais. Ltelg@st renvoyé a [VAA 96,
section 3] ou a des livres standard de statistique ([SAP; @01 pourra consulter aussi
[DEV 96] pour les limites de la méthode.

Il est a noter que d’autres méthodes que le bootstrap pemet®tudier le pro-
cessus limite, en évitant son caractéere asymptotique. &mnipre approximation, on
voit que le bootstrap permet d’approcher la loist@(EL; — ELy) :

— par une quantité que I'on peut évaluer par des rééchamidiges ;
— a une quantité asympotiquement négligeable pres;
— d'une maniére qui dépend des données (les rééchantijesmiipendent de).

On verra en section 10.5.1 une méthode (méthode de Rademaehnmettant
d’approcher ce méme supremum :

— par une quantité que I'on peut évaluer par des rééchamigiges, plus simples
car il s’agit de rééchantillonner des variables binaireaisngotant I'évaluation d’'un
supremum bien délicat a chaque fois,

— a une quantité asymptotiquement négligeable prés la;gusst en outre bor-
née non-asymptotiquement;

— de maniére dépendant des données (les rééchantillors@mydsnaires, mais le
calcul desup qui en découle utilise les données).

Enfin, on peut citer des applications étonnantes des mé&haeleééchantillon-
nage. Les améliorations de précision précédemment citgesgnt en fait valables

ol BL(1) = {h € [0,1]*7 (7); h estl — lipschitzier} et bs est la mesure de probabilité
associée au rééchantillonnage bootstrap. Ceci est égnivaala convergence faible, a ceci pres
queG’ ne peut a proprement parler étre défini en termes de convazdaible.
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dans un cadre trés général d'ou I'immense succés du bgotsnas la réduction de
biais), ont encouragé les gens a tester les rééchantilj@snaour apprendre et pas
seulement pour valider, et cela a donné naissance au baj@Riy96], au boosting
[SCH 98], et de maniere générale aux méthodes d’ensemlidkéel est d’avoir un
grand nombre de rééchantillonnages des données, d’appremdces rééchantillon-
nages, et de combiner les fonctions obtenues.

10.4. Les paradigmes

La solution la plus naturelle pour choisir une fonction d&hsonsiste a choisir
celle qui a la plus faible erreur moyenne sur les exemplegi¢se10.4.1). Nous ver-
rons gque cela fonctionne notamment en dimension VC finiegmotependant que si
I'on n’exige pas I'uniformité en la distribution cela fomahne aussi avec des nombres
de couverture Iégerement exponentiels, cf 10.3.4.1. Leleda dimension VC finie
représente toutefois un cadre restrictif 10.4.2.2, et tai@e 10.4.2 fournit donc un
paradigme plus élaboré, garantissant notammeobieistance universell®0.4.2.1.
Nous verrons enfin en section 10.4.3daimisation structurelle du risqueui justifie
notamment les techniques de régularisation.

10.4.1. Minimisation empirique du risque

On sait que toute la difficulté (statistique) de I'appresdige provient du fait que
I'expression analytique de la probabilité jointe caraist#mt le probléme a traiter est
inconnue, et que I'on a acces a cette mesure qu'a travers-anhantillon. Sur cet
échantillon, il est possible de calculer une estimation ieque du risque, donnée
par:

Rn() = = 3~ (0. (a1,1). [10.45]
i=1

Le principe inductif deminimisation empirique du risqUMER) [VAP 82] consiste
a utiliser le risque empirigue comme critére de sélectionfatection. Pour que
la mise en ceuvre de ce principe soit justifiée, il faut dispaten ensemble de
résultats que nous allons a présent évoquer. Pour ce faius, mous appuyons de
maniére privilégiée sur le chapitre 3 de [VAP 98] et sur [GAZ.En premier lieu,
nous faisons I'hypothése que, pour uréchantillon donng, il existe une fonction
ho, Vvérifiant R, (k) = infrenRn(h), fonction que nous nommorfenction
empirique Si la théorie peut encore étre développée sous des hypsthks Iégéres
(voir par exemple [BOU 02]), cette hypothese présente tHtage de simplifier
I'exposeé.
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Le risque empirique est I'estimateur de resubstitutionisigue. Sil'on s'intéresse
plus particulierement & son minimum, il s’agit naturelletnd’'un estimateur forte-
ment biaisé donnant une vue optimiste des performancdeséel

Il n’est donc pas évident, mémeRj, (h,,) est faible, quer(h.,) soit faible. Une
solution simple et naturelle, pour le garantir, est d’aéli une convergence uniforme.

REMARQUE 2 Sisupycy |Rm(h) — R(R)| < € eth,, = argmin R,,(.), alors
R(hm) < Bon(hin) + € < inf Ry (h) + € < inf R(h) + 2¢.
S

Nous allons ici utiliser cette simple observation pour nélasgner brievement de
ce qui se fait usuellement en théorie statistique de I'aftfseage, et passer par les
classes de Glivenko-Cantelli et les classes de Donsker.

Si Ly est Glivenko-Cantelli pour la convergence presque s(Or@rsal
R(argmin Ry,) = EL, o i oo pr, — 0fL,er, ELy presque sirement. On a ainsi
une forme de consistance de la minimisation empirique duweslang{. Les classes
de VC-dimension finie étant universellement Glivenko-@#nfthéoréme 33), nous
avons ainsi un résultat de consistance indépendant detidodimn.

Par ailleurs, siLy, est Donsker, alorsup;,c4 |Rm(h) — R(h)| converge faible-
mentvers) enl/./m. Parconséquenk(argmin Ry,) = EL, s, .. pr,, CONVErge
faiblement versnf R(.) = infy 1, EL; enl/y/m. Les classes de VC-dimension
finie étant universellement Donsker (voir section 10.3,4c2tte propriété est vraie
pour toute distribution, pour toute classe de VC-dimen§imie.

Nous venons donc de montrer que la finitude de la VC-dimerstomet d’obtenir
des convergences saines, valables pour toute distrihuiajue des hypotheses plus
faibles permettent des résultats dépendants de la distrihgoit avec soit sans vitesse
en1/,/m, méme avec VC-dimension finie. L'approche ci-dessus estmiotent dé-
veloppée dans [VAA 96]. Son inconvénient principal est dgag exhiber de bornes
non-asymptotiques; on ne peut énoncer un résultat sousrteefe avec probabilité
au moinsl — ¢, R(h,,) < infpey R(h) + € ». Nous allons maintenant suivre une
démarche plus classique en théorie statistique de I'afipsaige, qui nous permettra
d’expliciter lese et lesd ci-dessus souhaités, en fonctionide

Nous avons vu gu'’il semble souhaitable, pour que I'apglicadu principe induc-
tif MER ait un sens, qu'il y ait une convergence &g, (h.,,) vers R(h,,); ainsi, a
minima, on saura estimer le risqui&h.,,) a partir du risque constat@,, (h,,). Nous
nous intéressons ici a une convergence en probabilité. Gma#e donc établir :
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ou la probabilité produif"™ est relative aun-échantillon d’apprentissage (tiré sui-
vant la loi P). Lorsque la propriété 10.46 est vérifiée, on parledavergence faible
du processus d'apprentissage. On peut également casactigireur d’estimation
c'est-a-dire I'écart entrd®(h,,,) etinf,ecy R(h). La convergence:

lim P™ m) — inf >ep =0, 10.47
i P {Rio) = ot 100 > ¢} 1047

caractérise laconvergence fortglu processus d’apprentissage. Remarquons qu'ici,
nous ne nous soucions pas de I'existence d’'une fonctionmrmsant le risque sur
H. Le probleme fondamental de la théorie du principe indUdiR réside dans la
démonstration de laonsistanceCelle-ci est définie de la maniére suivante.

DEFINITION 27 (Consistance du principe inductif MER) Le principe inductif
MER est ditconsistanpour la famille de fonctiond.,,, et pour le probléme d’ap-
prentissage caractérisé par la loi joint®, si I'on dispose des deux résultats de
convergence en probabilité :

limy— oo P™ {R(hm) — infrep R(h) > €} =0
limy,—— oo P™ {| R (hum) — infrey R(h)| > €} =0

On observe que la premiére condition correspond a la coamergforte du proces-
sus d’apprentissage, tandis que la seconde correspondanargence du risque
empirique minimal vers le plus petit des risques atteigaabir . Olivier Gascuel
[GAS 97] donne une signification différente a la consistaroda définissant comme
la convergence, toujours en probabilité, du risque de latfon minimisant le risque
empirique vers le plus petit risque possible, c’est-a-tiresque de Bayes. Cette vi-
sion ambitieuse des choses requiert de la part de la fanglfertctionsH d’étre un
approximateur universel (ou de supposer I'appartenange dassifieur de Bayes a
'H). De fait, des résultats de ce type ont été établis pour le€ Riir par exemple
[CYB 89], théoreme 2 ou [HOR 89, BAR 93]) et les machines a nd$a E 01]. Ce-
pendant, dans le cas des PMC, ils supposent que la tailleabithe cachée puisse
étre choisie arbitrairement grande. Chercher a faire agevde risque de la fonc-
tion empirique vers le risque de Bayes n'a donc généralepeshbeaucoup de sens
en pratique, sauf si I'on s'autorise a travailler sur desstas emboitées de fonctions
de complexités croissantes. Ce cadre n’est cependant gluisdel principe inductif
MER, mais celui du principe inductif de minimisation structlle du risque, traité plus
bas. Pour cette raison, nous retenons ici la définition higde de Vapnik. La défini-
tion de la consistance étant donnée, se pose a présent tooguissla caractérisation
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de conditions sous lesquelles elle est obtenue. On soujwetees conditions portent
sur la famille de fonction${, ou plus précisément la famille de fonctiohsg . Déter-
miner de telles conditions n’est possible qu’en considérar notion de consistance
légerement différente.

DEFINITION 28 (Consistance stricte du principe inductif MER) Le principe in-
ductif MER est districtement consistanbu consistant de maniére non trivigieur

la famille de fonctiond.4,, et pour le probléme d’apprentissage caractérisé par la loi
jointe P, si pour tout sous ensemble non villge de , indexé par un réet et défini
par

H, = {h e/ R = | ) PGy > }

on dispose de la convergence en probabilité :

inf R (h)— inf R(h)' > e} =0. [10.48]

lim P™
m—00 heH. heH.

Vapnik a démontré gu’une condition nécessaire et suffisdatmnsistance stricte
du principe inductif MER est la propriété de convergencéarnie sur, "d’un seul
c6té", des moyennes vers leurs espérances. La convergeificene se définit sous
deux formes.

DEFINITION 29 (Convergence unifome)Pour un probléme d’apprentissage et une
famille de fonctions donnés, on parle denvergence uniforme des moyennes vers
leurs espérances ("des deux c6té&s'on dispose de la convergence en probabilité
suitante :

lim P™ {sup |R(h) — R (h)| > 6} =0. [10.49]

DEFINITION 30 (Convergence unifome "d’'un seul c6té") Pour un probléme d’ap-
prentissage et une famille de fonctions donnés, on part@deergence uniforme des
moyennes vers leurs espérances "d’'un seul ctEdn dispose de la convergence en
probabilité suitante :

lim P™ {sup (R(h) — R (h)) > e} =0. [10.50]
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THEOREME 38 (Conditions de consistance stricte du principe inductiMmER)
Pour que l'on dispose de la consistance stricte du principguctif MER, il est
nécessaire et suffisant que la convergence uniforme "d'uircégé" ait lieu.

La raison pour laquelle la consistance stricte est cargétrpar une condition
dissymétrique, la convergence uniforme "d’'un seul c6tésulte du fait que nous
nous intéressons seulement a la minimisation empiriqueishue, et non a la
maximisation empirique du risque.

Il résulte du théoréme 38 que le probléme de la caractéisal la consistance
stricte se réduit a celui de la caractérisation de la corarerg uniforme. Dans le cha-
pitre 3 de [VAP 98], Vapnik fournit des conditions nécesssit suffisantes de conver-
gence uniforme "des deux cétés" en fonction des propriéids thmille de fonctions
Ly (voir aussi [GIN 84]). Ces conditions s’expriment toutesntoe la convergence
vers zéro du quotient dedhtropie(ou I'e-entropié de la famille des fonctiong,; par
la taille de I'échantillon d’apprentissage, lorsque cédtbe tend vers l'infini. Afin de
conserver a cette exposé sa simplicté, nous ne donnons dééraion de I'entropie
utilisée lorsqué’ est une fonction indicatrice, c'est-a-dire que le probldraéé est
une tache de discrimination.

DEFINITION 31 (Entropie d'une famille de fonctions indicatrices) Soit’H une fa-
mille de fonctionsh de X dans) et ¢ la fonction de perte indicatrice associée
(pour une fonctiom et un couple(x,y) de X x Y donnés). SoitZ,, un élément
de (X x ¥)™. En nous inspirant des notations utilisées pour définir laction de
croissance, notonHy,,, (Z,,) le cardinal deLy|z,,. Alors I'entropie aléatoirele la
famille de fonctiond., sur Z,,, est donnée par :

Hi, (Zm) =L, (Zn)). [10.51]

On définit égalementdntropiede la famille des fonctions4, sur un échantillon de
taille m comme étant :

Hyp, (m) = /(X . Hy,,(Zm)dP™ (Zm) =E(In(Il1,,(Z,))). [10.52]

Dans le cas ou la fonction de perte est une indicatrice, unditton nécessaire et
suffisante de convergence uniforme "des deux cétés" estdimmée par le théoreme
suivant.
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THEOREME 39 Soit’H une famille de fonctionsd de X dans). Si¢ est une fonc-
tion indicatrice, alors une condition nécessaire et suffieade convergence "des deux
cbtés" du processus d’'apprentissage est donnée par :

L . [10.53]

NotonsZ,, = (i, ¥i))1<i<m €1 Xm = (i), <;<,,- Dans le cas ou les fonctions de
la classeH sont a valeurs binaires, on établit simplement I'égalité

HLH (ZM) = HH(Xm)
dont on déduitimmédiatement
Hp,,(m) <In(IIx(m)).

Nous avons donc ici une nouvelle illustration du lien foriséant entre les mesures
de capacité de la famille de fonctions représentables panamtéle et les mesures
de capacité des classes de fonctions de perte correspead@rt remarquera que
les conditions nécessaires et suffisantes de convergeifoenua "des deux cotés"

permettent en fait d’obtenir un résultat plus fort que cedgherché, dans la mesure
ou elles établissent une convergence presque sire du puscesipirique étudié, au
lieu d'une simple convergence en probabilité. La conditiénessaire et suffisante de
convergence uniforme "d’'un seul coté" est donnée par lerémée suivant :

THEOREME 40 (Théoreme 3.8 dans [VAP 98])Soit H une famille de fonctiona
de X dans). Pour que la convergence uniforme "d'un seul c6té" ait liew sne
famille de fonctionsLy, uniformément bornées, il est nécessaire et suffisant que
pour tout triplet de réels positif§s, e, ¢), il existe une famille de fonctions}, =
{¢* (n,.)}, avech € H, telle que :

1) pour toute fonctiort (h, .) il existe une fonctio* (h, .) satisfaisant les condi-
tions

C(h,.)>0*(h,.)

et

/ (€ (hy () — € (s (2,9))) dP(z,y) < C
XxY

2) I'e-entropie de la famille de fonctions;, satisfait I'inegalité :
Hyp~ (e,m
lim 7LH( )

m—s o0 m

<. [10.54]
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Dans cette section, nous n'avons jusqu’a présent étudidgreipe inductif de mini-
misation empirique du risque que d’'un point de vue qualitits’agissait de savoir
quand la mise en ceuvre de ce principe était pertinente, sasusier de considéra-
tions pratiques, comme la vitesse de convergence. Cepetalaaconde question est
naturellement aussi importante que la premiére. Pour i@doil convient au préa-
lable d’introduire plusieurs notions supplémentaires.considérera que I'on dispose
d’un taux de convergence asymptotique rapide pour un pnubldonné (caractérisé
par la loi de probabilité?), s'il existe deux constantes positiviest ¢ telles que, pour
une taillem de I'’échantillon d’apprentissage suffisamment grandejton a

pm {sup |R(h) — R (h)| > e} < bexp (—ce’m) . [10.55]
heH

m, taille d’échantillon assurant une précision donaéest a choisir en fonction de
et H, qui spécifient le probléme d’apprentissage, ainsi quze la méme maniére, la
convergence rapide, non plus pour une unique mesure dehplith#, mais pour une
classe de mesures de probabifté@st caractérisée par

sup P™ {sup |R(h) — R (h)| > e} < bexp (—ce’m) .. [10.56]
PEP heH

m, taille d’échantillon assurant une précision donaggétant plus cette fois a déter-
miner qu’en fonction dé< ete.

Notons que la queue de distribution obtenue pous;, ., |R(h) — R (h)| est
d’ordreexp(—ce?m), et qu’elle est donc presque aussi faible que la queue d'ang-g
sienne.

Notons aussi que si la condition 10.55 est vérifiée, alorsreiément par la re-
marque 2,

pm {R(hm) > hlél;:‘ R(h) + 26} < bexp(—ce?m).

Cela montre donc que la condition 10.55 entraine une coanergrapide dé&(h,,)
vers I'erreur minimale. On voit donc le caractére centrallaleondition 10.55. Le
résultat est en outre indépendant de la distribution, d&sjoe la propriété 10.56 est
vérifiée. Déterminer des conditions nécessaires et sutiisgpour la propriété 10.56
est donc central.

DEFINITION 32 (Entropie recuite) Soit H une famille de fonctiong de X dans
Y. Alors, en conservant les notations précédentesitiopie recuitele la famille de
fonctionsLy, est définie comme :

Hann.1p,(m) =1n (E (L, (Z0))) . [10.57]
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Comme dans le cas de I'entropie, cette notion s'étend auvesafodctions de perte qui
ne sont pas des indicatrices ; on parle alogsetitropierecuite. Ces définitions étant
posées, on dispose des résultats suivants.

THEOREME 41 Soit’H une famille de fonctions de X’ dans) . Si/ est une fonction
indicatrice, alors une condition suffisante de consistagtage convergence rapide du
processus d'apprentissage au sens de 10.55 est donnée par :

Han'n,
hm v 7LH (m)

m—s o0 m

=0. [10.58]

THEOREME 42 (Condition nécessaire et suffisantepoit H une famille de fonc-
tionsh de X dans) . Si¢ est une fonction indicatrice, alors une condition nécessai
et suffisante de consistance et de convergence rapide degsus d’apprentissage au
sens de 10.56, i.e. pour toute mesure de probabilité esté&opar :

f Iy, ()

m—o0 m

= 0. [10.59]

Vapnik nomme les théorémes 39, 41 et 42 les trois étapes targes (ilestoneyde
la théorie statistique de I'apprentissage.

Pour conclure quant au célébre lien entre apprenabilitéc2tivhension, on utilie
le lemme de Sauer qui assure dug,, (m) est polynomial emn pourm suffisamment
grand si et seulement si la VC-dimension est finie, et qu'arcoatrairdly,,, (m) =
2™ pour toutm. On en déduit alors le résultat suivant de Vapnik et Chermkise
([VAP 71, VAP 81, VAP 98)) :

THEOREME 43 Dans le cadre d’'une discrimination bi-classe, une conditigces-
saire et suffisante de consistance et de convergence rapigeodessus d’apprentis-
sage au sens de 10.56, i.e. pour toute mesure de probab#itélonnée par :

VC-dim(L3) < oo, ou de maniére équivalente VC-diri) < co.

REMARQUE 3 Il est a noter que la VC-dimension ne caractérise pas seuieme
fait que I'on ait convergence pour toute distribution au sele 10.56. En outre, cette
condition est équivalente au fait qu'il existe une vitessecdnvergence indépen-
dante de la distribution; on n’obtiendrait pas, en VC-dirsiam infinie, une vitesse
de convergence indépendante de la distribution, quellesgitd’algorithme retenu.
Ceci est établi par le théoréme 47.
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Les résultats correspondant dans le cas de la régressitmesnrcoup plus récents.
[ALO 97] montre que, pour la fonction de colt quadratiqye, y,y') = (y — v')?
avec) borné, I'existence d’'une convergence uniformdtjgversR, indépendante de
la distribution, est équivalente & la finitude de la fat-8#ratg dimensiorP, -dim(H)
pour touty > 0.

On peut, tout comme en VC-dimension pour la classificatiénivdr des bornes
sur 'écartsup; oy |R(R) — R ()| en régression a partir de la fat-shattering di-
mension. Pour cela, on peut borner par le théoréme 28 les nesnale couverture
Supp. 4 p<m N (€, H g, L) On sait que

sup  N(e,H|g; Loo) > Nim(e, H) [10.60]
E#E<m

ou Ni(€, H) = supg_1 ym 5, N(e,’H,L(Q)). Or ces nombres de couverture
sont fort utiles : o

THEOREME 44 (Théoréme 17.1 dans [ANT 99])Sic(z, y,y') = (y—y')? and) =
[0,1],

sup |R,,(h) — R(h)| < ¢ [10.61]
heH

avec probabilité au moins — 4Ny, (¢/16, H) exp(—me?/32).

On en déduit donc immédiatement, en combinant les équatiig et 10.61 une
borne sursup,, | R (h) — R(h)| en fonction de la dimension fat-shattering . Nous
avons vu précédemment (théorémes 26 et 27) que la dimerdishdttering pouvait
étre finie méme avec des réseaux arbitrairement grandsi; amss avons ici une
justification des performances en généralisation de résdatreés grande taille.

On peut remarquer certaines différences avec le cas deslsifatation.

En classification, la caractérisation de la convergenciume indépendante de
la distribution reste la méme si I'on se restreint aux disttions telle que I'erreur
minimale est nulle; c’est-a-dire que si on est assuré deastence deh vérifiant
Rmy(h) = 0, alorssupy, g, (ny=o |[2(h) — Ry (h)| — 0 avec une vitesse indépen-
dante de la distribution si et seulement si la VC-dimensgiiiieie, de méme que sans
cette hypothese sur I'existence de tel®n asup,, |R(h) — Ry, (k)| — 0.

Dans le cas de la régression des cas pathologiques appatd@sque I'erreur
minimale est nulle (voir [ANT 99, exemple 19.6]) : lorsque lexemples sont sans
bruit, il peut arriver que pour toute distribution d’exerap) un exemple suffise a dé-
terminer exactement la fonction adéquate, bien que lahfattering dimension soit
infinie.
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10.4.2. Minimisation empirique du risque corrigée

La minimisation empirique du risque (MER) est connue efiicaeulement dans
le cas de la dimension VC finie. Toutefois, le résultat suieEn[DEV 96, page 290],
basé sur un choix judicieux de la taille de la famille de faores, justifie la minimi-
sation empirique du risque sur une union dénombrable ddléswie dimension VC
finie.

Nous présentons dans cette partie :

— ce principe d’'induction sur une union dénombrable de fiamide dimension VC
finie 10.4.2.1;

—un résultat montrant que les mémes performances ne peétrentbtenues a
partir d’'une seule famille de fonctions de dimension VC fib@4.2.2;

— un résultat montrant que d’'autres alternatives a la msation empirique du
risque existent 10.4.2.3.

10.4.2.1.Consistance universelle par minimisation incrémentaléshyue empirique

THEOREME 45 (Risque empirique incrémental ; théoréme 18.1 dans [DEV@&)
SoientH1, ..., H des familles de fonctions dont les VC-dimensibns..., V4, ...
sont toutes finies. Sott = U, ’H,. Supposons que chaque distribution conduise
ainf Ly, = L* (de telles classes de fonctions existent; c.f. [DEV 96,8]el les
références qui y sont citées). Shit — oo etVy,, log(m)/m — 0 lorsquem — oo.
Alors, pour toute distribution d’exemples, l'algorithmergsistant & minimiser
I'erreur empirique surHy,, a une erreur asymptotique égalda avec probabilitél.

Interprétation : Dimensionnez votre nombre de paramétres en fonction de votr
nombre d’exemples et tout devrait bien se passer.

REMARQUE 4 — Ce paradigme sera appelé, par la suitd,E’R "incrémentale"

- MER' en abrégé. Aucune vitesse de convergence n’est donnée;ateavitesse
de convergence ne peut étre donnée uniformément en lefidasdBayésien sous-
jacent ("le" est un raccourci impropre de vocabulaire - lassifieur de Bayes n’est
pas unique). Ceci peut étre vérifié dans le théoréme ci-diss@lil a Benedek, ltai,
[BEN 94]), qui établit que les classes VC peuvent étre de migapproximateurs :

— M ER! esttrés aisément utilisé dans des cas pratiques, contraing a\/ £ RL,
(présenté en section 10.4.2.3 et nécessitant I'utilisatiG-réseaux). Il conduit a
la consistance universelle, mais & des problemes algoiithes NP-complets dans
beaucoup de cas.

10.4.2.2.Mauvaise approximation en dimension VC finie

Nous allons maintenant signaler que I'on a besoin d’'une [farmcrémentale
comme précédemment définie, car une seule famille de VCrdifoe finie ne peut
suffire.
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THEOREME 46 (Mauvaise approximation des classes VC [BEN 94, DEV 96])
SoitHy, ..., Hk, ... une suite de familles de fonctions a valeurs déhsl } dont les
dimensions VQ/y, ..., Vi, ... sont finies. Soiti;, as, . . . une suite de nombres réels
décroissant vers zéro. Alors il existe une distribution debpbilité surx’ x {0,1}
telle que poutk suffisamment grandif Ly, — L* > ay.

Ainsi, la convergence fournie par le théoréme 45 (mininiggatu risque empi-
rique sur des espaces de fonctions de complexité "adaptéedmbre d’exemples)
peut étre arbitrairement lente. On peut se demander s'astible de faire mieux, et
si oui comment. Un résultat négatif fondamental est le sui(ghéoreme 14.4. dans
[DEV 96]) :

THEOREME 47 (Borne inférieure de vitesse de convergenceajonsidérons un al-
gorithme qui & un échantillon associe un classifieur & vaedns{0, 1}. Consi-
dérons une suitq% > ag > a1 > ax > az > .... Alors, il existe une distribution
telle quel* = 0 etVn € N, I'erreur en généralisatiorl,, a son espérance minorée
comme sulit :

Epm Ln > (7%

(ou P™ est la mesure de probabilité associée a I'échantillon).

Interprétation : Sans hypothése sur la distribution, on ne peut faire grénude
sans avoir du temps devant soi.

Nous verrons plus bas que des hypothéses efficaces sont :

— le fait que I'erreur minimale soit nulle (forte accéléatide la vitesse de conver-
gence - voir section 10.4.1); on passe alors de vitessesp@(Ciyl //m) a des vi-
tesses du typ@(1/m);

— le fait queL* soit atteint par une famille union dénombrable de famillesid
mension VC finie @tteint, et pas seulemenpproché, via la minimisation structurelle
du risque;

— des hypothéses sur la distribution, éventuellement malginent (enX).

10.4.2.3.Améliorer les résultats en ajoutant des hypotheses suskaiilolition

Considérons maintenant des résultats (non-uniformesengdmble de toutes les
distributions) & propos de convergences rapides. Prem@&rt certains résultats po-
sitifs sont possibles, au-dela de la VC-dimension finie psgant que la loi deY
est connue. Nous avons déja vu en section 10.3.4 que desrgenees étaient pos-
sibles en VC-dimension infinie, éventuellement pour toug&ibution, mais avec des
vitesses distribution-dépendantes. Voyons maintendavga des hypothéses sur la
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distribution, on peut retrouver des vitesses (non-asytitates) en VC-dimension in-
finie. Considérons un espace totalement borné (i.e. de resvd® couverture finis
pour toute) de fonctions a valeurs daiftg 1]. Alors avecY” a valeurs dan$0,1} 7:

THEOREME 48 (Minimisation incrémentale du risque empirique [KOL 61])
ConsidéronsH une famille de fonctions a valeurs dajts 1], avec des nombres de
couverture pour.! N (e) (pour la distribution marginale eiX !). Considéronst, un
e-réseau fini pouk de taille N (e). Considérons un algorithme minimisant le risque
empirique pourZ.? parmiH,,, :

n=argmingen., B(f(X) - Y)?
. 1 .
gy(z) = 1sin(z) > 5 etg,(z) = 0 sinon

L = Exg, (x)2y

pendant un apprentissage sur un ensemble de taillavece,, choisi minimal tel que
2m > log N(en)/€2,. Alors, siP(Y = 1|X) appartient aH,

P(Ly — L* > §) < 2exp(2me2, — m(6 — 2¢,)*/2)

Epm Ly, — L* < (2+ \/g)em +Vm/m
DoncL,, — L* avec probabilitél.

Ceci sera noté, par la suitd/ ERL (minimisation du risque empirique incrémen-
tal avec couvertures). Ce résultat provient de [DEV 96, cl2&p, ou on peut trou-
ver de nombreuses références sur des travaux liés, inspifi€@L 61]. Utiliser des
nombres de couverture poili® au lieu deL! améne & une borne uniforme en la
distribution sous-jacente.

Un point important est a noter. Nous parlons ici d’optimikerisque empirique
parmiun e-squelette, chose délicate. En régression, des résuiltaitaiges sont pos-
sibles en optimisant directement le risque empirique pdaniamille de fonctions
compléte. Le lecteur est renvoyé a [VID 97] pour le cas dedaassion.

Examiner plus précisément la vitesse de convergence qoutide ces lignes,
comme dans [DEV 96], montre que les vitesses typiques soRtldeg(m)/m pour
des familles paramétriques (avec des nombres de couvegrtly@omiaux) et a

7. Notez que nous pouvons considérer les nombres de couvetties réseaux dépendant seule-
ment de la distribution marginale €x, car I'on considere les nombres de couverture des fonc-
tions de prévision et non des fonctions de codt.
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1/m*/? aveck < 1 pour des familles de fonctions réguliéres, selon le niveau d
régularité (voir théoréme 30).

Ceci permet de travailler sur tout ensemble totalementéd@rp. tout ensemble
dont les nombres de couverture sont finis pour towt 0) de fonctions, pourvu que
I'on sache limiter la précision a laquelle on travaille §dii.e. on optimise le risque
empirique sur ur-squelette). Le fait que le nombre de couverture augmente\yite
que polynomialement (e.g. cadre VC) ou méme plus vite quietde” exponentielle
permettant la finitude de l'intégrale d’entropie uniforneegy. cadre Donsker), conduit
a des bornes non-asymptotiques. En particulier, 'apmsage pour des distributions
marginales et uniformes permet donc de travailler sur des espaces de Hblgime
en grande dimension et sans forcer le coefficiente cadre des modéles déformables
est en particulier couvert. La force de ce résultat moninedbrtance d’une connais-
sance a priori sur la distribution marginale @€, Y) en X.

D’autres résultats, comme le suivant, extrait de [VID 97g4a88], peuvent étre
démontrés de méme, utilisant ce savoir a priori, pour étalelicombien d’exemples
on a besoin pour garantir une précision donnée.

THEOREME 49 (Complexité en échantillon)On se donne > 0. ConsidéronsH
une famille de fonctions a valeurs daj@s 1], avec des nombres de couverture pour
L! finis N(e) (pour la distribution marginale sous-jacente éh, ou pour L= si la
distribution marginale est inconnue).

ConsidéronsH, un e-réseau de tailleN (¢). Considérons un algorithme minimi-
sant le risque empiriqu&parmi 7., quand on apprend sur un ensemble d’apprentis-

sage de taillen, avecm choisi minimal tel quen > 3 1n(¥).

Alors, avec probabilité au moinis— 6, L,, — inf Ly < 2e.

REMARQUE 5 M ER! est raisonnablement implanté dans des cas pratiques (quoi-
gu'’il conduise a des problemes NP-complets dans beaucowasje contrairement

a M ERL (qui nécessite la construction plus ou moins explicite é'eHgouverture).

M ERL présente 'avantage de modéliser le paramétrage de pigcianie par une-
réseau, difficile (mais possible) a mettre en ceuweZ RL permet de modéliser des
convergences plus lentes qug,/m dans des cadres non-Donsker et non-VC, la ou
les résultats de type Glivenko-Cantelli ne fournissent dg® convergences sans Vvi-
tesse ; en particuliel)! E RL est adapté au cadre Holderien méme si la dimension est
grande devant le degré de la régularité, ainsi qu'aux espatensembles convexes.

8. Pour la fonction de co(t usuell&?.
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10.4.3. Minimisation structurelle du risque

Beaucoup de résultats existent sous le nom de "minimisaiarcturelle du
risque”. Le théoréme ci-dessous est extrait de [DEV 96, 284 et a été initiale-
ment prouvé par Lugosi et Zeger [LUG 95, LUG 96].

THEOREME 50 (Minimisation structurelle du risque) SoientH, ..., H ... ayant
des dimensions finiek, ..., Vi, ... SoitH = U,H,. Supposons que toute dis-
tribution conduise al.,, = L* (de telles classes de fonctions existent!). Considé-
rons I'algorithme consistant & choisif € H minimisant I'erreur empirique plus

\/%V(f) log(e x m), ouV (f) estV;, aveck minimal tel quef € H,. Alors :

—si une régle de Bayes (une fonction conduisant & une eftéyappartient a
H., alors pour tousn ete tels que

Vi log(e x m) < me? /512
I'erreur en généralisation est plus petite quavec risque plus petit que
A exp(—me? /128) + 8m"* x exp(—me? /512)

avecA = 77 | exp(—V;) supposé fini.
— L'erreur en généralisation, pour toute distribution d&mples, converge vers'

avec probabilitél (consistance universelle).

Interprétation : Le second résultat était déja vrai pour la minimisation dquie
empirique "améliorée" comme dans le théoréme 45. Le prerémiltat garantit la
convergence rapide, sur une famille de VC-dimension infiNietez toutefois que la
rapidité est seulement garantie asymptotiquement, la@otesne dépendant que d’'un
classifieur de Bayes. La vitesse de convergence est tositeidborme en la distri-
bution pour un classifieur de Bayes doneé¢ on assure€onvergence asymptotique
enO(1/+/m) (les facteurs logarithmiques peuvent étre supprimés gragerésultat
d’Alexander, voir [ALE 84]).

La premiéere partie du résultat sonne comme un résultat d&tagse au bruit au
sens ou quelle que soit la distribution, tant que la foncbptimale n’est pas mo-
difiée, la vitesse de convergence est la méme. La seconde @siriune consistance
universelle comme déja fournie paf ER'.

La minimisation structurelle du risque conduit, dans de bmux cas intéressants
de familles de fonctions, a la formulation de problémes MRwalets. Les machines a
vecteurs support sont souvent présentées comme des neansithu risque structurel,
point discutable puisque pour des raisons algorithmiquegitise dans la procédure
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d’optimisation une fonction objectif différente du risqgaranti standard. Dans le cas
de la rétro-propagation avec régularisation, la fonctibjectif utilisée dans la pro-
cédure d’optimisation est bien celle correspondant a laerais ceuvre du principe
inductif MSR (si les coefficients sont choisis pour cela)jsral'inverse les algo-
rithmes utilisables en pratique ne garantissent pas laezgence vers un optimum
global (sauf a utiliser des méthodes dont la durée de coamergest totalement rédhi-
bitoire). Notez qu’une approximation est faite dans les Sddmaniere a transformer
le probléme NP-complet de la minimisation structurelle dgue en un probleme de
programmation quadratique sur un domaine convexe, doncabigme de program-
mation convexe. Les équivalents linéaires des SVM sonbmdrésentés comme
plus efficaces que les SVM elles-mémes. Il n'y a pas de ralséorigue a cela dans
le cadre général, mais il est joli de pouvoir réduire le péoié de I'apprentissage a
un probléme d’optimisation linéaire, pour lequel beaucdigigorithmes classiques
existent (voir par exemple [FLE 87]).

10.5. Extensions

Nous présentons enfin dans cette section quelques compklidsraux dévelop-
pements récents de la théorie de I'apprentissage. Nousmiods en 10.5.1 des appli-
cations récentes des variables de Rademacher. Nous mésemt 10.5.2 les condi-
tions de Massart et Tsybakov. D’autres directions de rextteszoncernent la définition
de bornes non-asymptotiques dans le cas de I'apprentibsggsien (bornes dont la
justesse ne serait pas dépendante de la véracité de I'a geidayes) ; ces bornes
sont d’autant plus importantes que I'apprentissage bagéde réseaux neuronaux a
les avantages i) d’étre optimal si I'a priori est vrai ii) tfé efficace en pratique.

Le lecteur intéressé est vivement encouragé a étudier [B&)ld@ur un "survey"
de ces différents sujets.

10.5.1. Les variables de Rademacher et leurs applications

Il est connu de longue date que les inégalités de type VCitiiom sont trop
conservatrices, au sens ou elles sont certes bien vraies,dug peu loin. Il est
d’ailleurs remarquable que par nature, elles sont forcéroenservatrices; il s'agit
d’'inégalités dans le pire des cas sur la distribution. Ellesvent méme ne pas étre
applicables (i.e. ne pas conduire a des inégalités non ééggs), comme dans le cas
des ensembles de Glivenko-Cantelli de VC-dimension infadi@s méme que le su-
premum des déviations converge bel et bien. Ce paradoxeaypaérite explication.

Tout d’abord, pour une famill& universellement Glivenko-Cantelli presque s(re-
ment et de VC-dimension infinie (et on sait que de telles fasde fonction existent),
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presque srement,
VP, Qi_ssup |[EL; —ELf| — 0
feFr

(ou Q,_;s désigne l'opérateur "quantile B— §") mais on ne dit pas (et on ne peut
établir sans contradiction!) que

presque srement,

sup Q1_s sup |I@Lf —ELf| -0
P fer

si bien qu’une hypothése sur la distribution est nécespaine obtenir une vitesse de
convergence sur une telle famille de fonctigfis

Malheureusement, il est bien peu commode de disposer dihgpes sur la distri-
bution. Pour prendre en compte la distributisans hypothése sur celle-ane facon
est de prendre en comgtéchantillon (point d’ailleurs central dans le bootstrap).

Cela peut étre fait comme suit (voir par exemle [VAA 96]) :

avec probabilité — § et sous des conditions tres generades, . - [EL; — EL;|
est majoré par I'espérance sur lesde

2 sup S o/ (X,) + /2 log@/0)

ou, dans le terme de gauche, lessont des variables aléatoires i.i.d. uniformes sur

{~1,1}.

10.5.2. Les conditions de Massart et Tsybakov

Considérong)(z) = P(Y = 1]|X) lors d’'une tache de discrimination bi-classe.
Alors il est clair que le cas problématique est) = % L'erreur bayésienne est méme
directement liée & et sa proximité & :

1

) 1
L™ = 3 — Eln(z) — §|~

Un fait moins clair mais bien réel est le fait que la vitesseadvergence vers ce
L* dépend de cette méme quantité.

Précisément, la condition de Massart stipule que s'il exist 0 tel que|n(z) —
1| > s alors, avecF famille de fonctions & valeurs binaires de VC-dimensiorefinj
avec probabilitd — § au moins,

- los(N/0).

n

EL

argmingse x ]]:]Lf
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Une extension, connue sous le nom de condition de TsybakdV [H], stipule
que si
P(2n(z) — 1] < s) = O(Sa/(l—a))

pour un certairx € [0, 1], alors

EL < C(log(iv/d))(l/@fa)).

argmingse x ]]:]Lf —

10.6. Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié les performances ematjéaton des ré-
seaux de neurones, en nous plagant dans le cadre fourni fhefdéde statistique de
'apprentissage. Si nous avons plus particulierementeoiné notre attention sur I'ar-
chitecture la plus utilisée, le perceptron multi-couchda¢ache d’apprentissage pour
laguelle la théorie est la plus avancée, la discriminafesmrésultats que nous avons
relatés demeurent d’une portée trés générale. Nous avaharfiant :

1) présenté les problématiques de discrimination, régnest estimation de den-
sité;

2) résumé les inégalités utiles montrant que les espérarecesnt pas trop loin
des moyennes dans un certain nombre de cas;

3) introduit les outils les plus classiques pour caractétes capacité d’une famille
de fonctions;

4) présenté les résultats classiques combinant les poiats32pour établir que
dans des familles de fonctions complexes, on pouvait aenimse dans des cas para-
métriques des convergences 10.3.4.1,10.4.1, des vidssesivergence 10.3.4.2, des
bornes 10.4.1, des approximations asynmptotiques 18.8uf.les différences entre
moyennes et espérance conduisant a des consistances1,(1.8.3.4.2;

5) présenté des algorithmes plus complexes que la minimimsampirique du
risque (minimisation incrémentale du risque empiriquetI1, minimisation struc-
turelle du risque 10.4.3), justifiant le fait de dimensionlagégularisation en fonction
du nombre d’exemples disponibles pour obtenir de meilleuitesses de convergence
ou des consistancesiverselles

6) présenté les directions de recherche courante (10.5).

Pour conclure, nous souhaitons mettre I'accent sur un eedgéiveloppement ré-
cent, particuliérement prometteur pour obtenir des bodeemeilleure qualité : I'uti-
lisation de mesures de capacité locales et empiriquesféate sur I'échantillon d’ap-
prentissage). Cette approche a en particulier été dévédopar Bousquet et ses co-
auteur [BOU 02, BAR 05]. lIs la considérent plus spécifiquates conjonction avec
I'utilisation de moyennes de Rademacher.
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