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La QCD et son histoire : partons d’un bon pied!‖

P. Aurenche1

1. Laboratoire d’Annecy-le-Vieux de Physique Théorique LAPTH, ∗

B.P. 110, F-74941 Annecy-le-Vieux Cedex, France

Résumé

On présente d’abord très brièvement les modèles d’interactions fortes des années ’60-
’70. On décrit ensuite les différents ingrédients qui constituent ce qu’il est convenu
d’appeler la Chromodynamique Quantique (QCD) perturbative : modèle des partons,
le lagrangien QCD, liberté asymptotique, violations d’invariance d’échelle. On mentionne
enfin quelques applications de la QCD perturbative.

Abstract

The strong interaction models of the years 1960-1970 are briefly presented. The basics
of perturbative Quantum Chromodynamics (QCD) are then introduced: parton model,
the QCD lagrangian, renormalisation, asymptotic freedom, scaling violations. Some phe-
nomenological applications are discussed.

LAPTH-Conf-1151/06

‖Cours à l’Ecole Joliot-Curie de Physique Nucléaire 2005, Maubuisson.
∗UMR5108 du CNRS, associée à l’Université de Savoie.
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Je remercie le comité d’organisation pour le titre plein d’humour sur un sujet très à la
mode cette année. La suite de l’exposé n’est pas à la hauteur et aucune trace d’humour
ne peut y être décelée.

La problématique que l’on considère dans ces notes est la suivante : comment décrire
l’interaction (forte) à haute énergie de particules telles que le proton ou le neutron, qui
sont des objets étendus ou composites, à l’aide de quanta élémentaires, pontuels, les
quarks et les gluons, dont la dynamique est donnée par le lagrangien de QCD. De plus,
comme l’approche perturbative en théorie des champs est un outil bien connu et efficace
pour calculer des observables (cf le succès de l’Electrodynamique Quantique (QED)) est-il
possible de décrire cette interaction forte par la théorie des perturbations? On verra que
ceci est possible sous certaines conditions.

Après avoir rapidement rappelé les modèles pré-QCD en vogue pour d’écrire la struc-
ture du nucléon (modèle des quarks) et la diffusion à haute énergie (pôles de Regge et
modèles duaux) on se tourne vers le modèle des partons näıf (le titre oblige!) sur lequel
repose la QCD perturbative. L’invariance de jauge et le lagrangien QCD font l’objet
de la troisième section, suivie d’une présentation succinte de la renormalisation et de ses
conséquences (couplage mobile et liberté asymptotique de QCD). La violation d’invariance
d’échelle des distributions de partons dans les hadrons est ensuite discutée avant de con-
clure par quelques applications à la diffusion hadronique à haute énergie. Il existe de très
nombreuses revues et livres sur la Chromodynamique Quantique [1, 2].

1 Les interactions fortes : ère pré-QCD

Au début des années 1930, les noyaux apparaissent formés de protons et de neutrons.
Ces derniers sont considérés, avec l’électron, comme les constituants élémentaires de
la matière. La dimension caractéristique du noyau d’un atome est de l’ordre de 10−14

mètre. La quatrième particule fondamentale est le photon, médiateur des interactions
électromagnétiques.

Le pion a été imaginé par Hideka Yukawa en 1935, pour expliquer la cohésion du noyau
des atomes qui aurait dû se désintégrer sous l’effet de la force électromagnétique répulsive :
le pion est le porteur de la force nucléaire forte qui lie protons et neutrons. Sa masse était
estimée à 200 me. Il a été observé en 1947 à Berkeley par C. Powell et al†. L’interaction
entre proton, neutron, pion est dite forte par opposition aux autres interactions identifiées :
électromagnétique et faible sans parler de l’interaction gravitationnelle.

La fin des années 1940 et les années 1950 voient le développement des accélérateurs
de particules (synchrocyclotron, puis synchrotron) avec, en particulier, le Bevatron à
Berkeley (énergie de 6,2 GeV) qui permet la découverte de l’antiproton et de résonances,
particules à courte durée de vie. Les grands accélérateurs ont été par la suite les principaux
instruments de découverte en physique des particules‡.

†La masse du pion est 140 MeV, soit 275 fois la masse de l’électron.
‡Actuellement en fonctionnement : collisionneurs proton-antiproton de Fermilab à 1,96 TeV dans le

centre de masse, proton-proton du CERN (LHC) à 14 TeV à partir de 2007 ; électron-proton de DESY,
Hambourg (HERA) à 310 GeV ; électron-positon de KEK, Japon (KEKB et collaboration Belle) et
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Au début des années 1960 on avait découvert une centaine de particules élémentaires
sensibles à l’interaction forte : les hadrons. Ces particules sont réparties en deux catégories :
– les baryons (lourd) dont le prototype est le proton ou le neutron : ce sont des particules
de spin demi-entier : 1/2, 3/2, .... Comme exemple de résonance on peut citer le baryon
∆, de spin 3/2, se désintégrant en un proton et un pion ;
– les mésons (moyen) dont le prototype est le pion : particules de spin entier 0, 1, ....
Comme exemples, on peut citer les mésons ρ et ω de spin 1.

Vu leur nombre croissant, il était clair que ces hadrons ne pouvaient plus être con-
sidérés comme ”élémentaires”. D’autre part, un certain nombre d’expériences de diffusion
montraient que le proton n’était pas ponctuel mais avait une extension spatiale de l’ordre
de 10−15 mètre.

Pour essayer d’établir un certain ordre dans l’accumulation des données expérimentales,
deux approches complémentaires ont été suivies. La première a consisté à classer les
hadrons c’est à dire à en faire la spectroscopie. L’échelle d’énergie caractéristique associée
est de l’ordre de la masse des hadrons, soit approximativement le GeV§. Les dates et les
résultats importants sont :
– 1961-1962 : la voie octuple ou eightfold way fondée sur le groupe de symétrie SU(3) (de
saveur) par Y. Ne’eman [3] et M. Gell-Mann [4] ;
– 1964 : le modèle des quarks proposé indépendamment par M. Gell-Mann [5] et S. Zweig¶[6].
Le modèle des quarks est une réalisation explicite de la symétrie SU(3) de saveur.

L’autre approche suivie consiste à faire des expériences de diffusion aux plus hautes
énergies possibles pour casser le hadron et libérer, s’ils existent, ses constituants. C’est
cette quête d’énergie toujours plus élevée qui motive la construction d’accélérateurs, puis
de collisionneurs toujours plus puissants. Du point de vue théorique, deux voies ont été
suivies :
– dans les années 1960-1970, la ”matrice S” et les pôles de Regge [7], qui permettent de
comprendre les collisions avec petits transferts d’énergie [9] ;
– le modèle des partons par J.D. Bjorken [10] et R.P. Feynman [11], formulé en 1969-
1972, faisant suite à la découverte, en 1968, de la structure granulaire du proton dans la
diffusion ep à l’accélérateur linéaire du SLAC par Friedman, Kendall, Taylor et al. [12].

Les modèles de hadrons construits à partir des études de spectroscopie et diffusion
à haute énergie sont maintenant unifiées dans une théorie unique, la Chromodynamique
Quantique (QCD), dont les bases ont été établies dans les années 1970 et 1980 avec la
participation de très nombreux physiciens. On peut dire, en schématisant, que la spec-
troscopie et la diffusion à haute énergie à grand transfert correspondent à deux régimes
différents de la Chromodynamique Quantique : non perturbatif (voir le cours d’O. Pène)
dans le premier cas et perturbatif dans le deuxième. La QCD fait l’objet de très nom-
breuses recherches, le but étant de calculer à partir d’un ensemble unique de paramètres
de base de la théorie la quantité phénoménale d’observables expérimentales. Sera t-elle
un jour prise en défaut?

de SLAC (PEP-II et collaboration Babar) à 11 GeV, sans oublier le LEP au CERN à 209 Gev qui a
fonctionné jusqu’en 2000.

§Dans ces notes, les conventions habituelles sont sytématiquement utilisées, soit ~ = c = 1, de sorte
que la masse, l’impulsion et l’énergie ont la même dimension que l’on exprime en MeV ou en GeV.

¶dont le papier n’a jamais été publié sans doute pour cause de trop grande originalité.
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1.1 La ”voie octuple”

Au début des années 1960, Ne’eman et Gell-Mann proposent indépendamment une clas-
sification des hadrons qui apparaissent comme éléments de représentations d’un groupe
de symétrie. Ce groupe, SU(3), est une généralisation du groupe de symétrie d’isospin
introduit par W. Heisenberg en 1932 pour exprimer le fait que l’interaction forte ne
distingue pas le proton du neutron : ces derniers sont les deux états d’une même par-
ticule, le nucléon. Par analogie avec le spin, le nucléon d’isopsin 1/2 peut être dans
un état d’isospin ”up” (I3 = 1/2, proton) ou d’isospin ”down” (I3 = −1/2, neutron).
L’interaction forte ne peut distinguer ces deux états ce qui s’exprime mathématiquement
par l’invariance sous une rotation dans l’espace d’isospin, en conséquence de quoi l’isospin
est un nombre quantique conservé. Le groupe d’invariance associé est SU(2). Le nucléon
appartient à la représentation fondamentale 2. Quant au pion (π+, π0, π−) il appartient
à la représentation adjointe denotée 3.

Avec la découverte expérimentale des particules ”étranges” après 1947 et l’introduction
d’un nouveau nombre quantique conservé, l’hypercharge Y = S + B (S le nombre
d’étrangeté, B le nombre baryonique), également reliée à la charge électrique Q par la
relation Q = I3 + Y/2, on peut naturellement introduire le groupe d’invariance SU(3)
et classer les hadrons dans les représentations de ce groupe. Les hadrons d’un même
multiplet ont les mêmes spin, parité, parité C mais ils se distinguent par la valeur de leur
hypercharge et leur composante d’isospin. On observe que les mésons peuvent être classés
dans les représentations singulet 1 ou octet 8 alors que les baryons sont tous dans les
représentations octet 8 ou décuplet 10. Des exemples de multiplets sont donnés dans la
fig. 1 (1 et 8 des mésons pseudos-scalaires) et la fig. 2 (8 du proton et 10 du baryon ∆
de spin J = 3/2).

La symétrie SU(3) que l’on vient de discuter est dite symétrie de saveur. Cette
symétrie n’est pas exacte, en particulier parceque les particules d’un même multiplet
n’ont pas la même masse (mπ− ∼ 139, 5702 MeV, mK ∼ 493, 68 Mev). On peut noter que
la symétrie SU(2) d’isospin est également brisée, mais dans des proportions moindres, no-
tamment par les interactions électromagnétiques (mπ− ∼ 139, 5702 MeV, mπ0 ∼ 134, 9766
MeV).

1
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π0 η η'
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-1
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Figure 1: Le nonet du pion, JPC = 0−+, de spin 0, de parité négative et de C-parité
positive. Les mésons η and η′ sont des combinaisons linéaires d’une composante octet et
d’une composante singulet. Le contenu en quarks est indiqué.
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Figure 2: L’octet du nucléon et le décuplet du baryon ∆. Le contenu en quarks est indiqué.

1.2 Le modèle des quarks [13]

Il était surprenant de voir que la représentation de plus basse dimension de SU(3), la
représentation fondamentale ”triplet” 3, n’apparaissait pas. En 1964, Gell-Mann et
indépendamment G. Zweig‖ introduisent le modèle des quarks. Les quarks sont des par-
ticules hypothétiques qui sont justement membres de la représentation fondamentale 3 de
SU(3). Ces quarks sont caractérisés par les nombres quantiques suivants :
– charge fractionnaire, exprimée en unité de −e, la charge de l’électron, : (2/3, -1/3, -1/3)
– nombre baryonique : (1/3, 1/3, 1/3)
– étrangeté : (0, 0, -1) et donc hypercharge (1/3, 1/3, -2/3).
Ces trois quarks correspondent à trois saveurs (u, d, s) pour ”up”, ”down” et ”strange”.
Les antiquarks sont dans la représentation conjuguée 3̄. La fig. 3 représente les multiplets
des quarks et des antiquarks. Tous les hadrons connus pouvaient être construits à l’aide,

Y

d u

s

1/3

l31/2-1/2

-2/3

quarks

Y

2/3

l3

1/2-1/2

-1/3 du

s

antiquarks

Figure 3: Le triplet 3 du quark et l’anti-triplet 3̄ de l’anti-quark.

– pour les mésons, d’une paire quark-antiquark (nombre baryonique B = 0),
– pour les baryons, de trois quarks (B =1).
En termes mathématiques, les hadrons appartiennent à des représentations irréductibles,
construites à partir de produits directs de la représentation fondamentale des quarks ou
antiquarks. Ainsi puisque :

‖G. Zweig les appelait les as.
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3 ⊗ 3̄ = 8 ⊕ 1

les mésons appartiennent à des 1 et 8, en accord avec l’expérience. Pour les baryons on
a :

3 ⊗ 3 ⊗ 3 = 10 ⊕ 8 ⊕ 8 ⊕ 1

où la représentation 10 est totalement symétrique et le singulet 1 est totalement anti-
symétrique. A noter qu’aucun baryon n’appartient à la représentation 1 (voir plus bas).

En tenant compte de la brisure de masse (quark s beaucoup plus lourd que les quarks
u et d) on arrive à comprendre, dans ce modèle, la masse des hadrons ainsi que leur
propriétés de désintégration. Un des succès incontestable du modèle est la prédiction du
baryon Ω− = (sss) (voir fig. 2) avant sa découverte expérimentale.

Du point de vue théorique ce modèle posait un problème : en effet la fonction d’onde
d’un baryon, construite à partir des fonctions d’onde des quarks, était symétrique par
échange de deux quarks ce qui est en contradiction avec la statistique de Fermi-Dirac.
Pour résoudre ce problème, on introduit un nouveau nombre quantique [14], la couleur.
Chaque quark existe en trois variétés de couleur (Nc = 3), i = R,G,B, que l’on écrit

u =




uR

uG

uB


 d =




dR

dG

dB


 s =




sR

sG

sB




A ce nouveau nombre quantique est associé le groupe de symétrie de couleur SU(3),
quelquefois dénoté SU(3)c pour le distinguer de la symétrie SU(3) de saveur opérant sur
les u, d, s. Chaque quark est donc un triplet de couleur et on postule que les hadrons sont
des 1 de couleur (les hadrons sont incolores et la couleur est donc une symétrie cachée).
Ainsi la fonction d’onde du ∆++, de spin J3 = 3/2, est

∆++ =
1√
6

(
u↑Ru

↑
Gu

↑
B − u↑Ru

↑
Bu

↑
G + u↑Bu

↑
Ru

↑
G − u↑Bu

↑
Gu

↑
R + u↑Gu

↑
Bu

↑
R − u↑Gu

↑
Ru

↑
B

)

qui est totalement antisymétrique sous une permutation des couleurs. De manière générale,
la fonction d’onde du baryon est construite de façon qu’elle soit totalement antisymétrique
dans l’espace des couleurs mais totalement symétrique en ce qui concerne le moment
orbital ⊗ spin ⊗ saveur. On ”comprend” aussi qu’il n’existe pas de baryon dans la
représentation 1 de saveur, comme mentionné plus haut, car sa fonction d’onde serait
globalement symétrique, puisqu’antisymétrique à la fois dans l’espace des couleurs et des
saveurs. Les mésons sont aussi des singulets de SU(3)c, et leur fonction d’onde s’écrit, du
point de vue de la couleur

M =
1√
3

3∑

i

q̄iq
′
i =

1√
3

(q̄Rq
′
R + q̄Gq

′
G + q̄Bq

′
B)

Les règles ci-dessus ”expliquent” pourquoi il n’existe pas d’états hadroniques [qq] ou
[qqq̄] puisqu’ils ne sont pas des 1 de couleur, mais n’exclut pas l’existence d’états [qqq̄q̄],
[qqqq̄q].
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Si la couleur est nécessaire pour la cohérence interne du modèle des quarks elle
l’est également du point de vue expérimental comme on peut le voir en considérant la
désintégration du pion, π0 → γγ via une boucle de quarks : sans la couleur le taux de
décroissance serait un facteur N 2

c = 9 trop faible (il faut sommer sur Nc = 3 couleurs
dans la boucle).

Le modèle des quarks s’est enrichi au cours des années avec la découverte de 3 nou-
veaux éléments :
– quark ”charmé” (mc ∼ 1, 15 à 1, 35 GeV) en 1974 dans une expérience e+e− → hadrons
au SLAC (B. Richter et al. [15]) et simultanément pp → hadrons (S. Ting et al. [16]) à
Brookhaven ;
– quark ”bottom” en 1977 à Fermilab par L. Lederman et al. [17] (mb ∼ 4, 5 GeV).
Ces deux quarks ont été découverts sous forme d’états liés lourds, J/Ψ et Υ respective-
ment, de temps de vie anormalement long pour leur masse.
– quark ”top” en 1994 à Fermilab par l’expérience CDF [18] et un peu plus tard par
D0. La masse très élevée (mt ∼ 176 GeV) avait été estimée, par des calculs théoriques,
sur la base du résultat des expériences extrêment précises du LEP. Ceci a permis au
directeur général du CERN, C. Llewellyn-Smith, de féliciter ses collègues de Fermilab
d’avoir confirmé l’existence du top déjà découvert au CERN∗∗!

En résumé, les quarks apparaissent sous 6 saveurs différentes qui sont maintenant
regroupées en trois ”générations”: (u, d), (c, s) et (t, b), chaque quark ayant trois couleurs.

Question : Tous les hadrons entrent-ils dans la classification ci-dessus? La réponse
n’est pas claire. Récemment, en particulier, les résultats d’expériences variées ont semblé
indiquer l’existence de baryons n’étant pas constitués de 3 quarks mais plutôt de 5
quarks : les pentaquarks [qqqqq̄]. Il semble cependant que cette année la signification
de ces résultats se soit affaiblie. De même l’existence de mésons de type tetraquarks ou
baryonium est mentionnée, ainsi que celle des mésons hybrides [qqg] ou de gluonium [19].

1.3 Diffusion hadronique à haute énergie

Si le modèle des quarks permettait de comprendre la spectroscopie des hadrons (masse,
désintégration) il ne permettait pas de comprendre l’interaction entre hadrons dans les col-
lisions à haute énergie. L’intérêt des expériences à des énergies toujours plus grandes est de
sonder les particules avec une résolution toujours plus fine (cf. les relations d’incertitude
de Heisenberg de type ∆x ∼ 0, 2 GeV · fm/∆E) et ainsi de voir la structure des hadrons
à des échelles de longueur toujours plus petites.

L’approche en vogue à l’époque est celle de la ”théorie de la matrice S” [7]. Les degrés
de liberté fondamentaux sont les hadrons eux-mêmes (et non d’hypothétiques constituants
des hadrons) et l’on s’intéresse à construire l’amplitude de diffusion A entre les hadrons.
Elle est contrainte par les relations d’unitarité, de type Im A ∼ A2, et d’analyticité,

∗∗Etant donnée sa grande masse le quark top se désintègre avant de pouvoir former un état lié.
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Re A ∼
∮

Im A. On étudie dans ce cadre les diffusions à (quasi-)deux corps du type :

a + b → c + d (1.1)

↓ ↓
e + f g + h

Pour une réaction à deux corps, ignorant le spin, les variables cinématiques pertinentes
sont les variables de Mandelstam : le carré de l’énergie invariante s (s > 0) et le carré de
l’impulsion de transfert t (t < 0). Tous les hadrons sont traités sur une base démocratique :
ils apparaissent soit comme particules fondamentales (entrantes ou sortantes dans la
réaction) soit, à l’état virtuel, comme médiateurs de la force entre les particules. Dans
cette approche, la diffusion

π + p→ π + p (1.2)

procède, par exemple, par production de résonance ∆ dans la voie s et échange de méson
ρ dans la voie t, tandis que les réactions

π + p→ ρ + p (1.3)

et
π + p→ π + ∆ (1.4)

procèdent par production de résonance ∆ dans la voie s et échange de π dans la voie t,
pour la première, et nucléon N et ρ pour la seconde. A basse énergie le mécanisme de
production de résonances domine tandis qu’à haute énergie c’est celui d’échange de ”pôles
de Regge” qui décrit la diffusion [8, 9]. Dans ce dernier cas, l’amplitude de diffusion A(s, t)
est exprimée comme la transformée de Mellin de l’amplitude dans le plan de moment
cinétique complexe J (omettant les détails de spin, parité, choix du contour, ...) :

A(s, t) =

∫

C
dJ A(J, t) sJ (1.5)

où A(J, t) est simplement paramétrée comme une somme d’une infinité de pôles dans le
plan du moment cinétique complexe (t < 0),

A(J, t) =
∑

i

βi(t)

J − αi(t)
, (1.6)

αi(t) = αi +α′t étant la trajectoire de Regge i échangée dans la voie t (αi l’intercept et α′

la pente universelle)∗∗ . Il en résulte que l’amplitude de diffusion a la forme asymptotique:

A(s, t) ∼
∑

i

βi(t) s
αi(t), s→ grand, t fini. (1.7)

Pour une diffusion élastique, aux énergies asymptotiques, la trajectoire dominante est le
Pomeron d’intercept 1. Cette approche a rencontré un très grand succès dans la descrip-
tion des réactions hadroniques exclusives dans le domaine s > 10 GeV2, t < 2 GeV2 [9].

∗∗Une trajectoire de Regge correspond à une famille de résonances dans la région t > 0 : pour les
mésons, à une valeur entière de J correspond une résonance de masse mJ telle que α(m2

J
) = J . Pour les

fermions les résonances correspondent aux valeurs demi-entières de J .
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Cette description de la diffusion hadronique, résonances à basse énergie et pôles de
Regge à haute énergie, a été unifiée de façon spectaculaire dans le modèle dual de
G. Veneziano [20]. Pour une diffusion 2 → 2 de particules scalaires, l’amplitude est
extrêmement simple,

A(s, t) ∼= B(−α(s),−α(t)) =

∫ 1

0

dx x−α(s)−1 (1 − x)−α(t)−1

=
Γ(−α(s)) Γ(−α(t))

Γ(−α(s) − α(t))
(1.8)

qui peut être vue comme une somme infinie de résonances (de largeur nulle) dans la voie s
ou dans la voie t†† : ceci illustre la propriété de dualité à la base du modèle. De plus dans
la limite t/s� 1 et s→ ∞ on retrouve le comportement à la Regge sα(t). Cette formule a
été généralisée par un grand nombre d’auteurs à la diffusion multiparticules. Nambu [21]
et d’autres ont remarqué que le spectre de résonances du modèle dual est le même que
celui des excitations d’une corde quantifiée. Mais il est apparu que, d’un point de vue
théorique, les modèles duaux [22] n’étaient cohérents qu’en 10 ou 26 dimensions suivant les
cas considérés : ces conditions étaient nécessaires pour éliminer les états tachyoniques non
physiques. Du fait de ces difficultés l’approche duale (ou de façon équivalente le modèle
des cordes) a été presque complètement oubliée, à partir des années 1975-1980, comme
modèle des interactions fortes au profit du modèle des partons (voir section suivante) qui
connut alors un essor spectaculaire et justifié. Cependant J. Scherk et J. Schwartz [23]
avaient montré, en 1974, que la théorie de la gravitation (augmenté d’un champ scalaire)
était la limite quand α′ → 0 d’un modèle dual. Avec de nombreux développements
théoriques le modèle des cordes, enrichi de la propriété de supersymétrie et ses extensions,
est maintenant, de façon un peu trop hégémonique peut-être, considéré comme le candidat
à l’unification de toutes les interactions. Il n’existe cependant actuellement aucune base
expérimentale pour ces époustouflantes idées théoriques.

1.4 La diffusion inélastique profonde à SLAC

Pendant qu’un grand nombre de physiciens, théoriciens et expérimentateurs, étudiait les
collisions hadroniques dans le cadre de l’approche de Regge ou du modèle dual, un groupe
expérimental à l’accélérateur linéaire de SLAC s’intéressait à la réaction d’électroproduc-
tion suivante :

e + p → e + hadrons, Ee = 20 GeV, (1.9)

où l’on observait la distribution angulaire de l’électron final. C’est la fameuse expérience
de diffusion profondément inélastique. Le nombre d’électrons diffusés à grand angle était
plus important que prévu : par analogie avec l’expérience de Rutherford sur les noyaux,
l’interprétation de l’expérience était que la charge du proton n’était pas uniformément
répartie mais plutôt qu’elle était portée par des grains de matière ponctuels. De plus,
alors que la taille du proton était estimée à 10−15 m, cette expérience, dont le pouvoir
de résolution variait de 2 10−16 à 5 10−17 m, indiquait que l’image du proton n’était pas
modifiée quand on variait le pouvoir de résolution : c’est la fameuse propriété ”d’invariance

††On rappelle que la fonction Γ(x) a un pôle simple en x, ∀ x entier ≤ 0.
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d’échelle” (scaling). Sous certaines conditions cinématiques, le proton se comportait donc
comme une collection de diffuseurs ponctuels, appelés partons par R.P. Feynman.

Ce n’est qu’après de nombreuses études expérimentales et théoriques que les par-
tons chargés ont été identifiés comme ayant les nombres quantiques des quarks de Gell-
Mann (spin 1/2, charge électrique fractionnaire et portant une charge de couleur). A
la différence du modèle des quarks cependant, l’accord du modèle des partons avec les
données nécessitait l’existence de partons électriquement neutres : les gluons.

L’interaction entre les quarks et les gluons est contenue dans le lagrangien de la Chro-
modynamique Quantique (QCD) construit, comme celui de l’Electrodynamique Quan-
tique (QED), sur la base d’une invariance de jauge qui est non abélienne dans le cas
des interactions colorées. Deux propriétés fondamentales justifient la validité de la QCD
perturbative comme théorie des interactions entre hadrons à haute énergie :
– la ”liberté asymptotique” qui exprime le fait que le couplage de QCD devient petit quand
l’énergie en jeu est grande, ce qui justifie une approche perturbative à la dynamique des
quarks et des gluons [24] ;
– le ”théorème de factorisation” qui permet de construire les sections efficaces de diffusion
entre hadrons à partir de sections efficaces de processus partoniques [25].

Le domaine d’applicabilité de la QCD perturbative n’est pas le même que celui des
pôles de Regge : toutes les variables cinématiques sont supposées être grandes et du
même ordre dans le premier cas tandis que s grand, t ∼ 1. GeV2 dans le second. Mais on
peut noter un intense effort théorique, avec L. Lipatov [26] notamment, pour étendre les
techniques pertubatives de QCD au domaine de Regge.

Comme le modèle des partons est un des piliers de l’application de la QCD à la physique
des hautes énergies il est nécessaire de s’attarder sur ce modèle et, en particulier, sur la
diffusion profondément inélastique qui a joué un rôle fondamental dans son élaboration.
Ce sera l’objet de la prochaine section. Puis, dans les parties suivantes on justifiera la
propriéte de liberté asymptotique et celle de factorisation avant de conclure par quelques
applications. Différentes applications font l’objet de la dernière section.

2 La diffusion profondément inélastique (DIS).

Historiquement, l’expérience qui a joué un rôle fondamental est la diffusion profondément
inélastique du nucléon (Deep Inelastic Scattering: DIS) au SLAC au début des années
1970 [12]. Le processus considéré est

e−N → e−X(ou µ−N → µ−X)

où N est un nucléon et X est le système hadronique produit mais non détecté. En
diagramme, on a

10



θ
e- k

k'

e-

γ∗q

N X

Le photon virtuel émis par l’électron (ou le muon) à haute énergie est absorbé par le
nucléon qui se casse en hadrons. Du point de vue expérimental, on n’observe que le
lepton sortant. Dans le référentiel du laboratoire la cinématique est définie comme suit :

nucléon, N P = (M,~0)
e− entrant, k = (E, 0, 0, k) ' (E, 0, 0, E), E >> m,masse du lepton
e− sortant, k′ = (E ′, E ′ sin θ, 0, E ′ cos θ)
photon virtuel, q = (E − E ′,−E ′ sin θ, 0, E − E ′ cos θ), impulsion du transfert.

où θ est l’angle de diffusion du lepton. Le système photon-hadron est caractérisé par les
variables :

ν = E − E ′, énergie du γ∗ dans le laboratoire
Q2 = −q2 = 4EE ′ sin2 θ

2
, carré de l’impulsion de transfert

x = Q2

2Pq
= Q2

2Mν
, variable de Bjorken, sans dimension, qui prendra

une signification physique dans le modèle des partons.

On peut alors écrire, pour la collision γ∗N → X,

M2
X = (P + q)2 = M2 +Q2 (1 − x)

x

Puisque M2
X > M2 (le nucléon étant le plus léger des baryons), on a nécessairement

0 ≤ x ≤ 1, le cas x = 1 correspondant à la diffusion élastique.

L’élément de matrice au carré se décompose en trois parties :

| M |2= e4

Q4
LµνWµν , avec (2.10)

– le tenseur leptonique connu qui décrit l’interaction lepton-photon :

Lµν =
1

2
Tr(6 k′γµ 6 kγν) = 2(kµk′ν + kνk′µ − kk′gµν) ; (2.11)

– le carré du propagateur du photon e4/Q4 ;
– le tenseur hadronique que l’on paramètre comme

W µν = −2MW1(g
µν − qµqν

q2
) +

2W2

M
(P µ − Pq

q2
qµ)(P ν − Pq

q2
qν) (2.12)

qui est la forme la plus générale respectant (i) la parité et (ii) l’invariance de jauge
qµW

µν = 0. Les fonctions de structure, W1(Q
2, 2Pq, P 2) et W2(Q

2, 2Pq, P 2) dépendent
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des invariants du système hadronique. Après contraction des indices, l’élément de matrice
au carré devient,

| M |2= 8MEE ′ e
4

Q4

(
2W1 sin2 θ

2
+W2 cos2 θ

2

)
. (2.13)

La section efficace lepton-proton est alors donnée par

σ =
1

2(P + k)2

∫
d3k′

(2π)32E ′
d4PX

(2π)3
| M |2 (2π)4δ(4)(P + k − PX − k′) (2.14)

où :
– 1/2(P + k)2 ∼ 1/4ME est le facteur de flux ;
– d3k′/(2π)32E ′, l’espace de phase invariant du lepton final ;
– d4PX/(2π)3, l’espace de phase de X (on intègre non seulement sur la tri-impulsion mais
aussi sur la masse invariante du système).
Evaluant explicitement l’équation ci-dessus on a, dans le repère du laboratoire :

dσ

dE ′d cos θ
=

2πα2

4E2 sin4 θ
2

(
2W1(Q

2, 2Pq,M2) sin2 θ

2
+W2(Q

2, 2Pq,M2) cos2 θ

2

)
.

Il est utile d’avoir l’expression de la section différentielle sous forme invariante de Lorentz :

E ′dσ

dk′3
=
α2

s

2

Q4

{
Q2(2MW1 −

W2

M

P.q

x
) +

W2

2M
(s2 + u2)

}
. (2.15)

où les invariants de Mandelstam, s et u, sont définis par : (P + k)2 = s, (P − k′)2 = u .

Remarques :
– la dynamique de l’interaction γ∗N est entièrement dans les fonctions inconnues W1,
W2 ;
– en jouant sur E, E ′, θ on peut extraire W1(Q

2, 2Pq,M2), W2(Q
2, 2Pq,M2) expéri-

mentalement ;
– MW1,

P.q
M
W2 = νW2 sont sans dimensions ; on peut donc les exprimer comme fonctions

de variables sans dimension et écrire

MW1

(
x,
M2

Q2

)
, νW2

(
x,
M2

Q2

)
. (2.16)

L’expérience permet de mettre en évidence les deux faits importants suivants (voir fig. 4) :

MW1

(
x,
M2

Q2

)
≡ MW1(x), νW2

(
x,
M2

Q2

)
≡ νW2(x) (2.17)

c’est-à-dire qu’il n’y a pas de dépendence explicite en Q2, à l’intérieur des barres d’erreurs
expérimentales. C’est la propriété d’invariance d’échelle [10]. Si l’on avait négligé depuis
le début la masse M du proton, (P 2 = M2 = 0) on aurait eu immédiatement l’invariance
d’échelle‡‡. Tout se passe donc comme si le photon virtuel est insensible à la taille du
proton ;
– la relation 2MW1(x) ≡ νW2(x)/x est satisfaite expérimentalement.
Nous allons maintenant montrer comment ces deux propriétés se comprennent dans le
modèle des partons de spin 1

2
.

‡‡Ce raisonnement n’est valable que si l’on suppose qu’il n’existe pas d’échelle ”cachée”. On verra
cependant dans le chapitre 5 qu’une telle échelle est bien présente.
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Figure 4: Résultats expérimentaux de SLAC [12] montrant l’invariance d’échelle de la
fonction νW2. La variable ω = 1/x.

2.1 Le modèle des partons et la diffusion profondément inélastique

Feynman a proposé de considérer le proton (ou le nucléon) comme composé de partons,
objets sans structure (ponctuels) dont les nombres quantiques sont à priori inconnus (spin,
charge ...) mais qui doivent cependant former un objet de spin, charge,... connus [11].
On se place dans un repère où l’impulsion du proton P ∼ (E, 0, 0, E), E → ∞ (repère
d’impulsion infinie) et on négligera éventuellement les masses du proton et des partons.
L’impulsion du proton est portée par les constituants et on peut donc écrire

pi = xiP

où pi est l’impulsion du parton i et on a
∑

i xi = 1.

Le postulat de base consiste à décrire l’interaction γ∗-hadron en termes d’interaction
γ∗-parton puisque le photon très virtuel a un pouvoir de résolution très élevé et qu’il peut
donc ”voir” les constituants du proton. Ceci est symbolisé par le diagramme suivant où
le photon virtuel est absorbé par le parton pi

pi

γ∗

Le temps caractéristique de l’interaction électromagnétique est (l’inverse de la virtualité
du photon ”dilatée” dans le repère d’impulsion infinie) :

τemg ∼ 1√
Q2

q0 + q√
Q2

=
1

xE
→ ∞ quand E → ∞ . (2.18)
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En comparaison, le temps caractéristique de l’interaction forte (en supposant le proton
de masse M constitué de 2 partons de masse nulle pour simplifier) est :

τi.f. ∼
1

E − E1 − E2
∼ E

M2
→ ∞ quand E → ∞. (2.19)

On en conclut l’inégalité τemg � τi.f. et l’interaction électromagnétique est quasi instan-
tanée comparée au temps d’interaction forte quand E → ∞, x 6= 0. Il parâıt donc justifié
de négliger les effets de l’interaction forte et de considérer les partons comme ”libres” lors
de la diffusion électromagnétique. Pendant le temps de l’interaction γ∗pi, on va ignorer
l’interaction hadronique qui prend place sur une échelle de temps beaucoup plus grande.
Bien après l’interaction électromagnétique, les partons se recombinent pour donner des
hadrons avec une probabilité unité puisque l’on n’observe que des hadrons dans le système
X. Puisque les interactions fortes de confinement n’affectent pas l’interaction du γ∗ avec
le parton quand E → ∞, il suffira donc de calculer

γ∗

e e

interaction
electromagnétique

pi
pj

et d’ajouter ensuite de façon incohérente les sections efficaces invariantes epi pour recon-
stituer la section efficace électron-proton.

2.1.1 Section efficace électron-parton

On va décomposer l’amplitude invariante de la manière suivante (c.f. éq. 2.10)

| M |2epi
=
e2i e

4

Q4
Lµν Ŵµν︸︷︷︸

interact.γ∗-parton

.

où ei est la charge du parton mesurée par rapport à celle du proton e. On suppose pour
le moment que les partons ont un spin 1

2
(certains partons ont nécessairement un spin

demi-entier, puisque le proton a S = 1
2). On peut poser pour l’interaction γ∗-parton, et

par analogie avec QED, l’éq. (2.11),

Ŵµν =
1

2
Tr(6 p′γµ 6 pγν) = 2(piµp

′
iν + piνp

′
iµ − pip

′
igµν), (2.20)

où l’impulsion du parton final est p′i = pi + q. Pour des partons de masse nulle on a alors,

| M |2epi
= 8

e2i e
4

Q4

(
(pik)

2 + (pik
′)2

)
. (2.21)

La section efficace de diffusion électron-parton sera donc (c.f. (éq. 2.14))

dσ̂ =
1

2ŝ

1

(2π)2

∫
d3k′

2E ′
d3p′i
2p

′0
i

| M |2epi
δ(4)(k + pi − k′ − p′i) (2.22)
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avec ŝ = (pi + k)2. Après intégration, la section efficace différentielle invariante aura la
forme :

E ′dσ̂

d3k′
=
α2

ŝ
e2i

8

Q4

(
(pik)

2 + (pik
′)2

)
δ(2piq −Q2).

Pour trouver la forme de la section efficace hadronique, on va sommer de façon incohérente
les diverses contributions partoniques. On va donc devoir calculer :

E ′dσ

d3k′
=

∑

i

∫ 1

0

dziFi(zi)
E ′dσ̂

d3k′

∣∣∣∣
pi=ziP

(2.23)

où Fi(z) est la densité de partons, par unité d’impulsion z, de partons de type i portant la
fraction d’impulsion z du proton. Introduisant la notation ŝ = 2pik = zis et 2pik

′ = −ziu,
on trouve.

E ′dσ

d3k′
=

α2

s

∑

i

e2i

∫ 1

0

dzi

zi

Fi(zi)
2z2

i

Q4
(s2 + u2)δ(2ziP.q −Q2)

=
α2

s

s2 + u2

Q4

∑

i

e2i
x

Pq
Fi(x) (2.24)

valable pour des partons de spin 1
2
. On note que les contraintes cinématiques fixent la

valeur de l’impulsion du parton interagissant à zi = Q2

2Pq
= x, la variable de Bjorken. Si

on compare avec la formule de la section efficace différentielle invariante électron-proton
(éq. 2.15), on peut identifier:

W2

M
(x,Q2, P 2) =

∑

i

e2i
x

Pq
Fi(x)

qui est équivalent à

νW2(x,Q
2, P 2) =

∑

i

e2ixFi(x) (2.25)

et on observe, de plus, que

2MW1(x,Q
2, P 2) =

1

x
νW2(x)

Exercice : Montrer que pour des partons de spin 0 (couplage au γ∗ donné par ei(pi +p′i)
µ)

on a W1 ≡ 0.

En conclusion,

• On voit donc que le modèle des partons prédit bien l’invariance d’échelle, c’est-à-dire
que νW2(x,Q

2, P 2) = νW2(x) (conséquence de la nature ponctuelle des partons) ;

• La relation 2MW1(x) = νW2(x)/x est une conséquence du spin 1
2

des partons : cela

montre que les seuls partons chargés dans le proton sont de spin 1
2 ;

• La variable de Bjorken x = Q2

2Pq
prend un sens physique : c’est l’impulsion du parton,

qui a subi l’interaction électromagnétique, normalisée à celle du proton ;

• La fonction de structure νW2 acquiert également une interprétation : c’est la somme
pondérée, par l’impulsion x et la charge e2

i , des densités de partons i dans le proton.
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2.1.2 Identification partons ≡ quarks + ... ; règles de somme

Il est tentant d’identifier les partons de Feynman aux quarks de Gell-Mann†† et Zweig
et de supposer que le proton et le neutron, dans les expériences d’inélastique profond
s’expriment, comme dans le modèle des quarks, par:

proton = (uud)
neutron = (udd).

Ce sont les quarks de valence et on dénote uv(x) et dv(x) la distribution de ces quarks u
et d dans le proton. Par la symétrie d’isospin on a (p dénote ici le proton et n le neutron)

F p
u (x) = F n

d (x) = uv(x)
F p

d (x) = F n
u (x) = dv(x)

Les nombres quantiques du nucléon sont portés par les quarks de valence. L’expérience
montre que le proton contient également des antiquarks : ce sont les antiquarks de la
mer ou ”matelots”∗. La somme des nombres quantiques portés par les quarks et anti-
quarks matelots est nulle. Leur distribution est donc notée : us(x) = ūs(x), ds(x) =
d̄s(x), ss(x) = s̄s(x). On définit

u(x) = uv(x) + us(x)
d(x) = dv(x) + ds(x).

En négligeant le rôle des quarks étranges, on peut écrire, suivant le modèle des partons
(voir éq. (2.25))

1

x
νW ep

2 =
4

9
(u(x) + ū(x)) +

1

9
(d(x) + d̄(x))

1

x
νW en

2 =
1

9
(u(x) + ū(x)) +

4

9
(d(x) + d̄(x)).

où on utilise la notation simplifiée: ūs = ū, d̄s = d̄.

L’interprétation des fonctions u(x), d(x) comme densités de probabilité de trouver des
quarks dans le nucléon permet d’écrire de nombreuses ”règles de somme” qui expriment
le fait que les caractéristiques d’un hadron sont entièrement portées par ses constituants.
Par exemple, la différence:

ν

x
W ep

2 (x)−ν
x
W en

2 (x) =
ν

x
W ep−en

2 (x) =
1

3

(
u(x) + ū(x) − d(x) − d̄(x)

)
=

1

3
(uv(x) − dv(x))

dont l’intégrale mesurée expérimentalement est :

3

∫ 1

0

dx

x
νW ep−en

2 (x) =

∫ 1

0

dx (uv(x) − dv(x)) = 1

††Pour la petite histoire, on peut rappeler que Feynman et Gell-Mann, tous deux professeurs à Caltech,
ont eu pendant longtemps des relations ”tendues”.

∗Jolie dénomination due, je crois, à Marc Winter de l’IN2P3 à Strasbourg
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qui correspond bien à la différence du nombre de quarks de valence de type u et d. Si l’on
connait u, d, ū et d̄ indépendamment, on peut également vérifier les règles de somme de
charge:

∫ 1

0

dx

[
2

3
(u− ū) − 1

9
(d− d̄)

]
= 1 = charge du proton

∫ 1

0

dx

[
2

3
(d− d̄) − 1

9
(u− ū)

]
= 0 = charge du neutron

Ces règles de somme sont en accord avec l’expérience. D’autre part, il est possible de
mesurer

1

x
νW ep+en

2 =
5

9

(
u(x) + ū(x) + d(x) + d̄(x)

)

et ainsi calculer

9

5

∫ 1

0

dx νW ep+en
2 =

∫ 1

0

dx x
(
u(x) + ū(x) + d(x) + d̄(x)

)

qui mesure l’impulsion moyenne portée par les quarks u, d, ū et d̄ dans le nucléon. Le
résultat de cette expérience est:

〈x〉q+q̄ ' 0.45 < 1. (2.26)

ce qui signifie que les quarks ne portent que la moitié de l’impulsion du nucléon, le reste
étant porté par des partons neutres : il est tentant, alors, d’identifier ces partons neutres
aux ”gluons” qui lient les quarks entre eux dans le nucléon (le quark s ne joue pas un rôle
important dans cette réaction).

Pour terminer avec cette succinte introduction au modèle des partons, on peut noter
que la diffusion ν-nucléon est susceptible d’une description similaire à celle de e-nucléon
à condition de remplacer l’échange d’un photon virtuel par l’échange d’un boson de jauge
W± ou Z virtuel suivant que l’on étudie les courants chargé ou neutre.

2.1.3 Application du modèle des partons

On peut considérer le processus croisé de DIS, à savoir e+e− → hadrons:

γ∗

e-

e+

hadrons

Pour Ee+e− = Q → ∞ on peut appliquer le modèle des partons: le photon virtuel de
genre temps (Q2 > 0) se couplera à une paire quark-antiquark qui, ”longtemps” après
l’interaction electromagnétique, se désintègrera en hadrons :

La transition qiq̄i → hadrons se fait avec probabilité 1. On peut donc écrire

σe+e−→had =
∑

i

σe+e−→qiq̄i.
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e-

e+

hadrons

qi

qi

Il est traditionnel de définir le rapport sans dimension :

R =
σe+e−→had.

σe+e−→µ+µ− =
∑

i

e2i .

On voit que les seules différence entre le processus hadronique et le processus purement
leptonique sont les facteurs de charge (les facteurs cinématiques, γµ, espace de phase sont
identiques pour les quarks et les µ car ce sont des particules de spin 1/2, et on néglige les
masses). On trouve alors

R =
4

9︸︷︷︸
u

+
1

9︸︷︷︸
d

+
1

9︸︷︷︸
s

+
4

9︸︷︷︸
c

+
1

9︸︷︷︸
b

=
11

9

où pourQ > 10 GeV, il faut prendre en compte la contribution des saveurs lourdes c et b (le
seuil de production du quark top est beaucoup plus élevé et correspond à Q > 350 GeV).
Cette estimation est en désaccord avec les résultats expérimentaux comme on peut le
voir sur la fig. 5 où l’on observe plutôt un facteur 3,7 pour

√
s = Q > 10 GeV (les pics

correspondent à la production d’états liés de quarks lourds près du seuil de production
de ces quarks.).

En fait, dans le calcul ci-dessus, on n’a pas tenu compte du fait que les quarks sont
colorés. Prenant ceci en compte il faut sommer sur les 3 types de couleur, ce qui donne

R = Nc

∑

i

e2i =
11

3

et qui est en accord avec l’expérience (voir la courbe ”naive quark model” sur la figure).
On peut noter qu’en dessous du seuil de production du quark charmé (

√
s ∼ 3 GeV) les

données sont de l’ordre de R = 2 comme il se doit.

2.1.4 Le modèle des partons: formulation générale

1. Sous certaines conditions que l’on précisera ci-dessous, on considère qu’un hadron
est constitué de partons. On travaille dans le repère d’impulsion infinie du hadron.
On a donc

H = {pi} i = 1,∞
P =

∑
ipi où les P, pi sont les impulsions du hadron et des partons respectivement.

On néglige toutes les masses (du hadron et des partons) et on peut alors écrire

pi = xiP avec
∑

i

xi = 1.

Les partons sont sans structure et on ignore leurs interactions à l’intérieur du hadron.
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Figure 5: Compilation par le ”Particle Data Group” des données expérimentales sur le
rapport R au dessous de

√
s = 12 GeV.
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2. L’interaction entre hadrons se réduit à une interaction entre partons selon le dia-
gramme suivant

H1

H2

x1

x2

pi

pj

pk

pl

σij^

où σ̂ij est la section efficace de l’interaction ”dure” entre partons. La section efficace
hadronique est une superposition incohérente des sections efficaces partoniques c’est-
à-dire que l’on ajoute les probabilités et non les amplitudes. On écrit alors

σH1H2 =
∑

i,j

∫
dx1dx2 F

H1
i (x1) F

H2
j (x2) σ̂ij(x1, x2, s).

La fonction FH
i (x) est la densité partonique c’est-à-dire la probabilité de trouver

dans le hadron H un parton de type i portant la fraction x de l’impulsion du hadron.
On néglige les effets d’impulsion transverse. La fonction FH

i (x) est invariante
d’échelle, c’est-à-dire indépendante des variables (dimensionnées) de Mandelstam
s, t, u. Elle contient les effets à ”longue distance” (confinement) et la dépendance
en x n’est pas prédite par la théorie. Les effets de ”courte distance” sont contenus
dans la section efficace partonique ”dure” σ̂ij. Cette séparation - factorisation - entre
physique à longue distance et physique à courte distance est analogue à celle réalisée
par l’approche beaucoup plus rigoureuse mais plus restrictive du développement en
produit d’opérateurs sur le cône de lumière [28].

3. Le modèle des partons est un postulat valable quand toutes les variables dimen-
sionnées s, t, u sont grandes comparées à l’échelle de masse des hadrons (∼ 1 GeV2).

2.2 Au delà du modèle des partons näıf

Une version moderne de la fig. 4 est montrée en fig. 6. Les données combinées de nom-
breuses expériences permettent de couvrir un très grand domaine en x, 6, 310−5 < x <
0, 85, et Q2, 0, 3 < Q2[GeV2] < 30000. Si l’invariance d’échelle est bien vérifiée pour
les valeurs 0, 05 < x < 0, 25 ce n’est le cas ni à petit x, ni à grand x où une violation
logarithmique (en ln(Q2)) est clairement visible. L’hypothèse à la base du modèle des
partons, selon laquelle les partons sont libres et indépendants dans un hadron, est donc
une simplification trop drastique. Il est nécessaire de prendre en compte l’interaction en-
tre partons qui est décrite par la Chromodynamique Quantique. Quand les énergies mises
en jeu sont grandes (s, t, u→ ∞) on verra que la constante de couplage de QCD αs → 0.
Cela justifie une approche perturbative. Le résultat fondamental de l’application de QCD
perturbatif au modèle des partons est que l’interprétation probabilistique du modèle est
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Figure 6: Compilation par le ”Particle Data Group” des données récentes de la fonction
de structure F2(x,Q

2) = νW2(x,Q
2)/x.
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préservée mais il appararâıt des modifications. Le résultat final du calcul d’une section
efficace est :

σH1H2 =
∑

i,j

∫
dx1 dx2 F

H1
i (x1,M) FH2

j (x2,M)
[
σ̂ij + αs(M) σ̂

(1)
ij + α2

s(M)σ̂
(2)
ij ...

]

oùM est l’échelle de masse caractéristique du processus dur: M 2 ∼ s, t, u. Plus précisément,

• la propriété de factorisation entre physique à courte distance (distributions par-
toniques) et physique à longue distance (section partonique dure) n’est pas détruite
par les corrections QCD ;

• les densités partoniques acquièrent une dépendance logarithmique en M : c’est la
fameuse ”violation de l’invariance d’échelle” qui est prédite et calculable en QCD ;

• la section efficace partonique admet un développement en puissance de αs à coeffi-
cients finis et calculables.

Un des buts du cours sera de dériver la formule ci-dessus.

2.3 Conclusions

Nous avons essayé dans la section 2 de décrire quelques résultats qui semblent indiquer que
les hadrons sont constitués d’entités plus fondamentales. En effet, on peut comprendre
un grand nombre de phénomènes physiques aux échelles de masse de M∼1 GeV aussi bien
que M�1 GeV si l’on suppose que les hadrons sont constitués de quarks définis comme
des objets ponctuels de spin 1

2
, et de charge fractionnaire. Ces quarks sont groupés en

trois familles: (
u
d

) (
c
s

) (
t
b

)

D’autre part, dans le Modèle Standard, un quark de saveur donnée vient en 3 couleurs q =
(qi), i = 1, 2, 3, q appartenant à la représentation fondamentale 3 du groupe SU(3)couleur.
Les autres candidats possibles pour le groupe de couleur comme O(3), SO(3) et U(3) sont
éliminés car ils sont en désaccord avec les résultats expérimentaux:

• SO(3) et O(3) permettent l’existence d’états [qq] singulets de couleur de charge
fractionnaire, car ils ne distinguent pas la couleur de l’anti-couleur. De tels états ne
sont pas observés expérimentalement.

• U(3) sera exclu ultérieurement lorsqu’on imposera l’invariance de jauge locale : il
existerait alors un gluon de masse nulle, sans couleur, qui induirait une interaction
à longue portée entre les hadrons, en contradiction avec l’expérience.

Remarque : A priori, le Modèle Standard, tel que décrit ci-dessus, n’était pas la
seule possibilité. En particulier, Han et Nambu [27] ont proposé une alternative où les
quarks ont une charge entière (c.f. table 1). La version jaugée de Han-Nambu (due à
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Pati et Salam) a eu une certaine vogue: toutes les prédictions ∼ ∑
q e

2
q cöıncident avec

celle du Modèle Standard. Elle a néanmoins été éliminée lorsque des mesures précises de
quantités expérimentales dépendant de

∑
q e

4
q sont apparues (p. ex. dans les processus

γ + p→ γ +X, pp→ γ + γ +X).

R G B
u 0 1 1
d -1 0 0
s -1 0 0

Table 1: Charge des différents quarks colorés dans le modèle de Han-Nambu

3 Le Lagrangien QCD

Avant d’entrer dans le détail de l’interaction entre quarks et gluons nous allons faire
quelques rappels sur l’Electrodynamique Quantique. Le principe de construction de la
théorie, l’invariance de jauge, est le même dans les deux cas mais le cas abélien de QED est
beaucoup plus simple à écrire. Le comportement asymptotique (infrarouge et ultraviolet)
des deux théories est cependant complètement différent. Toute la physique est contenue
dans la densité lagrangienne, L(φ(x), ∂µφ(x)), une fonctionnelle locale des champs φ(x)
et de leurs premières dérivées, à partir de laquelle on construit l’action:

S =

∫
d4x L(φ(x), ∂µφ(x)).

L’action est une quantité sans dimension dans les unités où ~ = 1. Si on impose que
l’action soit stationnaire sous une variation du champ (principe de Hamilton), on obtient
les équations d’Euler-Lagrange :

δL
δφ(x)

− ∂µ
δL

δ∂µφ(x)
= 0 (3.27)

qui décrivent l’évolution classique du champ φ(x). C’est à partir de ces équations, qu’en
formalisme de la seconde quantification, on obtient les règles de Feynman qui permettent
de calculer perturbativement n’importe quel processus en théorie des champs.

3.1 Le Lagrangien QED

Pour QED, la densité lagrangienne s’écrit pour un fermion Ψ de masse m et de charge e

LQED = −1

4
F µνFµν + ψ̄(i 6D −m)ψ (3.28)

où le tenseur du champ électromagnétique est

F µν(x) = ∂µAν(x) − ∂νAµ(x)
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avec Aµ(x) est le champ du photon, tandis que la dérivée covariante est définie par Dµ =
∂µ − ieAµ. Une transformation de jauge locale est définie par

ψ(x) → ψ′(x) = eieα(x)ψ(x) , ψ̄(x) → ψ̄′(x) = e−ieα(x)ψ̄(x) (3.29)

et simultanément pour le photon

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µα(x).

avec α(x) une fonction réelle. Sous forme infinitésimale une transformation de jauge
s’écrit :

δψ = igαψ , δψ̄ = −ieψ̄α , δAµ = ∂µα ⇒ δFµν = 0 (3.30)

L’invariance de jauge garantit que le photon est de masse nulle : en effet un terme de masse
tel que m2AµA

µ ne serait pas invariant. L’application des équations d’Euler-Lagrange
mènent à l’équation de Dirac

(i 6∂ −m)ψ(x) = −e 6A(x)ψ(x)︸ ︷︷ ︸
terme d’interaction

(3.31)

et aux équations de Maxwell inhomogènes

∂µ Fµν(x) = eΨ̄γνΨ. (3.32)

Quant aux équations homogènes elles résultent de

∂µF̃µν(x)
.
= ∂µεµνρλF

ρλ = 0 . (3.33)

3.2 Invariance de jauge non abélienne et le Lagrangien QCD

En QCD, le champ du quark est une collection de 3 champs de Dirac, un pour chaque
composante colorée ψi. Il est noté (voir p. 6) :

ψ =




ψR

ψG

ψB


 ,

et il appartient à la représentation fondamentale 3 du groupe SU(3) ou U(3) (on doit
encore déterminer le groupe d’invariance). D’après la théorie des groupes de Lie, un
élément U du groupe agissant sur la représentation fondamentale s’écrit :

U = eig
P

a αaTa,

avec Ta les générateurs de l’algèbre, αa des paramètres réels arbitraires et g, le couplage.
La condition d’unitarité U † = U−1 impose Ta = T †

a . Pour SU(3) comme groupe de jauge,
la condition det U = 1 impose Tr Ta = 0 et on a 8 générateurs Ta (a = 1, . . . 8) qui
satisfont aux relations de commutation d’une algèbre de Lie,

[Ta, Tb] = ifabcTc,
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avec fabc totalement antisymétrique et réel. De plus, les générateurs T a sont orthogonaux
dans le sens où

Tr(T aT b) =
1

2
δab.

Si on choisit U(3) comme groupe d’invariance au lieu de SU(3) on a alors un générateur
supplémentaire qui est la matrice 1 commutant avec tous les générateurs de SU(3) :
[1, T a] = 0. On impose à la théorie une invariance de jauge locale [29]. Si on applique
une transformation de jauge locale,

δψ = igαaT
aψ , δψ̄ = ψ̄(−igαaT

a) ,

à la densité lagrangienne L = ψ̄(i 6∂ −m)ψ , on obtient alors

δL = ψ̄ {−g(∂µαa)T
aγµ}ψ.

Par analogie avec QED, on va rétablir l’invariance grâce aux champs vecteurs Ab
µ(x) :

L = ψ̄
(
i(∂µ − igAb

µ(x)T
b)γµ −m

)
ψ, b = 1, . . . , 8 pour SU(3) ou 9 pour U(3),

qui devient invariant de jauge si on impose la transformation suivante sur les champs Ab
µ :

δAc
µ = ∂µα

c − f cabαaAb
µ.

Comme pour QED on vérifie facilement qu’un terme de masse associé aux champs Aa
µ(x)

n’est pas invariant de jauge. Les gluons sont donc des champs de masse nulle qui induisent
alors des interactions à longue portée. Ce dernier argument est déterminant pour le choix
du groupe de jauge. En effet, si U(3) était le groupe d’invariance, on aurait une interaction
à longue portée entre hadrons qui serait singulet 1 de couleur. Ceci est contraire aux
observations expérimentales puisqu’on sait que la force nucléaire forte est à courte portée :
∼ 1

mπ
. Cet argument exclut donc le groupe U(3) comme groupe de couleur et on reste

avec SU(3) et 8 gluons colorés de masse nulle.

Pour compléter le lagrangien de QCD il faut introduire le terme cinétique des champs
de jauge. L’analogue du tenseur Fµν de QED est

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gf abcAb

µA
c
ν︸ ︷︷ ︸

terme non abélien

.

Il est pratique d’introduire les notations matricielles suivantes :

ᾱ = αa(x)T
a , Aµ(x) = Aa

µ(x)T a , Fµν = F a
µνT

a (3.34)

ainsi que la dérivée covariante agissant sur le fermion Dµ = ∂µ − igAµ(x). Le lagrangien,
pour un fermion coloré, prend alors la forme compacte suivante (cf. éq. 3.28) :

LQCD = −1

2
TrFµνFµν + ψ̄ (i 6D −m)ψ (3.35)

et l’on peut vérifier, avec pas mal de sueur, que LQCD est invariant sous la transformation

δψ = igᾱψ ⇒ δ(Dµψ) = igᾱDµψ

δAµ = ∂µα− ig[Aµ, ᾱ] ⇒ δFµν = −ig[Fµν , ᾱ] (3.36)
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L’application des équations d’Euler-Lagrange (3.27) au champ du fermion permet d’obtenir
l’équation de Dirac du fermion coloré :

(i 6∂ −m)ψ = −gT aAa
µγ

µψ, ψ = (ψi). (3.37)

tandis que pour les bosons de jauge on trouve :

∂µF a
µν = −gf abcAbµF c

µν − gψ̄γνT
aψ. (3.38)

ou, de façon explicite,

(�gµ
ν − ∂µ∂ν)A

a
µ(x) = −gΨ̄γνT

aΨ − gf abcAbµ(∂µA
a
ν − ∂νA

a
µ) − g2fabcf cdeAbµAd

µA
e
ν(3.39)

On peut alors extraire de ces équations :

– le couplage fermion-gluon-fermion:

i

j

µ

a

−igT a
jiγ

µ

– le couplage à trois gluons :

a

b

c

p q

r

λ

µ

ν
−gf abc [(p− q)νgλµ + (q − r)λgµν + (r − p)µgνλ]

– le couplage à 4 gluons:

a

b

c

d

λ
µ

ρ

ν

−ig2
[
fabef cde(gλνgµρ − gλρgµν) + f acef bde(gλµgνρ − gλρgµν) + f adef bce(gλµgνρ − gλνgµρ)

]

Il est important de noter que la même constante de couplage apparâıt tant dans le
vertex à trois gluons (linéairement), le vertex à quatre gluons (quadratiquement) que
dans le vertex quark-quark-gluon (linéairement). Ceci est due à l’invariance de jauge de
la théorie.

Les termes d’auto-couplage des bosons de jauge sont un des aspects caractéristiques
de QCD et c’est une différence fondamentale entre cette théorie et QED. Ce sont eux qui
vont être responsables, comme on le verra dans le chapitre suivant, de la propriété de
liberté asymptotique de QCD aux hautes énergies et aussi, sans doute, du confinement
des quarks et des gluons dans les hadrons (non encore prouvé théoriquement).
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3.3 Fantômes de Fadeev-Popov

On rappelle que les formes covariantes du propagateur du gluon contiennent des somma-
tions sur les degrés de liberté non physiques (polarisations scalaire, longitudinale). Ces
contributions ne sont pas génantes en QED car elles ne sont pas couplées au courant
fermionique. En QCD, les gluons interagissent entre eux (couplage à 3 et 4 gluons) et les
propriétés de ces auto-interactions ne permettent pas le découplage des états de polari-
sation non physiques. Pour les éliminer, on introduit, pour chaque gluon coloré Aa

µ, un
champ scalaire φa (fantôme de Fadeev-Popov) obéissant à la statistique de Fermi (nombre
de Grassmann) et dont le propagateur vaut

−δab
i

p2 + iε
.

Le fait que φa soit non-commutant est crucial car, pour chaque boucle, on obtiendra un
facteur (−1) nécessaire pour compenser la contribution de Aa

µ due aux états de polarisation
non physique. Pour que la compensation de la contribution des états non physiques ait
lieu le couplage du gluon au fantôme est nécessairement de la forme (faire attention au
choix des impulsions et au sens de la flèche):

a

b c

r

µ

−gf abcrµ .
Le couplage φφA ci-dessus est valable dans la jauge de Landau aussi bien que dans la
jauge de Feynman. Ces règles de Feynman associées aux fantômes correspondent dans le
lagrangien à un nouveau terme

LFP ∼ φ̄∂µDµφ.

En conclusion, si on fait le calcul en jauge covariante, il ne faut pas omettre les diagrammes
contenant les fantômes. Par contre, si on choisit de travailler avec une jauge non covariante
(kε = nε = 0), il n’y a pas de fantômes puisque seuls les deux degrés de polarisation
physique des bosons de jauge sont pris en compte.

Notre introduction des fantômes de Fadeev-Popov est bien légère! La façon moderne
et correcte de quantifier les théories de jauge non abéliennes repose sur la construction de
la fonctionnelle génératrice qui, par dérivation, donnent les règles de Feynman de la série
perturbative. Pour donner un sens mathématique à cette fonctionnelle il faut d’abord
”fixer” la jauge par une contrainte. C’est cette contrainte qui peut s’exprimer sous forme
de champs de Fadeev-Popov dans le lagrangien de QCD [30]. Quant à la renormalisabilité
de QCD elle a d’abord été prouvée par ’t Hooft [31] puis, clarifiée sous une forme élégante,
par Becchi, Rouet, Stora [32]‡‡.

‡‡I.V. Tyutin a indépendamment introduit ce qu’il est convenu d’appeler la symétrie BRST [33].
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4 Divergences ultraviolettes et renormalisation

Dans ce qui suit nous allons appliquer les règles de Feynman qui décrivent l’interaction
entre électrons et photons (QED) et entre quarks et gluons (QCD) à l’étude des processus à
hautes énergies. Dans un calcul d’ordre supérieur on est amené à calculer des diagrammes
en ”boucles”. Or ces derniers sont divergents. L’objet de ce chapitre est de montrer
comment traiter ces divergences pour donner un sens à la théorie. Le problème est d’abord
illustré par l’étude d’un modèle scalaire simple.

4.1 Divergences ultraviolettes et renormalisation en λφ4.

Le lagrangien de la théorie λφ4 est

L =
1

2
(∂µφ(x))2 − m2

2
φ2(x) − λ

4!
φ4(x) (4.40)

où φ(x) est un champ scalaire réel. Les règles de Feynman correspondantes sont

vertex : × = −iλ ; propagateur : =
i

p2 −m2 + iε

La diffusion de deux particules est représentée par:

���
���

q

p
3

p
4

p
1

p
2

= +

3 4

1 2

p

p+q

+

1 2

3 4 34

1 2

+ + ...

On n’a gardé que les diagrammes aux deux premiers ordres de la théorie des perturbations.
Si on dénote q = p1 − p3 l’impulsion de transfert entre particules entrante et sortante on
a q2 < 0. L’amplitude de diffusion s’écrit

M = −iλ +
λ2

2

∫
d4p

(2π)4

1

(p2 −m2 + iε)((p+ q)2 −m2 + iε)
+ ... (4.41)

où p est l’impulsion dans la boucle et où ”...” dénote la contribution des deux derniers
diagrammes. L’élément d’espace de phase peut s’écrire

∫
d4p =

∫
p3 dp dΩ

où p dénote la norme du vecteur et dΩ est l’élément d’angle solide. Une analyse di-
mensionelle de l’intégrand montre que quand p → ∞ il se comporte comme

∫
dp/p qui
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diverge lorgarithmiquement. Pour donner un sens au calcul on régularise l’intégrale en
introduisant un cut-off ultraviolet ΛUV ,

∫
dp

p
→

∫ ΛUV dp

p
(4.42)

L’évaluation de l’éq. (4.41) donne une expression de la forme

−ig(q2,Λ2
UV ) = −iλ + 3i

λ2

(4π)2
ln

Λ2
UV

−q2
+ termes indépendants de ΛUV (4.43)

où la notation g(q2,Λ2
UV ) rappelle que le résultat du calcul dépend de l’invariant physique

q2 et du cut-off. Considèrant maintenant le même processus à l’échelle 10 q2, on a :

g(10q2,Λ2
UV ) = λ− 3

λ2

(4π)2
ln

Λ2
UV

−10q2
+ · · · (4.44)

Eliminant λ à l’aide de l’équation (4.43) on a

g(10q2,Λ2
UV ) = g(q2,Λ2

UV ) + 3
g2

(4π)2
ln

−10q2

−q2
+ · · ·+ O(λ3) (4.45)

Dans le terme en λ2 on a substitué λ = g ce qui est tout à fait justifié puisque le calcul
est mené aux deux premiers ordres de la théorie des perturbations et que l’on néglige
les termes d’ordre supérieur en λ3 ∼ g3. La morale de l’histoire est que si l’on exprime
l’amplitude de diffusion à l’échelle 10 q2 en fonction de celle à l’échelle q2, toute dépendence
explicite en ΛUV a disparu des équations. En d’autres termes, si on fait une expérience à
l’échelle q2 pour déterminer la valeur de l’amplitude de diffusion à cette échelle, alors la
théorie prédit, par l’équation (4.45), quel sera le résultat d’une expérience à 10q2.

En général, la série perturbative pour une quantité physique, ici g(q ′2) où q′2 est une
échelle qui caractérise l’énergie du processus étudié, construite à l’aide du paramètre λ (λ
couplage dans le lagrangien) n’est pas bien définie car les coefficients du développement
en λ sont infinis (dépendent du cut-off non physique ΛUV dans la théorie régularisée).
En revanche, la série perturbative pour g(q′2) construite à l’aide de g(q2), (q2 6= q′2) est
parfaitement définie, les coefficients de la série étant finis. On rappelle que la divergence
des coefficients de la série en λ est due aux divergences ultraviolettes dans les diagrammes
en boucle. Ce que prédit la théorie n’est donc pas la valeur de l’amplitude de diffusion,
en fonction de λ et des autres paramètres du lagrangien, mais seulement la variation de
l’amplitude avec l’échelle d’énergie connaissant cette amplitude à une énergie donnée.

On peut exprimer l’éq. (4.44) sous forme différentielle :

dg(q2,Λ2
UV )

dq2
= 3

λ2

(4π2)

1

q2
∼ 3

g2

(4π2)

1

q2
(4.46)

puisque λ ∼ g à l’ordre auquel on fait le calcul. Il s’ensuit, par intégration :

g(q2) =
g(q2

0)

1 − c g(q2
0) ln q2

q2
0

, c =
3

(4π)2
en théorie λφ4. (4.47)
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C’est ce que l’on appelle la ”constante de couplage mobile” (running coupling). Connais-
sant la valeur du couplage en un point q2

0, la théorie prédit sa valeur en tout point. Le
paramètre de couplage λ dans le lagrangien est, quant à lui, appelé le ”couplage nu”. On
peut ré-écrire l’éq. (4.45)

g(q′2) =

[
g(q2) − 3g2

(4π)2
ln

−q2

Λ2
UV

]
+

3g2

(4π)2
ln

−q′2
Λ2

UV

. (4.48)

Le terme entre [ ] est la contribution du terme en arbre, exprimé en fonction du couplage
renormalisé, tandis que le dernier terme est la correction à une boucle. La forme (4.48) est
la forme sous laquelle on va construire la série perturbative, c’est-à-dire directement en
fonction du couplage renormalisé. Pour cela on écrit la relation entre les deux couplages
sous la forme (renormalisation multiplicative) :

λ = Zλ g où Zλ = 1 − 3g

(4π)2
ln

−q2

Λ2
UV

(4.49)

4.1.1 Principes de la procédure de renormalisation.

Une analyse systématique montre qu’il faut aussi introduire une masse renormalisée et
un champ renormalisé. En fait, pour chaque paramètre, dit paramètre nu, apparaissant
dans le lagrangien il faut introduire son équivalent renormalisé. On écrit le lagrangien

L =
1

2
(∂µφB)2 − m2

B

2
φ2

B − λB

4!
φ4

B (4.50)

où l’indice B dénote les quantités nues (bare en anglais). On exprime la relation entre
paramètres nus et les paramètres renormalisés par une généralisation de l’équation (4.49)

φB = Z
1/2
3 φR , m2

B = Zm m2
R , λB = Zλ λR. (4.51)

Les φR, mR et λR sont les quantités renormalisées. Pour des raisons qui vont devenir
évidentes, on écrit habituellement

Zm =
Z0

Z3
, Zλ =

Z1

Z2
3

(4.52)

Les Zi sont de la forme éq. (4.49), c’est-à-dire qu’ils admettent un développement per-
turbatif en λR. A ce point, on introduit une théorie régularisée pour donner un sens
mathématique aux divergences ultraviolettes. Ci-dessus on a introduit un cut-off ΛUV .
Pour QED, QCD, l’approche moderne consiste à travailler en n 6= 4 dimensions (voir plus
bas). Les relations de type (4.49) dépendent évidemment de la procédure de régularisation.
Puisque l’on veut travailler directement avec les quantités renormalisées on va ré-écrire le
lagrangien en fonction des φR, mR, λR. On trouve immédiatement

L =
Z3

2
(∂µφR)2 − Z0

2
m2

R φ2
R − Z1

4!
λR φ4

R

=
1

2
(∂µφR)2 − m2

R

2
φ2

R − λR

4!
φ4

R +
δZ3

2
(∂µφR)2 − δZ0

2
m2

R φ2
R − δZ1

4!
λR φ4

R

≡ LR + δL (4.53)
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Par définition, LR est identique à L sauf qu’il est exprimé en fonction des quantités
renormalisées tandis que δL contient les contre-termes proportionnels à δZi = Zi − 1.

Au lieu maintenant de construire la série perturbative à partir de la forme éq. (4.50),
on va la construire à partir de la décomposition éq. (4.53) du lagrangien. Les règles de
Feynman pour LR sont les mêmes que celles pour L sauf qu’elles concernent maintenant
les quantités renormalisées. Pour avoir la même théorie que celle en éq. (4.50) il faudra
alors ajouter la contribution des contre-termes qui seront choisis de façon à compenser
les divergences engendrées par les boucles de LR (cf. éq. (4.48)). Ces contre-termes sont
traités comme des couplages et correspondent à de nouveaux diagrammes de Feynman
dont les règles sont:

= −iλRδZ1, contre-terme du vertex

= ip2δZ3, contre-terme de la fonction d’onde
= −im2

RδZ0, contre-terme de masse

(4.54)

Par exemple, pour la fonction à 4-points déjà considérée on aura à calculer la série de
diagrammes

q’ = + 3 + 3

où, dans ce cas, seul le contre-terme de vertex entre en jeu, L’application des règles de
Feynman donne alors, en accord avec l’éq. (4.48)

−ig(q′2) = −iλR + i
3λ2

R

(4π)2
ln

Λ2

−q′2 − (iλR)
3λR

(4π)2
ln

−q2

Λ2
. (4.55)

où la contribution du contre-terme est le dernier terme à droite, avec le choix δZ1 =
−(3λR/(4π)2) ln(−q2/Λ2).

4.1.2 Résumé et discussion

Dans les calculs perturbatifs d’ordre supérieur (calculs en boucles) en théorie des champs,
apparaissent des divergences ultraviolettes dans les coefficients du développement per-
turbatif. Pour donner un sens à la théorie il faut la renormaliser. La procédure de
renormalisation se décompose en plusieurs étapes :
– on exprime, à priori, le lagrangien en fonction des paramètres renormalisés et on écrit
les contre-termes ;
– on régularise la théorie pour donner un sens mathématique aux divergences ; on utilisera
la ”régularisation dimensionnelle”, qui respecte les symétries, où l’espace de phase est en
dimension n et les divergences apparaissent comme des pôles en 1/ε où 2ε = n− 4 ;
– on choisit les contre-termes de façon à compenser les divergences ; différents choix de
contre-termes, qui diffèrent par des termes finis, mènent à différents schémas de renor-
malisation. Les paramètres renormalisés dépendent d’une échelle de masse caractéristique
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du probème considéré. Les coefficients du développement perturbatif de n’importe quel
observable, sont alors finis (si la théorie est renormalisable) et, à l’ordre auquel on fait le
calcul, tous les schémas de renormalisation donne le même résultat.

L’origine des divergences ultraviolettes est liée au fait que l’on suppose la théorie
valable quelque soit l’échelle d’énergie considérée, en particulier quand |q2| → ∞. Par les
relations d’incertitude de Heisenberg cela correspond à des distances infiniment petites.
Ceci est à contraster avec la situation habituelle en physique où les lois ont un domaine
de validité limité. Par exemple, la physique atomique est caractérisée par une longueur
l ' 1 Å= 10−10 m alors que la physique nucléaire est caractérisée par l ' 1 fm = 10−15 m.
Cela correspond respectivement à des énergies de l’ordre de 1 eV et 100 MeV tandis que
le domaine de la physique des particules est de 1 GeV et au delà.

Toute la connaissance de la physique nucléaire nécessaire à la physique atomique se
résume à quelques constantes comme la masse et la charge du noyau. De même, la
physique des particules utile à la physique nucléaire se réduit à la connaissance de la masse
du proton, du neutron, du pion et du couplage πNN . Donc l’étude de la physique à une
échelle donnée n’a pas besoin des détails de la physique à une échelle de distance beaucoup
plus petite: seule la valeur de quelques constantes suffit. La procédure de renormalisation
ramène le cas de la théorie des champs à une situation habituelle en physique puisque
toutes les complications liées aux divergences ultraviolettes peuvent être éliminées par
une re-définition de quelques paramètres tels que masse, couplage, normalisation de la
fonction d’onde.

Avant de passer aux détails des calculs on peut faire la remarque suivante concernant
le couplage mobile. Si dans le lagrangien, éq. (4.40) on avait choisi m = 0, il n’y aurait pas
eu d’echelle de masse explicite dans la théorie puisque λ est sans dimension. On aurait pu
définir le couplage mobile et on aurait alors trouvé l’éq. (4.47) qui dépend explicitement
d’une échelle de masse. Ceci peut parâıtre paradoxal mais c’est une conséquence de la
procédure de renormalisation car, pour définir le couplage renormalisé, on a du d’abord
régulariser la théorie par l’introduction d’un cut-off ce qui a implicitement introduit une
échelle de masse.

4.2 Analyse dimensionnelle

La régularisation dimensionnelle [34] consiste à travailler dans un espace à n dimensions,

n = 4 − 2ε ,

et à la fin des calculs prendre la limite ε → 0. Il est plus commode, lorsqu’on peut
le faire, d’utiliser une procédure qui préserve les invariances de la théorie. Le cut-off
utilisé précédemment brise l’invariance sous les translations, puisqu’il met une borne sur
l’intégration de l’impulsion interne. Pour QED et QCD, théories covariantes de Lorentz,
ce choix n’est pas approprié† et l’on préfère utiliser la régularisation dimensionnelle qui
respecte l’invariance de la théorie sous les translations ainsi que l’invariance de jauge.

†Voir cependant le cours d’Olivier Pène et la régularisation ”sur réseau”.
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On utilise QED comme exemple. On rappelle que l’action est une quantité sans
dimension

S =

∫
dnx L(ψ, ψ̄, Aµ).

Les paramètres (champs, couplage) voient leur dimension, exprimée en unité de masse,
affectée lorsque l’on passe de

∫
d4x à

∫
dnx. Si on dénote la dimension de ψ par le symbole

[ψ], · · · , on a alors
[S] = 0 , [dnx] = −n.

D’où, de façon évidente,

[ψ̄∂µψ] = n ⇒ [ψ] = n−1
2

[∂µAν∂
µAν] = n ⇒ [Aµ] = n−2

2

[eψ̄ 6Aψ] = n ⇒ [e] = 4−n
2

= ε [mψ̄ψ] = n ⇒ [m] = 1
(4.56)

Le résultat important est que la charge électrique (couplage) acquiert une dimension ε.
Dans la théorie régularisée à n-dimensions, la charge sera alors écrite

eµε, µ paramètre de masse arbitraire.

Le terme µε va jouer un rôle important dans la procédure de renormalisation : d’un certain
point de vue il tient rôle du point de soustraction (arbitraire) −q2 dans la discussion
précédente utilisant la régularisation par un cut-off.

Si en régularisation dimensionnelle le couplage est modifié les propagateurs, eux, ne
sont pas modifiés. Lors du calcul des intégrales en boucles on devra typiquement évaluer :

(eµ)2ε

∫
dnk

(2π)n

1

(k2 −M2)2
= i

e2

(4π)2

(
4πµ2

M2

)ε
Γ(1 + ε)

ε
(4.57)

= i
e2

4π

[
1

ε
+ ln 4π − γ + ln

(
µ2

M2

)
+ O(ε2)

]

4.3 Renormalisation de QED à une boucle.

Le lagrangien QED, exprimé en fonction des quantités nues, est

L = −1

4
FBµν F

µν
B + ψ̄B(i 6∂ − eB 6AB)ψB +mB ψ̄B ψB. (4.58)

On introduit les champs, couplage, masse renormalisés en relation avec leur équivalent nu

Aµ
B = Z

1/2
3 Aµ , mB =

Z0

Z2

m , ψB = Z
1
2
2 ψ , eB =

Z1

Z2Z
1/2
3

eµε (4.59)

Le lagrangien se décompose alors L = LR + δL avec

LR = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i 6∂ − eµε 6A)ψ +mψ̄ψ (4.60)

exprimé en fonction des quantités renormalisées et

δL = −1

4
(Z3 − 1)FµνF

µν + (Z2 − 1)ψ̄i 6∂ψ − (Z1 − 1)eµεψ̄ 6Aψ − (Z0 − 1)m ψ̄ψ. (4.61)
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Le lagrangien renormalisé LR donnent les règles de Feynman usuelles tandis que δL in-
troduit de nouvelles règles associées aux contre-termes. Les contre-termes sont traités
comme des termes d’interaction et on obtient les diagrammes suivants :

(Z0 − 1)mψ̄ψ → = −im(Z0 − 1) c.terme de masse

(Z2 − 1)ψ̄i∂̄ψ → X = i 6p(Z2 − 1) c.terme de fn. d’onde

(Z1 − 1)eµεψ̄Aψ → = −ieµεγα(Z1 − 1) c.terme de couplage

−1
4(Z3 − 1)FµνF

µν → X = i(qµqν − q2gµν)(Z3 − 1) c.terme de fonction
d’onde du photon

En QED, à l’approximation d’une boucle, il faut calculer 3 types de diagrammes pour
lesquels on va maintenant citer les résultats.

4.3.1 Polarisation du vide : calcul de Z3.

On considère ”la polarisation du vide” donnée par les diagrammes à 2 photons externes,
à l’ordre d’une boucle. On suppose les photons externes hors-couche q2 < 0 :

p-q

µ ν

p

→ q
+ X

On dénote iΠµν(q) ces contributions et on a donc,

iΠµν(q) = iΠboucle
µν (q) + i(Z3 − 1)(qµqν − q2gµν). (4.62)

On peut calculer la boucle explicitement ou remarquer que, puisque la régularisation
respecte l’invariance de jauge, l’on a :

Πboucle
µν (q) = (qµqν − q2gµν)Π

boucle(q2) (4.63)

où Πboucle(q2) est une fonction scalaire. Il suffit alors de calculer la trace

Πµ
µ(q2)|boucle = (2ε− 3) q2Πboucle(q2).

L’application des règles de Feynman donne le résultat :

Π(q2) = Z3 − 1 +
1

3
(
1

ε
+ ln 4π − γ)

α

π
− 2α

π

∫ 1

0

dx x(1 − x) ln
m2 − q2x(1 − x)

µ2
(4.64)

Schémas de renormalisation

Le choix du contre-terme pour compenser la divergence définit le schéma de renormalisa-
tion:
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• schéma MS: ”minimal subtraction scheme” (’t Hooft, Veltman)

Z3−1|MS = − α

3πε
⇒ ΠMS(q2) =

α

3π
(ln 4π−γ)−2

α

π

∫ 1

0

dx x(1−x) ln
m2 − q2x(1 − x)

µ2

(4.65)

• schéma MS: (Buras, Bardeen, ...)

Z3−1|MS = − α

3π
(
1

ε
+ln 4π−γ) ⇒ ΠMS(q2) = −2α

π

∫ 1

0

dx x(1−x) ln
m2 − q2x(1 − x)

µ2

(4.66)
Il permet de se débarasser d’inutiles facteurs ln 4π − γ dans les quantités renor-
malisées.

• schéma ON (schéma physique ou sur couche de masse) : c’est le schéma adopté dans
la discussion de λφ4. On soustrait le contre-terme à q2 = 0 (condition ”on shell”)
en imposant la contrainte

Π(q2 = 0)|ON = 0, (4.67)

d’où

Z3 − 1|ON = − α

3π
(
1

ε
+ ln 4π − γ) − α

3π
ln

m2

µ2

et donc

Π(q2)|ON = −2α

π

∫ 1

0

dx x(1 − x) ln
m2 − q2x(1 − x)

m2

' − α

3π
ln

−q2

m2
quand q2 → ∞, (−q2 >> m2) (4.68)

Ce genre de conditions est souvent utilisé en QED.

On voit que les différents schémas de renormalisation diffèrent par des termes constants.

4.3.2 Conséquence et application

Le propagateur du photon est modifié par l’insertion de boucles et contre-termes. Pour
le diffusion eµ, par exemple, on peut calculer la série complète

+ + + ... +

X + X + ... 

e µ

= =

1 2

L’amplitude de diffusion s’obtient après sommation de la série géométrique et on a :

ū1γµu1
−i
q2

(gµν − qµqν

q2
)ū2γνu2

e2R
1 + ΠR(q2)

=
e2R

1 + ΠR(q2)
ū1γµu1

−i
q2
ū2γ

µu2 (4.69)
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On choisit de travailler dans le schéma de renormalisation ON (physique). Dans ce schéma

la charge est, par définition, la valeur de la constante
e2
ON

1+ΠON (0)
= e2ON à q2 = 0 (voir éq.

(4.67)). On trouve par une mesure expérimentale que

αON =
e2ON

4π
=

1

137, 0359895
, (4.70)

valeur que l’on dénote habituellement par α. A une valeur q2, la charge effective sera

e2ON(q2) =
e2ON

1 + ΠON(q2)
=

e2ON

1 − e2
ON

12π2 ln −q2

m2

, −q2 >> m2

soit
αON(q2) =

α

1 − α
3π

ln |q2|
m2

, |q2| >> m2 (4.71)

Au LEP, par exemple, q2 = M2
Z = (90 GeV)2, on aura

αON(M2
Z) =

1/137

1 − 1
137

1
3π

ln
M2

Z

m2

' 1
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qui est la valeur utilisée pour l’analyse des résultats expérimentaux. La prise en compte
des termes d’ordre supérieur de la théorie des perturbations implique donc que la charge
électrique effective dépend des conditions cinématiques de l’observation.

Remarque : Attention! On n’a considéré dans la discussion qu’une partie des diagrammes
à une boucle ce qui est justifié pour QED comme on le verra plus bas. Le calcul correct
et complet doit prendre en considération tous les diagrammes du même ordre en α que
ceux considérés ici.

4.3.3 Self-énergie du fermion (calcul de Z0, Z2) et du vertex (Z1)

On considère maintenant le diagramme à deux fermions externes supposant, pour le mo-
ment, le fermion légèrement hors couche (p2 6= m2). Il y a trois diagrammes à prendre en
compte:

k

p p+k

←

+ X + =

−iΣboucle(p) + i 6p(Z2 − 1) + (−im)(Z0 − 1) = −iΣ(p)
contre-terme contre-terme
de fn. d’onde de masse

(4.72)

La renormalisation s’obtient dans le schéma MS par le choix des contre-termes :

Z0 − 1|MS = −α
π

(4π)ε Γ(1 + ε)

ε
= −α

π
(
1

ε
+ ln 4π − γ)

Z2 − 1|MS = − α

4π
(4π)ε Γ(1 + ε)

ε
= − α

4π
(
1

ε
+ ln 4π − γ), (4.73)
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←kp p'

p+k

α

↓q

+

p p'

↓q

et la forme du propagateur renormalisé dans ce schéma sera donc

S̃F (p)|MS =
i

6p−m− Σ(p)|MS + iε
(4.74)

Pour le vertex, les diagrammes à considérer sont :

Il suffira, pour déterminer la partie divergente, de choisir une cinématique particulière
simple, par exemple q = 0 ⇒ p = p′. On a alors

Λα(p, p) = Λboucle
α (p, p) + (Z1 − 1)γα

= (Z1 − 1)γα − i(eµε)2

∫
dnk

(2π)n
γρ

1

6p+ 6k −m + iε
γα

1

6p+ 6k −m+ iε
γρ 1

k2 + iε

Le choix

Z1 − 1|MS = Z2 − 1|MS = − α

4π

(
1

ε
+ ln 4π − γ

)
(4.75)

rendra le vertex renormalisé fini dans le schéma MS.

Remarque : La relation Z1 = Z2 + éventuellement des termes finis est une rela-
tion générale, valable à tous les ordres de la théorie des perturbations, conséquence
de l’invariance de jauge de la théorie. C’est un cas particulier des identités de Ward-
Takahashi.

En résumé, nous avons calculé dans les sections précédentes les contre-termes Zi qui
rendent l’électrodynamique quantique finie dans l’approximation à une boucle de la théorie
des perturbations. C’est à dire que tout processus physique calculé dans cette approxima-
tion n’aura pas de divergences ultraviolettes et le résultat du calcul devra être fini. Dans le
schéma MS les contre-termes dans les équations (4.66), (4.73), (4.75) sont respectivement:

→ Z3 = 1 + c3
Γ(1+ε)(4π)εe2

ε
, c3 = − 1

12π2

→ Z2 = 1 + c2
Γ(1+ε)(4π)εe2

ε
, c2 = − 1

16π2

→ Z1 = 1 + c1
Γ(1+ε)(4π)εe2

ε
, c1 = c2





en MS

Le calcul d’un processus physique quelconque à l’ordre d’une boucle nécessitera évidem-
ment le calcul complet de tous les diagrammes et non seulement celui de la partie diver-
gente dans l’ultraviolet. On pourra alors obtenir les corrections d’ordre α par rapport
au terme de Born. C’est ainsi que l’on peut calculer le moment magnétique anormal de
l’électron ou du muon.
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4.3.4 Conséquence : la fonction β(α) et le couplage mobile.

Nous avons montré de façon intuitive comment les corrections d’ordre supérieur modifi-
aient la constante de couplage et comment il était naturel d’introduire un couplage mobile
(dépendant de la variable d’énergie du problème considéré). On va introduire maintenant
de façon plus formelle et générale le couplage mobile.

Le point de départ est la relation éq. (4.59) entre couplage nu, couplage renormalisé
et les fonctions Zi

eB = eµε Z1

Z2Z
1
2
3

(4.76)

avec, dans le schéma MS, des Zi de la forme

Zi = 1 + ci e
2 Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε (4.77)

Dans le cadre de l’approximation à une boucle (approximation d’ordre e2) on peut toujours
ré-écrire

Z1

Z2Z
1
2
3

≡ Ze = 1 + Ce
e2

ε
(4.78)

où la constante Ce est connue dès que les Zi le sont, puisque

Ce =
(
c1 − c2 −

c3
2

)
Γ(1 + ε)(4π)ε (4.79)

Dans nos notations simplifiées on a donc eB = eµε Ze(e) où e(µ), le couplage renormalisé,
est une fonction de µ. On introduit de façon traditionnelle la fonction β(e), dite fonction
β de Gell-Mann/Low,

β(e) ≡ µ
de

dµ
=

de

d lnµ
. (4.80)

Le couplage eB est évidemment indépendant de µ : en effet, la masse µ et le couplage
renormalisé ne sont introduits que lorsqu’on sépare la densité lagrangienne entre une
partie ”renormalisée” et les contre-termes. On a donc

µ
deB

dµ
≡ 0 ⇒ µ

d

dµ
(eµεZe(e)) ≡ β(e)µεZe(e) + εeµεZe(e) + eµεµ

dZe(e)

dµ
= 0. (4.81)

Après un calcul un peu subtil, on voit que les termes en 1/ε disparaissent et que

β(e) ' 2Ce e
3 (4.82)

où Ce est connu, via l’équation (4.79). Il est traditionnel de définir, plutôt que β(e) dans
l’équation (4.80), la fonction

β(α) =
dα

d lnµ2
=

1

4π

de2

d lnµ2
⇒ β(α) =

e

4π
β(e). (4.83)

D’où par l’éq. (4.82), β(α) = 8πCeα
2 = α2

3π
, qui montre que la constante de couplage α

crôıt quand µ crôıt. Intégrant cette équation différentielle, on obtient le couplage mobile
sous sa forme usuelle,

α(µ2) =
α(µ2

0)

1 − α(µ2
0)

3π
ln µ2

µ2
0

(4.84)
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On remarque par comparaison avec l’équation (4.71) que l’évolution en masse (q2 ≡ µ2)
des fonctions αON(q2) et α(q2) ≡ αMS(q2) est identique. Les deux fonctions diffèrent par
les conditions aux limites ce qui est normal puisque les fonctions sont définies dans des
schémas de renormalisation différents.

La relation du type deB

dµ
≡ 0 (éq. (4.59) n’est qu’un cas particulier des équations du

groupe de renormalisation qui jouent un rôle fondamental en théorie des champs. Elles
expriment que les prédictions physiques (observables) ne doivent pas dépendre du choix
de la procédure de régularisation ni du schéma de renormalisation. En particulier, l’éq.
(4.84) exprime comment le couplage α(µ) doit varier en fonction de µ pour que, quand le
”point de renormalisation” µ varie, les prédictions physiques soient indépendantes de µ.

4.4 Renormalisation de QCD à une boucle

On rappelle les règles de Feynman de QCD (voir chap. 3). Pour renormaliser la théorie on
doit procéder comme pour QED, c’est-à-dire, partir de LQCD(ψiB, A

a
µB, gB, ...) et exprimer

cette densité lagrangienne en fonction des quantités renormalisées et des contre-termes.
Notre but ici étant seulement le calcul du couplage mobile on se contentera de partir de
la relation

gB =
Z1

Z2

√
Z3

gµε (4.85)

concernant le couplage gluon-fermion-fermion. Les Zi ont la même signification qu’en
QED : Z1 contre-terme du vertex, Z2 contre-terme de la fonction d’onde du quark (on
supposera les quarks de masse nulle donc pas de Z0), Z3 contre-terme de la fonction d’onde
du gluon. Le calcul est effectué en jauge covariante, le propagateur du gluon étant choisi
de la forme :

δab
i

q2 + iε

(
−gµν + (1 − a)

qµqν
q2 + iε

)

avec a = 0 en jauge de Landau utilisée ci-dessous. Nous allons maintenant calculer
successivement Z2, Z3 et Z1.

4.4.1 Calcul de Z2

C’est le contre-terme de la fonction d’onde du quark. Il n’y pas lieu de calculer le contre-
terme de masse δZ0 puisque les quarks sont supposés de masse nulle (mB = m = 0). Les
diagrammes à considérer sont similaires à ceux de QED avec essentiellement le facteur de
couleur en plus :

i j

l

+
i j = −iΣboucle(p) + (Z2 − 1)i 6p

Le diagramme en boucle s’écrit :

−i Σboucle = (−igµε)2 < T a
ikT

a
kj >

∫
dnl

(2π)n
γµ

i(6p+ 6 l)
(p+ l)2 + iε

γν
i

l2 + iε
(−gµν +(1− a)

lµlν

l2
)
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où la seule différence avec QED est le calcul du facteur de couleur (voir le vertex fermion-
fermion-gluon en sec. 3.2) :

g2
∑

a

(T aT a)ij = g2 < cF > δij =
4

3
g2 δij

après avoir sommé sur l’indice de couleur du gluon et du quark interne. Le résultat est :

Σboucle(p) = −a < cF >
Γ(1 + ε)

ε

(
4πµ2

−p2

)ε
g2

16π2
(1 + ε) 6p

Comme on travaille en jauge de Landau on a alors trivialement,

Σboucle(p) = 0

et donc nécessairement Z2|MS = 1 puisqu’il n’y a pas de divergence à compenser! On
peut remarquer que ce résultat est différent de celui en jauge de Feynman, a = 1, comme
on peut s’en rendre compte si on le compare avec le calcul de la self-énergie de l’électron
décrit plus haut. Ceci illustre le fait que les diagrammes de Feynman ne sont pas indi-
viduellement indépendants de jauge alors que les observables physiques le sont.

4.4.2 Calcul de Z3

Le calcul de ce contre-terme est bien plus compliqué et il met en jeu des diagrammes
typiques d’une théorie non abélienne puisqu’ils contiennent des couplages à trois ou quatre
bosons de jauge. Il faut évaluer :

+ + + +iπµν(q) =
a b

i

j

Dans une notation évidente on décompose le diagramme de polarisation du gluon en une
série de termes :

Πµν(q) = Πµν
F (q) + Πµν

g (q) + Πµν
gh(q) + Πµν

4g (q) + (Z3 − 1)(qµqν − q2gµν).

- Πµν
F (q) : ce diagramme contient une boucle fermionique et du point de vue structure

de Lorentz il est similaire au diagramme de polarisation du vide en QED. Aucun nouveau
calcul n’est nécessaire pour évaluer l’intégrale sur l’impulsion interne. Quant à la partie
de couleur, elle est simplement :

T a
ijT

b
ji = TrT aT b =

δab

2
.

Cependant puisque chaque espèce de quark léger contribue à part égale (quarks de masse
nulle) il faudra multiplier le résultat par NF , le nombre de saveurs considérées. Ainsi

Πµν
F (q) = < NF

δab

2
> Πµν(q)|QED

= < NF
δab

2
>

g2

12π2

(
4πµ2

−q2

)ε
Γ(1 + ε)

ε

(
1 +

ε

6

)
(qµqν − q2)gµν
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- Πµν
4g (q) : c’est le diagramme de type ”tadpole”, le seul qui fasse intervenir le couplage

à quatre gluons. Il se trouve être égal à 0 en régularisation dimensionnelle.

- Πµν
g (q) : c’est le diagramme avec la boucle de gluons; le calcul de l’intégrale sur

l’impulsion est très long mais ne présente aucune difficulté majeure et nous nous bornerons
à citer le résultat. Quant au facteur de couleur c’est simplement :

a b

c

d

~ facd fbcd ~ Nc δab

On trouve finalement :

Πµν
g (q) = − < Ncδ

ab >
g2

16π2

(
4πµ2

−q2

)ε
Γ(1 + ε)

ε

(
7

3
qµqν − 25

12
q2gµν

)

On constate aisément que le calcul n’est pas complet car la condition de transversalité
n’est pas satisfaite : qµΠµν

g 6= 0, ce qui est une manifestation de la non-invariance de jauge
de ce diagramme. En effet, il faut calculer la contribution de la boucle avec fantômes.

- Πµν
gh(q) : l’application des règles de Feynman permet d’écrire facilement avec les

conventions de la figure (attention aux signes!) :

a b

c

d k+q

k

q

iΠµν
gh(q) =< Ncδ

ab >
g2

16π2

(
4πµ2

−q2

)ε
Γ(1 + ε)

ε

(
1

6
qµqν +

1

12
q2gµν

)

En combinant tous les termes, on arrive finalement à déterminer le contre-terme de la
fonction d’onde du gluon, dans le schéma MS,

(Z3 − 1)|MS =

〈
13

6
Nc −

4

6
NF

〉
g2

16π2

Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε (4.86)

4.4.3 Calcul de Z1

Il y a trois diagrammes :

a

µ

p

p'

+ a

b

c

i

j

l + µ a

−igµε Λµ(p, p′)|boucle + (−igµε) (Z1 − 1) T a
ijγ

µ
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- La première boucle (avec 2 fermions internes) est de la même forme qu’en QED sauf
pour les facteurs de couleur. La partie divergente est en relation avec la partie divergente
de la ”self-energie” du fermion et nous avions trouvé que Z1 = Z2. Cette relation est
vraie en jauge de Landau et ce diagramme n’a donc pas de divergence ultraviolette.

- La seconde boucle a le facteur de couleur

fabc T b
il T

c
lj = f abc(T bT c)ij = f abc 1

2
[T b, T c]ij ⇒ i <

cA
2
> T a

ij = i <
Nc

2
> T a

ij (4.87)

Après avoir évalué la partie de Lorentz (calcul fastidieux), on peut déterminer le contre-
terme dans le schéma MS et on trouve :

(Z1 − 1)|MS = −
〈
Nc

2

〉
3

2

g2

16π2

Γ(1 + ε)

ε
(4π)ε (4.88)

En résumé, dans la notation de l’éq. (4.77), la valeur des contre-termes Z1, Z2, Z3 est

c1 = −3
4
Nc

Γ(1+ε)(4π)ε

16π2

c2 = 0

c3 =
(

13Nc

6
− 4

6
NF

)
Γ(1+ε)(4π)ε

16π2



 ⇒ Cg = − 1

32π2

(
11

3
Nc −

2

3
NF

)

où l’on a évidemment défini Cg = c1 − c2 − c3
2
.

4.4.4 Le couplage mobile αs et définition de ΛQCD

Nous sommes maintenant en mesure de calculer la fonction β(αs) de QCD (où αs = g2/4π
est la ”constante de structure fine” de la Chromodynamique Quantique) ainsi que le
couplage mobile. Utilisant les résultats ci-dessus dans les éqs. (4.82, 4.83) il vient

β(αs) ≡
dαs

d lnµ2
= − 1

4π

(
11

3
Nc −

2

3
NF

)

d’où le couplage mobile

αs(µ) =
αs(µ0)

1 + (11Nc−2NF )
12π

αs(µ0) ln µ2

µ2
0

. (4.89)

Le couplage décrôıt donc quand µ crôıt si 11Nc − 2NF > 0 (nombre de saveurs de quarks
inférieur à 17) : c’est la propriété de liberté asymptotique [24].

On retrouve le résultat pour QED si Nc = 0 et NF < 1
2 >= 1 (pour un fermion

sans couleur). Le terme proportionnel à Nc dans l’équation ci-dessus, associé aux termes
”non-abéliens” avec couplage à trois gluons, est responsable de la propriété de liberté
asymptotique (il est positif) tandis que le terme dépendant de NF , qui vient uniquement
de la boucle fermionique, est négatif comme en QED. On peut se rappeler le signe relatif
entre ces deux types de contributions en se souvenant que les boucles de fermions ont un
facteur (−1) supplémentaire dû à la statistique de Fermi-Dirac.
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Pour le calcul de αs nous avons considéré le couplage quark-gluon-quark. Nous auri-
ons aussi bien pu choisir le couplage à trois gluons où le couplage fantôme-gluon-fantôme,
calculer les facteurs Zi correspondants et en déduire les fonctions β(αs) relatives à ces
couplages. L’invariance de jauge de QCD implique certaines relations entre les Zi (invari-
ance BRS (Becchi, Rouet, Stora) en QCD) qui sont l’équivalent de la relation Z1 = Z2

en QED. Ces relations impliquent que l’on obtient la même fonction β(αs) quelque soit
le couplage étudié.

Comme application on considère la diffusion quark-quark‡ et on travaille à ”l‘approximation
des logarithmes dominants” c’est à dire que l’on néglige les termes d’ordre αs comparés
aux termes d’ordre 1 et αs ln(−q2/µ2

0) où q est l’impulsion de transfert du processus.

théorie

+ +...

2

q→

q1 q2

2

=

L’amplitude de diffusion au carré, c’est à dire à un facteur de proportionalité près la
section efficace différentielle, s’écrit théoriquement (voir l’éq. 4.69:

|Mq1q2→q1q2|2 ≡


 αs(µ0)

1 + (11Nc−2NF )
12π

αs(µ0) ln(−q2

µ2
0

)




2

|ū2γµu2
1

q2
ū1γ

µu1|2 (4.90)

On choisira une valeur de µ0 arbitraire et on déterminera alors la valeur numérique de
αs(µ0) de façon que la normalisation du membre de droite soit en accord avec le résultat
expérimental à une impulsion de transfert quelconque. La chromodynamique quantique
sera alors capable de prédire la dépendance en q2 de la diffusion quark-quark et bien
d’autres choses d’ailleurs.
On aurait pu effectuer la renormalisation à une autre échelle µ1 6= µ0 et obtenir une
équation similaire à celle ci-dessus avec µ0 → µ1. La relation éq. (4.89) exprime que
la théorie renormalisée à l’échelle µ0 et celle renormalisée à l’échelle µ1 donnent les
mêmes prédictions physiques. Il est clair, par des arguments généraux que les prédictions
théoriques ne dépendent pas du choix du point de renormalisation : en effet, on rappelle
que toute la physique est contenue dans L(ψiB , AµB

, g
B
, ...) et l’éq. (4.89) exprime juste-

ment l’indépendance du couplage nu g
B

par rapport au point de renormalisation (voir l’éq.
(4.81)). Les sceptiques peuvent vérifier explicitement ce résultat sur l’exemple ci-dessus.
L’analogue de l’éq. (4.90) pour la théorie renormalisée à µ1 est :

|Mq1q2→q1q2|2 ≡


 αs(µ1)

1 + (11Nc−2NF )
12π

αs(µ1) ln(−q2

µ2
1

)




2

|ū2γµu2
1

q2
ū1γ

µu1|2 (4.91)

Injectant l’éq. (4.89), avec µ = µ1, dans cette équation et négligeant tous les termes en
α2

s on retrouve exactement l’éq. (4.90).

‡La diffusion quark-quark est une ”expérience de pensée” : il faut utiliser le modèle des partons pour
passer de la diffusion parton-parton à diffusion hadron-hadron qui est l’observable.
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Le couple de valeurs (µ, αs(µ)) ne correspond pas à deux variables indépendantes mais
à une seule puisqu’elles sont contraintes pour pouvoir décrire la même physique quelque
soit µ. Mathématiquement cela s’exprime par le fait que l’on peut introduire une échelle
de masse unique qui déterminera complètement le couplage mobile. En effet, on peut
écrire l’équation (4.89):

αs(µ) =
1

1
αs(µ0)

+ 11Nc−2NF

12π
ln µ2

µ2
0

=
1

b lnµ2/Λ2
(4.92)

avec

Λ2 = µ2
0 exp

(
− 12π

(11Nc − 2NF )αs(µ2
0)

)
et b =

12π

11Nc − 2NF
(4.93)

Λ est la constante fondamentale de QCD que l’on détermine expérimentalement. Sur la
base d’une compilation des données expérimentales [35] on trouve :

ΛNF =5

MS
= 210+34

−30 MeV (4.94)

ou, de façon équivalente,
αs(MZ) = .1182 ± .0027

dans le schéma MS, dans un monde avec 5 saveurs de quarks légers.

On peut comparer la situation en QCD avec celle en QED. La constante de structure
fine de QED α = 1/137, 0359895 pourrait parâıtre plus fondamentale que celle de QCD
αs(MZ)|

MS
pour laquelle il faut spécifier, le schéma de renormalisation ainsi qu’une valeur

de l’énergie. En fait il n’en n’est rien et la situation est identique dans les deux cas (hormis
la précision des mesures expérimentales!). En effet, la valeur de α ci-dessus est donnée, de
façon traditionnelle dans le schéma de renormalisation sur couche de masse (schéma ON
de la section 4.3) dans la limite où les impulsions → 0. Comme jusqu’à récemment c’était
le seul schéma de renormalisation utilisé en QED on ”oubliait” de le préciser. Dans le
schéma MS la valeur de α serait différente et elle peut être calculée avec les formules de
la section 4.3. La différence avec QCD réside dans le fait qu’il n’est pas possible de définir
un schéma ON en Chromodynamique car les quarks et les gluons étant confinés dans les
hadrons ils ne sont pas sur leur couche de masse. D’autre part, il n’est pas possible de
prendre la limite des impulsions nulles car en théorie perturbative le couplage n’est alors
plus défini puisqu’il tend vers l’infini.

Le concept de liberté asymptotique est illustré par la fig. 7 où l’on voit clairement la
décroissance du couplage fort en fonction de l’échelle de masse.

5 Violations de l’invariance d’échelle dans les fonc-

tions de structure

Dans la discussion précédente nous n’avons étudié que les diagrammes en boucles. Nous
avons extrait de ces diagrammes la partie divergente dans l’ultraviolet (∼ 1/ε) et nous
avons vu que, par la renormalisation, on pouvait absorber ces singularités et définir un
couplage mobile. Par exemple, si on considère les diagrammes suivants de la diffusion
qq′ → qq′ à grande impulsion de transfert [Q =

√
−q2]
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Figure 7: Compilation des résultats expérimentaux illustrant la liberté asymptotique :
décroissance du couplage fort avec l’échelle d’énergie [35].

MB   = = αs AB αs

-q2=Q2
↑

+ + +...Mv    =

leur contribution à la section efficace est, après renormalisation dans le schéma MS, de
la forme :

σV ∼ |MB + MV |2 ' |MB|2 + 2Re MB M∗
V

∼ α2

MS
(Q)

(
|AB|2 + 2 α

MS
(Q) ReABBV

)
.

La contribution BV des diagrammes en boucle n’a plus de singularité ultraviolette. A ce
point, cependant, le calcul de la section efficace n’est pas complet, car au même ordre
contribuent aussi les diagrammes ”réels” correspondant à la production de quanta sur
couche de masse (”réels”). Ce sont les processus du type 2 corps → 3 corps tels que
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p4

p1

p2

p3
k

MR = + +
k

+...

dont la contribution à σ est de la forme σR ∼ |MR|2 qui est d’ordre α3

MS
. Ces termes

ne peuvent avoir de divergences ultraviolettes puisque l’énergie des partons finals est
limitée par l’énergie initiale finie. En revanche, ils possèdent des ”divergences colinéaires”
ou ”singularités de masse” ainsi que des ”divergences infrarouges”. Ainsi, le premier
diagramme correspondant à l’émission d’un gluon par un quark incident conduit, quand
on intègre sur l’espace de phase du gluon, à un terme dans σR du type

Idiv =

∫
dk d cos θ dϕ

(p1 − k)2 −m2
=

∫ √
s

2

0

dk

∫ +1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ
1

−2p1.k
(5.95)

où
√
s/2 est l’énergie maximale que peut avoir le gluon dans le repère du centre de masse.

Dans ce repère on a (on donne une masse m fictive au quark) :

p1 =

(√
s

2
, 0, 0, p

)
, p =

1

2

(
s− 4m2

)1
2 ∼

√
s

2
− m2

√
s

quand
m√
s
<< 1.

L’intégrale devient donc :

Idiv = −2π

∫ √
s

2

λ

dk

k

∫
d cos θ

1

(
√
s− 2p cos θ)

= +
2π

2p

∫ √
s

2

λ

dk

k
ln

√
s− 2p√
s + 2p

, (5.96)

où l’on a régularisé l’intégrale dans l’infrarouge par le cut-off λ. Finalement, on trouve

Idiv ∼ −π
p
· ln s

m2
· ln

√
s

λ
(5.97)

Il apparâıt que :
– Le facteur ln s

m2 , résulte de l’intégrale sur cos θ : il diverge quand m→ 0, et la divergence
vient de la configuration où le gluon est colinéaire au quark qui émet ce gluon. On parle
alors de ”singularité de masse” ou de ”singularité colinéaire” ;
– Le facteur ln

√
s

λ
reflète la divergence infrarouge (IR), c’est-à-dire la singularité de |MR|2

quand le gluon émis devient ”mou”. Cette singularité est caractéristique de l’émission de
boson de jauge et il n’y a pas de singularité infrarouge associée à l’émission de quark
d’impulsion nulle.
Il faut noter que les divergences colinéaires ou IR apparaissent aussi dans le calcul des
boucles. Ne nous intéressant alors qu’au comportement dans l’ultraviolet, nous n’avions
pas cherché à les mettre en évidence.

En résumé, la structure d’un calcul perturbatif aux deux premiers ordres, avant renor-
malisation, est la suivante, dans le cas où on introduit ΛUV régulateur ultraviolet, λ
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régulateur IR, m le régulateur colinéaire (F symbolise les fonctions de structure, ⊗ la con-
volution avec les sections partoniques et Q l’échelle caractéristique du processus étudié),

σB = αp F ⊗ σ̂

σV = αp+1 F ⊗
(
a ln

ΛUV

Q
+ b1 ln

Q

λ
ln
Q

m
+ b2 ln

Q

λ
+ b3 ln

Q

m
+ c

)

σR = αp+1 F ⊗
(

+b′1 ln
Q

λ
ln
Q

m
+ b′2 ln

Q

λ
+ b′3 ln

Q

m
+ c′

)

où la première ligne est la section efficace dans l’approximation de Born, c’est à dire à
l’ordre le plus bas en α (ici d’ordre p), tandis que les deux lignes suivantes symbolisent
respectivement la contribution des diagrammes virtuels et réels d’ordre supérieur.

On peut prouver que b1 + b′1 = b2 + b′2 = 0. C’est le théorème de Lee-Kinoshita-
Nauenberg [36] : les divergences infrarouges se compensent entre diagrammes réels et
virtuels. Donc, après renormalisation, et après compensation des singularités IR on a

σ = αp

MS
(Q)F ⊗

(
σ̂ + α

MS
(Q)(b3 + b′3) ln

Q

m
+ α

MS
(Q)(c+ c′)

)

où on a effectué la renormalisation dans le schéma MS et on a choisi Q comme échelle
de renormalisation. De façon similaire à la renormalisation, on peut éliminer de cette
expression les divergences colinéaires par une redéfinition des fonctions de structure qui
acquièrent alors une dépendence en une variable de masse [25], ici Q : c’est-à-dire que

F → F
MS

(Q)

de telle sorte que
σ = αp

MS
(Q) F

MS
(Q) ⊗

(
σ̂ + α

MS
(Q)(c+ c′)

)
(5.98)

On dit que les fonctions de structure ainsi définies violent l’invariance d’échelle. Comme
dans le cas du couplage mobile, on pourra définir F (Q) de plusieurs façons (par exemple,
F

MS
(Q), F

MS
(Q), FDIS(Q), ...) suivant les termes finis que l’on inclut dans la relation

entre F et Fi(Q). Cette propriété, qui consiste à définir Fi(Q) à partir de F est une
illustration du théorème de factorisation : les divergences de masse sont factorisées du
sous-processus partonique dur (c’est-à-dire de la série σ̂ + α

MS
(c + c′) + ...) et associées

aux pattes externes modifiant ainsi les distributions des partons dans les hadrons.

5.1 Violations d’invariance d’échelle : approximation des loga-
rithmes dominants.

Cet exemple a été traité en détail, à l’approximation de Born (ordre (0)), en sec. 2.1.
On simplifie par rapport à cette étude en ne gardant que le vertex hadronique, c’est-à-
dire en ne considérant que le processus γ∗P → hadrons au lieu de eP → hadrons. La
section hadronique est une superposition de sections efficaces au niveau partonique (voir
éq. 2.23) :

σ(0)
µν (P, q) =

∫
dz q(z) σ̂(0)

µν (zP, q) (5.99)
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où p = zP est l’impulsion du quark qui absorbe le photon et q(z) la densité de quarks
dans le hadron. On a la ”section efficace” γ∗q → q (voir éqs. 2.20, 2.22)

σ̂(0)
µν =

1

4pq
e2q

∫
d3p′

2E ′ (2π) δ(4)(p′ − q − p)Ŵµν(zP, q) =
1

4pq
e2q

xπ

Q2
δ(z − x) Ŵµν .(5.100)

La ”section efficace” au niveau hadronique s’écrit alors simplement (via l’éq. (5.99))

σ(0)
µν (P, q) =

1

4P.q
q(x) e2

q

π

Q2
Ŵµν(xP, q) . (5.101)

Au premier ordre des interactions fortes, c’est-à-dire à l’ordre αs, il faut considérer
l’amplitude

P

γ*γ*

P

+

et prendre le carré de cette amplitude. On obtient alors, après un calcul long et compliqué,

σ(1)
µν =

1

4Pq

∫ 1

0

dz

z
q(z)

[
δ(1 − x

z
) +

αs

2π
cF

(
1 + (x/z)2

1 − x/z

)

R

ln
Q2

m2

]
e2q
π

Q2
Ŵµν , (5.102)

où la section efficace partonique est factorisée hors de l’intégrale en z§, ce qui permet
d’écrire par analogie avec l’éq. (5.101)

σµν =
1

4Pq
q(x,Q) e2

q

π

Q2
Ŵµν(xP, q) (5.103)

avec la nouvelle distribution partonique :

q(x,Q) =

∫
dz

z
q(z)

[
δ(1 − x

z
) +

αs

2π
cF

(
1 + (x/z)2

1 − x/z

)

R

ln
Q2

m2

]

= q(x) +
αs

2π
CF

∫ 1

x

dz

z
q(z)

(
1 + (x/z)2

1 − x/z

)

R

ln
Q2

m2
(5.104)

Dans les équations précédentes, on n’a gardé que les termes contenant les ”grands” log-
arithmes ln(Q2/m2) (approximation des ”logaritmes dominants” [LL]). On voit que de
tels termes peuvent naturellement être absorbés dans une redéfinition de la distribution
de quarks dans le proton qui acquiert ainsi une dépendence en l’échelle caractéristique
du processus considéré, la section partonique dure restant inchangée. Ce phénomène est
”naturel” en ce sens que le terme logarithmique reflète la sensibilité de la section efficace à
la physique à longue distance [m2 est ”petit”] et il est normal qu’un tel terme soit associé
à la patte externe plutôt qu’au processus de diffusion dure [c’est-à-dire à courte distance].
Il faut cependant noter que si on fait un calcul au delà de l’approximation des logarithmes

§L’indice R signifie que la fonction ainsi indexée est regularisée au pôle z = x. Ce point, qui correspond
à l’émission d’un gluon d’impulsion nulle est un point de divergence IR. Cette dernière est compensée par
la contribution des diagrammes virtuels qu’il faut ajouter aux diagrammes réels pour obtenir la section
efficace complète.
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dominants on doit garder les termes ”finis” [ne contenant pas ln(Q2/m2)] et la section
partonique dure sera alors modifée par des corrections d’ordre αs.

Techniquement, l’éq. (5.104) n’est pas définie quand le régulateur m → 0, cependant
la dérivée

dq(x,Q)

d lnQ2
=
αs(Q)

2π
cF

∫ 1

x

dz

z
q(z, Q)

(
1 + (x/z)2

1 − x/z

)

R

(5.105)

l’est parfaitement! Dans cette équation on a substitué q(z) → q(z, Q) dans le mem-
bre de droite ce qui est justifié à l’ordre αs où on fait le calcul. La théorie ne prédit
donc pas q(x,Q) mais seulement l’évolution de la fonction de structure avec l’échelle
Q. L’équation (5.105) a de nombreux pères et elle est maintenant connue sous le nom
d’équation d’évolution de Dokshitser-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi [37].

5.1.1 Solution de l’équation d’évolution par la méthode des moments.

On peut ramener l’équation intégro-différentielle (5.105) à une équation différentielle or-
dinaire en considérant les moments

Mn(τ) =

∫ 1

0

dx xn−1q(x,Q) (5.106)

où on a introduit la variable naturelle τ = lnQ2/Λ2. En terme des moments l’équation
d’évolution est simplement

dMn(τ)

dτ
=
αs(Q)

2π
Mn(τ) · d(n)

qq (5.107)

avec d
(n)
qq , appelé n-ième moment de la dimension anomale, est donnée par

d(n)
qq = cF

∫ 1

0

d
(x
z

) (x
z

)n−1
(

1 + (x/z)2

1 − x/z

)

R

. (5.108)

La solution est obtenue par

1

Mn

dMn

dτ
=
d

(n)
qq

2π

1

bτ

où on a substitué à αs(Q) sa dépendance explicite en fonction de l’échelle (voir éq. 4.92).
La solution est donnée par

Mn(τ)

Mn(τ0)
=

(
αs(Q)

αs(Q0)

)− d
(n)
qq

2πb

. (5.109)

On peut montrer que d
(1)
qq = 0, d

(n)
qq < 0 pour n ≥ 2. Plus n est grand, plus le

poids de la région à grand x est important dans l’intégrale (5.106). Donc l’évolution en
Q de Mn( ) à grand n reflète l’évolution en Q de q(x,Q) à grand x. L’éq. (5.109) donne

Mn(τ) ∼ (lnQ2/Λ2)d
(n)
qq /2πb qui décrôıt quand Q crôıt pour n ≥ 2. D’où q(x,Q) décrôıt

à grand x quand Q crôıt. La dépendance en Q est lente puisque logarithmique. Les
conséquences phénoménologiques sont discutées en sec. 5.1.3.
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5.1.2 Equations d’évolution couplées : cas singulet.

S’affranchissant des détails de la collision dure on peut résumer l’étude précédente par les
diagrammes

P

xP

Q

H

+ quark

gluon 

Le symbole
⊗

indique la collision ”dure” du parton : dans le cas précédent ce processus
est simplement l’absorption d’un photon virtuel par le quark. Un hadron contient aussi
des gluons et le quark de saveur i qui participe à la collision dure peut être émis, à l’ordre
αs, par un gluon par les diagrammes suivant :

+

Q

H

i

G

Q

i

i

i

Ce processus va ajouter un terme à l’équation (5.104) ci-dessus, et il n’est pas étonnant
que ce terme ait la structure suivante

δqi(x,Q) =
αs(Q)

2π

∫ 1

x

dz

z
G(z) PqG

(x
z

)
ln
Q2

m2
(5.110)

comme on peut s’en convaincre par le calcul. La fonction G(z) est la densité de gluons
dans le hadron et la fonction PqG

(z) = 1
2
(z2 + (1− z)2), l’analogue de Pqq(z) = cF

1+z2

1−z
du

cas précédent, décrit la fragmentation du gluon en une paire quark-antiquark. A noter
que cette fonction est indépendante de la saveur i puisque le gluon n’est pas sensible à
la ”saveur” des quarks légers. On peut aussi remarquer que ce processus contribue de
la même façon à la densité de quarks qi ou d’antiquarks q̄i. On définit la distribution
”singulet”

Σ(x,Q) =
∑

i

(qi(x,Q) + q̄i(x,Q)) (5.111)

qui est la probabilité de trouver un q ou un q̄ dans le hadron et, à l’ordre αs, il vient par
analogie avec l’éq. (5.104)

Σ(x,Q) =

∫ 1

x

dz

z

{
Σ(
x

z
)

[
δ(1 − z) +

αs(Q)

2π
Pqq(z) ln

Q2

m2

]

+G(
x

z
)
αs(Q)

2π
PqG

ln
Q2

m2
× 2︸︷︷︸

qi+q̄i

× NF︸︷︷︸
nb. de saveurs



 (5.112)

Sous forme différentielle on trouve

dΣ(x,Q)

d lnQ2
=
αs(Q)

2π

∫ 1

x

dz

z

{
Σ(
x

z
,Q)Pqq(z) + 2NF G(

x

z
,Q)PqG

(z)
}

(5.113)
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qui généralise l’éq. (5.105).

Jusqu’à maintenant nous n’avons consideré que le cas où le quark participe directement
à la sous-collision dure [par exemple absorbtion du photon virtuel] mais on peut imaginer
des processus, purement hadroniques, où le gluon peut lui aussi participer à la diffusion
dure et on a alors à prendre en compte les diagrammes suivants :

H

G + + qi + qi

qui mènent à une équation d’évolution pour le gluon similaire à (5.113). Regroupant tout
on obtient les équations couplées pour les distributions du singulet et du gluon

d

d lnQ2

(
Σ(x,Q)
G(x,Q)

)
=
αs(Q)

2π

∫ 1

x

dz

z

(
Pqq(z) 2NFPqG

(z)
P

Gq(z) P
GG

(z)

) (
Σ(x

z
, Q)

G(x
z
, Q)

)
, (5.114)

tandis que pour l’évolution d’un quark de valence Vi = qi − q̄i on a

dVi(x,Q)

d lnQ2
=
αs(Q)

2π

∫ 1

x

dz

z
Pqq(z) Vi(

x

z
,Q) (5.115)

pour chaque saveur i. Les Pij(z), appelés noyaux d’Altarelli-Parisi, sont prédits par la
théorie.Dans l’approximation des logarithmes dominants on trouve:

Pqq(z) = < CF >

(
1 + z2

1 − z|+
+

3

2
δ(1 − z)

)

PqG
(z) = <

1

2
> (z2 + (1 − z)2)

P
Gq(z) = < CF >

1 + (1 − z)2

z
(5.116)

P
GG

(z) = < 2Nc >

(
z

1 − z|+
+

1 − z

z
+ z(1 − z)

)
+

〈
11Nc − 2NF

6

〉
δ(1 − z)

où la prescription ”+” est la notation habituelle pour la régularisation dénotée ”R” des
divergences infrarouges et est définie au sens des distributions par

∫ 1

0

dz
h(z)

1 − z|+
=

∫ 1

0

dz
h(z) − h(1)

1 − z
, (5.117)

h(z) étant une fonction test¶

Dans le modèle des partons näıf on était conduit aux règles de somme suivantes

∫ 1

0

dx Vi(x) = ni ⇒ nombre de quarks de valence de type i

¶Dans les sections précédentes, nous avons introduit, pour des raisons pédagogiques, un cut-off m
pour régulariser la divergence colinéaire. Une approche moderne consiste à travailler en régularisation
dimensionnelle dans laquelle les singularités colinéaires et infrarouges apparaissent comme des pôles en
ε. Ainsi le double logarithme de l’éq. (5.97) devient un terme 1/ε2.
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∫ 1

0

dx x (Σ(x) +G(x)) = 1 ⇒ conservation de l’impulsion.

Ces lois de conservation sont indépendantes de l’échelle Q de la collision dure. Est-ce vrai
après corrections QCD, c’est-à-dire les relations

d

d lnQ2

∫ 1

0

dxVi(x,Q) = 0 ;
d

d lnQ2

∫ 1

0

dxx(Σ(x,Q) +G(x,Q)) = 0

sont-elles vérifiées? On peut voir que c’est le cas à cause des règles de somme suivantes :
∫ 1

0

dz Pqq(z) = 0

∫ 1

0

dz z [Pqq(z) + P
Gq(z)] = 0 ,

∫ 1

0

dz z [P
GG

(z) + 2NG PqG
(z)] = 0 . (5.118)

5.1.3 Phénoménologie

Expérimentalement les violations d’invariance d’échelle sont étudiées dans les réactions de
diffusion profondément inélastiques sur le nucléon, où l’on peut mesurer (voir l’éq. (2.25))

νW2(x,Q
2)

x
≡ F2(x,Q

2)

x
=

∑

i

e2qi
qi(x,Q), (5.119)

qui est valable dans l’approximation des logarithmes dominants. La figure 6 montre une
compilation des données récentes sur la fonction de structure du proton obtenues dans les
collisions ep et µp. Comme prévu par la théorie (voir la discussion après l’éq. (5.109)), la
violation de l’invariance d’échelle a tendance à faire décrôıtre F2(x,Q

2) à x > 0, 25 quand
Q2 augmente, tandis qu’aux petites valeurs de x la fonction de structure F2(x,Q

2) crôıt
rapidement avec Q2 pour des valeurs suffisament grandes : l’évolution en Q2 dégrade
l’énergie des partons à grands x par l’émission des gluons à petits x, ces gluons se
désintégrant à leur tour en une paire qq̄, etc. Il est convenu d’appeler ce mécanisme
”parton shower” en franglais.

A partir de ces données, et en utilisant aussi d’autres réactions telles que celles dis-
cutées dans la section suivante, il est possible d’extraire la distribution des quarks u, d, ...
et du gluon dans le proton. La figure 8 montrent le résultat obtenu, dans l’approximation
au delà des logarithmes dominants, pour deux valeurs de Q2. A grand x on voit la dom-
inance des quarks sur le gluon alors que le gluon domine complètement à petit x. A
Q2 = 10000 GeV2 toutes les distributions tendent à devenir ”piquées” aux petites valeurs
de x : en première approximation les distributions décroissent quand Q2 augmente pour
x grand et croissent aux valeurs de x petites. C’est une conséquence du mécanisme de
”parton shower” d’après lequel les partons ”rayonnent” en se cassant en deux partons
d’impulsion plus basse. Ceci explique la présence du pic dans la distribution des quarks
à x = 0, pic dû aux quarks matelots produits de désintégration du gluon.

5.1.4 Conclusions

Dans l’approximation des logarithmes dominants, il n’y a pas de modifications au modèle
des partons, sauf que les fonctions de structure acquièrent une dépendance en l’échelle
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Figure 8: Distributions pondérées par x des quarks u, d et du gluon à Q2 = 10 GeV2

et à Q2 = 10000 GeV2. Ces graphes peuvent être obtenus sur le site de Durham HEP
Databases : http://durpdg.dur.ac.uk/hepdata/pdf.html

de masse caractéristique du processus considéré : ce sont les violations de l’invariance
d’échelle. Cette dépendance des fonctions de structure en fonction de l’échelle de masse
est prédite par la théorie et elle est universelle c’est-à-dire qu’elle sera la même quelque
soit le processus dur considéré où apparaissent ces fonctions de structure.

6 Le modèle des partons amélioré et applications.

Le modèle des partons amélioré par les corrections QCD s’applique à d’autres processus
que le DIS, pourvu qu’ils mettent en jeu des échelles de masse ou des impulsions de
transfert importantes. On discute d’abord le cas de la production de paires de leptons
dans les collisions hadroniques, ou mécanisme de Drell-Yan, qui a joué un rôle fondamental
dans la découverte des bosons de jauge W et Z au CERN dans les années 80. On
passera ensuite rapidement en revue la production de photons directs à grande impulsion
transverse et la production de gerbes hadroniques (”jets”) dans les collisions hadroniques.
Ces différents processus sont utiles pour déterminer avec précision la distribution des
quarks et des gluons dans les hadrons ainsi que la valeur de Λ, la constante fondamentale
des interactions fortes. Nous ne considérerons pas ici la production de saveurs lourdes
pour laquelle le modèle des partons s’applique aussi ni les réactions de photoproduction
qui jouent un rôle très important à HERA.

6.1 Processus de Drell-Yan

Il est relié à la diffusion profondément inélastique par croisement et, dans l’approximation
de Born, le photon virtuel est produit dans l’état final par annihilation d’un quark de l’un
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des hadrons initiaux avec un antiquark de l’autre comme indiqué dans la figure.

γ∗

l-

l+A

B

p1

p2

x1

x2

S

Le modèle des partons s’applique quand la masse invariante Q de la paire de leptons
produite est grande car, alors, le photon virtuel de genre temps a un haut pouvoir de
résolution et il peut ”voir” les constituants des hadrons A et B. Les diagrammes d’ordre
supérieur à l’origine des violations d’invariance d’échelle sont :

++

++

On écrit la section efficace de production sous la forme

dσ

dQ2
=

∑

q

∫
dx1dx2

(
Fq/A(x1, Q)Fq̄/B(x2, Q) + Fq̄/A(x1, Q)Fq/B(x2, Q)

) dσ̂qq̄

dQ2
(6.120)

où les Fi/H sont les fonctions de structure et où on doit sommer sur toutes les saveurs de
quarks dans les hadrons A et B. La section efficace partonique qq̄ → l+l− est simplement

dσ̂qq̄

dQ2
=

4πα2

3Q2

e2q
Nc

δ(ŝ−Q2), ŝ = x1x2s

Dans les collisions pp, la section efficace est proportionnelle à la distribution des antiquarks
dans le proton, ce qui permet donc de mesurer cette dernière.

A des énergies élevées il est possible de produire les bosons de jauge chargés W + (resp.
W−) par annihilation d’une paire quark-antiquark ud̄ (resp. dū) ou le boson neutre Z0

par annihilation uū ou dd̄. C’est par ce mécanisme que les bosons électrofaibles ont été
découverts au collisionneur du CERN dans les années 1970 [38], [39]. On espère bientôt
mettre en évidence le fameux boson de Higgs au LHC dans un processus similaire mais
impliquant l’annihilation de deux gluons.

6.2 Production de photons directs à grands transferts

Le processus considéré ici est la réaction A B → γX, où X représente les hadrons produits
non observés. Au niveau partonique, il faut calculer la diffusion qq → γg (annihilation)
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et qg → γq ou qg → γq (diffusion de type Compton) qui ont la représentation diagram-
matique suivante,

(a) (b)

On considère le cas où le photon est produit à grande impulsion transverse kT . La section
hadronique inclusive est donnée par

k0dσ

dk3
=

dσ

d~kTdy
=

∑

i,j

∫
dx1dx2Fi/A(x1, kT )Fj/B(x2, kT )k0dσ̂

ij

dk3
, (6.121)

où l’on a inclu les corrections QCD à l’approximation des logarithmes dominants et on a
choisi kT comme échelle de factorisation dans les fonctions de structure. Symboliquement,
la section efficace s’écrit

dσ = q ⊗ q̄ dσqq̄ +G⊗ q dσGq

où q, q̄ et G dénotent respectivement la distribution des quarks, antiquarks et gluons dans
les hadrons. Dans le cas de la diffusion pp, q ⊗ q̄ � G ⊗ q et le deuxième terme domine
complètement la section efficace. La réaction pp → γX est donc idéale pour mesurer
directement la distribution du gluon dans le proton. Notre discussion de la production de
photons directs est très simplifiée et nous n’avons parlé que du mécanisme où le photon
participe au processus dur comme indiqué par les diagrammes de Feyman ci-dessus. Il
existe un autre mécanisme où le photon est rayonné par un quark produit à grande
impulsion transverse. Ce processus n’est pas important dans les expériences de type cible
fixe mais il joue un rôle prédominant aux collisioneurs où la valeur de la variable kT/

√
S

est petite. Une compilation récente des données expérimentales et de leur comparaison
avec la théorie, au delà des logarithmes dominants [40], est montrée en fig. 9. On peut
noter le remarquable accord sur 9 ordres de grandeur, pour des expériences couvrant 2
ordres de grandeur en énergie (à l’exception toutefois des données de la collaboration
E706).

6.3 Production de jets dans les collisions hadroniques

Dans l’approximation des logarithmes dominants la gerbe hadronique ou ”jet” est identifié
à un parton final (quark ou gluon) produit à grande impulsion transverse kT . Aucun effet
de fragmentation du parton en hadrons n’est pris en compte. La cinématique est donc
la même que pour la production d’un photon mais on doit sommer sur tous les types de
partons de l’état final

k0dσ
3

dk
=

1

st

∑

i,j,k,l

∫ 1

xmin
i

dx1

x2
1

Fi/A(x, kT )Fj/B(x2, kT )
1

(4π)2
| M |2ij→kl
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Figure 9: Compilation de la section efficace inclusive de production d’un photon en fonc-
tion de l’énergie transverse du photon dans les collisions pp ou pp̄ de

√
s = 22,9 GeV à

1,96 TeV. Les prédictions théoriques sont calculées au-delà de l’ordre dominant.

La dynamique au niveau partonique est assez compliquée car il y a un grand nombre de
processus en jeu: qq → qq, qq̄ → qq̄, q̄q̄ → q̄q̄, qq̄ → gg, gg → qq̄, gq → gq, gg → gg.
A l’énergie des collisioneurs pp̄ actuels les processus dominants sont qq → qq aux valeurs
élevées du kT et gq → gq à kT plus faible quand les valeurs effectives des xi des partons
dans les hadrons incidents sont petites. Il faut aussi signaler que la section efficace de
production de jets est proportionnelle à α2

s et elle est donc très sensible à la valeur de Λ.
On compare dans la figure 10 les données sur la production inclusive d’un jet, en fonction
de l’énergie transverse du jet, au Tevatron (Fermilab) (

√
s = 1, 96 TeV) [41] avec les

prédictions théoriques dans l’approximation au delà des logarithmes dominants: l’accord
entre théorie et expérience sur 8 ordres de grandeurs est remarquable.

6.4 Au delà de l’approximation des logarithmes dominants

Le modèle des partons amélioré (QCD en LLA) donne une image simple des processus
hadroniques durs. En combinant notre étude sur la renormalisation et celle sur la factori-
sation, on a vu qu’une section efficace a la forme

dσAB = αp
s(Q)

∫
dx1dx2Fi/A(x1, Q)Fj/B(x2, Q)dσ̂ij
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Figure 10: Production de jets au Tevatron : comparaison entre les prédictions théoriques
”au delà des logaritmes dominants” et les données de la collaboration CDF.

où Q est l’échelle caractéristique du processus dur : Q ∼Mγ∗ = Ml+l− pour la production

d’une paire de leptons ou, Q ∼
√
k2

T , pour les processus à grande impulsion de transfert kT .
Sa valeur n’est pas déterminée précisément par la théorie; on peut prendre, par exemple,
Q = aMγ∗ avec a arbitraire car, dans l’approximation des logarithmes dominants, lnQ ∼
ln aQ. Ceci pose un problème si l’on veut faire des prédictions quantitatives : en effet,
tout changement d’échelle affecte les prédictions théoriques. Ainsi, si on prend aQ comme
échelle, la prédiction théorique devient

dσAB = αp
s(aQ)

∫
dx1dx2Fi/A(x1, aQ)Fj/B(x2, aQ)dσ̂ij.

Mais on sait que :
– le couplage αs décroit quand a crôıt (éq. 4.89),
– les fonctions de structure Fi/H(x, aQ) varient de façon monotone avec l’échelle à x fixé
(éq. 5.114).
Dans l’approximation des logarithmes dominants les prédictions théoriques ne sont donc
pas stables car elles dépendent de a mais la théorie ne dit pas quelle valeur de a il faut
choisir ! De façon plus générale le résultat théorique a la structure :

dσ = αp
s(µ)

∫
dx1dx2Fi/A(x1,M)Fj/B(x2,M) dσ̂ij (6.122)

où µ, M sont des échelles de masse du ”même ordre de grandeur” que celles mises en
jeu dans le sous-processus dσ̂. µ est la masse qui intervient lors de l’élimination des
divergences ultraviolettes et la définition du couplage renormalisé αs(µ), et M est celle
qui intervient lors de la régularisation des divergences colinéaires et la redéfinition des
fonctions de structure Fi/H(x) → Fi/H(x,M).
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Si l’on se reporte à l’éq. (4.90) on voit qu’une section efficace hadronique typique peut
être écrite symboliquement sous la forme

dσ = αp

MS
(µ)

(
dσ̂ + α

MS
(µ)

(
p b ln

µ2

Q2
dσ̂ + k(. . .)

))
(6.123)

où dσ̂ représente la section efficace à l’ordre le plus bas dont on a extrait la dépendance
en la constante de couplage αp

MS
et où b est défini dans l’éq. (4.93). Par rapport à l’éq.

(4.90) on a développé l’expression en puissance de α
MS

ne gardant que les deux premiers
termes. La fonction k(. . .) contient les ”corrections d’ordre supérieur” à l’exclusion des
termes en ln(µ2/− q2) que l’on a explicitement écrits. Utilisant l’éq. (4.89) on trouve que
la variation de l’éq. (6.123) par rapport à µ est

dσ

d lnµ2
= −p bαp+1

MS
(µ)

(
dσ0 + α

MS
(µ)(pb ln

µ2

−q2
dσ0 + k(. . .))

)
+ pbαp+1

MS
(µ)dσ0 + O(αp+2

MS
)

∼ O(αp+2

MS
) (6.124)

Il faut bien remarquer que, pour obtenir ce résultat, il est crucial de garder le facteur
en ln(µ2/ − q2) du terme d’ordre supérieur qui compense la variation en µ du terme
dominant. Ceci est cohérent car si on fait un calcul à l’ordre αp+1

MS
l’ambiguité de la

prédiction théorique est d’ordre αp+2

MS
.

Le même mécanisme est à l’œuvre concernant l’échelle de factorisation M de telle sorte
que l’ambiguité d’un calcul ”au delà des logarithmes dominants” est d’un ordre supérieur
à celui auquel le calcul est conduit.

En QCD perturbative, les seuls calculs qui peuvent prétendre être quantitatifs sont
donc ceux qui sont faits à l’approximation ”au delà des logarithmes dominants”

6.5 Conclusions

Un nombre considérable d’observables dépendent des fonctions de structure des partons
dans les hadrons et de la valeur de Λ. Pour que QCD soit validée en tant que théorie il
faut que les prédictions soient en accord avec toutes les observables. Les données devenant
de plus en plus précises et couvrant un domaine cinématique de plus en plus étendu les
tests de QCD deviennent de plus en plus contraignants. Jusqu’à maintenant la QCD
perturbative a passé avec succès tous les tests expérimentaux.
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