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Chapitre 1

In tro duction

1.1 Bref historique

Ce cours a pour objectif d'exposerde la facon la plus elemertaire possibleles ideesde la relativit e
generale, c'est-a-dire la theorierelativiste de la gravitation. Dans cette intro duction, je commenceraipar
une rapide revue de I'histoire de la relativit e generale.En 1905parat l'article d'Einstein sur la relativit e
restreinte, l'un desarticles de\l'ann eemiraculeuse". M&mesi Einstein fut le premier a lesinterpr eter dans
le cadre de I'espace-temps lesideesde la relativit e restreinte etaient \dans l'air", et il estvraisemblable
gue Lorentz ou Poincare (ou un autre) seraiert arrivesrapidement a des conclusionsidentiques. Apres
avoir etabli la relativit e restreinte, Einstein commercaimmediatemert are edir a une theorierelativiste
de la gravitation. Il enonca des 1907 le principe d'equivalenceentre gravite et acceleration constartes
(voir chapitre 2), maisil lui fallut encorehuit ansavant d'etablir ala n de 1915lesfondemeris de nitifs
d'une theorie geometrique de la gravitation, la relativit e generale. Contrairement au casde la relativit e
restreinte, il est manifeste que la contribution d'Einstein a la relativit e generale est unique, et que sans
lui la relativit e generale aurait probablemert attendu quelquesdizaines d'anneesavant d'etre invertee.
En eet, la relativit e generale est une construction puremert intellectuelle, pour laquelle il n'y avait
aucune necessie experimentale. La theorie de Newton de la gravitation etait en accord remarquable
avec les mesurestr es precisesde I'astronomie?, cortrairement a la mecaniqueet a I'electromagretisme
classiquesqui commercaiert a rencortrer des dicult es. En fait la relativit e generale est restee une
th eorie esoterique aux yeux de la majorit e des physicienspendart plus d'une cinquantaine d'annees,et
c'est seulemen apresla mort d'Einstein en 1955qu'elle s'est considerablemen developpee,pour devenir
une theorie incontournable de la physique moderne. On peut donner quelquesdates clesde son histoire.

1916: Einstein publie dans Annalen der Physik son article sur la relativit e generale et explique
l'avancedu perihelie de Mercure. Quelquesmois plus tard, Scwarzsdild etablit la forme (1.2) de
la metrique qui porte sonnom, et qui generalisela loi de Newton donnart le potentiel gravitationnel
( r) d'une masseponctuelle M sansstructure et avec symetrie spherique

(n= 20 ym= T a1

ou G estla constarte de gravitation, r estla distance entre la masseM et le point d'observation et
U(r) I'energiepotentielle d'une massem situeea une distancer de M.

L'expressionde la metrique de Schwarzsdild, qui seraetablie au chapitre 6, est
1
ds?= 1 rTS a2 1 rTS dr2 2 d 2+ sin? d 2 (1.2)

Danscette equation, rs estle rayon de Schwarzsdild : rs = 2GM =&, ¢ etant la vitessedela lumiere.
La metrique de Schwarzsdild est I'equivalert einsteinien du potentiel gravitationnel newtonien
d'une masseponctuelle M .

1La seuledicult e experimentale etait I'absence d'explication de l'avance du perihelie de Mercure, de 43" (seconded'arc)
par siecle!
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1919 : une eclipse de Soleil permet de mesurer la deviation d'un rayon lumineux par le Soleil,
veriant une des predictions majeures de la relativit e generale : I'action de la gravitation sur la
lumiere.Malgrela precisiondiscutable desexperienceset lesincertitudes experimentales, ceresultat
rend Einstein celebreet il deviernt une vedette mediatique.

1929: I'expansion de I'Univ ersdeviert une hypotheseplausible et Hubble etablit la loi qui porte son
nom (chapitre 4). Einstein abandonnela constarte cosmologiquequ'il avait introduite de facon ad
hoc pour rendre compte d'un Universstationnaire, et quali e cette intro duction de plus grosseerreur
de savie. En 1932il publie avec de Sitter le premier modele \mo derne" d'Univ ers en expansion
(voir la section 4.3.1). Puis plus rien d'important ne se passejusqu'au debut des annees 1960!
La relativit e generale subit de plein fouet la concurrencede la physique quantique et le nombre
d'articles consacesa la relativit e generale dans Physical Review est en chute libre.

1960 est I'annee d'un progres theorique important : la metrique de Schwarzsdild (1.2) senble
singulierea r = rg, et cette singularite empéce de comprendre ce qui se passedans la region
r rs. Kruskal et Szeleresproposent independammert un systeme de coordonneesdemortrant
gue la singularite est en fait un artefact du choix desvariables (t; r). Cette obsenation permettra
de lancer la physique destrous noirs (chapitre 6).

1960: Pound et Rebka veri ent experimentalement le princip e d'equivalencegracea une experience
exploitant I'e et Messbauer.

1965: Penziaset Wilson decouvren par accidert le rayonnemert cosmologiquea 3 K. La decou\erte
de cerayonnemen, prevu par Gamow en 1948, relancela cosmologiesur desbasesexperimertales,
dansun cadre qui rend indispensablel'utilisation de la relativit e generale.

1968 : Jocelyn Bell obsene le premier pulsar, qui se revele etre une etoile a neutrons. Cette
decounerte vaudra le prix Nobel aux deux \seniors " de I' equipe?.

1974 : Hulse et Taylor obsenert le premier pulsar binaire, qui leur permet de veri er |'emission
d'ondes gravitationnelles par les etoiles sur orbite.

1976: I'experiencemesurart le retard gravitationnel d'un eco radar, proposeepar Shapiro en 1965,
permet la veri cation la plus precise( 10 3) a cette date de la relativit e generale.

1998: deux experiencesindependartes obsenert I'acceleration de I'expansion de I'Univers: &> 0
(chapitre 4). La constarte cosmologique,qui donne une explication plausible de cette acceleration,
revient par la grande porte!

2003: le satellite WMAP obsene les uctuations angulaires de temperature du rayonnemen cos-
mologiquea 3 K, cequi permet de con rmer le jeu de parametres du modele standard actuel de la
cosmologie(modele CDM, chapitre 4).

Plan du cours

Le plan du cours serale suivant

OO~ WN P

. Princip e d'equivalence

. Espace-tempsplat

. Cosmologie

. Bote a outils de geometrie di erertielle
. Solutions a symetrie spherique

Le choix dessujets a ete e ectu e enfonction de leur interet physique et de la simplicit e de leur traitement
theorique. De plus le choix de la cosmologie(chapitre 4) et destrous noirs (chapitre 6) permet d'etudier
la relativit e generale dans desconditions ou elle est essetielle, ou elle n'intervient pas seulemem comme
une petite correction a la gravitation newtonienne.La liste ci-dessousdonne un apercu de la multitude

de sujets couverts par la relativit e generale, que le caractere limit e de ce cours ne permet pas d'aborder

ICI.

2 \oubli* de Jocelyn Bell n'est malheureusement pas un cas isole pour les femmes scierti ques : voir Lise Meitner,
Rosalind Franklin :::
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Tests classiques(i. e. dans le systeme solaire) de la relativit e generale : precessiondu perihelie,
deviation dela lumiere,retard gravitationnel d'un eco radar, entra™memert de referertiels d'inertie.
Ondesgravitationnelles : emissionet detection.

Lentilles gravitationnelles.

Astrophysique relativiste : pulsars.

Solutions axisymetriques (metrique de Kerr).

Theoremesde singularites: Penrose,Hawking: ::

Gravitation quantique.

etc.

1.3 Quelques references generales

Je donne ci-dessousune bibliographie sommaire qui seraprecise pour chaque chapitre, ou les livres
serort cites,a titre d'exemple, sousla forme Hartley [2003]

1.
2.

AW

0 N O O

Carrol [2004]: S. M. Mc Carrol, Gravitation, Addison-Wesley New-York.

Damour [2005]: T. Damour, Relativite Generale, contribution a l'ouvrage collectif Actualite d'Ein-
stein, EDPSciences/CNRSEditions, Paris.

. Doubrovine [1983]: B. Doubrovine et al. Geometrie contemporaine, Editions Mir, Moscou
. Eisenstaedt[2002]: J. EisenstaedtEinstein et la relativite generale, CNRS, Paris (sur I'histoire de

la relativit e generale).

. Hartle [2003]:J. Hartle Gravity, Addison-Wesley New-York

. Ludvigsen [2000]: M. Ludvigsen La relativite generale : une approche geometrique, Dunod, Paris.
. Wald [1984]: R. M. Wald, General Relativity, The University of Chicago Press, Chicago.

. Weinberg [1972]: S. Weinberg, Gravitation and Cosmolay, John Wiley, New-York.
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Chapitre 2

Princip e d'equiv alence

2.1 Referentiels d'inertie

La presertation descours elemertaires de mecaniqueest fondeesur la notion de referertiel d'inertie :
ce sont les referertiels ou les lois de Newton s'expriment simplemert. Par exemple la secondeloi de
Newton stipule qu'en I'absencede forces, une particule suit un mouvemert rectiligne uniforme dans un
referertiel d'inertie. Un referertiel en mouvemert de translation uniforme par rapport a un referertiel
d'inertie est aussi un referertiel d'inertie. Cependart se pose immediatemen la question : commert
s'assurerqu'un referertiel est inertiel ? Le plus simple est de s'assurer que l'absence de force entra™ne
l'absenced'acceleration : F = 0 =) a = 0. Mais commert peut-on savoir que F = 0 autrement qu'en
mesurart une acceleration nulle ? On tombe manifestemen dansun cerclevicieux. Toutefois la situation
n'est pas aussi mauvaise qu'il n'y para't, car on peut s'appuyer sur les proprietes connues des forces.
Supposonspar exemple que nous voulions nous assurerde I'absencede forceselectriquessur un ion O3,
de massem et de charge g. Bien s0r, dans un referertiel d'inertie, on aura F = ¢E, ou E estle champ
electrique, et on mesureradonc l'acceleration correspondante a = gE=m. Cependart dansun referertiel
non inertiel d'acceleration A par rapport a un referertiel d'inertie (en selimitant pour simplier a des
mouvemerts de translation) on mesureune force F° et une acceleration a° donneespar

FO= g mA=ma’ (2.1)

ou mA estla force ctiv e (ou d'inertie). Il sepourrait que I'on mesureune acceleration nulle, non pas
parce que la force electrique est nulle, mais parce que cette force est exactemen compenseepar la force
++

ctiv e. Il estfacile de s'en sortir en utilisant un ion doublemen charge O7g , et cette fois, en negligearn
une di erencede masseertre les deux ions de I'ordre de 10 4, I'acceleration a° est

mal= FO0= 2E mA FO F= gE (2.2)

On peut donc sansprobleme s'assurerde ce que la force electrique est bien nulle, car on peut modi er
independammern les coe cien ts de E et de A. Cependart cette procedure ne marche pas dans le casde
forcesde gravitation. Si dansun referertiel d'inertie F = mg, dans un referertiel accelere

F°=mg mA (2.3)

et on ne peut pas, commedans|'exemple precedert, modi er independammen les coe cien ts de g et de
A ::: saufs'il existe deux typesde massed Comme l'avait parfaitement compris Newton, il esta priori
possibleque la massegravitationnelle mq intervenart dansla loi de la gravitation

0

. P mgmg
jiFgij = G 7 (2.4)

ou G est la constarte de gravitation et r la distance entre les deux masses,et la massed'inertie m;
intervenart dans la force ctiv e m;A soiert de caractere di erert. Dans ce cas le rapport m;=mg
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pourrait etre di erert suivant le materiau. Non seulemem Newton avait envisage cette possibilite, maisiil
realisaune experienceavec un pendule pour la tester. En e et I'equation du pendule (a I'approximation
despetites oscillations) s'ecrit avec deux typesde masse

mi®+mgg =0 (2.5)

et si I'on construit deux pendulesavec desmateriaux A et B, le rapport desperiodessera
|
A A mB’

T" _ m my

T8 m4 mp

1=2

(2.6)

Newton n'‘observa aucun e et de cetype et conclut qu'a la precisionde sesexperiencesle rapport m;=mg
etait independart du materiau, ce qui impliquait qu'avecun choix convenabled'unit eson pouvait ecrire
m; = mg = m; en d'autres termes, il existe un seul type de masse.Des experiencesont ete realisees
ulterieurement avec une precisionbien plus grande que celle qui etait possible pour Newton, et on peut
armer aujourd’hui que m; = mgy avecune precision 10 2.

2.2 Princip e d'equivalence

Suivant le raisonnemern de la section precederte, I'egalite entre massed'inertie et massegravitation-
nelle impligue que I'on ne peut pas distinguer, au moins localemert, erntre une force de gravitation et
une force ctiv e, et on est donc incapable de s'assurerde 'absencede forces de gravitation, alors que
l'on peut parfaitement s'assurerde l'absenced'autres types de force, electromagretiquesou autres : la
gravitation joue donc un rdle particulier. Au lieu de s'escrimera de nir un referertiel d'inertie ou I'on
pourrait ecrire la loi de Newton pour une force de gravitation, il est plus economiquede decider qu'un
referertiel d'inertie est un referertiel en chute libre. Un ascenseuten chute libre ou un satellite en orbite
serort donc desreferertiels d'inertie. Avec ce choix, ce n'est pasla pomme qui tombe sur Newton dans
un referertiel d'inertie lie a la Terre, c'est Newton qui monte vers la pomme dans le referertiel en chute
libre ou la pomme est au repos!

Poursuivons notre raisonnemert en discutant une experience simple : un obsenateur dans une bo'te
fermeea la surfacede la Terre lache sansvitesseinitiale une pomme qui tombe avec une acceleration g.
L'observateur verra exactemen le mémephenomenes'il setrouve dans une fuseedans|'espace,acceleree
en direction de sa téte avec une acceleration A = g; il voit la pomme tomber vers sespieds avec
exactemernt le m&me mouvemert. Sansregarder a I'ext erieur, I'observateur est incapable de distinguer
entre l'e et d'une force de gravitation et celui d'une acceleration en direction opposee'. Nous pouvons
donc enoncerle principe d'equivalence

Princip e d'equivalence: aucune experiencea l'interieur d'une bote ne permet de distinguer erntre une
acceleration constarte et un champ de gravitation constart.

On en deduit une consequenceimmediate pour les photons : dans un referertiel d'inertie, c'est-a-dire,
rappelons-le,un referertiel enchute libre, il ne peut pasexister par de nition dedirection privil egiee,et un
photon doit sepropager en ligne droite (dans le cascontraire la direction de la deviation indiquerait une
direction privil egiee).Dansla gure 2.1,l'ascenseurestlache quand le photon estemishorizontalement en
A, et la trajectoire estune droite dansle referertiel de l'ascenseur.Commele point d'arriv eeB du photon
sur la paroi de I'ascenseurne depend pas du referertiel, celaveut dire que dans le referertiel de la Terre
satrajectoire est courbee: la lumiere est donc sensiblea un champ de gravitation. Comme application,
il esttentant d'en deduire la deviation d'un rayon lumineux par une masseM , par exemplela deviation
de la tra jectoire par le Soleil d'un rayon lumineux emis par une etoile et que I'on peut mesurerau cours
d'une eclipsetotale de Soleil. E ectuons le calcul pour une massem en supposart la deviation petite,
c'est-a-dire a l'approximation du parametre d'impact (gure 2.2). A cette approximation, on considere
gue la vitessev de la massem varie peu, et I'on peut estimer la variation de I'impulsion transverse py
enintegrart la composarte Fy de la force

1Ceci rappelle bien evidemment I'enonce familier concernant les referentiels d'inertie selon lequel un observateur ne peut
pas detecter un mouvemernt uniforme par rapport aux etoiles sansregarder a l'ext erieur.
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() (b)

Fig. 2.1{ Trajectoire d'un photon dansun ascenseur(a) Referertiel en chute libre (b) Referertiel de la
Terre.

Fig. 2.2{ Deviation d'un rayon lumineux par une masseM placeeen O.

Z
- Fy dt Fy = _GmM_ cos = __GmMb _
Py = L YT B+ vere T (P + vit2)e2
ou b estle parametre d'impact. On obtient donc
z +1
dt 2GmM
= M = 2.7
Py GmM b 1 (P + v2t2)3=2 bv @1
soit pour I'angle de deviation?
_ py _ 2GM
= =227 2.
mv b2 (2:8)
Extrap olant hardiment au casd'un photon pour lequel v = ¢, on en deduit = 2GM =(b?), ce qui

correspond pour une incidencerasarte sur le Soleil (b= Rs = rayon du Soleil) a une deviation de 0.87"
(seconded'arc), resultat obtenu initialement par Einstein en 1907.Le resultat de la relativit e generale
(1915) estle double : 1.75". En fait, dans ce calcul, nous sommesallesau-dela du princip e d'equivalence,
valable uniquemert pour deschampsde gravitation constarts, et il n'est passurprenart que notre resultat
soit quartitativ emert incorrect, mémesi le phenomeneest predit correctemen de facon qualitativ e.

2]| est evidemment facile de donner une formule exacte etant donne que les orbites sont des hyperboles
bv?
cot — = ——
2 GM
resultat qui concide avec (2.8) pour 1.
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2.3 Decalage vers le rouge gravitationnel

Pour simuler un champ de gravitation constart g, nous allons utiliser le principe d'equivalence et
nous placer dans une fusee dont l'acceleration vers le haut est constarte et egalea ¢. Le calcul qui va
suivre est essetiellement un calcul d'e et Doppler. Du plancher de la fusee sort emis des photons avec

tempsto;ta;:::;ty i (gure 2.3). La distance plancher-plafond est h et le temps mis par le photon pour
aller du plancher au plafond est’' h=c; pendart cetemps la fuseeacquiert unevitessev ' gh=c. Le calcul
qui va suivre negligelese ets de la relativit e restreinte, et il ne seravalable quesi v?=¢"' (gh=)? 1:
le petit parametre du problemeest en fait gh=c?.

Z A

y

Fig. 2.3{ Decalagevers le rouge gravitationnel. Le plancher de la fuseesuit la trajectoire z = gt?=2, le
plafond z = h + gt®=2.

La tra jectoire du plancher estz = gt?=2 et celle du plafond z = gt?=2+ h. Soit t, le temps de reception
du signalemisat = nT. Ce temps est obtenu en resohant I'equation du seconddegre

h+ %gtﬁ = %g(nT)2 +c(t, nT) (2.9)

On peut bien s0r resoudreexactemen, mais lorsquegh=c 1l est plus simple de remarquer que
h . -
tn:nT+E(1+ n) I"aj 1
Dans un calcul au premier ordre en ", on peut utiliser
2h h

tn (nT)2=(t, nT)(ty + nT)" - nT + <

et en reportant dans (2.9) on obtient
nT h h h

IIn:—gC +9C_2 T=t th1 T:E("n “n l):g_T

Par rapport a I'emission,l'intervalle de temps ertre la reception de deux photons est augmertede T,
avec

(2.10)




2.3. DECALA GE VERS LE ROUGE GRAVIT ATIONNEL 13

La periode mesureepar I'observateur a l'altitude h estdonc plus grande que cellemesureepar I'expediteur
a l'altitude zero; c'est le dealagevers le rougegravitationnel. Il en resulte que la frequence! du photon
recu est decakede ! par rapport a celledu photon emis

! gh

o2 (2.11)

On peut donner une deduction plus simple de ceresultat en admettant la formule de I'e et Doppler, que
nous demortrerons au prochain chapitre. L'observateur qui recoit le photon a acquisune vitessegh=c par
rapport a la sourcependart le temps de vol du photon, et par e et Doppler la periode est allongeede
T v _ogh
T ¢ ¢
Une derniere facon hardie de voir les chosesconsistea ecrire qu'entre la sourceet la receptionle photon
a perdu une energiegravitationnelle mgh, avec comme precedemmen m = E=¢ et donc, en utilisant la

relation de Planck-Einstein E = ~!
E_ 1 E _ ! gh
E-E @M ST @

Cet e et fut verife experimentalement par Pound et Rebka en 1960 sur une hauteur de de 20 m.

Les corrections de decalagevers le rouge gravitationnel trouvent une application dans le GPS. Dans
I'espacea trois dimensions,il faut quatre satellites pour determiner une position GPS. Nous allons nous
limiter a une caricature de GPS en prenant une seule dimension d'espace,et il sura donc de deux
satellites. Dans le plan (x; ct), les satellites sornt supposessuivre destrajectoires (lignes d'Univ ers) Sa et
Sg (gure 2.4) et l'utilisateur une trajectoire U. U recoit les signaux des deux satellites au temps t et
au point x, et il a aceesaux positions x5 et xg dessatellites au momert de |'emision du signal, et aux
temps d'emissiont, et tg dessignaux recus car le signal GPS est code®. Les deux droites de pente 1
issuesdespoints (xa;cCta) et (Xg;Ctg) secoupent en (X; ct)

A ct
Sg

(ctg;xB)

(cta;xa)

X

Fig. 2.4{ Sthemadu GPS. Leslignes d'Univers Sy et Sg desdeux satellites sort desdroites, celle de
l'observateur U est courbe.

ot ta)
ot ts) = X+ Xs

X  Xa

3Si l'utilisateur connaissait exactement le temps, il lui surait d'un seul satellite (trois satellites a trois dimensions) pour
reperer sa position. Le probleme est qu'il n'est pas simple de transp orter une horloge atomique, par exemple si l'on est en
randonnee!
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Le systemea pour solution immediate

ct= %[C(tA +1g)+ (Xg  Xa)]
(2.12)

X = %[c(ta ta) + (Xg + Xa)]

Si I'on veut une precisiond'un metre*, il faut une precision sur le temps de 3 ns, et ceci montre que
les e ets relativistes ne sort pas negligeables.En e et, pour un satellite de periode 12 heures, et qui se
trouve donc sur une orbite circulaire de rayon Rs = 4:2R7, de vitessev=c' 1:3 10 °, l'eet dela
relativit e restreinte  v2=c® est 10 9. En ce qui concernele decalagevers le rouge gravitationnel, si
I'on compareune horloge sur Terre et une horloge dansle satellite a une horloge hypothetique situeedans
un referertiel d'inertie, I'e et le plus important esten GMt=(Rtc?) ' 1:6 10 !° En une minute la
deriveest 10 °s, et il faut donc remettre les horlogesa I'neure toutes les minutes pour une precision
du metre.

2.4 Interpr etation geometrique

Revenonsa I'experiencedemortrant le decalageversle rouge gravitationnel, enessgant de lui trouver
une interpretation qui serajusti ee et an ee par la suite. Nous allons partir de I'id ee que les deux
obsenateurs ont en commun un parametre de temps t, mais que leurs deux horlogesne mesuren past.
En fait le temps mesure par les deux horlogesest un temps , appele temps propre, et relieat par

=t 1+ @ (2.13)
ou estle potentiel gravitationnel® au point ou se trouve I'horloge : une massetest m possde une
energiegravitationnelle U = m, et on supposej = 1. Danscecasla di erenceerire lestemps a
(plancher) et g (plafond) mesurespar les deux horlogesest

B a= T=T 1+?B T 1+?A :Tchz A:Tiz—h
enaccordavec(2.10). Une premiereideepour interpreter (2.13) consisterait a proposerque le fonctionne-
ment deshorlogesesta ect e par la gravitation. Ce n'est pasl'id eeretenue par Einstein, qui fait porter la
responsabilite de (2.13) sur la geometrie. Pour Einstein, la distance pseudo-euclidienngou de Mink owski)
au carre ds? (voir le chapitre 3 pour plus d'explications) ertre deux evenemeits separespar un intervalle
de temps dt et d'espacedr est a ect eepar la gravitation, et lorsque =¢ 1 on peut ecrire

2(r) 22 1 2(1)
2

ds?= 1+ =
c C

dr-? (2.14)

Nous verrons au chapitre 6 commern cette equation peut se deduire de la metrique de Schwarzsdild.
Pour mieux comprendrele raisonnemen d'Einstein, on peut utiliser une analogiedue a Hartle : dansune
projection de Mercator, les distancesentre Paris et Montr eal et entre Lagos et Bogota sort les mémes.
Or il est connu qu'un avion met plus de temps a voler de Lagos a Bogota que de Paris a Montr eal. On
peut donner deux interpr etations.

1. Lesreglesraccourcisseh quand la latidude crot (la gravite a ecte les horloges).

2. Lesreglesrestert les mémes,mais la geometrie est celle d'une sphere (la geometrie est a ect eepar

la gravite).

Lorsque des evenemens se passen au méme point (d+ = 0), on dit que l'intervalle separart les deux
evenemerts est un intervalle de temps propre : ds? = d 2. Suivant (2.14), la relation ertre le parametre
de tempst et le temps propre estdonc

= t 1+

ot 1+ —= (2.15)

4Cette precision semblera modeste d'ici quelques annees: on nous promet pour bientdt une precision du centim etre !
51 estimportant de noter qu'en relativit e la valeur absolue de I' energie potentielle a une signi cation physique : il n'y a
pas de constante arbitraire dans la de nition de I'energie.
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ce qui permet de retrouver (2.13). En I'absencede gravite, si (c t; ) est l'intervalle d'espace-temps
ertre I'emissionet la receptiond'un photon

= t2 #2=0

car un photon sepropagea la vitessec, et dansun diagramme (ct; +) saligne d'Univ ers, c'est-a-dire son
temps en fonction de sa position, est une droite de pente unite. En presencede gravit e, nous aurons
toujours par de nition ds? = 0, et si nous nous limitons a une dimension d'espace,z, nous avons d'apres
(2.14) et compte tenu dej =¢& 1

dz , 1+ 2

a ¢ T
Cette equation senble indiquer que la vitesse du photon n'est plus ¢, mais c'est une illusion car t est
seulemen un parametre de temps et z un parametre d'espace.Nous pouvons par exemplede nir z° par

oL 2(W)

0
z'= 1 dv dZ—1 2(2)

2 dz - 2

et donc 420 dz0dz |

dt ~ dz dt
et avec ce nouveau parametre d'espaceles lignes d'Univ ers des photons sort desdroites!
La forme (2.14) de la metriqgue nous a permis de rendre compte du decalagevers le rouge gravitationnel
dans un casou dr = 0. Calculons maintenant l'integrale sag de la metrique sur la trajectoire d'une
particule massive de vitesse ¢ : comme nous le verrons au chapitre suivant, cette integale est la

\distance" minkowskienneou le temps propre ertre le point de depart A et le point d'arriveeB. Nous
avons

" #
Zg ,1=2
2(r) 2(r dr
= dt 1+ 2 1 —
SaB A c? c? dt
" #1=2
, CZBdt 1. 209 1 dr ?
A c? cz dt
" 14
Zg 2
1 1 dr
' da 1 = = — 2.16
¢ A 2 2 dt (") ( )

On reconndt en facteur de 1= le lagrangien de la particule, et suivant le princip e de moindre action
la minimisation de sag par rapport a r(t) donnetout simplemert les equationsdu mouvemert

SpB _ d2f~_
=0() ez r(r

Autrement dit la particule suit une trajectoire qui extremisele temps propre sag . On voit de (2.16)
gu'en general cet extremum seraun maximum, car l'integrale du deuxiemeterme dans le crochet n'est
autre que l'action, qui est en general minimisee par la trajectoire. Nous verrons ult erieuremen que cet
enone est equivalent a I'armation selonlaquelle la trajectoire d'une particule soumiseuniquemert a
la gravitation est une geadesiquede I'espace-temps.Nous voyons donc que l'in terpretation geometrique
nous donne a la fois le decalagevers le rouge gravitationnel et leslois de Newton.

2.5 Eets de maree gravitationnels

Le defaut principal (mais il estinevitable!) de notre de nition d'un referertiel d'inertie est que cette
de nition est forcemert locale si le champ de gravitation n'est pas uniforme. En e et, si le champ de
gravitation n'est pas uniforme, on va obsener des e ets de maree. Prenons I'exemple d'un satellite en
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z A
M (X; z)

Fig. 2.5{ E ets de mareegravitationnels. Le certre du satellite S est a une distance d du certre O de
la Terre. La massem a pour coordonnees(x; z) dansun referertiel d'origine S.

chute libre au-dessusde la Terre, et comparonsla chute de son certre massesitue en S a une distance d
du certre de la Terre a celle d'objets dans le satellite (gure 2.5). Si les coordonneesd'un objet dansle
satellite sort (x; z), en choisissart une geometrie a deux dimensionspour simpli er, I'energiepotentielle
gravitationnelle d'un objet de massem est

(x2) = GmM
' C X2+ (d+ )72
, GmM z x* 72
a4 1 i 2F + & (2.17)

ou M estla massede la Terre et nous avons utilise jxj;jzj  d pour e ectuer un developpemert limit e.
Si la masseetait situeeen S, la force sur cette masseaurait pour composartesF2 = 0; F2 =  GmM =c?.
Pour une masseen (x; z) , nous avons

X

Fx F2=F( = GmM = (2.18)
2z

F, F2 = GmM@ (2.19)

Cesequations montrent gu'au cours de la chute du satellite x diminue et z augmerte : il y contraction
suivant la direction horizontale et dilatation suivant la direction verticale. Ceci se comprend qualitativ e-
ment : si une personneest en chute libre verticale, I'acceleration de sespieds est plus grande que celle
de son certre de masse,et celle de satéte plus faible. Elle a donc tendance a etre dilat ee verticalemert
dans le referertiel de sachute. Si elle etend les bras, I'acceleration de sesmains est dirig eevers le certre
de forceset elle a tendancea #tre contract eehorizontalemert. C'est un e et de mareetypique, sur lequel
nous faisonsles deux remarquessuivantes.

Un exemple extréme d'e et de maree est donne par la chute d'un astronaute sur une etoile en

e ondrement gravitationnel (chapitre 6) : I'astronaute est dilate de la t&te aux pieds et contracte

dansla direction horizontale, et nalement mis en pieced

Si + est la position de l'origine d'un referertiel d'inertie, et si ~ estla position d'un objet dans ce

referertiel, les equationsdu mouvemert pour ~ sort donneespar une generalisation facile de ce qui

precede _
¢ — ij @ k

7 = aa - (2.20)
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En resune deux ideesimportantes ressortert de cette premiere approche.

1. Lesforcesde gravitation apparaissett commedese ets de mareeet on abandonnel'id eede donner
une valeur absoluea la force de gravitation.

2. Siellessont soumisesuniquemert a desforcesde gravitation, les particules suivent desgeadesiques
de I'espace-temps.

Cependart cette premiere approche heuristique de la relativit e generale sou re pour le momernt d'un
defaut essetiel : nousn'avons pasconsidere le casde particules massivesdont la vitessepeut &tre proche
de celle de la lumiere. Avant d'examiner ce qui se passeen relativit e generale, il nous faut revenir au
chapitre suivant a la relativit e restreinte.

Bibliographie.

Hartle [2003],chapitres 1 a 3 et 6; N. Ashby, Relativity and the Global Positioning System Physics Today
mai 2002, p. 41; F. Wilczek, Total Relativity : Mach 2004, Physics Today avril 2004 (sur la relativit e et
le principe de Mach).
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Chapitre 3

Espace-temps plat

Cechapitre examinel'espace-tempsplat dela relativit erestreinte, non encore\d eforme” par la gravit e.
Il s'agit donc del'espace-tempddeal (et theorique!) d'un Universenti eremen vide de matiereet d'energie,
ou le temps est homogene et I'espacehomogene et isotrope : c'est une arene neutre ou se deroulert les
processusphysiques.On ne pourra donner ici qu'un survol de la relativit e restreinte, et la plupart des
resultats serort rendus plausibles, et non demortr esen detail. Le lecteur est renvoye a la bibliographie
pour desexposesplus complets.

N.B. Dans ce chapitre et les suivants nous utiliserons un systeme d'unit esou la vitesse de la lumiere
c = 1 et nous utiliserons egalemen la corvention de sommation sur les indices repetes

X o
Iyl Iyl

Xy =Xy

3.1 Photons

Rappelons qu'un evenement est quelque chose qui se passea un temps determine t en un point
determine £ : un evenemen est caracterise par une coordonnee de temps t, souvert notee x° = t,
et trois coordonneesd'espacer = (x;y;z) = (x!;x?;x3). En relativit e restreinte, on a I'habitude de
de nir un referertiel d'inertie en quadrillant I'espace-tempspar un reseaude reglesrigides et d'horloges
syndhronisees,mais l'utilisation de reglesrigides est a proscrire en relativit e generale, du moins sur de
grandes distances, en raison de la courbure de I'espace. En consquencenous allons essger de tout
mesureren utilisant uniqguemert desphotons.

Un observateursera represent par un physicien qui transprte avec lui une horloge, mesurant son temps
propre, et un emetteur/detecteur de photons capable de mesurr les frequenes desphotonsrecus et emis.
Entre d'autres termes, un observateur= une horloge et un radar.

Nous allons maintenant enoncerl’hnypothesede basede la relativit e restreinte en l'illustran t au moyen
de l'explosion d'une etoile : un evenemen O (explosion de I'etoile) se produit en emettant une bou ee
de photons et de particules massiwes (debris). Nous allons faire I'hypothesefondamertale que tous les
photons, independammeri de leur couleur, arrivent au mémeinstant a un obsenateur, mais pasengeneral
avec la meéme couleur que celle de I'emission. Si tel n'etait pas le cas, I'explosion senblerait durer dans
le temps et un evenemen ponctuel ne serait pas vu comme ponctuel par un obsenateur. Les particules
massi\es, au cortraire, n'arrivent pas au mémeinstant et sort detecteesapresles photons. Les courbes
d'espace-tempsformeesdes positions successies de I'observateur, des photons ou des particules et les
instants correspondarnts, sort appeleeslignes d'Univers de I'observateur, des photons ou des particules.
Les proprietespreadertes doivert evidemmern €tre valables quel que soit I'observateur. Pour en rendre
compte, on va tracer dansl'espace-tempsa partir de O un conede sommetO, N (O), qui estune structure
geometrique absolue independarte de I'observateur, et qui est appeleecone de lumiere de O. Leslignes
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d'Univ ersdesphotons passart par le point O at = 0 suivent lesgeneratricesde cecone.La ligne d'Univ ers
de I'observateur coupe N (O) en un point unique O° qui de nit la position de I'observateur et le temps
auquel il recoit les photons emis par I'explosion (gure 3.1). Leslignesd'Univ ers desparticules massives
emisesau momert de I'explosion sort entieremernt contenues a l'interieur du cone futur N*(O) de O.
Comme N (O) est une structure geometrique absolue,il ne de nit aucune direction privil egiee, et tout
obsenateur passan par O voit N (O) avec une parfaite symetrie spherique.

Fig. 3.1{ Cobne de lumiere N (O) du point O. La ligne d'Univers d'une particule massiwe passepar P,
celle de I'observateur coupe N (O) en O°. Les lignes d'Univ ers des photons sort les generatrices du cone.

Considerons deux obsenateurs, Alice (A) et Bob (B)! qui echangert desphotons. Si les frequencesdes
photons recus sort identiques a cellesdes photons emis, on dira qu'Alice et Bob suivert deslignes d'Uni-

vers paralleles et les deux obsenateurs peuvent alors aisemert syndironiser leurs horloges.L' echangede
photons permet a Alice de de nir les coordonneesde I'evenement P \r e ection du photon par le miroir

de Bob"? (gure 3.2). Alice mesureles coordonneesde I'evenement P commeetant (t; x;c= 1)

t= %(tz + 1) X = %(tz t1) (3.1)

Mais ce resultat est independart du fait que le photon rebondit sur le miroir de Bob ou sur celui d'un
troisieme obsenateur, Chiara (C), qui ne suit pas necessairemenune ligne d'Univ ers parallele a celles

1Ces deux heros de de linformatique quantique sort apparus pour la premiere fois dans la discussion des systemes de
cryptographie a cle secrete.

2Pour une version litt eraire de cet echange de photons, on pourra se reporter a la nouvelle de D. Buzzatti, \Les sept
messagers", ou les photons sont remplaces par des cavaliers.
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d'Alice et de Bob (gure 3.2). Autrement dit les coordonnees(t; x) attribu eespar Alice a I'evenemen P
sont independartes du partenaire qui re edit le photon.

Alice Bob0 Alice Bob
t°+ ot N
7/
, t | N
7 N
7 N
7/ AN
7 N
7/ N
7/ AN
7 AN
7 N )
e t, t; Chiara
7 AN
t+ t-7 0 to+ta| 2 ] N
// ‘ 2 // P
7 7/
7 7/
V2 7
7 7
7/ 7
7/ 7
7 7/
7 7/
7 7/
// //
7/ 7
t L7 ty L7

Fig. 3.2{ Mesuredescoordonneesd'un evenemet P. Alice et Bob suivent deslignesd'Univ ersparalleles.
Leslignes d'Univ ers desphotons sort en tirets.

3.2 Eet Doppler

Nous allons maintenant etablir la formule de I'e et Doppler en prenart I'exemple de la mesurede la
vitesse d'une voiture par un radar. La voiture croise le radar au tempst = 0, suivant les horlogesdu
radar et de la voiture ; ceciest toujours possiblepar un choix corvenablede I'origine destemps desdeux
horloges.Le radar emet un photon® au temps t, suivant I'horloge du radar. Si la voiture etait immobile,
elle recevrait ce photon au temps t, mais comme elle s'eloigne elle le recevra a un temps Kt suivant
I'horloge de la voiture, avec K > 1 (gure 3.3)*. Mais la situation radar-voiture est symetrique, car les
directions x et x sort equivalentes : il n'y a pas de direction privil egiee dans un referertiel d'inertie.
Si le photon estre edi au temps K t suivant I'horloge de la voiture, il atteindra le radar au temps K 2t
suivant I'horloge du radar. Pour le radar, I'evenemen P : le photon est re eci par la voiture, a pour
coordonnees,avect; = t et t, = K2t dans(3.1)

1 1
temps > (to + tq) > t(K?+ 1)

1 1
espace > (to t1) Et(K2 1)

E ectuant le rapport espace/temps,la vitessede la voiture mesureepar le radar est donc

K2 1
VE Kzv 1 (32)
Oou encore r
1+v
K = 3.3
L (3.3)

3En pratique un signal electromagnetique code.
4En raison de I'nomog eneite temporelle, K ne peut pas dependre du temps.



22 CHAPITRE 3. ESPACE-TEMPS PLAT

Fig. 3.3{ Mesurede la vitessed'une voiture avecun radar. En traits pleins leslignesd'Univ ersdu radar
et de l'auto, entirets cellesdesphotons. Le signal est recu par l'auto en P.

Une autre facon d'exprimer ce resultat est de dire que la frequencedu photon mesuree par la voiture,
I lec €strelieea la frequence! ¢, d'emissionpar le radar par

r
1 1 v

!rec:?!em:!em 1+ v

(3.4)

Cette formule n'est evidemmen pas autre choseque cellede I'e et Doppler relativiste.

3.3 Metrique de l'espace-temps plat
Pour formaliser cesconsiderations geometriques, on intro duit une metrique sur l'espace-temps si
x = (x%x) ety =%y

sont les coordonnees spatio-temporelles de deux evenemerts (I'exposart 0 designela coordonnee de
temps), on pourra aussi considerer x et y comme des quadrivecteurs®, les quadrivecteurs joignant
l'origine a cespoints. On de nira le produit salaire de Minkowski de cesdeux quadrivecteurspar

x y=x% x y=x%" Xy (3.5)

Par de nition des quadrivecteurs sort des objets a quatre composartes tels que leur produit scalaire
(3.5) soit independart du referertiel d'inertie. Cette condition permet de determiner la loi de transfor-
mation des quadrivecteurs quand on passed'un referertiel a un autre, ou transformation de Lorentz,
mais nous n'aurons pas besoin de sa forme explicite. Il sura de savoir qu'elle laissepar construction le
produit scalaireinvariant. De facon equivalente, nous intro duisons un tenseur metrique® , le tenseur

5Ce qui ne sera pas possible en Relativit e Generale, ou les coordonneesne sont pas des vecteurs.
611 existe deux conventions pour le tenseur , la convention (3.6) et la convention

= diagonal ( 1;1;1;1)
La convention utilis eedans cet expose minimise le nombre de signe moins, car on utilise beaucoup plus d'in tervalles du genre
temps ds? > 0 (avec la convention (3.6)!) que dintervalle du genre espace.La convention opposee a (3.6) est avantageuse

en theorie quantique des champs, car on tombe directement sur la metrique euclidienne lorsque I'on e ectue une rotation
de Wick.
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de Mink owski

= diagonal (1; 1; 1, 1)‘ (3.6)

et nous recrivons (3.5)
X y= Xy =Xy avecXx = X

Lescomposartesx sort appeleesconvertionnellement composartes contravariantes du quadrivecteur et
lesx sort lescomposartes covariantes. Le produit scalaired'un quadrivecteur par lui-meéme,x? = x X
est la \longueur au carre", ou norme carree (de Minkowski) de ce vecteur’. On ecrit en general cette
longueur au carre de Mink owski pour un vecteur in nit esimal dx

ds? = (dx%)? dx?= dt? dx®= dx dx (3.7

Si un photon est emis a l'origine® O (t = 0;% = 0) et est recu au point x , alors jx°%j = jjxjj et
(x9? %%?=xx =0 (3.8)

Ceci n'est autre que I'equation du cone de lumiere N (O) de ni dans la section 3.1. Pour un autre
obsenateur qui verra I'evenemert reception du photon avec des coordonneesdi erertes x° , I'equation
du conede lumiereserax® x® = 0. L'intervalle d'espace-tempsx ertre le point d'emissionet le point
de reception d'un photon verie doncx x = x2 = 0, et on dira que le quadrivecteur x est du genre
lumiere. Six x = x?>> 0, ondira quex estdu genre temps et six?>< 0,x estdu genre esmce.

Appliqguons cesnotions au casd'un mouvemert uniforme sur une droite, x = vt, jvj < 1: par exemple
une particule massiwe est emiseen O au tempst = 0 et est detecteeen P au tempst et a la position x
(gure 3.4). La norme carreedu quadrivecteurx = (t; x) est donneepar

t2
— 2 _ 32 2:2 — 42 2\ —
X x = “=t° vt =t(1 v)= —

avec = (1 v?) Y2 soitt= . Mais ? estun produit scalaire,qui estindependart du systemede
coordonnees.Si un obsenateur se deplaceavec une vitessev en suivant la particule, les coordonneesde
P pour cet obsenateur serort (t%x°= 0), et on aura

t@ =12 y2= 2

Le temps mesure par une horloge liee a la particule est par de nition t° et c'est le temps propre de la
particule : t°= . L'expressiont = montre que le temps propre est toujours le plus court.

An demontrer la coherencede ceresultat avecnotre raisonnemen precedent sur I'e et Doppler, exami-
nons la situation decrite dansla section 3.2 dansle referertiel ou Alice est au repos (gure 3.5). D'apres
(3.3) Bob mesuresur samontre la receptiondu photon au temps

X=1t t X = vt
soit
fo (o vt
1 v 1 v
Nous obtenonsdonc
2 1 V2) 2= 1+v @
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\j

vt

Fig. 3.4{ Mouvemert uniforme d'une particule de vitessev, qui quitte I'origine autempst = 0 et arrive
enP : (;x = vt) au tempst.

Le temps propre calcule a l'aide de I'invariance du produit scalaire est donc bien le m&me que celui
0 obtenu par le raisonnemert donnart I'e et Doppler.

Examinons maintenant la ligne d'Universx ( ) d'une particule massiwe parametreea l'aide de sontemps
propre. Nous appelleronsquadrivitessede la particule le quadrivecteuru ( ) tangent a la ligne d'Univ ers
au point P de temps propre

dx ()
d

u()s= (3.9)

u estbien un quadrivecteur car c'est le quotient d'un quadrivecteur x par un scalaire . Pendart un
temps (propre) in nit esimald

mais comme
dx?=d 2= (u u )d 2

on trouve u? = 1 : la quadrivitesse est un vecteur unitaire de genretemps. Il est interessan de donner
I'expressionde la quadrivitesse en fonction de la vitessev dansun referertiel d'inertie (gure 3.4)

— = N

dx® dt dr _ dt dr
d d d dt

soit
@10

La quadrivitessed'une particule libre dansun referertiel d'inertie obeitadu =d = 0: estcequel'on
appelle un parametre a ne pour la trajectoire. Ce parametre a ne n'est pasunique, = a + bestaussi
ane. Sil'on e ectue un changemen de parametrisation

yO=x(()  w=2=uc(nT

alors

-2 = =__yu (3.11)

"Toutes mes excuses: x peut designer soit une coordonnee, soit le quadriv ecteur x. J'espere que le contexte levera toute
ambiguste.
8Pour un photon emis en x et recu a l'origine, on a bien evidemment x° < 0.
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t A

Alice

Bob

\j

Fig. 3.5{ Autre deduction de I'e et Doppler. On a choisi un referertiel ou Alice est au repos.

Si le changemen de variable ! n'est paslineaire,dw =d 6 0, et n'est pasun parametre a ne.
Leschosesenvont di eremmen pour un photon : prenonspar exempleun photon sepropageart suivant
Ox et dont la ligne d'Universestx® = x, ceque I'on peut ecrire

X = u aecu =(1,1,0,0)
Onadx =d =u ,u’=0etdu =d = 0: estun parametreane. Mais on pourrait aussibien prendre
x = 3u ,etonverie que n'estpasun parametre a ne.

Pour terminer cette section, nous obsenons que le produit scalaire de deux quadrivitessesa une in-
terpretation interessamte. Soit Alice et Bob secroisart en O avec des quadrivitessesua et ug. Dans le
referertiel au repos d'Alice, ua = (1;0). Soit vag la valeur absoluede la vitesserelative de A et B, par
exemplela vitessede Bob mesureepar Alice. On a alors

1

ua ug = uluy ©a g = ul = p=——
1 Vae
et donc 1
UA UB = p: (312)
1 vig

Cette equation permet de calculer la vitesserelative vag quel que soit le referertiel ou lI'on conndt ua
et ug.

3.4 Tenseur energie-impulsion

En multiplian t la quadri-vitesseu d'une particule (massiwe) par sa massem, on obtient la quadri-
impulsion p , quadri-vecteur forme de I'energie (composarte de temps) et de I'impulsion (composartes
d'espace)

p =mu P°=E= m p= mv (3.13)

ou nous avons utilise (3.10); la masseetant un scalaire, le produit mu est bien un quadri-vecteur. On
notera la relation importante ¥ = p=E. Pour desfaiblesvitesse,v ¢, on peut e ectuer un developpemert
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limit e en fonction de v=c

E:m02+p—2+ ﬁ:pL:mV‘F
2m 1 (v=02

ou nous avons retabli c. Le premier terme de E est |'energiede massemc?, le second!l' energiecinetique
non relativiste habituelle.

Nous allons maintenant discuter la notion de courant enrelativit e. Consideronsun ensentle de particules
instables de vie moyenne dans le referertiel ou elles sort au repos, et supposonspour simplier que
ces particules se desirtegrert exactemern au bout d'un temps . Si ces particules se deplacernt a une
vitessev dans un referertiel d'inertie R, un obsenateur dans ce referertiel trouvera que les particules se
desirtegrert au bout d'un temps , en raison de la relation entre le temps propre de la particule et le
temps mesure par l'observateur. Les particules parcourert donc dans R, non pas une distancev , mais
une distance® v . Supposonsque soit disposeedansdansR une densite lineaire de charge  suivant la
direction de la vitessedesparticules, une particule verra, pendart un temps v charges.En resurne,
une particule voit les chargesde ler a la vitesse v, et elle obsene une densite de chargesqui n'est pas

,mais . Un obsenateur lie a la particule de nira donc une densite de charge = et une densite
de courant {+= ¥ = ¥ Sila densite de chargesest  dansun referertiel ou ceschargessort au
repos, cet obsenateur de quadri-vitesseu dans ce referertiel de nira un quadri-courant j par

i = u (3.14)

Ce quadri-courant obeit a la loi de conservation

@ =@°+r t=0 (3.15)

qui est bien connue des equations de Maxwell. Il est tresimportant de noter qu'en relativit e une loi de
consenation est obligatoirement une loi de consenation locale En e et, supposonsque nous partions
d'une situation ou la charge totale est nulle, mais qu'au tempst = 0 une charge negative soit creee au
point O, tandis qu'une charge positive est creeeen un autre point, ce qui consene globalemen la charge.
Cependart, etant donne la relativit e de la simultaneite, il estfacile detrouver desreferertiels ou la charge
positive, par exemple,est creeeavant la charge negative, et la charge n'est pasconsenee.Autrement dit,

la charge corntenue dans un volume ne peut varier que parce qu'elle passepar la fronti ere de ce volume!?,
cequi n'est pasvrai par exemplepour la consenation de I'impulsion en mecaniquedes uides galileenne.

Poursuivons I' etude des lois de consenation. Une surfacet =cste est une 3-surface de genre es@ace de
I'espace-temps,le vecteur orthogonal a cette surfaceetant le vecteurn = (1;0). On peut generaliseren
prenant une surfaceorthogonalea un vecteur unitaire de genretempsn ;n? = 1. Une surfaceorthogonale
au vecteur de genreespacen = (0;1;0;0) par exempleseraune 3-surface de genre temps et en general
une telle surface sera orthogonale a un vecteur unitaire de genre espacen ;n?> = 1. On peut tracer
un volume V dans une 3-surfacede genre temps ou de genre espace.Soit N le nombre de charges
dans V. La quantite N estindependarte du referertiel, c'est un scalairede Lorentz. Le seul scalaire
gue I'on puisseconstruire avecle courant j et le vecteur n caracterisant la 3-surfaceestj n=j n
Lorsquen = (1;0)
(i n) V= V= N

Sile vecteurn estdu genreespacepar exemplen = (0;1;0;0), alors

— (i — i1 X _ N
N=(Gn)ty z=]j tyz-iyzttyz

9Cette propri ete est utilis ee dans les accelerateurs de particules. Si l'on produit un faisceau de mesons- de vie moyenne

10 8s,on pourrrait s'attendre qu'un meson- dont la vitesse est proche de celle de la lumi ere puisse parcourir au maxim un
un distance  3m. En fait il peut parcourir des distances bien plus grandes, ce qui permet d'eloigner la zone d'exp eriences
de celle de production de plusieurs centaines de metres, sans perte appreciable de mesons- .

10Cette observation permet de demontrer (3.15) en utilisan t le theoreme de la divergence.
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etj*= N=( A t)estbienle ux dechargesatraversla surface A = y z. On adonc danstous
les cas
N=@(Gn) V (3.16)

Siau lieu de N, qui estun scalaire,on a a aire a une quantit e qui est un quadrivecteur, par exemple
une quadri-impulsion, on doit introduire au lieu d'un courant vectoriel j un courant tensoriel T . La
relation correspondant a (3.16) est alors

p=(T n) V (3.17)
ou T estle tenseur enemie-impulsion. Sin = (1;0), cette equation donne pour la composarte de
temps et les trois composartes d'espace

PP = E=T® vV
pi - TiO \V;
T = estla densite d'energie, T'° = ' |a densite d'impulsion suivant la direction i. Prenons|'exemple

d'une bote de particules de mémevitessev dans R, de massem et de densite  dans le referertiel ou
ellessort au repos. Nous aurons alors pour les densitesd'energieet d'impulsion

T®=m) )=m ul°
= TO9=mv)( )=m u%

car la densitedansR est =

Il nous faut maintenant interpreter T® et TV . Suivant le méme raisonnemen que dans le cas scalaire,
consideronsune surfacede genretemps orthogonalean = (0; 1;0; 0)

p=T" ty z=T*" t A

T* = p= A t)estle ux dep atravers A, et en particulier T™ = p°=( A t) estle ux
d'energiedans la direction x. Mais, en raison de la consenation locale de I' energie-impulsion

(ux d'energie) A t = (densite d'energie) v* A t= (densite dimpulsion)” A t
ou nous avons utilise v¥ = p*=E. En divisant par A t nousobtenonsT® = T*° D'autre part

p_ p=t
At A

qui est une force par unite de surface.Plus generalemert

TiX =

Fi=Tin A

est la composarte i de la force F exercee sur une surface de normale r. A la limite non-relativiste, les
composartes T ne sort autres que les composartes du tenseur des pressions, familier en mecanique
des uides. En resune, le tenseur energie-impulsionT  est un tenseur symetrique : T = T . La
consenation de I'energie-impulsionsetraduit par la generalisation de (3.15)

@T =0 (3.18)

Un casparticulier important est celui du uide parfait. Dans ce casle tenseur energie-impulsionne peut
dependre que de la vitessed'ensenble u du uide, car il n'existe pas d'autre direction disponible!! et
aussidu tenseur de Mink owski . Dans le referertiel ou le uide estau repos, on doit avoir

T =diag(; P;P;P)

Le ux de chaleur de nit une direction privil egieedans le referentiel ou le uide est au repos, mais precisemert il n'y a
pas de ux de chaleur dans un uide parfait.
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car la densite d'energieest = m etT! = P I P etant la pression.Si l'on ecrit la forme la plus
generale possiblede T avecdescoe cien ts arbitraires A et B

T =Auu +8B
on obtient dans le referertiel au reposou u = (1;0)
TO=-A+B= Th= Bl =p 1

ce qui donne

T =(+Puu P | (3.19)

Il estfacile de veri er quel equation de consenation (3.18) donnel' equation de consenation de la masse
et I'equation d'Euler a la limite des faibles vitesses?. Nous allons voir au chapitre 6 que le tenseur
energie-impulsionjoue un rdle fondamertal dans ' ecriture de |,equation d'Einstein

courbure locale de I'espace-temps= tenseur energie-impusion
ou en formule 1
R > g R= 8GT (3.20)
LetenseurdeRicci R |, la courbureR etla metriqueg , qui serort de nies defaconpreciseau chapitre 5,
sont descaracteristiquesde la geometrie.
Bibliographie.
Hartle [2003], chapitres 4 et 5. Ludvigsen [2000], chapitres 2 a 8. Weinberg [1972], chapitre 2.

12| 'equation de conservation de la massesuit de

u@T =0
et celle d'Euler de
( uu )@t =0
Le tenseur ( u u ) estle projecteur, au sensde la metrique de Mink owski, sur la surface orthogonale a u . Les deux

equations ci-dessussont les projections de @ T = 0sur u et sur la surface perpendiculaire au .



Chapitre 4

Cosmologie

Les considerations de geometrie dont nous aurons besoin dans ce chapitre de cosmologiesort su -
sammert intuitiv espour qu'il ne soit pasnecessairale faire appel aux resultats de geometrie di erertielle
du chapitre 5.

4.1 Description qualitativ e de I'Univ ers

Mati ere sombre. 1l est aujourd'hui admis que la matiere visible (etoiles, nuagesde gaz:::) ne represette
gu'une tr esfaible partie de la massede I'Univ ers, au plus quelquespour certs. Une composarte essetielle
estla matiere sombee. Cette matiere sombre est mise en evidencepar I'etude de la rotation de nuagesde
gaz autour du certre de galaxies.Par exemplela gure 4.1 montre la vitessede rotation v(r) de nuages
de gaz dansla galaxie d'Androm edeen fonction de la distancer au certre de la galaxie.

Fig. 4.1{ Vitesse de rotation de nuagesde gaz en fonction de la distance au certre de la galaxie, ici la
galaxie d'Androm ede. L' echelle horizontale est en minutes d'arc et donne la taille angulaire des objets.
D'apresHartle [2003].

Sile nuageest situe a une distancer du certre dela galaxie, et si M (r) estla massecontenue a l'interieur
de l'orbite du nuage,alors d'apresla loi de Newton

GM (r) _ v(r)
2

(4.1)

29
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Si l'essertiel de la masseetait concerir ee au voisinagede r = 0, comme on pourrait le deduire de
l'observation de la matierevisible, on aurait v(r) / r 2. En fait ontrouvev(r) cste,cequi indique la
presenced'une matierenon visible importante. L'existence de cette matieresombre a recu recemmen une
con rmation independarte gracea l'utilisation del'e et de lentille gravitationnelle : voir Hartle [2003],
chapitre 11 et l'article de Koopmanset Blanford.

Isotropie et homogeneite de I'Univ ers = principe cosmologique.Si I'on fait abstraction des uctuations

locales(galaxies ::), I'observation montre que I'Univ ers est homogene et isotrope (en fait I'isotropie en
tout point entra™e I'homogeneite). Il faut moyenner sur des distances su samment grandespour que
I'hnomogeneite soit valable et I' echelle de transition ertre la repartition homogeneet la structure granulaire
est de l'ordre de 3 10" annee-lumiere. Un autre argumert convaincant est l'isotropie du rayonnemert
cosmologiqué a 3K : lesresultats dessatellites COBE et WMAP montrent qu'en dehorsd'une asymetrie
due a I'e et Doppler provenart du mouvemert de notre galaxie’ avec une vitesse de l'ordre 10 3¢, ce
rayonnemeri estisotrope avecdes uctuations qui ne depassenpas10 °. En fait la qualite de la courbe
de rayonnemert de corps noir du rayonnemeri cosmologiqueest bien meilleure que celle de toute courbe
realisseau laboratoire! Le point de depart de la cosmologiestandard est donc I'hypotheseque I'Univ ers
est homogene et isotrope a grande edelle, hypothesequ'Einstein fut le premier a formuler en 1917, a
I'epoque une pure speculation theorique sansla moindre baseexperimentale.
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Fig. 4.2 { Courbe de Planck pour le rayonnemert cosmologiquemesuree par le satellite COBE (1992).
D'apresHartle [2003].

Expansion de I'Univ ers. Comme on le sait depuis Hubble (1927), le decalageDoppler de la lumiere emise
par les galaxies est proportionnel a leur distance : pour une galaxie s'eloignart de la nbtre avec une
vitessev, le decalageDoppler est suivant (3.4) pour v=c 1

Vo, (4.2)

1Environ 380 000 ans apres le Big Bang, les photons se sont decouples de la mati ere et se sort retrouv es hors equilibre
thermo dynamique. Depuis cette epoque, leur longueur d'onde a varie en proportion du facteur de dilatation a(t) (voir
(4.17)), et ils forment aujourd'h ui le rayonnement cosmologique a 3 K.

2|.a vitesse de notre groupe local de galaxies est de 600 km/s par rapport au fond cosmologique. La vitesse du systeme
solaire par rapport au centre de notre galaxie est de 270 km/s.
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ou estla longueur d'onde. Une de nition plus precisede z seradonnee ult erieuremen. La loi etablie
par Hubble estv = Hod, ou Hg estla constante de Hubble avecla valeur numerique
1
Ho= 72 7km:s =Mpc th = o = 4:3 10Ys= 136 10%ans (4.3)
0
Rappelonsque 1 parsec(pc) vaut 3.26 annee-lumiere (a.l). Le tempsty estune premiere approximation
pour I“age de I'Univ ers. En e et, en supposart que les galaxiesont eu une vitesse uniforme depuis le
Big Bang, d = vty, et tenant compte d'autre part de la loi de Hubble d = v=Hy =) ty = 1=H,.
Pour veri er la loi de Hubble, on a besoind'une mesurede distance. Celle-ci est fournie en utilisant des
\b ougiesstandard”, c'est-a-dire desetoilesdont la luminosite L est connue (ou supposeetelle!). En e et,
sif estle ux recueilli par un detecteur sur la Terre, ce ux estreliea L et ala distanced par
L LH g

T4 4z

d'apresla loi de Hubble. Nous verrons ult erieuremert une version plus precisede cette formule; z est
connu par le decalageDoppler, f est mesure experimentalement, et sil'on conndt L, on en deduit d.

(4.4)

Il convient de faire quelquesmisesen garde contre desconfusionspossibles.

Il ne faut pas interpreter le Big Bang comme une explosion a partir d'un certre! L'Univ ers n'a
pasde certre, chaque galaxie voit les autres galaxiess'eloigner suivant la loi de Hubble. Une image
classique(a deux dimensions)est celled'un ballon quel'on gon e : despoints marquessur le ballon
s'eloignert les uns desautres, sansque I'on ait un point certral sur le ballon.

Comme on le verra au chapitre 5, on ne sait pas a priori comparer la vitesse de deux galaxies
eloigneesdans un espacecourbe. Pour ce faire il faudrait \transp orter parallelemen” le vecteur
vitessed'une des deux galaxiesau point ou setrouve la secondegalaxie. Or le transport parallele
d'un vecteur depend de la courbe choisie dans un espacede courbure non nulle. Les questionsqui
sont simplesdans un espaceplat le sort beaucoupmoins dans un espacecourbe!

4.2 Coordonn ees comobiles

L'hypothesed'isotropie et d'homogeneite permet de decomposerl'espace-tempsM en une famille de
3-surfacesde genre espace,parametreespar un scalaire que lI'on peut appeler le temps t. Chacune de
ces 3-surfacesest une variete  a trois dimensionshomogene et isotrope : M = R* . On adonc
un feuilletage de I'espace-tempsen tranchest =cste. Il existe seulemen trois types de varietesa trois
dimensionshomogeneset isotropes

1. L'espaceplat.
2. La sphere S® a courbure constarte > 0.
3. L'hyperbolorde a courbure constarte < 0.

Ceresultat estintuitif, et il peut tre montr e rigoureusemen. Remargquonsgue nous ne disonsrien sur
les propri etestopologiquesglobales(sauf dans le casde la sphere) : par exempledans le casde I'espace
plat, rien n'interdit de choisir le tore T3, le tore etant une surface de courbure nulle. Nous allons nous
limiter pour le moment au casde l'espaceplat, en revenart dansla section 4.4 sur les deux autres cas;
I'espaceplat estle casle plus simple, et le bonus est que c'est, senble-t-il, le casphysiquemen pertinent !

Considerons les galaxies se trouvant au temps t sur la variete  : par homogeneite, ce temps, appele
temps comobile peut etre choisi identique pour toutes les galaxies. Au voisinage de chaque galaxie, on
mesure au temps t une densite de matiere (t) qui est la me&éme pour toutes les galaxies. L'isotropie
ertra™e que la metrique est de la forme3

ds? = dt? a?(t)(dx? + dy? + dz?) (4.5)
3 Anticip ons sur les resultats du chapitre 5 : chaque galaxie suit une geodesique G de I'espace-temps et on choisit comme
parametre le temps propre t = . On a donc pour la metrique
Ot =< @ @>: u2: 1

e a
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Fig. 4.3{ Variete et geadesiquedune galaxie G. On a represette la quadrivitesse u et deux vecteurs
tangents aux axesde coordonnees@ et @ (chapitre 5)

Les coordonnes (x; y; z) reperert la positions dans I'espaced'une galaxie et elle sort independartes du
temps : ce sort des coordonnees comobiles Le facteur a(t) est le facteur de dilatation ou le facteur
d'echele. La metrique (4.5) est la generalisation la plus simple de la metrique de Minkowski (3.7). Une
tranche d'espace-tempst = cste est muni de la metrique euclidienne ordinaire pour t =cste

ds? = a?(t)(dx? + dy? + dz?) = a?(t)dS? (4.6)

Cette metrique seraevidemert modi eedansle casde I'hyperbolorde et de la sphere. La metrique (4.5)
correspond a un espaceplat, mais pas a un espace-tempgplat !

Nous allons maintenant generaliserle resultat de Hubble, qui n'est valable que pour desgalaxiespastrop
eloignees,en etablissart la formule du dealage vers le rouge cosmol@ique Considerons deux galaxies
dont la di erencede coordonneescomobilesest ( x; y; 2z). La distance qui separe cesdeux galaxies
au tempst est d'apres(4.6)*

dit) = a(t) x2+ y2+ 22 7%= a(t)deom 4.7

Sia(t) crot avect, lesdeux galaxiess'eloignert : I'Univ ers est en expansion,ce que nous allons desormais
supposer: a(t) > 0. Il seracommaode d'utiliser des coordonneesspheriques(r; ;') dans l'espaceet de
recrire (4.5)

ds? = dt? a%(t) dr2+r?d 2+ sin® d' 2) = dt? a’(t) dr?+ r?d 2 (4.8)

Soit deux galaxies,de coordonneescomobilesr = 0 (nous) et r = r¢m, €t un photon sepropageart entre
les deux galaxies. Dans le casd'un photon, on doit avoir ds? = 0, mais a causedu facteur a(t) dans la
metrique, les lignes d'Univers d'un photon ne sort pas desdroites (gure 4.4). Si les temps d'emission
par la galaxie de deux photons succcessifa r = rqom sort te et te + te et lestemps de receptionsur la
Terre sort tg et to + to, on tire de ds? = 0 la relation dt? = a?(t)dr? et

Z 1 dt Z o+ 1o dt

fom = A0 T .., al® (4-9)

car
@_ d
@_ d lelong de G
Les coordonneesspatiales sort telles que les vecteurs tangents @@ ' sont orthogonaux a @@. La metrique est donc de la
forme
ds? = dt? gj dx'dx]
Geometriguement, les geodesiques suivies par les galaxies sont orthogonales a , sinon elles de niraien t une direction
privil egieesur . Cela veut dire que I'on n'a pas de termes en dt dx'.
41l convient de preciser la signi cation de la distance d(t) : en theorie, il faudrait disposer d'un grand nombre d'obser-
vateurs disposes entre notre galaxie et la galaxie lointaine, qui mesurent chacun la distance entre eux-me&meset leur plus
proche voisin au méme temps t. La somme de cesdistances donne d(t). Inutile de dire que ce n'est pas tr es pratique...
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Fig. 4.4{ Propagation de photons entre deux galaxieset decalageversle rouge gravitationnel, R = r¢om.

soit pour des t petits
to _ e

a(to)  a(te)
Cecidonne pour le decalagede frequenceertre photons emis (! ¢) et recus (! o)

lo _ a(te)
T alto) <1 (4.10)

Cette equation donne I'expressiongenerale du decalagevers le rouge cosmologique.On de nit le facteur
Z par

1+ z= _: = :_z = Zg:; (411)

On verra dans la section 4.4.1 que ces equations sort aussi valables pour un espacecourbe. Dans ce
raisonnemen, toute referencea la notion hasardeusede vitesse relative de deux galaxies a disparu.
En fait il est bien preferable de de nir la distance a une galaxie lointaine par la donnee de z, qui est
une donnee obsenationnelle non ambigue, alors que le temps d'emissiond'un photon (te dans (4.11))
ou bien la distance dependert du modele d'Univ ers choisi et de la de nition de cette distance (voir la
section 4.4.2). On dira par exemple que le decouplagedes photons du rayonnemen cosmologiques'est
produit az' 1100,0u que les objets les plus lointains que I'on a pu obsener aujourd'hui ont z 6.

Montrons que la loi de Hubble desequations(4.2) et (4.3) estune approximation de (4.11) en considerart
deux galaxiesproches.Le temps mis par le photon pour aller d'une galaxiea l'autre est t' a(tg)R = d,
ou tg represette l'instant actuel, mesure a partir du Big Bang, et donc le facteur de dilatation aujourd'hui.
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Selon une cornvertion habituelle en cosmologie,l'indice 0 etiquette aujourd’hui, par exempleHg est la
constarte de Hubble aujourd'hui et ag  a(tp). Ecrivant

a(te) ' a(to d)' a(to) da(to)

on deduit de (4.11)

, a(to) : afto) _
at) datt) - Yae) T T
soit Alto)
. a(lg) _
z Hod Ho a(to) = % (412)

L'interpretation du decalagevers le rouge cosmologiquecomme provenart de I'e et Doppler et de la
\fuite des galaxies" n'est correcte que pour des galaxies su samment proches. Dans le cas general on
doit utiliser (4.11).

Nous avons vu que l'inversede la constarte de Hubble (aujourd’hui) donne une indication sur I“age de
I'Univ erstg : si la vitesse d'expansion a ete uniforme depuis le Big Bang, alors H(t) = Hg et I"age de
I'Univ ers est bien I'in versede la constarte de Hubble : to = ty = 1=Hp. Cependart il est intuitiv emert
evident (et ce sera montre ci-dessous),que la gravite ne peut que ralentir I'expansion de I'Univ ers :
une pierre lancee vers le haut est toujours freinee par la gravite, mémesi on la lance avec une vitesse
superieure a la vitessede liberation et &(t) < 0. La gure 4.5 montre I'ewolution du facteur de dilatation

a(t) : onvoit quety ty. On verra que la prediction simple et remarquable a(t) < 0 n'est pasveri ee
experimentalemert.

a(t)

to

th

Fig. 4.5{ Le facteur de dilatation a(t) enl'absenced'energiedu vide. La tangente au point t = t, donne
la vitesse d'expansion aujourd'hui. Si cette vitesseetait resteeconstarte, I"agede I'Univ ers serait ty .

4.3 Evolution du facteur de dilatation

4.3.1 Equation de Friedmann

En premiereapproximation, I'Univ ersestun uide parfait dont lesmoleculessont lesgalaxies.Un ux
de chaleur ou de particules serait incompatible aveclisotropie, car il xerait une direction privil egiee, et
on estendroit de negligertout phenomeneirr eversible.Le deuxiemeprincipe (E = energie,S = ertropie,
P =pression, V = volume, T = temperature absolue)

dE = TdS PdVv

deviert
d( E)= P d( V) (4.13)
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Des coordonneescomobiles( x; y; 2z) denissent un covolume Veom = X Yy Z ou le nombre de
galaxiesest constant, tandis que le volume V est

V=a¥(t) x y z=a(t) Veom (4.14)

Si (t) estla densite d'energie(qui inclut bien evidemmert I'energiede masse),nous avonsd'apres(4.13)
et (4.14)

d B d
Ot ®ad(t) Veom = P 5 a3(t) Veom
soit
4w = P 2 @ (4.15)
dt dt ’

Trois casde gure limites sort possibles.

1. Universdomine par la matiere La pressiondu gazde galaxiesest negligeablepar rapport al'energie
de masseet (4.15) devient

(t)a3(t) = cste ou ()= (to)@d+ 2)3 (4.16)

Cette equation exprime simplemert que la densite est diviseepar (a(tg)=a(t))® = (1 + z)® quand le
facteur de dilatation passede a(t) a a(to).

2. Universdomine par le rayonnemer. Dans ce cas(voir le rayonnemer du corpsnoir), onaP = =
et / T4 equationsqui sort aussivalides pour tout gaz de particules ultra-relativistes, quelle que
soit leur statistique. On en deduit

soit

a(to) * . a(to)
- 1+ T =T 200 = T(to)(d + 4.17
o - a2 =Tl J =TlA+2) (@17
Cette equation montre que la longueur d'onde desphotons du rayonnemen du corps noir cosmolo-
gique crat en proportion de a(t) apresle decouplagerayonnemen-mati ere.
3. Univers domine par le vide. Dans ce cas doit etre independart du temps® : la densite d'energie
du vide ne depend pas de I'expansion de I'Univ ers. On a donc

dad(t) _ da3(t)
at dt

() = (to)

(t) P (1)
soit
P= (4.18)

Nous reviendrons ult erieuremert sur cette \ energiedu vide". Pour le momert nous prenons en compte
uniqguemert les parametresclassiquesmatiere et rayonnemen, et nousallons essger d'etablir I'equation
d'ewolution du parametre d'echelle a(t) en utilisant un raisonnemern newtonien discutable, mais qui a le
merite de la simplicit e. Choisissonsune origine arbitraire O dans|'Univ ers et consideronsune galaxie G
de massem situee a une distance d(t) de O. En admettant la validit e du theoreme de Gausspour une
distribution de matierein nie, sonenergiepotentielle est

M
e

U= 6

4
M= —d
5 d

soit 4
u(d) = 5 Gmd? (4.19)

5Ceci est une simpli cation qui est contestee dans certains modeles. Avec I'hypothesesimpli catrice (t) = cste, l'e et
de I'energie du vide est equivalent a celui d'une constante cosmologique. Dans un referentiel d'inertie local, le seul tenseur
disponible est le tenseur de Mink owski et si tous les observateurs voient le m&me vide, on doit avoir TV / . Ceci
rajoute un terme g dans I'equation d'Einstein : voir(4.42), ou est la constante cosmologique.
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Ecrivons d(t) = a(t)R, ou R est la coordonnee comobile radiale de la galaxie, I'origine O ayant une
coordonneecomobile R = 0, d'ou la vitessede la galaxie v(t) = R a(t). L'energiede la galaxie est alors

E

%mRzzf(t) 4?mRZG (t) a2(t)

1 8
EmR2 a(t) §G (t) a(t)

Cette energie mecanique doit &tre constarte, et apres rede nition cornvenable de a(t) par un facteur
multiplicatif, on obtient |'equation de Friedmann

8
a(t) 3 G (t)a®(t)y= k k=10 1 (4.20)
ou k peut prendre lesvaleursk = 1 : energiemecaniquepositive, k = 0 : energiemecaniquenulle et
k = 1: energie mecaniguenegative. Pour k = 1(E > 0) et k = 0 (E = 0) I'expansion se poursuit

inde niment, tandis que pour k = 1(E < 0) I'expansion nit par s'arréter et on revient a la singularite
initiale (\Big Crunch"). La raison de la corvertion de signe pour k appardtra a la section 4.4 : k
caracterise la courbure de I'espace,k = +1 pour la sphere, k = 0 pour I'espaceplat et k = 1 pour
I'hyperbolorde. De I'equation (4.20) on deduit, en la combinant avec (4.15)

a_ 4G

cequi montre quea < 0si (3P + ) > 0, en particulier sila pressionet I'energiesort positives: s'il n'y
a que de la matiere et/ou du rayonnemern, I'expansion est ralentie par la gravit e, meémedans le casou
elle sepoursuit inde niment. L'observation & > 0 implique donc une nouvelle physique!

L'Univ ers spatialement plat correspond a k = 0. De I'equation (4.20) prise at = ty on deduit la densite
d'energieaujourd’hui entenant compte de ceque Hy = ap=ag

3H2
= .= 0 4.22
0 c 3 G ( )
La densite . estla densite critique : pour ¢, I'expansion se poursuit inde niment, pour >

I'Univ ers nit dansle Big Crunch. Les cosmologistesont I'habitude de de nir lesrapports desdi ererts

typesde densite d'energiea la densite d'energiecritique (m = matiere,r = rayonnemen, v = vide)

0 0 0

m= " P= v= " (4.23)
Cc C Cc

et m+ [+ = 1pourun Universspatialemert plat ( o = ).

Pour xer lesidees,prenonsle casparticulier d'un Univers plat domine par la matiere, , = 1, | =
v = 0, cequi esten fait le premier modele d'Univ ers en expansionpropose en 1932 par Einstein et de
Sitter. Les deux equations (4.17) et (4.20) deviennert

az E =0 a3 =1
- 3a
d'ou l'on tire 0
ada/ dt a%?/ t
soit nalement une loi en t?=3 .
-
A =2 4 (4.24)
0

et donctg = 2ty =3, cequi con rme la courbedela gure 4.5.Pour un Universdomine par le rayonnemen
ontrouve a(t) / t¥2 et pour un Universdomine par le vide a(t) / exp(Ht) : si I'energiedu vide est non
nulle, elle nit toujours par I'emporter ! Un exemplesimple (non realiste)avec , = = = 1=3est
donne dansla gure 4.6.
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Fig. 4.6 { Le parametre d'echelle a(t) en fonction du temps avec r = v = 1=3. D'apres

Hartle [2003]

4.3.2 Le probl eme de I'horizon

En raison de la vitesse nie de la lumiere on ne peut obsener qu'une fraction nie de l'univers: c'est
le problemede I'horizon. On aurait envie de dire que I'horizon est simplemert ctg, mais c'est un peu plus
compligue enraison de l'expansion. Il est commade pour tracer les gures d'utiliser le \temps conforme"

de ni par

dt
= 10 (4.25)
En e et, avecle \temps" , leslignesd'Univers desphotons sort desdroites, car la metrique deviert
ds? = a?(t)[d 2 (dr?+r2d ?)] (4.26)

Dans les coordonnees( ;r), leslignes d'Univ ers des photons sort desdroites a 45°. L'horizon ry (t) est

donne par (voir aussi(4.9)) 7

t dto
ry(t) = . Ao 4.27)
La distance physique dy (t) a I'horizon au temps d'obsenvation t est
2T g0
du (t) = a(t)ry (t) = a(t) . o) (4.28)

La regionde I'Univ ersa laquelle on peut (en princip ) accederaujourd’hui est donc limit eepar dy (to). Si
I'on prend par exemplele cassimpled'un Universplat et domine par la matiere,on montre immediatemert
de (4.28) que

2
to = :_,)tH dn (to) = 3to

soit
du (to) = 2ty = 227 10%al
Avecles donneesdu modele standard actuel (CDM, section4.5): , = 30%, ' Oet = 70%o0n

trouve numeriquemeﬁ
du (to) ' 45 101 a1l

En fait I'Univ ers est opaque jusqu'au decouplagedes photons, qui s'e ectue au bout de 4 10° ans
erviron apresle Big Bang, et I'horizon e ectif est plus petit (gure 4.7).
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Fig. 4.7{ Universvisible aujourd’hui en tenant compte de l'opacite initiale. D'apresHartle [2003].

4.3.3 Relation entre la luminosit e et le decalage vers le rouge.

Nous avonsvu que pour desgalaxiesprochesle rapport f =L du ux terrestre f ala luminosite L est
donne en fonction du decalagez par (4.4), c= 1
f _ HE
L 422
Nous allons etablir la generalisation de cette relation avec une premiere application au cas de l'espace
plat, la discussionpour un courbure non nulle, legeremen plus complexe,etant renvoyeea la section4.4.2.
On de nit une distance e ective d. entre |'etoile et le point d'obsenation de la facon suivante : l'aire
de la sphere lieu despoints ayant la mémedistance a la sourceque le point d'obsenation est4 d? , et
de 6 d(t) sila courbure spatiale est 6 0. On obsene une reduction du ux d'energiepour deux raisons.

1. La frequence(et donc I'energieen raison de la loi de Planck-Einstein) des photons est plus faible
enraison du decalagevers le rouge cosmologique(4.11)
|
I ‘€

0T 1+ )

2. Commelintervalle tq entre la receptionde deux photons successifest plus grand que l'intervalle
te entre leur emission,on compte moins de photons par unite de temps

to= te(1+ 2)
Le rapport f =L vaut dans cesconditions
f 1 1
L 4d (1+2)0? (4.29)
Prenons un modele simple pour xer lesidees,celui d'Einstein et de Sitter : ,, =1, ;= = 0et

k = 0, un espaceplat. Il estinstructif de conduire le calcul en utilisant la variable z, qui estla \b onne"
variable cosmologique plut®dt que t. Nous appelleronsz® la variable d'integration et suivant (4.11)

ao dz° _ aalt)

1+2°= .5 a2
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On ecrit d'abord en suivant (4.7) quede = agdcom

Z Z
T eal
o alt) o a(t)

et on exprime a(t)=a(t) en utilisant I'equation de Friedmann (4.20) pour k = 0et = (1+ 293, cequi
donnea=a= Ho(1+ z%3%2, soit

de = a

z
177 d® 2 1

de = — —_——=— 1 p—
© Ho o (1+29%2 Hp 1+ 2z

Cette expressionsereduit a z=Hg pour z 1 et on retrouve (4.4). Ecrivonsf =L soussaforme nale

f  HZ 1

L~ 16 (1+ 21+ 2)2 1P

Le casgeneral estexamineaux4.4.2.La gure 4.8illustre le calcul precedert dansle casa deux dimensions
d'espace.

(4.30)

Fig. 4.8{ Relation ux/luminosit e.D'apresHartle [2003].

4.4 Cas de la courbure spatiale non nulle

4.4.1 Metrique de Friedmann-Rob ertson-W alker

Traitons brievemert le cas de courbure spatiale non nulle, puisque la nature senble avoir choisi la
courbure nulle! Nous avons deja mertionne qu'il n'existe que trois typesde varietesa trois dimensions
homogeneset isotropes

1. L'espaceplat.
2. La sphere S® a courbure constarte > 0.
3. L'hyperbolode a courbure constante < 0.
L'espaceplat vient d'etre etudie; passonsau casde la sphere S3, qui est sansdoute le plus intuitif. La
sphere unite S® peut etre parametreepar trois angles(; ;')
0 0 o ' 2
Les coordonnescartesienneqX;Y;Z; W) sort donneespar

X
Y

sin sin cos' Z = sin cos

. . L (4.31)
sin  sin sin W = cos
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La metrique spatiale se calculeimmediatemert a partir de (4.31)
ds?=d 2+ sin®> (d 2+ sin® d' ?) (4.32)

Le volume de I'espaceest ni autempst et estproportionnel a2 2a(t). Le casde I'hyperbolode s'obtient
enremplacant sin par sinh

dS?=d 2+ sinh® (d 2+ sin® d' ?) (4.33)
Pour regrouper lestrois casde gure possibles,onecrit
ds?=d 2+ S2( )(d 2+ sin® d ?) (4.34)

le facteur Si( ) etant donne par :
1. sphere: S;( ) = sin
2. espaceplat : Sp( )= ;
3. hyperboleede: S 1( ) = sinh

Contrairement aux apparences,on voit quer esten fait une coordonneeangulaire! L' equation de propa-
gation d'un photon est (voir (4.6))

ds? = dt? a?(t)dS?= 0
Siun photon recu au tempsty a ete emispar une galaxie dont la coordonneeest o, le tempsd'emission
te est donne par
Lo gy
com — . —a(t)

et on en deduit que (4.11) reste valable pour un espacecourbe. L'aire d'une sphere a deux dimensions
dont les points sort a une coordonneecomobile o, de l'origine est

4 ag SI%( Com)

On trouve souwent la metrique de I'espace-tempsecrite sousla forme de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW), obtenue gracea un changemern de variables elemertaire

dr?

2 — 2 2
ds® = dt© a“(t) T K2

+r%(d 2+ sin® d' ?)

mais nous ne nous servirons pas de cette forme.

Dans un traitement rigoureux, I'evolution du facteur de dilatation a(t) est x eepar I'equation d'Einstein
(3.20)

R %Rg = 8GT

et par I'expression(3.19) de T du uide parfait de galaxies
T =P+ )uu Pg

La combinaison de ces deux equations permet de demortrer rigoureusemen I'equation de Friedmann
(4.20). Ensuite, etant donne une equation d'etat, on peut en deduire la loi d'ewolution de a(t). Pour
k = +1, lI'expansion s'arréte au bout d'un certain temps et I'Univ ers se met a se contracter : c'est le
Big Crunch. Pourk = Oetk = 1, I'expansion sepoursuit inde niment. Toutefois, si une energiedu vide
est preserte, on obsene toujours une expansioninde nie. Une prediction remarquable de la relativit e
generale est que le type d'Univ ers homogeneet isotrope, caracterise par sa courbure, est lie a la densite
d'energiequ'il contient.
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4.4.2 Distance de luminosit e dans le cas general

Revenonssur la distancede luminositelorsquela courbure spatiale estnon nulle, en ecrivant I'equation

de Friedmann sousla forme )

o o

2
=H; —+ @ t)% (4.35)
ou nous avons utilis e I'expression (4.22) de la densite critique ¢ etdeni = (= ; il estinstructif de
veri er que cette equation est bien correcteat = 0 en retrouvant (4.22). On decompse en une partie
matiere (non relativiste) ,, une partie rayonnemen , et une partie vide , suivant (4.23). Dansle cas
de la matiere par exempleon ecrit

0 53
S RS
C

0|3

et en procedarnt de la mémemaniereavec . et , on aboutit a

ToHo m@+ 2P @0 L@ 9@+ (4.36)
On endeduit ¢om
1 Zz dz°
com = aHo o [ n@@+293+ ,(1+29%+ ,+(1 O+ z92)2 (4.37)
Ainsi que nous l'avons deja merntionne, la surfacede la sphere a utiliser dansle calcul est
4.dg =4 a3S( com)
et la distancee ective estde = agSk( com) OU I'on rappelle que
So( ) = Si( ) = sin S 1( ) = sinh
Cecidonnele rapport f =L
f ! = L -1 (4.38)

L 23S com)@+22 42 (1+22 4&
Cette expressionpermet d'identi er la distance de luminosite

d. = de 1+ 2)= apSk( com)(1+ 2)

Une autre distance comunemert utilis ee est la distance angulaire da : considerons un objet que nous
voyonssousun angle . Lesphotons sesort propagesdepuis cet objet jusqu'anousa et' constarts.
La taille del'objet au momert de I'emissionetait L = a(t)Sk( com) ,etcommelangle n'a pasvarie,
on a aujourd'hui
_ L _ Ll+z) L
a(t)sk( com) aOsk( com) dA
par de nition de la distance angulaire da. On a donc la relation suivante entre da et d_

da = @Sk( )1+2) =d(1+72) ?

45 Le modele CDM

Le rapport f =L depend des parametres ,;:::  du modele d'Univers, et sa mesure en fonction
de z, qui est une donne obsenationnelle independarte, nous donne donc accesa cesparametres. Il est
commade de seplacerat = tg estde de nir le parametre de deceleration gy par

a(t) a(t)

Q= 20 (4.39)
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Ceparametre a eteinitialement de ni avecun signemoins, car tout le mondes'attendait d'apresl' equation
(4.21) a ce que g soit positif, c'est-a-dire que I'expansion de I'Univ ers ralentisse.

En 1998, deux groupesindependarts reussirert a mesurerla deceleration de I'Univ ersen utilisant comme
bougiesstandard dessupernovae de type la et la grande surprise fut I'observation d'une valeur negative
de ce parametre ¢, soit une expansion de I'Univ ers qui s'aceelere! En fait les supernovae a grand z
sont moins lumineusesque dans un Univers ou I'expansion ralentirait. Comme nous l'avons vu, un tel
comportement ne peut s'expliquer que par la presenced'une energiedu vide. Les resultats sort resumes
dansla gure 4.9.

Fig. 4.9{ Acceleration de I'expansionde I'Univers. jy estnote  danscet expose, estnote et
T estnote ;z estdeni en(4.11).

Il estinteressamn de calculer le rapport a=a. En di erertiant (4.36), ou mieux en utilisant directemert
(4.21), on trouve

gz HZ - n@+2)%+ @1+2* (4.40)

NI =

soit aujourd'hui, en negligeart le rayonnnemer

a 1
a- Hogm v @

NI~
3
<

(4.41)
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En l'absenced'energiedu vide on aurait bien & < 0.

Nous avons deja mentionne que la matiere visible n'est qu'une faible faction de la matiere contenue
dans I'Univ ers. Mais il y a pire : on pourrait imaginer que la matiere non visible soit ordinaire, c'est-
a-dire constituee de protons et de neutrons, une matiere sonbre baryonigue. Malheureusemen ( ?) les
obsenations sort incompatibles avec cette hypothese.La matiere sonbre doit tre pour I'essertiel non
baryonique, car I' etude des grandesstructures de I'Univ ers montre qu'elle doit interagir tr esfaiblement
avec la matiere ordinaire. De plus cette matiere sombre doit etre froide, ou non relativiste® : I'energie
cinetique des particules qui composert la matiere sonmbre doit tre petite par rapport a leur energiede
masse.Les deux donneesprecedertes conduiset au modele standard actuel de la cosmologie,modele
appele CDM : CDM = Cold Dark Matter, et fait referencea la constante cosmologiqueintro duite
par Einstein. En e et une modi cation possiblede (3.20) est

R %g = 8GT g (4.42)

Cette modi cation est equivalerte a l'introduction d'une energiedu vide constarte (voir cependart la
note 5) avecla correspondance

ct
e (4.43)

Parametres 2002 WMAP
Constante de Hubble Hqp |72 7 71 4
(km/s/Mp ¢
Deceleration oo = a&=a’j;, 0:67 0:25 0:66 0:10
Age de I'Univ ers (Gan) 13 15 137 02

t 1:03 0:03 1:02 0:02

b 0:039 0:008 0:044 0:004

cdm 0:29 0:04 0:23 0:04

v 0:67 0:06 0:73 0:06

Tab. 4.1 { Parametresdu modele CDM (a) Parametres obtenus avant 2003 (b) Resultats du satellite
WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe).  estle rapport de la densite mesuree a la densite
critigue . (4.35), , estla fraction de matierebaryonique, .gm €stla fraction de matiere sombre froide
( m= bt cam)et y lafraction d'energiedu vide. D'apresW. Freemanet M. Turner, Rev. Mod.Phys
75, 1433(2003).

La table 4.1 compare les resultats disponibles en 2002 a ceux du satellite WMAP, qui a mesure avec
une grande precisionles anisotropies du rayonnemert cosmologique.Cesanisotropiessort lieesaux uc-
tuations qui ont donne naissanceaux grandesstructures par instabilit e gravitationnelle et leur mesure
permet de remonter a un grand nombre de parametres du modele de Big Bang.

Commert comprendre |'energiedu vide? Il n'y a pas pour le momert d'autre solution que de faire
appel aux uctuations quantiques. Prenonscomme exemplele casfamilier du champ electromagretique
qguanti e dans une cavit e de volume V. Chaque mode normal de la cavit e est un oscillateur harmonique
de frequence! x = ¢Kj, ou K est le vecteur d'onde. Il lui correspond en physique quantique un oscillateur
harmonique quarnti e dont I'energiede point zero, ou energiede I' etat fondamertal, est~! (=2. La somme
desenergiesde point zero de cesmodes, ou energiedu vide, estin nie et vaut

X -
V= A= 2°—V k3dk (4.44)

K

6e scenario CDM predit que les petites structures se forment avant les grandes (scenario bottom up), alors que le
scenario HDM (Hot Dark Matter) predit au contraire que les petites structures s'obtiennent par fractionnement des grandes
(scenario top-down). C'est le scenario bottom up qui est favorise par I'observation.



44 CHAPITRE 4. COSMOLOGIE

Par une curieuserevanche de I'histoire, la quarti cation du rayonnemer, postuleepar Planck et Einstein
pour se debarrasserdesin nis dans le rayonnemer du corps noir, introduit une autre sourced'in nis,
cette fois a temperature nulle ! En theorie quantique deschampson \renormalise" en decidart de prendre
commezero d'energiel' energiedu vide, qui estinobsenable en valeur absolue,sauf en relativit e generale,
ou l'on doit prendre encomptetoutes lesformesd'energie.En revanche on obsenedesdi erenced'energie
du vide endisposart par exempledansle vide deux plaguesconductricesqui sefont face.La modi cation
des modes normaux due a la presencedes plagues change I'energiedu vide par une quantit e nie, et
se traduit physiquement par une attraction entre les plaques. C'est I'e et Casimir, qui a ete veri e
recemmen avec une precision 10 3. Sil'on essaiede deviner’yn cut-o pour limiter lintegraledans
(4.44), le seulcut-o naturel est x epar I'echellede Planck Ip == G~=c 10 3°m, et on trouve que la
densite d'energiedu vide ainsi estimeeest d'un facteur 10'2° superieure a celle mesuree en cosmologid
Cependart ce calcul posele problemedu referertiel : il n'est pasinvariant de Lorentz.

En resunele modele CDM est en excellert accord avecles obsenations. En particulier la concordance
desresultats pre-WMAP avec ceux de WMAP est impressionnarie. Cependart il reste deux questions
fondamertales, auxquellesles physiciensdes particules et de la th eorie quantique deschampsn'ont pour

le momernt aucunereponse.Quelle estla particule (ou lesparticules) qui entrent dansla composition dela

mati ere sonbre froide ? Quelle est I'origine de I'energiedu vide ? En l'absenced'une reponsesatisfaisarte

a cesdeux questions,un doute cortinuera a planer sur la pertinence du modele CDM, et on ne pourra

pas empeder les astrophysiciensde speculer sur dessolutions encoreplus radicales,commela variabilit e
dans le temps des constartes fondamertales ou bien la faillite de la relativit e generale aux tr esgrandes
distances.
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Chapitre 5

Bo”te a outils de geometrie
di erentielle

N.B. Ce chapitre n'est evidemmert pas une intro duction, m&me succincte, a la geometrie di erertielle.
Il seborne a rassenbler les notions qui sort strictement indispensablesa la comprehensiondesequations
fondamerntales de la relativit e generale.

5.1 Espace tangent a une variete

Une variete M de dimension N est un espacetopologique qui est localemert isomorphea RN . Cela
ne dit rien sur les proprietestopologiquesglobalesde la variete. Ainsi le plan reel a deux dimensions
R?, le tore a deux dimensions T2 et la sphere S? sort tous trois des varietesde dimension 2, bien que
leurs propri etestopologiguesglobalessoiert tresdi ererntes. Nous n'aurons besoindans ce cours que des
propriete locales.On peut introduire localemert sur la variete des coordonneesx' qui reperert un point
de la variete. Toutefois, on ne peut pas en general reperer tout point P de la variete par un systemede
coordonneesunique. Il faut en general un systemede cartesdont chacunerecouvreun partie de la variete
et qui seraccordert ertre elles, l'ensenble descescartes formant un atlas.

Soit une courbe C traceesur M parametreepar t : lescoordonneesd'un point de C sort x' (t). On appelle
derivee directionnelle par rapport ala courbe C au point P 2 C

_d d
dt le long de C en P dt cp

l'application qui fait correspondre a toute fonction f (t) sa derivee df =dt. L'ensenble de cesderivees
directionnelles forme l'espace tangent Tp en P a la variete; Tp est donc I'espacedesderiveesdirection-
nelles, et lesderiveesdirectionnellessort lesvecteursde Tp . Nous verronsci-dessousjue Tp estun espace
vectoriel de dimension N . Montrons la linearite : si  est une autre courbe parametreepar t et coupart
CenP (gure 5.1)avec = d=dtj .p, on peut former la combinaison lin eaire avecdescoe cien ts a et bt

a d + bd
dt cp dt .
et cette combinaison est bien une derivation, c'est-a-dire qu'elle obeit bien a la reglede Leibniz
(@ +b)(fg=g(a +b)f +f(a +b)g

On peut trouver aisemert une basede Tp en utilisant un systeme de coordonneesx! (t) valable dans le

1pour le lecteur qui souhaite des notations plus explicites : soit X (t) = ¢ (t) la parametrisation de la courbe C par N
fonctions c'(t) et '(t) cellede :x'(t)= '(t). Alors =c@et = _'@.La combinaison lineaire des deux vecteurs est

a+b =(ac+b"@

45
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Fig. 5.1{ (a) CourbesC(t) et ( ), vecteurvitesseen P et interpretation geometrique du plan tangent
enP.

voisinagedu point P. Un point sur C etant alors repere par x'(t), on peut ecrire

b _dxX @ _ dx
dt cp ~ dt @ ~ dt
- d “ dx! ®1
_ 9 _ O o
T odtcp dt @ @

Si l'on interprete le parametre t commeun temps, x' (t) decrit le parcours d'un point sur C en fonction
du temps, et dx'=dt n'est autre que le vecteur vitesse de ce point en P : gure 5.1. Ceci donne une
interpretation geometrique utile de la deriveedirectionnelle, mais cette interpretation a l'inconveniert de
masquerle caractere intrinseque de cette derivee: il n'est pas necessairede plonger M dans un espace
de dimension> N, mémesila gure 5.1 peut @tre utile pour l'intuition.

L'equation (5.1) montre quele vecteur 2 Tp, qui, soulignonsle une fois de plus, existe independammern
de tout systemede coordonnees a pour composartes ' = dx'=dt dansla basee = @ de Tp. L'ensenble
des e forme une basede Tp, appelee base de coordonnees et commeil y a N deriveespartielles @
independartes, Tp est manifestemen de dimensionN . Il est crucial de comprendre que I'espacetangent
aM estassaie au point P, et on ne saurapasa priori comparerlesvecteursde deux plans tangerts Tp
et Tpo assaiesa deux points P et P°di ererts. En resume, dans une basede coordonnees,un vecteur
s'ecrit comme

= 'e= '@ el= (5.2)

Le vecteur est appele vecteur contravariant, sescomposartes sort en exposart. En ce qui concerne
les vecteurs de base cortravariants ey, k etiquette les vecteurs de base,de composartes e, = . Il est
tresimportant de comprendre que, cortrairement a ce que pourrait laisser supposer la notation x', la
coordonneex' n'est pasla composarte i d'un vecteur cortravariant. Dans le casde I'espace-tempsplat du

chapitre 3, x etait a la fois une coordonneeet la composarte d'un vecteur qui relie l'origine au point

de coordonneesx . Ce n'est plus le casdans 'espace-tempsde la relativit e generale. En fait on a note x!

par commadit e, mais on aurait aussibien pu utiliser x; ; la notation x' a l'avantage de la coherence,car
u' = dx'=dtjcp estune composarte de vecteur, contrairement a x', alors que dans le casdu chapitre 3
on distingue x et x (cf. (3.7)) : voir I'exemple de la section5.3.30u x! = et x? ="' . On n'insistera
jamais assezsur le fait que les vecteurssur une variete sornt attachesa lI'espacetangent en un point de
ladite variete.

La derivee directionnelle @ d'une fonction f (x') est par de nition
Sil'on choisit pour un vecteur de basee,, = e

@ = @f = (@ = @f
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Fig. 5.2{ Deriveesdirectionnelles @ et @.

@ est la derivee dans la direction Kk, Ies_ autres coordonneesrestant constartes : gure 5.2. Dans un
changemen de systemede coordonneesx' (x9), la loi de transformation desderiveesdirectionnelles est

dx’ @ dx9 i @ q
- = = = — 4
dt p @9 p dt cp ou @9 p (5-4)
On peut donc ecrire une forme matricielle de cette loi de transformation
i
i — Al 0 i = —@
= A](P) AJ(P) ad (5.5)

C'est bien s0r une transformation lineraire sur des vecteurs, mais cette transformation est speci que du
point P : la matrice A’ (P) depend du point P.

Passonsensuite a la notion de covecteur = vecteur covariant ou encore 1-forme. Un covecteur est sim-
plemert une forme lineaire sur les vecteurs, c'est-a-dire une application Tp ! R qui a tout vecteur fait
correspondre un nombre reel en respectant la propriete de linearite. Nous noterons  un covecteur et
< ; > l'application lineaire. La linearite implique l'action suivante sur la combinaisona + b des
vecteurs et

> +b<s ; >

< ;a +b >=ac<

L'application df qui au vecteur = d=dtjcp fait correspondre le nombre df =dtjc.p

d df
>

< df; — —
d'dtc;P dt cp

(5.6)

est bien un covecteur. En e et

<df;a +b >:a£ +b£
dt cp dt »p

Soit € la baseduale de g, c'est-a-dire la basetelle que < €'; g >= ;( Les composartes de df ne sort
autres que @f . En e et

» dx’ df
= ik >= —— = —
>=< @ €; “& . @ dt cp

< Qei;_
@! dt cp

La base€ estsouwert noteee  dx'. La loi de transformation descomposartes @f d'un covecteur sort
di erertes de cellesd'un vecteur. Ecrivons les explicitement
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5.2 Champs de tenseurs

Un champ de vecteursest un ensenble de vecteurs dependart du point P, de composartes T' (P)
'(P) = '(x}) dansla basede coordonneesg;, et setransformant en chaque point selon(5.4). On de nit
de meéme des champs de covecteursT; (P) i(P) = (X)) setransformant suivant (5.7). Un tenseur

de type (m; n) aura m composartes contravariantes et n composartes covariantes

-I-i1:::im (5.8)

jitiin
se transformant par (5.4) pour les composartes corntravariantes et suivant (5.7) pour les composartes
covariantes. Par exemplele tenseur de type (0,2) T setransformera comme

a@* @&°
Ve e

Tout commele vecteur , le tenseur T existe independammen de sescomposartes

T (5.9)

T = Titim e, e, g1 gn (5.10)

jiiin

ou indique le produit tensoriel. Le type de tenseur est de ni par la donneedu couple (m; n). Il existe
deux operations sur leschampsde tenseursqui sort intrins equesa la variete, c'est-a-dire qui ne dependert
d'aucune structure additionnelle

(1) La di erentiation exterieure : nousnouslimiterons a endonnerla de nition dansle casd'un covecteur
T,, dont la deriveeexterieure est?
@ @
@G &
C'est un bon exerciceque de veri er que (dT); setransforme commeun tenseur (0,2).

(5.11)

(2) La deriveede Lie L d'un champ de tenseurs,qui estde nie de la facon suivante. Pour une fonction
scalairef (x'), L f estsimplemert la deriveedirectionnelle @f

Lf=@f = '@f (5.12)
Pour un champ de vecteurs
L =@ @=@' @'= L (5.13)
Un resultat important est que [@; @] de nit un champ de vecteurs.En e et
(@, @]f = @@f @Of =@ f (5.14)
La demonstration de ce resultat estimmediate

@('a) '@('er)

('@ ')xef) ('e)NeH)=@ f

Autrement dit, [@; @] est un operateur di erertiel du premier ordre. Le champ de vecteursL = [ ; ]
est le crochet de Lie deschamps de vecteurs et

[@; @]f

5.3 Connexions

5.3.1 Deriv ee covarian te

On pourrait penserqu'un objet comme@T; secomporte commeun tenseur(0,2) dansun changemer
de coordonnees,mais tel n'est pasle cas.En revanche, lestermesindesirables,ceux qui ne correspondent

2Nous n'aurons pas I'o ccasion de nous servir de la di erentielle exterieure, ni de la derivee de Lie. Cependant ces deux
notions donnent une bonne occasion de se familiariser avec les champs de vecteurs.
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pas a une loi de transformation de type (0,2) disparaissen dans le cas de la di erertielle exterieure
(dT);j , qui est bien un tenseur de type (0,2). De méme @T! n'est pas un tenseur de type (1,1). On va
donc chercher au lieu de la deriveepartielle @ une operation r ;, qui, appliqueesur un vecteur T/, donne
bien un tenseur (1,1). Cette operation sera appelee la derivee covariante. Nous allons exiger de cette
operation les propri etessuivantes

1. C'est un operation lineaire.
2. Elle sereduit a la deriveeordinaire pour une fonction scalaire f

rif = @f (5.15)
3. C'est une derivation : elle obeit a la reglede Leibniz.

Soit T! un vecteur (contravariant). Des proprietes(2) et (3) on tire
@fThH) riTH=fl@T r;T]

Cette equation montre que la quantit e[@T! r ;T!] nedependquede la valeur de T! au point P, T (P).
En e et, sileschampsde vecteursT9 et Ti cencident au point P : T9(P) = Ti(P), on peut ecrire un
developpemert du type X

T9 1= f 1) aecf (P)=0

On a donc

X - X

@T9 T ry(T9 T f1l /f (@®P)=0

I
@

Enn, dapresla propriete (1), [@T! r ;T!] estune combinaison lineairedesT', soit
@ T = LT

La quantit e {i est un coe cient de connexion, ou simplemert connexion, ou encore un symbole de
Christo el. Une méme variete peut etre munie de connexionsdi erertes. La seule condition est que la
connexion doit obeir aux proprietes(1 3). En resume, l'action de la derivee covariante sur un vecteur
Tl est

rT =@+ LT (5.16)

L'action de la deriveecovariante sur un covecteur s'obtient aisemert en remarquart que la quartit e T; S',
construite a partir du covecteur T; et du vecteur S' est une fonction scalaire,commeon le veri e a partir
de (5.5) et (5.7)
TS = T%"
et par consquern ' ‘
r i(TjSJ) = @(Tj S])

On en deduit

LT, (5.17)

riTy = @T; i

Attention cependart : cortrairement a ce que la notation pourrait laissercroire, }J-

de type (1,2)! La torsion }j estde nie par

n'est pasun tenseur

I — I
ou nous avonsintroduit une notation standard

A= A Aji Agiy = Aj + Aji (5.19)
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Contrairement au cas de la connexion, on peut montrer que la torsion est bien un tenseur de type
(1,2) : comme dans le cas de di erertielle exterieure, les termes indesirablesdisparaissen a causede
l'antisymetrisation dans (5.18).

L'action sur les vecteurs d'une base de coordonneesdonne directemert la connexion. En e et, d'apres
(5.16)
C o
(riem) = @y + j&m= 1

care = I . On peut donc ecrire

riem= . @ (5.20)

5.3.2 Transport parall ele et geodesiques

La notion qui suit logiquemert celle de connexion est celle de transport parallele. Examinons d'abord
cette notion dans le casd'une fonction. Soit une courbe C parametree par x'(t). Si une fonction f (x')
est constarte le long de la courbe C, on dira que la fonction f est transporteeparallelement le long de la
courbe C dl d

_ . X . X
f(x'(t+dt))" f x'+ Wdt () + @fadt

et f (x'(t)) = f (x'(t + dt)) implique

dx!

kil =0 5.21

@ (5.21)
En termesimages: \le gradient @f estperpendiculaire au vecteur vitesse". Un vecteur T' seratransporte
parallelemert le long de C si saderiveecovariante est\p erpendiculaire” au vecteur vitesse

dxk . dxk . . .
= — T = — T+ 1!
0= 4 "« a @ Ik
soit
T+ uc [ T'=0 ut = (5.22)

Il est essetiel de remarquer que I'equation (5.22) est une equation tensorielle admissible, valable dans
tout systemede coordonneessi elle est valable dans un systeme particulier, car

dxX »
—r T
da = K
est un vecteur, alors que
dxX o dTi
_ TI =
dt @ dt

n'est pas un vecteur. Si dT'=dt = 0 dans un systeme de coordonneesparticulier, rien ne garantit qu'il
en serade mémedans un autre systeme; cette equation n'a pas une structure tensorielle admissible. Le
transport paralleledependde la courbe ( gure 5.3), maisnon du systemede coordonnees.Sil'on sedonne
une courbe C entre deux points A et B parametrespar exemplepart = 0 ett = 1 et une condition
initiale T'(t = 0), alors T'(t = 1) est determine de facon unique car (5.22) est un systeme d'equations
di erertielles du premier ordre.

La notion de geadesiqueest etroitement assaiee a celle de transport parallele : une courbe G est une
geadesiquesi son vecteur vitesse est transporte parallelemen a lui-memele long de G, soit (rappelons
que u’ = dx'=dt) o o ,

ur U =@ + ), u)=0

ce qui donne I'equation desgeadesiques

d® ) dxtodxk

9z T Mg ar (5.23)
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@) (b)

Fig. 5.3{ (a) Transport parallele sur une sphere suivant deux courbes (des arcs de cercle) di erertes.
(b) Vecteurse et e du plan tangert.

ou nous avons utilise ‘ ) ) 5
d dx .ax! dx! _ d°x
- @ @ w@ @ T g

Deux remarquessur les geadesiques.

1. Seule la partie symetriqgue dans les deux indices inferieurs de la connexion intervient dans
I'equation desgeodesiques en d'autres termes, cette equation ne depend pas de la torsion.

2. Une geadesiquex’ (t) est determineede facon unique par la donneed'une position initiale x'(t = 0)
et d'une vitesseinitiale u'(t = 0). En e et (5.23) estun systemed'equationsdi erertielles du second
ordre.

5.3.3 Exemple de la sphere

Nous allons illustrer les notions de connexionet de transport parallele sur le casfamilier de la sphere
S?, choisie de rayon unite. Dans un premier temps il seracommode de considerer S comme une variete
plongeedans|'espaceR3. Le mouvemert #(t) = (x(t);y(t); z(t)) d'un point sur S? estrepere par exemple
par sescoordonneespolaires (t) et ' (t)

x(t) = sin (t) cos' (t)
y(t) = sin (t)sin' (t) (5.24)
z(t) = cos (t)

En di erertiant cesequationspar rapport at on obtient le vecteur vitesseu
u= e +'_ e (5.25)

ou lesvecteurse et e sort desvecteursdu plan tangent Tp ala sphere

D
1

(cos cos’; cos sin';  sin )= @@ (5.26)

e = ( sin sin'; sin cos; 0) = Q@ (5.27)

@
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Par convertion, nous noterons les vecteurs sans ece lorsqu'ils sort considerescomme des vecteursdu
plan tangert : (e ;e ), et avecune ede lorsqu'ils sort considerescommevecteursde R3 : (e ;e ). Tout
champ de vecteurssur la sphere X ( ;' ) peut sedecomposersur lesvecteursde basee et e

X(:")=X (;")e+X (;")e (5.28)
Sil'on consideree ete commedesvecteursde R®, on peut lesdi erertier par rapport a et' (f = £=r)

@e = ( sin cos; sin sin; cos)= P
@e = ( cos sin'; cos cos; 0)= cot e
(
(

. 5.29
cos sin'; cos cos; 0)= cot e ( )

sin cos; sin sin'; 0)= sin> A sin cos e

On constate que @e estorthogonal a Tp, que @e et @e sort contenusdans Tp et que @e posede
une composarte dans Tp et une composarte orthogonalea Tp. Soit

@=X @+X @

la derive directionnelle suivant X . Si Y ( ;') estun autre champ de vecteurs, I'expression (X @Y ne
de nit pas un vecteur de Tp : c'est bien un vecteur de R3, mais ce n'est pas un vecteur de Tp. Pour
obtenir un vecteur de Tp, il faut projeter sur ce plan a l'aide du projecteur P
h i
P (X @y =(X MY

et cette projection de nit une deriveecovariante. En e et
c'est une operation lineaire
elle sereduit a la deriveeordinaire pour une fonction
c'est une derivation

Pour faire le lien avecles notations utilis eesjusqu'ici, on sedonnela correspondance ! xlet' | x?:
e! e,e ! e Delequation(5.20)r jen = L. e ontire par identi cation avec(5.29)

r e=0 r-e =cot e
(5.30)

cot e r- e sin cos e

_‘
1

d'ou la connexion '
.= . =cot .« = sin cos (5.31)

les autres composartes etant nulles. A partir de ce point on peut oublier que S? est plongeedans R® :
les equations (5.31) de nissent de facon intrins eque une connexion sur S2. Ceci donne I'equation des
geadesiques

* sin cos '?2=0
(5.32)
'+ 2cot L =0

C'est un exerciceinstructif, mais pas entieremert trivial, de montrer a partir de cesequations, que les
geadesiquesde la sphere sort desgrands cerclesparcourus a vitesse constarte.

5.4 Metrigue et courbure

5.4.1 Connexion associee a une metrique

Dans I'exemple de la sphere S? donne ci-dessus,on sait que la metrique euclidienne sur R®

ds? = dx? + dy? + dz? (5.33)



5.4. METRIQUE ET COURBURE 53

induit sur la sphere unite une metrique

ds?=d 2+ sin® d 2= g;(;" )dx'dx (5.34)

aveccommeprecedemmen x! = etx? ="' ; g; estappelele tenseur metrique, et sousforme matricielle
A | 0

g( ’ )_ 0 SinZ (535)

La longueur d'un arc de courbe C : ( (t);' (t)) sur la sphere est

" #_
Z., 5 SH1=2

e d—t +sin?  — dt (5.36)

ta

Une metrique g; (X) sur une variete M est un tenseur symetrique (g; = g;ji) (0,2) qui de nit une forme
bilineaire ( ; ) surlesvecteurs: etant donne deux vecteurs et , cette forme bilin eaire est

(;)=gi(x) "} (5.37)

De plus la matrice g; doit &tre une matrice positive. Si I'on sait munir la variete M d'une metrique,
le tenseur metrique gj (x) permet de calculer la longueur d'un arc de courbe sur la variete® par une
generalisation immediate de (5.36)

Z ta . . 1=2
. dx' dx!
= . Gi (X)W s dt (5.38)
De nissons le covecteur assaie au vecteur par
=g (x) ! (5.39)

Alors la forme bilineaire ( ; ) peut s'ecrire

et peut &tre interpretee commele produit scalaire desvecteurs et . On voit que le tenseur metrique
permet de \descendrelesindices” suivant (5.39), enassaiant par exempleun covecteura un vecteur. On
note g! (x) la matrice inversede g; (x)

g (g x) = ¥
qui existecar g; estsupposeede nie positive. Le tenseurg! permet de\monter lesindices", par exemple
=g

Cette equation, tout comme (5.39), segeneralisert trivialement a un tenseur quelconque,par exempleon
passed'un tenseur (2,0) a un tenseur (1,1) par

T = gk TX
La trace d'un tenseur (1,1) est de nie par
TrT=Ti=ge T = g* Ty (5.40)
Les notions de connexion et de metrique sort a priori desnotions independartes. Cependart, ainsi que

nous allons le voir, on peut deduire d'une metrique une connexion unique, la connexion asseiee a la
metrique, pourvu gue l'on exige les deux conditions suivantes

3Nous nous placons pour linstan t dans le cas d'une metrique euclidienne, cas ou la matrice gj estde nie positive.
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1. La torsion est nulle est dans une basede coordonnees: }k = ikj
2. La deriveecovariante \tue la metrique” : r yg; = 0

En manipulant les indices dans I'equation r yg; = O et en utilisant la symetrie }k = 'k, on trouve
I'expressionexplicite de la connexionassaieea la metrique

= 0iE %gk' (@ui + @y @) (5.41)

Le fait que l'on obtienne cette formule explicite montre que la connexionassaieea la metrique est bien
unique.

Pour illustrer cesconcepts,revenonsa I'exemple de la sphere ou
ds? = d 2+ sin® d'?
g = 1 g-=g =0 g = sin’
On veri e imediatemen que la connexiontrouv eeen (5.31) est symetrique et tue la metrique (5.34)
rigk=20

La connexion (5.31) estbienla connexionassaieea la metrique, commeon peut le veri er explicitement
en evaluant (5.41) dansle casde la metrique de la sphere.

Terminons cette breve revue de la connexion assa@ieea la metrique par I'enonce de quelquesproprietes
utiles. Tout d'abord on remarquequesi l'on utilise dansla deriveecovariante (5.16) la connexionassa@iee
a la metrique, alors cette deriveecommute avecl'operation de monteeou de descete desindices

reTi=r k(gij Tj) = G (r ij) (5.42)

ou nousavons utiliser g; = 0. Ensuite, si T'(t) et S'(t) sort desvecteurstransportesparallelemert le
long d'une courbe C, leur produit scalaire est invariant le long de cette courbe

Ukr k(g T'S ) = Uk gy (r kTS + g T'(rkS') =0 (5.43)
car par de nition du transport parallele
ukr T = ukr S =0

La divergence(ordinaire) d'un champ de vecteurs @T' n'est pas un scalaire,maisr ; T' estun scalaire

riTi = @Ti+ LiTk
1 .
= Py ePgTh (5.44)

avecg = detg; . Enn une remarque importante concerneles geodesiques.Nous avons donne en (5.38)
une expressionde la longueur d'une courbe ertre deux points de parametrest, et tg . On peut montrer par
destechniquesstandard de calcul variationnel que I'on retrouve I'equation (5.23) desgeodesiquesavecla
connexionassaieea la metrique (5.41) encherchant la courbe qui minimise (plus generalemer extremise)
la longueur " ertre deux points A et B x es: = 0. Mais en fait I'equation (5.23) ur u' = 0 donneen
plus la facon dont est parcourue la geodesique.Ceci s'explique par le fait quet est un parametre a ne
(cf. (3.11). Sil'on choisit un parametre nonane , alorsukr u' = u', ou estune constarte. On le
voit dansle casd'un mouvemert rectiligne uniforme dans|'espaceeuclidien ordinaire, ou les geodesiques
sont desdroites.

Cd%e 0
Cdi2

2

1. Geodesiqueavec parametre a ne

<+

2. Geadesiquesavec parametre non a he

dr
27 d

o
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5.4.2 Tenseur de courbure

Il nousrestea de nir la notion de courbure. A partir d'une connexionquelconque(non necesairemeh
asswieea une metrique) et d'une basede coordonneese; on de nit le tenseur de torsion |

r«@ Tri&= K6

et le tenseur de courbure Riqk,4

[Fiirileg= Rigae (5.45)

La de nition de la torsion suit de (??), compte tenu de (5.20). En utilisant une approche analoguea
celle qui suit (5.15), on peut montrer que|r «;r ]eg estune fonction lineairedese;, cequi justie (5.45).
Si la connexion est symetrique, une manipulation d'indices permet de calculer explicitement R'

Ru= @y+ @4 ot b ok (5.46)

L'in terpretation geometrique la plus parlante du tenseur de courbure est la suivante : considerons un
covecteur T; transporte parallelemert le long d'une courbe fermee C. Apresavoir parcouru une fois la
courbe fermee, le covecteur T; estdi erert du covecteurinitial par T;, qui vaut
1 |
Ti= SRT xKdx! (5.47)
Si un vecteur est transporte parallelemen a lui-me&mele long d'une courbe fermee et qu'il ne concide
pas avec le vecteur initial, la courbure est necessairemené 0

En relativit e generale, la situation esttressouvert la suivante. On disposed'une metrique g, a partir de
laquelle on calcule la connexionassaieea la metrique via (5.41), puis le tenseur de courbure via (5.46).
Le schemaest donc le suivant®

metrique ! connexion! courbure
Les expressions(5.41) et (5.46) montrent que le tenseur de courbure depend non lineairemert de la
metrique. Le tenseur Riqk, veri e plusieursrelations de symetrie, par exemple

Riqkl = Riqlk

eviderte d'apres (5.45). En raison de ces proprietes de symetrie, on montre que dans une variete de
dimension N le tenseur de courbure possde

N
dv = 5NAN? 1)

41l existe une correspondance interessarie avec les theories de jauge, abeliennes et non abeliennes. Pour simplier la
discussion, je me limiterai aux th eories abeliennes dans un situation independante du temps. Dans le formalisme de l'in tegrale
de chemin, le poids statistique d'une tra jectoire d'une particule chargee de charge g est donnee par

z, !
exp i9 dr A(F)
- Kc)

ou A est le potentiel vecteur. Cette expression peut etre interpr etee comme le transp ort parall ele de la fonction d'onde du
point 1 au point 2 en suivant la courbe C. L'analogue de la courbure est le champ magnetique
B=r K&
et si la courbure est non nulle, le transp ort parall ele le long d'une courbe fermee est non trivial
| Z Z

A dr= B dS

d'apr es le theoreme de Stokes. L'analogue de la derive covariante est
q

D=7 i=-A

5Les calculs explicites de (5.41) et (5.45) etant donne une metrique sont en general longs et penibles et ils ne sont pas
instructifs. lls servent juste a se convaincre que l'on serait encore capable de passerle concours de I'Ecole Polytechnique. Il
existe des programme Mathematic a pour e ectuer cescalculs de facon automatique (voir le site WEB du livre de Hartle).
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composartes independartes, soit

N = 2 d2=1
N = 3 d; =6
N = 4 ds= 20

Le tenseur de courbure obeit aussia l'identit e de Bianchi, qui est en fait relieea l'identit e de Jacobi
I iRjkg = 0 (5.48)

ou [ ] indique l'antisymetrisation comme dans (5.19). A partir du tenseur de courbure on construit le

tenseur de Ricci Rjj , qui est un tenseur symetrique

- - - k k k| kol

Ri =R% =Ri=@ &k @ i+ | i ko ij (5.49)

et la courbure R = R',, qui estla trace du tenseurde Ricci, et estdonc un scalaire.Le tenseur symetrique
Gij

1
Gij = Rij E R Gij (5.50)

veri e, en raison de l'identit e de Bianchi, l'identit e importante

r'Gy =0 (5.51)

Pour N = 2 et N = 3, le tenseur de courbure peut &tre construit a partir du tenseur de Ricci et de
la metrique, et si R; = O, le tenseur de courbure s'annule. Nous verrons que les equations d'Einstein
impliguent que le tenseur de Ricci s'annule en I'absencede matiere, et donc la courbure doit s'annuler
dans le vide en dimension 2 et en dimension 3, ce qui entra™ne l'absencede forcesde gravitation : selon
Einstein, la gravitation ne peut exister que pour desdimensionsd'espace-temps 4!

5.5 Adaptation a la relativit e generale

La dimension de I'espace-tempsetant N = 4, la relativit e generale utilisera une variete a quatre
dimensions. Un point de cette variete serarepere par quatre coordonneesx , = (0;1;2;3). Comme
dans le chapitre 3, x° = 0 est une coordonnee de type temps, et x| une coordonnee de type espace.
Cependart on doit tenir compte de ce que la metrique g n'est pasde nie positive, mais que la matrice
g ,tout comme , a une valeur propre positive et trois valeurs propres negatives. Il est facile de se
convaincre que le nombre de valeurs propres negativesest inchange dans un changemen de coordonnees
(5.5), et la seuleconsquencepratique est que, tout comme dans I'espacede Mink owski (cf. (3.7)) , la
quartit e ds®> (\I' elemert de longueur")

ds?>=g x x (5.52)

peut etre positive, negative ou nulle®. Commela matrice g  est symetrique, on peut la diagonaliserpar
une transformation orthogonale en un point donne x, ; evidemmert la diagonalisation ne seraen general
pasvalable enun autre point. On peut ensuite e ectuer une dilatation sur chacunedesquatre coordonnes
de facon a seramener a la situation de I'espace-tempsplat : g (Xo) ! . Un nouveau changemen de
coordonneespermet d'eliminer les termes lineairesO(x Xo) avec pour resultat

g ()=  +0(x xp)? (5.53)
D'apres(5.41) la connexion s'annule en Xq

(Xo) = O (5.54)

60n doit remplacer dans (5.44) P g par v igj.
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L'equation (5.53) (ou (5.54)) de nit un referentiel d'inertie local (RIL) : c'est le referertiel en chute libre
du chapitre 2. On peut assaier a ce RIL une base pseudo-orthogonalecomme celle de I'espace-temps
plat. Cette basene doit pasetre confondueavec une basede coordonnees.

Dans le RIL, I'equation d'une geodesiqueest localemert celle d'un mouvemert rectiligne uniforme (cf.
(3.11))

d?x du

—-=0o0ou —=0 5.55

92 q (5.55)
ou u estla quadrivitesseet le temps propre, mais (5.55) ne peut pas etre valable partout : ce n'est
pas une equation tensoriellemert admissible. L' equation tensoriellement admissible qui sereduit a (5.55)
est |'equation d'une geadesique

= ——+ - = .
ur u g2 4 d 0 (5.56)
Les particules, massivesou non, suivent desgeodesiquesde I'espace-temps: (5.56) sereduit a (5.55) dans
un RIL.

Une derniereremarqueconcernela loi de consenation du tenseurenergie-impulsion.L' equation de conser-
vation (3.18) @ T = 0 n'est pas une equation tensoriellement admissible. L' equation tensoriellemen
admissible qui sereduit a celle-cidansun RIL est

r T =@T + T + T =0 (5.57)

Bibliographie.

Tousleslivres de relativit e generalecortiennent uneintro duction ala geometrie di erertielle, par exemple
Hartle [2003], chapitres 7, 8 et 20. A mon avis aucune de cesintro ductions ne vaut I'expose de Doubro-
vine et al. [1983],chapitres 3 et 4.
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Chapitre 6

Solutions a symetrie spherigque

6.1 Equation d'Einstein

Le principe qui sous-tend I'equation d'Einstein consiste a ecrire une relation entre la geometrie
et I'energie-impulsion. On ne peut pas demortrer I'equation d'Einstein, tout comme on ne peut pas
demortrer les equationsde Maxwell ou de Newton. Toutefois on peut argumerter de la facon suivante.

1. C'est I'equation la plus simple possiblesatisfaisart au princip e precedert.
2. Elle est mathematiquemert cohererte et de nit un problemede valeurs initiales.
3. Elle redonnel' equation de Newton dans une limite appropriee.

L'equation la plus simple possibleest la suivante

G R %Rg = 7 (6.1)

ou estune constarte de proportionnalit e a determiner. En e et, si I'on veut avoir dansle membre de
droite le tenseur energie-impulsion,le membre de gaude doit aussietre un tenseur symetrique d'ordre
deux construit avecla courbure. Les deux tenseurssymetriques les plus simplesa notre disposition sort
le tenseurde Ricci R et le tenseurmetriqgue g . Comme le tenseur energie-impulsionobeit a I' equation
de consenation

r T =0

il doit en etre de mémedu membre de gaudhe de (6.1), et compte tenu de l'identit e de Bianchi (5.51), la
seulecombinaison possiblede R et deg convenableest preciemert G . Prenant la trace de (6.1)
on deduit la courbure scalaire sousla forme

R = T =T

ce qui permet de recrire (6.1) sousla forme souvert utile

1
R = T > Tg (6.2)
Souscette forme, on voit immediatemert qu'en I'absencede matiere (T = 0), le tenseur de Ricci et la

courbure sort nuls. Dans un espace-tempsie dimension 3, ceciimplique que le tenseurde courbure est
nul, et il ne peut y avoir de gravitation dansun sensusuel que pour une dimension 4!

Il reste a xer la constarte . Pour ce faire, nous allons nous placer en champ gravitationnel faible
independart du temps et considerer une situation ou les vitessesdes particules contribuant a T sort
petites par rapport a c. Danscette limite Too' T' , ou estla densite de matiere, et toutes lesautres
composartes du tenseursort negligeablegpar rapport a Tog. L'hypothesedu champ faible permet d'ecrire
Ooo = 1+ hgo, avecjhgej 1, et la composarte (00) de (6.2) devient

1

Roo = éToo

59
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Nous devons evaluer la composarte Rgp du tenseur de Ricci a partir de la metrique. D'apres(5.49)
Roo=@ o @ oo+ O(?)

et lestermes O( 2) peuvert &tre negligescar ils sort d'ordre (hoo)?. La contribution de @ s'annule dans
une situation stationnaire et il neresteque @ gy. En utilisant (5.41) on evalue {

1 1
00 = ég" (@go+ @oo  @goo) ' > T @hoo

ou " represere les composartes spatiales du tenseur de Mink owski (rappelons que les lettres latines
vont de 1 a 3 et etiquettent les composartes spatiales). On en deduit

1 . 1
Rpn= = hoo= =1 2h
00 5 @@ hoo > 00
soit
rhoo= Too=

Mais nous avonsvu au chapitre 1 quehgg = 2 ( ), ou  estle potentiel gravitationnel, et donc
2 — —
r == =460G
(9=

d'apres| equation de Poissonpour . Nous pouvons donc faire l'identi cation = 8 G, cequi donne
pour (6.1)

G R %Rg = 8GT (6.3)

L'equationd'Einstein peut etre vue commeun ensenble d'equationsaux deriveespartielles non lin eaireset
du secondordre pour la metrique g . Lesdix equationssort enfait reduitesa 6 equationsindependartes
en raison de l'identit e de Bianchi r G = 0. En principe, si'on sedonneg et sesderiveespremieres
par rapport au temps sur une surface du genre espace(par exemple sur une surfacet = to = cste), on
doit pouvoir calculerg (x) pour tout tempst > to. En fait la situation est plus complexeen raison de
la possibilite de transformations de jauge, et en pratique on essaieraplutdt de construire une metrique
compatible avec les symetries du probleme.

An de discuter commodemert des generalisations possiblesde I'equation d'Einstein (6.3), il est utile
d'introduire l'action d'Einstein-Hilbert Sy : en e et il est possible de deduire (6.1) d'un principe de
moindre action, en de nissant 7

SH aix " jgiR (6.4)

Un calcul un peu long montre alors que

1 S
g 9
Pour obtenir le secondmembre de (6.1), il faut sedonner une action Sy, pour la matiere, et par de nition
le tenseur energie-impulsionest

1 S

T =p=—" (6.6)

g 9
Par exempleSy pourrait etre I'action d'un champ scalaire. Dans cesconditions I'equation d'Einstein se
deduit du princip e de moindre action

1
g— ESH + SM =0 (67)

On peut generaliser(6.1) en ajoutant un terme de constarte cosmologique

G = 8GT g (6.8)



6.2. METRIQUE DE SCHWARZSCHILD 61

Ceciestbien compatible avecla structure tensorielle, mais ne redonnepasla gravit e newtoniennedansles
limites convenables.On peut reinterpreter cette constarte cosmologiquecomme une contribution a T
provenart de I'energiedu videl. Une autre generalisation possibleconsistea ajouter a Sy des derivees
deg d'ordre plus eleve que deux, par exempleen introduisant destermesnon lineairesen R

z

Sy = d4xpja R+ ;R?+ ,R R +:::

ou a ajouter un melange avec un champ scalaire couple a la courbure, comme dans la theorie de
Brans-Dicke d

pf 1
Sep = d'x jg f(R) 50 @@ V()

A cepoint, il vaut la peine de bien caracteriserla relativit e generale par rapport a la relativit e restreinte.
Cette caracterisation est parfaitement resumeepar T. Damour (Damour [2005]).\Le princip e derelativit e
generale a un statut physique di erert du principe de relativit e restreinte. Le principe de relativit e
restreinte est un principe de symetrie de la structure de I'espace-tempsqui a rme que la physique est
la m&medans une classeparticuli ere de referertiels, et que donc certains phenomenes\correspondarnts”
sederoulent de la mémefacon dans desreferertiels di ererts (\transformations actives"). En revanche,
le principe de relativit e generale est un principe d'indi erence: les phenomenesne se deroulert (en
general) pas de la mémefacon dans des systemesde coordonneesdi ererts, mais aucun dessystemesde
coordonnees(etendu) n'a de statut privil egie par rapport aux autres."

Nous n'insisterons pas sur les veri cations de la relativit e generale et renvoyonsa la revue recerte de T.

Damour (Damour [2005]): enresurre, la relativit e generalea etetesteeaujourd’hui dansdessituations tr es
diverses,depuis notre ervironnemen immediat (systeme GPS) jusqu'aux con ns de I'Univ ers (lentilles

gravitationnelles). Les tests les plus precisatteignent une precisionrelative de 10 .

6.2 Metrigue de Schwarzschild

Lorsqu'une metrique est invariante dans un changemen de coordonneesparticulier, on dit quel'on a
une symetrie de la metrique. Dans le cas simple ou la metrique est invariante par une translation, par
exemplex! ! x!+ a, on assaie a cette invariance un vecteur de Kil ling

= (0;1,0,0) (6.9)

Les consequenced'une symetrie de la metrique se deduiset commodemert de I'etude des vecteurs de
Killing. En particulier on montre que u estinvariant le long d'une geodesique,u = dx =d etant la
guadrivitesse le long de cette geadesique.

Nous allons nous interesserau casde la symetrie spterique. Il estintuitif, mais long a montrer rigoureu-
semen, que la partie spatiale de la metrique gj / i . En e et ceciassureque la partie spatiale du ds?
a la forme

dx? + dy? + dz?

lestermes tels que dxdy etant incompatibles avecla symetrie spherique. Ecrivant
dx?+ dy? + dz? = r2(d 2+ sin> d 2)=r3d ?

la forme la plus generale de la metrique compatible avec la symetrie spherique est, en fonction de deux
coordonneesa et r
ds? = Gua(a;r)da® + 2g, dadr g (a;r)dr?  r?d 2 (6.10)

Destermes croises(a; ), (a;' ), (r; ) et (r;' ) sort exclus par la symetrie spherique. On peut donc se
limiter al'etude descoordonnees(a;r). On e ectue un changemen de coordonneesa! t(a;r)
@ @

dt = —da+ —dr
@ @

1Voir cependant la note 4 du chapitre 4.
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et on souhaiterait avoir
ds? = A(t;r)dt? B(t;r)dr? r2d ?

cequi donne 3 equationspour 3 fonctions inconnues,t, A et B. On peut donc toujours mettre la metrique
sousla forme

ds? = e "V g2 e2 iV gr2 2 2 (6.11)
Il faut evidemmert prendre garde au fait que la relation ertre t et le temps e ectivemert mesure par
un obsenateur est indirecte (cf. (6.15)), et de mémer n'est pas la distance au certre de symetrie. En
revandhe la surfaced'une sphere de rayon r est bien 4 r2. On va s'interesserpour l'instant uniquemert
a la region exterieure a la sourcedu champ de gravitation, ou le tenseurde Ricci R = 0 d'apres(6.3).
Notre programme consiste maintenant a calculer le tenseur de Ricci a partir de la metrique (6.11) et a
l'annuler. On trouve a partir de (5.46)

2
Ry = F@zo

h i
e? r(@ @) 1+1=0

R

On endeduit que estseulemen une fonction der, (r);deplus@R =0=) @@ = 0 soit
(rit) = £(r) + o(t)
ce qui donne pour la metrique
ds? = e?' (N 20 gt2 g2 (Ngr2  r2g 2 (6.12)
On e ectue un changemen de variablest ! t°tel que
dt®= e dt

et en reetiquetant t°! t on obtient le theoreme de Birkho

ds?= & D dt?2 & dr? r2d 2 (6.13)
En mots, le theoreme de Birkho nous dit que dans le cas d'une symetrie spherique, la metrique est
stationnaire, cequi implique I'existenced'un vecteurdeKilling = (1;0; 0; 0). Une distribution dematiere

a symetrie spherique ne rayonne pas d'ondes gravitationnelles, de m&me qu'en electromagretisme une
distribution de chargesa symetrie spherique ne rayonnepas: il n‘existe pasde rayonnemert monopolaire!

Pour nir de determiner la metrique, examinonsla combinaison suivante de Ry et de R;,
2
e )Rtt Rir = F(@ +@)=0

dou = + cste.Enn R = 0 devien, compte tenu desresultats precederts

C
e? 2r@ +1)=1=) @ re*? =1=) e? =1+ T
Ceci conduit a la forme suivante de la metrique

1
ds? = 1+% dt? 1+% dr? r2d 2

Pour determiner la constarte C, il reste a examiner la limite de champ faible ou

o' 1+2(r)=1 ZGrM
ce qui donne la forme nale de la metrique se Schwarzsdild
2GM 2GM !
ds?= 1 — di2 1 : dr? r2d 2 (6.14)

La metrigue de Schwarzsdild donne accesa tous les resultats classiquesde la relativit e generale
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deviation de la lumiere par une masse

precessiordu perihelie de Mercure;

decalagevers le rouge gravitationnel ;

retard de I'echo radar

etc.
Il faut calculer les geadesiqueset utiliser le fait que  u est une constarte le long de cesgeadesiques,
si  est un vecteur de Killing. Les calculs exacts n'etant pas possiblesen general, on doit e ectuer un
developpemert en puissancesde v=c appele approximation post-newtonienne.

6.3 Trous noirs

La metrique de Schwarzsdild senble singuliere lorsquela coordonneer = rg = 2GM (rs = 2GM =¢
si I'on retablit c); rs est apele le rayon de Schwarzschild Dans le casdu Soleilrs ' 3km, ce qui est
evidemmert negligeablepar rapport au rayon du Soleil, que I'on peut donc assimiler en pratique a une
masseponctuelle. En revanche le rayon d'une etoile a neutrons est du méme ordre de grandeur que son
rayon de Schwarzsdild?, et la question de savoir ce qui se passelorsquer ! rg estinteressate. Le
calcul de la courbure scalaire R pour r = rg donne un resultat ni, ce qui suggere que la singularite de
la metriqgue de Schwarzsdild ar = rs est un artefact du systeme de coordonnees,ce que nous allons
montrer en exhibant un systeme de coordonneesmanifestemen non singulier a r = rs. Nous allons
toujours nous placera ( ;') X es,et prendre en compte uniquemert les coordonneest et r. Examinons
d'abord le decalagevers le rouge gravitationnel (gure 6.1). L'observateur O; enr; emet dessignaux a
desintervalles t reguliersdansune direction x ee(d = d' = 0), mais pour lui lesintervallesde temps
propre ertre I'emissionde deux signaux consecutifs sornt

LN

(%]

S

Fig. 6.1{ Decalageversle rouge gravitationnel. La trajectoire desphotons est en pointill es.

2GM
M

1= 1

t (6.15)

Compte tenu d'une relation similaire entre t et les intervalles de temps propre de I'observateur O, en
r, entre la reception de deux sighaux congecutifs, on obtient pour le rapport entre frequencesecueset
emises

N

__1_ 1 26M=r, , 26M =2
B 2_ 1 2GM=r, r, rs r

=

2rg ' 0:4r sir' 10km est le rayon d'une etoile a neutrons dont la masseest egalea' 1:5fois celle du Soleil.
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et pour un obsenateur O, al'inni, avecr; = renm

2GM 12

l'em

Iy =lem 1 (6.16)

Lorsquerem ! rs, le rythme d'emissiondessignaux et la frequencedes photons tendent vers zero pour
un obsenateur a I'in ni, et bientdt il ne verra plus rien : au fur et a mesureque rem ! g, le rythme
dessignaux est de plus en plus ralenti et I'energiedesphotons deviert de plus en plus petite. Il estaussi
interessam d'examiner le cone de lumiere

dt 2GM
_ = 1
dr r

ce qui montre que I'angle au sommetdu cone deviert de plus en plus aigu quandr ! rs (gure 6.2).

1

(6.17)

r=12rg rrs

Fig. 6.2{ Evolution desconesde lumiere dans les coordonnees(t; r).

Pour comprendre ce qui se passelorsquer < rg, il faut faire appel a un autre systemede coordonnees.
Le plus simple est sansdoute celui d'Eddington-Fink elstein (EF) ou (t;r) ! (v;r), avec

r r
t=v r ZGMInZG—NI 1=v r rslng 1 (6.18)

A partir de (6.18) on obtient immediatemert

1
dt = dv T Tocr
s=

d'ou le ds?
2
2 = 1 'S dv; 1r—sldr2
r 1 rg=r r
= 1 rTS dv? + 2dvdr  r2d 2 (6.19)

On constate que la metrique n'est plus singuliere pour r = rg! De plus le determinant g de la metrique
vaut

Oir=rs = rd sin?
et g ! existe pour r = rg. Etudions le cone de lumiere; il faut resoudrel' equation ds? = 0
ds?= 1 rTS dv2 + 2dvdr = 0 (6.20)

Il y a deux possibilites
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Fig. 6.3{ Lesrayonslumineux erntrant et sortants dans lesvariables (t;r). D'apresHartle [2003].

1. dv = 0, v =cste.Pourr rs, celacorrespond at + r = cste, c'est-a-dire a des rayons lumineux
ertrants : r decrdt sit crot.

2.
1 rTS dv+ 2dr = 0
soit
v 2 r+rslnL 1 = cste
s
Sir rs

v 2r' t+r 2r=t r = cste

ce qui correspond a desrayons lumineux sortants : r crot sit cro.

Pour la discussiongenerale,il estcommaode d'intro duire la variable t= v r. Lorsquel'on setrouve dans

le cas(1), on aura t+ r = cste,cequi correspond a desdroites entrantes pour r > rs aussibien que pour
r < rs. Dansle cas(2)

t=cste r+2 r+rsin I 1
s
soit
dt 2
— =1+ — 6.21
dr = 1 ( )
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Fig. 6.4{ Schemade I'e ondrement gravitationnel d'une etoile. D'apresHartle [2003].

cequi veut dire que
ac I +1 ar !
dr r! r; dr r! I'S

d'ou le schemadela gure 6.3.La surfacer = rg estune surfacea trois dimensionsdu genrelumiere; les
rayonslumineux sepropagert le long de cette surface,qui est appeleel’horizon du trou noir. Aucun rayon
lumineux emisdepuisr  rs nepeut sepropageral’in ni. La gure 6.4donnele schemade I'e ondrement
gravitationnel d'une etoile qui termine savie commeun trou noir. Les rayons emis depuis la surface de
I'etoile sort d'abord recus par un obsenateur a I'in ni, puis leur frequencediminue progressivemert au
fur et a mesurede I'e ondrement, jusqu'au momert ou l'observateur ne recoit plus rien.

Comme par de nition on ne peut pas voir un trou noir, on ne peut avoir que despresomptionssur leur

existence.La premiere possibilite de trou noir vient de I'e ondrement gravitationnel d'une etoile dont la

masseest superieure a 3 fois la massesolaire environ. L'existence d'un tel trou noir peut &tre \mise en

evidence"s'il a un compagnondont il perturbe l'orbite. On a ainsi \d etecte" dansla Galaxie une dizaine
de trous noirs plausibles, dont celui du Cygne. Une autre possibilite est que I'on ait destrous noirs au

certre de certaines galaxies, dont la massepourrait atteindre un million voire un milliard de masses
solaires.ll esta peu prescertain qu'il existe un trou noir d'environ un million de fois la massesolaire au

certre de notre Galaxie. En n les quasarssort probablemert destrous noirs gearts, dont la masseest
de l'ordre de 10° massessolaires, et qui \avalent" une quartit e de matiere enorme autour d'eux. Cette

matiere rayonne desrayons X en abondance,ce qui permet de conclure a I'existence plausible d'un trou

noir. Toutes les galaxiesont probablemert en leur certre un tel trou noir. Mais commeil n'y a plus de

gaz a aspirer, le trou noir deviert \in visible" faute d'etre alimente.
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