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Abstract

We show the hyperbolic and complex function field versions of Lang’s conjecture for
smooth projective surfaces S having a fibration f : S — C with orbifold base an
orbifold curve of general type. The fibre multiplicities defining the orbifold base are
non-classical, and simply-connected surfaces S can occur. Also, it is not possible
in general to reduce to the easy case where C itself is a curve of general type by
a finite étale cover ¢ : S — S. We leave open the arithmetic version of Lang’s
conjecture, which rests on an orbifold version of Mordell’s Conjecture, consequence
of the ABC-conjecture, but apparently not of the proofs of Falting’s result.

Introduction

On se propose d’illustrer, sur 'exemple des conjectures de S. Lang, dans le cas
des surfaces, les similarités et différences entre les deux notions de fibre multiple:
la notion classique (basée sur pged), et la notion introduite dans [Ca 01] (basée sur

La conjecture de Lang pour les surfaces S de type général peut étre for-
mulée en trois versions au moins: hyperbolique, corps de fonctions (complexe) et
arithmétique. La version hyperbolique, par exemple, affirme I’existence d'une courbe
projective D C S contenant l'image de toute application holomorphe non-constante
de C dans S.

Cette conjecture peut-étre réduite tres simplement au cas des courbes, et donc
démontrée dans ses trois versions lorsqu’il existe une fibration f : S — C sur une
courbe C' de type général (ie: g(C) > 2), ou plus généralement, lorsqu’un revétement
étale fini S’ de S possede cette propriété (purement topologique, par un théoreme de
Siu ([Siu80] ): le groupe fondamental de S a un sous-groupe d’indice fini admettant



pour quotient un groupe de surface). Cette observation est utilisée dans [C-S-S97]
et [D97]).

Cette derniere propriété peut étre cependant aussi formulée comme suit: il existe
une fibration f : S — C dont la base orbifolde pour les multiplicités classiques (voir
définition en 1.2 ci-dessous) est une courbe orbifolde de type général. La multiplicité
classique d'une fibre F' = Y=, ; m;.F; est définie par m*(F) := pged{m;, j € J}.

On se propose ici d’étendre cette solution de la conjecture de Lang au cas ou
les multiplicités classiques des fibres de f sont remplacées par les multiplicités non
classiques m(F') := inf{m;, j € J}, introduites naturellement dans [Ca01] (voir 1.1
ci-dessous pour une justification).

Ce changement de définition souleve des problemes nouveaux: les fibres multiples
ne peuvent en effet plus étre éliminées par un revéetement étale de S, et les solutions
de la conjecture de Mordell pour les courbes de type général (dans ses trois versions)
ne peuvent donc plus étre invoquées.

Ce fait est illustré par I'exemple donné au §5 d’une fibration f : S — P! dans
laquelle la surface projective S est lisse et simplement connexe, et la base orbifolde
(nécessairement non classique) est de type général. De tels exemples peuvent étre
définis sur des corps de nombres, ou méme sur Q.

La solution de la conjecture de Lang dans cette nouvelle situation peut
néanmmoins encore étre réduite, apres définition adéquate de la notion de point
k-rationnel d’une courbe orbifolde, a la solution d’une version orbifolde de la con-
jecture de Mordell. Nous établissons ici les deux premieres versions (hyperbolique
et corps de fonctions, cette derniere sous une forme un peu affaiblie, voir remarque
3.21), mais pas la version arithmétique. On ne dispose pas, en effet, dans le con-
texte orbifolde, du plongement Jacobien, qui joue un role essentiel dans les solutions
existantes de la conjecture de Mordell.

Cette version orbifolde de la conjecture de Mordell arithmétique (voir 4.2 pour
I’énoncé précis), bien que conséquence de la conjecture abe est cependant d’un intérét
indépendant, et permettrait par exemple de montrer que les surfaces lisses et sim-
plement connexes construites au §5 ne sont pas potentiellement denses.

Des discussions avec P. Eyssidieux et E. Peyre sont a ’origine de la version corps
de fonctions considérée ici. Je les en remercie, ainsi que J.L. Colliot-Thélene pour
I’observation 4.8, et L.Gruson et T. Peternell, pour leur relecture de la §.5.
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1 Base orbifolde d’une fibration

On rappelle ici un certain nombre de notions introduites dans [Ca01] auquel on
renvoit pour plus de détails.

1.1  Orbifoldes, fibré canonique et dimension de Kodaira

Une orbifolde (Y/A) est la donnée d’une variété projective complexe normale et
connexe Y et d'un Q-diviseur orbifolde A := 3" ;(1 —1/m;).A; sur Y, dans lequel
J est un ensemble fini, les m; > 1 sont des entiers, et les A; des diviseurs (de
Weil) irréductibles distincts de Y tels que le diviseur Ky + A soit Q-Cartier. (Cette
condition sera toujours vérifiée dans la suite ou Y sera lisse). On dira que 'orbifolde
(Y/A) est supportée par Y.

Le Q-diviseur Ky + A := Ky a) est appelé le diviseur canonique de (Y/A), et
k(Y/A) = k(Y, Ky + A) est appelé sa dimension de Kodaira. On a donc toujours:
K(Y/A) > k(Y) si Y est lisse (ou si Ky est Q-Cartier).

On dira que (Y/A) est de type général si k(Y /A) = dim(Y') > 0.



On pourrait, dans cette situation, définir aussi le groupe fondamental de cette
orbifolde. Voir [Ca01].

1.2 Base orbifolde d’une fibration
1.2.1 Multiplicités

Soit F' := Y .cx mi.Fy un cycle analytique de dimension pure p > 0 d’un espace
analytique Z. Ceci signifie que les F} sont des sous-ensembles analytiques compacts
irréductibles distincts de Z de dimension complexe p, K un ensemble fini, et les
my > 0 des entiers. La multiplicité m(F) (resp. la multiplicité classique) m*(F))
est le plus petit (resp. le plus grand commun diviseur) des my, k € K. Donc m*(F)
divise m(F).

Remarque 1.1 L’introduction de la notion non classique de multiplicité provient
de ce qu'on a une bijection naturelle entre les fibrations de type général au sens
non classique f : X — Y et les faisceaux de Bogomolov L sur X (qui sont les
sous-faisceaux cohérents saturés de rang 1 de Q% p > 0 arbitraire pour lesquels
k(X, L) = p est maximum). Cette correspondance est tres simple dans un sens: elle
envoit f ci-dessus sur le saturé de f*(Ky) dans Q% si p := dim(Y") > 0.

De plus, cette notion non classique est mieux adaptée a l'etude de la pseu-
dométrique de Kobayashi (et probablement aussi a la géométrie arithmétique): par
exemple, une application holomorphe A : C — Y se releve localement a X si
A(f) = 1, mais pas si A*(f) = 1, définis ci-dessous, en général. Voir [Ca0l] (et
la section 2.2) pour une justification plus détaillée.

1.2.2 Base orbifolde d’une fibration

Une fibration désigne dans le présent texte une application holomorphe surjective et
a fibres connexes f : X—Y entre variétés projectives complexes lisses et connexes.

Si f: X — Y est une fibration, et si D est un diviseur irréductible de Y, on
notera f*(D) = F' + R, ou F' (resp. R) est la réunion des composantes irréductibles
de f*(D) dont I'image par f est D (resp. est de codimension au moins 2 dans Y).
On écrit F' = Y ;cx mi.Fi, et on définit alors la multiplicité (resp. la multiplicité
classique de la fibre générique de f au-dessus de D comme étant: m(f, D) := m(F)
(resp. m*(f, D) := m*(F)).

Donc m(f, D) et m*(f, D) sont égaux a 1 sauf pour un nombre fini de D, contenus
dans le lieu au-dessus duquel f n’est pas lisse.

On définit alors la base orbifolde (resp. la base orbifolde classique) de f comme

étant le couple (Y/A(f)) (resp. (Y/A*(f))), avec:
A(f) = Xpcy (1= (1/m(f, D))).D (resp. A*(f) := Lpcy (1= (1/m*(f,D)).D).
On notera que ces sommes sont bien finies, puisque m(f, D) (et a fortiori
m*(f, D)) sont égales a 1 sauf pour un nombre fini de D.

On a alors aussi: k(YY) < k(Y/A*(f)) < &(Y/A(f)).



On dira que f est de type général (resp. de type général au sens classique) si'Y
est une courbe® et si la base orbifolde (Y/A(f)) (resp. la base orbifolde classique
(Y/A*(f)) de f est de type général (ie: de dimension de Kodaira 1).

Remarque 1.2 Dans les situations considérées ici, X sera une surface, et Y une
courbe. Dans ce cas, les diviseurs D de Y sont des points. De plus, il résulte alors de
[B-P-V,V. 7. p.150] que si f est une fibration elliptique, alors m*(f, D) = m(f, D)
pour tout D C Y. Si la fibre générique de f est rationnelle, alors m(f, D) =
m*(f, D) =1 pour tout D C Y. La distinction entre A(f) et A*(f) n’apparait donc
que si les fibres lisses de f sont des courbes de type général, condition satisfaite si
X est elleeméme de type général.

Remarque 1.3 Plus généralement, si f : X — C est une fibration sur une courbe,
dont X, est une fibre lisse, alors A(f) = A*(f) dans les deux cas suivants:

e . X, est rationnellement connexe ([G-H-S01]). On a méme A(f) = A*(f) =0
dans ce cas (c’est la partie la plus difficile de leur démonstration).

e X, est une variété Abélienne (ou un tore complexe si X Kéhler). En effet,
la question est locale sur 0 € C' := D. On se ramene par changement de base fini
au cas ou m*(f,0) = 1. Soit Xo = f*(0) = X, m;.F;. Pour tout j € J, soit
s; : D — X une application holomorphe telle que f o s;(z) = 2™, avec s;(0) € Fj.
Soit ¢; € Z,j € J tels que Y ;mj.q; = 1 (Bezout arithmétique). Pour ¢ # 0,¢ € C,
soit s(c) = (X ¢j-(XCrex.ns;m)) ¢) € X La somme est prise dans la variété
Abélienne X., munie arbitrairement d’une origine. On vérifie immédiatement que
cette somme est, en fait, indépendante de l'origine choisie. On a ainsi défini une
section holomorphe (algébrique) de f sur C' — {0}, qui se prolonge a C.

Ceci suggere la question suivante:

Question 1.4 A-t'on: A(f) = A*(f) si X. est une variété spéciale (au sens de
[Ca01]), et donc en particulier si kK(X.) =07

Les premiers cas intéressants sont ceux dans lesquels X, est une surface K3 ou
une variété de Calabi-Yau (le second cas étant probablement beaucoup plus difficile
que le premier).

1.3 Courbes orbifoldes, morphismes d’orbifoldes

On va considérer ici une orbifolde (C'/A), dans laquelle C' est une courbe pro-
jective lisse et connexe de genre g(C) , et A := 3=V (1 — 1/my,).pg, ot les py, sont
des points (donc des diviseurs irréductibles) de C.

1Si Y est de dimension 2 ou plus (cas non utilisé ici), la définition est plus compliquée. Voir
[Ca01].



On notera parfois, lorsque la connaissance des points p est superflue,
(C/(mq,...,my)) une telle orbifolde, les my étant ordonnés de telle sorte que
2§m1§m2§...§mN.

Par exemple, (P'/(2,3,7)) désigne une orbifolde (P'/A), avec A = (1/2).p; +
(2/3).p2 + (6/7).ps, ol les p; € P!, j =1,2,3 sont distincts.

Si (C/A) et (C'/A') sont des orbifoldes dont les supports sont des courbes,
un morphisme d’orbifoldes g : (C/A) — (C'A’) est la donnée d’une application
holomorphe surjective g : C — C’ telle que g*(Kcryar) C Keya. On dit que g est
étale sil'on a I'égalité g*(Kcrjar) = Koya. Alors k(C/A) > k(C'A'), avec égalité si
g est étale.

Donc g : (C/A) — (C'/A’) est un morphisme d’orbifoldes si et seulement si, pour
tout z € C, on a: r(g,z).A(z) > A(g(x)), ou (g, z) est 'indice de ramification de
g en x, A(x) est la multiplicité de A en x, égale a 1 si x n’est pas 'un des py, et
égale a my, si * = pg. On définit A’(2’) de maniere similaire si ' € C'. Et g est
étale exactement lorsque toutes ces inégalités sont des égalités.

Exemple 1.5

1. Soit g : C := E — P' := ' un revétement double ramifié en 4 points
a, € Pk = 1,2,3,4, avec E une courbe elliptique. Soit A le diviseur vide sur E
et A" := Y k=1(1/2).a5. Alors g : (E/0) — (P*/A’) est un morphisme d’orbifoldes
¢tale de degré 2, ainsi que g : (E/((1/2).a1)) — (P*/A”), si ay est l'unique point de
E dont limage par g est ay, et si A" := (3/4).a; + S¥=3(1/2).a.

2. Plus généralement, si (C' := P'/A’) est une orbifolde telle que N > 3 dans
la notation précédente, il existe un morphisme d’orbifolde étale g : C — (P'/A').
(On note C' une orbifolde supportée par une courbe et de diviseur vide). Voir, par
exemple, [N87, p. 26] pour cette assertion. Donc: k(P'/A) = 1 (resp. 0) si et
seulement s’il existe un morphisme étale g : C — (P*/A), avec g(C) > 2 (resp.

9(C) =1).

Remarque 1.6 S’il existe un morphisme d’orbifolde g : (C'/A) — (C"/A’), on note:
(C/A) > (C'A"). On vérifie que r(P'/A) = 0 exactement dans les cas suivants: N =
3et A=(3,3,3), A=(2,3,6) ou A =(2,4,4); oubien N =4 et A =(2,2,2,2). De
plus: x(P'/A) = —oo0 si et seulement si 'on est dans 'un des cas suivants: N < 2,
N =3 et A est 'une des suivantes: (2,2, m), (2,3, m’), avec m arbitraire, m’ < 5.

On en déduit que x(P'/A) = 1 si et seulement si (P'/A) > (P'/A’), ot A’ est
I'une des cinq suivantes: (2,3,7),(2,4,5),(3,3,4),(2,2,2,3),(2,2,2,2,2).

1.4 Fibrations de type général sur une surface projective

On considere dans cette section une fibration f : X — C dans laquelle X est
une surface (projective complexe). On note F' une fibre lisse de f, g(F) son genre,
et kK(X) € {—00,0,1,2} la dimension canonique (ou de Kodaira) de X.
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Proposition 1.7 Si f est de type général, alors:

1. k(X) #0. De plus:

2. Si k(X) = —o0, alors: g(F) =0 et g(C) =q(X) > 2. De plus, f est a la fois
le quotient rationnel, le morphisme d’Albanese, et le coeur de X (voir [Ca01] pour
ce terme).

3. Sik(X) =1, alors g(F) =1, et f est a la fois la fibration d’litaka-Moishezon
et le coeur de X. De plus, f est de type général au sens classique, donc il existe un
revétement étale fini u : X' — X tel que g(C'") > 2 si f' : X' — C' est la partie
conneze de la factorisation de Stein devo f'= fou: X' — C,etv:C" — C sa
partie finie.

4. R(X) =2 si et seulement si g(F) > 2.

Démonstration de 2.1: Puisque f est une fibration de type général, le
théoreme d’additivité orbifolde (voir [Ca0l], §4) affirme que w(X) = k(F) +
dime(C) = k(F) + 1. Ceci montre donc que k(F) = —oo si k(X) = —o0, que
K(X) #0, et que k(F) = r(X) —1si k(X)=1,2. Si k(X) # 0,2, on voit donc que
f est a la fois a fibres spéciales (voir [Ca0l]) et de type général (comme fibration).
C’est donc le coeur de X (voir [Ca01] pour la description explicite du coeur dans le
cas des surfaces). Cette description donne les autres assertions de I’énoncé.

Remarque 1.8 Le résultat précédent est un cas tres particulier de résultats valables
en dimension supérieure. Voir [Ca01].

Remarque 1.9 Le fait d’étre de type général au sens classique s’interprete
géométriquement tres simplement (voir [Ca0l]): f est de type général au sens clas-
sique si et seulement si, aprés changement de base fini adéquat (ramifié en général)
v : C'" — C et normalisation, le morphisme [’ : X’ — C’ déduit de f n’a pas de
fibre multiple au sens classique, et si C’ est une courbe de type général. Donc si
f X — C est une fibration de type général, le groupe fondamental de X admet un
sous-groupe d’indice fini dont un quotient est le groupe fondamental d'une courbe
de genre 2 ou plus. (La réciproque est d’ailleurs vraie aussi, par un théoreme de Siu
([Siu80])).

Nous verrons par contre I'existence de fibrations de type général f : X — C' avec
X simplement connexe, et donc C' = P!. Une telle f n’est donc pas de type général
au sens classique.

Remarque 1.10 Si f: X — C est une fibration de type général au sens classique
avec X une surface, les conjectures arithmétiques et hyperboliques de Lang peuvent
étre réduites aux énoncés analogues pour les courbes, et donc résolues, a 'aide de
résultats bien connus.



Expliquons le principe de cette réduction dans le cas arithmétique (les autres cas
sont similaires). Elle se fait en les quatre étapes ci-dessous, supposant v : X' — X
étale et définie sur le corps de nombres k, ainsi que f' : X' — Y’ ou Y’ est une
courbe de type général.

0. Par le théoreme de Chevalley-Weil, il existe une extension finie de corps k'/k
telle que u(X'(k")) D X (k). 1l suffit donc d’établir le résultat pour X’

1. f(X'(K)) C Y'(K).

2. Y'(K) est fini (conjecture de Mordell, établie dans [F83]). C’est I'étape
cruciale.

3. Si V! C Y’ est Pouvert au-dessus duquel f’ est lisse, et si U := (f")~}(V’),
alors les fibres de ' : X'(K')NU" — Y'(K')NV" sont finies, par Mordell encore. Ceci
complete la démonstration.

Par contre, lorsque f : X — C est de type général au sens non classique ci-dessus,
des arguments nouveaux sont nécessaires, dus au fait que 1’étape 0. ci-dessus ne peut
plus étre appliquée. On va établir dans cette situation les versions hyperboliques
et corps de fonctions. La version arithmétique conduit a une version orbifolde de
la conjecture de Mordell (voir 4.5) pour laquelle les démonstrations connues ne
semblent pas s’adapter, car basées de maniere essentielle sur I’étude du plongement
Jacobien.

2 Version hyperbolique

2.1 Pseudométrique de Kobayashi

On considere dans cette section aussi une fibration f : X — ' dans laquelle X
est une surface projective complexe. On note encore I une fibre lisse de f, et
k(X) € {—00,0,1,2} la dimension canonique (dite de Kodaira) de X. On note
dx : X x X — RT la pseudométrique de Kobayashi (voir [K71]). Si f: X — C est
une application, et dc une pseudométrique sur C, on note f*(d¢) la pseudométrique
sur X définie par: f*(dc) = (0c) o (f x f) : X x X — R*. Si d,d sont deux
pseudométriques sur X, on définit l'inégalité d’ > d de la maniere évidente. Une
pseudométrique d est une métrique si d(x,y) > 0 lorsque = # y. En général, dx
n’est pas une métrique; par exemple dc = 0.

Rappelons que dx est la plus grande des pseudométriques sur X telle que
h*(dx) < dp, si dp est la métrique de Poincaré sur le disque unité D de C, et
h : D — X une application holomorphe arbitraire. (Le lemme d’Ahlfors-Schwartz
montre que les deux sens de la notation dp coincident). Il est évident que si
g Y — X est une application holomorphe arbitraire, on a: dy > ¢*(dx). (Propriété
de décroissance de la pseudométrique de Kobayashi par applications holomorphes).

Remarque 2.1 Si f : X — C est de type général au sens classique, apres
revétement étale fini adéquat u : X' — X, la partie connezxe f' : X' — C' de
la factorisation de Stein de f owu a pour image C’, une courbe de type général. On



en déduit aisément que: dy > f*(d¢), pour d¢ une métrique adéquate sur C' qui
définit la topologie analytique de C'. En particulier, si X (et donc la fibre générique
F de f) est de type général, alors dx est une métrique sur 'ouvert de Zariski U de
X qui est la réunion des fibres lisses de f. (Les arguments sont des conséquences
immédiates du théoreme de Liouville et du fait (dia a Poincaré) que les courbes de
genre 2 ou plus sont uniformisées par le disque unité).

2.2 Pseudométrique de Kobayashi orbifolde

Nous allons, suivant [Ca01], étendre la notion de pseudométrique de Kobayashi au
cadre orbifolde:

Definition 2.2 Soit (C'/A) une orbifolde, ot C' est une courbe projective complexe,
et A = Y e;(1 = 1/m;).p; un Q-diviseur, les p; étant des points distincts de C
et J un ensemble fini. On définit dic/ny comme étant la plus grande des pseu-
dométriques § sur C' telles que h*(§) < dp, ceci pour toutes les h : D — C', appli-
cations holomorphes compatibles avec le diviseur orbifolde A, c’est-a-dire telles que
h*(p;) > m;.h™(p;), pour tout j € J. (Autrement dit: h(z) ramifie au moins a
Uordre m; en tout z € D tel que h(z) = p;).

Remarque 2.3 Si A = (), on a donc: dicjp) = de. De plus, si g : C" — (C/A)
est une application holomorphe de la courbe C” vers C' compatible avec A, alors
der > g*(dic/a)), puisque toute application h : D — €’ fournit par composition
avec f une application f o h : D — C' compatible avec le diviseur orbifolde A. Le
méme argument fournit, plus généralement le résultat suivant (que 'on pourrait
d’ailleurs aussi formuler lorsque X aussi est munie d’un diviseur orbifolde):

Proposition 2.4

1. Soit f: X — C une fibration sur une courbe. Alors: dx > f*(dc/acs)))-

2. Soit g : (C/A) — (C'/A") un morphisme d’orbifoldes supportées par des
courbes C' et C". Alors dicyny > g*(dcr/ary). En particulier, dc/a) est une métrique
sur C' si dicr/ary est une métrique sur C'.

On établit dans [C-W04] le résultat suivant, comme conséquence d’une version
orbifolde du théoreme de Brody:

Proposition 2.5 Soit (C/A) une courbe projective complexe connexe munie d’une
structure d’orbifolde A. Alors dc/a)y est une métrique sur C si et seulement si
(C/A) est de type général. Sinon, dic/ay est nulle.



Remarque 2.6 La définition donnée de la pseudométrique de Kobayashi orbifolde,
ou l'ordre de ramification de h en z tel que h(z) = p; est seulement supposé étre au
moins égal a m; (mais n’est pas supposé étre un multiple de m;, ce qui est la version
classique) interdit de démontrer le résultat précédent en choisissant un revétement
ramifié g : ¢! — C de C ramifiant a 'ordre m; en chaque point p’ € C’ tel que
g(p') = pj, et en relevant a C” les applications holomorphes h : D — C' compatibles
avec A.

Utilisant les notations introduites dans 1.3 on voit donc que les orbifoldes de
type (2,2,2,2), (3,3,3), (2,3,6) sur P! ont une pseudométrique de Kobayashi nulle.
(Remarquons qu’elles ont d’ailleurs des revétements cycliques de degrés respectifs
2,3, 6, étales au sens orbifolde qui sont des courbes elliptiques, définies (dans I’espace
total des fibrés O(4),0(3) et O(6)) par les équations 2% = z(z — 1)(z — \), 2* =
z(x — 1), et 2° = 23.(x — 1)?, 2 (resp. z) étant la coordonnée de la fibre (resp. de
la base du fibré).

2.3 Non dégénérescence de la pseudométrique de Kobayashi

Proposition 2.7 Soit f: X — C une fibration de type général de la surface X sur
la courbe C.

1. Sik(X) = —o0, dx = f*(do).

2. Sik(X) =1, alors dx = f*(d¢), ot d¢ est une pseudométrique sur C telle
que Oc > f*(dic/acry)s diejacpy) €tant la pseudométrique de Uorbifolde (C/A(f)),
définie ci-dessus, et qui est une métrique dans ce cas.

3. Si k(X) = 2, alors dx est une métrique sur Uouvert de Zariski U de X
constitué de la réunion des fibres lisses de f.

Démonstration: La démonstration de la premiere assertion peut étre faite sans
recourir a 2.5 ci-dessus: si k(X ) = —o0, alors X est birationnelle & P; x C', d’ou la
conclusion, puisque la pseudométrique est un invariant birationnel. (On peut aussi
se dispenser de 2.5 pour la seconde assertion, en considérant des changements de
base fini adéquats).

Démontrons l'assertion 2. Puisque dx est nulle sur la fibre générale (elliptique)
de f, elle est nulle sur toute fibre de f, puisque continue pour la topologie analytique.
Il existe donc une unique pseudométrique d¢ telle que dx = f*(d¢). L'inégalité dx >
[*(dc/a(yy)) résulte de 2.4, et montre que 6c > dic/a(p))- D’apres 2.5, dic/a(y))) est
une métrique sur C. D’ou les assertions.

Démontrons I'assertion 3. On a, par 2.4 et 2.5: dx > f*(dic/acp)), et ¢ =
dic/a(sy) est une métrique sur C. Soit a un point de U. Si b € X est tel que
dx(a,b) < 2.e, o1 e > 0 est donné, il existe une D-chaine de X de longueur inférieure
a € joignant a et b. C’est-a-dire qu’ il existe une suite d’applications holomorphes

10



h; : D — X et de points a;,7 = 0,1,...,n+ 1 tels que ag = a,a,.1 =bet de z; € D
tels que h;(0) = a;, hi(2) = aiq et 120 |2 < e. Puisque dx > f*(d¢), tous les
a; sont dans la boule ouverte B, dans C, de centre ¢ := f(a) et de rayon € pour la
distance d¢. Comme d¢ définit sur C' la topologie analytique, B, est contenue dans
un disque analytique B centré en c, et tel que V := f~1(B) C U, si ¢ est assez petit.
Mais alors dxy = dy est une métrique, par [K98,3.11.2], puisque F := f~*(c) est
hyperbolique.

On démontrer I'assertion 3 précédente sans recourir a 2.5, en remplacant 2.5 par
le lemme suivant:

Lemme 2.8 Soit f : X — C une fibration de type général sur une courbe C (la
variété X est de dimension arbitraire).
1. foh:C — C est constante, pour toute application holomorphe h : C — X.
2. Soit 6c la pseudométrique sur C telle que 6c(a’, V') = inf{dx(a,b)|f(a) =
a, f(b) =b},Vd', b € C. Alors d¢ est une métrique sur C si X est de type général.

Démonstration: La premiére assertion est le cas particulier p = 1 du théoreme
8.1 de [Ca0l], qui affirme (entre autres) que si ¢ : X — Y est une fibration de
type général avec dim(Y) = p > 0, alors go h : CP — Y est dégénérée, pour toute
application méromorphe h : C? — X.

Pour établir I'assertion 2, on utilise [Ko98, thm 3.5.31,p. 94] qui affirme que
dx(a,b) = inff[. Fx(c)},sic:[0,1] — X est un chemin de classe C' par morceaux
joignant a et b et de dérivée ¢, et on Fx : TX — [0, 00| est la pseudométrique de
Kobayashi infinitésimale sur le fibré tangent T X de X.

Supposons qu’il existe a,b € X tels que dx(a,b) = 0 et f(a) # f(b). On peut
supposer que a et b sont dans I'ouvert U. On va montrer qu’il existe un vecteur
tangent t € T'X tel que f.(t) # 0, et tel que Fx(t) = 0.

En effet, sinon Fx(t) > A.|f.(t)|, pour une constante A > 0, si |.| est une
métrique hermitienne continue sur T'C', et si le point base m de t € T,,X est dans
un ouvert connexe U’ := f~1(V’) de X contenant a et b et relativement compact
dans U . Ceci résulte de la continuité de Fy, établie dans [Wr77] pour les variétés
de type général.

On en déduit donc que dx(a,b) > A. [~y |f()| > Adisty(a’, V) > 0, avec:
a' = f(a),b' := f(b), pour tout chemin ¢, si dist est la distance sur C' déduite de |t|
sur T'C, et si disty (a,b) est la somme des distances (au sens de dist) de @’ a C' — V'
et de &’ a C'— V', On en déduit donc une contradiction: il existe bien ¢t € TU avec
les propriétés annoncées.

Le lemme de reparamétrisation de Brody montre alors qu’il existe une application
holomorphe h : C — X telle que h'(0) = t. Ceci contredit 1'assertion 1. Donc un tel
couple (a, b) n’existe pas, et dc est bien une métrique sur C.
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Question 2.9 A-t'on: dc = dc/acry) dans lassertion 2 de la proposition pré-
cédente? Peut-on donner une description explicite des métriques de Kobayashi sur
les orbifoldes de type (my, mo,m3) sur P2 Par ezemple, ces métriques coincident-
elles avec les images de celles de leurs revétements orbifoldes étales, qui sont des
courbes de genre 2 ou plus sans structure orbifolde?

Remarque 2.10 On peut, plus généralement, suivant [CaOl], définir la pseu-
dométrique de Kobayashi d’une orbifolde (X/A) de dimension arbitraire (ou A :=
Yjes(1 —1/m;).D; est un Q-diviseur effectif sur X , les D; étant des diviseurs
irréductibles réduits de X et J un ensemble fini. On définit d(x/a) comme étant la
plus grande des pseudométriques § sur X telles que h*(d) < dp, ceci pour toutes
les h : D — X, applications holomorphes compatibles avec le diviseur orbifolde A,
c’est-a-dire telles que h*(D;) > m;.h~'(D;), pour tout j € J. (Autrement dit: h(z)
ramifie au moins a l'ordre m; en tout z € D tel que h(z) € D?, si D? est 'ouvert de
D; constitué des points n’appartenant pas a l'une des autres composantes de A).

Les propriétés énoncées ci-dessus lorsque X est une courbe restent valables en
dimension supérieure, par les mémes arguments.

3 Version Corps de Fonctions

On traduit en termes géométriques les notions de géométrie algébrique usuelles
lorsque le corps de base est le corps kg des fonctions méromorphes sur une courbe
projective complexe lisse et connexe B. On trouvera dans [Ca01] d’autres remarques
sur cette situation. Voir [Cap04] pour un panorama des problemes d’effectivité et
d’uniformité.

3.1 Variétés définies sur un corps de fontions complexes

Soit B une courbe projective complexe lisse et connexe, kg désignant son corps des
fonctions méromorphes. On a donc correspondance bijective entre les extensions
finies de kg et les revétements ramifiés w : B’ — B.

Une variété Xp de dimension n sur kg est une variété projective complexe X
de dimension (n + 1) munie d’une fibration g : X — B. (Le modéle (X, g) est en
fait défini a équivalence birationnelle pres, nous ne considérons ici que des propriétés
birationnelles, et nous ferons donc des changements de modele sans le préciser). Une
fibration fp : Xp — Yp sera simplement une fibration f : X — Y telle que ho f = g,
si Yg = (Y,h), avec h : Y — B la fibration définissant la kp-variété Y.

Un point kp-rationnel de Xp est une section s : B — X a g. On notera X (kp)
I’ensemble de ces sections. La conjecture de Lang affirme que cet ensemble est fini
si Xp est de type général (ie: si sa fibre générique X, := g~ 1(b) 'est), et si Xp n’est
pas isotriviale). Voir [Ca0l] pour des références classiques et des observations sur
cette question.
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Ces notions sont compatibles avec les changements de base finis (ou extensions
de corps de base finies) w : B’ — B. En particulier, on a une inclusion naturelle
X(kp) C X(kp) si kg C kg, et une application naturelle f, : X (kg) — Y (kp) si
fB: Xp — Yp est une fibration de kg-variétés.

Remarquons que si Yp est une courbe sur kg, et si Y} est une courbe birationnelle
a Yp (ie: on a une application birationnelle h au-dessus de B entre les surfaces Y
et Y'), alors Y(kg) = Y'(kp). En dimension supérieure, on a égalité pour les points
kp-rationnels extérieurs aux diviseurs exceptionnels de h.

3.2 Orbifoldes définies sur un corps de fonctions

Une orbifolde (X /Ap) sur kg est donc la donnée d’une variété projective g : X — B
sur kg et d'un diviseur orbifolde Ag = >7,c;(1 — 1/m;).A; de Xp. Les A; sont
des diviseurs irréductibles distincts de X . Par intersection avec la fibre générique
Xy := g*(b) de g, Ap induit une orbifolde (X;/Ay) de X, ayant posé: Ay = > e ;(1—
1/m]‘).Aj7b, et Aj,b = Aj N Xb.

La dimension de Kodaira k(Xp/Ap) n'est autre que x(X,/Ay), pour b € B
général.

Exemple 3.1 L’ezemple crucial d’orbifolde sur kg considéré ici est bien sur la base
orbifolde Y/A(f) d’une fibration f : X — Y entre B-variétés Xp et Yp définies par
des fibrations g : X — B et h: Y — B. La condition pour que f soit définie sur kg
est que f soit au-dessus de B, c’est-a-dire que g = f o h.

L’orbifolde (Yy/A(f)y) n'est alors autre que (Yy/A(fp)), si fo : Xp — Y} est la

restriction de f au-dessus du point générique b € B.

A équivalence birationnelle pres, les composantes A; de A qui sont verticales,
c’est-a-dire contenues dans une fibre de g, peuvent donc étre omises. Un tel couple
(Xp/Apg) est donc seulement 1'un des modéles de cette clase d’équivalence.

3.3 Courbes orbifoldes

On va maintenant considérer le cas dans lequel Xp est une courbe sur kg (et X
est donc une surface). Dans ce cas, A; est une multisection de g (omettant les
éventuelles composantes verticales). Apres changement de base fini v : B — B, on
peut supposer (et on supposera dans toute la suite) que A; est I'image d’une section
pj B — X deg.

On définira 'ensemble My C B des mauvaises places de (Xp/Ap) comme étant
I’ensemble fini des b € B tels que: ou bien X, n’est pas lisse, ou bien X, est lisse,
mais la restriction de g & Ap n’est pas étale au-dessus de b. On choisira aussi
arbitrairement un sous-ensemble fini M C B qui contient M,.

Exemple 3.2 Soit g : X — B une courbe sur kg dont la fibre générique est iso-
morphe & P'. A équivalence birationnelle prés, X = P! x B, et g est la seconde
projection. On notera m: X — P! la premiére projection.
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Soit Ap = Zgzi\[(l —1/m;).A; un diviseur orbifolde sur Xp. On supposera que
les Aj sont les images de sections p; : B — X a g. A équivalence birationnelle
pres, on peut supposer (et on supposera) que les sections pj :=mop;: B — P! sont
constantes, et prennent les valeurs 0,1 et oo respectivement pour j = 1,2 et 3. (On
ne suppose pas que les sections p; soient constantes si j > 4).

Dans cette situation, on dira que Xp/Ap est une orbifolde de type
(Pk/(my1,ma, ...,mp)) siles m; sont ordonnés de telle sorte que 2 < my < ... < my.
L’ensemble des mauvaises places de (PL/(my,...,my)) est donc constitué des points
b en lesquels p;(b) = pr(b) pour un k # j. Si N < 3, cet ensemble est vide.

Definition 3.3 Soit Xg/Ap et X'/Aly des orbifoldes supportées par des courbes
Xp et X} sur kg. Un morphisme d’orbifoldes g : Xp/Ap — Xp/Ay est une
application méromorphe surjective g : Xp — Xp au-dessus de kg, qui induit un
morphisme gy, : Xp/ Ay — X} /Ay, pour b € B générique. Ce morphisme est étale si
sa restriction au-dessus de b générique est étale.

Exemple 3.4 Soit g : X — B une kp-courbe elliptique (ie: telle que les X, lisses
sotent des courbes elliptiques), munie d’une section s : B — X prise pour élément
neutre de la loi de groupe dans les fibres lisses de g. 1l existe alors un morphisme
étale (au sens orbifolde précédent) de degré deuz, u : Xg — P5/(2,2,2,2) qui ramifie
(géométriquement) exactement aux points de 2-torsion de X/B. Ici lorbifolde Xp
est lorbifolde (Xg/0). Ce méme morphisme induit aussi un morphisme étale u™ :
Xp/(1/2.5(B)) — (PL/(2,2,2,4)) lorsque Xp est munie du diviseur orbifolde A :=
(1/2).s(B).

3.4 Points kp-rationnels d’une courbe orbifolde

Soit Xp/Ap une orbifolde supportée par une courbe Xp définie sur kg, et M C B
un ensemble fini contenant les mauvaises places de l'orbifolde X5/Ap. On suppose
que les composantes A; de Ap sont les images de sections p; : B — X ag: X — B.

Definition 3.5 Soit (X/A)(kp, M) C X(kg) l'ensemble des s : B — X, sections
de g : X — B, telles que, pour toutb € B, sib ¢ M, et si s(b) = p;(b), alors s et p;
sont tangentes a 'ordre m; au moins en b.

Remarquons que deux modeles birationnels de (Xp/Apg) ont les mémes points
kp-rationnels (au sens de la définition 3.5 précédente) si M est assez grand. Et
aussi que si u : (Xp/Ap) — (X5/A’s) est un morphisme d’orbifoldes sur kg, alors

u((Xp/Ap)(kg, M)) C (Xg/A%)(kp, M), pour tout M assez grand.
Cette définition a pour origine la:
Proposition 3.6 Soit f : Zg — Xp wune fibration de la kp-variété Zg sur

la kg-courbe Xp. Soit Xg/A(f) la base orbifolde de f. Alors f(Z(kg)) C
(XB/A(f))(kg, M), pour tout M C B assez grand.
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Démonstration: Par hypothese, f*(A;) > m;.f~1(4A;). Donc (f o s)*(4;) =
s*(f*(A))) = my(f os)"1(4,), ceci pour tout j € J. (On note A > B si le diviseur
A — B est effectif). D’ou 'assertion si M contient toutes les mauvaises places de
A(f) et les points de b au-dessus desquels f n’est pas partout définie.

Remarque 3.7 Si l'on avait considéré (Xp/A*(f)), on aurait obtenu la condition
plus forte: f os et p; sont tangentes en b a un ordre divisible par m;.

3.5 Mordell orbifolde sur un corps de fonctions

Théoréme 3.8 Soit (Xp/Ag) une courbe orbifolde définie sur kg. Sik(Xp/Ap) =
1, alors pour tout M C B, (X/A)(kg, M ). est fini.

On désigne, si (Xp/Ap) = (F x B)/(A X F) est triviale, par (X/A)(kg, M),
le sous-ensemble de (X/A)(kg, M) constitué des sections s qui sont non-constantes,
c’est-a-dire telles que s :== mos : B — F ne soit pas constante, m : X — F
étant la premiere projection. On peut vérifier que la finitude de (X/A)(kp, M )p. est
indépendante des modeles birationnels et des trivialisations choisies.

Remarque 3.9 La démonstration donnée ici n’est pas effective lorsque X, est ra-
tionnelle. Dans ce cas (ou X, = P'), on peut facilement (tout comme dans le cas
classique ot g(X,) > 2) rendre effective la borne sur la hauteur. Mais la finitude du
nombre de points de hauteur donnée n’est pas effective (voir la seconde étape de la
démonstration).

Démonstration: Soit g(X,) le genre d'une fibre générique de g : X — B. Si
g(Xp) > 2, lassertion résulte de 1.6 et de résultats classiques ([M63], [G65],[P68]).
Si g(Xp) = 1, il suffit, d’apres 1.6 de traiter le cas on Ag = (1/2).B’, ou B’ est
I'image d’une section s : B — X. Dans ce cas, il existe un revetement double étale
au sens des orbifoldes u : (Xp/((1/2).B") — (PL/(2,2,2,4)) (voir exemple 3.4).
Par la remarque suivant 3.5, on en déduit la finitude de (Xp/Apg)(kg, M) si I'on
établit celle de (PL/(2,2,2,3))(kg, M), ce qui sera fait ci-dessous. Nous sommes
donc ramenés a traiter le cas o X, = P.

Conventions 3.10 Lorsque X, = P!, il suffit, toujours d’aprés la remarque suivant
3.5 et 1.6, de traiter les cas suivants: N =3, N =4 et Agp = (2,2,2,3), et enfin:
N =5 et Ap = (2,2,2,2,2), si N est le nombre de points de Ay, pour b € B
géneérique.

On supposera donc dans la suite que Xp = P' x B, que g : X — B (resp.
m: X — P') est la premiére (resp. la seconde) projection, que les composantes
de Ap sont des sections p; : B — X pour j = 1,2,...,N, et que les fonctions
pj=mop;: B — P! pour j = 1,2,3 sont constantes et prennent respectivement les
valeurs 0,1 et co. Pour j = 1,2,3, on notera alors Ao, Ay et Ay, respectivement les
images des sections p;.
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Si N =3, onadonc: Ag=(1—1/mg).Do+ (1 —1/my).A1+ (1 —1/ms).Ax,
avec: 1/mo+1/mq + 1/my < 1.

Si N =4, on a donc: Ag = (1/2).(A1 + A + A,) + (2/3).Ag, en notant A,
l'image de py (la section non nécessairement constante).

Si N =5, on a donc Ag = (1/2).(A¢g + A1 + Ae + A, + AY), 00 A, et A,
désignent les images des sections non nécessairement constantes py et ps.

Le théoréeme 3.8 est démontré en deux étapes: la premiere (lemme 3.11 ci-
dessous) est la majoration du degré de s := tos: B — P sis: B — X €
(Xp/Ap)(kp,M). La seconde (lemme 3.15 ci-dessous) est la démonstration du fait
que les éléments de (X/A)(kp, M), forment, vues dans la variété de Chow de X,
un ensemble discret.

Premiere étape: Majoration du degré.

Lemme 3.11 Dans la situation décrite dans 3.10 ci-dessus, il existe un entier A
tel que pour tout s : B — X € (X/A)(kp, M )ne, le degré de l’application s :==mos :
B — P! soit majoré par A.

Remarque 3.12 L’entier A construit ci-dessous dépend a priori de B, Ap et du
cardinal de M. Avec un peu plus de travail, on pourrait le faire dépendre de maniere
effective seulement de ¢g(B), du degré des applications p;, 7 = 1,..., N, et du
cardinal de M seulement.

Démonstration: On va distinguer les trois cas:

a. N =3,

b. N =4 et Ap de type (2,2,2,3),

c. N=5et Ag de type (2,2,2,2,2).

Le premier cas (a) est extémement simple (mais c¢’est aussi un cas peu intéressant
dans la version corps de fonctions. Ce cas est par contre central dans la version
arithmétique, grace au théoreme de Bielyi): soit y := u/v la coordonnée linéaire
globale sur P!, de coordonnées homogenes [u : v]. Soit dy la 1-forme différentielle
méromorphe associée sur P'. On identifiera, pour simplifier les notations, dy et
7*(dy), image réciproque sur X := P! x B de dy par 7 : X — PL.

Soit alors s : B — X € (X/A)(kg, M),.. Donc 5: B — P! est non-constante,
et ramifie a l'ordre my au moins en chaque point b ¢ M tel que 5(b) = 0. On a
une hypothese similaire pour les points b ¢ M tels que 5(b) = 1 ou co. Soit d > 0
le degré de I'application 5 : B — P!, c’est-a-dire le nombre de points d'une fibre
générique.

Par la formule d’'Hurwitz, 2g(B) —2 = —2d + Y 4c5(r(b) — 1), ou r(b) est 'ordre
de ramification de s en b € B. Donc 2¢g(B) —2 > —2d + Y ,cp/(r(b) — 1), ou
B’ est 'ensemble (fini) des b tels que s(b) = 0,1,00. Donc 2¢g(B) —2 > —2d +
> pen T(0)] — [Cpen(1)]. Comme Y ycp () = 3d, et que Ypep 1 < [Dperr 1] +
e (r(8)/mis)] < [M] +d.(1/mo + 1/my + 1/moy)], on obtient: 2g(B) — 2 >
—2d +3d — (1/mg + 1/my + 1/my).d — | M|, notant | M| le cardinal de M.
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Puisque 1 — (1/mg 4+ 1/my + 1/ms) := € > 0, on en déduit que: d < (2¢g(B) —
2+ |[M|)/e < 42.(29(B) — 2 + |M|), car ¢ > 1/42 pour toute orbifolde de type
général de support P'. Ceci établit donc le lemme lorsque N = 3. Remarquons
qu’en fait cet argument s’applique sans changement si N est arbitraire, pourvu que
les composantes de Ap soient des graphes d’applications constantes de B dans P*.

Nous traitons maintenant le second cas (b) ci-dessus?, en construisant une pluri-
forme différentielle méromorphe w := (X4=5 Py (x, y)dy®S* @dx®F) /(y*.(y—1)3.(y —
p(x))?), ot dr est 'image réciproque sur X par g d’une 1-forme différentielle
méromorphe non-nulle sur B (holomorphe si g(B) > 0), et ou les Py(z,y) sont
des fonctions méromorphes sur X, égales pour x € B générique a des polynomes en
y. On notera p = p; : B — X T'une des sections dont I'image est une composante
irréductible A; du support de A.

On va construire w de telle sorte que pour toute section locale holomorphe s :
U — X de g, définie sur un voisinage ouvert analytique U de b € B, les propriétés
suivantes soient satisfaites, si b ¢ M’, M’ un sous-ensemble fini adéquat de B
(dépendant de w a priori):

Cl. Si s(b) = 1,00, ou si s(b) = p(b) := pa(b), et si s(U) est tangente a
Ay, Ay, Ay respectivement, alors s*(w) est holomorphe en b.

C2. Si s(b) =0, et si s(U) a en s(b) un contact d’ordre r > 3 avec Ay, alors
s*(w) est holomorphe et s’annule en b a l'ordre r/3 au moins.

L’existence d'une telle forme w sera déduite du lemme suivant, qui fournit
I'existence au voisinage d’une fibre P! x {b} de ¢:

Lemme 3.13 Soit p : D — C une fonction holomorphe, D étant le disque unité
dans C. Il existe des polynomes non nuls Py(y),k = 0,1,...,6, tels que si w :=
(SR=8 (2, y)dy®F @ da®F) ) (y*.(y — 1)%.(y — p(x))?), ot les Py(x,y) sont des fonc-
tions méromorphes sur Z :=D x P' dépendant holomorphiquement de x € D, et qui
sont des polynomes en y pour chaque x fixé, et tels que: Py(0,y) = P(y), alors la
propriété suivante est satisfaite: s*(w) est holomorphe en x = 0 si s : D — P! est
holomorphe, dans chacun des 4 cas suivants:

0. s(x) est tangente en x =0 a la section co.

1. s(x) est tangente en x =0 a la section constante de valeur 1.

2. 5(0) = p(0) et s'(0) = p' :=p'(0).

3. s™(0) =0 pour h =0,1,2; dans ce cas s*(w) s’annule en x = 0. (On a noté
s la dérivée h-iéme de s). Plus généralement: si s s’annule en x = 0 a l'ordre
r >3, alors s*(w) s’annule en x =0 a lordre (r —1)/2 > r/3 au moins.

Démonstration: Il s’agit essentiellement d'un lemme d’algebre linéaire. La
condition 0. est satisfaite si w(z,u(x)/z") est holomorphe en x = 0 pour t > 2 et
u holomorphe avec u(0) # 0 . Supposons t = 2. Soit djy le degré du polynome
Py(y) (& déterminer). La condition est satisfaite pour ¢ = 2 si, pour chaque

n considerant i1mplicitemen , pour m adequat. VOIr al pour cette notion.
’E idérant implicit t (Qx/a)®™ déquat. Voir [Ca01 tte noti
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k, on a: z204+3+3) [x2dk+3(6-k) egt holomorphe. Cette condition est satisfaite si
dp < 1+ 3k/2. On obtient donc la condition 0 si dy < 1,2,4,5,7,8,10 pour
k=0,1,2,3,4,5,6 respectivement. L’espace vectoriel complexe engendré par les co-
efficients des polynomes Py est donc de dimension (14+2+4+5+7+8+10+7) = 44.
On vérifie facilement que si ces conditions sont satisfaites pour t = 2, elles le sont
aussi pour t > 3.

La condition 1 est satisfaite si w(z, 14 z'.u(x)) est holomorphe en 0 pour ¢ > 2.
Ici encore, la considération du cas ¢ = 2 suffit. Il suffit que pour tout k, (Py(x,1 +

2% u(x)).20R) /2%) soit holomorphe en 0. Ceci est vrai pourvu que les dérivées

relatives a la variable y satisfassent a: P,gh) (1) =0si h < k/2. Les dérivées (relatives
a la variable y) de Py en y = 1 doivent donc s’annuler jusqu’a l'ordre ay, inclus, avec
ar =0,0,1,1,2,2si k= 1,2,3,4,5,6 respectivement. (Il n’y a pas de condition sur
P(]).

La condition 2 est entiement similaire a la précédente, mais appliquée au point
y = p(0), et aux polynomes Qx(y) définis comme suit: on doit vérifier cette fois-ci
que w(z, p(r) + x?.u(x)) est holomorphe en 0.

Ecrivons: w = (X825 Qp(w, y)dz®% @ dz®*) /(y*.(y — 1)3.(y — p(2))?), on dz =
dy — p'(z)dx. Puisque dy = dz + p/(x)dz, on obtient:

L b—k+
Qr = Xm=k( m

1, on voit donc que la condition 2 est satisfaite si Q,(fh) (p) = 0 pour h < k/2, et pour
tout k =1,2,3,4,5,6.

Le méme argument que pour la condition 1 montre que la condition 3 est satisfaite
si P(0) = 0 pour h < 2k/3 := b,. On a donc: b, = 0,0,1,2,2,3,4 si k =
0,1,2,3,4,5,6 respectivement. On vérifie aussi que si s s’annule en z = 0 a 'ordre
r > 3, alors s*(w) s’annule en z = 0 a l'ordre (by —k+3)(r — 1) + (bx, — 3) au moins.
Cette quantité est au moins égale a (r — 1)/2 si r > 3, par vérification directe.

Les polynomes cherchés sont les solutions dans la somme directe W des espaces
vectoriels de polynomes complexes de degrés dj, au plus pour £ = 0, ..., 6 d’équations
linéaires homogenes. Or W est de dimension 44. Les conditions 1 et 2 nécessitent
chacune la satisfaction de >¢=%(ay + 1) = 12 conditions (linéaires homogenes). La
condition 3 necessite la satisfaction de S-F=3(b, + 1) = 19 conditions. L’espace
vectoriel des solutions est donc de dimension au moins 44 — (124 12+19) = 1. D’oun
le lemme.

La construction d'une pluri-forme méromorphe globale w satisfaisant (entre
autres) les conditions C1. et C2. ci-dessus est maintenant immédiate: On con-
sidere sur X = P! x B le faisceau:

Fi=@B=0[(dy ™ @ (g*(Q)*") /(y*.(y — 1)%.(y — p)*)] @ [7*(Op (di)].

)Pg_p.p/(x)™. Par Pargument utilisé pour la condition

Le faisceau (sur B) GC ¢.(F) egendré par les germes de sections dont les
éléments satisfont en chaque point b de B aux conditions décrites précédemmment
(P,gh)(b, 0) = 0 si h < by) pour la condition 3, par exemple; plus les conditions simi-
laires pour P,Eh)(b, 1) et Q,(ch)(b, p(b)) est un sous-faisceau cohérent de g.(F) de rang
au moins 1 par le lemme 3.13 précédent. Donc G admet des sections méromorphes
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globales w non nulles. Une telle section fournit une forme w satisfaisant les condi-
tions voulues. Observons que, par cette construction, w possede aussi la propriété
additionnelle C3. suivante (en considérant 'ordre maximum 7" des poles d’une telle
section w de G):

C3. Sis: B — X est une section de g, alors s*(w) a, en b, point arbitraire de B,
un pole d’ordre au plus (T +4) (on se ramene en multipliant w par (z — z(b))7, si x
est une coordonnée locale sur B, au cas ou les coefficients des P, sont holomorphes
en b; alors c’est évident si s(b) # oo; sinon s(b) = oo, et ceci résulte du calcul
fait ci-dessus pour la vérification de la condition 0, en prenant s = 1). De plus
(par le méme argument), si s s’annule en b a l'ordre r > 3, alors la valuation
(ordre d’annulation, éventuellement négatif) de s*(w) en b est au moins égale a
(=T +(r—1)/2) > (=T +1r/3).

Montrons maintenant comment ’existence d’une forme w satisfaisant les condi-
tions ci-dessus entraine le lemme 3.11 dans le cas (b).

Soit s : B — X une section de g telle que pour tout b ¢ M, si s(b) € A;, alors
s(B) est tangente a A; a I'ordre m; au moins, avec mg = 3, et m; = 2si j = 1, p, 0.

Donc s*(w) est holomorphe sur B — M, et a des pdles d’ordre au plus T'+ 4 en
chaque point de M, si MT est la réunion de M et de 'ensemble (fini) des b € B ou
I'un des coefficients de I'un des Py a un pole. De plus, s*(w) s’annule a I'ordre au
moins (r —1)/2 > r/3 en chacun des b € B en lesquels s(b) s’annule a 'ordre r > 3.

Le degré de s*(w) est égal d’'une part a 12.(¢(B) — 1), d’autre part a Z — P, si Z
est le nombre de ses zéros, et P celui de ses poles, multiplicités comprises. On note
M™ la réunion (finie) de M et de I'ensemble des poles de w, son cardinal est noté
mT.

Or Z > Ypeq(r(b)/3) + Xpegr (=T + (r(b)/3)), par la propriété C3. ci-dessus,
si Q' (resp. @7) désigne I'ensemble fini des b € B tels que s(b) = 0et b ¢ M™ (resp.
tels que s(b) =0 et b e M*). Donc Z > d/3 —m*t.T.

Par ailleurs, P < m™*.(T 4 4), par la condition C3.

On en déduit que 12(g(B) — 1) > d/3 —m™.(T +4) — m™.T, c’est-a-dire:

d <36(9(B) —1)+3m™.(2T + 4), et donc le lemme 3.11 dans le cas (b).

Nous traitons maintenant le cas (c¢) de la méme fagon. Cette fois-ci, on cherche
une forme w = (S35 Pu(e, y)dy®** @dz®%) /(4 (y—1)%.(y —p(2))*.(y —q(2))?), les
diviseurs orbifoldes Ay := A, et Aj := A, étant les graphes d’applications notées
respectivement p, q : B — P!

Les arguments sont tous exactement les mémes que dans le cas précédent (et
nous ne les répeterons donc pas), lorsque le lemme suivant est établi:

Lemme 3.14 Soit p,q: D — C des fonctions holomorphes.

Il existe des polynomes non nuls Py(y),k = 0,1,...,4, tels que si w :=
(SF=0 Po(z, y)dy®** @da®F) /(2. (y—1)%.(y—p(x))%.(y—q(x))?), ot les Py(z,y) sont
des fonctions méromorphes sur Z := D x P! dépendant holomorphiquement de x € D,
et qui sont des polyndémes en y pour chaque x fizé, et tels que: Py(0,y) = Py(y), alors
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la propriété suivante est satisfaite: s*(w) est holomorphe en x =0 si s : D — P est
holomorphe, dans les quatre cas sutvants:

0. s(z) est tangente en x =0 a la section oo.

1. s(x) est tangente en x = 0 a la section constante de valeur 1.

2. 5(0) = p(0) et s'(0) =p'(0) :=p.

3. 5(0) = ¢(0) et 5'(0) = ¢'(0) :== ¢

3. 5(0) = §'(0) = 0; dans ce cas s*(w) s’annule en x = 0. Plus précisément: si
s s’annule en x =0 a Uordre r > 2, alors s*(w) s’annule en x =0 a Uordre r/2 au
moins.

Démonstration: Elle est identique a celle de 3.13 dans son principe, en plus
simple.

La condition 0 se traduit par les conditions similaires: dy < 2 + 3k/2. Donc
dp <2,3,5,6,8 pour k =0,1,2,3,4. La condition 1 se traduit par 'annulation des
P,gh)(l) pour h < ay, avec ap = [(k—1)/2]. Donc: ap = —1,0,0,1,1sik =0, 1,2, 3,4.

Les conditions 2,3 se traduisent par l’annulation des Q,(ch) (p) et des R,gh)(q) si
h < ag, ou Q) et R sont les polynomes respectivement définis par:

w = (Lo Qu(e,y)dz"""* @ da®") /(y*.(y — 1)*.(y — p(x))*.(y — q(x))?) et:

w = (Yo Re(w, y)dC " @ da®) /(y*.(y — 1)*.(y — p(2))*.(y — ¢(2))?), avec:

dz :==dy — p/(x)dx et d{ = dy — ¢/ (x)dx.

Enfin, la condition 4 se traduit par '’annulation de P,gh)(O) pour les h < by :=
[k/2]. On a donc: by =0,0,1,1,2 si k=0, 1,2, 3,4 respectivement.

On voit donc que cette fois-ci, 'espace vectoriel W est de dimension: 2 4 3 +
5+6+8+5 =29, tandis que le nombre de conditions (linéaires homogenes) est de
3. (@ + 1)+ (b +1) =3.(0+1+1+2+2) + (1 +1+2+2+3) = 18+9 = 27.
L’espace vectoriel des solutions est donc de dimension au moins 2.

Ceci acheve la démonstration du lemme 3.11.

Seconde étape: Caractere discret.

On aborde maintenant la seconde étape de la démonstration du théoreme 3.8.

On peut identifier les éléments s : B — X de (X/A)(kg, M) a leurs images
(réduites), et donc a des points de Chow(X), la variété de Chow de X. Dans cette
identification, (X/A)(kg, M) est une sous-variété algébrique fermée de Chow(X),
puisque les conditions qui la définissent sont algébriques (les ordres de contact aux
points d’intersection non au-dessus de M sont au moins égaux aux m;). Le degré
des s étant borné, la finitude sera donc établie si 'on montre que les points de
(X/A)(kp, M), dans cette identification, sont isolés.

Il nous suffit, par les arguments usuels du début de la démonstration de 3.8, de
démontrer cette propriété dans les cas ot X = P! x B, et o A = E;jv(l— 1/m;).A;,
dans les trois cas suivants, ot les A; sont, pour j = 1,2, 3, les graphes d’applications
constantes de B dans P!, de valeurs 0, 1, oo respectivement:

a. N =3,

b. N =4 et Ag de type (2,2,2,3),
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c. N=5et Ag de type (2,2,2,2,2).

Lemme 3.15 Dans les trois situations précédentes, les points de (X/A)(kg, M )ne
sont isolés dans Chow(X) si k(Xp/Ap) =1 (cette condition est satisfaite dans les
cas (b) et (c), elle l'est dans le cas (a) si et seulement si (1/mq+1/mao+1/m3) < 1).

Démonstration: Elle est basée de manicre essentielle sur le lemme élémentaire
suivant:

Lemme 3.16 Soitp=p(z) :D —C, g=g9g(t):D—>Deth="h(t,z) :DxD—C
des fonctions holomorphes telles que: g(0) = 0, h(0,0) # 0. On définit u(t,z) =
p(z) + h(t, 2).(z — g(t))™, ot m > 0 un entier. Soit U un voisinage assez petit de 0
dans D. Alors: pour tout t assez proche de 0, l'équation: u(t,z) = u(0,2) a, dans
U au moins (m — 1) solutions distinctes si la fonction g n’est pas constante (égale
a zéro, donc), et a au moins m solutions (comptées avec multiplicités) si g(t) =0).

Remarque 3.17 L’interprétation géométrique est la suivante: le graphe G; de
I'application us(z) := wu(t,z) a un contact d’ordre au moins m avec celui de p(z)
au point z(t) = (g(t),p(g(t))). La conclusion est que G; et Gy ont un nombre
d’intersection local (au-dessus de U) au moins égal & (m — 1) si le point de contact
x(t) est mobile, et au moins m s’il est fixe.

Démonstration: On peut supposer que h(t, z) # 0 partout, quitte a restreindre
les domaines de définition.

Si g(t) = 0, 'équation a résoudre est: h(t,z).z™ = h(0,z).2™. Le résultat est
donc évident.

Si g(t) n’est pas la fonction nulle, 'équation est: h(t, z).(z —g(t))™ = h(0, z).2™.
Soit H(t, z) la racine m-ieme holomorphe de la fonction h(0, z)/h(t, z) qui tend vers
1 quand (¢, z) tend vers (0,0), et ¢ une racine m-ieme arbitraire de 1. L’équation
précédente est satisfaite si et seulement s'il existe ¢ telle que z — g(t) = (.H(t, 2).z,
c'est-a-dire si z(1 — (.H(t,z)) = g(t). L’équation a donc bien (m — 1) solutions
distinctes qui convergent vers 0 quand t tend vers 0.

On va maintenant, pour démontrer 3.15, procéder par ’absurde, supposant
I'existence dans (X/A)(kp, M) d’une composante irréductible 7" de dimension
strictement positive, ou encore d’une famille algébrique 5; : B — X de sections
dont les graphes S; sont tangents a l'ordre m > m; a A; en chacun des points
d’intersection non situés au-dessus de M. On choisit un point 0 € T' générique,
de telle sorte que l'ordre des points de contact de Sy avec chacun des A; au-dessus
de chacun des points b € B (y compris ceux de M) soit générique, c’est-a-dire
minimum, et reste donc le méme pour tous les t € T" voisins de 0 € T'.

Le lemme 3.16 peut étre appliqué au voisinage de chacun des points b € B tels
que s(b) = p;(b) pour I'un des j =1, ..., N, en prenant u, = s; et p := p;. Il montre
que le nombre d’intersection local de S; et de Sy pres de z(0) = (b,p;(b)) est au
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moins égal & (m — 1) (resp. m) si z(t) # z(0) (resp. si z(t) = 2(0)) au voisinage de
0eT.

Soit () I'ensemble des points de B tels que s(b) = p;(b) pour un j =1,..., N au
moins. Soit Q" (resp. (') 'ensemble des points de () qui sont (resp. qui ne sont
pas) dans M (rappelons que M est 'ensemble des places exclues des conditions de
tangence) .

Pour tout b € @, on note ¢;(b) > 0 l'ordre de contact de Sy avec A; au-dessus de
b. On notera qu’il y a un unique j tel que ¢;(b) > 0si b € (), mais qu’il peut y avoir
plusieurs tels j si b € Q" (a moins que N = 3, auquel cas les A; ne s’intersectent pas
non-trivialement). On notera aussi ¢(b) le plus grand des ¢,(b), pour j = 1,...; N.

On déduit du lemme précédent 3.16, comptant les nombres d’intersection
globaux:

S0-50 = 8180 = [Xpeqr(t(b) — 1)] + [Xpeqr t()]-

Par ailleurs, le nombre d’auto-intersection Sy.Sy = (B’ + dF)* = 2d, si F (resp.
B’) est la classe de cohomologie d’une fibre de g : X — B (resp. de 'image d'une
section constante de g).

On en déduit que:

(%) 2d > [Ypeq () = D] + [Zyeqr 1(0)]-

On va déduire une contradiction de cette inégalité, dans chacun des trois cas
a,b,c ci-dessus.

Dans le cas (a), Pargument est, a nouveau, tres simple:

On a: [Ypeq(t(b) — 1)] 4 [Xpegr t(b)] = 3.d — |Q'|, puisque Ycq t(b) = 3d. Or
Q| < (1/mo+ 1/m1 + 1/my).d.

Donc: l'inégalité (*) fournit: 2d > 3d — (1/mo + 1/my + 1/m).d.

Contradiction, puisque d > 0 et que k(Xp/Ap) = 1, par hypothese, de sorte que
(1/77’1,0 + 1/m1 + 1/77100) < 1.

Pour démontrer les cas b et ¢ ci-dessus, nous aurons besoin d’'un autre lemme.

Lemme 3.18 Dans les cas b,c ci-dessus, et avec les notations précédentes, on a:

Sheqr t(b) = [Shegr Ximr (1= 1/my).t;(0)] = 123 65.(1 = 1/my),
ot 0; est le degré de Uapplication p; : B — P*.

Avant de démontrer ce lemme, montrons qu’il entraine 3.15, et acheve donc la
démonstration du théoreme 3.8.
On a, par l'inégalité (*):
2d 2 [Ypeq (t(0) — 1)] + [Zpeq t(b)] . .
y Z)[ZbeQ SIS (1= 1/my) ()] + [Sheqr Ti=r (1/my).45(0)] — Q| = 327 6;.(1 -
mj .

Mais: 4
[Sheo X021 (1= 1/my).4;(b)]
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= S (1= 1my).(50.y)
= IV (1= 1/my).(d+ 5)),
par le calcul cohomologique: (Sp.A;) = (B'+d.F)(B'+6;.F) = d+ ;.

Donc:
2d > [S520 (1= 1/my)(d+6,)] + [Speq (1/my) 1 (0)] — Q'] = Zi=1 6;.(1—1/m;).

On a lamajoration évidente: [Q'| < [X,cq Zgiiv(l/mj).tj(b)], puisque, sib € @',
alors t;(b) = 0 pour tous les j, sauf un seul, pour lequel on a: ¢;(b) > m,.

On en déduit donc que: 2d > [Zjijlv(l —1/m;)].d, et une contradiction, puisque
d >0 et que | ;jv(l —1/m;)] > 2, ce qui est 'hypothese k(Xp/Ag) = 1.

Démonstration (du lemme 3.18): La démonstration est locale en chaque
point b € Q”. Supposons que N = 4. Alors on a, au plus, deux j tels que ¢;(b) > 0,
et 'un deux est j = 4 (correspondant a la section non constante p, puisque les autres
ne s’intersectent pas). _

S’il y a un seul (ou aucun) j tel que ¢;(b) > 0, on a: ¢(b) > Z?j t;(b).

Soit k # 4 le second j tel que ¢;(b) > 0, s'il y a deux des indices j tels que
t;(b) > 0. Rappelons que 'orbifolde est de type (2,2,2,3), et que les sections p,
d’indices j = 2,3,4 ont des multiplicités m; égales a 2, tandis que la section p;
(constante de valeur 0) a une multiplicité m; := 3.

On a alors: t(b) > [Z?j(l — 1/m;).t;(b)] si k # 1, et t(b) > | gj(l -
1/m;).t;(b) — (1/2).7(b)], ou 7(b) est l'ordre de contact en (0,b) de Ay et de Ay
sik=1.

En effet: si k # 1, alors (1 — 1/m;) = 1/2 pour j = k, 4, et I'inégalité t(b) >
Zgjll(l — 1/m;).t;(b) résulte de ce que t(b) = max{t;(b),7 =1,...,4}, et de ce que
t,(b) =0sij# kA

Si k =1, 'inégalité ¢(b) > [Z;j(l —1/m;).t;(b) — (1/2).7(b)], résulte de ce que
t;j(b) =0sij # 1,4, et se réduit donc a: t(b) > [(1/2)t4(b) + (2/3)t1(b) — (1/2).7(b)].
Mais 7(b) > inf{t1(b),t4(b)} (puisque I'ordre de contact est une valuation). Si a,b
sont deux nombres réels positifs de maximum m et de minimum s, on a toujours:
m~+ (1/2).s > a/2 + 2b/3, et donc la conclusion.

On obtient alors le lemme lorsque N = 4 en faisant la somme des inégalités
obtenues sur tous les b € Q”, et en remarquant que les contributions Y yc o (1/2).7(b)
sont majorées par la moitié du nombre d’intersection de A; et de Ay, qui est égal a
04, et que 0; = 0 si j # 4.

La démonstration lorsque N = 5 est similaire.

Les multiplicités m; attachées aux 5 composantes A; sont toutes égales a 2.

Si donc b € Q7 est tel que au plus deux des indices j sont tels que t;(b) > 0,
on a l'inégalité: ¢(b) > [ng{(l — 1/m;).t;(b)], puisque (1 —1/m;) = 1/2 et que
t(b) > t;(b) pour tout j.

23



Il existe au plus trois des indices j en lesquels ¢;(b) > 0, puisque 4 des A; ne
s'intersectent pas. Et s’il y a trois tels indices, deux de ces indices sont j = 4 et
J =5, puisque les autres A; ne s’intersectent pas. Soit £ le troisieme indice.

On va montrer que dans ce cas: t(b) > (1/2)(tx(b) + ta(b) + t5(b)) — (1/2).7(b),
ou 7(b) est 'ordre de contact en pg(b) de Ay et de As. Ceci résulte immédiatement
de ce que t(b) > t;(b),Vy, et de ce que 7(b) > inf{ts(b),t5(b)} (I'ordre de contact
définissant une valuation).

Sommant les inégalités obtenues sur les b € 7, on en déduit que: A

Shegr 1) = [Siegr 5270(1=1/2):45(0)]  [(1/2). Dhege 7(0)] = [Sheqr SI75(1—
1/2).t;(b)] — (1/2).(04 + J5), puisque (04 + J5) est le nombre d’intersection (Ay.Aj),
égal a la somme des 7(b) pour b € B. Ceci acheve la démonstration du lemme, et
donc celle du théoreme 3.8.

Remarque 3.19 Lorsque Xpg est une courbe elliptique sur kg, donc de genre 1 et
munie d’un point kp-rationnel (ie: une section p : B — X de la fibration elliptique
g : X — B), le résultat précédent implique donc la finitude de 'ensemble des
sections s : B — X dont 'image est tangente a p(B) en chacun de leurs points
d’intersection (& lexclusion eventuelle des points au-dessus de M, fixé). Il serait
intéressant d’avoir un démonstration géométrique directe de ce fait, basée sur la
finitude du rang (sur z) du groupe de Mordell-Weil de Xp. Une telle démonstration
pourrait peut-étre s’adapter au cas arithmétique.

Lorsque le rang du groupe de Mordell-Weil de X est 1, il est tres facile de
démontrer le résultat, car s(B) rencontre p(B) en un point = s(b) = p(b) non au-
dessus de M, ces deux courbes sont tangentes au point d’intersection x. Mais s(B)
doit recouper transversalement, arbitrairement pres de x, les multisections (étales
au-dessus d’un voisinage U de b dans B) de N-torsion lorsque N est grand. Ce qui
montre justement que Ns(B) n’est pas tangente a p(B) en leurs points d’intersection
proches de x. Si s(B) ne rencontre p(B) qu’en des points situés au-dessus de M,
N.s(B) rencontrera transversalement p(B) en des points non-situés au-dessus de M,
pour N grand, par 'argument précédent. Donc ’ensemble des sections considérées
est bien fini.

3.6 Finitude pour les surfaces de type général ayant une
fibration de type général sur une courbe

Théoreme 3.20 Sotent g: X — B, h: C — B et f: X — C des fibrations telles
que g = ho f, dans lesquelles X, C, B sont projectives complexes lisses et connezes
de dimensions respectives 3,2,1. On suppose que:

1. La fibre générique X, de g est une surface de type général.

2. g n'est pas birationnellement isotriviale (ie: X, n'est pas birationnelle a X
st b# b sont génériques dans B).

3. Pour b € B générique, la restriction f, : Xy — C, de f au-dessus de b est une
fibration de type général.
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Alors il existe un sous-ensemble algébrique strict D C X tel que l’ensemble des
sections s : B — X de g dont l'image n’est pas contenue dans D soit fini.

Remarque 3.21 L’assertion est plus faible que la conjecture de Lang, puisque
louvert U dépend de la courbe base B (et n’est pas déduit par changement de
base d'un ouvert fixe).

Démonstration: Dans le langage de 3.1, on a donc une surface de type général
Xp sur kg, et une fibration de type général fp : Xg — Cpg définie sur kg. L’assertion
est l'existence d’un sous-ensemble algébrique strict D C Xpg tel que 'ensemble
X(kp) des points kp-rationels de Xp qui ne sont pas contenus dans Dp est fini.

Or, d’apres la proposition 3.6, f(X(kg)) C (C/A(f))(kp,M)), si M C B est
assez grand fini. D’apres le théoreme 3.8, (C'/A(f))(kg, M))nc est fini. Le théoreme
3.20 est donc établi si (C/A(f)) n’est pas un produit (7" x B)/(A x B), ou T est
une courbe projective connexe, et A un diviseur orbifolde (constant) sur 7.

On suppose donc désormais que C' =T x B, et on note 7 : C' — T la projection
sur le premier facteur (la seconde projection étant h). On notera X; C X la fibre
de mo f: X — T au-dessus de t € T. La restriction de g a X; définit donc une
fibration g; : X; — B dont les fibres sont celles de f au-dessus de C; := {t} x B, et
sont donc de genre g > 2, puique par hypothese X, est de type général.

On identifie maintenant X (kg) au sous-ensemble de Chow(X) paramétrant les
courbes réduites et irréductibles Z de X telles que X;,.Z = 1. Donc X(kp) est
un ouvert de Zariski de Chow(X), réunion d’'un ensemble fini ou dénombrable de
composantes irréductibles V,.

Nous noterons X,, C X le lieu de V,,, adhérence de Zariski de la réunion X
des s(B), pour s € V,; de sorte que X, est un sous-ensemble algébrique fermé
irréductible de X, dont X contient un ouvert de Zariski dense.

Pour chacune des V,,, deux cas se produisent, simultanément pour tous les s de
V,: oubien mo fos: B — T n’est pas constante (ie: f(s(B) € (C/A(f))(ks, M )ne),
ou bien mo fos: B — T est constante.

Dans le premier cas, m o f o s(B) est I'une des (C/A(f))(kp, M), qui sont en
nombre fini. Tous les X,, pour tous les n possédant cette propriété sont donc
contenus dans un diviseur D,,. de X.

On considere donc désormais uniquement les n pour lesquels le second cas se
produit, et on note X (kg). 'ensemble des s € X (kp) telles que mo fos: B — T
est constante.

Nous allons maintenant appliquer la version effective de la conjecture de Mordell
sur les corps de fonctions établie dans [E-V90] (la premiere version effective est
[P68]). Elle affirme que si u : S — B est une fibration non isotriviale d'une surface
projective lisse relativement minimale S sur une courbe B de genre ¢, et si la fibre
générique de u est une courbe de genre g > 2, alors toute section s : B — S de u
satisfait: s(B).Kg/p < 4.(9—1)*.(¢—1+0), ot o est le nombre de fibres singulieres
de u, et Kg/p := Kg — u*(Kp) est le fibré canonique relatif.

Lorsque la fibration u est isotriviale, on a une borne élémentaire: s(B).Kg/p <
2(q — 1), pour toute section s de u. En effet, u est alors une submersion de fibre F.
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Si s n’est pas isolée dans S(kg), on a: s(B).Kg/p < 0, par la formule d’adjonction.
Si s est isolée, et si S = F' X B est un produit au-dessus de B, Kg/p est I'image
réciproque de K, la borne ci-dessus est évidente. On se ramene a ce cas en faisant
le changement de base étale v : B — B, ou B’ := Autg(F x B, S5), le groupe relatif
des automorphismes de S au-dessus de B, dont la fibre au-dessus de b € B est
I’ensemble des isomorphismes de I’ avec 5,. Cette fibre est finie, de cardinal au plus
84(g(F) — 1), puisque g(F) > 2.

Soit T* C T lensemble (Zariski ouvert non vide) des t € T' pour lesquels X,
est lisse. Remarquons que si o; est le nombre de fibres singulieres de g; : X; — B,
la fonction o; est bornée sur 7™, puisqu’elle est égal au nombre d’intersection de
{t} x B avec la courbe ¥ C C' constituée des points au-dessus desquels la fibre de f
n’est pas lisse. On notera o ce nombre.

La fin de la démonstration utilise malheureusement des résultats dont la pro-
fondeur est sans commune mesure avec le reste du texte.

Nous allons maintenant supposer, quitte a faire un changement de base B — B
fini, que ¢ := g(B) > 2. Appliquant la théorie des modeles minimaux au-dessus de
T ([K-M92]), nous pouvons supposer (sans changer X (kg)) que X est Q-factorielle
a singularités terminales et a fibré canonique relatif Ky 7 nef et vaste®. 11 existe
donc un entier m > 0 tel que L := Kx +mg*(Kpg) +m.(mo f)*(H) soit nef et vaste
sur X, si H est ample sur 7T'.

Il existe donc [Kaw84] un morphisme birationnel ¢ : X — Y et un fibré ample
L' sur Y tels que L := Ky + m.(¢*Kg) + (mo f)*(H) = ¢*(L'). Or, L.Z <
4.(g — 1)%.(¢ — 1 + o) + 2mgq, pour tout s € X (kg). (remarquer que X; reste lisse
pour t € T générique, puisque X est a singularités terminales, donc isolées).

On en déduit que la famille 1,(X (kg)) est bornée. Pour conclure, il suffit donc
de montrer qu’aucun des X, n’est égal a X entier.

Supposant, par l'absurde que c’est le cas, on obtient une surface projective
irréductible S C Chow(X) dont I'intersection avec X (kp). est Zariski dense dans
S, et dont le lieu est X. Il existe donc une application rationnelle dominante
¢ S x B — X d’evaluation des sections, au-dessus de B. Ceci implique, par
[Mae83], que g est birationnellement isotriviale, contrairement a notre hypothese.

4 Version Arithmétique

On considere dans cette section une fibration f : X — C dans laquelle X (resp. C)
est une surface (resp. une courbe) projective complexe lisse et connexe. On note
encore F' une fibre lisse de f. On suppose que X, C, f sont définies sur un corps de
nombres k.

On a vu que si X et C' sont de type général, alors X (k') NU est un ensemble fini,
si U est I'ouvert de Zariski de X réunion des fibres lisses de f. On voudrait étendre

3traduction de “big”
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cet énoncé au cas ou X est de type général, et ol f est une fibration de type général
(ie: k(C/A(f)) = 1), avec g(C) < 1.

Nous allons montrer que cet énoncé se ramene a une version orbifolde de la
conjecture de Mordell. Cette réduction est exactement analogue a celle utilisée dans
le cas des corps de fonctions.

4.1 Points rationnels orbifolde

Soit Oy, 'anneau des entiers de k, et (C'/A) une orbifolde supportée par C' et définie
sur k, ce qui signifie que C et les points de C' formant le support du diviseur A
sont définis sur k*. On suppose choisi un modele de (C'/A) défini sur anneau Oy, yr
des M-entiers de k, si M C B est un sous-ensemble fini contenant ’ensemble des
points de mauvaise réduction de C'/A, notant B 'ensemble des valuations de k.
Pour chaque valuation finie v € B, on note p, 1'idéal premier de cette valuation.

Soit A := Z?ii\[(l — 1/m;).p;, ou les p; € C sont dans C(k).

Pour tout x € C'(k), pour toute v € B finie, et pour tout j, on définit un nombre
d’intersection arithmétique (x.p;), de = et p; en v par: (z.p;), := maxg,{m > 0},
ou m décrit I'ensemble E, des entiers tels que = et p; aient méme image dans la
réduction de C' modulo pi*. (Voir [D97]).

Definition 4.1 Soit (C/A)(k, M) ’ensemble des x € C(k) tels que pour tout j =
1,..,N, et tout v € B, finie, v ¢ M, on ait: (x.p;), > m; si (z.pj), #0.

Remarque 4.2 Soit g : (C/A) — (C'A’) un morphisme d’orbifoldes défini sur k.
Si l'on a des modeles de g, (C/A), et (C'A’) définis sur Oy, il est immédiat de
vérifier que g((C'/A)(k, M)) C (C"/A")(k, M) pour M assez grand.

L’origine de cette définition est la:

Proposition 4.3 Soit f : X — C une fibration, définie sur k, d’une surface X sur
une courbe C, toutes deux projectives et lisses. Soit (C'/A(f)) la base orbifolde de
f, supposée définie sur k. Si l'on a des modéles de f,S,C, A(f) définis sur O u,
M assez grand, alors f(X(k)) C (C/A(f))(k, M).

Démonstration: Dans des modeles adéquats, f : X — C est définie par des
polynémes homogenes a coefficients dans Oy . Soit s € S(k), v € B, v ¢ M.
Supposons que les coordonnées de f(s) et de p; sont égales modulo p,. Par hypothese
[ (p;) = Xpmy.Fy, o my > m;,Vk. On peut donc choisir une carte affine de C
et une coordonnée z centrée en p; telles que z o f = (II,G}"*)/Gy, dans un ouvert
affine de X contenant s, les G, étant des polynomes a coefficients dans Oy, ps, et Go
un polynome tel que Go(p;) ne soit pas divisible par p,. Modulo p,, I'un au moins
des polynomes GG, s’annule en s. D’ou 'assertion.

4Une définition plus précise, suggérée par P. Eyssidieux, est la suivante: C est definie sur k,

et pour tout n entier le diviseur de Cartier Emj:n pjest défini sur k (ie: I'ensemble des p; pour

lesquels m; = n est invariant par le groupe de Galois de k/k)
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Remarque 4.4 Dans [D97], qui considere (implicitement) les multiplicités clas-
siques, la notion de point entier de (C'/A(f)) est similaire, mais différente. C’est,
en conformité avec le probleme traité, dans la situation de 4.1: m; divise (x.p;),, et
non: (z.p;), > m;, ceci pour tout v ¢ M.

4.2 Conjecture de Mordell Orbifolde
C’est la suivante:

Conjecture 4.5 Soit (C'/A) l'une des 5 orbifoldes suivantes, définie sur un corps
de nombres k. Alors (C/A)(k, M) est un ensemble fini, pour tout M.

1. P/(2,3,7)

2. P'/(2,4,5)

3. P'/(3,3,4)

/. P1/(2.2,2,3)
5. P'(2,2,2,2,2)

Remarque 4.6 On peut déduire de cette conjecture et de [F83] que pour toute
orbifolde de courbe (C/A) définie sur un corps de nombres k, (C/A)(k, M) est fini,
pour tout M si k(C/A) = 1. Ceci résulte immédiatemment de [F83] et de 4.2 si
g(C) > 2. Sig=0, c’est une conséquence de 4.5, et de 1.6. Si g(C') = 1, ceci résulte
de 4.5, de 1.6, et de 1.5.

Donnons une conséquence immédiate de la conjecture précédente:

Corollaire 4.7 Soit f : S — C une fibration de type général, définie sur un corps
de nombres k, dans laquelle S et C' sont projectives complexes lisses et connexes, S
une surface de type général, et C' une courbe. Si l’on admet la conjecture 4.5, alors
S(k)NU est fini, si U est la réunion des fibres lisses de S.

En particulier, il existe, si 4.5 est vraie, des surfaces projectives complexes lisses
et simplement connexes définies sur des corps de mombres et non potentiellement
denses.

Démonstration: f(S(k)) C (C/A(f))(k, M) si M est assez grand, d’apres 4.3.
Comme x(C/A(f)) = 1, par hypothese, (C/A(f))(k, M) est fini, par la conjecture
4.5. Par [F83], la restriction de f & S(k)NU est finie. Donc S(k)NU est finie. D’ou
la premiere assertion.

La seconde assertion est obtenue en appliquant la premiere aux surfaces constru-
ites dans 5. (On pourrait d’ailleurs en déduire aussi des exemples potentiellement
denses simplement connexes lisses en toutes dimension (en prenant des produits, par
exemple, puis des sections hyperplanes)).

Remarque 4.8 La conjecture 4.5 est, du moins lorsque N = 3, une conséquence
immédiate de la conjecture abe (voir aussi [E97], par exemple). Cette observation
m’a été communiquée par J.L. Colliot-Thélene (et P. Colmez). Vérifions ceci dans
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le cas particulier ot k = Q, N =3 et M = (). Le cas d’un corps de nombres et d’un
ensemble M arbitraires est entierement similaire.

On peut supposer que A = (1 — 1/u).0+ (1 = 1/v).1 + (1 — 1/w).c0, ou u, v, w
sont des entiers au moins égaux a 2 et tels que € := 1 — (1/u+ 1/v + 1/w) > 0.
Les points de (P'/A)(Q) sont alors les points x := a/c € P! tels que a,c € Z sont
premiers entre eux et tels que: rad(a)* divise a, rad(c)" divise c et rad(b)” divise b,
si b:=c¢—a. On a noté rad(a) le produit des nombres premiers qui divisent a.

La condition rad(a)* divise a signifie donc que chacun de ces nombres premiers
apparait dans la décomposition de a en produit de facteurs premiers avec un ex-
posant au moins égal a u. C’est le cas si, par exemple, a est au signe pres une
puissance u-ieme d’entier, cas traité dans [D97], ou les points considérés sont les
points entiers de la surface affine z* + y” = 2%.

La conjecture abe affirme que rad(abc) = rad(a).rad(b).rad(c) > Cp.M*", pour
tout 0 < t < 1, avec une constante C; > 0, si M := maz{lal,|b|,|c|}, pour
tous a,b,c tels que a +b = ¢ . On a donc, si z = a/c est comme ci-dessus:
M/uwttfortfw) > gt |p| e[V > rad(abe) > C;.M?, pour tout t < 1. Donc
1 > Cp. Mt~/ utl/v+l/w) - Choisissant 1 > ¢ > 1/u+ 1/v + 1/w, on obtient donc 4.5
dans ce cas.

5 Une fibration de type général sur une surface
simplement connexe

On va maintenant construire une surface projective lisse et connexe X de type
général simplement connexe admettant une fibration de type général sur la droite
projective complexe. Ceci montre que, contrairement au cas des multiplicités clas-
siques, il n’y a pas d’obstruction topologique (au niveau du groupe fondamental du
moins) a l'existence de fibrations de type général au sens non classique.

La difficulté est de construire des fibrations de base P; ayant une fibre multiple
simplement connexe au sens non classique. Bien que I'existence de telles fibres quasi-
ment arbitraires soit établie dans [W74] ® | Papproche suivie dans [W74] (géométrie
formelle et théoreme d’algébrisation de Grothendieck) ne permet pas de controler la
base .

Nous donnons ici une construction explicite mais tres spéciale de telles fibres.
Il serait intéressant d’avoir des méthodes de construction plus générales que celle
proposée ici de telles surfaces simplement connexes ayant une fibration de type
général sur Py, ou méme seulement une démonstration constructive des résultats de

[W74]6 .

SRéférence [W74] communiquée par E. Amerik
6Une construction trés simple de fibre multiple par revétement ramifié m’a été indiquée par
X. Gang. Cette construction fournit une fibre double avec trois composantes, deux triples et une

29



Théoreme 5.1 [ existe des fibrations de type général, mais sans fibre multiple au
sens classique, f: X — Py, avec X une surface projective lisse simplement connexe
de type général. On peut choisir X et [ définies sur un corps de nombres k.

Remarque 5.2 Les surfaces construites ci-dessous sont minimales, ont un fibré
canonique ample et pour nombres de Chern: ¢ = m[(m — 1).96 — 17] et ¢y =
m[(m — 1).48 + 29], ot m > 5 est un entier. Donc 1,66.. < (c?/c3) < 2 (une région
banale de la ”géographie” des surfaces de type général).

La construction des surfaces du théoreme précédent est basée sur la:

Proposition 5.3 Soit D, L, T C P, trois droites projectives distinctes et concour-
antes en un point a € Py. Il existe alors une sextique S C Py telle que:

1. S est irréductible et ne passe pas par a.

2. S rencontre D en 3 points distincts en lesquels elle est lisse et tangente a D.

3. S rencontre L en 3 points distincts qui sont des points doubles de S.

4. S rencontre T en 2 points distincts qui sont des points triples de S.

Si les droites D, L, T sont définies sur Q, les 8 points précédents peuvent étre
choisis sur Q, et S peut étre définie sur un corps de nombres.

Démonstration: On suppose P, rapporté aux coordonnées homogenes (U : V :
W) dans lesquelles les équations de L (resp. T resp. D) sont: (U = 0) (resp.
(V =0); resp. (U —2V =0)). On note C' la cubique C := (D + L+ T') d’équation:
UV.(U-2V)=0.

On a donc (par annulation de H'(Op,(3))) une suite exacte naturelle d’espaces

vectoriels complexes:
0 — H%(Og,(3)) = H%(O¢,(6)) — H(Oc(6)) — 0.

L’espace vectoriel H°(O¢(6)) s’identifie (par restriction a T, L, D respectivement
sur l'ouvert affine W # 0 rapporté aux coordonnées (u := U/W,v := V/W)) aux
triplets de polynomes (g(u); h(v); k(v)) de degrés au plus 6 tels que: (g(0) = h(0) =
k(0)), et: (K'(0) = 2.g'(0) + k'(0)).

On peut donc trouver des polynomes (g, h, k) de degrés respectifs (2,3, 3) tels
que les polynomes (g; h; k) := (g%; h?; k?) satisfont les conditions précédentes, et tels
que, de plus: ¢(0) = h(0) = k(0) = 1, les zéros de chacun des trois polynomes
g3: h?; k? étant deux-a-deux distincts.

Soit alors S1(u, v) un polynome de degré 6 tel que ses restrictions a T', L, D soient
respectivement ¢g>; h?; k?. Ceci exprime que la sextique S; (définie par I’équation
S1 = 0) coupe T (resp. L; resp. D) en 2 (resp. 3; resp. 3) points distincts ty, to
(resp. Uy, 12, l3; resp. dy,dsy, d3) en lesquels elle a un contact d’ordre 3 (resp. 2; resp.
2).

On cherche donc S sous la forme: S =51+ E.F, ou £ = wv(u — 2v) et F(u,v)
est un polynéme (non homogene) de degré au plus 3.

double. Mais les fibres obtenues ne sont pas simplement connexes.
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Pour que les 8 = 2 + 3 4+ 3 points d’intersection correspondants aient les mul-
tiplicités voulues sur la sextique S (d’équation S = 0), il faut et il suffit donc que,
notant F,, Fy., Fu,,etc... les dérivées partielles de la fonction F(u,v), on ait:

1. Su(t;) = Suu(t;) = Syu(t;) = 0 pour i = 1,2.

2. Syu(l;) =0 pour j=1,2,3.

Compte-tenu du fait que E(t;) = E(l;) = E,(t;) = 0 pour tous 1, j, et de la for-
mule de Leibnitz pour les dérivées partielles d'un produit (ici E.F')), ces conditions
peuvent étre réalisées si les 9 formes linéaires suivantes:

F(t,); Fu(ts); Fu(t); F(y), pour i = 1,2 et j =1,2,3

sont linéairement indépendantes dans l'espace vectoriel (de dimension 10)
HY(0s,(3)):

Or T'espace vectoriel annulateur de ces formes est constitué des équations de
cubiques planes ayant un point double en chacun des deux points ¢, 5, et passant
par les 3 points /;. Un argument géométrique immédiat montre que ces équations
sont de la forme: C.uv?, ot ¢ € C.

Si Sy est une sextique satisfaisant a toutes les conditions précédentes, et si ( € C
est générique adéquat, la sextique d’équation S := Sy + (.uv? satisfera aussi ces
mémes conditions, et sera, de plus, lisse aux points di, d,ds, car [uv?],(d;) # 0,
pour 7 =1,2,3.

Pour achever la démonstration de la proposition, il faut encore montrer que le
membre générique S; du systeme linéaire A’ de sextiques engendré par S et Sy :=
D + 2L + 3T est irréductible.

Sinon, S; est somme de 6 droites, de 3 coniques lisses, ou de 2 cubiques.

Le premier cas est exclu, car une telle droite doit passer par I'un des t;, et par
I'un des I;. C’est impossible, puisque A’ n’a pas de composante fixe. Le deuxieme
cas est aussi exclu, car une conique composante de S; devrait étre tangente a D en
I'un des d;, et passer par 2 des t; et deux des [; (avec tangence a T ou L si deux
de ces points sont confondus). Ceci contredit & nouveau le fait que A’ n’a pas de
composante fixe. Le cas ou 5; serait réunion de deux cubiques est aussi exclu, car
St ne serait pas lisse en I'un des points d; au moins, ou les deux cubiques devraient
s’'intersecter, alors que ce point devrait étre un point de tangence de D et de S;.

Les assertions de nature arithmétique sont immédiates sur la construction.

Corollaire 5.4 Soit g : Py — Py le morphisme de degré 4 défini par: g(X : Y :
Z):=(U:V:W), avec U := X?> +Y?v:=XY; W := Z?. Soit D (resp. L; resp.
T) les droites d’équations: U = 2V (resp. U =0; resp. V. =0), eta:=(0:0:1).
Soit S une sextique d’équation S(U :'V : W) = 0 satisfaisant les conditions de la
proposition précédente relatives auz droites D, L, T. Alors H = g*(S) est une courbe
de degré 12 telle que:

1. H ne passe pas par a’ := (X =0;Y =0; 72 =1).

2. H rencontre chacune des trois droites L', L, D’ d’équations respectives (Y =
i.X); (Y = —i.X); (Y = X) en 6 points distincts qui sont des points doubles de H.
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3. H rencontre chacune des deuz droites T',T” d’équations (Y = 0); (X = 0) en
4 points distincts qui sont des points triples de H.

4. Le membre générique H; du systeme linéaire A de courbes de degré 12 en-
gendré par H et H' :=2.(L' + L + D') + 3(T" + T7) est irréductible.

Démonstration: Le revétement g est Galoisien de goupe G =2 Zy X Zs, engendré
para: (X:Y:Z)— (-X;-Y;Z)eto: (X:Y :Z)— (Y;X;Z). De plus, on a:
1. g(D') = D et g*(D) =2D".

2. 9(L"y=g(L”)=L,et g*(L) = L' + L.
3. 9T =g(T")=T, et g*(T)=T"+T".

4. g est étale sur I'ouvert Z # 0; X2 # Y2, et ramifie & l'ordre 2 le long de la
doite D’ privée de ses deux points (0:0: 1) et (1:1:0).

Ces propriétés permettent de déduire immédiatement le corollaire de la proposi-
tion, a 'exception de l'irréductibilité de Hy := g*(S;).

Si H; n’est pas irréductible, il est donc réunion soit de 4 cubiques, soit de 2
sextiques irréductibles, qui forment une seule orbite sous 'action de G.

Le premier cas (de 4 cubiques) n’est pas possible, car S; a un point triple en
chaque point ¢;, et g est étale au-dessus de ces points. Donc une cubique I' com-
posante de H,; devrait passer par m = 2 (avec une singularité) ou m = 3 des 4 points
de g71(t;), et aussi par 7 des autres points de g7*(R), si R est 'ensemble des 8 points
d’intersection de S; et de C'= L+ D + T, avec les notations de la proposition. Ceci
entrainerait que I' est une composante fixe de A, et une contradiction.

Le cas dans lequel H; serait réunion de 2 sextiques S} et ¢.S;, pour g € G
d’ordre 2 (indépendant de t) est également impossible. Ceci sera établi au cours de
la démonstration du corollaire 5.5 ci-dessous.

Corollaire 5.5 Soit H et H' les deux courbes planes de degré 12 décrites dans
la proposition précédente, A le systéeme linéaire qu’elles engendrent, et ¢ : Py —
Py lapplication méromorphe associée définie par le quotient (des équations) H/H'.
Soit b : P — Py l’éclatement de Py en les 26 points-base du systeme linéaire A.
L’application ¢ := 1 ob : P — Py est holomorphe, a fibres connexes. FElle a une
unique fibre multiple @, := ¢*(c0), de multiplicité 2, qui est la transformée stricte
de H' parb. Cette fibre &, est simplement connexe. De plus, ¢ n’a aucune fibre qui
soit multiple au sens classique (ie: m*(p,y) = 1, pour tout y € Py, avec la notation

de 1.2.1).

Démonstration: Seules les assertions: ¢ est holomorphe et n’admet pas de
fibre multiple au sens classique ne sont pas des conséquences immédiates de ce qui
précede.

On va démontrer la premiere au voisinage de I'un des points d’intersection ¢’ de
T" et de H, dans des coordonnées locales analytiques (s,t) centrées en ce point, et
choisies telles que T" a pour équation locale: ¢t = 0.
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Alors ¥(s,t) := (a.s> + b.s*t + c.st? + d.t> + R(s,t))/t3, ou R(s,t) est une fonc-
tion analytique nulle & I'ordre 3 en (0,0), pour des coefficients complexes a, b, ¢, d
adéquats.

Le point crucial est: a # 0. Ceci résulte de ce que le nombre d’intersection de H
et de T" est 12, et est la somme des ordres de contact de H avec T en chacun des
4 points ¢;. Comme chacun de ces ordres de contact vaut au moins 3, chacun vaut
exactement 3, et donc a # 0.

Maintenant le diviseur exceptionnel de 1’éclatement de Py en ¢’ est recouvert par
les deux ouverts de cartes U; et Uy, munis de coordonnées respectives (o := s/t, 1),
et (s,7:=1/s).

Dans Uy, 9(s,t) = ao® + b.0* + c.o + d + Ry(0,t), avec R; analytique.

Dans Uy, (¢(s,t))"! = [7*/(a+b.1r+c.m?+d. 72 +5.Ra(s,7))], avec Ry analytique.

Puisque a # 0, on en déduit que @ est analytique (& valeurs dans P;) au voisinage
de .

Le cas des points d’intersection de H et T” est identique. Celui des points
d’intersection de H avec L' + L” + D’ est similaire (en plus simple, car seuls des
termes quadratiques interviennent).

Il reste a montrer que ¢ n’a pas de fibre multiple au sens classique. Sinon, on
aurait pour une valeur adéquate de t € Pyt # oo: Hy = (12/d).I', pour d # 12 un
diviseur de 12, et I' une courbe de degré d.

On ne peut pas avoir d = 1, 2, 3, car I' doit passser par les 26 points d’intersection
de H et de H'. On ne peut pas non plus avoir d = 6, car la sextique I" devrait passer
triplement par chacun des 4 points d’intersection de T" avec H.

Nous pouvons maintenant montrer que les fibres de ¢ sont connexes. Sinon,
par l'assertion 4 du corollaire 5.4 précédent, démontré sauf dans le cas ou H; serait
réunion de 2 sextiques, ¢ devrait se Stein-factoriser sous la forme: ¢ = p o, avec
n : P — P; connexe et n : P; — P; de degré 2. Alors n aurait deux points de
ramification double et en ces points, H; serait une sextique double. Ceci contredit
I’argument précédent, et acheve la démonstration du corollaire.

On peut maintenant conclure la démonstration du théoreme 4.1:

Corollaire 5.6 Soit ¢ : P — Q) := Py la fibration précédente. Soit g : P :=P; —
Q) = Py un morphisme fini de degré m > 1, étale au-dessus des points (en nombre
fini) de Q au-dessus desquels la fibre de @ n’est pas lisse. Soit X la normalisée de
PXxq P, et f: X — P le morphisme déduit de ¢ par le changement de base g. Soit
enfin u: X — P le morphisme fini naturel. Alors:

1. X est une surface lisse, et f est une fibration de type général si m > 5.

2. X est simplement connezxe (et de type général sim >5).

3. Si la sextique S est définie sur un corps de nombres, ainsi que g, alors X et
f sont aussi définies sur un corps de nombres.
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Remarque 5.7 Si F' est une fibre lisse de ¢, on a: g(F) = 13. En effet, si £
(resp. G) est le diviseur exceptionnel de b au-dessus des 18 points doubles (resp.
8 points triples) de H considérés, alors Kp = b*(Kp,) + E + G. De plus, si F
est une fibre lisse de ¢, on a: F.E = 2.18, et F.G = 3.8 (car chaque composante
de E (resp. G) se projette doublement (resp. triplement) sur P; par ¢). Donc
Kp.F =2(g(F)—1) = (b"(Kp,) + E+G).F = —3.12+2.18 + 3.8 = 24.

Démonstration de 5.6: Toutes les assertions sont immédiates, sauf peut-étre
le fait que f soit une fibration de type général, et que X est simplement connexe.

Le fait que f soit de type général si m > 5 résulte de ce que f a maintenant m
fibres multiples (au sens de 1.1) de multiplicité 2 (qui est la multiplicité de ®,). On
conclut a 'aide de la remarque 1.4.

La simple connexité de X résulte du lemme standard suivant:

Lemme 5.8 Soit f: X — C une fibration holomorphe propre et surjective sur une
courbe. Supposons que f n’ait pas de fibre multiple au sens classique (voir 1.2),
et que f ait une fibre simplement connexe Fy. Alors: f. : m(X) — 7 (C) est un
isomorphisme de groupes.

Démonstration: Puisque f n’a pas de fibre multiple au sens classique, le noyau
de f. est I'image de m1(F) dans m(X) par j., déduite de l'injection naturelle de F
dans X, si F' est une fibre lisse de f. Mais j se factorise par 'injection de U dans X,
si U est un voisinage ouvert de Fy qui se rétracte sur Fy, et qui contient F', choisie
assez proche de Fy. Puisque Fj est simplement connexe, il en est de méme de U.
D’otu la conclusion.
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