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SUR LA DIMENSION DE L’ESPACE DES ORBITES D’UNE
GRASSMANNIENNE SOUS L’ACTION D’UN GROUPE
ALGEBRIQUE.

MICHAEL MAGEN

RiSUME. On s’intéresse aux actions d’un groupe algébrique G sur les grass-
manniennes d’un K-espace vectoriel de dimension finie V' (K un corps algébriquement
clos) déduites d’une action de G sur V. On montre que
dimg G(4,V) < dimg G(k, V) si et seulement si dimG(j,V) < dimG(k, V)

ou dimg G(r, V) désigne la dimension de ’espace des orbites de G(r, V') sous
Paction de G (ce qui généralise un résultat de Pyasetskii [fJ]). On étend ensuite

ce résultat aux variétés de drapeaux. Des méthodes différentes nous permet-

tent d’obtenir des résultats sur les nombres d’orbites , quand le corps de base

K est fini.
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1. INTRODUCTION

L’objet de cet article est de généraliser le résultat suivant di a Pyasetskii [E] :

Théoréme 1.1.

Soit G un groupe algébrique agissant sur un C-espace vectoriel V de dimension finie
n. Soit P(V') et P(V*) les espaces projectifs paramétrant respectivement les droites
et les hyperplans de V', tous deuz naturellement munis d’une action de G. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le groupe G agit avec un nombre fini d’orbites sur P(V),
(13) Le groupe G agit avec un nombre fini d’orbites sur P(V*).

Désormais, sauf dans les sections @ et @, on suppose le corps de base K
algébriquement clos.

L’assertion de Pyasetskii suggere une assertion analogue pour les grassmanni-
ennes de taille & et n — k mais on n’en trouve aucune démonstration (& notre
1
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connaissance) dans la littérature. Nous allons montrer en particulier qu’une telle
assertion est vraie (corollaire E)

Définition 1.2.

Soit G un groupe algébrique agissant sur une variété algébriqgue X. D’aprés le
r

théoréme de Rosenlicht [[f], on peut trouver une partition de X : X = [] X; tel
i=1

que les X; sont des sous-ensembles constructibles G-invariants de X admettant

tous un quotient géométrique. On note dimg X le mazimum des dimensions de ces

quotients (ce nombre est bien défini, i.e. indépendant de la partition ad hoc utilisée).

Pour V' un K-espace vectoriel de dimension n et pour k dans {1,...,n — 1}, on
note G(k, V) la grassmannienne des sous-espaces de dimension k de V.

Soit G un groupe algébrique agissant sur un K-espace vectoriel V' de dimension
finie n. Pour tout j dans {1,...,n—1}, la grassmannienne G(j, V') est naturellement
munie d’une action de G. Le résultat principal de 'article est le suivant :

Théoréme 1.3.
On a:

dimg G(j, V) < dimg G(k, V) pour tout couple (j, k) tel que dim G(j,V) < dim G(k, V).
On a en particulier les deux résultats suivants :
Corollaire 1.4.
Pour tout k dans {1,...,n—1}, on a :
dimg G(k, V) = dimg G(n — k, V).

Corollaire 1.5.
Pour tout k dans {1,...,n — 1}, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le groupe G agit avec un nombre fini d’orbites sur G(k,V)
(ii) Le groupe G agit avec un nombre fini d’orbites sur G(j, V)
pour tout j tel que dim G(4,V) < dim G(k, V).

Pour démontrer le théoreme Eﬁn utilise une généralisation géométrique de
la formule de Burnside (théoréme PR.4). On démontre un résultat analogue pour
les variétés de drapeaux dans la section .3 et dans la section [, ces résultats sont
adaptés au contexte d’un corps de base fini.

2. GRASSMANNIENNES, VARIETES DE DRAPEAUX ET VARIETES DE BURNSIDE

Pour toutes les notions concernant les partitions et les compositions d’un entier
utilisées dans cet article (conjugaison, "raising operators”,...), 'ouvrage de référence
est celui de Macdonald [P].

2.1. Variétés de drapeaux.
Soit m un entier strictement positif.
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Définition 2.1.

Soit k un entier strictement positif. On dit que a = (ay,...,ax) € (N)* est une
composition de n de longueur k si ay +--- + ax = n.

Les nombres aq, .. .,a; sont appelés les termes de a.

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Définition 2.2.
Pour toute composition (a1, ...,a,) de n, on définit la variété de drapeauz :

0=Vwcwvc...V,=V,
Fla,,...an(V) = les V; sont des sous-espaces vectoriels de V' et
pour tout i, dimV;/V;_1 = q;

Si G est un groupe algébrique agissant sur V, Fl(,, . 4,y(V') hérite naturellement
d’une action de G.

Remarque 2.3.
Pour tout k dans {1,...,n—1}, on a G(k,V) = Flg i) (V).

2.2. La variété de Burnside d’une G-variété algébrique.
Soit G un groupe algébrique et X une G-variété.

On définit X, la variété de Burnside de X sous 'action de G, de la maniere
suivante :
Y={(g,z) e Gx X / gx =z}
On adim¥ > dimG.

Théoréme 2.4.
On a l’égalité suivante :

dimg X = dim ¥ — dim G.

Démonstration :
On peut supposer que le quotient X/G est géométrique et qu’il existe un entier
positif k£ tel que pour tout z dans X, dim G.x = k. On considere le morphisme de
projection de ¥ dans X, la fibre d’un élément de x est isomorphe a {g € G, g.x = =}
et est donc de dimension constante dim G—k. On a donc dim ¥ = dim X +dim G—k.
Par ailleurs, d’apres le théoreme de Rosenlicht, on a dim(X/G) = dim X — k d’out
le résultat.[]

Remarque 2.5.
Le théoréme fournit une nouvelle démonstration du fait que le nombre dimg X
est bien défini.

Soit g dans G, on note X, I'ensemble des points de X fixés par g.
Remarque 2.6.

Soit q : ¥ — G le morphisme de projection. Pour tout g dans G, la fibre ¢~ 1({g})
est isomorphe a X,.
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D’apres le théoreme @, le calcul de la dimension de I’espace des orbites de
I'action de G sur X se ramene au calcul de la dimension de la variété de Burnside.
Le calcul de cette derniere dimension peut se faire en étudiant le morphisme de
projection de ¥ dans G, en utilisant une partition finie de G en constructibles sur
lesquels la dimension de la fibre est constante.

Dans la section suivante, on construit une telle partition pour GL(n,K) quand
X est une variété de drapeaux.

2.3. Partitions d’un entier, classes de conjugaison unipotentes et squelettes
dans GL.

Soit m un entier strictement positif.

Définition 2.7.

Soit k un entier strictement positif. On dit que X = (A1,..., ;) € (N)* est une
partition de n de longueur k st A\ +---+Ag=n et Ay > --- > X\, > 0.

Les nombres A1,..., A\ sont appelés les termes de A.

On note P(n) 'ensemble des partitions de n. Rappelons la définition de l'ordre
de dominance sur P(n).

Définition 2.8.
Soit A= (A1,...,Ar) et p= (p1,..., ) dans P(n). On note X\ > p si pour tout i
dans {1,...,r}, M+ + XN >+ 4 uie

Définition 2.9.
Soit m un entier strictement positif et z un élément de K. On pose :

z 1 0 ... O
0 z 1 0
Im(2) =
0 00 ... z
Soit A = (A1,...,\) une partition de n dont tous les termes sont strictement
positifs et z un élément de K. On pose :
I, (2) 0 0 ... 0
0 In(z) 0 ... 0
() = : :
0 0 0 ... Jn(2)

On rappelle la proposition suivante :

Proposition 2.10.

Soit u un unipotent dans GL(n,K), il existe une unique partition A de n dont tous
les termes sont strictement positifs telle que u soit conjugué a Jx(1). On dit alors
que u est un unipotent de type .

Définition 2.11.
Soit u et v dans GL(n,K), on note u R v s’il existe un entier r, deux r-uplets
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(a1y...,a,) et (b1,...,b.) déléments de K deux d deux distincts et r partitions
MDA tels que -

J)\u) (al) 0 0o ... 0
' 0 Jy@ (ag) 0 ... 0
u est conjugué a . . ,
0 0 0 e J)\(r) (a/r)
JA(I) (bl) 0 0 0
0 Jya(b2) 0 0
et v est conjugué a
0 0 0 ... Jyun(br)

Clairement, la relation R est une relation d’équivalence sur GL(n,K). On note
S(n) lensemble de ses classes d’équivalence (S(n) est fini). Pour s dans S(n), on
note GL*) (n, K) Pensemble des éléments de GL(n, K) dans la classe d’équivalence s.

Définition 2.12.
Les éléments de S(n) sont appelés squelettes de taille n.

Définition 2.13.
Un élément s de S(n) est dit unipotent (respectivement semisimple) s’il existe un
élément unipotent (respectivement semisimple) dans GL®) (n,K).

Proposition 2.14.

Pour tout s dans S(n), GL® (n,K) est constructible. Ainsi, on a la partition
sutvante de GL(n,K) en constructibles :

GL(n,K)= [] GLY(n,K).
seS(n)

Nous donnons a titre d’exemple cette partition pour n =3 :
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a 0 0
GL(3,K) = 0 a 0 |,aek"
0 0 a
a 1 0
—1 GJGK*
U{h I S et }
a 1 0
1 GJGK*
U{h 0 a1 h’{heGL }
a 0 0 (a,
udnlo a0 |n, a7éb
0 0 b h € GL(3
a 1 0 (a,
U {h[ 0 a 0 |A, a;éb
0 0 b h € GL(3
a 0 0 (a,b,c) €
U (Al 0 b 0 |ht, a;éb;éc;éa
00 ¢ h € GL(3,K).

Nous allons maintenant énoncer certaines propriétés remarquables de cette parti-
tion, propriétés dont nous allons nous servir de maniere essentielle dans la démonstration
du résultat principal.

Proposition 2.15.
Soit a une composition de n. La fonction :
GL(n,K) — N
g = dim(Fle (V)

est constante sur les GL®) (n, K).

Proposition 2.16.
Soit g un élément de GL(n,K), il existe un squelette t semisimple tel que pour tout
v dans GL(t)(n, K) et pour toute composition a de n :

dim(Fly(V)), = dim(Fla(V)),.

Proposition 2.17.
Soit g un élément de GL(n,K), on a :

dim G(j, V), < G(k, V)4 pour tout couple (j, k) tel que dimG(5,V) < dim G(k, V).

Cette derniere assertion donne les deux résultats suivants dans le cadre des va-
riétés de drapeaux :

Corollaire 2.18.
Soit g un élément de GL(n,K), et (a1,...,a,) une composition de n. On a :

dim(Flig, .. 0y (V))g = dim(Fl(aU(l) VVVVV agm)(v))g pour tout o € &,.,

.....



ESPACE DES ORBITES D’UNE GRASSMANNIENNE 7

ot &, désigne le groupe des permutations de Uensemble {1,...,r}.

Corollaire 2.19.

Soit g un élément de GL(n,K), a = (a1,...,a,) une composition de n, i dans
{1,...,7 — 1} et b et ¢ deux entiers tels que b+ ¢ = a; + a;41 et be < aja;11 (i.e
dim G(b,b+ ¢) < dim G(a;,a; + a;41)). On a :

dim(Fl(al »»»»» aiflyb,c,ai+2,---ar)(V))g < dim(Fl(m ,,,,, ar)(V))g.

La proposition est classique, démontrons les quatre autres assertions.

Démonstration de la proposition :
On se ramene facilement (par la considération des sous-espaces caractéristiques) au
cas ou ¢ est unipotent.
Supposons donc que x est unipotent de type A. Soit y un élément semisimple de
GL(n,K) et g = (u1,...,pus) une partition de n. On dit que y est de type u s’il
existe s éléments non nuls de K deux a deux distincts z1, ..., zs tels que :

led/n

y =
zsld,,,

On note X la partition conjuguée de \, et soit ¢t le squelette semisimple tel que
GL(t)(n, K) est formé des semisimples de type X'. Soit v dans GL(t)(n, K).

On pose b; = ay + --- + a; pour tout i dans {1,...,r}, 9 = Hom(K" ,K") &
-+ @ Hom (K1, K) et G = GL(b1,K) x --- x GL(b,, K).On se donne une suite
d’injections K% < K2 < ... < K de sorte que 1’on a une fleche de restriction
GL(b;,K) — G. On définit maintenant les deux applications suivantes :

. (Flg)z — P(bl) TR 'P(br>
(b{(%CCVT) — (A(l),._.))\(r)) )

ott A est le type de la restriction de x & V; pour tout 7 dans {1,...,7r} et

. (Fla)o — P(b1) x -+ xP(b)
w'{(vocmcvr) - (A Ay

ott AV est le type de la restriction de v & V; pour tout i dans {1,...,r}.
On obtient donc les deux partitions (en ensembles constructibles) suivantes des
ensembles (Fly), et (Fly), :
(Fla)o = [ o~ ({a}),

a€P(by)x - xP(by)

(Flo)o = I v~ ({BY)-
BEP(b1)x-+-xP(br)
Nous allons montrer que pour tout « dans P(by) x --- x P(b,.), dim¢p~({a}) =
dimy~1({a’}) , ot @ est obtenue en prenant les conjuguées des termes de a.

Soit donc @ = (oM, ..., () dans P(by) x - -- x P(b,). On pose z = (z1,...,z,)
dans G on z; est la restriction de z & K® (z; est un unipotent de type a(9) pour
tout ¢ dans {1,...,7}. On pose aussi v = (v1,...,v,.) dans G ol v, est conjugué a
v et v; est la restiction de v & K% et est un semisimple de type la conjuguée de a(?)
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pour tout ¢ dans {1,...,r}.

D’apres [ﬂ, lemme 3], on a :
dim 9% = dim M.
Par ailleurs, on a deux fleches surjectives :

E { oz o~ ({a})
(915 sGr—1) (gl(Kbl) C---C gr_1(Kb“1)) )
v ({a'})

e
7 { (91,5 9r-1) (91(K™) C -+ C gr—1(K*r-1))

Pour tout V. dans ¢~ 1({a}), f~1({V}) est isomorphe & GL(b1,K)** x --- x
GL(b, — 1,K)* -1 et pour tout W dans ¥~1({a’}), g7 ({W}) est isomorphe &
GL(b1, K)¥t x -+ x GL(b, — 1,K)" =1, or ces deux espaces ont méme dimension
d’ou le résultat.t]

Il

Démonstration de la proposition :
La premiere assertion est un simple résultat de dualité. Pour démontrer la seconde,

on observe que d’apres la proposition on peut supposer que x est semisimple.
Le résultat est alors élémentaire.[]

Démonstration du corollaire :
Soit ¢ dans {1,...,r — 1}, montrons que le résultat est vrai pour pour la trans-

position 7 = (i,4 + 1). Notons X = Fl,, . . (V), Y = Fla, oo, aT(T))(V) et
Z =Fla,,...ai_1,ai+ais1,ai19,...ar) (V). On définit les fleches suivantes :
b Xg - Zg
VeV = (T CVica TV C V)
et
. Yy - Zg
1 e V) - V- CVisgCVipr C V)
Soit V.= (\, € --- C Vieqy C Viza C V,) dans Z,, on note § I’élément

de GL(Vj11/Vi—1) déduit de g. On a u™'({V}) = G(as;, Vita)g et v ({V}) =
G(ai+1, Vit1)z. Donc d’aprés la proposition .17, pour tout V dans Zg, dimu='({V}) =
dimv~1({V}), et ¢ et ¢ sont surjectives, d’out le résultat.]

Le corollaire se montre de la méme maniere.
2.4. Démonstration du théoreme E

Le groupe G agissant sur V, on peut supposer que c’est un sous-groupe de
GL(V) = GL(n,K). Pour tout j dans {1,...,n}, on note ¥; la variété de Burnside
de G(j5,V) :

L ={(g;P) e GxG(,V) [ g.P =P}
On note p; la projectionde ¥j dans G. Ona: G = ] (GL® (n, K)NG). Et donc
seS(n)
=11 pj_l(GL(s) (n,K)NG). Puis dim¥; = max {dimpj_l(GL(s) (n, K)NG)}.
seS(n)
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Pour g € G, pjfl({g}) = {P € G(4,V) / g.P = P}, par conséquent d’apres la
proposition P.15, la dimension de p}l({g}) est constante sur les GL®*) (n,K) N G
pour tout s dans S(n), notons la d;(s). On a donc dimpj_l(GL(S) n,K)NG) =
dim(GL®) (n, K) N G) + d;(s).

D’apres la proposition R.17, dj(s) < dx(s) pour tout s € S(n) et tout j € Ex. On
obtient donc dim ¥; < dim ¥, ce qui nous permet de conclure d’apres le théoreme

.40

2.5. Un résultat analogue pour les variétés de drapeaux.

Soit G un groupe algébrique et V' un K-espace vectoriel de dimension finie n
muni d’une action de G.

Soit (aq,...,a,) une composition de n. Il existe une permutation o dans &, tel
que (ag(l), - ,ag(r)) est une partition de n. On note P(aq,...,a,) cette partition.

On démontre comme on I’a fait pour les grassmanniennes les résultats suivants :

Théoréme 2.20.
Soit (a1, ...,a,) une composition de n. On a l’égalité suivante :

dimg Flg, ,....a,)(V) = dimg Flia, .. (V') pour tout o € &,.

38 (1))

Proposition 2.21.

Soit a = (a1, ...,a,) une composition den, i dans {1,...,7—1} etb, ¢ deux entiers
tels que b+ c=a; + a;41 et be < a;a;41, i.e dimG(b,b+ ¢) < dim G(a;, a; + ait1).
Ona:

dimG Fl(al,...,a¢,1,b,c,a¢+2,...ar)(V) < dlmG Fl(al,...,ar)(v)'
On déduit de ces deux assertions le résultat suivant :
Théoréme 2.22.
Soit a = (a1,...,a.) et b = (b1,...,b) deux compositions de n telles que P(a) >
P(). On a :
dimg Fl, (V) < dimg Flp (V).

Ce théoreme se déduit directement des deux résultats précédents et du lemme
(ce lemme est démontré en annexe et est totalement indépendant du reste de
Particle).

3. GRASSMANIENNES ET VARIETES DE DRAPEAUX SUR UN CORPS FINI
3.1. Grassmaniennes sur un corps fini.

Soit IF, un corps fini & ¢ éléments. Soit maintenant n un entier naturel non nul
et V' un Fg-espace vectoriel de dimension finie n.

Soit F un ensemble fini, on note #F son cardinal. Si F est muni d’une action
d’un groupe G, on note N (G, E) le nombre d’orbites de cette action.
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Proposition 3.1.
Soit G un groupe agissant sur V.. On déduit de cette action une action sur G(r,V)
pour tout r dans {1,...,n—1}. On a :

N(G,G(4,V)) < N(G,G(k,V))pour tout couple (j, k) tel que #G(5,V) < #G(k, V).

Démonstration :
On commence par remarquer que le résultat annoncé est équivalent au résultat
suivant : pour tout k dans {1,...,n/2}, on a les deux assertions suivantes :

(i) N(G,G(k,V))> N(G,G(r,V)) pour tout r dans {1,...,k},
(i) N(G,G(k,V)) = N(G,G(n —k,V))

Démontrons I'assertion (7).
Pour r dans {1,...,n — 1}, on note F, le K-espace vectoriel de dimension

#G(r,V) des fonctions de G(r,V) dans K. Le sous-espace vectoriel de F,. formé
par les fonctions G-invariantes est noté F¥. On a I’égalité :

N(G,G(r,V)) = dim .

Soit donc k dans {1,...,n/2}, et r dans {1,...,k}
On définit 'application suivante :

B - R
o:{ T 2
ou f est définie par :
R Gk, V) — C
[ H — > f(P)
PCH

Cette application est G-équivariante, nous allons montrer qu’elle est injective, la
premiere partie du résultat sera alors démontré.

Pour cela, on va construire une application 7 : Fj, — F}. telle que m o ¢ = Idp,.
On pose :

ou ¢ est définie par :

et les ep(H) sont des nombres complexes. L’exercice consiste & montrer que 'on
peut définir ces coefficients de maniere a obtenir I’égalité m o ¢ = Idp, .
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Soit Py € G(r, V) , on définit fp, € F, par :

1 siP=P
fr(P) = { 0 sinon. ’
On a donc :
N 1 siPCH
VH € G(k,V) fp,(H) = { 0 sinon.
Puis :

VP EeG(rV) fr(P) =Y ep(H)fr (H)
H

= Z GP(H).

HD Py

On veut donc :

[0 si P#D,
> EP(H){ 1 si P=Rh,.
HDPy
Pour ce faire, on va supposer que ep(H) ne dépend que de la dimension de

I'intersection de P et H. On pose donc ep(H) = €4im pnp- 1l nous faut donc définir
les ¢; pour j € {0,...,r} de maniére convenable.

Soit i € {0,...,r} et soit P et Py dans G(r, V) tels que dim(P N Fy) = i. On
pose pour j € {0,...,7}, a;; = #{H € G(k,V)/Py, C H, dim(P N H) = j}. Ces
nombres ne dépendent pas des choix de P et Py. Soit A la matrice dont les coeffi-
cients sont les a; ;. Montrons que A est inversible. On a a;; = 0 pour ¢ > j (car
PNPyCc PNH)ie A esttriangulaire supérieure.

Montrons maintenant que pour tout ¢ € {0,...,r}, a;; est non nul. Soit donc
1 € {0,...,r}, on doit trouver un H dans G(k,V) tel que Py C H et dim P N
H = i. Nous allons en construire un. On choisit une base (e1,...,e,) de V
telle que Py = vect(ey,...,e,) et Py = vect(e1,...,€i,€rq1,...,€2,—;). La famille
(e2r—it1,---,€pn) comporte n — 2r +i éléments et on a I'inégalité suivante : k —r <
n — 2r 4+ 1. Par conséquent, on peut poser

H =vect(er,...,er, €2r—it1,- - €hrri) € G(k, V).

Ce H convient.

A est donc inversible.

On pose C = A~ M ou1 M est le vecteur colonne

On pose enfin pour j € {0,...,7}, ¢ = Cjt1.1-
On a maintenant:
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k

VP € G(Tv V) fpo (P) = Zbdim(PﬂPo),rer )
r=0

et donc

sinon.

i = { 4 3o

i.e. fp, = fp,- Le morphisme ¢ est donc bien injectif.
L’assertion (ii) se démontre exactement de la méme maniere.[]

3.2. Variétés de drapeaux sur un corps fini.
On conserve les notations de la section précédente.

On commence par rappeler la proposition suivante :

Proposition 3.2.

Soit G un groupe, E et F' deuxr G-ensembles finis et m : E — F une application
G-équivariante. On note r est le nombre d’orbites de G sur F et y1,...,y, des
représentants de chacune de ces orbites. Alors :

N(G,E) =Y N(Stabg(y:), ' ({yi}))-
i=1
On peut maintenant énoncer les deux résultats du paragraphe :

Théoréme 3.3.
Soit (aq,...,a,) une composition de n. On a ’égalité suivante :

N(G,Fliay,...a) (V) = N(G,Flia,,.....a00) (V) pour tout o dans &,.
Théoréme 3.4.
Soit a = (a1,...,a,) et b = (b1,...,b,) deux compositions de n telles que P(a) >
P(b), on a :

N(G,F1(V)) < N(G,Flp(V)).

Démonstration du théoréme @:
11 suffit de démontrer le résultat pour o = (¢,i+ 1) avec i dans {1,...,r —1}. Dans
ce cas on applique la proposition @ aux fleches naturelles

Fl,

Lyeens -
et
Fl(ao(l)a'--7aa(r))(v) - Fl(al7~~~,(ai+a¢+1),---7%)(V>

pour calculer les nombres N(G, Fl,, . o) (V)), le résultat

découle alors de la proposition B.1).]

.....

On démontre un résultat analogue a la proposition 2.2@] en utilisant la méme
technique, et on en déduit toujours d’apres le lemme Q le théoreme @
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4. ANNEXE : UN LEMME COMBINATOIRE

Cette section purement technique est une variation sur 'idée des "raising oper-
ators” du livre de Macdonald.

Soit n un entier positif. Soit (A1,...,\.) dans P(n), et soit ¢ dans {1,...,7r—1},
on pose R;(A) = P(A1,..., A\ + 1, A1 — 1,..., ). On a le résultat suivant :

Lemme 4.1.
Soit A= (A1,...,\r) et = (p1,..., 1) dans P(n). On a X\ > p si et seulement
s’il existe des entiers positifs ai,...,a,_1 tels que A = R 7" o+~ 0 R (p).
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