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Résumé L’objectif de cet article est de fournir le cadre géométrique pour faire une
analyse de la singularité de ’application exponentielle le long d’une direction anor-
male en géométrie sous-Riemannienne. Il utilise les calculs de [9], [12], et conduit
dans le cas Martinet a une stratification de la singularité en secteurs Lagrangiens.

1 Introduction

Soit M une variété analytique réelle et Fy, F» deux champs de vecteurs ana-
lytiques. Considérons le systéme :
dq
dt
ol le contrdle u = (u1, us) est une application L & valeurs dans un domaine

C. On considere le probléme du temps minimal avec la contrainte u? + u% =
1 (ou < 1). Cest équivalent au probléeme de minimiser la longueur d’une

= u1Fi(q) + u2F2(q) (1)

T
trajectoire de (1) pour la métrique : {(q) = / (u? + ug)%dt (probleme sous-
0

Riemannien). On considére le systéme augmenté : ¢ = uiF1(q) + uaF>(q),
qo = u? + u2 et on appelle contréle extrémal une singularité de I’application
extrémité (T fixé) associée. Elles sont paramétrées par les équations :

OH, . OHy OHy
1= 3p’p_ dxr ' Ou

olt Hy(q,p,u) =< p,urF1(q) + uaFs(q) > +A(u? + u), (p,A) # (0,0) et A
est une constante normalisée a4 0 ou —%. On appelle eztrémale une solution
de ces équations et géodésique la projection d’une extrémale sur M. Elle est
dite stricte si la singularité est de codimension un. On a deux types d’extré-
males : les extrémales normales pour A = —%, et les anormales pour A = 0.
Ces dernieres se projettent sur les trajectoires singuliéres du systéme 1. On
note S(0,7) les points & distance r > 0 de ¢(0) = 0 pour la métrique sous-

Riemannienne, et B(0,r) la boule sous-Riemannienne de rayon 7.

=0

La premiére étape de notre construction est de décomposer 1’espace en
une partie lisse et analytique et une partie non sous-analytique relativement
au flot optimal.
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2 La partie lisse et analytique

Les trajectoires anormales sont solutions des équations :
dg _ OH. dp_ _OHa (2)
dt Op ’ dt dq

ou Hy = u1 Py +usPs, et : uy{{P1, Ps}, Pi} + ua{{P1, P2}, Px} = 0, et sont

contenues dans : Py = Py = {P;, P,} = 0.

Notation. On identifie la condition initiale ¢(0) = go & 0. Soit ¢ — ~(t),
t €] — T, T une trajectoire de référence. On peut supposer qu’elle est asso-
ciée au controle ug = 0. On fait alors I’hypothése que les conditions suivantes
sont vérifiées le long de 4 pour le couple (Fy, Fa) :

(H1) K(t) = Vect {ad"Fy.F5y / k € N} (premier cone de Pontriaguine) est
de codimension un pour t € [0, 7] et est engendré par les n — 1 premiers
éléments {Fs, ... ,ad"_QFl.Fg}h(t).

(H2) {Pa2,{P1, P2}} # 0 le long de .

(H3) Sin >3, pour tout ¢t € [0,7] on suppose que :

Fijy ¢ {ad*F.Fo, / k=0...n—3}

Sous ces hypothéses le vecteur adjoint p,(0) est unique & un scalaire prés.
Identifions M localement & un voisinage U de 0 dans IR™, et soit V un voisi-
nage de p,(0) dans I’espace projectif P(T3U). On peut choisir V assez petit
de sorte que toutes les extrémales anormales issues de {0} x V' vérifient les

hypothéses (H1) — (Hz2) — (H3). On a :

Proposition 1. Sous les hypothéses (H1) — (Hs) — (Hs), il existe v > 0 tel
qu’une trajectoire anormale de longueur inféricure a r soit stricte et globale-
ment optimale.

On note Y, le secteur de U couvert par les extrémales anormales de longueur
< rissues de {0} x V. La construction est visualisée sur la Fig.1.

P(T3U)
Fi1c.1.

Lemme 1 Pourr assez petit, X, forme un secteur de la boule sous-Riemannienne

homéomorphe ¢ C'U (=C), ot C est un céne positif de dimension n — 2. Sa
trace sur la sphere est formée de deur surfaces analytiques de dimension n—3,
réduite a deux points pour n = 3.
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3 Le lemme de recollement

Proposition 2. (voir [12], [28]) Soit K(r) le cone de Pontriaguine évalué a
lUextrémité A de la trajectoire anormale de référence, de longueur v, r assez
petit. Alors K(r) est un sous-espace vectoriel de codimension un et pour toute
courbe lisse ¢ — a(e), a(0) = A, ¢ > 0 telle que :

(i) a(e) C S(0,7)\X poure #0
(i1) a(e) N L(0) # 0 ot L est le lieu de coupure

Uespace tangent a la sphére évalué en a(e) tend vers K(r) lorsque e — 0.

Corollaire 2 Avec les notations de la proposition précédente, a(e) n’est pas
I'tmage d’une partie compacte du cylindre P£(0) + P£(0) = % L’application

exponentielle n’est donc pas propre le long de anormale.

Une analyse plus fine utilise les estimations calculées dans le cas Martinet
qui est le suivant. On considére la structure sous-Riemannienne (U, D, g) ou

U est un ouvert de R3 contenant 0, D = Ker w, w = dz — %dm, q=(z,y,2)
et ¢ = a(q)dz? + ¢(q)dy?, a,c étant des germes de fonctions analytiques en

0 tels que a(0) = ¢(0) = 1. On note : G = % L2 Gs = (,?—y. Le repére

2 9z’

orthonormé est : F] = \G/—E, Fy = %, F3 = %, ou Fy, Fy engendrent D.

Sans nuire a la généralité de notre analyse, on peut supposer le probléme
1sopérimétrique, c’est-a-dire que la métrique g ne dépend pas de z. Les géodé-
siques anormales se projettent dans le plan y = 0 et sont des droites z = z;. La
ligne anormale I issue de 0 et paramétrée par la longueur est I = (+¢,0,0).
Pour i = 1,2,3 on pose : P; =< p, F; >. Dans les coordonnées (q, P) les
extrémales normales sont solutions des équations :

PP _mP
_\/a—ﬂy_\/za _2\/(1_

P‘) CI‘
= = P
\/a_\/z(y °

+—P~)), PQ:—Pl, P3:0
En paramétrant par la longueur H,, = %(Pf + P} = % et en introduisant

: a
P .
! 2a ' 2/e

les coordonnées cylindriques : P; = cosf, P; =sinf, P3 = A, on obtient les
équations suivantes :

P P 2 p .
p=L g=22 ;=YL "] Y_p 4+ py)

1
va 't T e TN T e e e

Les variables z,y, z sont graduées en fonction de la régle de [7] avec les

(Ay —

poids suivants : le poids de x,y est un et le poids de z est trois. La forme
normale graduée est :

e ordre -1 : g = dz? 4 dy? (cas plat)
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e ordre 0 : g = adz? + cdy? avec a = (1 + ay)? et ¢ = (1 + Bz + yy)?
et a l'ordre 0 les équations précédentes s’écrivent :

cosf .  sinf ,_y2c089 : 1

P —— = —— 3 Qzﬁ\/g(Ay—acosﬂ—i—[)’sinﬂ)

va 't T e

: : . d d . : :
En introduisant le paramétrage \/E\/E—dt = e les équations se projettent
T

dans le plan (y,0) en : ¥ = y/asinf, ¢ = —(Ay — acosf + @sinf), ou ’
désigne la dérivée par rapport a 7, et le systéeme équivaut a :

0" + Asinf + a*sinf cos§ — afsin? + 36’ cos =0 (3)

La condition initiale ¢(0) = 0 induit la contrainte y = 0 qui se traduit par la
condition : ' = acosfl — 3sinf.

Pour ces calculs, le cas général est interprété comme une déformation du
cas plat, bien que dans le cas plat la direction anormale ne soit pas stricte. En
effet dans les équations précédentes, en paramétrant les solutions par 7v/A,
on transforme les parameétres a, 3,7 de la métrique en petits parameétres.
Cela revient & étudier la sphére sous-Riemannienne dans un C%-voisinage de
la trajectoire de référence.

Dans la section suivante on reléve le probléme sur le groupe d’Engel pour
avoir une représentation uniforme.

4 Le cas Martinet relevé sur le groupe d’Engel

Si g = (z,y, 7, w), on consideére le systéme de IR* :

N 9
= e T o ae P70y

Oz
On a les relations : F3 = [Fy, F5] = % + y%, Fy = [[Fy, 2], Fy] = % et
[[F1, Fs], F1] = 0. Par ailleurs tous les crochets de Lie de longueur > 4 sont
nuls. On pose :

0000 0100
0010 0000
Le=too01 | *=|0000
0000 0000

et on définit la représentation : p(F1) = L1, p(F2) = L3 qui permet d’identifier
le systeme sur IR* au systéme invariant d gauche R = (w1 L1 4+ usLa) R sur le
groupe d’Engel G, représenté ici par les matrices nilpotentes :

1(12%9;1
01(]1%1
00 1(]1
0001
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Le poids de z,y est un, le poids de z deux, et le poids de w est trois. Pour
toute métrique sous-Riemannienne sur G, I’approximation d’ordre -1 est la
métrique plate g = dz? + dy?. Toute métrique sous-Riemannienne de Marti-
net s’écrit ¢ = adx? + cdy? et se reléve sur le groupe G..

Paramétrage des géodésiques dans le cas plat. Les extrémales anor-
males non triviales sont solutions de :

Pr=P,={P, P} =0, vn{{P1, P2}, Pi} + ua{{P1, P2}, P2} =0

En posant p = (ps, py, P, pw) on obtient :

2
]
Pz +P:Y+Pw"s =Py =Pz + YPuw = Pwttz2 =0

2
Cela implique py, # 0 et donc uy = 0. Le flot anormal est donné par :
2
z=u, y=0, z=uy, u):u17

ol |ui| = 1 si on paramétre par la longueur.
Pour calculer les extrémales normales, on pose P; =< p, F;(q) >,i =
1,2,3,4et H, = %(Pf + P); on obtient :

Py = PyP3, Py=—P,Ps, Ps= PPy, P,=0

En paramétrant par la longueur H,, = %,

sinf, et pour 6 # kil vient : 0= —P3, § = —PyP,. En notant Py = A, cela
équivaut a I’équation du pendule :

on peut poser : P| = cosf, P, =

g4+ Asinf =0

On désigne par L la ligne anormale issue de 0 : ¢ — (+¢,0,0,0). Elle n’est
pas stricte et se projette en 6 = k.

Pour obtenir une représentation uniforme des géodésiques normales, on
utilise la fonction elliptique de Weierstrass P. En effet le systéme admet trois
intégrales premiéres : PZ + P§ = 1, et deux Casimir : —2P; P, + P§ = C et
P, = X. En utilisant P = PyP3 on obtient : P, = —CP; — 3)\P12 + A, qu
équivaut pour Py # 0 et X # 0 & Péquation : P12 = -APP+EPE-P - £5).
Soit P(u) la fonction elliptique de Weierstrass (cf [20]) solution de :

P'(u) = =2¢/(P(u) — e1)(P(u) — e2)(P(u) — e3)

ol les complexes e; vérifient e; + €3 + e3 = 0. En posant go = —4(eze3 +
ese1 +e1ea) et g3 = dejezes on peut Vécrire : P'(u) = 4P3(u) — goP(u) — g3,
la fonction P(u) étant développable en 0 selon :

1 1 1
P(u) = — + 550" + gasu’ + -
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La solution P; peut donc s’exprimer sous la forme aP(u)+b. On peut ensuite
calculer P et Ps en utilisant les intégrales premiéres, et z, y, z, w se calculent
par quadratures. On peut retrouver les solutions oscillantes et en rotation
du pendule en utilisant les fonctions elliptiques de Jacobi données par les

formules :

5 Les cas Heisenberg et Martinet plat déduits du cas
Engel. Eclatement en droites

On observe que les deux champs 66—2 et % commutent avec F; et Fs. Le cas
Engel contient le cas de contact plat et le cas Martinet plat restitués par les
opérations suivantes :

e En posant p, = 0, on obtient les géodésiques du cas Heisenberg.
e En posant p, = 0, on obtient les géodésiques du cas Martinet plat.
L’interprétation est la suivante.

Lemme 3 On obtient le cas Martinet plat (resp. Heisenberg) en minimisant
la distance sous-Riemannienne par rapport a la droite (Oz) (resp. (Ow)).

En effet la condition p, = 0 (resp. py, = 0) correspond alors & la condition
de transversalité. 1l est intéressant de noter que comme la distance sous-
Riemannienne par rapport a une droite est plus réguliére que par rapport
a un point, la distance sous-Riemannienne d’Engel hérite donc au moins de
toutes les singularités du cas Heisenberg et du cas Martinet plat.

Une autre fagon de déduire le cas Martinet plat est d’utiliser le résultat

général de [7] :

Lemme 4 Le cas Martinet plat est isométrique a (Ge/H,d:E2 +dy?) ou H
est le sous-groupe de G, : {exp t[F1,Fa] / t € R}.

6 Stratification dans le cas Martinet

On rappelle le paramétrage explicite des géodésiques, cf [4].

Proposition 3. Les géodésiques normales issues de 0 paraméirées par la
longueur sont données par :

e N A0, u=K+t/X
2 ¢ ——ﬁcnu
2(0) = ~t+ = (B() = B(K)), olt) = -
2

z(t) = e ((2/{72 —1)(E(uw)— E(K))+ VN 4+ 2k%sn u cn u dn u)

2
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ol snu,cnu,dnu et E(u) sont les fonctions elliptiques de Jacobi, et
K, E(K) sont les intégrales complétes.
e A=0
3

z(t) =tsing, y(t) =tcose, z(t) = %sin¢c052¢ ot ¢ €] — g’ g]

et les courbes déduites des précédentes en utilisant les symétries Sy : (z,y, z) —
(z,—y,z) et Sa: (x,y,2) = (—2,y,—2).

Chaque ezxtrémale normale est minimisante jusqu’a son premier retour
eny = 0, c’est-d-dire pour t\/X < 2K. Le premier temps conjugué vérifie
2K < ti.V/\ < 3K, et plus précisément une simulation numérique montre
que % ~ 0.97.

Conséquences. Le module k des fonctions de Jacobi est donné par : k? =
H;A. Lorsque k — 0, K (k) — 7, et lorsque B =1-—k% > 0, K(k) ~
In % La trace de la spheére avec le plan de Martinet et pour z > 0 est
représentée Fig.2; elle forme I’adhérence du lieu de partage. Le corollaire 2
ne s’applique pas car la géodésique anormale n’est pas stricte, néanmoins
I’application exponentielle n’est pas propre. La sphére est sous-analytique en
B mais pas en A. Dans ce cas dégénéré, ’application exponentielle applique
tout le bord du cylindre sur la direction anormale. Lorsque A — oo, les
points de coupure et les points conjugués s’accumulent le long de la direction

anormale.

A
| ‘
exp
/\
P1(0) /| ‘ Nz
-1 +1 A= (-r,0) B ={(r,0)

F1c.2.

Le cas générique. Pour étudier la situation générale on utilise la forme
graduée d’ordre 0 de la section 2. Elle dépend de trois parameétres a, 3,7
dont le role géométrique est le suivant :

Lemme 5 Pour la forme normale graduée d’ordre 0 : g = (1 + ay)?dz? +
(1+ Bz + vy)?dy?, on a :

1. La trajectoire anormale est stricte si et seulement st o # 0.

2. Le pendule (3) est conservatif si et seulement si § = 0. Dans ce cas,
le flot géodésique est intégrable par quadratures en utilisant les fonctions
elliptiques de Jacobi.
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Par ailleurs les calculs de [9] conduisent & la conjecture suivante :

Conjecture. Les premiers points conjugués localisés au voisinage de la di-
rection anormale sont avant le troisiéme retour d’une géodésique sur le plan
de Martinet.

C’est en fait un résultat qui permet de compactifier notre analyse car
on ne considére que des trajectoires avec un nombre uniformément borné
d’oscillations (comparer avec [1]).

Trace de la sphére avec le plan y = 0, au voisinage de ’anormale, si o £ 0
(cas strict) Elle est représentée Fig.3.

C3

—7 //0 k_>l9 031
™ —r,
oA oy £t

F1Gc.3.

La section X correspond a la projection de y = 0 dans le plan de phase
du pendule. Les trois courbes ¢, ¢9, ¢3 se ramifient sur la direction anormale
et sont construites ainsi : la courbe c5 est associée a des petits déplacements
localisés au voisinage du col ; les courbes ¢, c3 correspondent a de grands
déplacements et i1l y a deux courbes car il faut considérer les trajectoires
oscillantes du pendule (courbe ¢1) et les trajectoires en rotation (courbe c3).
Dans le cas plat, X est la droite § = 0, et seule la branche ¢; existe. Parmi
les deux branches ¢; et c3, une seule appartient a la sphére ; dans le cas de la
figure 3 c’est la courbe c3. Les calculs de [12] montrent que le positionnement
des courbes dépend de la courbure de Gauss de la métrique Riemannienne
restreinte au plan (z,y), évaluée en 0. Les deux situations sont identifiées en
termes de vecteurs adjoints, c’est ’équivalent de la relation p = nf en optique
géométrique, voir Fig.4.

Les contacts des courbes se calculent dans la catégorie polynomiale. Les
courbes ¢; sont tangentes a la direction anormale car le cone de Pontriaguine
K (r) coincide dans la direction anormale avec le plan (z,y). Les estimations
sont les suivantes :

Proposition 4. Posons 7 = % et X = Zi°
r 2r 7

r assez petit. Alors :

e ¢ /= (é + O(T))XS + O(XS)
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direction anormale
exp .
T TTa 3
e
M
FiG .4.

oy 7 =—25X% 4 0(X?)

r2o?

On en déduit :

Proposition 5. Dans le cas strict, la boule B(0,r) de petit rayon a au voi-
sinage de la direction anormale les propriétés suivantes :

1. elle est l'image par Uapplication exponentielle d’un secteur non compact
du cylindre (A — ).

2. elle est homéomorphe a un secteur conique centré sur L et est en parti-
culier simplement conneze.

3. elle est formée de feuilles co, 1 (= c1 ou e3) associées auz sphéres S(0, €),
e < r qui se recollent le long de la direction anormale, voir Fig.5.

0
—

F1G.5.

La transcendance du secteur. C’est un secteur non sous-analytique ou les
calculs nécessitent 1'usage des fonctions hyperboliques. Dans le cas conservatif
les calculs utilisent la catégorie log-exp et la théorie de l’élimination dans
cette catégorie, pour les détails voir [12], [28]. Le calcul de la sphere et donc
du bord du domaine est délicat car il y a un phénomeéne de compensation qui
s’explique a I’aide des invariants micro-locaux du secteur.

Invariants micro-locaux du passage du col. Dans le cas plat, les deux
valeurs propres du pendule linéarisé au voisinage de (—m,0) sont (—1,+1) et
sont donc résonantes. En perturbant génériquement on obtient un spectre en
bandes +1 —}—O(\/LX) et les calculs dans le secteur utilisent tout le spectre, d’ou
en particulier un phénomene de stabilité. Par contre pour calculer la sphere il
faut tenir compte de I'interaction entre toutes les valeurs propres du spectre
pour en déduire une moyenne et c’est beaucoup plus complexe.
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Dans nos calculs on a privilégié la coupe de B(0,r) avec le plan y = 0
pour des raisons géométriques, mais on peut généraliser aisément.

Definition 1. On appelle 2-secteur de Martinet de la boule sous-Riemannienne
I'intersection de la boule B(0, r) avec un 2-plan qui contient la direction anor-
male.

Les calculs montrent que les propriétés de la proposition 4 se généralisent
a tout secteur de Martinet :

Proposition 6. Tout secteur de Martinet est différentiablement représenté
par la figure 6. Dans le cas conservatif des calculs explicites permettent d’éva-
luer son bord S(0,7) qui est en particulier non sous-analytique.

F1G.6.

Remarque. On conjecture évidemment que la non sous-analyticité de la
sphére reste vraie en général mais les calculs dans le cas non conservatif sont
complexes et non standards ; en particulier il faut utiliser des cartes comme
pour les calculs des cycles limites, et il y a un probléeme de matching.

Cut-locus. Les calculs du cas conservatif conduisent & conjecturer que la

trace du lieu de coupure L(0) sur la sphére, au voisinage de la direction
anormale, est représentée sur la Fig.7.

=0
[ o) -
A A

cas non strict cas strict

F16.7.

Dans le cas non strict il y a deux branches se ramifiant en A. L’extrémité
C de la branche courte est un point conjugué. On peut le faire disparaitre en
restreignant la taille du voisinage et 1’observateur voit alors deux branches
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de méme taille. La taille de la grande branche est d’ordre r et c’est donc tres
différent du cas de contact.

Eclatement en droites. Les résultats descriptifs présentés ici reposent sur
des calculs longs et complexes dont la difficulté principale provient de la non
validité du théoréme de préparation lisse au voisinage de la direction anor-
male. C’est une difficulté d’ordre technique. Une bonne compréhension géo-
métrique du probléme peut reposer simplement sur 1’idée d’éclater en droites,
en plans, etc, 'origine, comme en section 5, et d’étudier la distance sous-
Riemannienne par rapport a ces objets, en utilisant la condition de transver-
salité. Cette idée guide d’ailleurs la représentation des variétés Lagrangiennes
par des familles génératrices.

I’analyse micro-locale traduit le fait que dans la sphére sous-Riemannienne
toutes les directions ne sont pas identiques et qu’il faut calculer par secteurs :
secteur Riemannien, secteur de contact, secteur de Martinet... Dans chaque
secteur les calculs sont différents. Par exemple dans le secteur de Martinet il
faut utiliser les fonctions hyperboliques. On congoit donc qu’en général une
paramétrisation analytique de la spheére est impossible. On conjecture néan-
moins l’existence d’une classe de Gevrey uniforme pour chaque probléeme
sous-Riemannien et donc la possibilité de résoudre 1’équation d’Hamilton-
Jacobi-Bellman dans cette catégorie.
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