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Résumeé.  Nous énoncgons des résultats de généricité des trajectoires singuliéres en géométrie sous-
riemannienne : génériquement (au sens de la topologie de Whitney) toute trajectoire sin-
guliéere est d’ordre minimal et de corang 1, et en particulier n’est pas de Goh si le rang de la
distribution est supérieur ou égal a 3. Nous étendons ces résultats aux systemes affines en le
contrdle. (© 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Generic properties of singular trajectories

Abstract. Wegivegenericity resultsfor singular trajectoriesin sub-Riemannian geometry: generically
(in the sense of the Whitney topology), every singular trajectory is of minimal order and of
corank 1 and in particular is not of Goh type if the rank of the distribution is greater or
equal to 3. We extend these results to control-affine systems. ©) 2003 Académie des scien-
ces/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Soient M une variété lisse de dimension n, 2o un point de M, et T > 0 un réel. Dans les définitions a
suivre, notre point de vue est local, et quitte & se placer dans une carte on peut considérer, pour simplifier
I’exposé, que M = R™. Considérons alors le systéme de contrdle général z(¢) = f(z(t),u(t)), z(0) = zo,
ol f: R™ x U — R"™ est une application lisse et ou I’ensemble des contrdles admissibles I/ est un ouvert
de L*>([0,T], R™). On définit sur ¢/ I’application entr ée-sortie £, 7 : u + (T, o, u), 00 z(t, zo, w) st
la solution du systéme associée a u € U et partant de xo ent = 0.

DEFINITION 1.1. — Un controle u est dit singulier sur [0,77] si ¢’est un point critique de I’ application
entrée-sortie E;, 7. Une trajectoire z(t, zo, u) est dite singuliére sur [0,77] s w est singulier. Elle est dite
decorang 1 si lasingularité est de codimension 1 dans IR™.
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Soit z € R™. Considérons maintenant le probléme de contrble optimal suivant : parmi toutes les tra-
jectoires solutions du systéme reliant 2o a x, déterminer une trajectoire minimisant le colt Cr(u) =
fOT fO(z,u)dt, ol f¥ : R® x U — R est une fonction lisse. La fonction valeur S+ au point z est alors
définie comme la borne inférieure des collts des trajectoires reliant x ¢ & x en temps 7'. Le principe du maxi-
mum de Pontryagin (voir [13]) affirme que si la trajectoire z(.) associée au contrdle v € U est optimale sur
[0, T, alors il existe une application p(.) : [0,7] — R™ absolument continue, appelée vecteur adjoint, et
un réel p° < 0, tels que le couple (p(.),p°) est non trivial, et tels que les équations suivantes sont vérifiées
pour presque tout ¢ € [0,77] :

() = S (000087, u0), 50 = = 5 @0,p(0,8°,u(0), Gy (202 0) =0

ol H(z,p,p°,u) = (p, f(z,u)) + p° fO(x,u) est le Hamiltonien du systéme.

Une extrémale est par définition un quadruplet (x(.), p(.), p®, u(.)) solution du systéme précédent. Si
p° # 0, ’extrémale est dite normale, et si p° = 0 elle est dite anormale.

En particulier toute trajectoire singuliére est la projection d’une extrémale anormale, et réciproquement.

Une trajectoire singuliére qui n’est pas la projection d’une extrémale normale est dite stricte.

Dans cette note nous énongons des résultats de généricité des trajectoires singuliéres, en géométrie sous-
riemannienne tout d’abord, puis pour des systémes affines. Nous généralisons ceux de [6], resp. [11], qui
concernent les systémes affines mono-entrée, resp. sous-riemanniens de rang 2, et améliorons aussi certains
résultats de [2]. Notons que dans le preprint [9] I’auteur a tenté de démontrer des propriétés semblables,
cependant les énoncés, ainsi que leur preuve, sont erronés. Dans un article & venir, nous démontrerons en
détail tous ces résultats.

2. Trajectoires singuliéres en géométrie sous-riemannienne

Soit M une variété lisse de dimension n. Une distribution D sur la variété M est par définition un sous-
fibré du fibré tangent 7'M . Elle est dite de rang m si en tout point = de M onadim D(z) = m. Une courbe
x(.) sur M, définie sur [0, 1] et absolument continue, est dite D-horizontale si pour presque tout ¢ € [0, 1]
onai(t) € D(z(t)). Les sections du sous-fibré D sont des champs de vecteurs lisses sur M.

Pour toute courbe D-horizontale z(.) sur M et pour tout ¢ € [0, 1], il existe une carte en z(¢) dans
laquelle on peut définir localement la distribution D par m champs de vecteurs f1, ..., f,., de sorte que, au
voisinage de ¢, la courbe z(.) est une trajectoire du systéme de controle & = Y7 | u, fi(z).

Notons que I’ensemble des courbes D-horizontales n’est pas en général une variété : ses singularités
correspondent aux trajectoires singuliéres, qui sont intrinséques a la distribution D.

D’aprés le principe du maximum toute trajectoire singuliére est la projection d’une extrémale anor-
male; soit donc p(.) un vecteur adjoint associé. Posons alors, pour tous i,j5 € {1,...,m} : h;(t) =
(p(2), fi(x(t)), et hi;(t) = (p(t),[fi, fi](x(t))), ou [ , ] est le crochet de Lie de champs de vecteurs.
Le long de cette extrémale anormale on a les relations h;(t) = 0, pour i = 1,...,m. Par dérivation on
obtient 3= | hy;(t)u;(t) = 0, pour touti = 1,...,m.

Le long de I’extrémale anormale (z(.), p(.), u(.)), on appelle matrice de Goh au temps ¢ la matrice carrée
antisymétrique G (t) = (hi;(t))1<i,j<m- SON rang r(t) est pair et ne dépend pas de la base (f1,- .., fm)
choisie dans la carte. Si de plus m est pair, det G(¢) = (P(t))? = 0, ot P(t) est un polynéme en les h;;(t)
de degré m/2, le Pfaffien. Par dérivation -7 u;(t){h;, P}(t) = 0. Soitalors G (t) la (m+1) x m matrice,
égale a la matrice G'(t) augmentée de la ligne ({h;, P}(t))1<j<m. L€ rang 7(t) de G(t) ne dépend pas de
la base choisie dans la carte. Tout contr6le singulier u = (u1, - . -, u.,) est dans le noyau de la matrice de
Goh le long de I’extrémale anormale correspondante. Si m est impair et 7(¢) = m — 1 (resp. si m est pair et
7(t) = m — 1), alors on en déduit w(t) au signe pres, ainsi que la direction singuliére correspondante. Ceci
justifie la définition suivante (voir [6]).

DEFINITION 2.1. — S m est impair (resp. pair), une trajectoire singuli ére est dite d’ ordre minimal s
elle admet un relévement anormal le long duquel I’ensemble des ¢ € [0, 1] telsque r(t) = m — 1 (resp.
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7(t) = m — 1) est densedans [0, 1].
A I’opposé, et pour m quelconque, une trajectoire singuliére est dite de Goh si elle admet un relévement
extrémal anormal tel que r(t) est identiqguement nul.

THEOREME 2.2. — Soient m un entier tel que2 < m < n, et D,, |’ensemble des distributions de rang
m de la variété M muni de la topologie C'>° de Whitney. Il existe un ouvert O,,, dense dans D, tel que,
pour toute distribution D € O,,, toute trajectoire singuliére non triviale de D est d’ ordre minimal et de
corang 1. De plus le compl émentaire de O,,, est de codimension infinie.

Remarquel. — En particulier, s m > 3, toute distribution de O ,,, 0" admet aucunetrajectoire singuliere
de Goh nontriviale, ce qui améliore[2, Th. 8] ou I’ existence d’ un ensemble dense seulement est montr ée.

Remarque 2. — S m est impair, il existe de plus un ouvert dense de M tel que par tout point de cet
ouvert passe unetrajectoire singuliere non triviale (voir aussi [12]).

Enongons maintenant des conséquences en géométrie sous-riemannienne. Une vari &té sous-riemannienne
(M, D, g) est constituée d’une variété M de dimension finie, d’une distribution D sur M, et d’une métrique
g sur D. Elle est dite analytique si tous les objets sont analytiques. La distance sous-riemannienned s (zo, 1)
entre deux points z et 2y de M est la borne inférieure des longueurs (au sens de la métrique g) des courbes
horizontales joignant ;¢ & =1 en temps 1. Une telle courbe horizontale, de longueur égale a d sg (o, x1),
est dite minimisante. La sphére sous-riemannienne S(zq, ) centrée en z, de rayon r, est I’ensemble des
points x de M tels que dsg(zo, ) = .

L’étude des courbes minimisantes peut s’effectuer dans le cadre du contrdle optimal. On peut comme
précédemment supposer que M = R™ et que la distribution D est engendrée par m champs de vec-
teurs f1,..., fm. On se raméne alors au probléme de contrdle optimal pour le systeme (cf [4]) 2 =
> wifi(), et pour le colt fol g(@(t), &(t))'/2dt. Le résultat suivant est dd & [5].

PROPOSITION 2.3. — Soit m < n, et soit G,,, I'ensemble des couples (D, g) ou D est une distribution
derang m sur M et g une métrique sous-riemannienne, muni de la topologie C' > de Withney. Il existe un
ouvert dense de G,,, tel que toute trajectoire singuliére non triviale d’ un couple de cet ensemble est stricte.

L’existence de trajectoires singuliéres minimisantes est liée a la régularité de la distance sous-riemannienne
(voir [1, 2, 15], et voir [8, 10] pour une définition générale de la sous-analyticité). En combinant la propo-
sition 2.3 et la remarque 1, on obtient le corollaire suivant, qui améliore [2, Th. 9].

COROLLAIRE 2.4. — S 3 < m < n, il existe un ouvert dense de G,,, tel que tout couple de cet ensemble
n’admet aucunetrajectoire singuli &e minimisante. De plus, dans|e cadre analytique, ceci implique queles
sphéres sous-riemanniennes de petit rayon associ ées sont sous-analytiques.

3. Trajectoires singulieres des systémes de controle affines

Soient M une variété lisse de dimension n et ( fo, . .., fmm) Un (m+ 1)-uplet de champs de vecteurs lisses
sur M. Fixons un réel T > 0. Considérons le systéme de controle affine @ = fo(z) + > .-, uifi(z), ol
I’ensemble des contrdles admissibles u = (u1, . .., um) est un ouvert de L>°([0, 7], R™).

Comme dans la section précédente, toute trajectoire singuliére est la projection d’une extrémale anormale
(x(.),p(.)), et on définit de la méme fagon, pour tout ¢t € [0,T] eti,j € {0,...,m}, les fonctions h ;(t) et
hi;(t). Le long de cette extrémale anormale on a les relations ko (t) = Cste, et h;(t) = Opouri =1,...,m.
Par dérivation on obtient fo(t) + "% hij(t)u;(t) = 0, pouri = 0,...,m.

Le long de I’extrémale anormale (z(.), p(.),u(.)), on appelle matrice de Goh (resp. matrice de Goh aug-
mentée) au temps ¢ la matrice carrée antisymétrique G(t) = (hi;(t))1<i,j<m (resp. G(t) = (hij(t))o<i,j<m)-
Si de plus m est impair, det G(t) = P(t) = 0, ol P(t) est un polyndme en les h;;(t), le Pfaffien. Par
dérivation {ho, P}(t) + 327, uj(t){h;, P}(t) = 0. Soit G(t) la (m + 2) x (m + 1) matrice, égale  la
matrice G/(t) augmentée de la ligne ({%, P}(t))o<;<m- Si m est pair et rg G(t) = m (resp. si m est impair
et rg G(t) = m), alors on en déduit I’expression de u(t). Ceci motive la définition suivante.
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DEFINITION 3.1. — S m est pair (resp. impair), une trajectoire singuli ére est dite d’ ordre minimal s
elle admet un relévement anormal le long duquel I'ensemble des ¢ € [0, 1] tels que rg G(t) = m (resp.
rg G(t) = m) est densedans [0, 1].

A I’opposé, et pour m quelconque, une trajectoire singuliére est dite de Goh si elle admet un relévement
extrémal anormal tel que la matrice de Goh associée est identiquement nulle.

THEOREME 3.2. — Soient m un entier tel que 1 < m < n, & F,, I'ensemble des (m + 1)-uplets de
champs de vecteurs linéairement indépendants ( fo, - . -, /) Muni delatopologie C'*° de Whitney. Il existe
un ouvert O,, dense dans F,, tel que pour tout (m + 1)-uplet de O,,, toute trajectoire singuliere non
triviale du systeme de controle affine & = fo(z) + > i, u;fi(z) est d’ordre minimal et de corang 1. De
plus le complémentaire de O,,, est de codimension infinie.

Remarque 3. — En particulier s m > 2 tout systeme affine associé a un (m + 1)-uplet de O,,, n"admet
aucune trajectoire singuliére de Goh non triviale, et donc aucune trajectoire rigide non triviale (pour une
définition delarigidité, voir [3, 7]).

Avec les notations de la premiére section, considérons le probléme de contr6le optimal associé a un
systeme affine avec le colt quadratique C'r(u) = fOT S, u(t)*dt. Larégularité de la fonction valeur S
associée a été étudiée dans [14]. Tout d’abord on a le résultat suivant analogue a la proposition 2.3.

PROPOSITION 3.3. — S m < n, il existe un ouvert dense de F,,, tel que toute trajectoire singuliére non
triviale d’ un systéme affine formé avec un (m + 1)-uplet de cet ensemble est stricte.

COROLLAIRE 3.4. — S 2 < m < n, il existe un ouvert dense de F,,, tel quetout systeme affine associéa
un (m + 1)-uplet de cet ensemble N’ admet aucune trajectoire singuli &e minimisante. Par conséquent dans
le cadre analytique la fonction valeur S est continue et sous-analytique sur son ensemble de définition.
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