
Les fondements axiomatiques de la mesure des inégalités∗
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Résumé
La recherche d’une mesure objective des inégalités, sur le modèle des mesures des gran-

deurs physiques est vaine : la mesure des inégalités dépend, en effet, de l’opinion des membres
de la société en matière de justice distributive. Il est donc souhaitable que les opinions qui
sous-tendent les mesures des inégalités soient aussi explicites que possible. Nous nous atta-
chons, dans cette note, à présenter et à discuter en détail les conséquences des opinions sur
lesquelles est susceptible de se fonder une mesure des inégalités.
Nous distinguons deux classes d’indices d’inégalités, selon qu’ils respectent, ou non, l’axiome
d’indépendance. Les premiers sont les indices à la Atkinson-Kolm-Sen, et s’inscrivent dans
le cadre du modèle d’espérance d’utilité de von Neumann et Morgenstern. Les second sont
les indices de Gini, Gini généralisés et Gini super-généralisés, et s’inscrivent dans le cadre du
modèle d’espérance d’utilité dépendant du rang de Yaari ou de Quiggin.
Les indices de Gini et ses généralisations permettent une description beaucoup plus fine des
opinions en matière de justice redistributive que les indices à la Atkinson-Kolm-Sen, puis-
qu’ils reposent sur des axiomes plus faibles. Ces indices semblent donc particulièrement bien
adaptés pour évaluer l’adéquation des politiques redistributives à des objectifs en matière de
justice sociale.

It is hopeless to look for an objective measure of inequalities. Indeed, the measure of
inequalities depends on citizen’s opinions about justice. It is hence necessary to explicit the
ethical fundations of inequality indices. We try, in this note, to present and discuss tho-
roughly the consequences of the various opinions on which an inequality index may be built
We distinguish two classes of inequality indices. The first one is the class of Atkinson-Kolm-
Sen indices, which respect the independence axiom, and implicitely rely on the von Neumann
and Morgenstern model. The second one is the class of the Generalized Ginis, which do not
respect the independence axiom, and implicitely rely on the Rank-Dependent Expected Uti-
lity model.
The Ginis indices allow for a thiner representation of citizen’s attitude towards inequality.
These indices seem hence of particular interest for evaluating redistributive policies and their
adequacy to social objectives.

mots-clés : mesure des inégalités, attitude à l’égard des inégalités, modèle d’espérance d’uti-
lité dépendant du rang
key words : inequality measurement, attitude towards inequalities, rank-dependent expected
utility model
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1 Introduction

Les inégalités ont-elles augmenté dans les vingt dernières années ? Quel est le lien entre la

croissance économique et l’évolution des inégalités ? Quelles sont les conséquences du chômage

sur les inégalités ? A quel point une politique fiscale ou sociale permet-elle de réduire les

inégalités ? Autant de questions qui sont au coeur des débats politiques et économiques contem-

porains, et qui supposent que l’on soit capable de mesurer les inégalités. Or, cela ne va pas de

soi.

L’histoire des théories de la mesure des inégalités est déjà ancienne, puisque l’on peut la

faire remonter aux premières années de ce siècle, avec en particulier les contributions de Pigou

(1912) et Dalton (1920). C’est cependant dans les années soixante-dix que ce champ de la théorie

économique prit véritablement son essor, avec les travaux de Kolm (1966), (1976a), (1976b) (qui

fut, en la matière, un pionnier), Atkinson (1970), et Sen (1973). Ce regain d’intérêt s’explique,

en grande partie, par les développements contemporains des théories économiques de la justice1

et de la théorie du choix dans le risque.

Les théories économiques de la justice permirent de mieux comprendre les problèmes que

soulevaient la mesure des inégalités2. Mesurer les inégalités, c’est évaluer le degré d’injustice

d’une distribution du point de vue de la justice distributive3. La mesure des inégalités doit donc

s’appuyer sur une analyse de la justice distributive. D’où le programme de recherche proposé

par Kolm (1969), qui fut le premier à proposer des indices d’inégalités explicitement construits

à partir des jugements collectifs en matière de justice distributive :

“(...) il faut connâıtre les opinions des citoyens sur la justice de la répartition. Pour

aider à la réalisation de ce difficile problème, il est utile de procéder à une analyse a

priori des structures des opinions de justice distributive” (p. 158).

Atkinson (1970), l’un des pionniers de la mesure normative des inégalités, adhéra totalement

à ce programme de recherche :

“Dans cet article, j’ai examiné le problème de la mesure des inégalités de revenus (ou

de richesses, ou de consommations). Jusqu’à présent, ce problème était habituelle-

ment traité en utilisant des mesures statistiques simples, comme l’indice de Gini, la

variance ou l’écart relatif à la moyenne. J’ai essayé, néanmoins, de défendre la thèse
1Pour une introduction aux théories économiques de la justice, cf. par exemple Fleurbaey (1996), Kolm (1995),

ou Roemer (1996).
2Sur l’articulation entre les théories économiques de la justice et la théorie de la mesure des inégalités, cf. en

particulier Sen (1973) chapitre 1 et (1992) chapitre 6.
3Ce qui, naturellement, ne recouvre pas l’ensemble des perspectives que l’on peut avoir sur la justice. Les

notions de liberté, de responsabilité, d’envie, par exemple, qui ont été et sont encore pour une large part au coeur
des débats alimentant les théories économiques de la justice ne sont pas prises en compte ici .
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selon laquelle cette approche traditionnelle était erronée. Premièrement, l’utilisation

de telles mesures sert souvent à dissimuler le fait qu’on ne peut établir un ordre

complet entre les distributions de revenus sans spécifier complètement la forme de la

fonction de bien-être social. Deuxièmement, l’étude des fonctions de bien-être social

sur lesquelles ces mesures sont implicitement construites montre que, dans de nom-

breux cas, elles ont des propriétés qui semblent peu acceptables, et qu’en général

il n’y a pas de raison de croire qu’elles soient en accord avec les valeurs sociales.

Pour ces raisons, j’espère que ces mesures traditionnelles seront rejetées en faveur

de la prise en compte directe des propriétés que l’on souhaite voir vérifiées par les

fonctions de bien-être social”, (Atkinson, (1970), p. 26).

La théorie de la décision dans le risque donna les moyens techniques de remplir ce programme.

En effet, toute distribution de revenus peut s’interpréter comme une loterie. Or l’objet de la

théorie du choix dans le risque est, précisément, de représenter les préférences des individus

sur l’ensemble des loteries, à partir d’un nombre réduit d’axiomes représentant la structure

fondamentale des opinions individuelles sur le caractère plus ou moins désirable des loteries.

Aussi faut-il voir plus qu’une cöıncidence si deux contributions fondamentales, l’une à la théorie

du risque — due à Rothschild et Stiglitz (1970) —, et l’autre à la théorie de la mesure des

inégalités — due à Atkinson (1970) — ont été publiées la même année4. Le modèle de décision

dans le risque le plus répandu en économie est celui de von Neumann et Morgenstern (1944)5.

C’est donc ce modèle qui servit, plus ou moins explicitement, de cadre à la théorie de la mesure

des inégalités.

Toutefois, on peut se demander si le modèle de von Neumann et Morgenstern constitue

un cadre pleinement satisfaisant pour la mesure des inégalités. Ce modèle repose, en effet, sur

un axiome d’indépendance dont la pertinence est discutable. Dans le cadre de la mesure des

inégalités6 l’axiome d’indépendance revient à supposer que l’ordre entre deux distributions de

revenus ne dépend pas des parties communes de ces distributions. Si l’on suppose de plus que la

fonction d’évaluation des distributions est cardinale, cela implique que l’évaluation de la variation

des inégalités engendrée par la modification du revenu d’un individu ne dépend pas des revenus

des individus qui ne sont pas concernés par ce changement. Il n’est pas sûr qu’un tel principe

soit unanimement accepté.
4Atkinson lui-même a insisté sur les liens étroits qui existaient entre sa théorie de la mesure des inégalités et

les travaux de Rothschild et Stiglitz. Il écrit ainsi : “mon intérêt pour la question de la mesure des inégalités a
initialement été stimulé par la lecture d’une version préliminaire de l’article de Rothschild et Stiglitz”, (Atkinson,
(1970), p. 244).

5Ce modèle est également connu sous le nom de “modèle d’espérance d’utilité”.
6L’axiome d’indépendance a également été remis en cause dans le cadre de la modélisation des comportements

individuels face au risque, notamment par Allais (1953).
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Le modèle d’espérance d’utilité dépendant du rang, introduit par Quiggin (1982a) et Yaari

(1987), qui repose sur un axiome d’indépendance plus faible, semble en revanche prometteur. En

particulier, un tel modèle permet, contrairement au modèle de von Neumann et Morgenstern,

de donner un fondement normatif clair à l’indice de Gini et à ses généralisations. Or l’indice

de Gini et ses variantes sont particulièrement bien adaptés à l’évaluation de l’adéquation des

politiques de redistribution à des objectifs en matière de justice sociale, dans la mesure où ils

sont compatibles avec des opinions beaucoup plus variées que celles sur lesquelles s’appuient

implicitement les indices respectant l’axiome d’indépendance.

Dans un premier temps, nous présenterons le cadre dans lequel sont définis les indices

d’inégalités.. Puis nous nous tournerons vers les indices d’inégalités normatifs (i.e., reposant

sur une opinion explicite sur la justice distributive) dans le cadre du modèle de von Neumann et

Morgenstern. Enfin, nous présenterons les apports du modèle d’espérance d’utilité dépendant du

rang à la mesure des inégalités. En particulier, nous n’étudierons pas les problèmes des mesures

multidimensionnelles des inégalités, en dépit de leur importance évidente7.

2 Préliminaires : opinions sur la justice distributive, fonctions
d’évaluation et indices d’inégalités

2.1 La structure des préférences

Nous supposerons que la distribution des revenus au sein d’une population de taille n (n ∈ N∗)
est une fonction de {1, ..., n} dans R, qui à tout i ∈ {1, ..., n} , associe le réel xi (xi est le

revenu de l’individu i). Nous nous bornerons donc à l’étude de distributions de revenus du

type
(

x1, 1
n ; x2, 1

n ; ...; xn, 1
n

)

. Une telle distribution de revenus sera notée : X = (x1, ..., xn).

Nous noterons D le domaine de X, D pouvant être l’un des ensembles suivants8 : R, R+,

R++ ; le vecteur unité de Rn sera noté 1n. Si D n’est pas précisé, D = R. Par ailleurs, nous

désignerons par X̃ (respectivement X̂) la distribution obtenue par une permutation de X, telle

que x̃1 ≤ x̃2 ≤ ... ≤ x̃n (respectivement : x̂1 ≥ x̂2 ≥ ... ≥ x̂n). L’ensemble des vecteurs X̃

(respectivement X̂) sera noté D̃n (respectivement D̂n). Nous désignerons par FX la fonction

de répartition associée à X, et par F−1
X sa fonction de répartition inverse continue à gauche

(appelée aussi fonction quantile) : F−1
X (p) := inf {x ∈ D |FX (x) ≥ p}.

Nous noterons D =
⋃

n∈N∗ Dn, l’ensemble des profils de revenus (positifs) de dimension

supérieure ou égale à 1 et n (X) la dimension du vecteur X ∈ D. Notons que toutes les dis-

tributions de la forme Y = (y1, p1; y2, p2; ...; yk, pk) où les pi sont des nombres rationnels stric-
7Sur ce point, on pourra consulter Kolm (1995).
8R désigne l’ensemble des réels, R+ l’ensemble des réels positifs et R++ l’ensemble des réels strictements

positifs.
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tement positifs et
∑k

i=1 pi = 1 appartiennent à D. En effet, il existe un entier m ≥ 2 tel que

Y =
(

y1, 1
m ; y2, 1

m ; ...; ym, 1
m

)

. De la même manière, on désignera par ˜D l’ensemble
⋃

n∈N∗ D̃n et

par ̂D l’ensemble
⋃

n∈N∗ D̂n.

Supposons qu’il existe une relation de préférence définie sur l’ensemble des distributions de

revenus, qui reflète une opinion donnée sur la justice distributive. Avant de poursuivre, il est

nécessaire de préciser la structure de cette relation de préférence.

En premier lieu, nous supposerons qu’il existe une relation d’ordre totale (qui définit un

préordre complet) sur Dn (dans toute cette section, n est fixé) :

Axiome 1 (Préordre complet) Il existe une relation binaire totale transitive et non triviale

sur Dn. Cette relation sera notée �n. De plus, on notera X �n Y si [X �n Y et Y 6 �nX]. Si

[X �n Y et Yn � X] on notera X ∼n Y .

Cet axiome peut, à première vue, parâıtre naturel. Il est cependant assez fort. En effet,

l’hypothèse selon laquelle l’ordre sur les distribution de Dn est complet va notablement res-

treindre l’ensemble des fonctions susceptibles de représenter cet ordre. Or, comme le remarque

Sen (1973), on peut penser qu’un tel ordre complet n’existe pas, et qu’il est seulement possible

de définir un ordre partiel sur l’ensemble des distributions de revenus.

Par ailleurs, l’hypothèse selon laquelle l’ordre porte directement sur les distributions de

revenus n’est pas neutre : cela signifie que l’on rejette hors du champ de la mesure des inégalités

toutes les considérations qui ne portent pas directement sur les distributions de revenus9.

On supposera par ailleurs que la relation �n est continue sur Dn :

Axiome 2 (Continuité) La relation �n est continue sur Dn : pour tout X ∈ Dn,

{Y |Y �n X }, {Y |X �n Y } sont des ouverts de Dn.

Notons que cet axiome n’est pas satisfait, notamment, par les ordres lexicographiques. De-

breu (1959) a montré que cet axiome, ajouté à l’axiome 1 (préordre complet) permet d’assurer

l’existence d’une fonction continue Wn : Dn → R, qui représente10 �n.

Théorème 1 (Debreu, 1959) Soit une relation binaire �n sur Dn, satisfaisant les axiomes

1 (préordre complet) et 2 (continuité). Il existe alors une fonction continue Wn : Dn → R telle

que :

∀X, Y ∈ Dn, X �n Y ⇐⇒ Wn (X) ≥ Wn (Y )

9Sur les problèmes que posent une telle approche, cf. par exemple Sen (1992), (1982). Notons que de nombreuses
variables pourraient a priori entrer en ligne de compte : capacités physiques et intellectuelles, statut social, égalités
devant la loi etc.

10On dit qu’une fonction Wn représente la relation �n si, pour tout X, Y ∈ Dn : X �n Y ⇔ Wn (X) ≥ Wn (Y ) .
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Notons que Wn n’est pas unique : pour tout fonction continue et strictement croissante

φ : R→ R, Γn = φ ◦ Wn représente également �n. Nous dirons que Wn est une fonction

d’évaluation des distributions de revenus.

Remarquons que, à strictement parler, Wn n’est pas une fonction de bien-être social. En

effet, une fonction de bien-être social dépend des préférences des individus, que l’on n’a a priori

aucune raison de supposer identiques11. En revanche, la fonction d’évaluation ne dépend que

de la distribution des revenus. Par conséquent, la pertinence d’une fonction d’évaluation des

distributions de revenus dépendra du degré d’unanimité avec laquelle les individus adhèrent

aux axiomes qui la caractérisent.

On supposera de plus que l’identité des individus ne joue aucun rôle dans l’évaluation des

inégalités : que ce soit l’individu i qui ait le revenu a et l’individu j qui ait le revenu b, ou que

ce soit le contraire n’a aucune importance. Formellement, cela revient à supposer qu’il n’y a,

du point de vue de l’ordre �n, aucune différence entre une distribution de revenus X et une

distribution de revenus obtenue par permutation des composantes de X :

Axiome 3 (Impartialité) Pour toute matrice de permutation Π :

∀X ∈ Dn, ΠX ∼n X

On peut se demander à quel point il est raisonnable de supposer que les individus adhèrent,

individuellement, à l’axiome d’impartialité. Pourtant, de l’Ethique à Nicomaque d’Aristote (1994)

à la Théorie de la Justice de John Rawls (1971), en passant par Le Léviathan de Hobbes (1971),

et les travaux de Harsanyi (1953), (1955), l’impartialité est apparue inséparable de l’idée même

de justice, que ce soit sous la forme du thème de la “place d’autrui” chez les modernes, ou sous

celle de la position originelle (popularisée sous le nom de “voile d’ignorance”) chez John Rawls.

Dans tous les cas, l’impartialité est, au minimum, une condition nécessaire de la justice. Sup-

poser que tous les individus souscrivent à l’axiome d’impartialité lorsqu’il s’agit d’évaluer des

distributions de revenus revient donc à supposer que nous avons affaire à des individus doués

d’un sens moral. En ce sens, on peut, comme le fait Kolm (1969), (1995), voir dans le respect

de l’axiome d’impartialité une conséquence logique de l’adhésion des individus à l’idée même

de justice. Cela permet également de donner un contenu concret à la notion de “préférences de

la société” : il s’agit, en réalité, des préférences d’un membre quelconque de la société lorsqu’il

se place derrière le “voile d’ignorance”. Il sera parfois commode de donner un nom à cet indi-

vidu : nous l’appellerons “décideur”. L’axiome 3 (impartialité) impose que Wn soit une fonction

symétrique.
11Pour plus de détails, cf. Fleurbaey (1996), chapitre 4 et Sen (1977).
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L’axiome suivant s’interprète facilement : il impose que si Y ∈ Dn est obtenue à partir de

X ∈ Dn en augmentant le revenu d’au moins un individu, sans qu’aucun individu ne voie son

revenu diminuer, alors Y �n X. En d’autres termes, il impose que l’ordre sur Dn respecte la

dominance stochastique au premier ordre (sous réserve que Wn soit symétrique)12.

Axiome 4 (Monotonie) La relation �n est monotone : quels que soient X, Y de Dn, si pour

tout i ∈ {1, ..., n} , xi ≥ yi et s’il existe j tel que xj > yj, alors X �n Y .

Deux distributions de revenus peuvent différer par le revenu total qui est réparti entre les

individus d’une part, et par la manière dont ce revenu est réparti d’autre part. Adhérer à

l’axiome de monotonie, c’est privilégier le premier aspect par rapport au second. Supposons,

par exemple, que le revenu de l’individu le plus riche de la société double, les autres revenus

demeurant inchangés. Souscrire à l’axiome de monotonie (auquel Kolm (1969) donne le nom

de “bienveillance”) c’est considérer que la seconde distribution de revenus est préférable à la

première.

Cet axiome, ajouté aux précédents, implique que toute fonction Wn : Dn → R représentant

l’ordre �n est symétrique, continue, monotone et croissante en chacun de ses arguments.

Il est à présent possible de construire un indice d’inégalités compatible avec l’opinion sur la

justice distributive représentée par Wn. Pour cela, Kolm (1966) définit la notion de revenu égal

équivalent (pour la fonction d’évaluation Wn) :

Définition 1 On appelle revenu égal équivalent à X ∈ Dn le revenu Rn (X) qui, s’il est at-

tribué à chaque individu, conduit à une distribution de revenus équivalente à X pour la fonction

d’évaluation Wn, c’est-à-dire :

Wn (Rn (X) 1n) = Wn (X)

La différence :

Ia
n (X) = Rn

(

X̄ 1n
)

−Rn (X) = X̄ −Rn (X) (1)

représente alors simplement le coût par tête des inégalités exprimé en termes monétaires. On

peut encore écrire ce coût monétaire en termes relatifs. On obtient alors :

Ir
n (X) =

X̄ −Rn (X)
X̄

(2)

Remarquons que Ir
n (X) et Ia

n (X) sont positifs ou nuls, et nuls si et seulement si X =

X̄ 1n. Par ailleurs, plus le coût des inégalités est élevé, plus Ir
n (X) et Ia

n (X) sont grands. Par
12Cette propriété n’est pas équivalente à la propriété de Pareto-cohérence d’une fonction de bien-être social. En

effet, une fonction de bien être social est définie sur l’ensemble des utilités individuelles ui. Une telle fonction de
bien-être social est Pareto-cohérente si, et seulement si elle est croissante en ui, pour tout i (sous réserve qu’elle
soit symétrique). Comme l’ont montré Amiel et Cowell (1993), la Pareto-cohérence, entendue dans ce sens strict,
n’est pas équivalente à la monotonicité (croissante) de Wn par rapport à xi.
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conséquent, Ir
n (X) et Ia

n (X) sont deux indices d’inégalités. D’une manière générale, nous dirons

qu’un indice d’inégalités In est normatif s’il peut s’écrire sous la forme (1) ou (2), pour une

fonction d’évaluation Wn ayant un contenu normatif. Si In s’écrit sous la forme (1), nous dirons

qu’il s’agit d’un indice absolu ; si I s’écrit sous la forme (2), nous dirons qu’il s’agit d’un indice

relatif.

Il est habituel de compléter ces axiomes par un axiome d’invariance : il s’agit de déterminer

quelles sont les transformations des distributions qui n’affectent pas l’indice d’inégalités.

La première possibilité consiste à supposer que la multiplication de tous les revenus par une

même constante n’affecte pas les inégalités (cf. Kolm (1969), et Atkinson (1970)) :

Axiome 5 (λ-invariance) La multiplication de tous les revenus par une constante strictement

positive ne modifie pas les inégalités : pour tout λ ∈ R∗, et X ∈ Dn,

I (λX) = I (X)

Une autre possibilité consiste à supposer qu’augmenter tous les revenus d’un même montant

ne modifie pas les inégalités (cf. Kolm (1969), (1976a)) :

Axiome 6 (µ-invariance) L’addition d’une même constante à tous les revenus ne modifie pas

les inégalités : pour tout µ ∈ R et X ∈ Dn :

I (X) = I (X + µ1n)

La question de la “bonne” propriété d’invariance que doit posséder un indice d’inégalités a

été longuement débattue. Pour Dalton (1920), par exemple, une augmentation du même montant

de tous les revenus tend à réduire les inégalités. Kolm (1976a), en revanche, suggère la thèse

opposée, en soulignant qu’une augmentation équiproportionnelle de tous les revenus accrôıt les

écarts absolus entre ces revenus. Il qualifie, pour cette raison, les indices λ-invariants d’indices

“de droite”, tandis que les indices µ-invariants seront qualifiés d’indices “de gauche”13.

Etant donné un indice In ainsi défini, il est possible de définir un ordre �In sur Dn de la

manière suivante : Y �In X (ce que l’on lira “X est au moins plus inégale que Y pour l’opinion

représentée par Wn”) si et seulement si In (Y ) ≤ In (X). Naturellement, le fait que X soit plus

inégale que Y ne signifie nullement que Y sera préférée à X par une société dont l’opinion est

représentée par Wn. Ainsi, par exemple, si l’on double tous les revenus, et que l’on effectue un

transfert de revenu du plus pauvre vers le plus riche, les inégalités seront en général jugées plus

grandes dans la nouvelle distribution (selon l’ordre �In), mais cette distribution sera néanmoins

préférée à l’ancienne (selon l’ordre �n). Si �n respecte les axiomes 1 (préordre complet), 2
13Cf Kolm (1995) chapitre 10 pour une discussion plus détaillée des axiome d’invariance.
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(continuité) et 3 (impartialité), il en va de même de �In . Nous supposerons, dans tout ce qui

suit, que ces axiomes ainsi que l’axiome 4 (monotonie) sont bien respectés.

Par ailleurs, nous supposerons que l’indice In vérifie la propriété de normalisation suivante :

Propriété 1 (normalisation) Soit In : Dn → R un indice d’inégalités.

∀λ ∈ R, In (λ1n) = 0

2.2 Ordres sur les distributions de revenus

S’il est difficile de définir explicitement l’ensemble des distributions de revenus moins inégales

qu’une distribution X donnée, il est néanmoins possible de proposer un certain nombre de critères

permettant d’ordonner (partiellement) les distributions de revenus. L’adhésion à chacun de ces

critères imposera des restrictions sur la fonction d’évaluation des distributions. En ce sens, ces

critères permettent d’enrichir la structure des jugements collectifs en matière d’inégalités. Afin

de mieux saisir la signification de ces différents ordres, nous les formulerons d’abord pour des

distributions de Dn (pour un n fixé), avant d’en donner une définition plus générale, valable

pour des distributions dans D (i.e., pour des populations de tailles éventuellement différentes).

Le quasi-ordre qui est le plus utilisé dans le cadre de la mesure des inégalités est sans aucun

doute le quasi-ordre de Lorenz. Son interprétation est assez intuitive. Considérons la courbe de

Lorenz L
( p

n

)

, qui représente la part du revenu total détenue par les p plus pauvres (cf. graphique

1) :

L
( p

n

)

=
∑p

i=1 x̃i
∑n

i=1 x̃i

Graphique 1- Courbe de Lorenz

Plus la distribution des revenus est inégale, plus la courbe de Lorenz qui lui est associée est

convexe. A la limite, si l’individu le plus riche possède, à lui seul, la totalité des revenus, la courbe

de Lorenz sera confondue avec l’axe horizontal pour p
n < 1, et verticale au point p

n = 1. Si, en

revanche, le revenu est également distribué entre tous les individus, la courbe de Lorenz sera

confondue avec la première bissectrice (ligne de parfaite égalité). Ainsi, les courbes de Lorenz

permettent d’établir un ordre partiel sur l’ensemble des distributions de revenus : si la courbe

de Lorenz associée à la distribution X est toujours au-dessus de celle associée à la distribution

Y , on dira que X est moins inégale que Y au sens du quasi-ordre de Lorenz (si les courbes de

Lorenz se croisent, le critère de Lorenz ne permet pas de conclure).

Formellement, le quasi-ordre de Lorenz peut être formellement défini de la manière suivante :

9



Définition 2 (Quasi-ordre de Lorenz sur Dn) Soit X, Y ∈ Dn. On dit que Y est moins inégal

que X au sens du quasi-ordre de Lorenz si, et seulement si :

∑k
i=1 ỹi

∑n
i=1 ỹi

≥
∑k

i=1 x̃i
∑n

i=1 x̃i
, ∀k ∈ {1, ..., n}

Ce que l’on notera : Y �L X.

La distribution Y est moins inégale que la distribution X au sens du quasi-ordre de Lorenz

si la part du revenu total détenue par les k plus pauvres est plus grande dans la distribution Y

que dans la distribution X, et ce pour tout k ∈ {1, ..., n}.On notera14 Y �L X.

Le quasi-ordre de Lorenz est étroitement lié au principe de transfert, que l’on peut définir

formellement ainsi :

Axiome 7 (Principe de transfert) Soit X, X ′ ∈ Dn, avec X̄ = X̄ ′. S’il existe i, j tels que

xi < x′i ≤ x′j < xj , x′i − xi = xj − x′j et ∀k 6= i, j, xk = x′k, alors X ′ � X.

Ce principe15, proposé par Pigou (1912) et Dalton (1920), signifie que si X ′ peut être obtenue

à partir de X en effectuant un transfert d’un riche vers un pauvre, sans modifier l’ordre des

revenus entre ces individus (transfert de Pigou-Dalton), alors X ′ est préférée à X.

Le célèbre théorème de Hardy-Littlewood-Polyà (1934) établit qu’un décideur respecte le

quasi-ordre de Lorenz pour des distributions de même moyenne si, et seulement si il respecte le

principe de transfert :

Théorème 2 (Hardy, Litllewood et Polya, 1934) Soit X̃ et Ỹ deux vecteurs de D̃n ayant

la même moyenne. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une matrice bistochastique16 Q (qui n’est pas une matrice de permutation) telle que

Ỹ = QX̃

(ii) Ỹ �L X̃

(iii) Ỹ peut être obtenue à partir de X̃ par une séquence finie non vide de transferts des riches

vers les pauvres qui ne modifient l’ordre des revenus dans la distribution (transferts dits de

Pigou-Dalton).

Par conséquent, si � est cohérent avec le quasi-ordre de Lorenz, la société doit respecter le

principe de transfert. Il est clair qu’un décideur respecte le principe de transfert si et seulement
14Notons que si X et Y ont la même moyenne, Y �L X si et seulement si Y domine X au sens de la dominance

stochastique au second ordre (cf. par exemple Rothschild et Stiglitz (1970)).
15Dans le cadre de la théorie de la décision, le principe de transfert – sous une forme légèrement différente

puisque les distributions étudiées sont continues – correspond à la notion d’accroissement du risque à moyennne
constante (cf. Rothschild et Stiglitz (1970)).

16Une matrice bistochastique est une matrice dont toutes les composantes sont positives ou nulles, et dont la
somme des composantes de chaque ligne et de chaque colonne est égale à 1).
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si tout indice d’inégalité construit à partir de la fonction représentant ses préférences et vérifiant

l’axiome 5 (λ−invariance) ou l’axiome 6 (µ−invariance) est cohérent avec le quasi-ordre de

Lorenz, les propriétés d’invariance permettant de se ramener à des comparaisons de distributions

de même moyenne. Toutefois, de ce point de vue, l’axiome 5 (λ−invariance) est plus naturel,

dans la mesure où la multiplication de tous les revenus d’une distribution donnée par une même

constante strictement positive n’affecte pas la courbe de Lorenz associée à cette distribution.

L’axiome de transfert, bien que largement accepté par les économistes, est néanmoins dis-

cutable17, comme l’ont montré notamment Amiel et Cowell (1992), Moyes (1994) et Chateau-

neuf (1996). L’exemple suivant, que nous empruntons à Amiel et Cowell pose clairement le

problème. Supposons que l’on souhaite comparer les deux distributions de revenus suivantes :

X = (1, 4, 7, 10, 13) et Y = (1, 5, 6, 10, 13). La distribution Y est obtenue à partir de X par un

transfert de Pigou-Dalton. Pourtant, la situation relative de l’individu plus pauvre (par rapport

à l’individu dont le revenu est immédiatement supérieur) est moins favorable dans la distribution

Y que dans la distribution X. Doit-on néanmoins considérer que Y est préférable à X ? Ce n’est

pas évident. Comme le soulignent Amiel et Cowell, le problème vient du fait que l’axiome de

transfert doit être vérifié indépendamment des revenus des membres de la société qui ne sont

pas concernés par le transfert.

Les résultats de l’étude empirique d’Amiel et Cowell (1992) confirment les difficultés que

soulève le principe de transfert puisque 38% des personnes interrogées rejettent ce principe lors-

qu’on leur soumet l’axiome sous sa forme littérale, et que cette proportion s’élève à 64% lorsqu’on

leur demande leur avis sur un exemple numérique. Notons que les étudiants en économie de He-

brew University (Jerusalem) se distinguent des autres personnes interrogées. Ces étudiants ont

suivis, durant leurs premières années d’étude, un cours sur les courbes de Lorenz. Et ils sou-

tiennent massivement (à 83% lorsque la question est soumise sous forme littérale) le principe de

transfert. Ce qui conduit Amiel et Cowell à la réflexion suivante :

“A la lumière de ces résultats, il est peut-être temps que les économistes eux-mêmes

examinent à nouveau certains des axiomes qui sont évoqués a peu près sans au-

cune remise en question dans la plupart des travaux théoriques et empiriques sur

les inégalités. Relâcher ou respécifier l’axiome de transfert n’est peut-être pas aussi

choquant qu’il y parâıt au premier abord ; les question de savoir dans quelle mesure

ceci est possible, et comment cela doit être fait, sont évidemment des sujets futurs

de recherche.” (Amiel et Cowell, (1992), p. 22)

Il est possible de renforcer le principe de transfert en raisonnant en termes d’écarts absolus
17Dalton (1912) lui-même doutait de la validité de ce principe lorsque l’on considère des sociétés constituées de

plus de deux individus.
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entre les revenus sur l’ensemble de la distribution : si l’écart entre le revenu de l’individu qui

occupe le ième rang et celui de l’individu qui occupe le (i + 1)ème rang est plus petit dans la

distribution Y que dans la distribution X, et ce pour tout i, on pourra estimer que Y est moins

inégale que X. C’est le principe du quasi-ordre différentiel absolu :

Définition 3 (Quasi-ordre différentiel absolu sur Dn) Soit X et Y ∈ Dn. On dit que Y est

moins inégal que X au sens du quasi-ordre différentiel absolu si, et seulement si X̄ = Ȳ et :

ỹi+1 − ỹi ≤ x̃i+1 − x̃i, ∀i ∈ {1, ..., n− 1}

Ce que l’on notera : Y �DA X.

Remarquons que Y �DA X implique Y �L X, mais la réciproque est fausse. Par exemple,

si Y = (5, 10, 16, 19) et X = (5, 10, 15, 20), Y �L X, mais Y 6 �DAX (cf. Moyes (1994)).

Une autre possibilité consiste à se concentrer sur les rapports de revenus : si le rapport entre

le revenu de l’individu qui occupe le ième rang et celui de l’individu qui occupe le (i + 1)ème rang

est plus petit dans la distribution Y que dans la distribution X, et ce pour tout i, on pourra

estimer que Y est moins inégale que X. C’est le principe du quasi-ordre différentiel relatif.

Définition 4 (Quasi-ordre différentiel relatif sur Dn) : Soit X et Y ∈ Dn. On dit que Y est

moins inégal que X au sens du quasi ordre différentiel relatif si, et seulement si :

ỹi+1

ỹi
≤ x̃i+1

x̃i
, ∀i ∈ {1, ..., n− 1}

On notera alors : Y �DR X.

Ces deux derniers quasi-ordres ont été introduits dans le cadre de la théorie de la majoration

par Marshall et Olkin (1979). et ont été notamment étudiés dans le cadre de la mesure des

inégalités par Moyes (1994) et Chateauneuf (1996).

Toutes ces définitions peuvent être généralisées à l’ensemble D afin de permettre la compa-

raison de populations de tailles différentes (cf. par exemple Chateauneuf (1996)).

Définition 5 (Quasi-ordre de Lorenz sur D) Soit X,Y ∈ D. On dit que Y est moins inégal que

X au sens du quasi-ordre de Lorenz si, et seulement si :
∫ p
0 F−1

y (t) dt
Ȳ

≥
∫ p
0 F−1

X (t) dt
X̄

, ∀p ∈ [0, 1]

Ce que l’on notera : Y �L X.

Ainsi, Y �L X si et seulement si la courbe de Lorenz associée à Y est au-dessus de celle

associée à X.
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Définition 6 (Quasi-Ordre différentiel absolu sur D) Soit X et Y ∈ D. On dit que Y est moins

inégal que X au sens du quasi-ordre différentiel absolu si, et seulement si X̄ = Ȳ et :

F−1
Y (v)− F−1

Y (u) ≤ F−1
X (v)− F−1

X (u) , ∀0 < u < v ≤ 1

Ce que l’on notera : Y �DA X.

Ce quasi-ordre a été introduit en statistique par Bickel et Lehmann (1976), (1979).

Définition 7 (Quasi-ordre différentiel relatif sur D) : Soit X et Y ∈ D. On dit que Y est moins

inégal que X au sens du quasi-ordre différentiel relatif si, et seulement si :

F−1
Y (v)

F−1
Y (u)

≤
F−1

X (v)
F−1

X (u)
, ∀0 < u < v ≤ 1

On notera alors : Y �DR X.

Enfin, on dira qu’une société (ou un décideur) ayant une relation des préférence �n sur Dn

(respectivement : � sur D) respecte l’ordre K (K = L, AR, DR) sur Dn (respectivement :

sur D) si pour tout X, Y ∈ Dn (respectivement : X, Y ∈ D), Y �K X implique Y �n X

(respectivement : Y � X).

Deux grandes catégories d’indices normatifs peuvent être distinguées, selon que la fonction

d’évaluation des distributions de revenus sur laquelle ils sont construits respecte, ou non, l’axiome

d’indépendance. Les premiers sont les indices à la Atkinson-Kolm-Sen, et les seconds les indices

de Gini, Gini généralisés et Gini super-généralisés. Nous les présenterons successivement.

3 L’approche d’Atkinson-Kolm-Sen

Kolm (1966), (1976a), (1976b), Atkinson (1970) et Sen (1973) ont proposé une approche axio-

matique de la mesure des inégalités qui s’articule autour de l’axiome d’indépendance, du principe

de transfert, et d’axiomes d’invariance. Cette approche permet en particulier de construire deux

indices, connus sous les noms d’indice d’Atkinson et d’indice de Kolm-Pollak.

Nous présenterons, dans un premier temps, les axiomes proposés par ces auteurs. Cela nous

permettra de définir les indices d’Atkinson et de Kolm-Pollak pour des populations de taille

fixe. Nous nous tournerons ensuite vers une généralisation de ces indices pour des populations

de taille variable. Nous exposerons enfin quelques-unes des difficultés que peuvent soulever ces

indices, en nous concentrant sur l’indice d’Atkinson.

3.1 L’axiome d’indépendance

Les indices d’Atkinson-Kolm-Sen vérifient l’axiome d’indépendance : l’ordre entre deux dis-

tributions de revenus ne dépend pas de la partie commune à ces deux distributions.
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Axiome 8 (Indépendance) :

Soit i ∈ {1, ..., n− 1} , (x1, ..., xi) , (y1, ..., yi) ∈ Di, (zi+1, ..., zn) ∈ Dn−i. Alors, pour tout

(ti+1, ..., tn) ∈ Dn−i,

(x1, ..., xi, zi+1, ...zn) � (y1, ..., yi, zi+1, ..., zn)

⇔ (x1, ..., xi, ti+1, ...tn) � (y1, ..., yi, ti+1, ..., tn)

L’axiome d’indépendance, plus connu, dans le cadre de la mesure des inégalités, sous le

nom “d’axiome de décomposabilité”, soulève quelques difficultés18. En effet, ajouté aux axiomes

précédents, l’axiome d’indépendance implique que si certains revenus d’une distribution donnée

sont modifiés, l’évaluation de ce changement ne dépendra que des revenus qui ont été modifiés.

En d’autres termes, la différence d’évaluation de deux distributions de revenus sera indépendante

des parties communes de ces distributions. Considérons ainsi l’exemple proposé par Kolm (1995).

Soit les distributions de revenus (1, 4, 4) et (2, 3, 4) . Ces distributions ont même moyenne, et il

y a une paire d’individus qui ont le même revenu dans la première, tandis qu’il n’y en a aucune

dans la seconde. Aussi la distribution (1, 4, 4) peut-elle être préférée à la distribution (2, 3, 4).

Mais considérons à présent les distributions (1, 4, 3) et (2, 3, 3) : ici, au contraire, il y a une paire

de revenus identique dans la seconde, et aucune dans la première. Or, si l’on adhère à l’axiome

d’indépendance, on doit considérer que la différence d’évaluation entre (1, 4, 4) et (2, 3, 4) est la

même qu’entre (1, 4, 3) et (2, 3, 3).

Le même problème peut être illustré d’une manière légèrement différente. Considérons les

deux distributions suivantes : X = (2300, 1000, 500, 450, 400) et Y = (2000, 1000, 600, 550, 500).

Effectuons un transfert de 1F de l’individu ayant le deuxième revenu le plus élevé vers l’individu

dont le revenu est immédiatement inférieur dans la distribution X (la distribution obtenue sera

notée X ′), et un transfert de 1F égalemement de l’individu ayant le deuxième revenu le plus élevé

vers l’individu le plus pauvre de la distribution Y (la distribution obtenue sera notée Y ′). Dans

les deux cas, on transfère 1F d’un individu dont le revenu est 1000F à un individu dont le revenu

est 500F, le reste de la distribution restant inchangé. Si l’on respecte l’axiome d’indépendance,

on doit considérer comme équivalent de passer de X à X ′ ou de Y à Y ′. Il peut sembler toutefois

curieux qu’un transfert de l’individu ayant le deuxième revenu le plus élevé vers le plus pauvre

soit considéré comme équivalent à un transfert de même montant de l’individu ayant le deuxième

revenu le plus élevé vers l’individu dont le revenu est immédiatement inférieur.

Une étude d’Amiel et Cowell (1992) permet de se faire une idée de la pertinence empirique

de l’axiome d’indépendance. Ces auteurs ont en effet entrepris une étude19 visant à évaluer
18A strictement parler, cet axiome correspond à l’axiome de la chose sûre. Cependant, lorsque les probabilités

(ici les fréquences) sont connues, l’axiome de la chose sûre est équivalent à l’axiome d’indépendance (cf. Fishburn et
Wakker (1993) pour une discussion détaillée). Dans le cadre de la théorie des choix sociaux, cet axiome correspond
à l’axiome d’indépendance des alternatives non pertinentes (cf. Arrow (1951)).
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le degré d’adhésion des individus à un certain nombre de principe de justice distributive. La

méthode utilisée est la suivante. Tout d’abord, on demande aux personnes interrogées de clas-

ser des distributions qui respectent l’axiome dont on veut évaluer la pertinence. Puis on leur

soumet l’axiome sous sa forme littérale. Enfin, on leur donne la possibilité de revenir sur leur

première réponse. L’axiome d’indépendance est loin d’obtenir un soutien unanime, puisque 41%

des personnes interrogées rejettent ce principe lorsqu’un exemple numérique leur est proposé,

proportion qui s’élève à 56% lorsqu’il leur est soumis sous une forme littérale.

Cet axiome, ajouté aux précédents, implique20 qu’il existe une fonction un : D → R, continue

et croissante, unique à une transformation affine croissante près21, telle que :

Wn (X) =
1
n

n
∑

i=1

un (xi)

En reprenant la terminologie proposée par Kolm, nous dirons que un est la fonction d’évaluation

individuelle des membres de la société22. Insistons sur le fait que cette représentation (et en

particulier le résultat d’unicité) n’est valable que pour un n fixé : rien n’assure que, pour n 6= n′,

un (.) = un′ (.).

3.2 Indice d’Atkinson et indice de Kolm-Pollak pour des populations de taille
fixée

Il est à présent possible de caractériser les indices d’Atkinson-Kolm-Pollak (pour n fixé). Le

résultat suivant est dû à Kolm (1966), (1976a) et Atkinson (1970).

Théorème 3 (Kolm, 1966 ; Atkinson, 1970) Supposons que �n vérifie sur Dn (avec D =

R++) les axiomes 1 (préordre complet), 2 (continuité), 3 (impartialité), 4 (monotonie), 5 (λ-

invariance), 7 (principe de transfert), 8 (indépendance), ainsi que la propriété 1 (normalisation).

Alors l’indice relatif Ir est complètement caractérisé, à un paramètre près . Cet indice, appelé

indice d’Atkinson, est défini sur Dn par :










IAn (X) = 1−
[

1
n

∑n
i=1

(xi
X̄

)1−ε
] 1

1−ε , ε 6= 1

IAn (X) = 1−
n
∏

i=1

(xi
X̄

) 1
n , ε = 1

19Cette étude a été menée auprès d’étudiants appartenant à des universités différentes, réparties dans plusieurs
pays, et suivant des formations différentes (en particulier, l’échantillon comprend des non-économistes).

20Pour une démonstration, cf. par exemple Kolm (1976a).
21Soit u une fonction. La fonction v est égale à u à une fonction affine croissante près s’il existe α > 0 et β ∈ R

tels que v = αu + β.
22A strictement parler, en effet, on ne peut assimiler un à une fonction d’utilité puisque un (x) est l’évaluation

impartiale et unanime du bien-être procuré par un revenu x, lorsque les agents font abstraction de leur propre
identité. (Il serait évidemment discutable de supposer que tous les individus ont la même fonction d’utilité). De
plus, un dépend du nombre n d’agents – ce qui n’aurait gère de sens pour une fonction d’utilité individuelle.
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La fonction d’évaluation des distributions de revenus correspondante s’écrit :
{

WA
n (X) = 1

n
∑n

i=1
x1−ε

i
1−ε , ε 6= 1

WA
n (X) = 1

n
∑n

i=1 ln (xi) , ε = 1

Les fonctions d’évaluation individuelles sont donc des fonctions à élasticité de substitution

constante, i.e., un (x) =
(

x1−ε
)

/ (1− ε), si ε 6= 1, et un (x) = ln (x) pour ε = 1 (ε peut prendre

différentes valeurs pour différentes valeurs de n). Le lien entre l’indice d’Atkinson et la fonction

d’évaluation des distributions de revenus sur laquelle il est construit est, par définition :

IAn (X) = 1− RA
n (X)
X̄

= 1−
u−1

n
( 1

n
∑n

i=1 un (xi)
)

X̄

Si l’axiome 5 (λ-invariance) est remplacé par l’axiome 6 (µ-invariance), on obtient un indice

d’inégalités absolu connu sous le nom d’indice de Kolm-Pollak.

Théorème 4 (Kolm, 1966) Supposons que �n vérifie sur Dn (avec D = R) les axiomes 1

(préordre complet), 2 (continuité), 3 (impartialité), 4 (monotonie), 6 (µ-invariance), 7 (principe

de transfert), 8 (indépendance), ainsi que la propriété 1 (normalisation). Alors l’indice absolu

Ia est complètement caractérisé, à un paramètre près . Cet indice, appelé indice de Kolm-Pollak

est défini par :

IKn (X) =
1
α

ln

(

1
n

n
∑

i=1

e−α(xi−X̄)
)

, α > 0

La fonction d’évaluation des distributions correspondante est :

WK
n (X) =

1
n

n
∑

i=1

−e−αxi , α > 0

Les fonctions individuelles d’évaluation sont des fonctions exponentielles de la forme un (x) =

−e−αx. Le lien entre l’indice de Kolm-Pollak et la fonction d’évaluation sur laquelle il est

construit est, par définition :

IKn (X) = X̄ −RK
n (X) = X̄ − u−1

n

(

1
n

n
∑

i=1

un (xi)

)

Notons qu’il n’y a, a priori aucun lien entre la nature de l’indice (absolu ou relatif) et

l’axiome d’invariance qu’il vérifie. Cependant, si un indice absolu est λ-invariant, sa forme rela-

tive diminuerait si l’on multipliait tous les revenus par une même constante, ce qui ne parâıt pas

avoir grand sens. De même, si un indice relatif est µ-invariant, sa forme absolue augmenterait

si l’on augmentait tous les revenus d’un même montant, ce qui ne parâıt guère plus satisfai-

sant. Il semble donc préférable de restreindre l’attention aux indices absolus µ-invariants et

aux indices relatifs λ-invariants. Or Kolm (1969) a montré que si l’axiome d’indépendance est
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vérifié, une même fonction d’évaluation ne peut pas conduire à un indice absolu µ-invariant et

à un indice relatif λ-invariant. Sans doute est-ce là un nouvel argument en défaveur de l’axiome

d’indépendance.

3.3 Indices d’Atkinson et de Kolm-Pollak pour des populations de taille va-
riable

Jusqu’à présent, nous n’avons défini que des indices d’inégalités pour des populations de

taille fixée. Il est naturel d’étendre ces indices à des populations de taille variable. Cela sup-

pose, évidemment, que l’on impose un lien entre les différentes relations {�n}n définies sur Dn,

lorsque n varie dans N∗ afin d’assurer l’existence d’une relation binaire � sur D, compatible23

avec les relations {�n}n. Tel est, précisément, le rôle de l’axiome du “principe de population”,

introduit par Dalton (1920). Ce principe impose que les inégalités ne varient pas si la société est

“répliquée” :

Axiome 9 (principe de Population) Pour tout k, n ∈ N∗, et pour tout X ∈ Dn,

(X, ...,X)
︸ ︷︷ ︸

k fois

∼ X

Cet axiome, ajouté à l’axiome 3 (impartialité) revient à supposer que deux distributions de re-

venus (éventuellement de tailles différentes) qui correspondent à la même fonction de répartition

sont jugées équivalentes en termes d’inégalités. Lorsque principe de population est satisfait, l’ex-

tension des indices d’inégalités à la Atkinson-Kolm-Sen pour des populations de taille variable

est immédiate : les fonctions un sont alors toutes identiques. On est ainsi ramené au modèle de

von Neumann et Morgenstern (1944), que l’on peut définir ainsi :

Définition 8 (Modèle de von Neumann et Morgenstern) On dit qu’un décideur ayant une

relation de préférence complète � sur D se comporte conformément au modèle de von Neumann

et Morgenstern si, et seulement si, il existe une fonction u : D → R, continue, strictement

croissante et unique à une transformation affine croissante près, telle que � est représentée

par :

W (X) =
1

n (X)

n(X)
∑

i=1

u (xi) , ∀X ∈ D

On obtient donc le résultat suivant :

Théorème 5 Soit une relation � définie sur D. Cette relation vérifie les axiomes les axiomes

1 (préordre complet), 2 (continuité), 3 (impartialité), 4 (monotonie), 8 (indépendance) et 9
23Une relation � sur D est compatible avec les relations {�n}n définies sur Dn si, pour tout n ∈ N∗, et tout X,

Y ∈ Dn, X �n Y implique X � Y .
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(principe de population) si, et seulement si, le décideur se comporte conformément au modèle

de von Neumann et Morgenstern.

Il est dès lors possible de construire des indices d’inégalité à la Atkinson-Kolm-Sen sur D.

En effet, la fonction R associée à W s’écrit alors, pour tout X ∈ D :

R (X) = u−1





1
n (X)

n(X)
∑

i=1

u (xi)





L’indice d’Atkinson est alors défini sur D par :

IA (X) =
X̄ −R (X)

X̄

et l’on peut écrire de la même manière un indice de Kolm-Pollak sur D.

Ces indices soulèvent un certain nombre de difficultés. Afin de simplifier l’exposition, nous

concentrerons notre attention sur l’indice d’Atkinson. Toutefois, les problèmes que nous allons

présenter concernent également l’indice de Kolm-Pollak.

3.4 L’indice d’Atkinson : paradoxes et controverses

3.4.1 Ordres sur les distributions et indice d’Atkinson

Il et naturel de se demander à quelles conditions un indice à la Atkinson-Kolm-Pollak (dans sa

forme la plus générale, i.e., l’indice construit à partir des préférence d’un décideur se comportant

conformément au modèle de von Neumann et Morgenstern) respecte les différents ordres sur les

distributions que nous avons définis. Une première réponse nous est fournie par le théorème de

Hardy-Littlewood-Polyà (1934) :

Théorème 6 (Hardy, Littlewood et Polya, 1934) Soit X̃ et Ỹ deux vecteurs de D̃n ayant

la même moyenne. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Ỹ �L X̃

(ii) pour toute fonction strictement concave un : D → R,
∑n

i=1 un (ỹi) >
∑n

i=1 un (x̃i).

Ainsi, un décideur se comportant conformément au modèle de von Neumann et Morgenstern

respecte le principe de transfert si et seulement si u est concave.

Toutefois, nous avons vu qu’il existait des situations où le principe de transfert pouvait

parâıtre discutable. Est-il possible de recourir aux quasi-ordres différentiels absolus et relatifs afin

d’éliminer ces situations dans le cadre du modèle de von Neumann et Morgenstern, en réduisant

la classe des transferts jugés favorables ? La réponse, négative, est apportée par Chateauneuf

(1996) :
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Théorème 7 (Chateauneuf, 1996) Soit un décideur se comportant conformément au modèle

de von Neumann et Morgenstern. On a alors les implications suivantes :

(i) Le décideur respecte l’ordre différentiel absolu ⇒ u est concave

(ii) Le décideur respecte l’ordre différentiel relatif à moyenne constante ⇒ u est concave

Ainsi, on ne peut espérer qu’un indice à la Atkinson-Kolm-Pollak, vérifiant l’axiome 5 (λ-

invariance) ou l’axiome 6 (µ-invariance) respecte l’ordre différentiel absolu ou l’ordre différentiel

relatif sans qu’il ne respecte le principe de transfert. De ce point de vue, ces indices sont donc

extrêmement rigides.

3.4.2 Aversion pour les inégalités et décroissance de l’utilité marginale individuelle

Selon Atkinson, le paramètre ε entrant dans la définition de l’indice IA reflète le degré

d’aversion de la collectivité à l’égard des inégalités. En effet, l’influence d’un transfert d’un pauvre

vers un riche sur le niveau de l’indice d’Atkinson sera d’autant plus faible que le paramètre ε

sera petit. A la limite, pour ε = 1, un tel transfert n’aura aucun effet sur IA.

Mais alors se pose la question du choix de ce paramètre. Quelle valeur lui donner ? Et à

partir de quels principes ? Une solution à ce problème a été proposée par Saint-Paul (1992). Ce

dernier suppose que le choix de la fiscalité résulte de la maximisation d’une fonction objectif qui

est une combinaison linéaire de (1− IA) et d’une fonction représentant le coût des transferts24.

Ainsi, si l’on dispose des revenus avant et après impôts, il est possible d’en inférer la valeur de

ε sous certaine hypothèses25. Saint-Paul applique cette méthode aux données du Luxembourg

Income Studies26.

Un autre problème a été soulevé par Sen (1973), (1978) : plus le paramètre ε est faible,

plus un transfert d’un pauvre vers un riche entrâınera une augmentation forte de l’écart de

bien-être (évalué par la fonction d’évaluation individuelle) entre ces deux individus. Par ailleurs,

nous l’avons vu, plus le paramètre ε est faible, plus l’influence d’un transfert d’un pauvre vers

un riche sur le niveau de l’indice d’Atkinson est faible. Ainsi, plus le paramètre ε est faible,
24Saint-Paul teste en réalité deux modèles. Le premier repose sur l’indice d’Atkinson, tandis que le second

repose sur un indice d’Atkinson modifié, où u est une fonction exponentielle. Il remarque que ce dernier s’ajuste
mieux aux données.

25L’une de ces hypothèses est “que, pour une société donnée, il existe des préférences collectives bien définies,
c’est-à-dire un “décideur politique”. Nous interprétons alors les préférences du décideur non comme celles du parti
politique au pouvoir, ou celles du votant médian, mais comme des “tendances lourdes” de la société.” (Saint-Paul,
(1992), p179).

26L’étude de Saint-Paul porte sur sept pays : Etats-Unis, Grande-Bretagne, Canada, Norvège, Suède, Suisse et
République Fédérale d’Allemagne. Les données sont celles de 1979 ou 1981, selon les pays. Les résultats permettent
de distinguer trois groupes de pays : le premier groupe, comportant la Grande-Bretagne, l’Allemagne et la Suède,
est caractérisé par une forte aversion à l’égard des inégalités ; le second groupe, constitué par le Canada et
la Norvège est caractérisé par une aversion moyenne à l’égard des inégalités ; enfin la Suisse et les Etats-Unis
manifestent une faible aversion à l’égard des inégalités.
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plus un transfert d’un pauvre vers un riche accrôıt l’écart de bien-être (évalué par la fonction

d’évaluation individuelle) entre ces individus, et moins ce transfert accrôıt les inégalités mesurées

par l’indice d’Atkinson. Ce “paradoxe” soulève un véritable doute quant à la pertinence de

l’indice d’Atkinson.

Hansson (1977)27 met en évidence une autre faiblesse de l’indice d’Atkinson. Pour une distri-

bution donnée des revenus l’indice d’Atkinson décrôıt lorsque ε diminue. Mais plus ε est faible,

plus l’écart entre les bien-êtres individuels (mesurés par les fonctions d’évaluation individuelles)

est grand, comme le montre le graphique ci-dessous.

Graphique 2- Le paradoxe de Hansson

En effet, on a évidemment : CD < BD < AD. Ici encore, ce résultat parâıt, à tout le moins,

paradoxal. Il suggère, en tout état de cause, que la démarche adoptée par Atkinson n’est pas

sans défauts28.

Enfin, une dernière objection peut être émise à l’égard de l’indice d’Atkinson, objection qui,

en un sens, recouvre les précédentes. Le coefficient ε mesure le degré de concavité de la fonction

u. Or la concavité de u a une signification économique claire : elle implique que l’utilité (mesurée

par la fonction d’évaluation individuelle) marginale du revenu est décroissante. Mais la concavité

de u peut également recevoir une autre interprétation, à laquelle se réfère explicitement Atkinson

pour justifier la forme de u : une fonction d’utilité concave implique en effet également, dans le

cadre du modèle d’espérance d’utilité de von Neumann et Morgenstern, une aversion à l’égard

du risque. Cette aversion à l’égard du risque est ici interprétée comme une aversion à l’égard

des inégalités. Le télescopage entre ces deux notions, l’une caractérisant l’attitude des agents

à l’égard de la richesse (décroissance de l’utilité marginale du revenu), l’autre caractérisant

leurs jugements en matière de justice distributive (aversion pour les inégalités), si elle n’est pas

propre à la mesure des inégalités (c’est une propriété très générale du modèle de von Neumann

et Morgenstern) prend ici une acuité toute particulière. En effet, il est impossible, dans ce cadre,

de modifier l’attitude à l’égard des inégalités sans, du même coup, modifier les inégalités (en

termes d’utilités individuelles) elles-mêmes. Les deux “paradoxes” relevés par Sen et Hansson
27Cité par Sen (1978)
28On pourrait objecter que ε est un paramètre structurel, et que le faire varier n’a pas grand sens. Il n’en reste pas

moins que, si l’on compare deux sociétés ayant des aversions pour les inégalités différentes et la même distribution
de revenus, celle dont l’aversion pour les inégalités est la plus faible aura simultanément un indice d’Atkinson
plus faible et des écarts entre les bien-êtres individuels (mesurés par les fonctions individuelles d’évaluation) plus
importants.
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proviennent essentiellement de cette difficulté. Ils seront, par conséquent, partagés par tous les

indices d’inégalités construits dans le cadre du modèle de von Neumann et Morgenstern.

4 Indices de Gini généralisés

Au regard de ce qui précède, le coefficient de Gini semble posséder un certain nombre de

propriétés intéressantes : en particulier, il permet de générer à la fois des indices absolus µ-

invariants et relatifs λ-invariants29. De plus, l’indice de Gini évite nombre d’écueils auxquels

se trouvent confrontés les indices d’Atkinson et de Kolm-Pollak, et en particulier le lien, diffi-

cilement justifiable et quelque peu “pervers” d’un point de vue normatif, entre la décroissance

de l’utilité marginale individuelle et l’aversion collective à l’égard des inégalités qui caractérise

ces indices. Enfin, contrairement à l’indice d’Atkinson, l’indice de Gini permet de prendre en

compte des revenus négatifs.

Dans un article de 1970, Newbery (1970) a démontré qu’il n’existait pas de fonction d’évaluation

des distributions de revenus utilitariste (i.e., de la forme Wn (X) = 1
n

∑n
i=1 un (xi)) qui induise

sur Dn un ordre compatible avec l’indice de Gini. Cela n’empêcha pas un certain nombre d’au-

teurs de tenter de donner un fondement axiomatique à l’indice de Gini. Pour cela, il parut

nécessaire de généraliser cet indice. En effet, l’indice de Gini se caractérise par le fait qu’il accorde

aux différents revenus des poids qui dépendent de leurs rangs dans la distribution des revenus,

ces poids étant la suite des nombres impairs : le revenu le plus élevé se voit doté d’un poids

égal à un, le revenu immédiatement inférieur, d’un poids égal à trois, etc. Ces poids paraissaient

arbitraires, et donc difficiles à “rationaliser” (cf. cependant Ben Porath et Gilboa (1994)). Parmi

les auteurs ayant contribué à cette étape, on compte, notamment, Weymark (1981) (qui fut, en

la matière, un pionnier), Donaldson et Weymark (1980), Yitzhaki (1983), Ebert (1988). Il fallut

cependant attendre le développement des modèles d’utilité espérée dépendant du rang (RDEU

pour Rank-Dependent Expected-Utility) pour voir émerger un modèle général de choix dans le

risque susceptible de donner un fondement rationnel à l’indice de Gini et à ses généralisations.

Les travaux de Yaari ((1987), (1988)), en particulier, furent déterminants.

4.1 Indices de Gini et de Gini généralisés linéaires pour des populations de
taille fixée

Nous avons vu que les indices à la Atkinson-Kolm-Sen vérifiaient un axiome d’indépendance

particulièrement fort, axiome central du modèle de von Neumann et Morgenstern. Or, l’indice

de Gini ne vérifie pas cet axiome. C’est ainsi que s’explique le résultat de Newbery.
29Ce que, nous l’avons vu, l’axiome d’indépendance rend impossible.
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Considérons, à présent l’axiome suivant, connu sous le nom d’axiome d’additivité comono-

tone30 :

Axiome 10 (Additivité comonotone) : Pour tout X̃, Ỹ , ˜Z ∈ D̃n,

˜Y �n ˜X ⇔
(

˜Y + ˜Z
)

�n

(

˜X + ˜Z
)

Rappelons que deux profils de revenus X et Y sont comonotones si, et seulement si, pour tout

i, j ∈ {1, ..., n}, (xi − xj) (yi − yj) ≥ 0 (pour un départage adéquat des ex-aequo). En d’autres

termes, deux profils de revenus sont comonotones si chaque individu y occupe le même rang31.

Les profils de revenus appartenant à ˜Dn sont tous deux-à-deux comonotones. De là le nom de

cet axiome. La notion de comonotonie32 a été introduite par Dellacherie (1970) et Schmeidler

(1986).

Reprenons l’exemple que nous avons donné lorsque nous avons commenté l’axiome d’indépendance.

Soient donc les profils de revenus X = (0, 0, 5), Y = (0, 1, 1), X ′ = (1, 0, 5) et Y ′ = (1, 1, 1).

Nous avons vu que si l’on respecte l’axiome d’indépendance et que l’on préfère X à Y , on doit

également préférer X ′ à Y ′. Or Y ′ − Y = X ′ −X = (1, 0, 0) . Les profils X et (X ′ −X) d’une

part, et Y et (Y ′ − Y ) ne sont donc pas comonotones. Par conséquent, on peut préférer X à

Y et X ′ à Y ′ sans entrer en contradiction avec l’axiome d’additivité comonotone. On ne peut

cependant pas dire, en toute rigueur, que l’axiome d’additivité comonotone est plus faible que

l’axiome d’indépendance, dans la mesure où il implique l’additivité de la relation de préférence,

ce qui n’est pas le cas de l’axiome d’indépendance.

Weymark (1981) a démontré le résultat suivant :

Théorème 8 (Weymark, 1981) Soit une relation �n sur Dn. Cette relation respecte les axiomes

1 (préordre complet), 2 (continuité), 3 (impartialité) et 10 (additivité comonotone) si, et seule-

ment si, il existe a = (a1, ..., an) ∈ Rn tel que pour tout X, Y ∈ Dn,

Y �n X ⇔ WG
n (Y ) =

n
∑

i=1

aiỹi ≥
n

∑

i=1

aix̃i = WG
n (X)

De plus, le vecteur a est unique à un facteur multiplicatif strictement positif près.

En d’autres termes, si l’on substitue l’axiome d’additivité comonotone à l’axiome d’indépendance

standard, on obtient des fonctions d’évaluation des distributions de revenus linéaires. Si l’on sup-

pose de plus que l’axiome 4 (monotonie) est vérifié, a ∈ Rn
++. Enfin, les poids ai étant définis à

30On rappelle que eX est le profil de revenus, obtenu par une permutation de X, tel que ex1 ≤ ex2 ≤ ... ≤ exn.
31Soit X ∈ Dn, et eX le profil de revenus ordonné obtenu par la permutation σ (.) des composantes de X. Le

rang de l’individu i dans X est σ (i).
32Sur la notion de comonotonie et ses implications en économie, cf. Chateauneuf, Cohen et Kast (1997).
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un facteur près, on peut sans perte de généralité imposer :
∑n

i=1 ai = 1. On obtient finalement

la fonction d’évaluation des distributions de revenus suivante :

WG
n (X) =

n
∑

i=1

aix̃i, a ∈ Rn
++,

n
∑

i=1

ai = 1 (3)

Comme WG
n est linéaire, RG

n (X) = WG
n (X). L’indice (relatif) de Gini peut alors s’écrire :

IRGn (X) = 1− WG
n (X)
X̄

On peut également définir un indice absolu de Gini en posant :

IAGn (X) = X̄ −WG
n (X)

L’indice de Gini traditionnel correspond, pour n fixé, à la séquence de poids ai = 2 (n− i)+1.

Remarquons qu’en vertu de l’axiome d’additivité comonotone, l’indice de Gini généralisé ab-

solu est additif pour des distributions de revenus comonotones : si X et Y sont comonotones,

IAG (X + Y ) = IAG (X) + IAG (Y ). On peut, ainsi que le remarque Denneberg (1998), rap-

procher cette propriété de celle de la variance, qui est additive pour des variables aléatoires

indépendantes.

4.2 Indices de Gini généralisés linéaires pour des populations de taille va-
riables

Approfondissant la voie ouverte par Weymark (1981), Ebert (1988) a affiné la classe des

indices de Gini généralisés, afin d’assurer la cohérence des ordres {�n}n. Pour cela, il utilise un

axiome d’agrégation portant directement sur les fonctions Rn.

Notons {Rn}n la suite des fonctions Rn pour n ∈ N∗ et n ≥ 3. L’axiome d’Ebert est le

suivant33 :

Axiome 11 (Agrégation) Pour tout n ∈ N, n ≥ 3 :

∀X̂ ∈ D̂n, Rn

(

X̂
)

= Rn (Rk(x̂1, ..., x̂k)1k, x̂k+1, ..., x̂k)

Ebert34 obtient alors le résultat suivant35 :

Théorème 9 (Ebert, 1988) Soit une relations � sur D. Si les axiomes 1 (préordre complet), 2

(continuité), 3 (impartialité), 5 (λ-invariance) pour la forme relative de l’indice, 6 (µ-invariance)
33On rapelle que X̂ est le profil de revenus, obrenu par une permutation de X, tel que x̂1 ≥ x̂2 ≥ ... ≥ x̂n.
34En réalité, le théorème d’Ebert est un peu plus général, car il adopte un axiome d’indépendance plus faible,

qui n’implique pas l’additivité de W G
n . Cependant, le théorème énoncé se déduit directement du théorème d’Ebert.

35Bossert (1990) obtient un résultat similaire avec un axiome d’agrégation légèrement différent.
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pour la forme absolue de l’indice, 7 (principe de transfert), 10 (additivité comonotone) et 11

(agrégation) sont vérifiés, alors WG
n est de la forme :

WG
n (X) =

∑n
i=1 aix̂i

∑n
i=1 ai

, a1 = 1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an,∀n ∈ N∗, n ≥ 3

De plus, la séquence des poids {ai}i est uniques à un facteur strictement positif près.

Ceci permet de construire des indices de Gini généralisés pour des populations de tailles

différentes à partir d’une unique suite de poids {ai}i. On appellera plus généralement l’ensemble

des indices de Gini généralisés possédant cette propriété les “indices de Gini à série de poids

unique” (Single-Series Gini).

Donaldson et Weymark (1980) proposèrent d’ajouter aux axiomes précédents le principe de

population. Ils obtinrent la caractérisation suivante (cf. également Yitzhaki (1983) et Safra et

Segal (1998)) :

Théorème 10 (Donaldson et Weymark, 1980) Soit une relation � sur D. Cette relation

respecte les axiomes 1 (préordre complet), 2 (continuité), 3 (impartialité), 7 (principe de trans-

fert), 9 (principe de population), 10 (additivité comonotone) et 11 (agrégation) si, et seulement

si, il existe ξ ≥ 1 tel que � est représentée sur D par :

WSG (X) =
n(X)
∑

i=1

[

(

n (X)− i + 1
n (X)

)ξ

−
(

n (X)− i
n (X)

)ξ
]

x̃i, ξ ≥ 1

La classe d’indices ainsi définie est appelée par Donaldson et Weymark (1980) classe des

S-Ginis. Le principal intérêt des S-Ginis est qu’ils ne dépendent que d’un paramètre (ξ). Plus ξ

grand, plus l’indice S-Gini est sensible aux inégalités. Les deux extrêmes sont ξ = 1, pour lequel

l’indice S-Gini correspond à un critère purement utilitariste, et ξ → +∞, pour lequel l’indice

S-Gini correspond à un critère “rawlsien”.

Enfin, notons que ces caractérisations supposent toutes que le principe de transfert est sa-

tisfait. Cette hypothèse, ainsi que l’axiome d’agrégation, peuvent cependant être jugées très

exigeantes. Il est cependant possible de les abandonner. On obtient alors le modèle de Yaari

(1987) :

Définition 9 (Modèle de Yaari) On dit qu’un décideur ayant une relation de préférence

complète � sur D se comporte conformément au modèle de Yaari si, et seulement si, il existe

une unique fonction f : [0, 1] → [0, 1], continue, strictement croissante et vérifiant f (0) = 0 et

f (1) = 1, telle que � est représentée par :

W (X) =
n(X)
∑

i=1

[

f
(

n (X)− i + 1
n (X)

)

− f
(

n (X)− i
n (X)

)]

x̃i, ∀X ∈ D
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Le modèle de Yaari36, appelé aussi modèle dual prend en compte le fait que les revenus

sont pondérés non par leur fréquence (comme dans le modèle de von Neumann et Morgens-

tern), mais par une transformation (non nécessairement linéaire) des fréquences cumulées. Cette

transformation des fréquences représente l’attitude à l’égard des inégalités décideur. La fonction

d’évaluation des distributions sur laquelle reposent les indices S-Ginis n’est rien d’autre qu’une

fonctionnelle de Yaari, avec f (p) = pξ. Enfin, notons que Ebert (1988) a proposé une axiomati-

sation d’un cas particulier du modèle de Yaari, où f est strictement convexe, en supposant que

le décideur vérifiait le principe de transfert.

Dès 1987, Yaari (1987) remarquait ainsi que ce modèle pouvait donner un fondement ration-

nel à l’indice de Gini37. Plus encore, il notait que,

“tout comme les indices d’égalité (ou d’inégalité) appartenant à la classe des indices

de Gini ne sont pas rationalisables dans le cadre de la théorie de l’utilité, les indices

d’égalité (ou d’inégalité) d’Atkinson (1970) ne sont pas rationalisables dans le cadre

de la théorie duale” (Yaari (1987), p. 106).

Ce point lui parut d’ailleurs suffisamment important pour qu’il y consacre un article un

an plus tard (1988). D’un point de vue empirique, une question demeure largement ouverte :

comment déterminer la fonction de distorsion des fréquences cumulées de la distribution des

revenus ? Ce point a été abordé par Yaari (1988). Ce dernier suppose que le décideur public

applique la règle du “sacrifice fiscal absolu égal”38, c’est-à-dire calcule les impôts de manière à

imposer à tous les individus la même perte d’utilité, étant entendu que cette dernière est évaluée

par le décideur39. En notant ti le montant d’impôts payés par l’individu i, le sacrifice imposé à

cet individu, évalué par le décideur, est :

aiti =
[

f
(

n− i + 1
n

)

− f
(

n− i
n

)]

ti

36Le théorème de représentation de Yaari repose essentiellement sur un axiome d’additivité comonotone. Cepen-
dant, cette représentation est obtenue dans un cadre plus riche que le notre (Yaari considère l’ensemble de toutes
les ditributions de probabilités, et non seulement les distributions à probabilités – ou fréquences – rationnelles).
Les axiomes de continuité et de monotonicité doivent donc être refomulés en conséquence.

37Le rapport entre l’indice de Gini (généralisé) et le modèle RDEU est évident si l’on remarque que l’indice de
Gini (généralisé) est une fonctionnelle linéaire sur des cônes de vecteurs comonotones, qui n’est rien d’autre qu’une
intégrale de Choquet par rapport à une mesure non additive. Or, les fonctionnelles représentant les préférences
dans le modèle RDEU sont, précisément, des intégrales de Choquet (sur les intégrales de Choquet, cf. par exemple
Schmeidler (1986), Denneberg (1994), Cohen et Tallon (2000)). Soulignons, encore une fois, le rôle central que
joue ici la propriété de comonotonicité.

38Le principe du “sacrifice fiscal absolu égal” a été proposé par J.S. Mill (1848), et repris récemment par Richter
(1983) et Young (1987) notamment. Cf Musgrave (1959) pour une présentation de l’histoire de ce principe.

39Il est donc, en toute rigueur, nécessaire de supposer que le décideur public représente convenablement les
agents lorsque ceux-ci font abstraction de leur propre identité. On peut rapprocher la méthode proposée ici de
celle utilisée par Saint-Paul (1992).
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puisque u (xi) = xi. La contrainte
∑n

i=1 ai = 1 permet alors de déduire f du système fiscal ob-

servé, en posant aiti = constante pour tout i ∈ {1, ..., n}. Dans ce cadre, la fiscalité effectivement

mise en place révèle l’attitude du décideur à l’égard des inégalités.

4.3 Indices de Gini généralisés non-linéaires

L’hypothèse de linéarité des fonctions d’évaluations individuelle peut être abandonnée, moyen-

nant l’affaiblissement de l’axiome d’additivité comonotone. On obtient alors le modèle d’espérance

d’utilité dépendant du rang (modèle RDEU) :

Définition 10 (Modèle RDEU) On dit qu’un décideur ayant une relation de préférence

complète � sur D se comporte conformément au modèle d’espérance d’utilité dépendant du rang

(RDEU) si, et seulement si, il existe une unique fonction f : [0, 1] → [0, 1], continue, strictement

croissante, vérifiant f (0) = 0 et f (1) = 1, et une fonction u : D → R, unique à une transfor-

mation affine croissante près, continue et strictement croissante, telles que � est représentée

par :

W (X) =
n(X)
∑

i=1

[

f
(

n (X)− i + 1
n (X)

)

− f
(

n (X)− i
n (X)

)]

u (x̃i) , ∀X ∈ D

Il existe de nombreuses axiomatisations de ce modèle, dans des cadres variés (cf. Quiggin

(1982b), Chew et Epstein (1989), Segal (1989), (1993) (1993), Wakker (1994), Quiggin et Wakker

(1994), Nakamura (1995)).

L’axiomatisation que nous présentons ici est due à Chateauneuf (1999). Dans ce qui suit, nous

noterons D̃ l’ensemble des distributions de revenus de la forme : X̃ = (x̃1, ..., x̃k, ..., x̃n; p1, p2, ..., pn)

avec pi > 0
∑

i pi = 1, et x̃1 ≤ ..., x̃k ≤ ... ≤ x̃n, où pi% des individus ont le revenu x̃i
40. Cha-

teauneuf dernier introduit les deux axiomes suivants :

Axiome 12 (Indépendance comonotone) Pour tout ˜X, ˜Y ∈ ˜Dn, tels que x̃k = ỹk , et pour tout

z tel que x̃k−1 ≤ z ≤ x̃k+1 et ỹk−1 ≤ z ≤ ỹk+1

(x̃1, ..., x̃k, ..., x̃n; p1, p2, ..., pn) � (ỹ1, ..., ỹk, ..., ỹn; p1, p2, ..., pn)

⇒ (x̃1, ..., z, ..., x̃n; p1, p2, ..., pn) � (ỹ1, ..., z, ..., ỹn; p1, p2, ..., pn)

Cet axiome signifie que si deux profils de revenus comportent un revenu identique occupant le

même rang, l’ordre entre ces distribution n’est pas modifié si l’on modifie ce revenu commun sans

que cela affecte l’ordre des revenus. Il s’agit donc véritablement de la contrepartie comonotone

de l’axiome 8 (axiome d’indépendance).
40Notons que p n’est pas nécessairement un nombre rationnel. Par conséquent, le cadre d’analyse de Chateauneuf

est, encore une fois, plus riche que le notre.
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Le second axiome introduit par Chateauneuf porte sur le mélange comonotone des fonctions

de répartitions des distributions de revenus. Soit X = (x, y; p, 1− p) et X ′ = (x′, y′; p′, 1− p′).

On appelle mélange de X et de X ′ le profil de revenu que l’on obtient en attribuant le profil

de revenu X à une part λ de la population (λ ∈ [0, 1]), et le profil de revenu X ′ au reste de la

population41. On note un tel profil de revenu : λX + (1− λ) X ′.

Axiome 13 (Indépendance par rapport aux mélanges comonotones) Soient x, y, a, b, c, d ∈ R,

et α ∈ [0, 1]

1. Si x ≤ a, y ≤ b, x ≤ c, y ≤ d,
{

X1 = (x, a; p, 1− p) ∼ (y, b; p, 1− p) = Y1
X2 = (x, c; p, 1− p) ∼ (y, d; p, 1− p) = Y2

⇒ λX1 + (1− λ) X2 ∼ λY1 + (1− λ)Y2, ∀λ ∈ [0, 1]

2. Si a ≤ x, b ≤ y, c ≤ x, d ≤ y,
{

X1 = (a, x; p, 1− p) ∼ (b, y; p, 1− p) = Y1
X2 = (c, x; p, 1− p) ∼ (d, y; p, 1− p) = Y2

⇒ λX1 + (1− λ) X2 ∼ λY1 + (1− λ)Y2, ∀λ ∈ [0, 1]

Il nous semble que cet axiome, construit initialement pour des loteries, s’applique parti-

culièrement bien aux distributions de revenus. En effet, supposons que la société soit indifférente

entre les distributions de revenus X1 = (x, a; p, 1− p) et Y1 = (y, b; p, 1− p) d’une part, et

X2 = (x, c; p, 1− p) et Y2 = (y, d; p, 1− p) d’autre part, ces distributions étant toutes comono-

tones (de là le nom de l’axiome). Considérons maintenant la situation suivante : la population

est séparée en deux groupes, la distribution des revenus dans le premier groupe étant X1, et

celle du second groupe étant X2. Il en résulte une distribution globale des revenus X, qui est un

mélange de X1 et de X2 et cette opération n’affecte pas les revenus individuels des p% les plus

riches (respectivement des p% les plus pauvres), qui est le même dans les deux sous-populations

et dans la population totale. De la même façon, Y est la distribution des revenus d’une popu-

lation séparée en deux groupes, dans les mêmes proportions que pour la population précédente,

l’un ayant une distribution de revenus Y1 et l’autre une distribution de revenus Y2, telles que

les revenus individuels des p% les plus riches (respectivement des p% les plus pauvres) est le

même dans les deux sous-populations et dans la population totale. L’axiome d’indépendance
41Le profil de revenus obtenu est :�

x, y, x′, y′; λp, λ (1− p) , (1− λ) p′, (1− λ)
�
1− p′

��
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par rapport au mélange comonotone implique alors que cette société est indifférente entre les

distributions X et Y .

Naturellement, l’axiome d’indépendance implique ces deux axiomes. En d’autre termes,

tous les indices d’inégalités construits à partir des préférences d’un décideur se comportant

conformément au modèle de von Neumann et Morgenstern vérifie les axiomes d’indépendance

comonotone et d’indépendance par rapport au mélange comonotone.

En ajoutant un axiome de monotonie et un axiome de continuité adaptés à son cadre

d’analyse Chateauneuf caractérise les décideurs qui se comportent conformément au modèle

d’espérance d’utilité dépendant du rang. Notons qu’Ebert (1988) propose également une axio-

matisation du modèle RDEU dans un cas particulier (u concave et de la forme u (x) = −e−γx,

u (x) = ln (x) ou u (x) = 1
εxε avec ε ≤ 1 et f convexe, en supposant que le décideur satis-

fait le principe de transfert, et que l’indice relatif (respectivement : absolu) construit à par-

tir des préférences du décideur vérifie l’axiome 5 (λ−invariance) (respectivement l’axiome 6

(µ−invariance)).

Une démarche naturelle, proposée par Ebert (1988) et Chateauneuf (1996), consiste à construire,

à partir de cette représentation des préférences, un indice d’inégalités similaire aux indices

d’Atkinson-Kolm-Sen. Le “revenu égal équivalent” est alors défini par :

RGSG (X) = u−1

(

n
∑

i=1

[

f
(

n (X)− i + 1
n (X)

)

− f
(

n (X)− i
n (X)

)]

u (x̃i)

)

On obtient finalement l’indice suivant (que nous appellerons “indice de Gini super-généralisé”),

en ajoutant l’axiome 5 et la propriété 1 (normalisation) :

I (X) = 1− RGSG (X)
X̄

Il s’agit bien d’une généralisation de l’indice de Gini généralisé, que l’on obtient si u (x) = x.

Notons que l’indice d’Atkinson est un cas particulier de l’indice de Gini super-généralisé, où

f (z) = z et u est une fonction à élasticité de substitution constante. Ainsi, il est non seulement

possible de donner à l’indice de Gini un fondement similaire à ceux des indices d’Atkinson-Kolm-

Sen (à savoir un modèle de décision dans le risque), mais de subsumer l’indice de Gini sous une

classe plus générale, celle des indices de Gini généralisés.

4.4 Indices de Gini généralisés et ordres sur les distributions

L’un des principaux intérêts des modèles non-additifs (modèle de Yaari et modèle RDEU)

est leur très grande souplesse. En particulier, nous avons vu qu’il était impossible, pour un

décideur se comportant conformément au modèle de von Neumann et Morgenstern, de respecter
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le quasi-ordre différentiel absolu ou relatif sans respecter également le principe de transfert. Ce

n’est pas le cas avec les modèles non additifs, ainsi que le montrent les résultats suivants. Dans

la mesure où le principe de transfert et le quasi-ordre différentiel absolu ne concernent que des

distributions de même moyenne, il suffit de caractériser l’attitude du décideur à l’égard de ces

principes pour obtenir la caractérisation correspondante pour les indices d’inégalités construits

sur les préférences d’un tel décideur. En revanche, le quasi-ordre différentiel relatif pouvant

concerner des distribution de moyennes différentes, les propriétés d’invariance vont jouer un rôle

crucial dans la caractérisation des indices qui respectent ce quasi-ordre. En conséquence, nous

énoncerons les résultats concernant le principe de transfert et le quasi-ordre différentiel absolu

directement sur les préférences du décideur, tandis que ceux concernant le quasi-ordre différentiel

relatif porteront sur l’indice relatif, vérifiant l’axiome 5 (λ−invariance) construit à partir des

préférences du décideur.

Théorème 11 (Yaari, 1987) Soit un décideur se comportant conformément au modèle de

Yaari. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le décideur respecte le principe de transfert

(ii) f est convexe.

Théorème 12 (Chateauneuf, 1996) Soit un décideur se comportant conformément au modèle

de Yaari. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le décideur respecte le quasi-ordre différentiel absolu

(ii) f (p) ≤ p, ∀p ∈ [0, 1].

Evidemment, f convexe implique que f (p) ≤ p pour tout p de [0, 1] (rappelons que f (0) =

0 et f (1) = 1). La réciproque, en revanche, est fausse. Ainsi, un décideur se comportant

conformément au modèle de Yaari peut respecter le quasi-ordre différentiel absolu sans pour

autant respecter le principe de transfert.

Afin de donner la caractérisation des indices relatifs respectant le quasi-ordre différentiel

relatif construits à partir des préférences d’un décideur se comportant conformément au modèle

de Yaari, nous avons besoin de la définition suivante :

Définition 11 Soit f : [0, 1] → [0, 1]. On dit que f est étoilée au-dessus en 0 si f(p)
p est crois-

sante sur ]0, 1].

On peut alors énoncer le résultat suivant, démontré par Chateauneuf (1996) :

Théorème 13 (Chateauneuf, 1996) Soit un décideur se comportant conformément au modèle

de Yaari, et Ir l’indice relatif vérifiant l’axiome 5 (λ−invariance) construit à partir de ses

préférences. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
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(i) L’indice Ir respecte le quasi-ordre différentiel relatif

(ii) f est étoilée au-dessus en 0.

Toute fonction f convexe est étoilée au-dessus en zéro. La réciproque n’est cependant pas

vraie. Par conséquent, un indice relatif vérifiant l’axiome 5 (λ−invariance) construit à partir des

préférences d’un décideur se comportant conformément au modèle de Yaari peut respecter le

quasi-ordre différentiel relatif sans pour autant respecter le principe de transfert. En revanche,

si f est étoilée au-dessus en zéro, f (p) ≤ p pour tout p dans [0, 1] (rappelons que f (1) = 1

par définition). Ainsi, un indice construit à partir des préférences d’un décideur se comportant

conformément au modèle de Yaari ne pourra respecter le quasi-ordre différentiel relatif sans, du

même coup, respecter le quasi-ordre différentiel absolu.

Des résultats similaires sont disponibles pour le modèle d’espérance d’utilité dépendant du

rang. Tout d’abord, Chew, Karni et Safra (1987) caractérisèrent les fonctionnelles représentant

les préférences d’un décideur se comportant conformément au modèle d’espérance d’utilité

dépendant du rang et respectant le principe de transfert.

Théorème 14 (Chew, Karni et Safra, 1987) Soit un décideur se comportant conformément

au modèle d’espérance d’utilité dépendant du rang. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Le décideur respecte le principe de transfert

(ii) u est concave et f est convexe.

Afin de caractériser les fonctionnelles représentant les préférences d’un décideur se compor-

tant conformément au modèle d’espérance d’utilité dépendant du rang qui respecte le quasi-

ordre différentiel absolu, Chateauneuf, Cohen et Meilijson (1997) introduisirent les définitions

suivantes :

Définition 12 Soit un décideur se comportant conformément au modèle d’espérance d’utilité

dépendant du rang, avec une fonction d’utilité u et une fonction de distorsion des fréquences

cumulées. On définit :

(i) Pf = inf0<v<1

[(

1−f(v)
v

)

/
(1−v

v

)

]

, appelé indice de pondération

(ii) Gu = supy≤x
u′(x)
u′(y) , appelé indice de non-concavité.

En particulier, Pf ≥ 1 si f (p) ≤ p pour tout p ∈ [0, 1], et Gu = 1 si et seulement si u

est concave (Gu est toujours supérieur ou égal à 1). Chateauneuf, Cohen et Meilijson (1997)

montrèrent le résultat suivant :

Théorème 15 (Chateauneuf, Cohen et Meilijson, 1997) Soit un décideur se comportant

conformément au modèle d’espérance d’utilité dépendant du rang. Les deux propositions suivantes

sont équivalentes :
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(i) Le décideur respecte le quasi-ordre différentiel absolu

(ii) f (p) ≤ p, ∀p ∈ [0, 1] et Pf ≥ Gu.

Enfin, il n’existe pas, à ce jour, de caractérisation de tous les indices relatifs construits à

partir des préférences d’un décideur se comportant conformément au modèle d’espérance d’utilité

dépendant du rang et vérifiant l’axiome 5 (λ−invariance) qui respectent le quasi-ordre différentiel

relatif. En revanche, une telle caractérisation a été proposée par Chateauneuf (1996) dans le cas

où u (x) = ln (x).

Théorème 16 (Chateauneuf, 1996) Soit un décideur se comportant conformément au modèle

d’espérance d’utilité dépendant du rang, avec u (x) = ln (x), et Ir l’indice relatif vérifiant l’axiome

5 (λ−invariance) construit à partir de ses préférences. Les deux propositions suivantes sont

équivalentes :

(i) L’indice Ir respecte le quasi-ordre différentiel relatif

(ii) f (p) ≤ p, ∀p ∈ [0, 1].

On comprend mieux, ainsi, l’intérêt des modèles non-additifs, qui permettent une description

extrêmement fine de l’opinion de la société en matière de justice distributive, et qui semblent

donc particulièrement utiles pour déterminer l’adéquation des politiques de redistribution à des

objectifs en matière de justice sociale.

Par ailleurs, nous avons vu qu’il était impossible, dans le cas des indices d’Atkinson-Kolm-

Sen, de modifier l’aversion de la société à l’égard des inégalités sans, du même coup, modifier

les inégalités de bien-être individuels (mesurés par les fonctions d’évaluation individuelles) elles-

mêmes. Cette difficulté ne se présente pas avec l’indice de Gini généralisé. En effet, l’aversion

de la société à l’égard des inégalités est représentée par la structure des poids. Modifier cette

dernière ne change rien aux bien-êtres individuels.

Enfin, le lien difficilement justifiable entre la décroissance du bien-être (mesuré par les

fonctions d’évaluations individuelles) marginal individuel et l’aversion collective à l’égard des

inégalités, qui est sans doute du point de vue normatif l’une des propriétés les plus gênantes de

l’approche d’Atkinson, Kolm et Sen, est ici relâché.

5 Conclusion

La recherche d’une mesure objective des inégalités, sur le modèle des mesures des grandeurs

physiques, est vaine : la mesure des inégalités dépend, en effet, de l’opinion des membres de

la société sur la justice. A ce titre, l’utilisation de simples indices statistiques de dispersion ne

peut être satisfaisante, puisqu’elle occulte cette inévitable prise de position. Il est donc sou-

haitable que les opinions qui sous-tendent les mesures des inégalités soient aussi explicites que
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possibles. La démarche axiomatique constitue sans doute, à cet égard, une approche satisfai-

sante. C’est cependant une démarche exigeante : en particulier, la validité d’un indice repose

sur l’adhésion unanime des membres de la société aux opinions sur lesquelles il est fondé, et qui

sont représentées par des axiomes.

Nous nous sommes donc attachés à présenter en détail la signification et les conséquences

des différents axiomes qu’est susceptible de vérifier un indice d’inégalités. Nous avons tout par-

ticulièrement insisté sur l’axiome d’indépendance. Ce principe parâıt contestable : il implique,

en effet, que l’ordre entre deux distributions de revenus ne dépend pas de la partie commune

à ces deux distributions. Ajouté aux autres axiomes caractérisant les indices d’inégalités à la

Atkinson-Kolm-Sen, l’axiome d’indépendance implique l’évaluation de la variation des inégalités

engendrée par la modification du revenu d’un individu ne dépend pas du rang qu’occupent

ces individus dans la distributions des revenus. De fait, les études empiriques (par exemple celle

d’Amiel et Cowell (1992)) ne permettent pas de mettre en évidence une unanimité sur la validité

de cet axiome.

D’un point de vue plus formel, il est possible de distinguer deux classes d’indices d’inégalités,

selon qu’ils respectent, ou non, l’axiome d’indépendance. Les premiers sont les indices à la

Atkinson-Kolm-Sen, et reposent implicitement sur le modèle de décision dans le risque de von

Neumann et Morgenstern (modèle d’espérance d’utilité). Les seconds sont les indices de Gini,

Gini généralisés et Gini super-généralisés, et reposent sur le modèle de Yaari ou de Quiggin

(modèle d’espérance d’utilité dépendant du rang). L’exploration systématique des propriétés

de ces derniers reste, pour une large part, à faire. Toutefois, il est apparu clairement que ces

indices permettaient une description beaucoup plus riche des opinions de la société en matière de

justice distributive que les indices d’Atkinson-Kolm-Sen. Ils semblent donc particulièrement bien

adaptés à l’évaluation de l’adéquation des politiques redistributives à des objectifs en matière

de justice sociale.
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Cahiers EcoMaths, Université Paris I, 96.58, presented at FUR (1994).

(1999) : “Comonotonicity axioms and RDEU theory for arbitrary consequences,” Jour-

nal of Mathematical Economics, 32(1), 21–45.

Chateauneuf, A., M. Cohen, and R. Kast (1997) : “Comonotone random variabes in

economics : A review of some results,” Cahiers Eco&Maths, (97.32), Université Paris 1.
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