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EFFET D’UNE PERTURBATION NON LIN EAIRE SUR L'OBTENTION D'UNE
ESTIMATION UNIFORME.

SAMY SKANDER BAHOURA

ABSTRACT. We consider the equatiohu = Vu(?+2)/(n=2) 4 1yyn/(n=2) and we give
some minimal conditions oV andV W to have an uniform estimate for their solutions.

If we replacel v/ ("=2) by W, in the previous equation, we have an uniform estimate for
radial solutions.

1. INTRODUCTION ET RESULTATS.

Nous noton®\ = — > 9;; le laplcien géométrique si™, n > 3.
Considérons sur un ouveRtdeR™, n > 3, I'équation suivante:

Au = Vut+2/(n=2) 4y n/(n=2) (E)
ou'V et sont deux fonctions régulieres.

On suppose que:

0<a<V(z)<b |[VV]le <A (Cy)

O<c<W(x)<d, ||[VV|l= <B  (Cs)

Probleme: Quelle conditions minimales peut on imposé&v & et VIV pour avoir une esima-
tion uniforme du typeup x inf pour les solutions de I'equatidi) ?

Notons que lorsquél’ = 0, I'equation(E) est la célebre équation de la courbure scalaire
prescrite sur un ouvert de I'éspace euclidien de dimension3.

Dans ce cas, il existe beaucoup de résultats concernaullg®ons de cette équation, voir par
exemple, [B], [C-L 1].

Lorsquef2 = S,, avec I'équation correspondante (courbure scalaire) LY8onne des condi-
tions de platitude suffisante pour avoir une majoration&edrgie ainsi que I'existence de points
dit isolés simples, voir [L1], [L2].

Dans [C-L 2] Chen et Lin mettent en évidence un contre examoghfirmant I'importance des
hypotheses de Li.

Notons que dans [C-L 1], il existe des résultats concerieannégalités de Harnack du type
sup X inf avec des conditions de platitudes similaires a celles gmur une equation du type:

Ay = Vyrt2)/(n=2) g(u)
n+2

avecg une fonction réguliere équivalent®, 1 < a < 5
n—

Notons que dans ce travail, aucune borne a priori sur lfieer'est imposée. On utilise la
technigue blow-up et de déplacement de plan dite " Movitegr® inventée par Alexandrov et
développée par Gidas-Ni-Nirenberg, voir [ G-N-N].
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Notons que la méthode "moving-Plane” est souvent ugligéur déterminer si les solutions
d'une EDP sont symétriques ou dans la recherche de formiciexple certaines solutions
d’équations aux dérivées partielles.

Ici, nous avons:

Théoreme 1 Pour touta, b, ¢, d > 0, pour toutes suite€4;), (B;) telles qued; — 0 etB; —
0 et pour tout compadk def?, il existe une constante positive= c[a, b, ¢, d, (A;), (B;), K, Q,n]
telle que:

sup u; X igf u; < ¢, (pour i assez grand)
K

pour toute suite(u;); solutions de(E) relativementa (V;) et (W) vérifiant les conditions
(Cl) et (Cg)

On se place sur la boule unité B ( Q2 = B4 (0)) et on s’occupe de I'équation suivante:

Au; = Viui("+2)/("_2) + Wiu; (E/)
On suppose que; etV; sont radiales:

0<a<Vi(r)<b et |Vi(r) = Vi(r')] < As|r? —r?| avec A; — 0 (C3)

0<c<Wi(r)<det |W/(r)<B; avec B —0  (Cy)
Nous avons:

Théoreme 2 Pour touta, b, ¢,d > 0, pour toutes suitegA;) et (B;), il existe une constante
positivec = c[a, b, ¢, d, (4;), (B;), n] telle que:

u;(0) x u;(1) < ¢ (pour i assez grand)
pour toute suitdu;) solution de(E’) relativement (V;) et (W;) verifiant (Cs) et (Cy).

2. PREUVES DES THOREMES.

Preuve du Theoreme 1

Soitzy un point de&f2 et (u;); une suite de fonctions s telles que,

Au; = Vi, "2/ (0=2) o p7g,.n/(n=2) 0
On raisonne par I'absurde, en supposantquex inf n'est pas borné.

On suppose que:
Ve, R >0 3 (uc,r,;); solution de(E) telle que:

R"™2 sup Ue,Rr,j X infuerj > c, (H)
B(IQ,R) Q

Proposition ( blow-up)

Il existe une suite de pointy;);, y; — o et deux suites de réels positifs);, (L;)i, l; — 0,
[y + 2/ sy 2]
ui(yi)
0<wi(z) < B <2072/2 5, 1.

, on ait:

L; — +o0, telles qu’en posant;(z) =

1

(n—2)/2
THQ) , laconvergence est uniforme sur tout compact de R".
z

vi(z) — <

lg"_Q)/Qul'(yi) « i?lfui — 400

Preuve de la proposition:




On utilise (H), on peut supposer gu'il existe une sulge > 0, R; — 0 ete; — +o0, telles
que,

Ri(”72)( sup u;)®infu; > ¢; — +oo,
B(I(}Rl) Q

Soit,z; € B(xo, Ri), tel QUESUP (., g,y wi = wi(;) €tsi(x) = [Ri—|a—xi]] "2/ 2u,(x), z €
B(ZL'Z', Rz) A|0|'S,$i — Z0.

Ona,

e si(e) = si(y) 2 silan) = R Pua(an) > V& — oo

On pose :

ui (yi + 2/ ui(y; 2/(n—2)
li=Ri — |x— x|, w(y) =uilyi +y), vi(z) = (i + 2/[ui(y) )

Il est clair quey; — . On obtient aussi:
_ i 2/(n—2) _ [Si(%)]w(n%) C;/(n_Q) _1/2(n-2)
b= W[UZ(%)] SR = RECEN i e
1

Si|z| < Ly, alorsy = [yi + z/[ui(y:)]*/ 2] € B(0,6;1;) avecs; = t

(ci)1/2(n—2) €
ly —vi| < Ri — |y;s — xi], d'oU, |y — x;| < R; etdonc,s;(y) < s;(y;), ce qui revient & écrire,

ws( )R~ Iy~ l) " < ) (1) 2,
Comme,|ly — yi| < dili, Ry > l; €t R; — |y —yi| > Ry — 6;l; > 1; — 6;0; = 1;(1 — §;), on
obtient,

(n-2)/2

u;i(y) l; (n—2)/2
N = < < 2 .
0<uz) wi(yi) ~ |:li(1 - 51)]

1 (n—2)/2
On pose alorsg; = (ﬁ) , il est clair ques; — 1.

La fonctionw; vérifie 'équation suivante:
e i, Wi e
S = Ve " s () 7D
avec,

~ zZ zZ
Vi2) = Vi [yi + —— .
(2) P (gD

En, utilisant les estimations elliptiques, les théorérd&scoli et de Ladyzenskaydy;);
converge uniformément sur tout compact vers une fonatisolution sufR™ de,

et VNVl(Z) =W; |y; +

Av =V (0N v0)=1,0<v<1<2072/2
Sans nuire a la généralité, on peut supposengiig = n(n — 2).
Par le principe du maximum, orwa> 0 surR™ et un résultat de Caffarelli-Gidas-Spruck ( voir

1 (n—2)/2

deswv; que dans un article précédent (voir [B ]). La propostios@peouvée.

. On obtient les mémes propriétés de convergence

Coordonnées PolairegMéthode "Moving-Plane”)

Posons pout €] — oo, log2] etd € S, :



w;(t,0) = e 2y, (y; 4 €t0), Vi(t,0) = Vi(yi + et0) et Wi(t,0) = Wi(y; + €'6).
(n—2)°

Par ailleurs, soifl. I'opérateurL = 9y — A, — — avecA, opérateur de Laplace-
Baltrami surS,,_;.

La fonctionw; est solution de I'équation suivante :

—Lw; = ‘ZwiN_l + et x Wiwin/(n—2)-
On pose pouA <0
A =2\ —tw)t,0) = w;(t,0), VO, 0) = V;(t*,0) etWA(t,0) = W;(t*,0).

Alors, pour pouvoir vérifier si le Lemme 2 du Théoréme 1 sIfB] reste valable, il suffit de
noter que la quantite-L(w?} — w;) est négative lorsque;* — w; I'est. En fait, pour chaque
indicei, A = 51 < IOg’/]Z + 2, (’/]Z = [uz(yi)](iﬂ/(ni%)

Tout d’abord:
w; (2§ — 1, 0) = w[(& — t + & —logn; — 2) + (logm; + 2)],
par définition dew; et pouré; < t:
wi(2€i_t7 9) _ e[(n—2)(€i—t+€i—logm—2)]/26n—2vi [9626(51'—15)-!-(&—1055 77i—2)] < 9(n=2)/2,n-2 _ &

On sait que

7L(wfl _ wz) _ [Vl& (wfi)Nfl o "/Z_wiNfl] + [etﬁi Wi& (wfl)n/(nfﬂ o etV’Viwin/(nfm]7
Les deux termes du second membre, nétest 75, peuvent s'écrire:

7, = (V&' _ VZ)(wfl)N—l + Vl[(wfl)N—l o ’LUZ-N_l],
et

— (WZ_& _Wi)(wfi)n/(n72)et£i _"_et&i Wl[(wfz)n/(nfm _win/(n72)]+Wiwin/(n72) (etii _et).
D’autre part, comme dans la démonstration du Théorenan? [B]:

w;& < w; et wf (t,0) < ¢ pourtout (t,0) € [&,log2] X Sy—1,
ou ¢ est une constante positive indépendantedh&wfi pouré; <logn; + 2;
VE — Vi < Ag(e! — ™) et [WE —W;| < By(e! — '),
D’ou

n/(n—2) n/(n—2)

Zy < A (wE)NTE (et — ) et Zy < B (wf) (ef — ') + c(wf) x

(ef —et).
Ainsi,

L~ w) < (f) Db

+ B;) (et — et ) + ¢ (e —et)].
Puisquew’’ < , on obtient:

—L(w§ —wi) < (wf)" D42 (7D) 4 By) (e — ") e (e — )] (1)
Déterminons le signe d& = [(4;2%/ "2 + B;) (¢! — e!*') + ¢ (e — et)).

Linégalité (1) devient alors :

L - w) € (WS [+ 40D 4 B! — o),
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On sait qued; — 0 et B; — 0. Pourty, < 0, assez petit, la quantite— A, /(=2 — B,
devient positive et le résultat cherché est obtenu damteitvalle[¢;, to].

Le fait de prendre l'intervalléS;, to] au lieu de¢;, log 2], n’est pas génant, au contraire, plus
l'intervalle est petit plus I'infimum est grand. La suite @edémonstration est identique a celle
de la fin du Théoréeme 1.

On pourrait croire qué&, dépend de; ou dewf maist, dépend seulement deune constante
qui ne dépend que dg a etb.

On calculety puis on introduit; < logn; + 2 comme dans les autres théorémes, et on vérifie
linegalité L(w$ — w;) < 0, dés quast’ — w; < 0 sur;, to].

Ayant déterminé, < 0 tel quec — A; eV ~1~® — B; soit positive, on pose:

& = sup{p; <logn; +2,w" (t,0) —w;(t,0) <0,V (t,0) € [ui,to] X Sp—1}-

Par définition de;, wf —w; < 0. Ensuite, on vérifie queL(wfi —w;) <0.

Comme dans le Théoréme 1 dans [B], le principe du maximutnaige:
minges,, _, w;(to,0) < maxges, , wi(2& — to) .

Or,
w;(to, 0) = eu;(a; + e©h) > e* minwu; et w;(2&; — to) <

ui(ai)’
donc:

u;(a;) X minw,; < c.
Ce qui contredit la proposition.

Preuve du Théoreme 2

Les étapes sont identiques a celles de la preuve dughit. Il y a quelques modifications
dans la partie " Coordonnées polaires et méthode moviagef. La proposition de la preuve du
théoréme 1 se conserve. Notons que la technique blow-siongsifie caru; est décroissante et
son maximum est atteint en O.

Coordonnées polairefMéthode "Moving-plane”)

Posons pout €] — oo, log2] etd € S,,_1 :
w;(t,0) = e("’Q)t/Qui(et), Vi(t,0) = Vi(e') et Wi(t,0) = W;(et).

(n—2)°
T
La fonctionw; est solution de I'équation suivante :

Par ailleurs, soil I'opérateurl. = 9;; —

7LU)Z == ‘Z—wiN71 + thWiwi.
On pose pouA < 0:

A =2\ —t, w}(t,0) = w;(t1), VA(t,0) = Vi(t) et WA (t,0) = W;(t).

Alors, pour pouvoir vérifier si le Lemme 2 du Théoréme 1 9IfB] reste valable, il suffit de
noter que la quantité- L(w} — w;) est négative lorsque;} — w, I'est. En fait, pour chaque
indice’i, A= 61' < lOgTh + 2, (7’]1 = [uz(yz)](_2)/("_2))

Tout d’abord:

w; (2§ —t) = wi[(& —t + & — logmi — 2) + (logn; + 2],
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par définition dew; et pouré; < t:

w; (28 —t) = el(n=2)(&i—t+&i—logni—2)]/2 ;n-2,, [e2e(€i_t)+(£i—10g’fh—2)] < 2(n=2)/2gn=2 _ &

i

On sait que

) — ¢ ) _ — _ Ei = £, ) —
_L(wiﬁz _ wl) _ [Vi& (wi&)N 1 Vi’LUz'N 1] + [6216 WZ_& (w?) o €2tWiwi],
Les deux termes du second membre, nétest 75, peuvent s'écrire:

71 = (VE = Vi) (i) ™+ Tif(wf )Y — w1,
et

Ty = [(thWi)gi — (thWi)]wf" + thWi(wfi — w;).
D’autre part, comme dans la démonstration du Théorenan2 [B]:

w;s < w; et wi(t,0) <& pourtout (t,6) € [&,log2] x Sp_1,
ou ¢ est une constante positive indépendantedh*zwfi pouré; < logn; + 2;

[VE Vil < 4@ =) et |(@W)% — (*T3) = Wi(0)(*" — )] < Bi(e™ — ™),
avec,B; — 0. D’ol
Zy < Ay (Wi )NTU(e2 — e et Zy < By (wf') (2 — eX) e (wf') x (X7 — ).
Ainsi,
D — wy) < w A, ()Y 0D 1 B (62— ) 4 o (2 = )],
Puisqueyfi < ¢, on obtient:
—Lw —w;) < wS[(Aie =D 4 B;) (€2 — ) + ¢ (25 — )], (1)
Déterminons le signe d& = [(A,c* (=2 4 B;) (2t — e2*) 4 ¢ (2 — 21)).
Linégalité (1) devient alors :
—L(wt —w;) < wS[—c+ A; e/ 4 B (e — th&i).

On sait qued; — 0 et B; — 0. Pourt, < 0, assez petit, la quantiie— A, ¢/ ("~2 — B,
devient positive et le résultat cherché est obtenu damtefvalle[;, ¢o].

Le fait de prendre l'intervallgs;, to] au lieu def¢;, log 2], n’est pas génant, au contraire, plus
I'intervalle est petit plus I'infimum est grand. La suite dedémonstration est identique a celle
de la fin du Théoréme 1.

On pourrait croire qué&, dépend dé; ou dewf maist, dépend seulement deune constante
qui ne dépend que de a etb.

On calculety puis on introduit; < logn; + 2 comme dans les autres théorémes, et on vérifie
linegalité L(w$ — w;) < 0, dés quast’ — w; < 0sur;, to].

Ayant déterminé, < 0 tel quec — A; /("2 — B; soit positive, on pose:
& = sup{p; <logn; + 2, w;" (t) — w;(t) < 0,Vt € [p;, to]}
Par définition de;, wt' — w; < 0. Ensuite, on vérifie que-L(w' — w;) < 0.

Comme dans le Théoreme 1 dans [B], le principe du maximuinage:

wi(to) < w;i(2&; — to),
6



commeu; est décroissante, on obtient:
ui(ai) X ul(l) <e.
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