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Résumé.

Nous donnons une preuve que tout automorphisme sauvagement ramifié d’un
corps de séries formelles a une variable et a coeflicients dans un corps parfait de car-
actéristique p provient par la construction du corps des normes d’une Z,-extension
totalement ramifiée d’un corps local de caractéristique 0 ou p.

Abstract.

We give a proof of the following theorem : every wildly ramified automorphism of
a formal series field of one variable with coefficients in a perfect field of characteristic
p is given by field of norms construction from a totally ramified Z,-extension of a
local field of characteristic 0 or p.

Classification 11 S 15

Soit k un corps et X = k((m)) le corps des séries formelles de Laurent. On note A
le groupe des automorphismes continus et sauvagement ramifiés de X. Un élément o
de A agit donc trivialement sur k et est déterminé par :

o(n) =+ agm? + azm® + ...

Si v est la valuation de X définie par v(m) =1 et v(k) = 0, on pose :

i(oc) =v(o(r) —m) —1

(il est immédiat que cette définition ne dépend pas du choix de I'uniformisante ).
On filtre le groupe A par ses sous-groupes A; = {o € A,i(c) > i} ; le groupe A est
séparé et complet pour la topologie définie par cette filtration. On a, pour a € Z et
i=1i(o) :

o (m) =7+ ac; T+

On voit que si k est de caractéristique 0, on a i(c®) = i(o) et le sous-groupe de A
engendré par o est discret. Si k est de caractéristique p > 0, on a i(c®) = i(0) si a est
premier & p, et i(c®) > i(0) si a est divisible par p. La fermeture du sous-groupe de A
engendré par ¢ est isomorphe & Z, ou a un groupe cyclique d’ordre une puissance de
p. Ce dernier cas est donné par les extensions cycliques totalement ramifiés d’ordre
une puissance de p d’un corps de séries formelles de Laurent a coefficients dans k.

Si k est de caractéristique 0, o est conjugué dans A a un automorphisme défini
par :

O'/(W) =74+ omiJrl +67T2i+1

, a # 0 et i entier > 1, et le commutant de o dans A est isomorphe au groupe
additif de & ([L1])).



La situation est plus compliquée si k est de caractéristique p. Supposons k de car-
actéristique p et de plus parfait. La correspondance entre automorphismes des corps
de séries formelles et extensions galoisiennes ne concerne pas que les automorphismes
d’ordre fini. Appelons corps local un corps valué complet pour une valuation discrete
a corps résiduel parfait de caractéristique p. Si K est un corps local de caractéristique
0 et de corps résiduel k, le corps K est une extension finie du corps des fractions des
vecteurs de Witt a coefficients dans k, et si K est un corps local de caractéristique
p, K est un corps de séries formelles de Laurent & coefficients dans & ([[Ld] chap. 2).
J.-M. Fontaine a donné une construction qui, & un corps local K et a une exten-
sion galoisienne L de K, totalement ramifiée et a groupe de Galois I" isomorphe a
Z,, associe son corps des normes, qui est un corps local Xk (L) de caractéristique p,
de méme corps résiduel que K et L, avec I' agissant fidelement sur X (L) par des
automorphismes sauvagement ramifiés ([}, [, [H],24)).

L’objet de cet article est de donner une démonstration du fait que tous les auto-
morphismes sauvagement ramifiés d’ordre infini des corps locaux de caractéristique p
proviennent d'une telle extension de corps locaux ([R2],[23)).

Précisons. Soit X un corps local de caractéristique p et de corps résiduel parfait
k. Soit o un automorphisme sauvagement ramifié d’ordre infini de X. Soit (in)nen
la suite des nombres de ramification (en numérotation inférieure) de o : 4,, = i(a?").
S Sen a prouvé les congruences suivantes : i, = i, mod p"T! ([@] ; pour une
autre démonstration : [IJ]). Si o est d’ordre fini dans A, les congruences démontrées
par S. Sen, sont équivalentes au théoreme de Hasse-Arf pour l'extension X/X°. 1l
n’est pas difficile de prouver que l'on a i, > pi, avec égalité si et seulement si i,
est divisible par p ([L9) chap.4 exercice 3, [ lemma 3) (les congruences de S. Sen
prouvent que cette derniére condition est équivalente & ¢ divisible par p) . Soit [
la limite, éventuellement infinie, de la suite croissante i,/p™. La suite des entiers
(in+1—in)/p" ! a pour limite I(p —1)/p. On en déduit que, soit [ est fini et il existe
un entier e(c) > 1 tel que pour, pour n grand, on a : i, — i, = p"le(o), soit [ est
infini, auquel cas on convient que e(o) = co.

Théoréme 1 Soient X et o comme ci-dessus. Notons I' (isomorphe a Zy) le sous-
groupe du groupe A des automorphismes sauvagement ramifiés de X engendré par
o. Alors, il existe un corps local K de corps résiduel k et d’indice de ramification
absolu e(o) (de caractéristique p si e(o) = o0) et une extension L de K, totalement
ramifiée et a groupe de Galois isomorphe & Zy, telle que X, muni de son groupe
d’automophismes T, soit isomorphe & X (L), muni de l'image de Gal(L/K) dans le
groupe des automorphismes de X (L).

Ce théoreme a pour conséquences une généralisation du théoreme de Hasse-Arf
(Bd)), des propriétés de ramification d’éléments de A commutant ([Jf], [[Ld]). T permet
de déterminer presque complétement les suites d’entiers qui sont suite des nombres
de ramification en numérotation supérieure d'un élément de A ([ff], [L0]).

Précisons ce dernier point. Pour e entier > 1 ou e = 00, notons I, ’ensemble
des entiers qui sont > 0, non divisibles par p, et < pe/(p — 1). Notons I, = I si
e n’est pas divisible par p — 1 et I. = I U {pe/(p — 1)} si p — 1 divise e. Soit f.
la fonction n — min(pn,n + e). Pour une suite d’entiers 0 < by < by < ... < by,
définissons la propriété (R) ( respectivement (R’)) par les conditions suivantes, olt T
est I, (respectivement I7) :

— by€el,
— sib,<e/(p—1), 80it byy1 = fe(bn) = pbn, s0it b1 > fe(by) €t bypy1 €1,
— si bnze/(pfl)v bn+1:fe(bn):bn+e~



Alors ([[d)), si (bs) est la suite des nombres de ramification en numérotation
supérieure d’une extension cyclique totalement ramifiée de degré une puissance de p
d’un corps local d’indice de ramification absolu e, la suite (b,) vérifie (R).
Réciproquement, si K est un corps local d’indice de ramification absolu e qui ne
contient pas de racine primitive p-iéme de l'unité, et si (b,) est une suite de m en-
tiers vérifiant (R’) , il existe une extension cyclique totalement ramifiée de degré p™
de K dont (b,) est la suite des nombres de ramification en numérotation supérieure
(],[,[@]) Il résulte du théoréme que si (by,) est la suite des nombres de rami-
fication en numérotation supérieure d’un automorphisme sauvagement ramifié de X,
alors il existe e (entier ou infini) tel que (b,,) satisfasse (R). Si p # 2, pour tout e il
existe un corps local K d’indice de ramification absolu e ne contenant pas de racine
primitive p-ieme de I'unité et de corps résiduel le corps a p éléments. Pour un tel
corps local, toute extension cyclique totalement ramifiée de degré une puissance de p
se plonge dans une Z,-extension totalement ramifiée. Il en résulte facilement que, si
p # 2, si (by,) est une suite infinie d’entiers > 0 telle qu'’il existe e > 0 tel que (by,)
vérifie (R’), il existe un automorphisme sauvagement ramifié de I, [[n]] dont la suite
des nombres de ramification en numérotation supérieure soit la suite (b, ). Par contre,
la suite des entiers > 0 vérifie (R) pour p = 2 et e = 1 mais n’est pas la suite des
nombres de ramification en numérotation supérieure d'un o € A si k = Fy. On peut
le voir en vérifiant par un calcul simple que si k = Fs, ig = 1 et i3 = 3 entraine i > 7.
Cela résulte aussi du théoreme et du fait qu’il n’existe pas de Zs-extension totalement
ramifiée de Q2, dont les nombres de ramification en numérotation supérieure soit la
suite des entiers > 0.

Pour une démonstration n’utilisant pas notre résultat de certaines des propriétés
de ramification des automorphismes sauvagement ramifiés des corps locaux de car-
actéristique p, voir [E] Comme le groupe des automorphismes sauvagement ramifiés
d’un corps local de caractéristique 0 est d’ordre inférieur a son indice de ramification
absolu, le théoréme entraine aussi que si e(o) < 00, le sous-groupe de A engendré par
o est d’indice fini (< e(0)) dans son normalisateur ; j’ignore si la réciproque est vraie.
Pour une étude du groupe A, voir [21] chap. 4 ex. 9 ,[3, [l /.

Je remercie F. Laubie dont les remarques m’ont permis de corriger quelques er-
reurs.

1 Notations.

Si K est un corps local, on note vx la valuation de K normalisée par vy (K*) = Z.
Si M est une extension algébrique de K ou le complété d’une telle extension, on note
encore vk 'unique prolongement de vg & M. On note Op; 'anneau de valuation de
M, Uyps le groupe des unités de Oy et UAJ} le sous-groupe de Uy formé des unités qui
sont congruentes a 1 modulo I'idéal maximal de Oy;. Si o est un plongement de K dans
M qui induit 'inclusion sur les corps résiduels , on pose i (0) = vg(o(m) —m) —1 €
QU {00}, olt 7 est une uniformisante de K (comme, si 7’ est une autre uniformisante
de K, on a: " = f(m), avec f série formelle & coefficients des représentants de
Teichmuller des éléments de k, on voit que cette définition ne dépend pas du choix
de 7). Un automorphisme o de K est dit ramifié s’il agit trivialement sur le corps
résiduel et sauvagement ramifié s’il est ramifié et si ix (o) > 0. Si G est un groupe
d’automorphismes ramifiés de K et x € R, on note G, le sous-groupe de ramification
de G défini par G, = {0 € G, ix(0) > x}. Siles G, sont d’indices finis dans G, on
passe & la numérotation supérieure G* de la maniere usuelle ([[lY] chap. 4) par les
fonctions g et ¥ de Herbrand :



velz) = / /(G G, G* = Gy,

la fonction ¥ étant la fonction réciproque de . On note ex € NU{oo} I'indice
de ramification absolu de K i.e. ex = vk (p) (ex est donc infini si et seulement si K
est de caractéristique p). Si K’ est un corps local contenant K, on note e/ I'indice
de ramification de K'/K i.e. ex/x = vk (), pour 7 uniformisante de K.

Pour G groupe d’automorphismes d’un corps, on fait agir I’algebre du groupe G
sur le groupe multiplicatif, ainsi : (o — 1)(u) = o(u)/u.

On note K* le complété p-adique du groupe multiplicatif de K. La valuation vg
se prolonge en un homomorphisme surjectif de K* sur Z, dont le noyau est le groupe
U;g des unités qui sont congruentes a 1 modulo I'idéal maximal : on note encore vk
cet homomorphisme.

2  Z,-extensions des corps locaux et pleine fidélité
du foncteur corps des normes.

2.1

Soit K un corps local et soit L une extension de K totalement ramifiée de groupe de
Galois I'' isomorphe a Z,,. Soit by, la suite des nombres de ramification en numérotation
supérieure de l'extension L/K. Le théoréme de Hasse-Arf donne que les b,, sont des
entiers. On a I'*» = p"T', et les nombres de ramification en numérotation inférieure de
Pextension de groupe de Galois I'/p™T" sont les entiers ig, i1, ... , in—1 avec : ig = by
et iy = tim—1+ P (b — bm—1). Il est bien connu que si K est de caractéristique 0
et si n est suffisamment grand pour que b, > e/(p—1), on a by41 = b, +ex ; si K
est de caractéristique p, on a b,41 > pb, (voir par exemple [B]) On en déduit que
la suite croissante i, /p™ a pour limite pex/(p — 1). Si o est un générateur de I, la
suite des i, (o) (o considéré comme un automorphisme du corps des normes X (L))
coincide avec la suite des 4,, de Pextension L/K ([24]). On voit donc que ex = e(o),
e(o) étant défini comme dans l'introduction, o agissant sur Xy (L).

2.2

Rappelons bri¢vement la construction du corps des normes X (L) ([4]). Soit, pour n
entier > 0, K, 'extension de K de degré p” contenue dans L. Notons O,, 'anneau de
valuation de K, et P, I'idéal maximal de K,,. Notons Ny41 ., la norme de K, y1/K,.
Notons 7, le plus petit entier supérieur & (p — 1)i,/p. La norme Ny 41, induit un
homomorphisme surjectif d’anneaux : Op41 — O,/P.™ et Panneau de valuation
Oxy(ry de Xk (L) est la limite projective des anneaux O,,/P,, les applications de
transition étant induits par la norme. Les éléments de Ox . (1) s'identifient aux suites
d’éléments o, avec oy, € K, avec Npyin(@nt1) = an. Soit m un entier et soit
z = (o) € Oxp(r). La suite des (o2 ™), converge dans le complété L de L
vers un élément z,,. La suite des z,, vérifie : zﬁl 41 = Tm. L’ensemble des suites
z de L vérifiant xb . = &, forme un corps noté R(ﬁ) qui s’identifie au complété
de la cloture radicielle de Xk (L) (la multiplication et ’addition sont données par les
formules : (22) = Ty, (T + 3 )m = iMoo (Tmts + s s)? (D).



2.3

On suppose dans ce numéro que K est de caractéristique p. L’application z — x¢ est
un isomorphisme de R(L) sur L (B4)). Le corps L est donc parfait, X (L) s’identifie
& un sous-corps de L, et L s’identifie au complété de la cloture radicielle de X (L).

Proposition 1 Soit ¢ = 29 = () € Xk (L) C L. Soit n un entier > 0. La suite

m n 1 T
des (Zfzofl oP" ) (x ¥ ) (pour la notation, voir[l) converge dans L vers o, lorsque
m tend vers l’infini.

Démonstration. Faisons la pour n = 0. Supposons x # 0. Posons v = vg =
p"—1
i=0 ‘
lorsque m tends vers U'infini. Si t,, = (Zf;ol o —p)(z),ona:

Ux,c(1). Posons zp, = ( a’)(:z:z%’") Il nous faut prouver que z,, tends vers ag

p"—1
m—+41 m+1 .
e [ = (D o) (tm).
=0

Comme v(t,;,; — 1) > iy, on voit que :

Zm+1 'Lm
—-1)> .
e

~ Comme i, /p™*! tend vers l'infini avec m (cf B.1)), la suite des z, converge dans

L. Notons Ny(x) sa limite et, de méme, pour tout entier n, N, (z) la limite de la suite
m . 1

des (Zfzo_l o?" ) (z»"). Comme la suite des i,,/p™! est croissante, on voit que

I'on a:

oz — No(2)) > v(z) + 2,

p
et de méme :
v(z — Nu(z)P") > v(z) + In.
p
On a
)
O(Nms1,m(@my1) — b y1) > po(ami1) + pm—nll,

soit :

1
v(om — o, y1) = v(am) + pm—n:;_l

Comme z = lim,, .o o, et que la suite des i,, /p™ 1! est croissante, on en déduit
que :
n in
v —al ) >v(x) + —.
p
Finalement :

n in
v(Np(2) — an) > p~ "v(x) + prESy



On a: No(z) = (XF 5" ') (Na(2)) et ap = (XF 5" 07)(a). Do :
v(No(z) — o) > v(z) +ipn/p" Tt

Comme i, /p"*! tend vers I'infini avec n, on en déduit que No(z) = ag, et la propo-

sition est prouvée.

Corollaire 1 Si 7 est une uniformisante de Xg (L), on a K,, = k((N,(7))).

24

Soient K une cloture algébrique de K contenant L et K la cloture séparable de K
dans K. Notons G et H les groupes de Galois de K/ K et K/L respectivement. Soit,
comme dans [P4], X, /i (Ks) le corps limite inductive des X g (L') pour L’ extension
finie de L contenues dans Kj, de sorte que Xy i (Ks) est une cloture séparable de
Xk (L). On la note X;. Le groupe G s’identifie au groupe des automorphismes de
Xs qui laissent stable X (L) et induisent sur X (L) un automorphisme de I" et le
groupe H s’identifie au groupe de Galois de X,/ Xx (L) ([4)).

2.5

Supposons K de caractéristique 0. Notons C' le complété de K. Le corps R(C) des
suites (x,) d’éléments de C vérifiant foH = x, s’identifie au complété Xy de X;.
Soit € un élément de U;{t tel que €g soit une racine primitive p-ieme de 'unité. Si x

est le caractére cyclotomique, on a donc 7(€) = eX(7) pour tout T € G.

Proposition 2 Soient u # 1 un élément de U;g et n un caractére de G a valeurs

dans Z, tels que 7(u) = ™) pour tout T € G. Alors n est le caractére cyclotomique
et u € e,

Démonstration. Soit H' le noyau de 1. Le caractere n est ramifié. En effet,
sinon posons K’ = CH' Le corps K’ serait le corps local complété de I'extension
non ramifi¢e K7 de K (prop. 10 de [R0]). Alors les u, seraient des éléments de
U;g, vérifiant u}  ; = uy, on aurait u, = 1 pour tout n contrairement a I’hypothese
u # 1. Donc 7 est ramifié et on a C(1)% = {0} (th. 2 de [R0]). Comme 7log(u,) =
n(7)log(uy,) pour tout 7 € G, il en résulte que log(u,) = 0 et les u, sont bien des
racines de 'unité.

2.6

Supposons K de caractéristique 0. Notons [e] le représentant de Teichmuller dans
Panneau des vecteurs de Witt W(Ox.) de € et posons & = 3P~ [¢]". Le morphisme
naturel W(Ox,) — Oc¢ est surjectif et a pour noyau idéal principal de W (Ox,)
engendré par ¢ ([24]). On voit donc qu’on a la proposition :

Proposition 3 Notons, pour tout entier n, Gy, le groupe de Galois de K/ K,,. Alors,
pour tout n, l'anneau de valuation O,, de K, s’identifie a (W (Ox,)/éW (Ox,))%n



2.7

On définit la catégorie TEXT : ses objets sont la donnée d’un corps local K et d’une
extension L de K totalement ramifiée de groupe de Galois I' isomorphe a Z,. Un
morphisme L/K — L’'/K’ est un plongement continu i : L — L’ tel que i(K) C K’,
K'/i(K) soit séparable, et ¢(L)K’ = L’. On définit la catégorie TAUT : ses objets
sont la donnée d’un corps local X de caractéristique p muni d’un sous-groupe I
d’automorphismes sauvagement ramifiés de X qui est isomorphe & Z,. Un morphisme
(X,T) — (X',TV) est la donnée d’un plongement continu j : X — X’ tels que X’ soit
une extension séparable de j(X) et que les éléments de T laissent stables j(X) et
agissent sur j(X) par des éléments de I'. On a alors un entier ng tel que la restriction
& X induise un isomorphisme de IV sur le sous-groupe ouvert p™ T de I'. Si on associe
a un objet L/K de TEXT de groupe de Galois I" son corps des normes X g (L) muni
de son sous-groupe d’automorphismes défini par I'action de I", on définit un foncteur
X de TEXT vers TAUT. Soit ¢ un morphisme dans TEXT ; décrivons X (i). A (ay)
de Xk (L), X (i) associe (af,) défini par o, = i(Qntn,). On vérifie sans peine que
I'indice de ramification de X'/ X (¢)(X) est égal a celui de 'extension K/, /K 4n, pour
n grand.

Théoreme 2 Le foncteur corps des normes X est pleinement fidéle.

Démonstration. Soient L/K et L' /K' deTEXT et j : (Xk(L),T) — (X (L), T7)
un morphisme dans TEXT. Posons X = Xk (L) et X' = Xg/(L'). Indiquons com-
ment on construit 7 tel que X (i) = j. Quitte & remplacer K par K, pour un entier
n, on peut supposer que la restriction & j(X) définit un isomorphisme de I sur T’
(ng = 1). Soit K} une cloture séparable de K’ contenant L' et X! = X/ i/ (Kf) (cf
@) Prolongeons j en un plongement de X dans X/. D’apres @ , le plongement j
induit un homomorphisme du groupe de Galois G’ de K!/K’ sur le groupe de Galois
G de K /K.

Notons (iy,) et (i],) les suites des nombres de ramification en numérotation inférieure
de T et I respectivement. Soient e(I') et e(I') € N U {oo} définis par e(I') =
limy, o0 (ing1 — in) /P! et de méme pour e(T").

Lemme 1 On a e(I") = e(T)ex//j(x)-

Démonstration. Soit ¢’ 1’ élément de TV d’image o dans I'. Une généralisation
immédiate de la proposition 3 du chapitre 4 de [@] donne que, pour tout entier n :

n 1
ix(o") = ix:(7),
ox
ou v parcourt I’ensemble des plongements de X’ dans X! qui induisent o?" sur
j(X). Les v sont les 70’ | 7 décrivant les différents j(X)-plongements de X’ dans
/P")

X} Pour n grand, on a ix/ (o > ix/(7) pour tout 7 # 1. L’égalité ci-dessus

devient pour n grand :

i) | M)

’iX (Up )
€X/X €X' /X

la somme portant sur les j(X)-plongements de X’ dans X/ qui sont différents de
I'identité. Le lemme en résulte.



2.8

Il en résulte que ex: = ex//j(x)ex. On voit donc que K, L, K’ et L' sont tous de
caractéristique 0 ou tous de caractéristique p.

Supposons tout d’abord que K soit de caractéristique 0. Soit €’ € Xs’ défini comme
e (cf E) Il résulte du @ et de la proposition E que l'on a j(e) = € avec a € Q.
Comme vx(e —1) =e(l")/(p—1) et vx/(¢' — 1) = e(I'")/(p — 1), il résulte du lemme
ci-dessus que a est une unité de Z,. Prolongeons j en un plongement de W (j) de
W(Ox,) dans W(Ox:). Si ¢’ = Zf;ol [€']" € W(Ox), on voit que W (j) envoie I'idéal
EW(Ox,) dans I'idéal W (Ox;). Comme W (j) est compatible aux actions de G et
de G’ il résulte de la proposition B que W(j) induit un morphisme de O,, dans O},
pour tout n. Ces morphismes sont nécessairement des plongements et ils induisent
un plongement de K,, dans K, pour chaque n, ce qui définit s.

Supposons maintenant K de caractéristique p. Soit 7 une uniformisante de X. On
définit les N/, : X’ — K! comme auP.3. On a: j(N,(r)) = N/ (j(n)) et on définit la
restriction de i & K,, par cette formule (cf cor. [[). Ceci acheve la démonstration du
théoreme.

3 Démonstration du théoréme [ : cas ¢(I') = oco.

3.1

Soit (X,T') un objet TEXT (cf R.7) avec e(I') = oo, i.e. lim i,/p™ = oo. Notons o
un générateur de I'. Avant de prouver le théoréme, prouvons la proposition suivante

(@D -

Proposition 4 Pour toutn, on a : b,i1 > pby,. Il existe une suite (o, )nen d’éléments
du groupe A des automorphismes sauvagement ramifiés de X vérifiant : o, est d’ordre
p" dans A etix(coo,t) >in 1+ 1.

Démonstration. Soit m un entier > 1. Posons : z,, = (Zf:(;l o")(m). Soit Zy,
le corps k((zm)) ; donc X est une extension de degré p™ de Z,,. Soit p" le degré
d’inséparabilité de 'extension X/Z,,. La sous-extension maximale séparable de Z,,
contenue dans X est X?", donc X est une extension séparable de Z/, = Z2 . Notons
X une cloture séparable de X.

Soit P le polynéme minimal de 7 sur Z,,. Pour y € ', on a :

UX(’Y(ZW) - Z’m) 2 UX(U(zm) — Zm) =im +p".

Il en résulte que :

vx (P(y(m))) = vx (P(y(m)) = y(P)(y(7))) = im +p™.

Soit ¢ un entier > 1. Notons S(i) 'ensemble des 7 € Gal(Xs/Z],) qui sont tels
qu'il existe v € T' avec vx (7(w) — v(m)) > ¢ + 1. Notons S'(¢) C S(i) Pensemble des
T € Gal(Xs/Z],) vérifiant vx (7(7) — w) > i+ 1. Comme S(i) est I’ensemble des 7
qui agissent sur Ox /7 Ox C Ox, /7" Ox, comme un élément de I' et S’(i) est
I'ensemble des T qui agissent trivialement sur Ox /7"710Ox C Ox, /7*T1Ox,, on voit
que S(i) est un sous-groupe de Gal(Xs/Z],) et S’(7) est un sous-groupe distingué de
S(i). Comme TI'/T; agit fidelement sur Ox /7+t1Ox, on voit que si & 7 € S(i) on
associe la classe de v € ' modulo T; telle que vx (7(7) — y(7)) > i + 1, on définit un
homorphisme injectif de S(7)/S’(i) dans I'/T';. Notons X,, ; et Yy, ; les extensions de



Z!. qui correspondent a S’(i) et S(i) respectivement. Comme Gal(Xs/X) C S(7),
ona: Z, CYyiC Xy CX. Lextension Xy, ;/Ym,; est galoisienne, de groupe de
Galois isomorphe a I'image de S(4)/5’(7) dans I'/T;.

Notons ¢ la fonction de Herbrand ¢r. On a donc : ¢(z) = z pour 0 < x < 1o,
©() = bp + (x — by) /p" ™ pour b, < < bpy.

Lemme 2 L’homomorphisme S(i)/S’(i) — T'/T; est surjectif pour i tel que p(i—1) <
im /D™

Démonstration. Il n’y a rien a prouver si 4 = 1. Supposons ¢ > 2 et supposons
I’assertion prouvée pour j < ¢ — 1.

Notons & ensemble des Z/ -plongements ¢ de X dans Xs. Pour tout entier j > 0
et tout v € I', notons n., ; le nombre de ¢ € £ vérifiant vx (¢(m) — vy(m)) > j+ 1. Soit
v € I'. 1l s’agit de prouver que n,; n’est pas nul. Supposons n,; = 0. Comme :

P(y(m)) = [[(v(m) = e(m))"",

LeE
on voit que l'on a :
1—1
ox(PO(E)) = (3 (15 — o)+ D),
j=0
soit :
i—1
vx (P(y(m) =p" (O 1y.5)-
§=0
Il résulte facilement de la définition de S’(i) que l'on a n,,; = [X : X, ;] pour

tout y €. Ona: p"[X : X ][ Xm,js Y, ;] < p™. D’oli, comme d’aprés Uhypothese
de récurrence, [ X, j,Ym ;] = [ : T;] :

soit :

vx (P(y(m))) < p™(1+ (i — 1))
Comme :
vx (P(y())) = im +p™,
et que ¢(i — 1) < i, /p™, c’est que n,; n’est pas nul, ce qui prouve le lemme.
Lemme 3 Soit i un entier tel que p(i — 1) < iy, /p™. L’isomorphisme entre T'/T; et
Gal(Xp,i/Ym,i) est un isomorphisme de groupes filtrés, Gal(X,, i/Ym,:) étant muni
de la filtration de ramification, et I'/T'; étant filtré par les sous-groupes T';/T;.

Démonstration. Soit 7 un élément de S(i) n’appartenant pas a S’(i). On a :

) 1 )
iX,,:(T) = m(Z ix(t)),



la somme portant sur les différents plongements de X dans X; qui agissent comme
T sur X, ;. Soit v un élément de I" tel que vx (7(w) — y(7)) > i+ 1. Comme v ¢ T';,
on aix(y) =ix(¢t) <i. Comme tout élément 7’ de S’(i) est tel que ix(7') > i, on
voit facilement que tous les termes de la somme ci-dessus sont égaux a ix(y) ce qui
prouve le lemme.

3.2

Soit n un entier > 1. Appliquons le lemme E avec i = ip41 + 1 et m suffisamment
grand ce qui est possible car lim,, ooim/p™ = co. Le lemme E dit que les nombres
de ramification de l'extension X, ;/Ym i sont g, 41, ..., in41. On a donc byy1 > pby,
([Ld)), ce qui prouve la premiere partie de la proposition.

On a: ip —in—1 = (by — bp—1)p", donc in/p"™ > in_1/p" + (p — D)bp—1 > bp_1.
On peut appliquer le lemme P avec i = 4,1 +1 et m =n. On a alors : X = X, ;
et Y, = Z], = Zy, V'extension X/Z, est cyclique de degré p™ et le générateur de son
groupe de Galois o, vérifie ix (o oo, 1) > in_1+ 1 et donc convient. La proposition
est prouvée.

3.3

Prouvons le théoréme. Soit 5(: le complété de la cloture radicielle X, de X. L’action de
I" sur X se prolonge de maniere unique a X, et par continuité a X,. Soit V,, : X — Xr
comme dans la proposition [ Posons 7, = N, () et K, = k((r,)). Montrons que
K, C Knt1, que L = UK, est une extension de K = Ky de groupe de Galois Zj,
totalement ramifiée, K, étant I'unique extension de degré p™ de K contenue dans L,
et que X (L) muni de Paction de I' s’identifie & X.

On am, = Hf:_ol Npy1(o™®" (7)), et pour prouver que K, C K, 1, il suffit de
prouver que, pour tout z de X et tout m, Ny, (x) € K,,,. Faisons le pour m = 0. Par
un raisonnement par approximations successives immédiat, cela découle du lemme
suivant :

Lemme 4 Soient z; une famille finie d’éléments de Ox. On a : vx (> No(x;)) €
NU oo.

Démonstration. Il n’y a rien & prouver si > No(z;) = 0. Supposons »_ No(z;) # 0.
Soit v = vx (> No(x;)). Soit n tel que (i,—1 + 1)/p™ > v. Posons X,, = X?». Pour
x € X, il découle de la proposition Hl que 1’on a :

tp_1+1
— .

vx (No(z) — (Nx/x, (90))%") > '

Il en résulte que :

vx (D No(ai)) = ]% (ox (D Nxyx, (20)).

Comme ) Nx/x, (x;) € X,, on voit que I'on a bien vx (> No(z;)) € N, ce qui
prouve le lemme.

3.4

On a donc K, C K41 pour tout n. L’extension K,/Kj est totalement ramifiée
d’indice de ramification p™. Elle est donc de degré p™. L’automorphisme o laisse
stable K,, en laissant fixe les éléments de K.
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Pour prouver que K, /Ky est cyclique de degré p™ de groupe de Galois engendré

par la restriction de o a K, il suffit de prouver que o n’agit pas trivialement sur
K,,. Faisons le pour n = 1. On a, pour tout z € X : vx(Ny(z) — z) > vx(z) +i1/p
¢fR-d . Comme i1/p > ig, on voit que I'on a : vx (N, (o(7)) — Ni(w)) = io + 1, ce
qui prouve que Ny (o(m)) = o(N1(m)) # Ni(w) et o n’agit pas trivialement sur K.

Pour tout n et tout € X, on a : v(x — Ny(2)?") > v(z) +in/p ¢f -3 1 en
résulte que = = lim,, . N,,(x)?", ce qui prouve que X (L) = X et achéve de prouver
le théoréme dans le cas e(I") = oc.

4 Démonstration du théoréme [ : cas ¢(I') < oo.

Soit (X,T) un objet TAUT (¢fR.7). Notons o un générateur de I'. On pose : e = e(I').

4.1 Le groupe Ut .

Soit X+ le complété p-adique du groupe multiplicatif de X (c¢f ) On pose :

Uit = U /(o0 — 1)(X%).

On munit UIT de la topologie quotient pour lequel il est séparé et complet grace
au lemme suivant.

Lemme 5 Ona X% =k et ()/(\*)" = {1}. Le groupe (o — 1)()/(\*) est fermé dans U5

Démonstration.  Soit x € X fixe par 0. On sait que si v = vx(z), on a :
vx(o(x) —z) < v+ix(o¥) (cor. th. 1 de [[[7]). Comme o est d’ordre infini, on a
ix(0¥) < oo sauf si v =0. Comme k C X7, X7 = k en résulte immédiatement.

Soit 2 € X* fixe par o et montrons que x = 1 . On se ramene immédiatement au
cas oll vx (z) € Z auquel cas z est 'image d’un élément 2’ € X. Ona: (c—1)(2') € k*.
Comme o est sauvagement ramifié, cela entraine (c—1)(2’) =1, donc 2’ = let z = 1.

Reste & prouver que (o — 1)()/(\*) est fermé dans U;. Montrons tout d’abord que
(0 — 1)(U¥) Test. Pour ceci, il suffit de prouver que si u,, est une suite d’éléments
de U5 telle que (o0 — 1)(uy,) tend vers 1, u,, tend vers 1. Pour une telle suite, posons
Tp = Uy, — 1. Posons v, = vx(x,). On a: vx(o(z,) — zn) < v, +ix (o) ([L7] loc.
cit.).Comme vx (o(y) — 2, ) tend vers U'infini, il en résulte que v, aussi, ce qui prouve
que (o0 — 1)(U¥) est fermé. Comme si 7 est une uniformisante, et si u = (o — 1)(7),
ona: (o — 1)()/(\*) = ulr x (o — 1)(U5), il en résulte que (o — 1)()/(\*) est fermé, ce
qui acheve de prouver le lemme.

4.1.1

La proposition suivante éclaire la démonstration du théoreme .
Proposition 5 Soit L/K de TEXT (cf[2.}). Notons o un générateur de I', X =
Xk (L) et soit X* le complété p-adique du groupe multiplicatif de X . Alors, ’homomor-

phisme © — (o — 1)(z) induit un isomorphisme de X* sur le noyau de ’homomor-
phisme x = (ay,) — o de U dans K.

Démonstration. L’injectivité résulte du lemme précédent. Avant de prouver la sur-
jectivité, établissons le lemme.
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Lemme 6 Soit Y'/Y une extension finie galoisienne de corps locauz de groupe de
Galois G. Alors, on a (Y'*)¢ =Y* et HY(G,Y"") = {0}.

Démonstration. On a le diagramme commutatif :

Uy —— Y* Z HYG,Uy/)) —— 0
—G —
Uy —— Y~ Z, HY(G,Uy,) —— HYG,Y"™)
Soit k' le corps résiduel de Y’. Comme Uy: = k'* x Uy,, 'homomorphisme

HY(G,Uy/) — HY(G,Uy,) est surjectif. Comme H'(G,Z,) = {0}, 'homomorphisme
HY(G,U,) — HY(G, }//F) est surjectif. La nullité de H(G, }//F) en découle. Pour
prouver que (W)G =Y, il suffit de prouver que Uy/((i//’\*)G) = ey y Ly, ce que I'on
prouve facilement & I’aide du diagramme ci-dessus en remarquant que H!(G, k") est
fini d’ordre premier a p. Ceci acheéve de prouver le lemme.

4.1.2

Prouvons la surjectivité dans la proposition. Soit donc x € U;g, x = (ap) tel que
ap = 1. Puisque H (K, /Ko, K;) = {0}, il existe t, € K* tel que oy, = (00 — 1)(£).
Pour m > n, Nk, . /K, (tm+1)t;,} est une unité fixe par o, donc est un élément de
Uit . Par suite, Ni, ., /x, (tms1) Nk, /i, (tm) ™" appartient a (U*(K,))P" " et la
suite des Nk, /k, (tm) converge dans l/(:*; vers un élément (3, vérifiant oo, = (6—1)(8y).

Ona: Nk, /k,(Bnt1) = By et lasuite des (3, définit un élément de X*. Ceci achéve
de prouver la proposition.

4.1.3

Puisque pour une extension finie d’un corps local a corps résiduel algébriquement clos
la norme est surjective, on a :

Corollaire 2 Supposons le corps résiduel k algébriqguement clos. Alors ’homomor-

—~

phisme x = (a,) — ap induit un isomorphisme X* /(o — 1)(X*) ~ K.

4.1.4
Posons I',, = p"I'. Notons N,, le morphisme naturel U)'(Ir — Ulfn. Soit n < n’. Soit
v e U . Pour u € UY, tel que Ny,(u) = v, l'image v’ de ( floinfl o®")(u) dans
Ulf , ne dépend que de v et pas du choix de u. Si a v on associe v, on définit un
morphisme i,, s de Ulfn dans Ulir -

D’autre part, l'identité de U;g définit par passage au quotient un morphisme de

U, dans Ulj'n ; on le note N,/ . Le groupe I' agit de facon naturelle sur les Ulj'n en
commutant aux morphismes ¢, n’ et Ny p.

Lemme 7 i) Les morphismes iy sont injectifs. On a : (U;r ,)F” = in,nr(U;rn).

i) Si ¢ u € Uy on associe la suite des N,(u), on définit un isomorphisme de
Ux sur la limite projective des Ulfn, les morphismes de transition étant les Ny p,
; Visomorphisme réciproque associe & (vy,) la limite des un, si u, est un élément
quelconque de Uy tel que N, (uy,) = vy,.
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Démonstration. Faisons la démonstration que ig; est injectif et identifie UIT avec
(UE)F. Soit v € U tel que dg,1(v) = 1. Soit u € Uy tel que No(u) = v. Il existe z €
X+ tel que (Zf;ol o)(u) = (6P —1)(2). Ona (6P —1)(u) = (¢6? —1)(c—1)(z). Comme
(o7 — 1) est injective, on en déduit que : u = (o —1)(z) et v = 1. Soit v € (Uf )",
Soit u € Uy tel que Ny(u) = v. 1l existe z € X+ tel que (o — D(u) = (e — 1)(2),
d'ott : u= (P2 0%)(z), si v est I'image de 2 dans Uy, on a bien ig 1 (v') = v.

Prouvons le ii). Soit wu, et v, comme dans I’énoncé du lemme. Pour tout n, il
existe z, € X* tel que tpy1 = Uy - (0" —1)(2,). Il en résulte que vy (Unyp1—Un) > in
et la suite des u,, converge vers u € U;g. On a:

Ny (1) = limyy— 0o Ny (tn) = 1imy,— 00 Ny o (N, (U )) = .

Le lemme en résulte immédiatement.

Remarque. Soit L/K de TEXT (c¢f R7). Posons X = Xg(L). On vérifie sans
peine que l'on a : N,(UY) = (Nn/(U)'E))F", et les i, s correspondent aux inclusions
et les N, 5 aux normes.

4.1.5

Soient ¢ et 1 les fonctions de Herbrand de T'.

Soit 7 une uniformisante de X. Pour tout entier i > 1, notons U¥ le groupe des

unités u de X vérifiant vx(u — 1) > 4. Posons Ur,; = No(U%). On note Ny, le
morphisme surjectif Uy /U — Ur;/Ur ;41 induit par No.
Lemme 8 Soit i un entier > 1. Si (i) n'est pas entier : Up,; = Uriy1. Si ¢(i) est
entier et i # i, pour toutn € N, Ny ; est un isomorphisme. Pour tout entiern > 0, le
noyau de Ny, est le groupe cyclique d’ordre p engendré par image de (o®" — 1)(r)
dans U'y JU T

Démonstration.

Lemme 9 (cf lemme 1 de [I3]). Pour tout entier v > 1, posons ©(v) = v + ix(a”).
Soit © un entier > 1. Pour que (i) soit entier, il faut et il suffit que i ne soit pas
dans limage de ©.

Démonstration. Soit i un entier > 1.

Supposons que (i) n’est pas entier. On a i > ig et si i, < i < dpy1, @ — iy nlest
pas divisible par p™t!. Soit p?, avec 0 < a < n, la plus grande puissance de p divisant
i —i,. Puisque i,, = i, mod. p®*! ([@]), la plus grande puissance de p divisant 7 — i,
est p?, d’olt : i = O(i —i,) et i est bien dans I'image de ©.

Supposons i = O(v). Soit a la valuation de v. Comme pour tout n € N, on a
in = iny1 mod. pntl ([@]), on voit facilement que si [ est un entier > i, qui est
I'image par ¢ d’un entier, on a [ — i, = 0 mod. p®*!. Ce n’est pas le cas pour i, ce
qui acheve de prouver le lemme E

4.1.6

Prouvons le lemme E On a la suite exacte :

1= (Ux N (o = 1)(X9))/ (U 0 (0 = 1)(X¥)) = U /UF" = Ui /Ur,ips — 1.
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Supposons (i) non entier i.e. i est dans I'image de ©. Soit v 'unique entier tel
que i = O(v) ([ lemme 3). Soit z,, un élément de valuation v et spécial au sens de
S. Sen ([[7) i.e. vx(o(zy) —20) = O(v) = i. Pour tout € k, posons u, o = 1+ .
On a:

(0*1)(1‘7104 *1+ZO‘H1 l( ( v)*xv)v

=0

donc :

(0 —1)(tp.0) =1+ a(o(z,) — z,) mod.7 .

Il en résulte que (Ui N(o—1)(X ))/(UH'1 N(e—1)(X )) Ul /U et Ur i /Uriy1 =
{1}, ce qui prouve le lemme si (i) n’est pas entier.

Pour prouver le lemme lorsque ¢(7) est entier, il suffit de prouver que pour tout
zeX* a # 1, la valuation de (O’ — 1)(x) — 1 soit appartient a 'image de ©, soit est
un entier i, et (a —1)(x) = ((6"" = 1)(x ))amodﬂri“+1 pour un entier a non divisible
par p. Soit = € X*, x# 1. Ona: vx(z) =p"a pour un entier n > 0 et a une unité
de Z,. On peut écrire :

z= () o")(m)" [I1 +a),

ol, dans le produit, v décrit un ensemble éventuellement infini d’entiers > 0, x,
étant un élément spécial de valuation v. On a:

(0= D(@) = (0" = 1)@)" [J(e -1 +2),

avec vx((c — 1)(1 + z,) — 1) = ©(v). Le lemme résulte de ce que les O(v) sont
distincts ([[[7 lemme 3), et distincts des 4, puisque les ©(v) décrivent les entiers i
tels que (i) ne soit pas entier et que ¢(i,) = by, est entier. Ceci achéve de prouver
le lemme.

4.1.7

Pour tout entier 5 > 0, on pose : UIZ = Ur,y(j)- Soit n un entier > 0. Notons ay,
élément de k tel que (" — 1)(7) = 1 + a,7»mod. 7+ et Q,(X) le polynome
XP — aP~1X. Le lemme précédent montre que I'on a des isomorphismes suivants :

ULJUIT ~ &, si Vnj # b, ; ULJULT ~ Q,(k), sij = b,.

On les note 6; (ils dépendent du choix de I'uniformisante 7). Si j n’est pas l'un
des by, 0j(a) est 'image par Ng ;) de 1+ ar?) (pour la définition de Noy,; voir le
B.1.9). Sij = by, et sia=Qn(3), 0(a) est I'image de 1+ Br'r par Ny,

Remarque. Si (X,T) provient de L/K, la filtration Ui sur U ~ No(U) est la
filtration induite par la filtration naturelle de U;go (voir chap. 5 6 de [L9]).

Lemme 10 i) On suppose que e < co. On suppose de plus que la suite des i, vérifie
les conditions suivantes : p ne divise pas ig, iny1 = in +p" e, et e/(p—1) <ig <
pe/(p —1). Notons A la fonction de N dans lui-méme qui a j associe min(pj,j + e).
Alors, pour tout j >0, on a : (UL)P C Uli‘(]).
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i) Soit u — @P Uhomomorphisme de ULJULT' dans UI:\(J)/UI:\(J)—F1 induit par
lélévation a la puissance p. Il existe un polynome P; € k[X|, additif et dont le degré
séparable (cf. chap. 5 5de fI]) est 1 sij#e/(p—1) etpsij=e/(p—1), qui
donne @ — @P avec les identifications du numéro précédent, i.e. tel que P;(0;(a)) =
Oy (@)

4.1.8

Démonstration. Montrons le i). Soit j un entier > 0. Posons : i = 9(j) et i’ =
P(A())). Soit u € Uk.

Sii<ig/p, onai =j =pi=pjet, comme uP € Ufg, le i) est clair dans ce cas.

Supposons i > ig/p. Il est facile de voir que, pour [ entier > 0, on a (0 —1)(U%) C
Ut L’homomorphisme : = + (¢ — 1)(z) induit donc un homomorphisme de
UL /UL dans UL /U On vérifie aisément que c'est : o — laga avec les
identifications usuelles UY /URT! ~ k qui & « associent 'image de 1 + an™. Cela
entraine en particulier que, si / est premier & p, on a U?‘i" C U;HO'H (o —1)(UL).

Comme p ne divise pas 7o et que pi > ig, il en résulte qu’il existe v et w avec :

P = (o—1)(v) X w,

W:dv e uvp,
wo € U?(iJrl et vx(w —1) =ip mod. pouw = 1.

11 suffit, pour montrer le i), de prouver que w € U)ié. Pour cela, posons :

(X -1 - (X7 -1)

S0 = p(X —1)

On a: S(X) € Z[X]. De (1), on déduit en appliquant (o — 1)P~1 :

(0 = 1P~ (u) = (oF — 1_)(1)) X (pS(J)(J —1))(v) x ((0 = 1)P=2) (w);
(plo — 1P~Y)(u) € ULFE=Dio,
) € Ug?_i()"ril,

)

(o
(pS(o) (o —1))(v) € UL

Des calculs élémentaires montrent que les conditions sur i, entrainent :

i’ + (p— 1)ig = p%i < pi —ig + i1 < pi + p(p — 1)io,

si do/p<j<e/(p—1);

i + (p — 1)ig = p%i = pi —ig + i1 < pi + p(p — 1)io,

si j=e/(p—1);

i' + (p— 1)ig = pi —ig + i1 < p?%i, '+ (p— 1)ig < pi + p(p — 1)io,
si j>e/(p—1).

De (2) et (3), on déduit (0 — 1)P~1)(w) € ULTP™D% Siw £ 1, on a, ¢f (1) :
vx(w — 1) = igmod.p. Par suite : vx((c — 1)P71)(w) — 1) = vx(w — 1) + (p — 1)io.
On voit donc que i € Uk. Ceci acheve la démonstration du i).
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4.1.9

Montrons le ii). Soit j un entier > 1.

Si j < ig/p, on voit immédiatement que P;(a) = o pour « € k.

Supposons désormais j > ig/p. Soit u, v et w comme dans le numéro précédent.
Notons 3 ’élément de k tel que v = 1 + 3% mod. U§(+1. Si @ est 'image de u dans
ULJULT on a donc 0;(@) = B si j # b, pour tout n, et 6;(@) = Qn(B) si j = by.
Comme w” = 1+3P7P" mod. UY™, de (1), on déduit (6—1)(v) = 146P7P mod. URH
et donc v = 1 — (agip) "' BPrP* o mod. U ~"F d'o :

4+ (P =1() = 1+a5 arPr? T mod. UL
Comme S(X) = -1 mod. (X —1)Z[X], on a :

(pS(0)(0 — 1))(v) = —p(o — 1)(v) mod.U% ",

et donc :

6 GSENeD)=1-H mad F

Soit 3 I’élément de k tel que w =1+ #'7% mod. U;;H.
Un calcul simple montre que : (0—1)P~!(w) = 1—af ™ g/7i"+(p—Diomod, (i, TP~ Do+t
On voit alors que :

Bl =g 8", siio/p<j<e/(p-1)
8 = —ao —Pgp? +arayPpP sij=e/(p—1),
B =ara,"pP, sij>e/(p—1).
On en déduit :
Pi(a) = —agy~ pap slig/p<j<e/(p—1),
Pj(a) = Pap’ 4 aragPaP, sij=e/(p—1),
(a) a1a0 PaP, sij>ef/(p—1) etj#b, VneN,
by, (Qn(ﬁ)) = Qn+1(a1a0_pﬁp), sij = by.

Ceci démontre le ii) si j # b, pour tout n € N. Si j = b, , on en déduit
que si 3 est un zéro de @, alors o a1 3P est un zéro de Q41, Aot Qi1 (X) =
2
P

XP —(agParal)P~1X. On voit alors facilement que P, (o) = afay? aP. Ceci achéve

la démonstration du lemme.

Lemme 11 On se place dans les hypothéses du lemme précédent. On suppose de plus
le corps résiduel algébriquement clos. Alors, on a : (U)P = Uffe pour tout entier
j>e/(p—1) et pour j >e/(p—1) Uélévation a la puissance p dans Uf; est injective.
Le sous-groupe de torsion de UEL est un groupe fini cyclique d’ordre une puissance de
p. Il est non trivial si p — 1 divise e. Siee U;‘ est une racine primitive p"-iéme de

= 1
1’ OTLGEGUIEP 1p™ t€¢U(p 1)1)"

Démonstration. On procede comme au 1.7. de [@]
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4.2 Le groupe U" et sa torsion.
4.2.1

Soit X une cloture séparable de X. On note G le groupe des automorphismes de
X, qui induisent sur X un élément de I" et on note H le groupe de Galois de X/ X.
On note 1 : G — I" ’homomorphisme induit par la restriction & X. Avec le lemme
de Krasner, on voit facilement que X; est la réunion de ses sous-extensions finies
galoisiennes X’ de X qui sont telles que tout élement de I' se prolonge a X’. Si,
pour une telle extension X', on note G'xs le groupe des automorphismes de X’ qui
induisent sur X un élément de I', le groupe G s’identifie a la limite projective des
groupes Gx:. On munit chaque groupe Gx: de la topologie définie par sa filtration
de ramification et G de la topologie limite projective. On vérifie sans peine que les
Gx+ sont des groupes topologiques profinis, et il en est de méme de G. Le groupe G
agit de fagon continue sur X.

Soit G’ un sous-groupe ouvert de G. On note H' = HNG', X' = (XS)H/,
I = n(G’) qui s’identifie donc & un groupe d’automorphismes de X', et n’ I'entier tel
que I” = p”'T'. On note ¢’ I’élément de G’ tel que n(o’) = o Comme I est un
pro-p-groupe, on voit facilement que ¢’ est un automorphisme sauvagement ramifié
de X’. On pose :

Uh = UL /(o' — (X7,
On note N le morphisme naturel de U)"g, dans Ug,.
Pour G’ C G”, ona: n' > n"”. Soit v’ un élément de Ul,. Pour u” € Uy, avec
v = Ngn(u"), 'image de ( f:oin 1o ) (u”) dans UZ, ne dépend pas du choix
de u”. On définit ainsi un homomorphisme ig» ¢ de Ug;'// dans Ug,. On voit sans

peine que le groupe G agit sur le systeme inductif des Ug,. De plus, la norme de X'
& X" induit un morphisme de Ug, dans U/, ; on le note Nev .

Lemme 12 Les homomorphismes igr c sont injectifs. Si G' est distingué dans G”,
ian (U, s’identifie o (UZE,)G" /¢

Démonstration. Montrons I'injectivité de ig,g. Soitv € Uér, tel que ig, g (v) = 1.
Soit u € U¥ tel que Ng(u) = v ; ig,c(v) = 1 se traduit par I'existence de 2’ € X'*
tel que :

( Z ') (u) = (o' = 1)(a).

Pour 7 € H, comme 7(u) = u, on voit facilement que (¢/ — 1)(7 — 1)(z’) = 1. On
a donc (7 —1)(2') = 1 puisque o’ — 1 est injectif sur X’* (¢f lemme ), d’oti : 2/ € X*.
On a alors : (o' —1)(2') = (" —1)(a'), d’on :

(0" = 1)) = (e ~1)(o —1)(a").
Il en résulte que u = (0 — 1)(2’), et on a bien : v = 1.
Prouvons que si G’ est distingué dans G, on a : (UZ,)% = Uf,. Soit v' € U, fixe
par G et u’ € U, avec Ng/(u') = v'. Par dévissage, on se ramene avec le lemme [ au

cas ou n/ = 1. Comme v’ est fixe par G, pour tout 7 € Gal(X'/X) il existe 2. € X
tel que (7 —1)(u') = (o) — 1)(x). Les 2 définissent un l-cocycle de Gal(X'/X) a
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valeurs dans X’*. Comme H'(Gal(X'/X),X"*) = {0} (lemme [j), il existe 2’ € X'
tel que z, = (7 — 1)(2’). On a alors : (7 — 1)(v') = (1 — 1)(¢’ — 1)(2") pour tout
7 € Gal(X’/X). On a donc v/ = u x (¢/ —1)(2') pour u € Uy, ce qui prouve que
v € ig,a(US), et acheve de prouver le lemme.

4.2.2

On note U la limite inductive des Ug;,, le morphismes de transition étant les g gr.
La suite du Q est consacrée a prouver le lemme :

Lemme 13 Le groupe de torsion T(U') de Ut est isomorphe a4 Qp,/Z,. Pour tout
sous-groupe ouvert G' de G, le groupe de torsion T(Ug;'/) est fini et donc le caractere
X : G — Z," donnant Uaction de G sur T(U") a une image ouverte.

Remarque. Si (X,T') provient de L/K de TAUT, le groupe U* est isomorphe au
groupe UIZ.

Démonstration du lemme.

Avec le lemme EI, le fait que les T(Uér/) soient finis et cycliques résulte du cas
s = 1/p du lemme suivant :

Lemme 14 Soit s un réel avec 1/p < s < 1. Alors les sous-groupes ouverts G' de
G tels que la suite des il, = ix/(0'" ) vérifie les conditions du lemme [L( avec de plus

spe/(p—1) <ig < pe/(p—1) forment un systéme fondamental de voisinage de 1 dans
G.

Démonstration. Prouvons que G possede un sous-groupe ouvert G’ vérifiant les
conditions du lemme. Pour G’ sous-groupe ouvert de G, on a, en posant e’ = e(I") :
lim,, ool /p" = pe'/(p — 1), et il .y = il, + p"T'e’ pour n grand. Il en résulte que,
quitte & remplacer G’ par le sous-groupe des automorphismes de Xy qui induisent
sur X’ un élément de p"I” pour n grand, on peut satisfaire aux conditions i), =
ir, + p"Tte’ pour tout n et spe’/(p — 1) < iy, < pe’/(p —1). Il reste & voir que 'on
peut satisfaire la condition : p ne divise pas ij. Si X’/X est une extension cyclique
et ramifiée de degré p, son nombre de ramification est premier & p ([LJ] ex. 3 chap.
4 2). Le lemme suivant prouve que pour n grand, le sous-groupe G’ de G formé des
automorphismes de X qui induisent sur X’ un automorphisme de p"I" convient.

Lemme 15 Soit (X,T") de TAUT. Soit X’ une extension ramifiée et cyclique de degré
p de X de nombre de ramification b < ig. Alors o se prolonge de maniére unique en
un automorphisme sauvagement ramifié o' de X' dont la suite i/, des nombres de
ramification vérifie i, = pin, — (p — 1)b. Le groupe des automorphismes de X' qui
prolongent les éléments de T' est le produit direct du groupe I engendré par o' et du
groupe de Galois Gal(X'/X).

Démonstration. L’extension X'/X est le corps de décomposition d’un polynéme
d’Artin Schreier X? — X =t avec vx (t) = —b ([ ex. 5 chap. 4 2). Comme b < iy,
on a vx(o(t) —t) > 0, donc XP — X = o(t) —t a ses racines dans X. Il en résulte que
o se prolonge & X'. On aix(c) =1/p(3> ix (7)), la somme portant sur les différents
prolongements de o & X'. Il en résulte que o a un unique prolongement o’ & X'
vérifiant ix/(0') > ix (o) et que les autres prolongements 7 vérifient ix/(7) = b. Le
lemme en résulte.
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4.2.3

Soit (X,T') et X’ comme au lemme précédent. On note G’ le groupe des automor-
phismes de X, dont la restriction & X’ appartient & I' et on note i Uinjection i, g+ (qui
est induite par 'inclusion de X dans X’). Soit 7 une uniformisante de X et 7’ une uni-
formisante de X' vérifiant vx/ (7'" /m — 1) > p. Le choix de ces uniformisantes permet
d’identifier les quotients UL /UL et U, JULT" avec des sous-groupes du corps résiduel
k (cf E17). On note oy 'élément de k tel que (o/ — 1)(n') =1 + a{)w’i(’mod.w’ii’ﬂ.

Lemme 16 Soient (X,T) et X' comme dans le lemme précédent. On suppose que
la suite i, des nombres de ramification de o vérifie la condition du lemme et que
b<p/(p—1)x(ig—e/(p—1)). Alors, pour tout entier j vérifiant 1 < j < pe/(p—1),
on a : i(UL) € UF et pour j < pe/(p—1), i induit une injection R; de UdJULT!
dans UE] JURIT' . Avec les identifications du[[-1.7, on a, pour a € k :

Rj(a) =a, pour 1<j<ig—(p—1)b/p,
Rj(o) = —o/y7PaP  pour ig— (p—1)b/p < j <o,
Rj(a) = 70/37;90[7 pour j = 1o,

(@)

=ay” ao_la pour ig < j <pe/(p—1).

Démonstration. On vérifie avec le lemme E que la condition

b<p/(p—1)x(io—e/(p—1))

entraine que la suite i/, vérifie les conditions du lemme [10| (avec e’ = pe).

La démonstration est immédiate si pj < ig, c’est a dire si j < iop — (p — 1)b/p.
Supposons désormais j > ig — (p — 1)b/p. Soit w € U. Si v et ¢ sont les fonctions
de Herbrand de T et I respectivement, posons i = 9(j) et i’ = 1 (pj). Soit u € Uk

d’image w dans U;. On voit comme au qu’il existe v € Uf;,_io et w € U?}H
avec vxs (w — 1) = igmod.p ou w = 1 tels que u = (¢’ — 1)(v).w. D’on, en appliquant
(0! —1)P~1 et si S(X) € Z est comme au :

O (- = (@ =D)-(pSE)E 1) 0)-((0'~ 1) (w).
On a:

(o — 1)p—1(u) c Uf(iler(p*l)io,
2): 407 - D) e UET,
(pS(0")(o" — 1))(v) € UL,

Des calculs élémentaires montrent :

pour io — (p— 1)b/p < j <ip :
i' + (p — 1)ig = p*i, i’ + (p— 1)if < pi +p(p — 1)io, i’ + (p — 1)ig < pi+pe,
pour j =1ig :
i+ (p — 1)ify = pi + p(p — 1)ig = p%i,i’ + (p — 1)i}, < pi + pe,
pour ig < j <pe/(p—1) :
i' + (p — 1)ig = pi + p(p — V)io, ' + (p — )i < pi, 7' + (p — 1)ig < pi + p’e.
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De (1), (3 ) (3), on déduit que : (¢’ — 1)P~Hw) € UZ H-Dip Siw#1,ona:
vx/(w — 1) =4 mod.p et un raisonnement facile montre alors que :
vx (o = P (w) = vxr(w — 1) + (p — )i

On en déduit que w € Ug(/,. On a bien : i(w) € UL,

Soit @ € k. Calculons R;(c). Pour cela, soient w, u, v, et w comme ci-dessus,
w l'image de w dans Ulz/UjJrl et supposons que 0;(@) = a. On a alors : u =
1+ Arimod. UHrl avec 8= asij #iget fP —ab~ 18=qasii=i, (cf) Comme
vx/(mr' ™" — 1) > 0, on en déduit que u =1 + ﬂw’plmod.Uf(i,H. De (1), on tire alors
(0 —=1)(v) =1+ A" mod. UL, Par suite, puisque S(X) +1 € (X — 1)Z[X] :

@) (pS()o' — 1)) =1 g°r"" ‘mod UL,

Pour j > ig, on a i = ip mod.p et un calcul simple montre que, comme u =
1+ Brimod.U!, on a (0 — 1)P~H(u) =1 — aé’*lﬁﬂ“‘(p_l)i”mod.U;r(pfl)m, d’ou :
(5) : (o—1)Ptu)=1- ag_lﬁﬂ’pi+p(p_1)i°mod.Uf(i,er(pil)io.
L’entier i’ = ¢/ (pj) n’est pas égal & I'un des 4/,, p ne divisant pas i(. On a donc :
w=1+ R;(a)n"" mod.U}éfl. Comme ¢’ = igmod.p, on en déduit facilement :
6) : (c—1)P""(w)=1-a% "'R;(a)r” +(p_1)i°mod.U;(fr(p71)i°+1.

De (1), (2), (3), (4), (5) et (6), on déduit que :

Rj(a) = a’é_pap, si ig— (p—1)b/p < j <io,

1 — 1 .
RJ(Q) = 70/0 P(ﬂp - 048 16) - 70/0 p «, S1 J = %o,
Rj(a) = 0/(1) P ab” 104, si ig <j<pe/(p—1).

Ceci acheve de prouver le lemme.

Lemme 17 Soient (X,T') et b comme au lemme précédent. On suppose de plus
le corps résiduel k algébriqguement clos et que e est divisible par p — 1. Soit t =
an ’mod.77* € X et X' lextension de X engendrée par les racines de 1’équation
XP — X =t. Soit T’ comme au lemme [(3. Alors U, contient un élément w tel que

pe —b
wP =ir v (8) pour 6 € U™V avec Ope/(p—1)—b(0) polynome additif bijectif en a qui
ne dépend que de X, o et b.

Remarque. Ce lemme est inspiré par [@]

Démonstration. Comme k est algébriquement clos et que p—1 divise e, Ulj' possede
un élément e d’ordre p (cf lemme [L1). Soit u € Uy tel que Np(u) = e. Tl existe z € Uy
tel que u? = (0 —1)(2). La norme Ny x est surjective puisque k est algébriquement
clos. Soit 2’ € U, tel que Nx//x(z') = 2. Ona: Nx/ x(u.(o/ —1)(2')) = 1. Si T
est un générateur de Gal(X’/X), il existe donc v € X'* tel que :

(1) w0’ =) = (= 1(v).
On a Np/(u) = ip v (e), donc, puisque les 4/, vérifient les conditions du lemme [L0),
vx/(u.(o/ = 1)(2") = 1) = pe/(p — 1) < iy. Comme b < ig < pe/(p — 1), on voit que
I’on peut choisir pour v une unité.
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Posons alors : w = Np/(v). On a: (7 — 1)(w) = ip(€), donc 7(wP) = wP. 1l
existe donc § € U avec wP = ip v (§). Montrons que I'on peut choisir v tel que §
convienne.

On peut choisir v tel que vx/ (v — 1) ne soit pas divisible par p. Comme on a vu
que vx(u.(o’ —1)(2') —1) = pe/(p—1), on en déduit que vx/(v—1) = (p 5 — 0. On

. o -b . . L
voit alors que w € UY~" . Cela entraine grace au lemme [L1] que w? € U™V .
=3

_pe _
Comme les R;, pour 1 < j < (ppfl) — b sont injectifs, on voit que d € UF(p*l)

Reste a calculer 9(pz:el),b(5). Soit v9 = O¢/p—1(€). Comme vxr(”: —1)>0,0na

Yo = Ope/p—1(i(€)). Comme N ((7 — 1)(w)) = €, on voit que :

) Opeso-1) (T = D(w)) = 0.
Soit z une racine de X? — X = t dans X’. On a zP? = ar ’mod.7~*!, donc
z = o/?x' ’mod.n’ "', Prenons comme générateur 7 de Gal(X’/X) 'élément de
Gal(X'/X) tel que : 72 = 2+ 1 On a alors : O,(Np ((r — 1)(x' ")) = a~1/?, d’otr :
Oy (N ((1 — 1)(7"))) = =b~*a~'/P. On déduit alors de (2) :

(8) ¢ 0_se_y(w)=a"Pr.

Il résulte alors du calcul des P; au que :

. pe —1)b
{vga si (p 5 —b<ig —(ppl) ,

11-p, p° pe : (p=1)b
ay T s (p_1)7b>z -

o (zfiei) *Pb(wp) -

Il résulte alors du lemme précédent que :

Yo, siope/(p—1)—b<io—(p—1)b/p,
Yo, sioig—(p—1)b/p <pe/(p—1)—b <o,
(P]iel)fb((s): 702041’ si pe/( —1) = b=,
oy~ pvp , st ig<pe/(p—1)—b<pe/(p—

Ceci prouve le lemme.

Lemme 18 Soit (X,T') vérifiant les hypothéses du lemme @ et soit j un entier
vérifiant j > = 1)((ppfl) —1ig). On suppose le corps résiduel k algébriquement clos et

que e est diwvisible par p— 1. Alors on a : Ugr C (Uh)r.

Démonstration. La condition sur j entraine : (pp%) —-j< 97%1)(11 - %). Le
lemme précédent entraine donc, pour j < j' < p2e/(p—1) : U c (UT)? UL Le
p pour j < j' < p*e/(p T T
lemme [L] entraine que pour j/ divisible par p, on a : Ug; C (U;})p U;{fl. Le lemme

2
[L1] nous dit que U:;Fe/(p_l) C (Uyp)P. Le lemme en résulte.
Lemme 19 Soit (X,T') de TAUT. Alors :
io1(UF) C (UZ)P UL

Démonstration. Soit w € U, Soit u € Uy tel que w = No(u). Soit w' = Ny(u).

On a ip1(w) = N1((ZZ 0 0)(u)). Comme ’Ux((ZZ 00l —p)(u) — 1) > ig et que
Ypr(io) = 4o, on en déduit que ig 1 (w)w' P € U;% Ceci prouve le lemme.
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4.2.4

On suppose le corps résiduel k algébriquemant clos. Montrons que U™ est p-divisible.
Soit s un réel avec 1/p < s < 1. Le lemme @ nous dit que ’ensemble des sous-groupes
ouverts G’ de G tels que la suite des 4/, vérifie les conditions du lemme [[d avec de
plus spe’/(p — 1) < if, < pe’/(p — 1) forment un systéme fondamental de voisinage
de 1 dans G. 1l en est de méme des sous-groupes G’ avec de plus €’ divisible par

p—1. Pour s > 2=, on a: i > L= (-2~ —i(). Les deux lemmes précédents

2p—1° (p—1)\ (p—1)
entraine alors que U, C (UT)P. 1l en résulte que U™ est p-divisible et ceci acheve la

démonstration du lemme B

4.3 Fin de la démonstration du théoréme.

Soit (X,T") un objet de TAUT. On suppose e(I') < oo. Il s’agit de construire L/K
de TEXT telle que X(L/K) soit isomorphe a (X,I'). Grace au théoréme de pleine
fidélité, on se ramene immédiatement au cas ou le corps résiduel k est algébriquement
clos, ce que I'on suppose désormais.

Soient K, le corps des fractions de 'anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans k, K une cloture algébrique de K, pour tout entier n, K, l'extension de K|
engendrée dans K par une racine primitive p"-ieme de I'unité, et K __ la réunion des
K. Choisissons une suite ¢ = (e/) de racines primitives p"-iémes de I'unité telles
que Nk, /K, (€n41) = €,. La suite (e;,) définit un élément €’ du corps des normes
Xre,(K) et Xk (K.) s'identifie & k((¢' — 1)). Le corps Xg__ /g, (Ks), réunion des
Xk, (M), pour M extension finie de K contenue dans Ky, s’identifie a une cloture
séparable de Xx (K ) (B4 3). Le groupe de Galois Gal(Ks/K,) s'identifie au
groupe des automorphismes 7 de Xg_/x (Ks) qui sont tels que 7(e') = €'* pour un
a € (Zy)*.

On reprend les notations du @ Pour tout entier n > 1, notons y, le composé
de x : G — Zy avec le morphisme : Zy — (Z/p"Z)*, G, = Ker x,, et Hy, = H N Gy,
Soit ng un entier > 1 tel que pour n > ng, Gp41 soit d’indice p dans G,,. Notons
(€n)n>n, une suite d’éléments de torsion de UT telle que €, soit d’ordre p” et que :
NGn+1,Gn (€n+1> = €n

Distinguons les deux cas : x(H) fini et x(H) est un sous-groupe ouvert de Zj.

Si x(H) est fini, notons Hey. le noyau de la restriction de x & H et posons X' =
X 11 resulte du lemme fl que la suite (e,,) définit un élément non trivial de Ui
tel que pour tout 7 € G, on ait 7(¢) = eX(7). Notons X¢,. = k((e — 1)), de sorte
que X' est une extension finie de Xy .. Cette extension est séparable, car, pour tout
n > ng, €, n'est pas une puissance p-ieme dans Uérn. Identifions Xy et XKU (K)
en envoyant € sur € et prolongeons cet isomorphisme en un isomorphisme de X sur
Xk /i, (Ks). Le groupe G s’identifie & un sous-groupe ouvert de Gal(Ks/K,). On
pose K = K& et L = K. L'extension L/K convient ([24 3).

Supposons que x(H) soit un sous-groupe ouvert de Z,. Notons n : G — I'le
morphisme induit par la restriction 4 X. Notons G l'image de G dans Ly x I' et
notons encore x et n les projections sur Z, et I' respectivement. Soient G, et Hy, les
images de G,, et de H,, dans G. Posons X,, = XSH", Xoo = UX,,. On peut supposer
no suffisamment grand pour que 7(G,,) = n(Ker(x)). Notons @ € G un générateur
de Kery = GNT. Le groupe G agit naturellement sur le corps des normes X x (Xoo).
Notons 4/, la suite des nombres inférieurs de ramification de 7 agissant sur X x(Xo).

Lemme 20 On a lim,_, o4, /p™ = 00
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Démonstration. Comme le sous-groupe topologique de G engendré par 7 est d’indice
infini dans G, il suffit de prouver que z/[G : G| est borné inférieurement par un réel
>0.Ona:

T pxx(@) < x
GG, [I': FWXOC/x(I)] Px./x(7) [Gal(Xoo/X) : Gal(Xoo/ X )a] .

Comme la suite (i, /p") a une limite finie non nulle px__/x(z)/[I" : Tyy (2)/x]
est borné inférieurement par un réel > 0. Sil'on note i// et b/ la suite des nombres
de ramification de la T'-extension X /X,,,, on déduit de I’ inégalité b/l > pb!_; que
i /(") > (p — 1)/p. 1l en résulte facilement que

z/px./x (@) [Gal(Xoo /X)) : Gal(Xoo /X))

est borné inférieurement par un réel > 0, ce qui achéve de prouver le lemme.

4.3.1

Il résulte alors cas e = oo du théoreme [l| qu'il existe X"/ X’ de TEXT, X' et X"
deux sous-corps du complété de la cloture radicielle de X x (X ), telle que le corps
des normes X x/(X"), muni de action de Gal(X"/X'), s’identifie & X x(Xo ), muni
de T'action du sous-groupe d’automorphismes engendré par . Le groupe G agit sur
X' a travers x(G). Notons X! la cloture séparable de X’ dans dans le complété
X de X5. Comme X est algébriquement clos, X! est une cloture séparable de X'.
Il résulte des propriétés fonctorielles du corps des normes ([@], théoreme de pleine
fidélité démontré au E) que G s'identifie au groupe des automorphismes de X/ qui
induisent sur X’ un élément de x(G).

On a pour n > ng : Uf =UY /(7 — 1)X:’; La suite (e5,) définit un élément
de lim Ug;' , les morphismes de transition étant les Ng, ., ¢,. Comme lim U;n =

Uy (X I

—

lim X = Xx(X)*, quelanorme Ny, ., /x, induit un morphisme surjectif
de X 41 sur X , on voit que la limite projective des Uggn s’identifie a

U)J(rx(Xoo)/(J - 1)(XX)EO)*), i.e. & Uy,. La suite (e,) définit donc un élément
e # 1 de U, tel que, pour tout 7 € G, on ait 7(e) = eX(7). Identifions k((¢)) et
E((€')) en envoyant € sur €. Comme les €, ne sont pas des puissances p-iemes dans
les Uérn, € n'est pas une puissance p-iéme dans X’. L’isomorphisme k((€)) ~ k((¢'))
se prolonge donc en un isomorphisme de X/ sur Xk _ /K, (Ks). Comme x(G) agit sur
€ par le caractere y, on voit que le groupe G s’identifie & un sous-groupe ouvert de
Gal(Ks/K,). L'extension L/K avec K = K& et L = KX convient ([p4]).

Ceci acheve de prouver le théoreme.
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