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Introduction

Notre thèse consiste à donner des conditions su�santes pour qu'une sous
variété totalement réelle, complexe-tangentielle, de dimension (n− 1) dans
un bord d'un domaine faiblement pseudoconvexe de Cn, soit un ensemble
localement pic. Rappelons d'abord quelques dé�nitions et quelques résultats.

Soit D un domaine de Cn à bord bD de classe C∞. On note A∞ (D)
l'ensemble des fonctions holomorphes dans D qui admettent une extension
de classe C∞ à D.

Un sous ensemble fermé K de bD est un ensemble pic pour la classe
A∞ (D), s'il existe une fonction f ∈ A∞ (D) telle que f = 1 sur K et |f | < 1
sur D\K. On dira que K est un ensemble localement pic pour la classe A∞,
si pour tout point p ∈ K, il existe un voisinage U de p tel que K∩U soit un
ensemble pic pour la classe A∞ (D ∩ U).

Dans le cas où le bord bD est de classe Cω (analytique réelle), on note
O
(
D
)
l'ensemble des fonctions holomorphes dans un voisinage de D. On

peut considérer les mêmes dé�nitions ci-dessus pour la classe O.
Soit M une sous variété de bD. On dira que M est complexe-tangentielle

en un point p ∈M si Tp (M) ⊆ TC
p (bD) où TC

p (bD) est le sous espace tangent
complexe maximal de Tp (bD). Si M est complexe-tangentielle en tout point
p ∈M, on dira que M est complexe-tangentielle.
Si pour tout p ∈M, l'espace tangent réel en p àM ne contient aucune droite
complexe, on dira que M est totalement réelle.

Le sujet des ensembles pics a été étudié par plusieurs auteurs, voir par
exemple [T-W], [B-St],[C-C1, C-C2], [H-S2], [I2],[N1]. Si D est le disque unité
dans le plan complexe, B. A. Taylor et D. L. Williams [T-W] ont prouvé que
les ensembles pics pour la classe A∞ (D) sont des sous ensembles �nis du
bord bD.

Dans Cn, n ≥ 2, la situation est di�érente. Dans le cas où le domaine D
est strictement pseudoconvexe, M. Hakim et N. Sibony [H-S1], J. Chaumat et
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Introduction

A. M. Chollet [C-C1, C-C2] et J. E. Fornæss et B. Henriksen [F-H] ont donné
la caractérisation des ensembles localement pics pour la classe A∞ suivante :

Théorème 1 Soient D un domaine borné strictement pseudoconvexe de Cn

à bord bD de classe C∞ et K un sous ensemble fermé de bD. Alors, on a les
équivalences suivantes :

1. K est un ensemble localement pic pour la classe A∞.
2. K est localement contenu dans une sous variété C∞ de dimension

(n− 1) de bD, totalement réelle, complexe-tangentielle en tout point
p ∈ K.

3. K est localement contenu dans une sous variété M, C∞, de dimension
(n− 1) de bD, totalement réelle et complexe-tangentielle en tout point
p ∈M.

4. K est un ensemble pic pour la classe A∞.

Pour les domaines faiblement pseudoconvexes de Cn, cette caractérisation
des ensembles pics ne reste pas valable. Si on veut généraliser ces résultats aux
domaines faiblement pseudoconvexes dans C2 on rencontrera des di�cultées,
illustrées par les exemples suivants d'A. Noell [N1] :

Exemple 1 Soit D le domaine dé�ni dans un voisinage U de l'origine de
C2 par ρ (z, w) = <w+ |z|4− t (=z)4 +(=w)2 < 0 avec 0 < t << 1 �xé. D est
un domaine convexe. La courbe M = {(z, w) ∈ bD ∩ U / =z = =w = 0} est
complexe-tangentielle maisM n'est pas un ensemble localement pic à l'origine
pour la classe A∞.

Exemple 2 (voir aussi [F-S], page 231) Soit D le domaine dé�ni dans un
voisinage U de l'origine de C2 par : ρ (z, w) = |w+ei ln zz|2 −1+R (ln zz)4 < 0,
où R est une constante positive assez grande. D est un domaine pseudocon-
vexe. La courbe M = {(z, w) ∈ bD ∩ U / |z| = 1, w = 0} est un ensemble
localement pic en tout point pour la classe A∞ mais M n'est pas globalement
pic.

Dans notre thèse, on se restreint aux ensembles pics locaux pour les classes
O et A∞. Signalons qu'il existe des ensembles localement pics pour la classe
A∞ qui ne sont pas pics pour la classe O comme le montre l'exemple ci-
dessous donné par A. Iordan dans [I1] :
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Introduction

Exemple 3 Soit D le domaine dé�ni dans un voisinage U de l'origine de
C2 par : ρ (z, w) = |z|4 + |w|2 < 1. L'ensemble K = {(z, w) ∈ bD∩U / <z =
=w = 0} ∪ {(z, w) ∈ bD ∩ U / =z = =w = 0} est un ensemble pic pour la
classe O par contre M = {(z, w) ∈ bD∩U / =z = =w = 0} est un ensemble
localement pic pour la classe A∞ mais n'est pas localement pic pour la classe
O.

Les ensembles localement pics de Cn ne sont pas forcément contenus dans
des sous variétés complexe-tangentielles de dimension (n− 1) du bord comme
dans l'exemple ci-dessus : K est un ensemble pic (prendre f (z, w) = z4 +
w2−1) pour la classe O maisK ne peut pas être contenu dans aucune courbe
complexe-tangentielle.

Comme la caractérisation des ensembles localement pics semble être trop
dure nous imposons la contrainte que K soit une sous variété, complexe-
tangentielle, de dimension (n− 1). Quelles sont les conditions su�santes pour
que K soit localement pic en p ∈ K ?

Notre inspiration provient des travaux de L. Boutet de Monvel et A. Ior-
dan [B-I1] où sont donnés des conditions nécessaires et su�santes concernant
l'existence des courbes localement pics passant par un point de type �ni, dans
le bord d'un domaine pseudoconvexe à bord de classe Cω dans C2 pour la
classe O. Plus précisément, les auteurs considèrent un domaine �modèle� D
dont la fonction dé�nissante locale ρ à l'origine qui est point de type 2k,
s'écrit sous la forme :

ρ (z, w) = <w + P2k (z) +O
(
|z|2k+1, |zw|, |w|2

)
,

avec P2k =
2k−1∑
i=1

aiz
iz2k−i, ai = a2k−i un polynôme homogène de degré 2k, à

valeurs réelles et sans termes harmoniques. Puis, ils dé�nissent un invariant
ναP2k

pour α ∈ C\{0} �xé où ναP2k
(ζ) = <

[
−α
k

∑n−1
j=1

∂P2k(α)
∂zj

ζ2k
]

+ P2k (αζ)

pour tout ζ ∈ C. En fait, α désigne un vecteur porté par l'unique direction
complexe tangente de TC

0 (bD).
Condition Nécessaire [B-I1]. On suppose qu'il existe une courbe γ, ana-
lytique réelle, complexe-tangentielle dans le bord du domaine D passant par
un point p ∈ bD de type �ni 2k, qui est un ensemble localement pic en p
pour la classe O. Alors il existe α tel que pour tout ζ ∈ C, ναP2k

(ζ) ≥ 0.
Condition Su�sante [B-I1]. Soit D un domaine pseudoconvexe à bord
bD de classe Cω de C2, p est un point de type �ni 2k de bD et γ une courbe
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Introduction

analytique réelle, complexe-tangentielle de bD passant par p. Soit Γ la com-
plexi�ée de γ. On suppose que

• Γ ∩D = γ.
• Il existe une constante c > 0, un entier m ∈ N∗, tel qu' on ait, pour

tout ζ ∈ C,
ρ2k (Γ(ζ)) ≥ c (=ζ)2m |ζ|2k−2m,

où ρ2k est le premier terme non identiquement nul dans le développement
de Taylor de la fonction ρ ◦ Γ à l'origine. Alors d'après [B-I1], il existe un
voisinage U de p tel que γ ∩U soit un ensemble localement pic pour la classe
O.

Nous généralisons l'invariant ναP2k
pour un domaine D pseudoconvexe

borné de Cn avec n ≥ 3 et remarquons que le comportement de l'invariant
ναP2k

varie selon la direction tangente complexe choisie. En e�et, l'entier k se
comporte de manière discontinue en fonction de α car on a plusieurs direc-
tions complexes tangentes (dimC T

C
0 (bD) = n− 1). Ainsi, nous contrôlons la

fonction ναP2k
dans les di�érentes directions complexes tangentes en donnant

une quanti�cation du comportement : l'hypothèse (H) (voir le chapitre 2, sec-
tion 3). Nous donnons d'abord un changement de coordonnées holomorphe de
façon que la sous variétéM s'écrive sous la forme :M = {(Z,w) ∈ bD / =Z =
w = 0}, p est ramené à l'origine et le bord bD a pour fonction dé�nissante
locale ρ = <w + A (Z) + =wB (Z) + (=w)2R (Z,=w). L'hypothèse (H) est
donnée dans ces nouvelles coordonnées. Elle entraîne des conséquences pour
la fonction A. De plus, il s'avère qu'il faut distinguer deux comportements
di�érents : un comportement à l'origine p = 0 ∈ M et un autre comporte-
ment en p′ ∈ M, où p′ est assez proche de p. Ceci nous amène à dé�nir les
pseudo-normes ||Z||∗ et ||Y ||∗ puis d'introduire le Z-poids et le Y -poids pour
une fonction. Grâce à l'hypothèse (H), nous pouvons e�ectuer une �analyse
à poids� de certaines fonctions sur M et en donner des conséquences pour le
multitype qui fait l'objet du chapitre 4.

Puis, ayant les conséquences de l'hypothèse (H) pour la fonction A, on
pose la question suivante : Comment la pseudoconvexité du bord bD force la
sous variété M d'être un ensemble localement pic en p ∈M ?

En choisissant la �bonne� direction complexe tangente t =
∑

ν m̃νyνχν
de TC (bD) liée à (H), nous obtenons une expression de la forme de Lévi
qui nous permet de connaître les restrictions imposées sur les fonctions A
et B par la pseudoconvexié du bord. L'hypothèse (H) et l'analyse à poids
faite sur certaines fonctions entraînent alors que B2

A
est uniformément borné
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Introduction

sur un voisinage su�samment petit de l'origine de Cn−1. Ceci nous donne
immédiatement une fonction pic pour M (voir le chapitre 2, la proposition
2.3.1).

Dans les hypothèses (H1) et (H2) nous donnons une version invariante de
l'hypothèse (H) (voir le chapitre 2, section 1 : préliminaires).

Dans la première partie de notre travail nous donnons une condition suf-
�sante pour que M soit un ensemble localement pic pour la classe O.

Théorème 2 Soit D un domaine pseudoconvexe de Cn à bord bD de classe
Cω. Soit M une sous variété Cω de dimension (n− 1) de bD, totalement
réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage d'un point p ∈ M. On sup-
pose que M admet un champ de vecteurs X, Cω, pic-admissible de pic-type
(K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) au voisinage de p pour O. Alors la sous variété M est
un ensemble localement pic en p pour la classe O.

Les dé�nitions de pic-admissible et de pic-type se trouvent dans le chapitre
2, section 1 : préliminaires.

Dans la deuxième partie, nous établissons une version de ce théorème
dans le cas C∞. De plus, nous donnons la propriété d'interpolation comme
suit :

Théorème 3 Soit D un domaine pseudoconvexe de Cn à bord bD de classe
C∞. Soit M une sous variété C∞ de dimension (n− 1) du bord bD, tota-
lement réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage U d'un point p ∈ M.
On suppose que :

• il existe deux constantes C et L positives telles qu'on ait :

Lév ρ (q) [t] ≥ C|t|2 dist (q,M)L, ∀q ∈ bD ∩ U , ∀t ∈ TC
q (bD).

• M admet un champ de vecteurs X, C∞, pic-admissible de pic-type
(K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) au voisinage de p pour A∞.
Alors,
i) la sous variété M est un ensemble localement pic en p pour la classe A∞.
ii) la sous variété M est un ensemble localement d'interpolation en p pour la
classe A∞.

La thèse est organisée comme suit : dans le premier chapitre, nous rap-
pelons des propriétés locales connues des ensembles pics pour la classe O.
Ensuite, nous développons les travaux de L. Boutet de Monvel et A. Iordan
[B-I1]. Dans la première partie du deuxième chapitre, nous énonçons d'abord
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Introduction

les hypothèses (H1), (H2) et notre théorème principal. Puis, nous e�ectuons
un changement de coordonnées holomorphes qui nous permet d'avoir notre
condition su�sante : l'hypothèse (H). Dans la deuxième partie, nous intro-
duisons les Z-poids et Y -poids des fonctions analytiques réelles et nous dé-
montrons le théorème principal. Dans le troisième chapitre, nous étendrons les
résultats du chapitre 2 pour la classe A∞ en utilisant un changement de coor-
données presque-analytique. Puis, nous donnons la preuve de notre deuxième
théorème et de la propriété d'interpolation. Dans le dernier chapitre, nous
interprétons nos hypothèses avec le concept de multitype de D. Catlin, ce qui
nous donne le multitype sur la sous variété M pour la classe O puis pour la
classe A∞.
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Chapitre 1

Notations et Rappels

Ce chapitre est consacré à rappeler des propriétés locales connues des
ensembles pics pour la classe O et de développer les travaux de L. Boutet de
Monvel et A. Iordan [B-I1] pour un domaine D pseudoconvexe borné de Cn

avec n ≥ 3.

1.1 Dé�nitions et notations.

Soit D ⊂ Cn un domaine borné. On dit que le bord de D, noté bD, est
de classe C∞ (Cω) au voisinage de p ∈ bD s'il existe un voisinage ouvert U
de p dans Cn et une fonction ρ ∈ C∞ (U) (ρ réel analytique) à valeurs réelles
telle que {

D ∩ U = {Z ∈ U / ρ (Z) < 0}
dρ (Z) 6= 0, ∀Z ∈ bD ∩ U . (1.1)

On dira que le bord bD est de classe Ck (k = ∞, ω) s'il est de classe Ck au
voisinage de chacun de ses points. Une fonction ρ ∈ Ck (U) qui satisfait à
(1.1) est appelée fonction dé�nissante pour D en p.
Le lemme suivant est bien connu :

Lemme 1.1.1 Soient ρ1 et ρ2 deux fonctions dé�nissantes pour D, de classe
Ck sur un voisinage U de p ∈ bD. Alors, il existe une fonction strictement
positive h ∈ Ck (U) telle que{

ρ1 = hρ2 sur U
dρ1 (Z) = h (Z) dρ2 (Z), ∀Z ∈ bD ∩ U

9
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Chapitre 1. Notations et Rappels

Si ρ est une fonction dé�nissante pour D en p, l'espace tangent au point
p ∈ bD, noté Tp (bD), est donné par

Tp (bD) = {t ∈ Cn / dρ (p) [t] = 0}.

Ainsi, on peut identi�er Tp (bD) avec les dérivées directionnelles annulant ρ
en p. De plus, on peut identi�er Tp (bD) à un sous-espace vectoriel réel de
dimension réelle 2n− 1 de Tp (Cn) = Cn.
Si J est la structure complexe sur Tp (Cn), alors TC

p (bD) = Tp (bD)∩JTp (bD)
est un sous-espace vectoriel de dimension complexe (n−1). L'espace TC

p (bD)
est appelé espace tangent complexe en p à bD. Il est donné par

TC
p (bD) = {t ∈ Cn / ∂ρ (p) [t] = 0}.

On dit que D est (Lévi) pseudoconvexe en p, si

Lév ρ (p) [t] =
∑

1≤i,j≤n

∂2ρ

∂zi∂zj
(p) titj ≥ 0,

pour tout t ∈ TC
p (bD). Lév ρ (p) [t] s'appelle forme de Lévi ou hessienne

complexe de ρ.
Soit D un domaine pseudoconvexe en un point p ∈ bD. On dira que le point
p est strictement pseudoconvexe si la forme de Lévi est dé�nie positive pour
tout t 6= 0, t ∈ TC

p (bD). Sinon, on dira que le point p est faiblement pseudo-
convexe.
Soit D un domaine de Cn à bord Ck (k = ω,∞) et M une sous variété de
classe Ck dans bD. M est dite complexe-tangentielle si Tp (M) ⊆ TC

p (bD)
pour tout point p ∈M.
Si pour tout p ∈M, l'espace tangent Tp (M) ne contient aucune droite com-
plexe, on dira que M est une sous variété totalement réelle.
Considérons le germe en 0 d'une courbe complexe C∞ non triviale :

z :(C, 0) → (Cn, p).

S'il existe un plus petit entier naturel ν = ν(z) pour lequel une dérivation
d'ordre ν de z ne s'annule pas en zéro alors on appelle ν l'ordre de multiplicité
de z − z(0) en zéro. Sinon, on pose ν(z) = ∞.
Soient D ⊂ Cn un domaine à bord C∞, p un point de bD et ρ une fonction

10
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Chapitre 1. Notations et Rappels

dé�nissante de D. Pour les germes z holomorphes tels que z(0) = p, ν(z)
divise ν (z∗ρ). Si

∆1(D, p) = sup
z holomorphe
z(0)=p

ν(z∗ρ)

ν(z)
<∞,

on dit que le 1-type de D est �ni en p. On dira que D est de type �ni ≤ m
si, pour tout point p de bD, ∆1(D, p) ≤ m.
On note dist(p,M) la distance euclidienne d'un point p à une sous variétéM.
Le symbôle ‖ ‖ représente la norme euclidienne pour un vecteur de RN . On
désigne Dα l'opérateur di�érentiel ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂x

αN
N

dans RN où α = (α1, ..., αN) et
|α| = α1 + ...+ αN et parfois Dα l'opérateur di�érentiel ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂x

αN
N

dans CN

où α = (α1, ..., αN) et |α| = α1 + ...+ αN .
Pour allèger ou pour simpli�er la rédaction, on écrira � pour tout z dans E,
a(z) ≈ b(z) � ou encore � pour tout z dans E, a(z) est équivalent à b(z) � pour
exprimer qu'il existe des constantes c et C, strictement positives, telles que,
pour tout z ∈ E, on ait c a(z) ≤ b(z) ≤ C a(z). De même, la proposition �
pour tout z dans E, a(z) . b(z) � signi�era qu'il existe une constante C > 0
telle que, pour tout z dans E, on ait a(z) ≤ C b(z).

1.2 Propriétés connues des ensembles pics pour
la classe O.

Dé�nition 1.2.1 Soit D un domaine de Cn à bord bD de classe Cω. On
note O

(
D
)
l'ensemble des fonctions holomorphes dans un voisinage de D.

Si p ∈ bD et U est un voisinage de p dans Cn, on note O
(
D ∩ U

)
l'ensemble

des fonctions holomorphes dans un voisinage ouvert V de p dans Cn conte-
nant D ∩ U .
Un sous ensemble M de bD est dit pic pour la classe O

(
D
)
, s'il existe une

fonction f ∈ O
(
D
)
telle que f = 1 sur M et |f | < 1 dans D\M.

On dira que M est un ensemble localement pic pour la classe O en un point
p ∈M, s'il existe un voisinage ouvert U de p dans Cn tel que M∩U soit un
ensemble pic pour la classe O

(
D ∩ U

)
ou, ce qui est équivalent, une fonction

g ∈ O
(
D ∩ U

)
telle que g = 0 sur M ∩ U et <g < 0 dans

(
D ∩ U

)
\M.
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Chapitre 1. Notations et Rappels

Proposition 1.2.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de Cn à bord Cω et
M une sous variété Cω, totalement réelle, de dimension (n− 1) de bD. On
suppose que M est un ensemble localement pic en un point p ∈ M pour
la classe O. Alors, il existe un voisinage ouvert U de p dans Cn tel que la
complexi�ée de M dans U , notée M̃, véri�e M̃ ∩D = M ∩ U .

Preuve.
Soit p ∈M. Il existe un voisinage ouvert U de p et une fonction f holomorphe
sur U tels que {

f = 0 sur M ∩ U
<f < 0 sur

(
D ∩ U

)
\M .

Soit γ : B (0, r) −→ U une paramétrisation de classe Cω de M telle que
γ(0) = p où B (0, r) ⊂ Rn−1 est la boule de rayon r centrée en 0.
On a dγ0 : Rn−1 −→ Tp (M) ⊂ Cn est de rang (n− 1).
Notons γ̃ : B̃ (0, r) −→ Cn−1 la complexi�ée de γ où B̃ (0, r) est la boule
ouverte de rayon r centrée en 0 dans Cn−1. Comme M est totalement réelle
en p, dγ̃0 est de rang complexe (n− 1). Par conséquent, si r est su�samment
petit, on a :

• γ̃
(
B̃(0, r)

)
=: M̃ est une sous variété complexe de U .

• γ̃ : B̃ (0, r) −→ M̃ est un biholomorphisme.
Or, f ◦ γ

B(0,r)
= 0. D'où f ◦ γ̃

B̃(0,r)
= 0. Donc M̃ ⊂ {z ∈ U / f(z) = 0}.

En particulier, on a M̃ ∩D ⊂ {z ∈ U / f(z) = 0} ∩D ⊂M ∩ U .
Or, on a M ∩ U ⊂ M̃ ∩D. Alors on obtient M̃ ∩D = M ∩ U . �
Les résultats suivants généralisent le lemme 2 et le théorème 1 dans [B-I1].

Lemme 1.2.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de Cn à bord Cω. On sup-
pose que 0 ∈ bD, 0 de type �ni ≤ 2k et que D s'écrit dans un voisinage
U de l'origine : D ∩ U = {(Z,w) ∈ U / ρ(Z,w) < 0} avec ρ(Z,w) =

<w + P(Z) + 0
(
|w|2, |Z|2k+1, |Zw|

)
, Z = (z1, ..., zn−1), P =

2k∑
i=2

Pi est un

polynôme de degré 2k ≥ 2 en Z et Z et {Pi} est une famille des polynômes
homogènes de degré i respectifs et sans termes pluriharmoniques. Soit M
une sous variété Cω de bD de dimension (n−1) contenant l'origine telle que
l'espace tangent T0 (M) soit Rn−1×{0}. On suppose que M est un ensemble
localement pic à l'origine pour la classe O.
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Chapitre 1. Notations et Rappels

Alors, pour tout α = (α1, ..., αn−1) ∈ (Rn−1)
∗, il existe un 1 ≤ kα ≤ k tel

que, pour tout 1 ≤ i < 2kα et ζ ∈ C, on ait Pi (ζ.α) = 0 et P2kα (ζ.α) est
non identiquement nul. De plus, si on pose

ναP2kα
(ζ) = − 1

kα
<

(
n−1∑
j=1

αj
∂P2kα

∂zj
(α1, ..., αn−1)ζ

2kα

)
+ P2kα(ζα1, ..., ζαn−1),

on a ναP2kα
(ζ) ≥ 0.

Preuve.
Soit T = (α, 0) ∈ T0 (M). On note C2

T =<< (T,n0) >> le C-espace vectoriel
de dimension 2 où n0 désigne le vecteur normal extérieur unitaire à l'origine.
Soit U un voisinage de l'origine. On pose γT ∩ U = M ∩ C2

T ∩ U où γT est
paramétrée telle que

(
γ′1,T (0) = α1, ..., γ

′
n−1,T (0) = αn−1

)
.

Notons γ̃T la complexi�ée de γT . Alors γ̃n,T s'annule à un ordre pair 2kα
(1 ≤ kα ≤ k varie selon la direction T choisie) à l'origine.
En e�et, γT est de classe Cω, complexe-tangentielle dans C2

T ∩bD et elle passe
par l'origine. OrM est un ensemble localement pic. Alors, on a γ̃T ∩D∩U =
γT ∩ U . Ainsi, d'après le lemme 2 dans [B-I1], on obtient

1
(2kα)!

γ
(2kα)
n,T (0) = − 1

kα

n−1∑
j=1

αj
∂P2kα

∂zj
(α1, ..., αn−1).

De plus, pour tout ζ ∈ V , on a : ρ ◦ γ̃T (ζ) ≥ 0 où V est un voisinage de
l'origine. Ceci entraîne

P2kα(ζα1, ..., ζαn−1)− 1
kα
<

(
n−1∑
j=1

αj
∂P2kα

∂zj
(α1, ..., αn−1)ζ

2kα

)
≥ 0. �

Remarques 1.2.1
1) ναP2kα

(ζ) est l'unique polynôme tel que P2kα (ζα1, ..., ζαn−1)−ναP2kα
(ζ) soit

harmonique et qui s'annule au second d'ordre quand =ζ = 0.
2) Pour ζ = eiθ, on pose µαP2kα

(θ) = ναP2kα

(
eiθ
)
. On a

∆ναP2kα

(
eiθ
)

=
1

4

[
(2kα)

2µ(θ) +
d2µ

dθ2
(θ)

]
.

Quand θ = 0 ou π, on obtient
1

4

d2µ

dθ2 θ=0,π
= Lév P2kα (±α1, ...,±αn−1) [(α1, ..., αn−1)] .
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Chapitre 1. Notations et Rappels

Ces résultats ci-dessus sont donnés par souci de complétude. Ils ne joueront
pas de rôle important dans ce travail.
3) Dans [B-I1], on a dimTC

0 (bD) = 1. Donc, il existe seulement une direction
complexe. Dans notre travail kα se comporte discontinument en fonction de
α. Un objectif de la thèse était d'élucider le comportement de ναP2kα

sur des
ensembles pics sous certaines hypothèses.

Preuve.
1) Comme P2kα est homogène de degré 2kα, alors

n−1∑
j=1

(
zj
∂P2kα

∂zj
+ zj

∂P2kα

∂zj

)
= 2kαP2kα .

Or, P2kα est à valeurs réelles. On obtient 1
kα
<

(
n−1∑
j=1

zj
∂P2kα

∂zj

)
= P2kα .

Soit Z = (ζα1, ..., ζαn−1) avec α = (α1, ..., αn−1) ∈ (Rn−1)
∗ et =ζ = 0. Alors,

P2kα(ζα1, ..., ζαn−1)− 1
kα
<

(
n−1∑
j=1

αjζ
∂P2kα

∂zj
(ζα1, ..., ζαn−1)

)
= 0.

D'où ναP2kα
(ζ) = 0 quand =ζ = 0. De plus,

∂ναP2kα

∂ζ
=

n−1∑
j=1

αj
∂P2kα

∂zj
(ζα1, ..., ζαn−1)−

n−1∑
j=1

αj
∂P2kα

∂zj
(α1, ..., αn−1)ζ

2kα−1 = 0.

Car si =ζ = 0 on a, pour tout 1 ≤ j ≤ n− 1,
∂P2kα

∂zj
(ζα1, ..., ζαn−1) = ζ2kα−1 ∂P2kα

∂zj
(α1, ..., αn−1).

2) Soit ζ = reiθ ∈ C∗ avec r = |ζ| > 0. Or ναP2kα
(ζ) est homogène de degré

2kα par rapport à r. Alors, si on pose µ (θ) = ναP2kα

(
eiθ
)
on obtient

∆ναP2kα

(
eiθ
)

=
1

4

[
(2kα)

2µ(θ) +
d2µ

dθ2
(θ)

]
.

L'opérateur de Laplace ∆ s'écrit en coordonnées polaires (r, θ) sous la forme
suivante :

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

1

r

∂

∂r
.
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Chapitre 1. Notations et Rappels

On obtient

∆ναP2kα

(
reiθ
)

= 2(1− r2)<
∑

1≤i,j≤n−1

∂2P2kα

∂zi∂zj

(
reiθα1, ..., re

iθαn−1

)
αiαje

i2θ

+ 2(1 + r2)
∑

1≤i,j≤n−1

∂2P2kα

∂zi∂zj

(
reiθα1, ..., re

iθαn−1

)
αiαj

+ 2(
1

r
− r)<

n−1∑
j=1

∂P2kα

∂zj

(
reiθα1, ..., re

iθαn−1

)
αje

iθ

+ 4kαr
2kα−2

(
r2 − 1

)
<

n−1∑
j=1

αj
∂P2kα

∂zj
(α1, ..., αn−1) e

2ikαθ.

Quand θ = 0 ou π, µ s'annule. Dans ce cas, on obtient pour r = 1

1
4
d2µ
dθ2 θ=0,π

= Lév P2kα (±α1, ...± αn−1) [(α1, ..., αn−1)]. �

Corollaire 1.2.1 Soient D un domaine de Cn à bord Cω et M une sous
variété Cω, totalement réelle, de dimension (n−1) de bD. On suppose que la
complexi�ée M̃ deM véri�e M̃∩D =M. AlorsM est complexe-tangentielle.

Preuve.
Soit p ∈ M. Après un changement de variables holomorphe, on ramène p à
l'origine. Dans un voisinage U de l'origine M s'écrit dans les nouvelles coor-
données :M = {(z1, ..., zn−1, w) ∈ U / =z1 = ... = =zn−1 = w = 0}. Ainsi, la
complexi�ée M̃ de M est M̃ = {(z1, ..., zn−1, w) ∈ U / w = 0}. La propriété
M̃ ∩ D = M entraîne ρ (z1, ..., zn−1, 0) ≥ 0 et ρ (z1, ..., zn−1, 0) = 0 si, et
seulement si, =z1 = ... = =zn−1 = 0. Donc, pour tout 1 ≤ j ≤ n − 1, on a
∂ρ
∂zj

(<z1, ...,<zn−1, 0) = 0. D'où M est complexe-tangentielle. �

15

te
l-0

00
84

01
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

5 
Ju

l 2
00

6



Chapitre 2

Ensembles localement pics pour la

classe O

Dans ce chapitre, on donne une condition su�sante (voir le théorème
2.2.1) pour qu'une sous variétéM, Cω, totalement réelle, complexe-tangentielle
dans un voisinage d'un point p ∈M, de dimension (n− 1) dans le bord bD
d'un domaine D faiblement pseudoconvexe dans Cn à bord Cω, soit un en-
semble localement pic en p pour la classe O.

2.1 Préliminaires.

Soit D un domaine de Cn à bord bD de classe Cω. SoitM une sous variété
Cω, de dimension (n− 1) de bD, totalement réelle, complexe-tangentielle
dans un voisinage d'un point p ∈M.
Soit (U, γ) une paramétrisation de classe Cω de M au voisinage de p où U
est un voisinage ouvert de l'origine dans Rn−1 et γ (0) = p.
Soit X un champ de vecteurs sur M de classe Cω avec X (p) = 0. Soit X1 un
champ de vecteurs sur U tel que dγ (X1) = X.
Notons ζ = (ζ1, ..., ζn−1) les coordonnées d'un point de U . Le champ de
vecteurs X1 s'écrit dans ces coordonnées

X1 =
n−1∑
i=1

di (ζ)
∂

∂ζi
,
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

où les di sont des fonctions Cω dans U . On associe à X1 la matrice jacobienne
à l'origine :

D1 = {∂di
∂ζj

(0)}1≤i,j≤n−1.

Soit φ : V −→M une autre paramétrisation dé�nie dans un voisinage ouvert
V de l'origine dans Rn−1, de classe Cω de M telle que φ(0) = p.
Soit X2 un champ de vecteurs sur V tel que dφ (X2) = X.
Notons η = (η1, ..., ηn−1) les coordonnées d'un point de V . Le champ de
vecteurs X2 dans ces coordonnées soit

X2 =
n−1∑
i=1

ei (η)
∂

∂ηi
,

où les ei sont des fonctions Cω dans V .
Considérons ψ : U −→ V le changement de paramètres tel qu'on ait γ = φ◦ψ.
Comme X2 = dψ (X1) alors X2 s'écrit en un point η = ψ (ζ) sous la forme
suivante :

X2 (ψ(ζ)) =
n−1∑
j=1

(
n−1∑
i=1

ei (ψ(ζ))
∂(ψ−1)j
∂ηi

(ψ(ζ))

)
∂

∂ζj
.

Pour tout i = 1, ..., n− 1, on en déduit

di (ζ) =
n−1∑
j=1

ej (ψ(ζ))
∂ (ψ−1)i
∂ηj

(ψ(ζ)) .

Comme ψ(0) = 0 et pour tout j, ej(0) = dj(0) = 0 alors, pour tout i et k,
on obtient

∂di
∂ζk

(0) =
n−1∑
j=1

n−1∑
l=1

∂ψl
∂ζk

(0)
∂ej
∂ηl

(0)
∂ (ψ−1)i
∂ηj

(0) . (2.1)

On pose D2 := { ∂ei
∂ηj

(0)}1≤i,j≤n−1 et C := {∂ψi
∂ζj

(0)}1≤i,j≤n−1.
L'équation (2.1) nous permet d'avoir D1 = C−1 D2 C. Maintenant, nous
énonçons notre première hypothèse :

(H1)
La matrice D1 est diagonalisable et a pour valeurs propres
m̃1 ≥ m̃2 ≥ ... ≥ m̃n−1, où m̃i ∈ N∗, pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Si (H1) est véri�ée, on dit que M admet un champ de vecteurs X de classe
Cω, admissible à poids (m̃1, ..., m̃n−1) associé à la paramétrisation (U, γ) au
voisinage de p ∈M.

Remarque 2.1.1
On remarque que l'hypothèse (H1) ne dépend pas de la paramétrisation choisie
et les m̃i, ainsi que leurs multiplicités, sont univoquement déterminés.

Lemme 2.1.1 Sous l'hypothèse (H1), il existe un changement de coordon-

nées sur U de classe Cω tel que X1 =
n−1∑
i=1

m̃iζi
∂

∂ζi
.

Preuve.
Soit X1 (ζ) =

n−1∑
i=1

di (ζ)
∂

∂ζi
. Comme la matrice {∂di

∂ζj
(0)}1≤i,j≤n−1 est diago-

nalisable, on a, quitte à e�ectuer un changement de coordonnées linéaire,
pour 1 ≤ i ≤ n− 1,

di (ζ) = m̃iζi +
∑

1≤l,k≤n−1

dilk (ζ) ζlζk, (2.2)

où les dilk sont des fonctions de classe Cω dans U .
Dans un premier temps, on va résoudre l'équation di�érentielle ordinaire
suivante :

dµi
ds

(c, s) =
1

m̃i

∑
1≤l,k≤n−1

dilk (s.µ(c, s))µl(c, s)µk(c, s) (2.3)

avec µ = (µ1, ..., µn−1) ∈ Rn−1, µi (c, 0) = ci où c = (c1, ..., cn−1) ∈ Rn−1,
s ∈ ]−δ, δ[, δ > 0.
D'après la théorie des équations di�érentielles ordinaires, il existe ε > 0 tel
que F :

{
B (0, ε) −→ F (B (0, ε))
c = (c1, ..., cn−1) 7−→ µ (c, 0)

soit un Cω-di�éomorphisme
dé�ni sur une boule ouverte B (0, ε) de centre l'origine et de rayon ε dans
Rn−1. De plus, l'application (c, s) 7−→ µ (c, s) est de classe Cω dans B (0, ε)×
]−δ, δ[.
Pour c ∈ Rn−1 et t ∈ R �xés, notons ϕ (s) = t.µ (c, ts). Alors, pour 1 ≤ i ≤
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

n− 1, on a

dϕi
ds

(s) =
t2

m̃i

dµi
ds

(c, ts)

=
t2

m̃i

∑
1≤l,k≤n−1

dilk (ts.µ (c, ts))µl (c, ts)µk (c, ts)

=
1

m̃i

∑
1≤l,k≤n−1

dilk (s.ϕ(s)) ϕl (s)ϕj (s) .

Or, ϕ (0) = t.µ (c, 0) = t.c. L'unicité de la solution de l'équation di�érentielle
(2.3) implique que ϕ (s) = µ (t.c, s).
En particulier, on a

µ (t.c, 1) = t.µ (c, t) . (2.4)

On pose κ (c, s) := s.µ (c, s). L'équation di�érentielle (2.3) devient

s
dκi
ds

(c, s) = sµi (c, s) + s2dµi
ds

(c, s)

= sµi (c, s) +
s2

m̃i

∑
1≤l,k≤n−1

dilk (s.µ(c, s)) µl (c, s)µk (c, s)

= κi (c, s) +
1

m̃i

∑
1≤l,k≤n−1

dilk (κ(c, s)) κl (c, s)κk (c, s) .

Ainsi, pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1, on obtient

m̃is
dκi
ds

(c, s) = m̃iκi (c, s) +
∑

1≤l,k≤n−1

dilk (κ(c, s)) κl (c, s)κk (c, s) .

Donc, pour ζ = κ (c, s), si on identi�e

X1 (s) :=
n−1∑
i=1

di (ζ)
∂

∂ζi

avec (d1(ζ), ..., dn−1(ζ)) alors, pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1, on a d'après (2.2),

di (ζ) = m̃is
dκi
ds

(c, s) .
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Finalement, nous exprimons les courbes s 7−→ κ (ζ ′, s) par rapport aux nou-
velles coordonnées ζ ′ où ζ ′ = F (ζ). L'équation (2.4) implique F (t.ζ ′) =
µ (t.ζ ′, 1) = t.µ (ζ ′, t) = κ (ζ ′, t). Donc, F−1 (κ (ζ ′, t)) = t.ζ ′. On pose main-
tenant κ′ (ζ ′, t) := F−1 (κ (ζ ′, t)). Alors, le champ de vecteurs X1 s'exprime
dans les nouvelles coordonnées ζ ′ par

X ′
1 (s.ζ ′) =

n−1∑
i=1

d′i (s.ζ
′)
∂

∂ζ ′i

=
n−1∑
i=1

m̃is
dκ′i (ζ

′, .)

ds
(s.ζ ′)

∂

∂ζ ′i

=
n−1∑
i=1

m̃isζ
′
i

∂

∂ζ ′i
.

Donc, pour s = 1 et pour tout ζ ′, on obtient que X ′
1 (ζ ′) =

n−1∑
i=1

m̃iζ
′
i

∂

∂ζ ′i
. Ceci

achève la preuve du lemme. �

Exemple 2.1.1 Au voisinage de l'origine de R2, on considère le champ de
vecteurs X1 = (2ζ1 + ζ2

2 ) ∂
∂ζ1

+ ζ2
∂
∂ζ2

de classe Cω, admissible à poids
(m̃1 = 2, m̃2 = 1).

Avec les notations du lemme 2.1.1, on a


2dκ1

ds
= 1

s
(2κ1 + κ2

2)
dκ2

ds
= 1

s
κ2

κ(0) = (κ1(0), κ2(0)) = (0, 0)
.

Ceci implique


κ2 = c2s
dκ1

ds
= 1

s

(
κ1 +

c22s
2

2

)
c2 ∈ R

. On pose κ (c, s) = sµ (c, s). On ob-

tient


µ2 = c2

µ1 = c1 +
c22
2
s

c1, c2 ∈ R
. Alors, on a

{
κ1 = c1s+

c22s
2

2

κ2 = c2s
. En e�ectuant main-

tenant le changement de coordonnées suivant :
{
ζ ′1 = ζ1 + ζ2

2

2

ζ ′2 = ζ2
, on obtient

X ′
1 = 2ζ ′1

∂
∂ζ′1

+ ζ ′2
∂
∂ζ′2

.

Soit maintenant X1 comme dans le lemme 2.1.1.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Lemme 2.1.2 Soit Λ = (Λ1, ...,Λn−1) un changement de coordonnées sur U
de classe Cω tel que Λ(0) = 0 et dΛ (X1) = X1. Alors, Λ est polynômial. Plus
précisément, si pour ζ = (ζ1, ..., ζn−1) ∈ U , I = (i1, ..., in−1) ∈ Nn−1 on pose

|I|∗ =
n−1∑
ν=1

iνm̃ν, alors, pour tout 1 ≤ j ≤ n− 1, on a

Λj (ζ) =
∑

|I|∗=m̃j

ajI ζ
i1
1 ...ζ

in−1

n−1 avec ajI ∈ R.

Réciproquement, tout Λ de ce genre préserve X1.

Preuve.
Les courbes intégrales de X1 sont κζ (λ) =

(
λm̃1ζ1, ..., λ

m̃n−1ζn−1

)
où λ ∈ R.

Comme dΛ (X1) = X1, Λ envoie la courbe intégrale passant par ζ ci-dessus
sur la courbe intégrale passant par η = Λ (ζ). Donc, on obtient(

λm̃1Λ1(ζ), ..., λ
m̃n−1Λn−1(ζ)

)
= (Λ1 (κζ(λ)) , ...,Λn−1 (κζ(λ))) . (2.5)

Soit 1 ≤ j ≤ n− 1 �xé. On décompose Λj sous la forme suivante :

Λj (ζ) = Λ∗ (ζ) + R (ζ),

où Λ∗ (ζ) :=
∑
|I|∗=m̃

a∗i1,...,in−1
ζ i11 ...ζ

in−1

n−1 est non identiquement nul et m̃ est mi-

nimal tel qu' il existe une constante C > 0 véri�ant |R (κζ (λ)) | ≤ C|λ|m̃+1.
L'équation (2.5) implique

λm̃jΛj (ζ) = Λj (κζ (λ))

= λm̃Λ∗ (ζ) + R (κζ (λ)) . (2.6)

On divise maintenant l'équation (2.6) par λm̃. Puis, en faisant tendre λ vers
0, on obtient m̃ = m̃j et Λj (ζ) = Λ∗ (ζ) pour tout ζ ∈ Rn−1. �
Dans le corollaire suivant on considère un cas particulier.

Corollaire 2.1.1 Soit {m̃1, ..., m̃n−1} = {s1, ..., sk} avec s1 > s2 > ... > sk

(1 ≤ k ≤ n− 1). Si pour tout 1 ≤ r < k, on a sr 6=
k∑

ν=r+1

iν sν quel que soit

iν ∈ N, alors pour tout 1 ≤ j ≤ n − 1 et ζ ∈ Rn−1, Λj s'écrit sous la forme
linéaire suivante :
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Λj (ζ) =
n−1∑
ν=1

ajIν ζν, avec Iν = (0, ..., 1︸︷︷︸
ν

, 0, ..., 0).

Ici ajIν = 0 si m̃ν 6= m̃j.

Preuve.
Soit 1 ≤ j ≤ n− 1 �xé. Soit I = (i1, ..., in−1) ∈ Nn−1 tel que

n−1∑
ν=1

m̃νiν = m̃j.

Donc iν = 0 si m̃ν > m̃j. On envisage 2 cas :
• Soit iν0 = 1 pour m̃ν0 = m̃j. Alors, iν = 0 pour tout ν 6= ν0. Dans ce

cas, on obtient le résultat voulu.

• Soit iν = 0 pour tout ν avec m̃ν = m̃j. Alors, m̃j =
n−1∑
ν=1

m̃ν<m̃j

m̃νiν . Or, il

existe un r, 1 ≤ r < k, tel que m̃j = sr. Ainsi, on obtient sr =
n−1∑
ν=1

m̃ν<m̃j

m̃νiν =

n−1∑
µ=r+1

sµiµ. D'où la contradiction et ce cas n'a pas lieu. �

Remarques 2.1.2
1) Le lemme 2.1.2 signi�e que la représentation paramètrique du lemme
2.1.1 est univoquement déterminée à une transformation polynômiale près
Λ qui est �homogène à poids � ∑ν iν m̃ν. On remarque que Λ est un Cω-
di�éomorphisme et que sa fonction réciproque Λ−1 est encore une transfor-
mation polynômiale. De plus, Λ véri�e l'équation (2.5). C'est-à-dire, pour
tout λ ∈ R et ζ ∈ Rn−1, on a Λ ◦ κζ (λ) = κΛ(ζ) (λ).
2) Si m̃1 = ... = m̃n−1, alors pour tout 1 ≤ j ≤ n − 1 et ζ ∈ Rn−1, on a

Λj (ζ) =
n−1∑
l=1

ajl ζl, où ajl ∈ R. C'est-à-dire, la transformation des paramètres

Λ est R-linéaire.

Hypothèse (H2) :
On va dé�nir notre seconde hypothèse (H2) : soit un champ de vecteurs
X de classe Cω admissible à poids (m̃1, ..., m̃n−1) associé à la paramétrisa-
tion (U, γ) du lemme 2.1.1 tel que le champ de vecteurs X s'écrive sous la
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

forme
n−1∑
i=1

m̃iζi
∂

∂ζi
. On suppose qu'il existe un changement de variables poly-

nômial comme dans le lemme 2.1.2 et on note, dans les nouvelles coordonnées
ζ = (ζ1, ..., ζn−1), γ̃ : Ũ −→ γ̃

(
Ũ
)

=: M̃ le prolongement holomorphe de γ
sur la complexi�ée de M (notée M̃) où Ũ ⊃ U est un ouvert dans Cn−1.
Pour ζ = (ζ1, ..., ζn−1) ∈ Rn−1, η = (η1, ..., ηn−1) ∈ Rn−1, λ ∈ R, µ ∈ R,
on pose σ = ζ + i.η ∈ Cn−1, κζ (λ) :=

(
λm̃1ζ1, ..., λ

m̃n−1ζn−1

)
et κσ (µ, λ) :=

κζ (µ) + i.κη (λ).
Notons ρ la fonction dé�nissante de D au voisinage de p ∈ bD. Soit M ,
K ∈ N∗ tels queM ≤ K et mj := M

m̃j
∈ N∗, K

m̃j
∈ N∗ pour tout 1 ≤ j ≤ n−1.

Soit E le pseudo-ellipsoïde réel
{
ζ = (ζ1, ..., ζn−1) ∈ Rn−1 /

n−1∑
i=1

ζ2mi
i = 1

}
.

Alors, notre deuxième hypothèse est :

(H2)
Il existe des constantes ε > 0, 0 < c ≤ C telles que, pour tout
σ = ζ + i.η ∈ E+ i.E, |λ| < ε, |µ| < ε, on ait
c|λ|2M(|µ|+ |λ|)2(K−M) ≤ ρ (γ̃(κσ(µ, λ))) ≤ C|λ|2M(|µ|+ |λ|)2(K−M).

Dé�nition 2.1.1 Si un champ de vecteurs X de classe Cω sur M véri�e les
deux hypothèses (H1) et (H2), on dira que X est un champ de vecteurs pic-
admissible de pic-type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) au voisinage de p pour la classe
O.
Remarques 2.1.3
1) Si ρ1 est une autre fonction dé�nissante de D en p alors il existe une
fonction h strictement positive telle que ρ1 = hρ. Donc, l'hypothèse (H2) ne
dépend pas du choix de la fonction dé�nissante.
2) Pour ε > 0 su�samment petit, l'application suivante{

{(µ, λ) ∈ R2 / |µ| < ε, |λ| < ε} × (E+ i.E) → Cn−1

(µ, λ, σ) 7−→ κσ (µ, λ)

paramétrise un voisinage

Vε =

{
σ = ζ + i.η ∈ Cn−1 /

n−1∑
i=1

ζ2mi
i < ε2M ,

n−1∑
i=1

η2mi
i < ε2M

}
de l'origine

dans Cn−1. Pour σ ∈ Vε, on pose

A∗ (σ) :=

(
n−1∑
i=1

η2mi
i

)(
n−1∑
i=1

(
ζ2mi
i + η2mi

i

))K−M
M

.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Alors, on a

A∗ (σ) ≈ |λ|2M
(
µ2M + λ2M

)K−M
M

≈ |λ|2M (|µ|+ |λ|)2(K−M)

≈ ρ (γ̃ (σ)) .

avec des constantes strictement positives indépendantes de σ, µ, λ.
3) Si Λ = (Λ1, ...,Λn−1) est un changement de coordonnées linéaire tel que,

pour tout 1 ≤ j ≤ n − 1 et ζ ∈ Rn−1, on ait Λj (ζ) =
n−1∑
ν=1

ajIν ζν, où

Iν = (0, ..., 1︸︷︷︸
ν

, 0, ..., 0) et ajIν = 0 pour m̃ν 6= m̃j , alors la complexi�ée Λ̃ de

Λ véri�e Λ̃ ◦ κσ = κΛ̃(σ), pour tout σ ∈ Vε. Dans ce cas, si l'hypothèse (H2)
est valable alors elle reste invariante sous le changement polynômial Λ.

2.2 Énoncé du théorème principal.

Théorème 2.2.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de Cn à bord bD de
classe Cω. Soit M une sous variété Cω de dimension (n− 1) de bD, totale-
ment réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage d'un point p ∈ M. On
suppose que M admet un champ de vecteurs X de classe Cω pic-admissible
de pic-type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) au voisinage de p pour O. Alors, la sous
variété M est un ensemble localement pic en p pour la classe O.

Illustration :
Considérons dans C3, le domaineD dé�ni par ρ(z1, z2, w) < 0 où ρ(z1, z2, w) =
<w + y4

1 + y6
2 − 1, z1 = x1 + iy1 ∈ C, z2 = x2 + iy2 ∈ C. La sous variété

M = {(x1, x2, 1) / x1, x2 ∈ R} du bord bD est de classe Cω, totalement
réelle, de dimension 2 et complexe-tangentielle au voisinage de (0, 0, 1). Soit
le champ de vecteurs X = 3x1

∂
∂x1

+ 2x2
∂
∂x2

sur M.
• Le domaine D est convexe et à bord bD de classe Cω.
• Le champ de vecteurs X est pic-admissible de pic-type (6, 6; 3, 2) au

voisinage de (0, 0, 1) pour la classe O. En e�et, notons X = (x1, x2), Y =
(y1, y2), κX(µ) = (µ3x1, µ

2x2) pour µ ∈ R. Soit le pseudo-ellipsoïde E =
{X = (x1, x2) ∈ R2 / x4

1 + x6
2 = 1}. Pour µ, λ ∈ R, on pose σ = X +

i.Y ∈ E + i.E, κσ (µ, λ) = κX (µ) + iκY (λ) = (µ3x1, µ
2x2) + i (λ3y1, λ

2y2).
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

M est paramétrée par γ : (µ, λ) 7−→ (µ.X + iλ.Y, 1) au voisinage de (0, 0, 1).
La complexi�ée M̃ = {(z1, z2, 1) / z1, z2 ∈ C} de M est paramétrée par
γ̃. Comme ρ (γ̃ (κσ(µ, λ))) = λ12 alors le champ de vecteurs X véri�e bien
l'hypothèse (H2).

• M est donc un ensemble localement pic en (0, 0, 1) pour la classe O.
On peut prendre f (z1, z2, w) = w comme fonction pic.

2.3 Changement de coordonnées holomorphe.

On supposera désormais que la sous variété M admet un champ de vec-
teurs X de classe Cω, pic-admissible de pic-type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) au voi-
sinage d'un point p ∈M. Dans cette section, on donne d'abord des résultats
généraux qu'ils vont nous permettre d'énoncer la condition su�sante di�é-
remment puis de prouver notre théorème.
Le lemme suivant est donné dans le lemme 6 de [F-O] et aussi dans [N2, N4].
Ici, on donne les détails.
Lemme 2.3.1 Soit D un domaine de Cn à bord bD de classe Cω. Soit M
une sous variété Cω de dimension (n− 1) de bD, totalement réelle, complexe-
tangentielle dans un voisinage d'un point p ∈M.

Alors, il existe un changement de variables holomorphe (Z,w), avec Z =
X + i.Y ∈ Cn−1 et w = u+ iv ∈ C, qui ramène p à l'origine tel q'on ait dans
un voisinage U de l'origine :
(i) La sous variété M s'écrit sous la forme M = {(Z,w) ∈ U / Y = w = 0}.
De plus,M est contenue dans la sous variété N = {(Z,w) ∈ U / Y = u = 0}
de bD qui est totalement réelle, de dimension n.
(ii) Pour tout c ∈ R,Mc = {(Z,w) ∈ U / Y = u = 0 et v = c} est complexe-
tangentielle ou vide.
(iii) D ∩ U = {(Z,w) /ρ (Z,w) < 0} avec

ρ (Z,w) = u+ A (Z) + vB (Z) + v2R (Z, v).

(iv) Les fonctions A et B s'annulent à un ordre ≥ 2 si Y = 0.

Preuve.
Pour simpli�er les notations, on donne la preuve de ce lemme dans le cas
n = 3. Elle reste vraie pour n ≥ 2. Soit γ la paramétrisation de M suivante
γ :
{
U ′ → C3

(t1, t2) 7−→ γ(t1, t2)
, de classe Cω dans U ′ telle que γ(0) = p, où
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

U ′ est un voisinage ouvert de 0R2 . Or rg ∂(γ1,γ2,γ3)
∂(t1,t2)

= 2 en 0R2 . Après une
translation et une rotation unitaire des coordonnées dans C3, on ramène p à
l'origine et les espaces tangents réel et complexe à bD en 0 sont

T0 (bD) = C2 × iR et TC
0 (bD) = C2 × {0} respectifs.

La famille {v1 = dγ
dt1

(0) , v2 = dγ
dt2

(0)} constitue une base dans T0 (M) ⊂ C2×
{0}. CommeM est totalement réelle, l'espace engendré par {v1, v2} sur C est
C2×{0}. Soit l'application linéaire, bijective Φ : C2×{0} → C2×{0} telle que
Φ(v1) = (1, 0, 0) et Φ (v2) = (0, 1, 0). Si on pose Φ̃(z1, z2, w) = (Φ(z1, z2), w)

alors Φ̃ transforme les espaces tangents réel et complexe de bD à l'origine sur
eux-mêmes. Considérons la nouvelle paramétrisation γ̃ = Φ̃ ◦ γ. Alors, on a

dγ̃

dt1
(0) = (1, 0, 0) et dγ̃

dt2
(0) = (0, 1, 0) .

Dans ce qui suit, on note γ à la place de γ̃ et n (z1, z2, w) la normale extérieure
à bD. On peut prendre |n| = 1. On pose L (z1, z2, w) = in (z1, z2, w) le champ
de vecteurs tangents au bord qui est orthogonal à TC

(z1,z2,w) (bD). Alors, pour
tout (z1, z2, w) ∈ bD, il existe une courbe intégrale l(z1,z2,w) (λ) de L véri�ant

l(z1,z2,w)(0) = (z1, z2, w) et dl(z1,z2,w)

dλ
(λ) = L

(
l(z1,z2,w) (λ)

)
.

l(z1,z2,w) (λ) est Cω par rapport à λ et (z1, z2, w). De plus, on a l(z1,z2,w) (λ) ∈
bD.
Soit l'application θ :

{
U → C3

(t1, t2, λ) 7−→ lγ(t1,t2) (λ)
, où U est un voisinage

ouvert su�samment petit de 0R3 . Il est clair que θ est de classe Cω dans U
et que dθ

dλ
(t1, t2, λ) = L

(
lγ(t1,t2) (λ)

)
.

En particulier, on a : dθ
dλ

(t1, t2, 0) = L
(
lγ(t1,t2)(0)

)
= Lγ(t1, t2) = in (γ(t1, t2)).

À l'origine de R3, on obtient :
dθ

dλ
(0) = (0, 0, i) ,

dθ

dt1
(0) =

dγ

dt1
(0) = (1, 0, 0) et dθ

dt2
(0) =

dγ

dt2
(0) = (0, 1, 0) .

Ainsi, rg ∂(θ1,θ2,θ3)
∂(t1,t2,λ)

= 3 en 0R3 . Alors, il existe Ũ ⊂ U un voisinage ouvert
de 0R3 tel que θ : Ũ → θ(Ũ) =: Ñ, soit un Cω-di�éomorphisme entre Ũ et
une sous variété Ñ de bD, Cω, totalement réelle, de dimension 3. Notons
θ̃ : (z1, z2, w) 7−→ (z̃1, z̃2, w̃) la complexi�ée de θ. Alors, θ̃ est un biholomor-
phisme d'un voisinage V de 0C3 dans un voisinageW de l'origine. Par rapport
à ces nouvelles coordonnées (z̃1, z̃2, w̃), on a :

26

te
l-0

00
84

01
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

5 
Ju

l 2
00

6



Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Ñ = {(z̃1, z̃2, w̃) ∈ W / =z̃1 = =z̃2 = =w̃ = 0} et
M = {(z̃1, z̃2, w̃) ∈ W / =z̃1 = =z̃2 = w̃ = 0}.

Soit q ∈ W . On considère Σq = Tq

(
Ñ
)
∩ TC

q (bD).
Comme Ñ est totalement réelle, on a

dimR Σq = dimR Tq

(
Ñ
)

+ dimR T
C
q (bD)− dimR

(
Tq

(
Ñ
)

+ T cq (bD)
)

= 2.

Ainsi, on associe à chaque point q ∈ W un R-sous espace vectoriel Σq. On
montre d'abord que le système {Σq, q ∈ W} est un système analytique réel et
involutif. En e�et, soit Tq = (T1, T2, T3) ∈ R3 un vecteur tangent à Ñ en q =

(z̃1, z̃2, w̃) ∈ Ñ. Alors, on a < (n1T1 + n2T2 + n3T3) = 0 où n = (n1,n2,n3)
est le champ de vecteurs normal à bD en q. D'où n (q) = i (a1(q), a2(q), a3(q))
avec ai (q) ∈ R pour tout i = 1, 2, 3. Ainsi, Σq est caractérisé par

Σq = {(T1, T2, T3) ∈ R3 / a1(q)T1 + a2(q)T2 + a3(q)T3 = 0}.

Comme n (0, 0, 0) = (0, 0, i), on a n3 (q) 6= 0 dans un voisinage ouvert suf-
�samment petit W de 0C3 ∈ bD. Considérons T = (T1, T2, T3) un champ
de vecteurs tel que Tq ∈ Σq pour tout q ∈ Ñ. Alors, on a T1(q)a1(q) +
T2(q)a2(q) + T3(q)a3(q) = 0. On prolonge maintenant le champ de vecteurs
T en un champ de vecteurs T̃ analytique réel sur W de la façon suivante :

T̃1(q) = T1 (<(q))

T̃2(q) = T2 (<(q))

T̃3(q) = − 1
n3(q)

(T1 (q)n1 (q) + T2 (q)n2 (q))

. Ainsi,

· T̃ est un champ de vecteurs complexe-tangentiel à bD en tout point q ∈ W .
· T̃

Ñ
= T .

Soit K = (K1, K2, K3) un autre champ de vecteurs tel que Kq ∈ Σq pour tout
q ∈ Ñ. De même, on construit un prolongement K̃ du champ de vecteurs K
véri�ant les mêmes propriétés que celles de T̃ . Ainsi, le crochet de Lie

[
T̃ , K̃

]
est complexe-tangentiel à bD en tout point de W . De plus, comme T̃ et K̃
sont tangentiels à Ñ, on obtient

[
T̃ , K̃

]
est tangentiel à Ñ. C'est-à-dire, on

a

[T,K]q =
[
T̃ , K̃

]
q
∈ Σq, ∀q ∈ Ñ.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Donc, le système
{

Σq, q ∈ Ñ
}
est involutif. De plus, il est engendré par deux

champs de vecteurs χ1 =
(
1, 0,−a1

a3

)
et χ2 =

(
0, 1,−a1

a3

)
qui sont analytiques

réels. D'après le théorème de Frobenius [Bo] (version analytique réelle), il
existe un changement de coordonnées ψ : (z̃1, z̃2, w̃) 7−→ (z′1, z

′
2, w

′) de classe
Cω surW∩N ′ véri�ant ψ (0) = 0 et dψ (Σq) = R2×{0}, pour tout q ∈ W∩N ′.
Ainsi, pour tout c ∈ R, les �bres M ′

c = {(z′1, z′2, w′) ∈ W ∩N ′ / u′ = c} sont
complexe-tangentielles à bD. De plus, M ′

0 = ψ (M). En complexi�ant χ1 et
χ2 au voisinage de l'origine, on obtient un système holomorphe involutif.
Donc, il existe un changement des coordonnées holomorphe sur W tel que
Tq (M ′

c) = R2 × {0} soit un R-sous espace vectoriel de TC
q (bD) pour tout

q ∈ N ′ et le champ de vecteurs (0, 0, 1) soit tangentiel à bD. Alors, pour
tout q ∈ N ′, on a n (q) = (0, 0, ia3(q)) = (0, 0, i). Maintenant, on e�ectue

le changement de variables biholomorphe suivant :


z1 = z′1
z2 = z′2
w = iw′

. On prouve

dans un voisinage U su�samment petit de l'origine de C3 :
M = {(z1, z2, w) / y1 = y2 = w = 0} et N = {(z1, z2, w) / y1 = y2 = u = 0},
où N est �brée par les �bres Mc = {(z1, z2, w) ∈ N / v = c}c∈R. D'où i) et
ii) du lemme.
En représentant le bord bD comme graphe au-dessus de C2 × iR, on prouve
iii) :
bD = {(z1, z2, w)/ρ(z1, z2, w) = u+A(z1, z2)+vB(z1, z2)+v

2R(z1, z2, v) = 0}.
Comme M ⊂ bD alors A (x1, x2) = 0.
Or M est complexe-tangentielle. Alors, on a{

∂ρ
∂z1

(x1, x2, 0) = 0
∂ρ
∂z2

(x1, x2, 0) = 0
. Ceci implique

{ ∂A
∂y1

(x1, x2) = 0
∂A
∂y2

(x1, x2) = 0
.

Donc, A s'annule à un ordre ≥ 2 quand y1 = y2 = 0.
Comme N ⊂ bD alors on a

A (x1, x2) + v B (x1, x2) + v2 R (x1, x2, v) = 0.
Or, le vecteur ∂

∂v
est tangent à N alors B (x1, x2) = 0.

Comme le gradient ∇ρ = (0, 0,−1) est constant le long de N, alors{
∂ρ
∂z1

(x1, x2, v) = 0
∂ρ
∂z2

(x1, x2, v) = 0
. Ceci implique

{
∂ρ
∂y1

(x1, x2, v) = 0
∂ρ
∂y2

(x1, x2, v) = 0
.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Ceci est équivalent à :
{ ∂A

∂y1
(x1, x2) + v ∂B

∂y1
(x1, x2) + v2 ∂R

∂y1
(x1, x2, v) = 0

∂A
∂y2

(x1, x2) + v ∂B
∂y2

(x1, x2) + v2 ∂R
∂y2

(x1, x2, v) = 0
.

C'est-à-dire, on a
{ ∂B

∂y1
(x1, x2) + v ∂R

∂y1
(x1, x2, v) = 0

∂B
∂y2

(x1, x2) + v ∂R
∂y2

(x1, x2, v) = 0
.

Maintenant, on prend v = 0. On obtient : ∂B
∂y1

(x1, x2) = ∂B
∂y2

(x1, x2) = 0.
D'où B s'annule à un ordre ≥ 2 si y1 = y2 = 0. De plus, toutes les dérivées
premières de R sont nulles si y1 = y2 = 0 car le vecteur ∂

∂v
est tangent le long

de N. Ceci achève la preuve de iv) et du lemme. �
La proposition suivante se trouve dans [B-I1] pour n = 2 .
Proposition 2.3.1
1) Si l'hyperplan H = Cn−1× iR = {(Z, iv) / Z ∈ Cn−1, v ∈ R} se trouve à
l'extérieur de D dans un voisinage U de l'origine, alors il existe une constante
T > 0 telle que B2 ≤ TA, pour tout Z assez proche de 0Cn−1.
2) S'il existe une constante T > 0 telle que, pour tout Z assez proche de 0Cn−1,
on ait B2 ≤ TA, alors il existe un voisinage U de l'origine dans Cn et une
fonction ψ holomorphe sur U tels que :

{
<ψ < 0 sur D ∩ U si w 6= 0
ψ = 0 si w = 0

.

Preuve.
1) Soient (Z,w) ∈ H ∩ U et δ > 0 tels que |Z| ≤ δ et |w| ≤ δ. On a

A (Z) + v B (Z) + v2 R (Z, v) ≥ 0.

Or κ = min

1
2
; δ

2 sup
|Z|≤δ

|B (Z)| ;
1

2 sup
|Z|≤δ,|w|≤δ

|R (Z, v)|

 > 0.

On pose v = −Bκ. Alors, on a A − B2κ + RB2κ2 ≥ 0. Ceci implique
A ≥ B2κ(1− κR). Or |κR| ≤ 1

2
. Alors, on obtient 1− κR ≥ 1− |κR| ≥ 1

2

et A ≥ B2 κ
2
. Il su�t de prendre T = 2

κ > 0.
2) Soient (Z,w) ∈ D ∩ U et δ > 0 tels que |Z| ≤ δ et |w| ≤ δ. On a :

0 ≥ ρ (Z,w) = u + A (Z) + v B (Z) + v2 R (Z, v)

= u +

(
A (Z) + vB (Z) +

T

4
v2

)
+

[
R (Z, v)− T

4

]
v2

≥ u−K1 v
2,

où K1 = T
4
− inf

|Z|≤δ,|w|≤δ
|R (Z, v)| > 0.

Donc, D ∩ U ⊂ D1 = {(Z,w) ∈ U / u − K1 v
2 ≤ 0}.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Prenons maintenant l'application ψ : w 7−→ w′ = w
1 − 2K1w

. ψ est holomorphe
dans un disque centré à l'origine et de rayon assez petit. De plus, on a
ψ ({(u, v) / K1 (u2 + v2)− u ≥ 0}) = {(u′, v′) / K1 (u′2 + v′2) + u′ ≤ 0}.

En e�et, ψ(u, v) =

(
u−2K1(u2+v2)

4K1(K1(u2+v2)−u)+1
; v

4K1(K1(u2+v2)−u)+1

)
. Alors, on a

ψ(C(I, 1
2K1

)) = C(Ω, 1
2K1

), où C(I, 1
2K1

) est le cercle de centre I = ( 1
2K1

, 0) et de
rayon 1

2K1
et C(Ω, 1

2K1
) est le cercle de centre Ω = ( −1

2K1
, 0) et de rayon 1

2K1
. Or

ψ( 1
4K1

) = 1
8K1

> 0. Donc l'image de l'extérieur du disque {(u, v) / K1(u
2 +

v2) − u ≤ 0} par ψ est le disque {(u′, v′) / K1(u
′2 + v′2) + u′ ≤ 0}. On a

ainsi :
{
<ψ < 0 sur D ∩ U si w 6= 0
ψ = 0 si w = 0

. �

Exemple 2.3.1 ([B-I1]) Considérons dans C2, le domaine D dé�ni dans un
voisinage ouvert U de l'origine par : ρ(z, w) = u + A(z) + v B(z) < 0,
avec A(z) = y4

[
(ax− y)2 + |z|4m

]
, B(z) = y4|z|2s, z = x + iy, w = u + iv,

a > 0 un réel assez grand, m et s sont deux entiers positifs qui véri�ent la
condition : m > s+ 1 > 4.

• Le domaine D est pseudoconvexe et à bord Cω. En e�et, on a ∆[y4(ax−
y)2] = 2y2[(a2 + 15)y2− 20axy+ 6a2x2]. Alors, il existe une constante C > 0
tel qu'on ait : ∆ [y4(ax− y)2] ≥ Cy2|z|2. Comme ∂zρ = O (y3|z|2), ∂wρ =
1
2

+O (y4|z|2s), ∂2
zw = O (y3|z|2s) et ∂2

wwρ = 0, on obtient

Lév ρ [(−∂wρ, ∂zρ)] = ∂2
zzρ |∂wρ|2 − 2<

(
∂2
zwρ ∂zρ ∂wρ

)
+ ∂2

wwρ |∂zρ|2

≥ C

4
y2|z|2 +O

(
y6|z|2s+2

)
.

• La sous variété M = {(z, w) ∈ U / y = w = 0} est complexe-
tangentielle au voisinage de l'origine. En e�et, soit p ∈ M ∩ U , on a :
TC
p (bD) = {(t1, t2) ∈ C2 / t2 = 0} ⊇ Tp (M).
• La complexi�ée M̃ = {(z, w) ∈ U / w = 0} de M véri�e la condition

nécessaire : M̃ ∩D ∩ U =M ∩ U . En e�et, on a ρ(z, 0) ≥ 0 et ρ(z, 0) = 0 si
et seulement si y = 0.

• B2

A
n'est pas borné au voisinage de l'origine de C. Donc, M n'est pas

un ensemble localement pic à l'origine pour la classe O.

Dans ce qui suit, on va travailler avec les coordonnées holomorphes (Z,w)
où Z = X + i.Y ∈ Cn−1 et w = u + iv ∈ C du lemme 2.3.1. Le champ
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

de vecteurs X qui est pic-admissible de pic-type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) donné
dans ces coordonnées laisse invariant les propriétés sur les fonctions A et
B. En e�et, le changement Λ des lemmes 2.1.1 et 2.1.2 n'a�ectent que les
variables Z = (z1, ..., zn−1). De plus, si on note Λ̃ la complexi�ée de Λ on
remarque que A ◦ Λ̃ (ζ) s'annule à un ordre ≥ 2 si =ζ = 0 car =

(
Λ̃(ζ)

)
= 0

si =ζ = 0. On peut donc supposer que l'hypothèse (H2) est réalisée dans les
coordonnées de M.
Dans la suite, on pose kν =: K

m̃ν
∈ N∗ et κ = K

M
= kν

mν
≥ 1 (κ ne dépend pas

de ν).
Remarques 2.3.1
1) Grâce à κ = kν

mν
≥ 1 pour tout 1 ≤ ν ≤ n− 1, on remarque que pour tout

Z = (z1, ..., zn−1) ∈ V où V est un voisinage ouvert su�samment petit de
l'origine de Cn−1, on a :

n−1∑
ν=1

|zν |2(kν−mν) ≈

(
n−1∑
ν=1

|zν |2mν
)κ−1

.

On dé�nit les pseudo-normes suivantes par rapport aux nouvelles coordonnées
Z = (z1, ..., zn−1) sur la complexi�ée M̃ = {(Z,w) ∈ U / w = 0} de M :

||Y ||∗ =

(
n−1∑
ν=1

yν
2mν

)1/2M

et ||Z||∗ =

(
n−1∑
ν=1

|zν |2kν
)1/2K

.

2) Comme(
n−1∑
ν=1

|zν |2kν
)1/2K

=

(
n−1∑
ν=1

|zν |2κmν
)1/2K

≈

(
n−1∑
ν=1

|zν |2mν
)κ/2K

=

(
n−1∑
ν=1

|zν |2mν
)1/2M

,

on peut employer les nombres mν au lieu des kν et M au lieu de K dans la
dé�nition de la pseudo-norme ||Z||∗.
3) Soient ζ0 = (ζ0,1, ..., ζ0,n−1) ∈ Rn−1 et η0 = (η0,1, ..., η0,n−1) ∈ Rn−1 tels

que
n−1∑
ν=1

η2mν
0,i =

n−1∑
ν=1

η2mν
0,ν = 1. Pour ε > 0, |µ| ≤ ε, |λ| ≤ ε, Z = X + i.Y =

κζ0 (µ) + i.κη0 (λ) où κη0 (λ) =
(
λm̃1η0,1, ..., λ

m̃n−1η0,n−1

)
, on a :
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

||Z||∗ :=

(
n−1∑
ν=1

(ζ2mν
ν + η2mν

ν )

) 1
2M

et ||Y ||∗ :=

(
n−1∑
ν=1

η2mν
ν

) 1
2M

et du coup

||Z||∗ =

(
n−1∑
ν=1

(µ2Mζ2mν
0,ν + λ2Mη2mν

0,ν )

) 1
2M

≈ |µ|+ |λ| et ||Y ||∗ ≈ |λ|.

Avec ces notations, l'hypothèse (H2) est équivalente à :

ρ (γ̃(σ)) ≈ A∗ (σ) = A (Z) ≈ ||Y ||2M∗ ||Z||2(K−M)
∗

dans un voisinage de l'origine dans Cn−1 avec des constantes strictement
positives indépendantes de Z ∈ Vε.
4) Quand K = M = 1, les m̃i sont tous égaux et valent 1. Dans ce cas, Pour
Z = X + i.Y ∈ Cn−1 assez proche de l'origine, A (Z) ≈ ||Y ||2∗ = ‖Y ‖2.
On retrouve ainsi la propriété sur A concernant les domaines strictement
pseudoconvexes au voisinage d'un point p du bord bD.
Dans ce qui suit, on pourra donc supposer que A véri�e la propriété suivante :

(H)
Il existe deux constantes 0 < c ≤ C telles que, pour tout
Z = X + i.Y assez proche de l'origine de Cn−1, on ait :
c||Y ||2M∗ ||Z||2K−2M

∗ ≤ A (Z) ≤ C||Y ||2M∗ ||Z||2K−2M
∗ .

2.4 Décomposition d'une fonction Cω suivant
les poids.

Dans cette section, on s'intéresse à l'ordre d'annulation de certaines fonc-
tions analytiques réelles sur M au voisinage de p = 0 ∈M.
Dé�nition 2.4.1 Soit χ≡/ 0 un monôme dans C [z1, z1, ..., zn−1, zn−1]. χ =
aI,J zi11 z

j1
1 ... z

in−1

n−1 z
jn−1

n−1 avec aI,J 6= 0, I = (i1, ..., in−1) ∈ Nn−1 et J =
(j1, ..., jn−1) ∈ Nn−1. On dé�nit le Z-poids de χ, noté PZ (χ), par :

PZ (χ) =
n−1∑
ν=1

m̃ν (iν + jν) .

Si g ∈ C [z1, z1, ..., zn−1, zn−1] est une somme de monômes du même Z-poids
L, on dit que g est homogène en Z-poids L.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Soit Ξ≡/ 0 un monôme dans R [x1, y1, ..., xn−1, yn−1]. Ξ s'écrit sous la forme
Ξ = αI,J yi11 ...y

in−1

n−1 xj11 ...x
jn−1

n−1 avec αI,J 6= 0, I = (i1, ..., in−1) ∈ Nn−1 et
J = (j1, ..., jn−1) ∈ Nn−1. On dé�nit le Y -poids de Ξ, noté PY (Ξ), par :

PY (Ξ) =
n−1∑
ν=1

m̃ν iν .

Si h ∈ R [x1, y1, ..., xn−1, yn−1] est une somme de monômes du même Y -poids
L′, on dit que h est homogène en Y -poids L′.

Remarques 2.4.1
1) Un monôme Ξ admet deux poids PY (Ξ) et PZ (Ξ). On peut ainsi décom-
poser un tel polynôme à plusieurs variables Z = (z1, ..., zn−1) avec n ≥ 3
suivant son poids en Z ou son poids en Y = (=z1, ...,=zn−1).
2) Si Ξ = aI y

i1
1 ...y

in−1

n−1 est un monôme en Y avec I = (i1, ..., in−1) ∈ Nn−1

alors PY (Ξ) = PZ (Ξ).

Dé�nition 2.4.2 Soit f≡/ 0 une fonction Cω dans un voisinage ouvert V de
l'origine de Cn−1. f admet une décomposition à l'origine de la forme

f (z1, ..., zn−1) =
∑

I=(i1,...,in−1)∈Nn−1

J=(j1,...,jn−1)∈Nn−1

aI,J z
i1
1 ...z

in−1

n−1 z
j1
1 ...z

jn−1

n−1 ,

et une décomposition en Y = (y1, ..., yn−1) de la forme

f (z1, ..., zn−1) =
∑

I=(i1,...,in−1)∈Nn−1

aI (x1, ..., xn−1) yi11 ...y
in−1

n−1 .

On dé�nit le Z-poids de f comme étant le plus petit Z-poids d'un sommant
non identiquement nul de f dans sa décomposition à l'origine. De même, on
dé�nit le Y -poids de f le poids qui correspond au plus petit Y -poids dans sa
décomposition en Y . On note f = OY,Z (PY (f),PZ(f)).

Exemple 2.4.1 Soit A le polynôme : A(z1, z2) = (y4
1 + y12

2 ) (|z1|2 + |z2|6).
Alors, on a : m1 = 2, m2 = 6, k1 = 3, k2 = 9, κ = 3

2
, M = 6, K = 9, m̃1 = 3

et m̃2 = 1. Donc, le Z-poids de A est PZ (A) = 18 = 2K et le Y -poids de A
est PY (A) = 12 = 2M . Donc A = OY,Z (2M, 2K).
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Lemme 2.4.1 Soit S,R ∈ N, R ≥ S et F (X, Y ) =
∑
I,J

FI,J Y IXJ une

fonction de classe Cω dans un voisinage ouvert de l'origine de Cn−1 tels
que, pour tout multi-indices I = (i1, ..., in−1), J = (j1, ..., jn−1) dans Nn−1,
FI,J = 0 ou {

PY
(
FI,J Y

IXJ
)
≥ S

PZ
(
FI,J Y

IXJ
)
≥ R ≥ S

.

Alors, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout Z = X + i.Y assez
proche de l'origine de Cn−1, on ait : |F (Z)| ≤ C||Y ||S∗ .||Z||R−S∗ .

Preuve.
La série

∑
I,J

FI,J Y
IXJ est une série absolument convergente dans un voisi-

nage ouvert V su�samment petit de l'origine. Alors, il existe 0 < ε < 1 tel
qu'on ait : ∑

I,J

|I|+|J |>R

|FI,J | ε|I|+|J | <∞.

On considère le monôme Y IXJ tel que :


S̃ =

n−1∑
ν=1

m̃νiν ≥ S

R̃ =
n−1∑
ν=1

m̃ν (iν + jν) ≥ R

.

Pour tout 1 ≤ ν ≤ n− 1, on pose |yν | = ηm̃νν , |xν | = τ m̃νν , η = |(η1, ..., ηn−1)|
et τ = |(τ1, ..., τn−1)|. Alors, on a :
∣∣Y IXJ

∣∣ ≤ ηS̃ τ R̃−S̃ ≤ ηS̃ ‖(η, τ)‖R̃−S̃, où ‖(η, τ)‖ = (η2 + τ 2)
1/2.

Ainsi, on obtient :
∣∣Y IXJ

∣∣ ≤ ηS ‖(η, τ)‖R−S ‖(η, τ)‖R̃−R. Ceci implique

|F (X, Y )| ≤
∑
I,J

|FI,J |
∣∣Y IXJ

∣∣
≤ ηS ‖(η, τ)‖R−S

(∑
I,J

|FI,J | ‖(η, τ)‖R̃−R
)
.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Maintenant, calculons le terme ηS ‖(η, τ)‖R−S.

Or η2 =
n−1∑
ν=1

η2
ν =

n−1∑
ν=1

|yν |
2
m̃ν =

n−1∑
ν=1

|yν |
2mν
M . D'après la remarque 2.3.1, il

existe une constante uniforme c1 > 0 telle qu'on ait :
n−1∑
ν=1

|yν |
2mν
M ≤ c1

(
n−1∑
ν=1

|yν |2mν
) 1

M

.

De même, on a

‖(η, τ)‖2 =
n−1∑
ν=1

(
|xν |

2mν
M + |yν |

2mν
M

)
≤ 2 (n− 1)

n−1∑
ν=1

|zν |
2mν
M

≤ 2 (n− 1) c2

(
n−1∑
ν=1

|zν |2mν
) 1

M

,

où c2 est une constante uniforme positive. Finalement, on obtient :

ηS ‖(η, τ)‖R−S ≤ CS
1

(
n−1∑
ν=1

|yν |2mν
) S

2M

.

(
n−1∑
ν=1

|zν |2mν
)R−S

2M

,

où CS
1 = c

S/2
1 .

(
c2
√

2 (n− 1)
)(R−S)/2

> 0.
Avec un calcul analogue pour le terme ‖(η, τ)‖R̃−R, on prouve qu'il existe
une constante uniforme C2 = c

1/2
1 .
(√

2 (n− 1)
)1/2

> 0 telle que, pour tout
Z ∈ V , on ait :

‖(η, τ)‖R̃−R ≤ CR̃−R
2

(
n−1∑
ν=1

|zν |2mν
) R̃−R

2M

.

Maintenant, il reste à prouver que : pour tout Z ∈ V ,

∑
I,J

|I|+|J |>2R

|FI,J |

C2

(
n−1∑
ν=1

|zν |2mν
) 1

2M

R̃−R <∞.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Donc, il su�t de montrer que : pour tout |I|+ |J | > 2R,

χR̃ : = CR̃−R
2

(
n−1∑
ν=1

|zν |2mν
) R̃−R

2M

< ε|I|+|J |, ∀Z ∈ V .

Soit Z0 = (z0,1, ..., z0,n−1) ∈ Cn−1 tel que
n−1∑
ν=1

|z0,ν |2mν = 1.

Pour 1 ≤ ν ≤ n− 1, on pose zν = λm̃νz0,ν avec 0 < λ < 1. On obtient :

χR̃ ≤ CR̃−R
2

(
n−1∑
ν=1

λ2mνm̃ν |z0,ν |2mν
) R̃−R

2M

≤ CR̃−R
2 λR̃−R.

Soit ε tel que C2λ < ε2 < 1. Alors, on a :

(C2λ)R̃−R = (C2λ)


n−1∑
ν=1

m̃ν (iν + jν) −R


≤ (C2λ)|I|+|J |−R

< ε2(|I|+|J |)−2R < ε|I|+|J |.

On remarque que lorsque λ < ε2

C2
alors le point Z varie dans un voisinage

ouvert de l'origine et vice-versa. �

Lemme 2.4.2 Sous les hypothèses du lemme 2.4.1, on suppose que S ≥
M et R ≥ K = κM . Alors, |F |2

A
est uniformément borné sur un voisinage

su�samment petit de l'origine de Cn−1.
Preuve.
Soit Z = X + i.Y ∈ V . Comme A véri�e l'inégalité (H) alors il existe une
constante c > 0 telle qu'on ait :

A (Z) ≥ c||Y ||2M∗ ||Z||2K−2M
∗ .

D'après la remarque 2.3.1 et le lemme 2.4.1, il existe une constante C > 0
telle qu'on ait :

|F |2

A
≤ C.||Y ||2S∗ .||Z||2R−2S

∗

c.||Y ||2M∗ .||Z||2K−2M
∗

≤ C.||Y ||2S−2M
∗ .||Z||2R−2S

∗

c.||Z||2K−2M
∗

≤ C1.||Z||2R−2K
∗ ,
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

où C1 une constante uniforme > 0. Or, par hypothèse R ≥ K. Donc, |F |2
A

est
uniformément borné. �

Lemme 2.4.3 Soient X = (x1, ..., xn−1) ∈ Rn−1 �xé et PX ∈ R [y1, ..., yn−1]
un polynôme, homogène en Y-poids L. Alors, on a :

1)
n−1∑
ν=1

∂PX
∂yν

(y1, ..., yn−1) m̃ν yν = L PX (y1, ..., yn−1).

2)
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2PX
∂yν∂yµ

(y1, ..., yn−1) m̃νm̃µyνyµ +
n−1∑
ν=1

∂PX
∂yν

(y1, ..., yn−1) m̃
2
νyν =

L2 PX (y1, ..., yn−1).

Preuve.
Pour 1 ≤ ν ≤ n−1, on pose yν = ỹm̃νν . On considère maintenant le polynôme
QX dé�ni par : QX (ỹ1, ..., ỹn−1) = PX

(
ỹm̃1

1 , ..., ỹ
m̃n−1

n−1

)
. QX est un polynôme

homogène en Ỹ = (ỹ1, ..., ỹn−1), au sens classique, de degré L.
1) En écrivant l'équation d'Euler pour QX , on obtient :

n−1∑
ν=1

ỹν
∂QX

∂ỹν
= LQX .

Ceci est équivalent à :
n−1∑
ν=1

ỹν
∂PX
∂yν

∂yν
∂ỹν

=
n−1∑
ν=1

m̃ν yν
∂PX
∂yν

= LPX .

2) De même, on a :
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2QX

∂ỹν∂ỹµ
ỹν ỹµ = L (L− 1)QX .

Or,

∂2QX

∂ỹν∂ỹµ
=

∂

∂ỹν

(
∂QX

∂yµ

∂yµ
∂ỹµ

)
=

∂

∂ỹν

(
m̃µỹ

m̃µ−1
µ

∂QX

∂yµ

)
= δν,µm̃µ (m̃µ − 1) ỹm̃µ−2

µ

∂QX

∂yµ
+

∂2QX

∂yν∂yµ
m̃ν ỹ

m̃ν−1
ν m̃µỹ

m̃µ−1
µ
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

avec δν,µ =

{
1 si ν = µ
0 sinon . Donc, on obtient :

∑
1≤ν,µ≤n−1

∂2QX

∂ỹν∂ỹµ
ỹν ỹµ =

n−1∑
ν=1

∂PX
∂yν

m̃ν(m̃ν − 1)yν +
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2PX
∂yν∂yµ

m̃νm̃µyνyµ.

En tenant compte de 1), on trouve l'expression voulue. �

Lemme 2.4.4 Si PX≡/ 0 est un polynôme dans R [y1, ..., yn−1], homogène en
Y-poids PY (PX) = L dont tous les sommants de PX soient de degré ≥ 2
alors,

SY (PX) (y1, ..., yn−1) :=
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2PX
∂yν∂yµ

(y1, ..., yn−1) m̃νm̃µ yνyµ est non

identiquement nul.

Preuve.
Soit PX un polynôme dépendant exactement de (n− r − 1) variables où 0 ≤
r ≤ n − 2. Moyennant une permutation de variables, on peut supposer que
PX ∈ R [yr+1, ..., yn−1].
Supposons que SY (PX) est identiquement nul. D'après le lemme 2.4.3, on a

n−1∑
ν=r+1

∂PX
∂yν

m̃2
ν yν = L2 PX .

Or, on a
n−1∑
ν=r+1

∂PX
∂yν

m̃ν yν = LPX . Alors, on obtient, pour tout (yr+1, ..., yn−1),

n−1∑
ν=r+1

m̃ν (L− m̃ν)
∂PX
∂yν

(y1, ..., yn−1) yν = 0. (2.7)

Pour r + 1 ≤ ν ≤ n− 1, on pose τν = m̃ν (L− m̃ν). On a τν > 0.
En e�et, soit τµ = 0 pour un µ avec r + 1 ≤ µ ≤ n− 1.
Notons PX (yr+1, ..., yn−1) =

∑
I=(ir+1,...,in−1)

aI (X) y
ir+1

r+1 ...y
in−1

n−1 . Pour tout som-

mant de PX , on a : m̃ν = L =
n−1∑
ν=r+1

m̃ν iν . Alors, deux cas sont possibles

pour ce sommant :
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

• iµ = 1 et iν = 0 pour tout ν 6= µ.
• iµ = 0.

Or, le premier cas est impossible d'après l'hypothèse faite sur le degré. Donc,
iµ = 0 pour ce sommant. Mais, ce cas est aussi impossible d'après le choix
des variables.
Considérons maintenant, le produit scalaire < | >τ dé�ni sur Rn−r−1 par :

∀a = (ar+1, ..., an−1) ,∀b = (br+1, ..., bn−1) , < a|b >τ=
n−1∑
ν=r+1

τν aνbν .

L'équation (2.7) est équivalente à < ∇ (PX) |Y >τ= 0, ∀Y ∈ Rn−r−1 où
∇ (PX) désigne le gradient de PX . Donc PX est identiquement nul.
En e�et, soit Y ∈ Rn−r−1 6= 0 �xé. On considère la fonction f (λ) =
PX (λτr+1 yr+1, ..., λ

τn−1 yn−1), λ > 0. f est dérivable sur ]0,+∞[. On a, pour
tout λ > 0,

f ′ (λ) =
n−1∑
j=r+1

∂PX
∂yj

(λτr+1 yr+1, ..., λ
τn−1 yn−1) τjλ

τj−1yj.

Pour 1 + r ≤ j ≤ n− 1, on pose wj = λτj yj. On obtient

f ′ (λ) =
1

λ

n−1∑
j=r+1

τjwj
∂PX
∂yj

(wr+1, ..., wn−1) =
1

λ
< ∇PX |w >τ = 0,

où w = (wr+1, ..., wn−1). Donc, f est constante.
Comme f (1) = PX (yr+1, ..., yn−1) = lim

λ→0
f (λ) = PX (0) = 0 alors PX est

identiquement nul. D'où la contradiction. �

2.5 Démonstration du théorème.

La preuve du théorème 2.2.1 se fait en trois étapes. Elle est basée sur
le lemme 2.3.1 et la proposition 2.3.1. La première étape consiste à calculer
la forme de Lévi dans une direction complexe tangente particulière. Dans la
deuxième étape, nous e�ectuons une �analyse à poids� de cette dernière en
utilisant les résultats des lemmes 2.4.3 et 2.4.4. Dans la dernière étape, nous
concluons que la sous variétéM est un ensemble localement pic pour la classe
O.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Étape 1 :
Dans cette étape, on va étudier la forme de Lévi du domaine D admettant
une fonction dé�nissante de la forme ρ = u + A + vB + v2R où A, B et
R sont des fonctions Cω dans un voisinage de l'origine. Avant de calculer la
forme de Lévi, on donne quelques notations :
On note pour 1 ≤ j ≤ n− 1,

∂j = ∂
∂zj

= 1
2

(
∂
∂xj

− i ∂
∂yj

)
, ∂w = 1

2

(
∂
∂u
− i ∂

∂v

)
,

∂j = ∂
∂zj

= 1
2

(
∂
∂xj

+ i ∂
∂yj

)
et ∂w = 1

2

(
∂
∂u

+ i ∂
∂v

)
.

Le �bré tangent complexe TC (bD) est donné par :

TC (bD) =

{
t = (t1, ..., tn) ∈ Cn /

n−1∑
ν=1

tν ∂νρ + tn∂wρ = 0

}
.

Comme le domaine D est pseudoconvexe, alors pour tout t ∈ TC (bD), on a :

Lév ρ[t] =
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµρ tνtµ + 2<

(
n−1∑
ν=1

∂2
νwρ tνtn

)
+ ∂2

wwρ |tn|2 ≥ 0. (2.8)

Soit η = 1
2
(i + B + 2v R + v2∂vR). On a |η − i

2
| < 1

2
dans un voisinage

su�samment petit de l'origine.
Pour 1 ≤ ν ≤ n − 1, on pose χν = i

[
∂
∂zν

− i∂νρ
η

∂
∂w

]
=
(
0, ..., i, 0, ..., ∂νρ

η

)
.

Les {χν}1≤ν≤n−1 engendrent donc le �bré tangent complexe TC (bD) sur C.
Le développement de Taylor limité de R en 0 par rapport à la variable v est :
R(z1, ..., zn−1, v) = R0(z1, ..., zn−1)+v. R1(z1, ..., zn−1)+v

2. R2(z1, ..., zn−1, v),

où R0 = R (z1, ..., zn−1, 0), R1 = dR
dv

(z1, ..., zn−1, v)
v=0

.
De même, le développement de Taylor limité de 1/η en 0 par rapport à v
est :
1
η
(z1, ..., zn−1, v) = η0 (z1, ..., zn−1)+v. η1 (z1, ..., zn−1)+v2. η2 (z1, ..., zn−1, v),

où η0 (z1, ..., zn−1) = 1
η(z1,...,zn−1,0)

, η1 (z1, ..., zn−1) =
d

(
1

η(z1,...,zn−1,v)

)
dv v=0

.
On a η0 (0, ..., 0) = −2i.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

On pose t =
n−1∑
ν=1

m̃νyν χν . Donc, t =

(
im̃1y1, ..., im̃n−1yn−1,

1
η

n−1∑
ν=1

m̃νyν ∂νρ

)
∈

TC (bD). Calculons le développement limité de la forme de Lévi pour ce t.∑
1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµρ tνtµ = (I1) + v (I2) + v2 (I3), avec

(I1) =
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµA m̃νm̃µyνyµ et (I2) =

∑
1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµB m̃νm̃µyνyµ.

2<

(
n−1∑
ν=1

∂2
νwρ tνtn

)
= −< [(L1) + v (L2) + v2 (L3)], avec

(L1) =

(
n−1∑
ν=1

η0∂νB m̃νyν

)
.

(
n−1∑
µ=1

∂µA m̃µyµ

)
et

(L2) =

(
n−1∑
ν=1

η0∂νB m̃νyν

)
.

(
n−1∑
µ=1

∂µB m̃µyµ

)
+

(
n−1∑
ν=1

η1 ∂νB m̃νyν

)
.(

n−1∑
µ=1

∂µA m̃µyµ

)
+ 2

(
n−1∑
ν=1

η0 ∂νR0 m̃νyν

)
.

(
n−1∑
µ=1

∂µA m̃µyµ

)
.

∂2
wwρ |tn|

2 = 1
2
[(K1) + v (K2) + v2 (K3)], avec

(K1) = R0

∣∣∣∣∣η0

n−1∑
ν=1

∂νA m̃νyν

∣∣∣∣∣
2

et (K2) = 3R1

∣∣∣∣∣η0

n−1∑
ν=1

∂νA m̃νyν

∣∣∣∣∣
2

+

2<

{(
η1

n−1∑
µ=1

∂µA m̃µyµ + η0

n−1∑
µ=1

∂µB m̃µyµ

)
.

(
n−1∑
ν=1

η0 ∂νA m̃νyν

)}
.

Ainsi, l'inégalité (2.8) peut s'écrire sous la forme suivante :

Lév ρ [t] = A (Z) + vB (Z) + v2R (Z, v) ≥ 0, avec

A = (I1) − < (L1) + 1
2
(K1) et B = (I2) − < (L2) + 1

2
(K2).

Ici A et B ne dépendent que de la variable Z qui caractérise la complexi-
�ée M̃ de la sous variété M.

Étape 2 :
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Dans cette étape, on cherche à connaître les restrictions imposées sur les fonc-
tions A et B par la pseudoconvexité du bord bD. Grâce à la pseudoconvexité
du bord bD, on a le fait suivant :

Dans un voisinage V ouvert su�samment petit de l'origine dans Cn−1,
d'après la proposition 2.3.1, il existe une constante T ∗ > 0 telle que, pour
tout Z ∈ V , on ait :

B2 ≤ T ∗A. (E)

Plus précisément, on n'a utilisé que Lév ρ[t] ≥ 0 pour notre choix de t.
Le théorème est banal si B est identiquement nul. Soit B≡/ 0. Donc, il existe
2 ≤ S ≤ R < ∞ tels que pour tout sommant de B a un Y -poids S et un
Z-poids R. D'après le lemme 2.3.1, tout sommant de la fonction R a un Y -
poids ≥ 2 et grâce à la propriété (H), A admet un Y -poids égal à 2M ≥ 2 et
un Z-poids égal à 2K. C'est-à-dire, A = OY,Z (2M, 2K). Avec ces notations,
les expressions A et B deviennent :
• En Y = (y1, ..., yn−1), on a :
A =

∑
1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµA m̃νm̃µ yνyµ +OY (2M + S) +OY (4M + 2) et

B =
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµB m̃νm̃µ yνyµ+OY (2S)+OY (4M + 2)+OY (2M + S + 2)+

OY (2S + 2).
• À l'origine, on a :
A =

∑
1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµA m̃νm̃µ yνyµ + OZ (2K +R) + OZ (4K + 2) et

B =
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµB m̃νm̃µ yνyµ + OZ (2R) + OZ (2K + 2) + OZ (2K + 2R) +

OZ (4K + 2).
Comme A = A2M + Ã avec PY (A2M) = 2M et que tout sommant de Ã a
un Y -poids > 2M , alors on a :∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµA m̃νm̃µ yνyµ =

∑
1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµ

(
A2M + Ã

)
m̃νm̃µ yνyµ.

On pose A2M :=
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµA2M m̃νm̃µ yνyµ.

D'après le lemme 2.4.4, A2M≡/ 0 et que PY (A2M) = 2M . De même, on a
B = BS + B̃S où tout sommant de B̃S a un Y -poids > S. On pose

BS :=
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµBS m̃νm̃µ yνyµ.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

On a BS≡/ 0 et PY (BS) = S.
D'après le lemme 2.4.3, l'inégalité (E) devient :

(BS +OY (S + 1))2 ≤ T ∗ (A2M +OY (2M + 1)) . (2.9)

Supposons que S < M .
Comme BS≡/ 0 alors il existe Z0 = X0+i.Y0 où Y0 6= 0 tel qu'on ait BS (Z0) 6=
0. Or, BS est homogène à Y -poids S. On considère l'application

φY0 :

{
R+ −→ Rn−1

λ 7−→ φY0 (λ) =
(
λm̃1y0,1, ..., λ

m̃n−1y0,n−1

)
de sorte que BS (X0 + i.φY0 (λ)) soit un polynôme homogène en λ de degré S
(c'est-à-dire, BS (X0 + i.φY0 (λ)) = λS BS (X0 + i.Y0)). Donc, on a
lim
λ→0+

1

λS
BS (X0 + i.φY0 (λ)) 6= 0. On pose maintenant Z = X0+i.φY0 (λ) dans

l'inégalité (2.9) et on divise par λ2S. On obtient B2
S (X0 + i.Y0) ≤ 0 quand λ

tend vers 0+. D'où la contradiction. Donc, on a : S ≥M .

Supposons que R < K.
Avec les notations précédentes, on a A = OZ (2K), B = OZ (R) et R =

OZ (2). Si B≡/ 0 alors B s'écrit B = BR + B̃ avec BR un polynôme à Z-poids
R et B̃ = OZ (R + 1). De même, A = A2K + Ã avec A2K un polynôme à
Z-poids 2K et Ã = OZ (2K + 1).
L'inégalité (E) devient : ∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµBRm̃νm̃µ yνyµ + OZ(R + 1) + OZ(2R) + OZ(2K + 2)

2

≤ T ∗

 ∑
1≤ν,µ≤n−1

∂2
νµA2Km̃νm̃µ yνyµ + OZ(2K + 1) + OZ(4K + 2)

 (2.10)

D'après le lemme 2.4.4, SBR(X, Y ) :=
∑

1≤ν,µ≤n−1

∂2BR

∂yν∂yµ
m̃νm̃µ yνyν est non

identiquement nul. Dans ce cas, il existe Z0 = (z0,1, ..., z0,n−1) tel qu'on ait
SBR(Z0) 6= 0. On applique l'inégalité (2.10) pour Z = φZ0(λ) où φZ0(λ) =
(λm̃1z0,1, ..., λ

m̃n−1z0,n−1). En tenant compte de l'homogeneïté de SBR(c'est-
à-dire, SBR(φZ0(λ)) = λRSBR(Z0)), on divise (2.10) par λ2R. On obtient :
SBR(Z0)

2 ≤ 0 quand λ tend vers 0+. D'où la contradiction. Donc, on a :
R ≥ K.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

Étape 3 :
L'étape 2 et le lemme 2.4.2 nous permettent de prouver que B2

A
est unifor-

mément borné dans un voisinage ouvert su�samment petit de l'origine de
Cn−1. Maintenant, la proposition 2.3.1 achève la preuve du théorème. �

Exemple 2.5.1 Considérons dans C3, le domaine D dé�ni dans un voisi-
nage U de l'origine par : ρ(z1, z2, w) = u+A(z1, z2)+vB(z1, z2)+v

2R(z1) < 0
avec

A(z1, z2) = y4
1 + y4

2 +
(
y2

1 + y2
2

) (
x2

1 + x2
2

)
,

B(z1, z2) = y2
1|z2|2,

R(z1) = y4
1,

z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 et w = u+ iv.
• D est un domaine localement pseudoconvexe au voisinage de l'origine

et à bord bD de classe Cω . En e�et, soit p ∈ bD et t = (t1, t2, t3) ∈
TC
p (bD) \{0}. On pose t′ = (t1, t2), z′ = (z1, z2), z = (z1, z2, z3) = (z1, z2, w).

Comme

4
∂2A

∂z1∂z1

= 2|z′|2 + 12y2
1 et 4

∂2A

∂z1∂z2

= 4i(x1y2 − x2y1),

alors

4Lév A(p)[t′] = (2|z′|2 + 12y2
1)|t1|2 + (2|z′|2 + 12y2

2)|t2|2

+ 4i(x1y2 − x2y1)(t1t2 − t2t1)

≥ 12(y2
1|t1|2 + y2

2|t2|2).

Donc, Lév A(p)[t′] ≥ 0. Soit LévA(p)[t′] = 0 et |t′| = 1. Si t1t2 = 0 alors z′ =
0. Si t1t2 6= 0 alors on a y1 = y2 = 0, et du coup, également z′ = 0. Comme
les coe�cients de Lév A(p)[t′] sont homogènes, il existe une constante c > 0
telle qu'on ait

Lév A(p)[t′] ≥ c|z′|2|t′|2.
Or, en général, pour t ∈ TC

p (bD), on a |t3| ≤ cte. (|t1|+ |t2|). Comme
|∂

2(vB+v2R)
∂zi∂zj

| ≤ cte. |z′|2|z| pour tout i et j, le terme de Lév A(p)[t′] absorbe
tous les autres termes de la forme de Lévi totale Lév ρ(p)[t] si |z| est su�-
samment petit. D'où bD est pseudoconvexe au voisinage de l'origine.
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Chapitre 2. Ensembles localement pics pour la classe O

• La sous variété M = {z = (z1, z2, w) ∈ U / y1 = y2 = w = 0} est
complexe-tangentielle. De plus, on remarque que le bord bD est strictement
pseudoconvexe sur M\{0}.

• Comme PZ (A) = 4, PY (A) = 2, PZ (B) = 4 et PY (B) = 2 alors B2

A

est borné au voisinage de l'origine. Donc, M est un ensemble localement pic
à l'origine pour la classe O.
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Chapitre 3

Ensembles localement pics pour la

classe A∞

SoitM une sous variété de classe C∞ de bD, totalement réelle, complexe-
tangentielle au voisinage d'un point p ∈M, de dimension (n− 1), où bD est
le bord d'un domaine D faiblement pseudoconvexe de Cn à bord de classe
C∞. On donnera dans ce chapitre une condition su�sante (voir le théorème
3.3.1) pour que M soit un ensemble localement pic en p ∈ M. De plus, on
montrera que M est un ensemble localement d'interpolation en p pour la
classe A∞.

3.1 Préliminaires.

Dé�nition 3.1.1 On note A∞
(
D
)
la classe des fonctions de classe C∞ sur

D qui sont holomorphes dans D.
Un sous ensemble M ⊂ bD est dit pic pour A∞

(
D
)
s'il existe f ∈ A∞

(
D
)

telle que f
M

= 1 et |f | < 1 dans D\M.
On dira qu'un sous ensembleM ⊂ bD est localement pic pour A∞ en p ∈M,
s'il existe une boule ouverte U = B (p, ε) de Cn telle que M ∩ U soit pic
dans D∩U . C'est équivalent à dire qu'il existe une fonction f ∈ C∞

(
U ∩D

)
holomorphe dans U∩D telle que f = 0 surM∩U et <f < 0 sur

(
D ∩ U

)
\M.

Un sous ensemble M ⊂ bD est dit d'interpolation pour A∞
(
D
)
si toute

fonction f ∈ C∞ (M) est la restriction à M d'une fonction de A∞
(
D
)
.

On dira qu'un sous ensemble M ⊂ bD est localement d'interpolation pour
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

la classe A∞ en un point p ∈ M, s'il existe un voisinage U de p tel que
toute fonction f ∈ C∞ (M ∩ U) soit la restriction à M∩U d'une fonction de
A∞ (D ∩ U).
Soit D un domaine de Cn à bord C∞, M une sous variété de bD et U un
ouvert de Cn. Nous disons, suivant une terminologie due à L. Hörmander
[Ho] qu'une fonction φ ∈ C∞ (U) est presque-analytique par rapport àM∩U
si, pour tout multi-indice α ∈ N2n, on a

Dα ∂φ
M∩U

= 0.

Soit L un sous ensemble fermé d'un ouvert U . On dit que f ∈ Ck (U) est
m-plate sur L, m ≤ k, si Dαf (x) = 0 pour tout x ∈ L et pour tout α avec
|α| ≤ m. Si f ∈ C∞ (U) et Dαf (x) = 0 pour tout x ∈ L et pour tout α, on
dit que f est plate sur L.

Soit D un domaine à bord bD de classe C∞. Soit M une sous variété C∞ de
bD, totalement réelle, de dimension (n− 1), complexe-tangentielle au voisi-
nage d'un point p ∈M.
Soit (U, γ) une paramétrisation de classe C∞ de M au voisinage de p où U
est un voisinage ouvert de l'origine dans Rn−1 et γ (0) = p.
Soit X un champ de vecteurs sur M de classe C∞ avec X (p) = 0. Soit X1

un champ de vecteurs sur U tel que dγ (X1) = X.
Notons ζ = (ζ1, ..., ζn−1) les coordonnées d'un point de U . Le champ de vec-
teurs X1 s'écrit dans ces coordonnées

X1 =
n−1∑
i=1

di (ζ)
∂

∂ζi
,

où les di sont des fonctions C∞ dans U .
On associe à X1 la matrice jacobienne à l'origine :

D1 = {∂di
∂ζj

(0)}1≤i,j≤n−1.

Comme pour le cas Cω la matrice jacobienne correspondante pour une autre
paramétrisation est semblable à D1, nous énonçons notre première hypo-
thèse :

(H1)
La matrice D1 est diagonalisable et a pour valeurs propres
m̃1 ≥ m̃2 ≥ ... ≥ m̃n−1, où m̃i ∈ N∗, pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1.
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Si (H1) est véri�ée, on dit que M admet un champ de vecteurs X, C∞, ad-
missible à poids (m̃1, ..., m̃n−1) au voisinage de p ∈M.
Ainsi, on a des résultats analogues suivants à ceux du chapitre précédent :
- Sous l'hypothèse (H1), il existe un changement de coordonnées sur U de
classe C∞ tel que

X1 =
n−1∑
i=1

m̃iζi
∂

∂ζi
.

Ce changement est déterminé à la transformation suivante près :
- Soit Λ = (Λ1, ...,Λn−1) un changement de coordonnées sur U de classe C∞
avec Λ(0) = 0 et dΛ (X1) = X1. Alors, Λ est polynômial. Plus précisément, si

pour ζ = (ζ1, ..., ζn−1) ∈ U , I = (i1, ..., in−1) ∈ Nn−1 on pose |I|∗ =
n−1∑
ν=1

iνm̃ν ,

alors pour tout 1 ≤ j ≤ n− 1, on a

Λj (ζ) =
∑

|I|∗=m̃j

ajI ζ
i1
1 ...ζ

in−1

n−1 , avec ajI ∈ R.

Réciproquement, tout Λ de ce genre préserve X1.
- Soit {m̃1, ..., m̃n−1} = {s1, ..., sk} avec s1 > s2 > ... > sk. Si pour tout

1 ≤ r < k, on a sr 6=
k∑

ν=r+1

iν sν quel que soit iν ∈ N, alors, pour tout

1 ≤ j ≤ n− 1, Λj s'écrit sous la forme linéaire suivante :

Λj (ζ) =
n−1∑
ν=1

ajIν ζν , où Iν = (0, ..., 1︸︷︷︸
ν

, 0, ..., 0) et ζ ∈ Rn−1.

Ici ajIν = 0 si m̃ν 6= m̃j.
Hypothèse (H2) :
Maintenant, nous dé�nissons notre deuxième hypothèse (H2) :
Soit γ̃ : Ũ −→ γ̃

(
Ũ
)
un prolongement presque-analytique (voir la section

ci-dessous) de γ par rapport à Ũ ∩Rn−1 où Ũ ⊃ U est un ouvert dans Cn−1.
Pour ζ = (ζ1, ..., ζn−1) ∈ Rn−1, η = (η1, ..., ηn−1) ∈ Rn−1, λ ∈ R, µ ∈ R,
on pose σ = ζ + i.η ∈ Cn−1, κζ (λ) :=

(
λm̃1ζ1, ..., λ

m̃n−1ζn−1

)
et κσ (µ, λ) :=

κζ (µ) + i.κη (λ).
Notons ρ la fonction dé�nissante de D au voisinage de p ∈ bD. Soit M ,
K ∈ N∗ tels que M ≤ K et pour tout 1 ≤ ν ≤ n− 1, mν := M

m̃ν
∈ N∗.
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Posons E =

{
ζ = (ζ1, ..., ζn−1) ∈ Rn−1 /

n−1∑
i=1

ζ2mi
i = 1

}
. Notre deuxième hy-

pothèse est la suivante :

(H2)

il existe, après un éventuel changement de coordonnées comme
ci-dessus des constantes ε > 0, 0 < c ≤ C telles que, pour tout
σ = ζ + i.η ∈ E+ i.E, |λ| < ε, |µ| < ε, on ait
c|λ|2M(|µ|+ |λ|)2(K−M) ≤ ρ (γ̃(κσ(µ, λ))) ≤ C|λ|2M(|µ|+ |λ|)2(K−M).

Dé�nition 3.1.2 Si un champ de vecteurs X de classe C∞ sur M véri�e
les deux hypothèses (H1) et (H2), on dira que X est un champ de vecteurs
pic-admissible de pic-type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) au voisinage de p ∈ M pour
la classe A∞.

3.2 Changement presque-analytique.

Lemme 3.2.1 Soit D un domaine de Cn à bord bD de classe C∞. Soit
M une sous variété C∞ de dimension (n− 1) de bD, totalement réelle,
complexe-tangentielle dans un voisinage d'un point p ∈ M. Alors, il existe
une sous variété N, C∞, totalement réelle de dimension n de bD contenant
localement M.

Preuve.
Sauf le changement de classe O en A∞ la démonstration est entièrement
analogue à celle pour O. Soit γ la paramétrisation de M suivante γ :{
U ′ → Cn

(t1, ..., tn−1) 7→ γ(t1, ..., tn−1)
, de classe C∞ dans U ′ telle que γ (0) = p, où

U ′ est un voisinage ouvert de 0Rn−1 . Or rg ∂(γ1,...,γn)
∂(t1,...,tn−1)

= n− 1 en 0Rn−1 . Après
une translation et une rotation unitaire dans Cn, on ramène p à l'origine et
les espaces tangents réel et complexe à bD en 0 sont :

T0 (bD) = Cn−1 × iR et TC
0 (bD) = Cn−1 × {0} respectifs.

La famille {v1 = dγ
dt1

(0) , ..., vn−1 = dγ
dtn−1

(0)} constitue une base dans T0 (M) ⊂
Cn−1×{0}. CommeM est totalement réelle, l'espace engendré par {v1, ..., vn−1}
sur C est Cn−1 × {0}. Soit l'application linéaire, bijective Φ : Cn−1 × {0} →
Cn−1 × {0} telle que pour tout 1 ≤ j ≤ n− 1, Φ(vj) = ej où ej est le j-ième
vecteur de la base canonique de Rn. Si on pose Φ̃(Z,w) = (Φ(Z), w) pour
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Z = (z1, ..., zn−1) ∈ Cn−1 et w ∈ C alors Φ̃ transforme les espaces tangents
réel et complexe de bD à l'origine sur eux-mêmes. Considérons maintenant,
la nouvelle paramétrisation γ̃ = Φ̃ ◦ γ. On obtient

dγ̃

dtj
(0) = ej, ∀j = 1, ..., n− 1.

Dans ce qui suit, on note γ à la place de γ̃ et n (Z,w) la normale extérieure
à bD. On peut supposer |n| = 1. On pose L (Z,w) = in (Z,w) le champ de
vecteurs tangentiel au bord qui est orthogonal à TC

(Z,w) (bD). Alors, pour tout
(Z,w) ∈ bD, il existe une courbe intégrale l(Z,w) (λ) de L véri�ant

l(Z,w) (0) = (Z,w) et dl(Z,w)

dλ
(λ) = L

(
l(Z,w) (λ)

)
.

l(Z,w) (λ) est C∞ par rapport à λ et (Z,w). De plus, on a l(Z,w) (λ) ∈ bD.
Soit l'application θ :

{
U → Cn

(t1, ..., tn−1, λ) 7−→ lγ(t1,...,tn−1) (λ)
, où U est un

voisinage ouvert de 0Rn . Il est clair que θ est de classe C∞. De plus, θ véri�e
dθ
dλ

(t1, ..., tn−1, λ) = L
(
lγ(t1,...,tn−1) (λ)

)
.

En particulier, on a
dθ

dλ
(t1, ..., tn−1, 0) = L

(
lγ(t1,...,tn−1)(0)

)
= Lγ (t1, ..., tn−1) = in (γ(t1, ..., tn−1)) .

À l'origine, on obtient
dθ

dλ
(0Rn) = (0Rn−1 , i) et dθ

dtj
(0Rn) =

dγ

dtj
(0Rn−1) = ej, ∀j = 1, 2, ..., n− 1.

Ainsi, rg ∂(θ1,...,θn)
∂(t1,...,tn−1,λ)

= n en 0Rn . Alors, il existe Ũ ⊂ U un voisinage ouvert
de 0Rn tel que θ : Ũ → θ(Ũ) := N, soit un C∞-di�éomorphisme entre Ũ et
une sous variété N de classe C∞ de bD, totalement réelle, de dimension n
contenant localement M. �
Maintenant, on donne quelques techniques connues et des généralisations sur
les applications m-plates. À ce sujet, on peut consulter par exemple le livre
de R. Narasimhan [Na].

Lemme 3.2.2 Soient ŨX un voisinage de 0Rn et h : (X, Y ) 7−→ h (X, Y )

une fonction de classe C∞ sur ŨX × Rn. On suppose que h est m-plate par
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

rapport à Y quand Y = 0. Alors, ils existent un voisinage VY de 0Rn, un
voisinage UX ⊂⊂ ŨX de 0Rn et une fonction g ∈ C∞ (UX × Rn) qui s'annule
sur UX × VY tels que, pour ε > 0, on ait

‖g − h‖UX×Rn
m < ε.

Preuve.
Soit η ∈ C∞ (Rn) telle que η (Y ) ≥ 0 pour tout Y et η (Y ) = 0 si ‖Y ‖ ≤ 1

2
,

η (Y ) = 1 si ‖Y ‖ ≥ 1.
Pour δ = (δ1, ..., δn) avec δj > 0 pour 1 ≤ j ≤ n, on pose

gδ (X, Y ) = η

(
Y

δ

)
.h (X, Y ) .

Ici Y
δ
désigne

(
y1
δ1
, ..., yn

δn

)
. Alors, on a gδ ∈ C∞

(
ŨX × Rn

)
. De plus, gδ

s'annule sur ŨX × VY où VY est un voisinage de 0Rn . Il su�t de prouver que
lim
|δ|→0

sup
Y ∈Rn
X∈UX

|Dαgδ (X, Y )−Dαh (X, Y ) | = 0 quand |α| ≤ m.

Comme gδ (X,Y ) = h (X, Y ) quand ‖Y ‖ ≥ |δ|, alors
sup
Y ∈Rn
X∈UX

|Dαgδ (X, Y )−Dαh (X, Y ) | = sup
‖Y ‖≤|δ|
X∈UX

|Dαgδ (X, Y )−Dαh (X, Y ) |.

Or, h est m-plate par rapport à Y quand Y = 0. Donc
lim
|δ|→0

sup
‖Y ‖≤|δ|
X∈UX

|Dαh (X, Y ) | = 0 quand |α| ≤ m.

D'après la formule de Leibniz, on a

Dαgδ (X, Y ) =
∑

µ+ν=α

(
α
ν

)
(Dνη)

(
Y

δ

)
(Dµh) (X, Y ) .

Comme η (Y ) = 1 si ‖Y ‖ ≥ 1, alors sup
Y ∈Rn

|Dνη (Y ) | = Mν <∞. D'où

|Dαgδ (X, Y ) | ≤M
∑

µ+ν=α

|δ|−|ν||Dµh (X, Y ) |, avec

M = max
ν

(
α
ν

)
Mν . Comme Dµh est (m − |µ|)-plate par rapport à Y

quand Y = 0, alors
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

sup
‖Y ‖≤|δ|
X∈UX

|Dαgδ (X, Y ) | = O

( ∑
µ+ν=α

|δ|m+1−|µ|−|ν|

)
= O (δ) quand |α| ≤ m. �

Lemme 3.2.3 Soit θ : Ũ → Cn une représentation paramétrique de classe
C∞ de la sous variété N au voisinage de l'origine de Rn. Alors θ admet un
prolongement presque-analytique θ̃ par rapport à N dé�nie dans un voisinage
Ũ de l'origine de Cn.

Preuve.
Soient Tm (X, Y ) =

∑
|α|≤m

1

α!
Dα
Xθ (X) (iY )α et UX ⊂⊂ Ũ un voisinage de 0Rn .

Pour k ∈ N, Tk+1−Tk est k-plate par rapport à Y quand Y = 0. Maintenant,
on applique le lemme 3.2.2 à Tk+1 − Tk. Alors, il existe un voisinage V k

Y de
0Rn et une fonction gk (X, Y ) qui s'annule sur UX × V k

Y telle que
‖Tk+1 − Tk − gk‖UX×Rn

k < 2−k. (3.1)

Pourm ∈ N∗, on considère T̃m := T0+
m∑
k=0

(Tk+1 − Tk − gk) ∈ C∞ (UX × Rn).

D'après (3.1), la série∑k (Tk+1 − Tk − gk) est normalement convergente pour
toutes les normes C l sur UX×Rn, l ∈ N. Alors, la suite

(
T̃m

)
m
converge vers

une fonction θ̃ ∈ C∞ (UX × Rn). Or, pour tout m et k, Tm (X, 0) = θ (X),
gk (X, 0) = 0. D'où θ̃ (X, 0) = lim

m→+∞
T̃m (X, 0) = θ (X). Donc, θ̃ est un pro-

longement C∞ de θ sur UX × Rn.

Il reste à prouver que θ̃ est presque-analytique sur UX × Rn.
Soit m ≥ 1 �xé. On a T̃m = Tm+1 − g0 − ...− gm. Or, g0 + ... + gm = 0 sur

UX ∩

(
m⋂
k=0

V k
Y

)
. Donc, pour tout 1 ≤ j ≤ n, on a

∂T̃m
∂zj

= ∂Tm+1

∂zj
, sur UX ∩

(
m⋂
k=0

V k
Y

)
.

Pour j = 1, on a

Tm+1 (X, Y ) =
∑

0≤α1≤m+1

|α′|≤m+1−α1

1

α1!
Dα1
x1

Γα′(X, Y
′) (iy1)

α1 , où
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

α = (α1, α
′), Y = (y1, Y

′), X = (x1, X
′) et Γα′(X, Y

′) = 1
α′!
Dα′

X′ θ(X) (iY ′)α
′ .

Comme
∂Tm+1

∂x1

(X, Y ) =
∑

0≤α1≤m+1

|α′|≤m+1−α1

1

α1!
Dα1+1
x1

Γα′(X, Y
′) (iy1)

α1

et
∂Tm+1

∂y1

(X, Y ) = i
∑

1≤α1≤m+1

|α′|≤m+1−α1

α1

α1!
Dα1
x1

Γα′(X, Y
′) (iy1)

α1−1

= i
∑

0≤α1≤m
|α′|≤m−α1

1

α1!
Dα1+1
x1

Γα′(X, Y
′) (iy1)

α1 ,

alors on obtient
∂Tm+1

∂z1
=

1
(m + 1)!

Dm+1
x1

Γ0(X, Y ′) (iy1)
m+1 +

∑
0≤α1≤m

|α′|=m+1−α1

1
α1!

Dα1+1
x1

Γα′(X, Y ′) (iy1)
α1

=
1

(m + 1)!
Dm+1

x1
Γ0(X, Y ′) (iy1)

m+1 +
∑

0≤α1≤m

|α′|=m+1−α1

1
α!

Dα1+1
x1

Dα′

X′θ(X, Y ′) (iY )α

= O
(
|Y |m+1

)
.

Donc, pour tout |K| ≤ m, on a

DK
X,Y

(
∂T̃m
∂z1

)
Y=0

= 0.

Avec un raisonnement analogue, on obtient le même résultat pour les autres
cas de j, (2 ≤ j ≤ n).
Comme la convergence de T̃m vers θ̃ est uniforme par rapport à toutes les
dérivées sur UX × Rn, il vient que, pour tout 1 ≤ j ≤ n,

DK
X,Y

(
∂θ̃
∂zj

)
Y=0

= 0. �

Lemme 3.2.4 Soit D un domaine de Cn à bord C∞. SoitM une sous variété
C∞ de dimension (n− 1) de bD, totalement réelle, complexe-tangentielle
dans un voisinage d'un point p ∈M.
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Alors, il existe un changement de coordonnées presque-analytique (Z,w)
par rapport à N ci-dessous, avec Z = X + i.Y ∈ Cn−1 et w = u + iv ∈ C,
qui ramène p à l'origine et dans un voisinage U de l'origine on a :
(i) M s'écrit sous la forme M = {(Z,w) ∈ U/ Y = w = 0}. De plus, M est
localement contenue dans la sous variété N = {(Z,w) ∈ U / Y = u = 0} de
bD qui est totalement réelle et de dimension n.
(ii) Pour tout c ∈ R,Mc = {(Z,w) ∈ U / Y = u = 0 et v = c} est complexe-
tangentielle ou vide.
(iii) D ∩ U = {(Z,w) ∈ U /ρ (Z,w) < 0} avec

ρ (Z,w) = u+ A (Z) + vB (Z) + v2R (Z, v).
(iv) Les fonctions A et B s'annulent à un ordre ≥ 2 si Y = 0.

Preuve.
Soit θ : Ũ → Cn la représentation paramétrique de classe C∞ de la sous
variété N donnée dans le lemme 3.2.1. À partir du lemme 3.2.3, on peut
prolonger θ en θ̃ : Ũ → Cn où Ũ est un ouvert de Cn et θ̃ est presque-
analytique sur Rn ∩ Ũ par rapport à N. On a d'abord que θ̃ : (Z,w) 7−→
(Z ′, w′) est un di�éomorphisme presque-analytique d'un voisinage ouvert Ũ
su�samment petit de l'origine de Cn dans un voisinage U ′ de l'origine. Par
rapport à ces nouvelles coordonnées (Z ′, w′), Z ′ = X ′ + iY ′ ∈ Cn−1 et w′ =
u′ + iv′ ∈ C, on obtient :
N ′ = {(Z ′, w′) ∈ U ′ / Y ′ = v′ = 0} et M ′ = {(Z ′, w′) ∈ U ′ / Y ′ = w′ = 0}.
On suit la même preuve celle du lemme 2.3.1 pour avoir que N ′ est �brée par
des �bresM ′

c = {(Z,w) ∈ U ′ / Y ′ = v′ = 0 et u′ = c} complexe-tangentielles
en utilisant le théorème de Frobenius [Bo] (version C∞). Le reste de la preuve
est complètement analogue à celle du lemme 2.3.1. Pour avoir i) et ii), on
e�ectue le changement des coordonnées presque-analytique suivant :{
Z = X + i.Y = Z ′

w = u+ iv = iw′
. On prouve dans un voisinage U de l'origine dans Cn,

M = {(Z,w) ∈ U / Y = w = 0} et N = {(Z,w) ∈ U / Y = u = 0}, où N
est �brée par Mc = {(Z,w) ∈ U / v = c}c∈R. En représentant le bord bD
comme graphe au-dessus Cn−1 × iR, on prouve iii)

bD = {(Z,w) ∈ U / ρ(Z,w) = u+ A(Z) + vB(Z) + v2R(Z, v) = 0}.

Comme M ⊂ bD alors on a A (x1, ..., xn−1) = 0.
Or M est complexe-tangentielle. Alors, on a
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

∂ρ
∂zj

(x1, ..., xn−1, 0) = 0, ∀j = 1, ..., n− 1.

Ceci implique

∂A
∂yj

(x1, ..., xn−1) = 0, ∀j = 1, ..., n− 1.

Donc, A s'annule à un ordre ≥ 2 si y1 = ... = yn−1 = 0.
Comme N ⊂ bD alors on a

A (x1, ..., xn−1) + vB (x1, ..., xn−1) + v2R (x1, ..., xn−1, v) = 0.

Or, le vecteur ∂
∂v

est tangent à N. Ceci implique B (x1, ..., xn−1) = 0.
On peut montrer que le gradient ∇ρ = (0Cn−1 ,−1) le long de N. Donc,
pour tout 1 ≤ j ≤ n − 1, on a ∂ρ

∂zj
(x1, .., xn−1, v) = 0. Ceci implique

∂ρ
∂yj

(x1, ..., xn−1, v) = 0. C'est équivalent à

∂A
∂yj

(x1, ..., xn−1) + v ∂B
∂yj

(x1, ..., xn−1) + v2 ∂R
∂yj

(x1, ..., xn−1, v) = 0, ∀j.

Ceci implique

∂B
∂yj

(x1, ..., xn−1) + v ∂R
∂yj

(x1, ..., xn−1, v) = 0, ∀j = 1, ..., n− 1.

Maintenant, on prend v = 0. On obtient

∂B
∂yj

(x1, ..., xn−1) = 0, ∀j = 1, ..., n− 1.

D'où B s'annule à un ordre ≥ 2 si y1 = ... = yn−1 = 0. De plus, toutes les
dérivées premières de R sont nulles si y1 = ... = yn−1 = 0 car le vecteur ∂

∂v

est tangent le long N. Ceci nous achève la preuve de iv) et du lemme. �
Le lemme suivant montre dans le cas des paramétrisations de classe C∞
que (H2) ne dépend pas du choix du prolongement presque-analytique par
rapport à Rn−1 ∩ Ũ où Ũ est un voisinage ouvert de l'origine dans Cn−1.

Lemme 3.2.5 On suppose que l'hypothèse (H2) soit satisfaite pour le pro-
longement presque-analytique de la paramétrisation γ̃ : Ũ −→ Cn−1. Soit φ̃ :
Ṽ −→ Cn−1 un autre prolongement presque-analytique de γ. Alors, l'hypo-
thèse (H2) est également satisfaite pour φ̃ quitte à réduire Ũ et Ṽ .
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Preuve.
Le passage de γ̃ à φ̃ est donné par une transformation ψ̃ : Ṽ −→ Ũ véri�ant
φ̃ = γ̃ ◦ ψ̃. ψ̃ est presque-analytique par rapport à Ṽ ∩Rn−1 avec ψ̃

Ṽ ∩Rn−1
=

Id. On prouvera que pour tout σ ∈ Ṽ et tout l ∈ N,
|ψ̃ (σ)− σ| . |=σ|l.

Ceci implique que (H2) est satisfaite pour γ̃ équivaut à (H2) est satisfaite
pour φ̃.
Soient σ = ζ + i.η avec ζ ∈ Ṽ ∩ Rn−1 et l ∈ N �xés. Alors, on a

ψ̃ (σ) =
∑
|I|≤l

1

I!

∂|I|ψ̃

∂ηI
(ζ) ηI + O

(
|η|l+1

)
.

Comme ψ̃ (ζ) = ζ, on a ψ̃ (σ) = ζ +
∑

1≤|I|≤l

1

I!

∂|I|ψ̃

∂ηI
(ζ) ηI + O

(
|η|l+1

)
. Donc,

ψ̃ peut s'écrire sous la forme suivante :

ψ̃ (σ) = ζ +
l∑

j=1

ψ̃(j) (σ) + O
(
|η|l+1

)
,

où ψ̃(j) (σ) =
∑
|I|=j

1

I!

∂|I|ψ̃

∂ηI
(ζ) ηI . En particulier, on a :

ψ̃ (σ) = ζ + ψ̃(1) (σ) + O
(
|η|2
)

= ζ +
n−1∑
i=1

∂ψ̃

∂ηi
(ζ) ηi + O

(
|η|2
)
.

Or, ∂ψ̃ = O (|η|). Alors, pour tout 1 ≤ k, j ≤ n− 1, on a

δkj + i
∂ψ̃j
∂ηk

(ζ) = O (|η|) .

Ceci implique ψ̃(1) (σ) = iη. Par conséquent,

ψ̃ (σ) = σ +
l∑

j=2

ψ̃(j) (σ) +O
(
|η|l+1

)
.
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Soit 2 ≤ j0 ≤ l minimal tel que ψ̃(j0) soit non identiquement nul. Alors, on a
ψ̃ (σ) = σ + ψ̃(j0) (σ) + O (|η|j0+1). Or, ∂ψ̃ = ∂ψ̃(j0) + O (|η|j0) = O (|η|j0).
Donc, pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1, on a

∂ψ̃(j0)

∂σk
= − 1

2i

(
∂ψ̃(j0)

∂ηk

)
+O

(
|η|j0

)
= O

(
|η|j0

)
.

Ceci implique, pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1,

∂ψ̃(j0)

∂ηk
= O

(
|η|j0

)
.

Comme ∂ψ̃(j0)

∂ηk
est une fonction polynômiale en η de degré (j0 − 1), il vient

que ∂ψ̃(j0)

∂ηk
≡ 0 pour tout 1 ≤ k ≤ n− 1. Donc ψ̃(j0) ne dépend pas de η.

D'où la contradiction. C'est-à-dire j0 n'existe pas. On obtient �nalement
ψ̃ (σ) = σ + O

(
|η|l+1

)
. En particulier, on a ∀l ∈ N, |=ψ̃ (σ)−=σ| . |=σ|l.�

Lemme 3.2.6 Soit ψ̃ : Ṽ → Ũ un changement de coordonnées presque-
analytique par rapport à Ṽ ∩Rn−1 avec ψ̃

(
Ṽ ∩ Rn−1

)
⊂ Ũ ∩Rn−1, ψ̃ (0) = 0,

où Ṽ , Ũ désignent des voisinages de l'origine dans Cn−1. Alors, pour tout
σ ∈ Ṽ , on a

|ψ̃ (σ) | ≈ |σ| et |=ψ̃ (σ) | ≈ |=σ|.

Preuve.
Comme ψ̃ est un C∞-di�éomorphisme, alors |ψ̃ (σ) | ≈ |σ|.
Or, |=ψ̃ (σ) | = |=ψ̃ (σ)−=ψ̃ (<σ) | . |=σ|. Analoguement, pour τ = ψ̃−1 (σ),
on a |=τ | = |=ψ̃−1 (σ) | = |=ψ̃−1 (σ)−=ψ̃−1 (<σ) | . |=σ| = |=ψ̃ (τ) |. Donc,
on obtient que |=ψ̃ (σ) | ≈ |=σ|. �

Remarque 3.2.1
Soit A une fonction de classe C∞ dans un voisinage ouvert V de l'origine de
Cn−1 telle que, pour tout Z ∈ V, on ait |A (Z) | . |=Z|2. Soit ψ : V −→ Rn−1

un C∞-di�éomorphisme telle que ψ (0) = 0, où V est un voisinage ouvert de
l'origine. Si ψ̃ : Ṽ −→ Cn−1 est un prolongement presque-analytique de ψ
par rapport à Ṽ ∩ Rn−1, où Ṽ est un voisinage ouvert de l'origine de Cn−1,
alors, pour tout σ ∈ Ṽ , on a |A ◦ ψ̃ (σ) | . |=ψ̃ (σ) |2 . |=σ|2.
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

On rappelle que sur U ∩ (Rn−1 × {0}), où U est un voisinage de l'origine

de Cn, on a le champ de vecteursX =
n−1∑
i=1

m̃iζi
∂

∂ζi
pic-admissible de pic-type

(K,M ; m̃1, ..., m̃n−1).
Notons Λ̃ : U ∩ (Cn−1 × {0}) → Cn−1 × {0} un prolongement presque-
analytique de Λ (le changement polynômial du lemme 2.1.2) par rapport
à U ∩ (Rn−1 × {0}). Comme Λ̃ n'a�ecte pas la variable w et d'après la re-
marque 3.2.1, on a |A ◦ Λ̃ (σ) | . |=σ|2 et |B ◦ Λ̃ (σ) | . |=σ|2 pour tout
σ ∈ U ∩ (Cn−1 × {0}). C'est-à-dire, les propriétés sur A et B du lemme 3.2.4
restent invariantes.

Dans la suite, on pose kν =: K
m̃ν

∈ N∗, κ := K
M

et on considère les
pseudo-normes par rapport aux nouvelles coordonnées presque-analytiques
Z = (z1, ..., zn−1) du lemme 3.2.4 :

||Y ||∗ =

(
n−1∑
ν=1

yν
2mν

) 1
2M

et ||Z||∗ =

(
n−1∑
ν=1

|zν |2kν
) 1

2K

.

On pourra désormais supposer que A véri�e la propriété suivante :

(H)
Il existe deux constantes 0 < c ≤ C telles que, pour tout Z = X + i.Y
assez proche de l'origine de Cn−1, on ait :
c||Y ||2M∗ ||Z||2K−2M

∗ ≤ A (Z) ≤ C||Y ||2M∗ ||Z||2K−2M
∗ .

Avant de déterminer l'ordre d'annulation de certaines fonctions de classe
C∞ sur la sous variété M au voisinage de p = 0 ∈M, nous donnons dans le
lemme suivant l'hypothèse (H3) qui garantit la pseudoconvexité locale de D
sous des transformations presque-analytiques. Nous n'avons pas pu obtenir
notre théorème principal sans cette hypothèse.
Lemme 3.2.7 Sous les hypothèses du lemme 3.2.4, on notera θ̃ : (Z,w) 7−→
(Z ′, w′) le passage aux nouvelles coordonnées presque-analytiques. On suppose
qu'il existe deux constantes C > 0 et L ∈ N telles que, dans un voisinage Ũ
de p ∈M, on ait

Lév ρ(q) [t] ≥ C|t|2 dist(q,N)L, pour tout q ∈ Ũ ∩ bD. (H3)

Alors, le domaine D′ = θ̃ (D) est pseudoconvexe au voisinage de l'origine.

Preuve.
On pose d'abordN ′ = θ̃(N) etM ′ = θ̃(M). Comme θ̃ est un C∞-di�éomorphisme
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

local sur un voisinage ouvert Ũ de p, alors θ̃ préserve les distances à des
constantes multiplicatives près. En particulier, on a

dist(q′, N ′) ≈ dist(q,N) où q′ = θ̃ (q) et q ∈ Ũ .

Notons Ψ = θ̃−1, zn à la place de w et z′n à la place de w′. Comme θ̃ est un
di�éomorphisme presque-analytique, la matrice{

∂Ψi

∂z′j

}
1≤i≤n
1≤j≤n

est régulière (3.2)

dans un voisinage su�samment petit de l'origine.
Pour 1 ≤ i ≤ n, on a :

∂

∂z′i
=

n∑
j=1

∂Ψj

∂z′i

∂

∂zj
+

n∑
j=1

∂Ψj

∂z′i

∂

∂zj

=
n∑
j=1

∂Ψj

∂z′i

∂

∂zj
+

n∑
j=1

O
(
dist(q,N)L+1

) ∂

∂zj
.

Le domaine D′ est dé�ni par ρ′ = ρ ◦ Ψ. Soit t′ = (t′1, ..., t
′
n) ∈ TC

q′ (bD
′).

Alors, on a
n∑
j=1

∂ρ′(q′)

∂z′j
t′j = 0. C'est-à-dire,

n∑
i,j=1

∂ρ

∂zi

∂Ψi

∂z′j
t′j +O

(
|t′|dist (q,N)L+1

)
= 0.

Pour 1 ≤ i ≤ n, on pose ti =
n∑
j=1

∂Ψi

∂z′j
t′j.

Grâce à (3.2), on a
n∑
i=1

∂ρ

∂zi
ti = O

(
|t′|dist (q,N)L+1

)
= O

(
|t|dist (q,N)L+1

)
.

On décompose maintenant t suivant la direction tangentielle tH et la direction
normale tN . On a donc t = tH + tN où tH ∈ TC

q (bD) et tN⊥TC
q (bD). On a
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

|tH|+ |tN | ≤ 2|t|. De plus, comme tN = κ (q)n (q) avec κ(q) ∈ C alors, pour
tout 1 ≤ i ≤ n, on a tNi = κ (q) ∂ρ(q)

∂zi
. Ceci implique

κ(q)
n∑
i=1

∣∣∣∣∂ρ(q)∂zi

∣∣∣∣2 =
n∑
i=1

∂ρ(q)

∂zi
κ(q)

∂ρ(q)

∂zi

=
n∑
i=1

∂ρ(q)

∂zi
tNi =

n∑
i=1

∂ρ

∂zi
ti

= O
(
|t|dist (q,N)L+1

)
.

Par conséquent,
|tN | = |κ(q)| = O

(
|t|dist (q,N)L+1

)
. (3.3)

On calcule maintenant la forme de Lévi de ρ′. On a
∂ρ′(q′)

∂z′i
=

n∑
k=1

∂ρ(q)

∂zk

∂Ψk(q
′)

∂z′i
+O

(
dist (q,N)L+1

)
et en remplaçant L par L+ 1,

∂2ρ′(q′)

∂z′i∂z
′
j

=
n∑

k,l=1

∂2ρ(q)

∂zk∂zl

∂Ψk(q
′)

∂z′i

∂Ψl(q′)

∂z′j
+O

(
dist(q,N)L+1

)
.

En tenant compte de (3.3), on obtient
n∑

i,j=1

∂2ρ′(q′)

∂z′i∂z
′
j

t′it
′
j =

n∑
k,l=1

∂2ρ(q)

∂zk∂zl

(
n∑
i=1

∂Ψk(q
′)

∂z′i
t′i

)(
n∑
j=1

∂Ψl(q′)

∂z′j
t′j

)
+ O

(
dist (q,N)L+1

)
=

n∑
k,l=1

∂2ρ(q)

∂zk∂zl
tHk t

H
l +O

(
|t|2dist (q,N)L+1

)
.

Or, par l'hypothèse (H3) du lemme et d'après (3.3), on a
n∑

k,l=1

∂2ρ(q)

∂zk∂zl
tHk t

H
l ≥ C|tH|2dist (q,N)L

≥ C|t|2dist (q,N)L +O
(
|t|2dist (q,N)L+1

)
.

D'où, il existe une constante C ′ > 0 telle que l'on ait
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Lév ρ′ (q′) [t′] ≥ C ′|t|2dist (q,N)L.

C'est-à-dire, D′ est pseudoconvexe dans un voisinage de l'origine. �

Remarques 3.2.2
1) Comme θ̃ est presque-analytique par rapport à N alors pour tout c ∈ R,
θ̃−1(M ′

c) est complexe-tangentielle ou vide, où M ′
c = {(Z ′, w′) / Y ′ = u′ = 0

et v′ = c}.
2) S'il existe deux constantes c et L positives telles qu'on ait

Lév ρ(q) [t] ≥ c|t|2 dist(q,M)L, pour tout q ∈ Ũ ∩ bD,

alors la propriété (H3) est véri�ée.

Maintenant, nous introduisons les Z-poids et Y -poids de certaines fonctions
de classe C∞ dans un voisinage d'un point p = 0 de la sous variété M.

Dé�nition 3.2.1 Soit F une fonction de classe C∞ dans un voisinage V
de l'origine de Cn−1. On dit que F admet un Y -poids PY (F ) ≥ S ≥ 0
(S ∈ N), s'il existe une constante C > 0 telle que |F (X, Y )| ≤ C||Y ||S∗ , pour
tout Z = X + i.Y ∈ V. De même, F admet un Z-poids PZ (F ) ≥ R ≥ S
(R ∈ N), s'il existe une constante c > 0 telle que |F (X, Y )| ≤ c||Z||R∗ , pour
tout Z = X + i.Y ∈ V.

Remarques 3.2.3
1) Si F (X,Y ) =

∑
I=(i1,...,in−1)

FI (X) Y I est une fonction polynômiale en Y ,

alors on a :
PY (F ) ≥ S ⇔ F (X, Y ) =

∑
I=(i1,...,in−1)

FI (X) Y I avec
n−1∑
ν=1

m̃ν iν ≥ S.

2) Si F est une fonction polynômiale en X et Y , alors on a :

PZ (F ) ≥ R⇔ F (X,Y ) =
∑

I=(i1,...,in−1)

J=(j1,...,jn−1)

FI,J X
JY I avec

n−1∑
ν=1

m̃ν (iν + jν) ≥ R.

3) Si ‖Y ‖ ≤ 1 alors il existe une constante c > 0 telle que ‖Y ‖ ≤ c||Y ||∗.

Preuve.
1) Si F (X, Y ) =

∑
I=(i1,...,in−1)

FI (X) Y I avec
n−1∑
ν=1

m̃ν iν ≥ S pour tout I avec
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

FI≡/ 0, alors l'implication est évidente.
Soit PY (F ) ≥ S. On raisonne par l'absurde. Soit S ′ < S minimal tel qu'il
existe X0 dans un voisinage de 0Rn−1 et Y0 = (y0,1, ..., y0,n−1) ∈ Rn−1 véri�ant

µ0 =
∑

I=(i1,...,in−1)

FI (X0) Y
I
0 6= 0 avec

n−1∑
ν=1

m̃ν iν = S ′.

Considérons la fonction λ 7→ F (X0, φY0(λ)) dé�nie sur ]0,+∞[ avec φY0 (λ) =(
λm̃1y0,1, ..., λ

m̃n−1y0,n−1

)
. On a F (X0, φY0(λ)) = λS

′
µ0 + O

(
λS

′+1
)
. Or, il

existe une constante c > 0 telle que
|F (X0, φY0(λ))| =

∣∣∣λS′ µ0 + O
(
λS

′+1
)∣∣∣ ≤ cλS ‖Y0‖S∗ .

On divise ce dernier par λS′ . On obtient µ0 = 0 quand λ tend vers 0+. D'où
la contradiction.
2) Un raisonnement analogue est possible pour la deuxième équivalence.
3) Soit ‖Y ‖ ≤ 1. Alors, il existe une constante c1 > 0 telle qu'on ait

‖Y ‖2M ≤ c1

n−1∑
i=1

y2M
i .

Or,
n−1∑
i=1

y2M
i =

n−1∑
i=1

y2mim̃i
i ≤

n−1∑
i=1

y2mi
i . Ceci implique ‖Y ‖2M ≤ c1||Y ||2M∗ .

C'est-à-dire, il existe c > 0 tel qu'on ait ‖Y ‖ ≤ c||Y ||∗. De même, si |Z| ≤ 1
alors il existe une constante C > 0 telle qu'on ait |Z| ≤ C||Z||∗. �
Dans le lemme suivant, on donne une version du lemme 2.4.1 dans le cas C∞.
Lemme 3.2.8 Soit S,R ∈ N, R ≥ S et F une fonction de classe C∞ dans
un voisinage ouvert V su�samment petit de l'origine de Cn−1. On suppose
que F admet un Y-poids PY (F ) ≥ S et un Z-poids PZ (F ) ≥ R. Alors, il
existe une constante C > 0 telle qu'on ait :

|F (Z)| ≤ C||Y ||S∗ .||Z||R−S∗ , ∀Z = X + i.Y ∈ V .
Preuve.
Soit Z = X + i.Y ∈ V . Écrivons le développement de Taylor avec reste
intégrale de F au point (X, 0). On a

F (X, Y ) =
∑
|α|<S

1
α!

Dα
Y F (X, 0) Y α

+ S.
∑
|α|=S

(∫ 1

0

(1− λ)S−1

α!
Dα

Y F (X, λ.Y ) dλ

)
Y α. (3.4)
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Remarquons que le deuxième terme à droite de l'équation (3.4) a pour ordre
d'annulation ≥ S quand Y = 0.
Écrivons le développement de Taylor avec reste intégrale de Dα

Y F (X,λ.Y )
au point (0, λ.Y ). On a

Dα
Y F (X, λ.Y ) =

∑
|β|<R−S

1
β!

Dβ
X Dα

Y F (0, λ.Y ) Xβ

+ (R− S).
∑

|β|=R−S

(∫ 1

0

(1− µ)R−S−1

β!
Dβ

XDα
Y F (µ.X, λ.Y )dµ

)
Xβ. (3.5)

À partir de (3.5), l'équation (3.4) devient

F (X, Y ) =
∑
|α|<S

1
α!

Dα
Y F (X, 0) Y α

+ S.
∑
|α|=S

|β|<R−S

(∫ 1

0

(1− λ)S−1

α!β!
Dα

Y Dβ
XF (0, λ.Y )dλ

)
XβY α

+S.(R−S).
∑
|α|=S

|β|=R−S

(∫ 1

0

∫ 1

0

(1− λ)S−1(1− µ)R−S−1

α!β!
Dβ

XDα
Y F (µ.X, λ.Y )dµdλ

)
XβY α.

(3.6)

Remarquons que le terme qui comprend la double intégrale dans l'équation
(3.6) est majoré par c1 ||Y ||S∗ .||Z||R−S∗ où c1 est une constante positive.
Pour le premier terme de l'équation (3.6) où |α| < S, on écrit le développe-
ment de Taylor avec reste intégrale pour la fonction Dα

Y F (X, 0) à l'origine.
On a

Dα
Y F (X, 0) =

∑
|β|<R−|α|

1
β!

Dβ
XDα

Y F (0, 0) Xβ

+
∑

|β|=R−|α|

(∫ 1

0

|β|(1− λ)|β|−1

β!
Dβ

XDα
Y F (λ.X, 0) dλ

)
Xβ . (3.7)

Donc, F (X, Y ) s'écrit sous la forme suivante :
F = F1 + F2 + F3 + F4, où

• F1 (X, Y ) =
∑
|α|<S

|β|<R−|α|

1
α!β!

Dβ
XDα

Y F (0, 0) XβY α.

• F2 (X, Y ) =
∑
|α|<S

|β|=R−|α|

(∫ 1

0

|β|(1− λ)|β|−1

α!β!
Dβ

XDα
Y F (λ.X, 0) dλ

)
XβY α.
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

• F3 (X, Y ) = S.
∑
|α|=S

|β|<R−S

(∫ 1

0

(1− λ)S−1

α!β!
Dβ

XDα
Y F (0, λ.Y ) dλ

)
XβY α.

• F4 (X, Y ) =

S(R− S).
∑
|α|=S

|β|=R−S

(∫ 1

0

∫ 1

0

|β|(1− µ)|β|−1(1− λ)S−1

α!β!
Dβ

XDα
Y F (µ.X, λ.Y ) dµdλ

)
XβY α.

Or, PY (F ) ≥ S. Alors, on a PY (F1 + F2) ≥ S. Comme F1 (X, Y )+F2 (X, Y )

s'écrit sous la forme
∑
|α|<S

|β|≤R−|α|

Γα,β (X) Y α alors, d'après la remarque 3.2.3,

F1 + F2 est identiquement nul.

Maintenant, on écrit le développement de Taylor avec reste intégrale pour
F3 à l'origine. On a

F3(X, Y ) =
∑
|α|=S

|β|<R−S

|γ|<R−|β|

(∫ 1

0

S(1− λ)S−1λ|γ|

α!β!γ!
Dγ+α

Y Dβ
XF (0, 0)dλ

)
XβY γ+α

+S.
∑
|α|=S

|β|<R−S

|γ|=R−|β|

(∫ 1

0

∫ 1

0

(|γ| − 1)(1− t)|γ|−1(1− λ)S−1λ|γ|

α!β!γ!
Dγ+α

Y Dβ
XF (0, tλ.Y )dtdλ

)
XβY γ+α.

(3.8)

Remarquons que le deuxième terme à droite de l'équation (3.8) est majoré
par c2 ||Y ||S∗ .||Z||R−S∗ où c2 est une constante positive.
Or, PZ (F3) ≥ R. D'après la remarque 3.2.3, le premier terme à droite de
l'équation (3.8) est identiquement nul. D'où, il existe une constante C > 0
telle qu'on ait : |F (X, Y )| ≤ C||Y ||S∗ .||Z||R−S∗ . �

3.3 Théorème principal et propriété d'interpo-
lation.

Théorème 3.3.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de Cn à bord bD de
classe C∞. Soit M une sous variété C∞, de dimension (n− 1) de bD, tota-
lement réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage U d'un point p ∈ M.
On suppose que

• il existe deux constantes C et L positives telles qu'on ait dans un voi-
sinage U de p ∈M,
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Lév ρ(q) [t] ≥ C|t|2 dist(q,M)L, pour tout q ∈ U ∩ bD. (H′
3)

• M admet un champ de vecteurs X de classe C∞, pic-admissible de pic-
type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) au voisinage de p pour A∞.
Alors,
i) la sous variété M est un ensemble localement pic en p pour la classe A∞.
ii) la sous variété M est un ensemble localement d'interpolation en p pour la
classe A∞.

Preuve.
Nous allons suivre les idées de M. Hakim et N. Sibony dans [H-S1].

i) Les changements de variables presque-analytiques jusqu'à alors dé�nis
ont les propriétés suivantes : le point p est ramené à l'origine et dans un
voisinage su�samment petit de l'origine de Cn, M ′ = θ̃ (M) est donnée par
{(Z ′, w′) / Y ′ = w′ = 0} , D′ = θ̃ (D) a pour fonction dé�nissante ρ′ de
la forme u′ + A (Z ′) + v′B (Z ′) + v′2R (Z ′, v′). De plus, M ′ est contenue
dans la sous variété N ′ = {(Z ′, w′) / Y ′ = 0 et u′ = 0} totalement réelle, de
dimension n de bD′.

D'après le lemme 3.2.7, la condition (H′
3) nous garantit que D′ est un

domaine pseudoconvexe dans un voisinage de l'origine. L'hypothèse faite
sur M d'avoir un champ de vecteurs X, C∞, pic-admissible de pic type
(K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) entraîne la propriété suivante :

(H)
Il existe deux constantes 0 < c′1 ≤ c′2 telles que, pour tout
Z ′ = X ′ + i.Y ′ proche de l'origine de Cn−1, on ait :
c′1||Y ′||2M∗ .||Z ′||2K−2M

∗ ≤ A (Z ′) ≤ c′2||Y ′||2M∗ .||Z ′||2K−2M
∗ .

La propriété (H) et le lemme 3.2.8 nous permettent de montrer que B2

A
est

uniformément borné dans un voisinage su�samment petit de l'origine de
Cn−1. D'après la proposition 2.3.1, il existe une fonction ψ̃ (w′) = w′

1−2K1w′presque-analytique dé�nie sur un voisinage ouvert su�samment petit U ′ de
l'origine de Cn (K1 étant une constante positive bien choisie) telle qu'on ait

{
<ψ̃ < 0 sur D′ ∩ U ′ si w′ 6= 0

ψ̃ = 0 si w′ = 0
.
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

Comme |ψ̃ (w′) | . |w′| alors, pour tout (Z ′, w′) ∈ D′ ∩ U ′, on a

A (Z ′) = ρ′ (Z ′, w′)− v′ B (Z ′)− v′2 R (Z ′, v′)− u′

≤ −v′ B (Z ′)− v′2 R (Z ′, v′)− u′

. |u′|+ |v′|

. |w′|.

De plus, comme U ′ est su�samment petit alors on a

dist ((Z ′, w′),M ′) . ||Y ′||+ |w′|. (3.9)

Or, ||Y ′||2M∗ ||Z ′||2(K−M)
∗ . A (Z ′) . |w′|. Comme ||Y ′||∗ ≤ ||Z ′||∗, on obtient

||Y ′||2K∗ . |w′|. D'après la remarque 3.2.3 3), si ||Y ′|| < 1 alors ||Y ′||2K ≤
||Y ′||2K∗ . |w′|. Donc, pour tout (Z ′, w′) ∈ D′ ∩ U ′, l'inégalité (3.9) implique

dist ((Z ′, w′),M ′) . |w′| 1
2K .

Ceci entraîne deux conséquences :
a) ∂′

(
1

ψ̃

)
se prolonge dans la classe C∞ de U ′ ∩D′ à U ′ ∩D′.

b) Si F ∈ C∞ (U ′ ∩D′) est presque-analytique par rapport à N ′ alors
1

ψ̃
∂
′
F se prolonge dans la classe C∞

(
U ′ ∩D′

)
.

(Ici ∂′ désigne l'opérateur de ∂ sur D transporté vers D′. C'est-à-dire, notons
Ψ̃ := θ̃−1. Alors, si f ′ est une fonction sur U ′∩D′, on a ∂′f ′ = Ψ̃∗

(
∂
(
f ′ ◦ θ̃

))
où Ψ̃∗ désigne l'image-réciproque de Ψ̃).

En e�et, montrons d'abord a).
a) sur U ′ ∩ D′, on a : ∂′

(
1

ψ̃

)
= −

(
1−2K1w′

w′

)2
∂
′
ψ̃. Or, ψ̃ est presque-

analytique par rapport à N ′. Alors, pour tout L ∈ N∗ et pour tout (Z ′, w′) ∈
U ′ ∩D′, on a

|∂′ψ̃ (w′) | . dist ((Z ′, w′), N ′)
L . dist ((Z ′, w′),M ′)

L . |w′|
L

2K . (3.10)

b) Avec un raisonnement analogue, pour tout (Z ′, w′) ∈ U ′ ∩D′ et pour
tout L ∈ N∗, on a

|∂′F (Z ′, w′) | . dist ((Z ′, w′),M ′)
L . |w′|

L
2K .
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Chapitre 3. Ensembles localement pics pour la classe A∞

On en déduit à partir de (3.10) que la (0, 1)-forme ∂′
(

1

ψ̃

)
est dans C∞

(
U ′ ∩D′

)
.

De plus, elle est ∂′-fermée. On pose ψ = ψ̃◦θ̃. D'où ∂
(

1
ψ

)
est une (0, 1)-forme

∂-fermée dans C∞
(
U ∩D

)
.

Soient 0 < ε << 1 telle que la boule B (0, ε) ⊂ U et bB (0, ε)∩bD soit une in-
tersection transversale. D'après le corollaire 2 de J. Michel [Mi], il existe une
fonction g ∈ C∞

(
B(0, ε) ∩D

)
telle qu'on ait ∂g = ∂

(
1
ψ

)
sur B(0, ε) ∩D.

En additionnant une constante, on peut supposer que <g > 0. Pour ε suf-
�samment petit, on a |gψ| ≤ 1

2
sur B(0, ε) ∩D. Considérons maintenant la

fonction h = ψ
1 − gψ

. Il est clair que h ∈ C∞
(
B (0, ε) ∩D

)
.

Comme
∂h = − 1

( 1
ψ
− g)

2 ∂
(

1
ψ
− g

)
= 0 sur B (0, ε) ∩D,

on obtient que h ∈ A∞ (B (0, ε) ∩D). Comme ψ
M

= 0 alors h
M

= 0.
De plus, pour (Z,w) ∈ B (0, ε) ∩D\M, on a

<h = <
(

1
1
ψ
− g

)
=

<ψ
|ψ|2

− <g

| 1
ψ
− g|2 < 0.

D'où, M est un ensemble localement pic en p pour la classe A∞.

ii) Soit F ∈ C∞
(
M ∩B (0, ε1)

)
avec 0 < ε1 ≤ ε. Notons F̃ le pro-

longement presque-analytique de F à B (0, ε2) par rapport à N avec ε2 ≤
ε1. D'après b), la (0, 1)-forme 1

ψ
∂F̃ se prolonge dans la classe C∞ sur

B (0, ε2) ∩D. Comme 1
h

= (1 − gψ) 1
ψ
alors 1

h
∂F̃ est ∂-fermée sur B (0, ε2)∩

D. De plus, 1
h
∂F̃ se prolonge dans la classe C∞

(
B (0, ε2) ∩D

)
.

Soit 0 < ε3 ≤ ε2 tel que bB (0, ε3) ∩ bD soit une intersection transver-
sale. D'après le corollaire 2 de J. Michel [Mi], il existe une fonction G ∈
C∞

(
B (0, ε3) ∩D

)
telle que ∂G = 1

h
∂ F̃ sur B (0, ε3) ∩D.

Considérons maintenant la fonction f = F̃ − hG dé�nie sur B (0, ε3) ∩D.
Il est clair que f ∈ C∞

(
B (0, ε3) ∩D

)
. De plus, on a

f
M∩B(0,ε3)

= F̃
M∩B(0,ε3)

= F et ∂f = ∂F̃ − h ∂G = 0. Ceci achève
la preuve du théorème. �
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Chapitre 4

Conséquences des hypothèses

su�santes pour le multitype

Dans ce chapitre, nous étudions le multitype sur M, où M est une sous
variété totalement réelle, complexe-tangentielle, de dimension (n− 1) de bD
d'un domaine D faiblement pseudoconvexe de Cn admettant un champ de
vecteurs X pic-admissible de pic-type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) en un point p ∈
M. D'abord, on commence à rappeler quelques dé�nitions et des remarques
concernant la notion de multitype. Puis, on donne les conséquences de nos
hypothèses su�santes pour le multitype en un point de M.

4.1 Dé�nitions et remarques.

Soit D un domaine de Cn à bord bD de classe C∞. Soit ρ la fonction dé-
�nissante de D en un point p ∈ bD. Notons Γn l'ensemble de Λ = (λ1, ..., λn)
où 1 ≤ λj ≤ +∞ pour tout j véri�ant les propriétés suivantes :

1) λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn.
2) Pour chaque k, on a si λk 6= ∞ qu'il existe un ensemble de nombres

entiers positifs {a1, ..., ak} où ak > 0 tel que

k∑
i=1

ai
λi

= 1.

Un élément de Γn est appelé poids. Soit Γn ordonné par un ordre lexicogra-
phique. C'est-à-dire, pour Λ′ = (λ′1, ..., λ

′
n) ∈ Γn et Λ′′ = (λ′′1, ..., λ

′′
n) ∈ Γn,
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Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

on pose Λ′ < Λ′′ si pour un k, on a
{
λ′j = λ′′j , ∀j < k
λ′k < λ′′k

. On pose Λ′ ≤ Λ′′

si Λ′ < Λ′′ ou Λ′ = Λ′′. On dit qu'un poids Λ est distingué, s'il existe un
changement de coordonnées holomorphe (z1, ..., zn) qui ramène p à l'origine
véri�ant la propriété suivante :

Si
n∑
i=1

αi + βi
λi

< 1 alors DαD
β
ρ (0) = 0, (4.1)

où Dα et Dβ désignent les opérateurs di�érentiels partiels suivants :
∂α1+...+αn

∂z
α1
1 ...∂zαnn

et ∂β1+...+βn

∂z
β1
1 ...∂zβnn

respectifs.

Le multitype M (bD, p) correspond au plus petit poids M = (λ1, λ2, ..., λn)
de Γn, au sens lexicographique, tel que Λ ≤ M pour tout poids distingué
Λ ∈ Γn. On remarque que λ1 = 1 car dρ (0) 6= 0 (on peut supposer que
∂ρ
∂z1

(0) 6= 0).

De même, un poids Λ est dit linéairement distingué, s'il existe un chan-
gement de coordonnées C-a�ne qui ramène p à l'origine véri�ant la pro-
priété (4.1). Le multitype linéaire, noté L (bD, p), est le plus petit poids
L = (l1, ..., ln) tel que Λ ≤ L pour tout poids linéairement distingué Λ ∈ Γn.
Il est clair que L (bD, p) ≤M (bD, p).

Maintenant, le q-type (�q-variety type�), noté ∆q (bD, p), au sens de D'An-
gelo [DA], est dé�ni comme suit :
Pour q = 1,

∆1 (bD, p) = sup
z
{ν (z∗ρ)

ν (z)
}.

Ici, la borne supérieure est donnée sur l'ensemble des germes d'une courbe
holomorphe non trivial z : (C, 0) −→ (Cn, p), ν (f) désigne l'ordre d'annula-
tion de la fonction f (z)− p et z∗ρ = ρ ◦ z.
Le 1-type mesure l'ordre de contact maximal d'une courbe complexe de di-
mension 1 avec le bord bD en p.
Pour q ≥ 2, le q-type au sens de D'Angelo est en lien étroit avec le multitype
au sens de D. Catlin (voir [Ca]). Il est donné par :

∆q (bD, p) = inf
S

∆1 (bD ∩ S, p),
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Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

où S est un plan a�ne complexe de dimension n− q + 1 passant par p.
Nous rappelons la propriété (4) du théorème principal de D. Catlin dans
[Ca] : si M (bD, p) = (µ1, ..., µn) alors, pour chaque q = 1, ..., n, on a

µn+1−q ≤ ∆q (bD, p) ,

où ∆q (bD, p) est le q-type, au sens de D'Angelo, en p.

4.2 Le multitype sur M pour la classe O.
Lemme 4.2.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de Cn à bord bD de classe
Cω. Soit M une sous variété Cω, de dimension (n− 1) de bD, totalement
réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage U d'un point p ∈ M. On
suppose que M admet un champ de vecteurs X, Cω, pic-admissible de pic-
type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) en p pour la classe O. Alors,

i) le multitype de bD en p ∈M est

M (bD, p) = (∆n(bD, p), ...,∆1(bD, p)) = (1, 2k1, ..., 2kn−1) .

ii) le multitype de bD en p′ ∈M ∩ U − {p} est

M (bD, p′) = (∆n(bD, p
′), ...,∆1(bD, p

′)) = (1, 2m1, ..., 2mn−1) .

Ici, pour tout 1 ≤ j ≤ n− 1, mj = M
m̃j
, kj = K

m̃j
.

Preuve.
i) D'abord, on sait que le multitype en un point p du bord d'un domaine

D de Cn à bord bD de classe C∞ est invariant si on e�ectue un changement
de coordonnées biholomorphe au voisinage de p. Le lemme 2.3.1 montre qu'il
existe un changement de coordonnées biholomorphe, noté θ, tel que le point
p ∈ M soit l'origine et dans un voisinage de l'origine de Cn, la fonction
dé�nissante ρ′ du bord de D′ = θ (D) soit ρ′ = u′ + A + v′B + v′2R.
Par hypothèse, la sous variété M admet un champ de vecteurs X, Cω, pic-
admissible de pic-type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) pour la classe O. Alors, on a la
propriété (H) sur A par rapport aux nouvelles coordonnées. Ainsi, on peut
identi�er la complexi�ée M̃ = M + i.M de M à Cn−1 = TC

0 (bD′) et de
supposer que ρ′

M̃
≡ A dans un voisinage ouvert su�samment petit de

l'origine de Cn−1.
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Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

Soit Z ′0 = X ′
0 + i.Y ′

0 6= 0 assez proche de l'origine de Cn−1 �xé. Consi-
dérons maintenant la fonction f (λ) = A (λZ ′0) pour λ ∈ [0, 1]. Notons
m = max

1≤i≤n−1
mi, m′ = min

1≤i≤n−1
mi et κ = K

M
≥ 1. Comme

f(λ) ≈

(
n−1∑
i=1

λ2miy′
2mi
0,i

)(
n−1∑
i=1

λ2mi
(
x′

2mi
0,i + y′

2mi
0,i

))κ−1

,

on a

λ2mκf(1) . f(λ) . λ2m′κf(1).

Donc, on obtient

f(1)

2mκ+ 1
.
∫ 1

0

f(λ) dλ .
f(1)

2m′κ+ 1
.

D'après la remarque 4 de H. Boas et E. Straube dans [B-S], le 1-type de bD′

en 0 est égal au type linéaire dans ce système de coordonnées. C'est-à-dire
∆1 (bD′, 0) = ∆ (bD′, 0) := sup

v∈Cn
|v|=1

(ρ′ ◦ `v),

où `v :
{

C −→ Cn

ζ 7−→ ζ.v
est une droite complexe passant par l'origine et de vec-

teur directeur v. La propriété (H) implique ∆ (bD′, 0) = 2kn−1. En e�et, soit
v = (v′, vn) ∈ Cn où v′ = (v1, ..., vn−1) tel que |v| = 1. Pour tout ζ ∈ C, on a
ρ ◦ `v(ζ) = <(ζvn) + A(ζ.v′) + =(ζvn)B(ζ.v′) + (=(ζvn))

2R(ζ.v′,=(ζvn)).
Si vn 6= 0, l'ordre de contact de v avec le bord bD′ à l'origine vaut 1.
Soit vn = 0. Dans ce cas, on a ρ ◦ `v (ζ) = A (ζ.v′). Si on choisit v0 =
(0, ...0, 1︸︷︷︸

n−1

, 0) alors ρ ◦ `v0 (ζ) = A (0′, ζ). Or, il existe deux contantes 0 <

c1 ≤ c2 telles que, pour tout ζ ∈ C, on ait
c1 (=ζ)2kn−1 ≤ ρ ◦ `v0 (ζ) ≤ c2|ζ|2kn−1 .

Donc, l'ordre de contact de la droite complexe `v0 avec le bord bD′ en 0 est
2kn−1.
Soit maintenant v′ ∈ Cn−1 avec |v′| = 1. On pose j0 = max

1≤j≤n−1
{j / vj 6= 0}.

Dans ce cas, il existe une constante c > 0 telle qu'on ait
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Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

A (ζ.v′) ≥ c||=(ζ.v′)||2K∗ & (= (ζvj0))
2kn−1 .

D'où, l'ordre de contact de la droite complexe `v avec le bord bD′ à l'origine
est au plus 2kn−1. Donc, l'ordre maximal de contact de toute droite complexe
avec bD′ en 0 est égal à 2kn−1.

Maintenant, nous montrons que le poids Λ0 = (1, 2k1, ..., 2kn−1) est li-
néairement distingué en 0. Soit F le changement de coordonnées C-linéaire
suivant :

Z = (z1, ..., zn) 7−→ (zn, z1, z2, ..., zn−1).
Notons Z̃ = (z̃1, Z̃

′) = F (Z) avec Z̃ ′ = (z̃2, ..., z̃n) et ρ̃ = ρ′ ◦ F−1. Comme
ρ̃(Z̃) = <(z̃1) + A(Z̃ ′) + (=z̃1)B(Z̃ ′) + (=z̃1)

2R(Z̃ ′,=z̃1) alors ∂ρ̃
∂z̃1

(0) 6= 0

car ∂ρ′

∂zn
(0) 6= 0. Ceci implique α1 = β1 = 0 pour la propriété (4.1). Il su�t

de montrer que :
n∑
i=2

αi + βi
2ki−1

< 1 implique DαD
β
A (0) = 0.

En e�et, soit α = (α2, ..., αn), β = (β2, ..., βn) ∈ Nn−1 tels que
n∑
ν=2

αν + βν
2kν−1

<

1. Alors, on a
n∑
ν=2

m̃ν−1 (αν + βν) < 2K. La fonction A étant analytique réelle

au voisinage de l'origine de Cn−1 alorsA s'écritA (X, Y ) =
∑

I=(i2,...,in)

J=(j2,...,jn)

AI,JX
JY I

où X = (x2, ..., xn) et Y = (y2, ..., yn). On sait que le Z-poids de A est
PZ (A) ≥ 2K. D'après la remarque 3.2.3, on a

n∑
ν=2

m̃ν (iν + jν) ≥ 2K. Cal-

culons le Z-poids de la fonction DαD
β
A. On trouve que

PZ
(
DαD

β
A
)

≥
n∑
ν=2

m̃ν−1 (iν + jν − αν − βν)

≥
n∑
ν=2

m̃ν−1 (iν + jν)−
n∑
ν=2

m̃ν−1 (αν + βν) > 0.

On obtient DαD
β
A (0) = 0. D'où, Λ0 est linéairement distingué. Alors, on a

Λ0 ≤M (bD′, 0).
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Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

Il reste à prouver que M (bD′, 0) ≤ Λ0. Notons M (bD′, 0) = (µ1, ..., µn).
D'après la propriété (4) de théorème de D. Catlin dans [Ca], on a

µn+1−q ≤ ∆q (bD′, 0) pour tout q = 1,...,n.

Il su�t de prouver que pour tout 1 ≤ q ≤ n− 1, ∆q (bD′, 0) = 2kn−q.
• Pour q = 1, on sait déjà de ce qui précède que ∆1 (bD′, 0) = 2kn−1.
• Pour 2 ≤ q ≤ n − 1 �xé. Soit {e1, ..., en} la base canonique de Cn avec
TC

0 (bD′)=Vect{e1, ..., en−1}. Considérons Vq=Vect{en−q, ..., en−1} et S un plan
complexe de dimension (n− q + 1) de Cn.
Comme

dim (Vq ∩ S) = dimVq + dimS − dim (Vq + S)

≥ q + n− q + 1 − n = 1,

il existe une droite complexe ` dans S ∩Vq avec un ordre de contact ≥ 2kn−q
avec le bord bD′ en 0. Donc, ∆q (bD′, 0) = inf

S
∆1 (S ∩ bD′, 0) ≥ 2kn−q. Or,

pour S̃=Vect{e1, ..., en−q, en}, on a S̃∩Vq=Vect{en−q}. Donc, ∆1(S̃∩bD′, 0) =
2kn−q. Ainsi, on obtient

M (bD′, 0) ≤ (∆n (bD′, 0) , ...,∆1 (bD′, 0)) = (1, 2k1, ..., 2kn−1).

Avec Λ0 = (1, 2k1, ..., 2kn−1) ≤M (bD′, 0), on obtient �nalement

M (bD′, 0) = (∆n(bD
′, 0), ...,∆1(bD

′, 0)) = (1, 2k1, ..., 2kn−1).

ii) Soit p′ ∈ M ∩ U − {p}, on prend le même système des coordonnées
comme précédemment. On pose θ (p′) = p̃′ 6= 0. p̃′ est un point du bord bD′

assez proche de l'origine tel que < (p̃′) 6= 0. Soit Z ′0 = X ′
0 + i.Y ′

0 ∈ Cn−1,
assez proche de l'origine, �xé tel que Y ′

0 6= 0. On considère la même fonction
f (λ) = A (λZ ′0 + p̃′), λ ∈ [0, 1]. Ainsi, il existe 2 constantes 0 < c1 ≤ c2 qui
dépendent du point p̃′ véri�ant l'inégalité suivante :

c1

n−1∑
i=1

λ2mi y′
2mi
0,i . f (λ) . c2

n−1∑
i=1

λ2mi y′
2mi
0,i .

Donc, on a : λ2m f(1) . f (λ) . f(1) λ2m′ . Alors, on obtient

f(1)

2m+ 1
.
∫ 1

0

f(λ) dλ .
f(1)

2m′ + 1
,
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Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

avec des constantes qui dépendent du point p̃′. Ainsi, d'après la remarque
4 de H. Boas et E. Straube dans [B-S], le 1-type de p̃′ est égal au type
linéaire. Donc, ∆1 (bD′, p̃′) = 2mn−1. De même, on montre que le poids Λp̃′ =
(1, 2m1, ..., 2mn−1) est linéairement distingué. Puis, on procède de la même
façon à celle de i) pour avoir l'autre inégalité, on retrouve ii). �

Exemple 4.2.1 Dans l'exemple 2.5.1, on a m̃1 = m̃2 = k̃1 = k̃2 = 1,M = 1,
K = 2. Donc M (p = 0) = (1, 4, 4) et M (p′ ∈M− {p = 0}) = (1, 2, 2).

4.3 Le multitype sur M pour la classe A∞.

Avant de donner un résultat analogue à celui du lemme 4.2.1 concernant
le multitype d'un point p ∈ M pour la classe A∞, nous avons besoin du
lemme suivant :

Lemme 4.3.1 Soit θ̃ : Z 7−→ Z ′ le prolongement presque-analytique de θ
par rapport à N ∩ U tel que θ̃ (p) = p′ (donné dans le lemme 3.2.3), où U
est un voisinage ouvert de p ∈M dans Cn. Alors, le multitype M (bD, p) de
p ∈M ∩ U pour le bord de D est égal au multitype M (bD′, p′) de p′ pour le
bord de D′ = θ̃ (D).

La preuve de ce lemme nécessite un résultat auxiliaire donné dans le lemme
ci-dessous.

Lemme 4.3.2 Soit f une fonction de classe C∞ dé�nie dans un voisinage
Ṽ de l'origine de Cn et presque-analytique par rapport à Rn ∩ Ṽ . Soit R > 1
et p′ ∈ Rn ∩ Ṽ . Alors, on a

f(Z ′) =
∑
|I|<R

1

I!

∂|I|f(p′)

∂Z ′I
(Z ′ − p′)

I
+OR (Z ′) ,

où OR (Z ′) s'annule à un ordre ≥ R en p′.

Preuve du lemme 4.3.2.
Écrivons le développement de Taylor de f en p′ à l'ordre R. Pour Z ′ =
(z′1, ..., z

′
n) ∈ Ṽ , on a

f(Z ′) =
∑

|I|+|J |<R

1

I!J !

∂|I|+|J |f(p′)

∂Z ′I∂Z ′
J

(Z ′ − p′)
I
(Z ′ − p′)

J
+OR (Z ′),
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Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

où OR (Z ′) s'annule à un ordre ≥ R en p′.
Posons l0 = min{l ∈ N∗ /

∑
|I|+|J|=l
|J |≥1

1

I!J !

∂|I|+|J |f(p′)

∂Z ′I∂Z ′
J

(Z ′ − p′)
I
(Z ′ − p′)

J
≡/ 0}.

Si l0 < R, f s'écrit sous la forme suivante :

f(Z ′) = Pl0 (Z ′) +Ol0+1 (Z ′) ,

où Pl0 est un polynôme homogène en Z ′ et Z ′ de degré l0 ≥ 1 et Ol0+1 (Z ′)
s'annule à un ordre ≥ l0 + 1 en p′. Or, f est presque-analytique par rapport
à Rn ∩ Ṽ . Donc, pour chaque 1 ≤ j ≤ n, on a

∂f

∂z′j
(Z ′) =

∂Pl0
∂z′j

(Z ′) +Ol0 (Z ′) = OR−1 (Z ′) .

Ceci implique, pour tout 1 ≤ j ≤ n, ∂Pl0
∂z′j

(Z ′) = Ol0 (Z ′). Or, pour chaque
j, le degré de ∂Pl0

∂z′j
est < l0. Ceci entraîne pour chaque j, ∂Pl0∂z′j

≡ 0. Donc, on
obtient Pl0 ≡ 0. C'est-à-dire, l0 ≥ R. Ceci achève la preuve du lemme. �
Preuve du lemme 4.3.1.
On applique le lemme précédent aux composantes de l'application réciproque
du prolongement presque-analytique θ̃ = (θ̃1, ..., θ̃n) de θ par rapport àN∩U .
Comme θ̃ : U −→ Ṽ est un C∞-di�éomorphisme, on pose Ψ = θ̃−1 et Z =
Ψ (Z ′). On obtient pour un R > 1 à déterminer ultérieurement

Ψ(Z ′) = ΨR(Z ′) +OR (Z ′) ,

où ΨR est un polynôme holomorphe de degré < R et OR (Z ′) s'annule à un
ordre ≥ R > 1 en p′. Donc, on a Z = Ψ (Z ′) = ΨR (Z ′) + OR (Z ′) avec
Z ′ = θ̃ (Z). Ceci implique

Z = ΨR(θ̃ (Z)) +OR (Z) , (4.2)

où OR (Z) s'annule à un ordre ≥ R > 1 en p = Ψ(p′) ∈ N ∩ U . Comme
R > 1, ΨR(p′) = Ψ(p′) = p et dΨR (p′) = dΨ (p′) est régulière alors ΨR est
un biholomorphisme local dans un voisinage ouvert su�samment petit de p′.
D'après l'équation (4.2), on peut écrire

Ψ−1
R (Z) = Ψ−1

R

(
ΨR(θ̃(Z)) +OR (Z)

)
= θ̃ (Z) +OR (Z) .

75

te
l-0

00
84

01
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

5 
Ju

l 2
00

6



Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

Donc, θ̃(Z) = Ψ−1
R (Z) +OR(Z). Or, ΨR est un biholomorphisme local en p′.

Donc, le multitype M (bD′, p′) de p′ pour le bord de D′ = θ̃ (D) est égal au
multitype M (bΨR(D′), p) de p = Ψ(p′) = ΨR(p′) pour le bord de ΨR (D′)
(noté bΨR (D′)).
Soit ρ la fonction dé�nissante locale de D en p ∈ M. La fonction ρ ◦ Ψ
est la fonction dé�nissante locale de D′ en p′ = θ̃ (p) et ρ∗ := ρ ◦ Ψ ◦ Ψ−1

R

est la fonction dé�nissante locale de ΨR (D′) en p. Or, on a Ψ ◦ Ψ−1
R =

(ΨR +OR) ◦ Ψ−1
R = IdZ + OR, où OR s'annule à un ordre ≥ R en p. Ceci

implique
ρ∗ (Z) = ρ (Z) +OR (Z) . (4.3)

Soit Λ = (λ1, ..., λn) un poids distingué de p en bD et R >
n∑
i=1

λi. On a

par dé�nition de multitype que pour tout multi-indices α = (α1, ..., αn), β =

(β1, ..., βn) ∈ Nn avec
n∑
i=1

αi + βi
λi

< 1 :DαD
β
ρ(p) = 0. Comme

n∑
i=1

(αi + βi) <

n∑
i=1

λi < R et d'après l'équation (4.3), il vient que DαD
β
ρ∗(p) = 0. Donc, Λ

est un poids distingué en p pour le bord de ΨR (D′). Du coup, Λ est un poids
distingué de p′ en bD′.
Réciproquement, soit Λ′ = (λ′1, ..., λ

′
n) un poids distingué de p′ en bD′.

Alors Λ′ est un poids distingué de p en bΨR (D′). Par un raisonnement ana-
logue en utilisant (4.3), Λ′ est un poids distingué de p en bD. Or, le mul-
titype est la borne supérieure des poids distingués. On obtient �nalement
M (bD, p) = M (bD′, p′). �

Corollaire 4.3.1 Soit D un domaine pseudoconvexe de Cn à bord bD de
classe C∞. Soit M une sous variété C∞ de dimension (n− 1) de bD, tota-
lement réelle, complexe-tangentielle dans un voisinage U d'un point p ∈ M.
On suppose que M admet un champ de vecteurs X, C∞, pic-admissible de
pic-type (K,M ; m̃1, ..., m̃n−1) en p pour la classe A∞. Alors,

i) le multitype de bD en p ∈M est

M (bD, p) = (∆n(bD, p), ...,∆1(bD, p)) = (1, 2k1, ..., 2kn−1) .

ii) le multitype de bD en p′ ∈M ∩ U − {p} est

M (bD, p′) = (∆n(bD, p
′), ...,∆1(bD, p

′)) = (1, 2m1, ..., 2mn−1) .
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Chapitre 4. Conséquences des hypothèses su�santes pour le multitype

Ici, pour tout 1 ≤ j ≤ n− 1, mj = M
m̃j
, kj = K

m̃j
.

Preuve.
Remarquons que dans les nouvelles coordonnées Z = ΨR (Z ′) du lemme
précédent 4.3.1, le multitype M (bΨ(D′), p) = (µ1, ..., µn) coïncide avec le
multitype linéaire. En particulier, pour α = (0, ..., 0, µn) et β = (0, ..., 0) on a
µn = 2kn−1 si p est l'origine 0 et µn = 2mn−1 si p ∈M∩ U − {0}. La preuve
de ce corollaire découle directement du lemme 4.2.1. �
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RESUMÉ : On donnera des conditions su�santes pour qu'une sous va-
riété Cω (resp. C∞), totalement réelle, complexe-tangentielle, de dimension
(n− 1) dans le bord bD d'un domaine D faiblement pseudoconvexe dans Cn

et à bord Cω (resp. C∞), soit un ensemble localement pic pour la classe O
(resp. A∞). Ensuite, on donnera des résultats sur les ensembles localement
d'interpolations pour la classe A∞. Quant à la classe O, nous avons généralisé
les travaux de L. Boutet de Monvel et A. Iordan concernant la caractérisation
des courbes pics dans les bords faiblement pseudoconvexes de C2. Quant à la
classe A∞, nous étendrons les résultats obtenus pour la classe O en utilisant
les méthodes de construction faite par M. Hakim et N. Sibony dans le cas des
ensembles pics dans les domaines strictement pseudoconvexes. Finalement,
on donnera des conséquences pour le multitype de D. Catlin de nos condi-
tions su�santes.
La di�culté principale de nos travaux est que dans les dimensions supérieures
la géométrie complexe du bord d'un domaine a une structure non-isotrope.
Les nombres caractéristiques de cette anisotropie se traduisent par un calcul
délicat sur des polynômes à poids. Il s'avère aussi que ces nombres ont un
lien direct avec le multitype des points du bord le long de la sous variété.

ABSTRACT : We give some su�cient conditions for a Cω (resp. C∞)-
totally real, complex-tangential, (n− 1)-dimensional submanifold in a weakly
pseudoconvex boundary of class Cω (resp. C∞) to be a local peak set for the
class O (resp. A∞). Next we give some results about interpolation submani-
folds for the class A∞. In the case of the class O we have generalized the work
of Boutet de Monvel and Iordan concerning the caracterization of peak curves
in weakly pseudoconvex boundaries in C2. We have extended our results ob-
tained for the class O to the class A∞ by using the methods of Hakim and
Sibony which they have developed for strongly pseudoconvex boundaries. Fi-
nally we give consequences of our su�cient conditions on Catlin's multitype.
The main di�culty of our work is that the complex geometry in heigher
dimensions has a nonisotropic structure. The caracteristic numbers of this
anisotropy result in a delicate computation on weighted polynomials. It also
turns out that these numbers are linked to Catlin's multitype for the points
on the submanifold.
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