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g=h©lM��{j�j|jxzw%��­��mw��®k0|j¨���x��X~=�*��{©w���wyx%¶©�Xw����*��¨®¨�v���­ \
� ��¨®��¶j~6��~zv-·©¨�l<�#�X{axz����{j��{j���©��~6��kml*x�l*~6wC­µ��~Å¶���w����%�*��km���X{jl*{ax6wÅ�j~z�I³a��¬[l�¬
¶Rv0�-w�l*km���#�X{©¬[|©�#x���~
­µ��|j{�¬[~�v���~%¬[l�w�����{jlQ~

� ��{jl*x�¨���w�x=��­��*��km���X{jl*{ax6w?¶j|j��¨®x=�O�Xwzw��®¶j¨�vm�®{���hj��l*~6��~6�6hj���*��¨©²@�Ývm¶Rvm�®{©w�xz��{ax����Ix�����{e��­)w�km��¨®¨�l*~
{jl#xz¨®��w�xzw

�©~��Xk x�h©lQw�lM��{j�j|jxzwQÁjx�h©l�w���k
|j¨��Ixz��~%��¬[l*{axz�Â·©l�w@x�hjl0w�l*x=��­C|©{j«R{j�I²%{©w@x���¶Ol��#�Xkm�j|[x�l�¬!�IxUlQ�X�6h
xz�®kmlÀw�x�l*�F��{�¬ w���kml#xz�®kmlQwm����~�x��®x�����{©w0x�h©l*k,��{ax��Ãw�|j¶�w�l*xzw´x��Ã���©�j¨®vÄ�¿¶j¨��[�6«aÇ]¶©�Xw�l�¬»��¨����X~��®x�h©k�¯
Rq|j~z�®{©�ºx�hjlÃw��®k0|j¨���x�����{cÁ%k���x�~z���*lQwe��~�l½��wzw�lQk
¶j¨�lQ¬ xz�»x�~6��{�wy­µ�X~�k x�hjlJ��{©��¨®vaxz���!­µ�X~�k0|j¨��Ix�����{B��­
¬j�Â±\l*~zl*{ax�����¨c��¨®�Xl*¶j~6�����qlQ�a|©�Ixz�®�X{©w=��{Xxz����w�l*xU��­C¨®��{jlQ��~UlQ�a|©��x�����{©wQ¯ �Å¼j�#lQ�[xU��{�xzhjl Mµ~6��~zl O �Q��w�lM��­��
¨���{jlQ��~U�#��{�wyx6��{ax=�*�®~6�#|©�Âx�Ájk��Ix�~z�®¼���wzw�lQk
¶j¨�v���wU¬[��{©l�w�l*³Xl*~6��¨Ox���kmlQw%�Ol*~=xz�®kml�w�x�lQ�c¯

"Jl�²%�®¨�¨Å{j�I² ~zl*³R��l*²�xzhjlmk�����{J���j�j~z�X���6h©lQw%xz��x�hj��w�k��Ix�~z�®¼¿��wzw�lQk
¶j¨�v \<xzhjl�tR�©��~6w�l´gC��¶j¨�lQ��|
¹ �j�j~z�X�X�6h0��{�¬�xzhjlUpÀ�[¬[�®·©lQ¬mnU�[¬j��¨ ¹ {©��¨®v[w���wQ¯�g=h©l%|j{©¬[lQ~�¨�vR�®{j�qx�h©l*��~zv�²%��¨®¨©¶�l=l#¼[�j¨�����{jl�¬�xzh©��{j«[w
xz��x�h©l�l#¼j��km�j¨�l���­Å�e�#��~z�*|j�ÂxM�#��{�w���wyxz�®{©����­?��{�Ð�Ñ:�aw��*�®¨�¨��Ix��X~Uw�|©�j�j¨�va��{j�e��¨®�a��¬�~�l�w���w�x���~Ux�hj~z��|j�Xh
�´h©��¨Â­ÆÇÏ²=�Ý³�lM~�l��4x��®·©lQ~ Måw�lQl �C�®�X|j~�l��j¯ � O ¯

iR

`

�
iD

vD

vR

vL

iL

�
vC

iC

v2

v1

�C����|j~zl��[¯Ø�$\
�?¨�lQ�#x�~z���Q��¨��Xwz�#��¨�¨���x���~=²%�®x�h!h©��¨Â­ÆÇÏ²@�Ý³Xlq~zlQ�#x��®·©l*~

�������	� 
���
�����������
�
�������
��� "!#�����%$&��'(�*)+��
,!.-
��{�xzhj��w=kml*x�hj�[¬ M � °<� �SKR��� O Á[x�h©l-³Ý��~�����¶©¨®l�w@��~�l�\
� ��¨�¨c{j�[¬[l��O��x�lQ{ax�����¨�w=²%�Âxzh�~zlQw��OlQ�4x%xz���´�*��kmkm��{�~�l*­µl*~zl*{©�*l
� ��¨�¨c¶j~6��{©�6h�³��X¨Âx6����l�w
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� ��¨�¨c¶j~6��{©�6h��#|j~z~zl*{axzw
��{���km��~zl<�Xl*{jlQ~z��¨©­µ�X~�k0|j¨��Ix�����{)ÁX�X{jlM�Q��{e��¨�w��
|�w�lMl*¨�lQ�#x�~z���q�6h©��~z��l<��{©¬�k�����{jl*x���� 	©|[¼���{©w�x�l���¬���­
�*|j~z~�lQ{Xx=��~%³X��¨®xz����lq­µ��~Uw���kml-�#��km�O��{jlQ{axzwQMµlX¯ ���Q���©�X�#�®x���~�ÁR�®{�¬[|©�4xz��~ O ¯
g=hjl-l��a|©�Ixz�®�X{©w%��~zlq¶���w�lQ¬���{ \
� ���®~6�6hjhj��± � w5³��X¨Âx6����l<¨��Ý²Fxzh©�Ix%w���km�j¨�v�~�lQ¨���x�lQw5¶j~6��{©�6he³���¨®xz����l�w�x��m�#�X{j{jlQ�#x�l�¬�{j�[¬[l�wª�O��xzl*{[Ç
x�����¨�w

� ���®~6�6hjhj��± � w%�*|j~�~zl*{ax%¨��Ý² w�xz�Ixz�®{©�0xzh©�Ix%xzhjl�w�|jk ��­��*|j~�~zl*{ax6w=��­C��¨®¨)¶j~z��{©�6hjl�w@�*��{R³�lQ~��X�®{©��x��
�´{j�[¬[l-��w��*l*~z�

� x�hjl-¶©~z��{©�6h��*��{©w�x��®x�|jx���³�l�lQ�a|©��x�����{©w@xzh©�IxUkm�[¬[l*¨\xzhjl-¶Ol*h©�Ý³R����~%��­��#�Xk´�O��{©l*{axzw
"Jl-��¶[x6����{exzhjl*{!xzhjlM­µ��¨�¨®�I²%��{j�mlQ�a|©��x�����{�­µ��~=xzhjl-l#¼j��km�j¨�l���­ ������|©~�l��[¯Ø� \

vC

�*���©���*�Âxz��~=³��X¨Âx6����l
iC

�Q���©�X�#�®x��X~=�*|j~z~�lQ{Xx
vL

��{©¬[|��4x��X~%³��X¨Âx6����l
iL

�®{�¬[|©�4xz��~<�*|j~z~�lQ{Xx
vR

~zlQw���wyxz��~=³��X¨Âx6����l
iR

~zlQw���w�x��X~=�*|j~z~�lQ{Xx
vD

¬[���[¬[l�³��X¨Âx6����l
iD

¬[�®�[¬[l��*|j~z~�lQ{Xx
v1

{j�[¬[l����O��x�lQ{ax�����¨
v2

{j�[¬[l
�0�O��x�lQ{ax�����¨
����~z�6h©hj��± � w=³���¨®xz����lM¨��Ý² ��w=²%~z�®x�x�lQ{ \

vC − v1 = 0
vL − v1 = 0
vR − v1 + v2 = 0
vD − v2 = 0

����~z�6h©hj��± � w%�#|j~z~�lQ{ax=¨��Ý² ��w=²%~z�Âx�x�l*{*\
iC + iL + iR = 0
iR − iD = 0

��{©¬�x�hjl-¶j~6��{��6h��#�X{©w�x��®x�|[xz�®³Xl-lQ�a|©�Ixz�®�X{©w5­µ��¨�¨®�I²Q\
Cv′C − iC = 0
Li′L − vL = 0
vR − RiR = 0
iD − f(vD) = 0

²%h©l*~zl
f
��wª��{�l#¼[���X{jl*{axz����¨*MåtRh©�R�6«R¨�l*v � wÅ¨��Ý² O ¯Cg=h©l<¬[vR{©��km���=¶�lQh©�Ý³R�®�X~?��­\xzhjl<¬[���[¬[lU��wÅ{jl*�X¨®l��4xzlQ¬�¯

���X`�� í
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"B�®x�h���{�l*¼axzl*{©¬jlQ¬�k��Ix�~z�®¼�­µ��~zk
|j¨��Ixz�®�X{NMµx���h©��{©¬[¨�lM{©��{j¨��®{©lQ��~z�®xyv���­�x�hjl�¬[���[¬[l O Áj��{©lM�Xl#x6w]\
































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 L 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

































·

































v′C
i′C
v′L
i′L
v′R
i′R
v′D
i′D
v′1
v′2

































+

































1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 −1
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −R 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

































·

































vC

iC
vL

iL
vR

iR
vD

iD
v1

v2

































+

































0
0
0
0
0
0
0
0
0

−f(vD)

































= 0

xzha|�w��!¬[�Â±\l*~zl*{axz����¨?��¨���l*¶©~z�����
lQ�a|©�Ixz�®�X{½²%�®x�hÃw��©��~6w�l´k��Ixz~����#l�w-��{©¬J��{j��{j¨���{jlQ��~qxzl*~zk!¯mg=h©��w
kml*x�hj�[¬ |©w�lQw��J¨®��x���­�|j{j«R{j�I²%{©wQÁª~zlQw�|j¨®x���{j�Ã�®{Äx�hjlÀ¨���~z��l!w�� �Ql!��{©¬Fw�����~6w��®xyvº��­qx�hjlÀk��Ixz~����#l�w*¯
�ª³�l*{��Â­C�Âx%��w@³�l*~zv���lQ{jl*~6��¨\��{�¬e��¨�¨��I²Uw5�´wyxz~z���®�Xhax�­µ��~z²=��~6¬´w�l#x�x���{j�m��­)l��a|©�Ixz�®�X{©w*Á[��{j��xzhjl*~@kml#x�h©�R¬
¬jlQ��¨���{j�À²%�Âxzh»k
|��6hº¨®l�w�w
|j{j«R{j�I²%{©w-²=��w��j~�l*­µl*~z~�l�¬½­µ��~�xzhjlew�xz��x�l#ÇÏ��­ÆÇ]x�h©l#Ç���~�x
w���k
|j¨��Ixz��~0t[�?��Ñ � \
xzhjl�pÀ�[¬[�®·©lQ¬!n<�R¬©��¨ ¹ {���¨�vRw���w*¯

��������� 
���
�� $������ 
��
	.$���� ��!
��� ��� ���	� )���	 !.-
g=h©l<·©~6w�x@³Xl*~6w�����{���­){j�[¬j��¨���{©��¨�v[w���w5�*��{©w���¬[l*~zlQ¬��X{j¨�v�{j�[¬[lq�O��xzl*{ax�����¨�w=��w5|j{j«R{j�I²%{©w@��{�¬ew�l#x=x�hjl
l��a|©�Ixz�®�X{©w@¶av \
� ­µ��~mlQ�X�6h ¶j~6��{��6hcÁÅx�h©l!�*��{©w�x��®x�|jx���³�l�lQ�a|©�Ixz�®�X{ ��­<x�h©l!¬j�®�O��¨�l���wm²%~z�Âx�x�l*{ ��{»x�h©l�­µ�X~�k i =

Y · (V1 − V2)� ­µ��~%l����6h�{j�[¬[l�Á[xzhjl5����~z�6hjh©��± � w=�*|j~�~zl*{ax%¨��Ý² ��w%���j�j¨���lQ¬[\ ∑

i = 0

vR��l*¨�¬[��{j�Àx�h©l*{Ä��{»lQ�a|©��x�����{º��­%x�hjle­µ��~zk
I = Y · V

²%�®x�h
I
��³�lQ�#x��X~
��­<����~0�*|j~z~�lQ{Xx´w��X|j~z�*lQw

³I��¨®|jl�w*Á
V
�´³XlQ�4xz��~=��­C|j{j«R{j�I²%{!{j�[¬[l��O��x�lQ{ax�����¨�w%��{©¬

Y
x�hjl��X¬[km�Âx�xz��{©�#l�k��Ixz~��®¼�¯

g=hjl�{j�[¬j��¨@��{©��¨®v[w���w�h©��¬»�¿w�lQ~�����|©w
¬[~z�Ý²%¶����6« \
�®x0²=��w��Xw�w�|jkmlQ¬Jxzh©�Ix0x�hjl��#|j~z~zl*{ax���w0����³�lQ{
l*¼[�j¨®���#�®x�¨�vÃ�®{ lQ���6hº¶©~z��{©�6hÃ¶avº��w���|©~z�*l�x�lQ~�k ��~0¶avº�À~zl*¨��Ixz�®�X{º��­%xzhjl�xyvR�Ol

i = f(U, U ′)
¯JtR�

��{©¬[|��4x��X~zwQÁ�³��X¨Âx6���Xl0w���|j~6�#l�wq��{©¬½w�l*³Xl*~6��¨C��xzhjl*~-w�xz��{�¬j��~6¬�lQ¨®l��4x�~z���*��¨�km�[¬[l*¨�w��#�X|j¨�¬½{j��x�¶Olm|©w�lQ¬�¯
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�©��~5x�hjl�w�lM~zlQ��w���{�w*ÁX�Âx=²@�Xwªkm�[¬[�®·©lQ¬NM � °<�U� K�� � O ¶Rvm¶©��w����*��¨�¨�vm�X¬j¬[��{j�
��{�xzhjl�³�l��4x��X~ª��­)|j{j«R{j�I²%{©w
w���kml�¶©~z��{©�6hÀ�#|j~z~�lQ{axzwSMµ­µ��~<��{©w�xz��{©�#lXÁ©xzhjl
³X��¨®xz���Xl-w��X|j~z�*l���~<�®{©¬j|©�4xz��~q�*|j~z~�lQ{Xx6w O ��{©¬À�X¬j¬[��{j����{
xzhjl�³�l��4xz��~���­=¬j�Ix6�Àw��Xk´lm«R{j�I²%{½³���¨®xz����l�w*¯mg=hjl�p�n ¹ ��w-²%��¬[lQ¨®v�|�w�l�¬Jw���{©�#lm�®x���w�xzhjlmkml#x�h©�R¬
xzh©�Ix?²=��wª�6hj�Xw�l*{0­µ��~ÅxzhjlqtR�ª��Ñ �»w���k
|j¨��Ixz��~?¬[lQ³�lQ¨®�X��l�¬´��xª�@l*~z«�l*¨�l*v0oU{j��³�lQ~zw��Âxyv
�®{mxzhjl��HLX��� � w���{�¬
��L K�� � w*ÁR��{©¬�xzh©�IxU~zl*k�����{©w5x�h©l�wyx6��{©¬j��~z¬e­µ��~=xz�®kml�¬[�Xk�����{���{©��¨�v[w���w@��­Å�#��~z�*|j�Âx6w*¯

"JlÃ²%�®¨�¨-�#��{�w���¬[l*~�{j�I²�hj�I² xzhjlÃ�#��~z�*|j�Âx��[¯Ø�º��w�w�l*x���{ax�� lQ�a|©�Ixz�®�X{©w�²%�Âxzh:x�h©lJp�n ¹ ¯Ug=hjl
|©{j«R{j�I²%{©w%��~zl�\

v1

{j�[¬[l����O��x�lQ{ax�����¨
v2

{j�[¬[l
�0�O��x�lQ{ax�����¨
iL

�®{�¬[|©�4xz��~<�*|j~z~�lQ{Xx
g�²5��lQ�a|©��x�����{©wM�#�Xkml�­µ~z��k x�h©l ����~z�6h©hj��±º�#|j~z~zl*{axq¨��Ý²�²%~��®x�xzl*{J�Ix�{j�[¬[lQw´�m��{©¬¿�jÁc��{©¬�x�hjl

xzhj��~z¬�lQ�a|©��x�����{���w%~zl*¨��IxzlQ¬ex��´x�h©l-�®{©¬j|©�4xz��~%¶j~6��{©�6h!�#�X{©w�x��®x�|[xz�®³XlMl��a|©�Ixz�®�X{c¯ "½l-�Xl#x=x�h©l*{ \




C 0 0
0 0 0
0 0 L



 ·





v′1
v′2
i′L



 +





1

R
− 1

R
1

1

R
− 1

R
0

−1 0 0



 ·





v1

v2

iL



 +





0
−f(v2)

0



 = 0

xzhR|©w%�mk
|©�6h�km��~zl-�#��km�©�X�4x=­µ��~zk xzh©��{!²%�®x�h�x�hjl
tjg ¹ kml#xzhj�[¬�¯

����� � +����=��"#�@�� »�� *.��-��"6���!��'

��{mxzhjl<�©~�lQ³a����|�w?w�l��4xz�®�X{©w*Áa²@l<w��Ý² hj�I² x��0w�l*x5|j�mxzhjl<l��X|��Ix�����{�wÅ�®{���{���{���¨�vXxz���%­µ��~zk�¯�g=h©��{j«[wÅx��
xzhjl0w�km�R��x�h¿{©�Ixz|j~�l0��­Åxzhjl0km�[¬[lQ¨�wQÁOx�hjl0lQ�a|©�Ixz�®�X{©wM��~zl
¬[�®±OlQ~�lQ{Xxz����¨C��¨®�Xl*¶j~6������lQ�a|©��x�����{©w�M2R ¹ � O
²%�®x�h!km�Xw�x%��­Cx�hjl�xz�®kml-{j�X{j¨��®{jl���~=�©��~�x6wQMµ¨��®«Xlqxzhjl�¬[���[¬[l

I(V )
�6h©��~z�X�4x�lQ~���w�x���� O Á

f(x′, x, t) = 0

²%h©���6h!�*��{�¶Ol-��­Æxzl*{!²%~��®x�xzl*{!��{�xzhjl�­µ��~zk \
A · x′ + g(x) = S(t)

²%�®x�h
A
�´k��Ix�~z�®¼���{©¬

S(t) �
�®{�¬[l*�Ol*{©¬jl*{axqw���|j~6�#l�w

�Ï­ ¹ ��w%w���{j��|j¨���~�ÁR²%hj���6h���w@x�hjl��Q��w�lq²%�®x�h!�X|j~=l#¼j��km�j¨�l-w�l*x=|©��²%�®x�h�xzhjl-p�n ¹ Áj²5l�h©�Ý³XlM� R ¹ �U¯
�Ï­=��¨�¨�|j{j«R{j�I²%{©w�¬[lQ~���³I�Ix���³�l�wq��~�l´|©w�lQ¬ M ¹ �®{R³Xl*~�x���¶j¨®l O Á�²@l0�Xl#x���{º�PR � M]�q~6¬[��{©��~zv�R<�®±\l*~zl*{ax�����¨
�5�X|��Ix�����{ O ¯
g=hjlq�*��|�w���¨®�®xyv��j~z�®{��#���j¨®l%��km�j¨��®l�wÅx�h��Ixª²@lU¬[lQ��¨j²%�®x�h���{m��{j�®x�����¨©³I��¨®|jl%�©~��X¶j¨®lQk \)�®xª��wª{jlQ�*lQwzw���~�v

xz�q�©~��I³R��¬[lª�M�#��{�w���wyxzl*{ax���{j�®x�����¨R³I��¨�|jl5­µ��~���¨�¨X|j{©«a{©�I²%{©wC��­[x�h©l R ¹ �U¯Ig=hj��wC³Ý��¨®|©l5k��Ýv�¶�l@��¶jxz����{jl�¬
¶RvM��{�lQw�x���k��Ix�����{)Á�¶RvMw���k´�©¨®��{j�U�=�j~zl*³R����|©w�w��®k0|j¨��Ix�����{-��x��=����³�lQ{M��{©w�xz��{Xx�ÁQ�X~QÁ�km�Xw�xc��­Rx�h©lÅx���kml�ÁÝ�Âx
��wª�*��km�j|[xzlQ¬��Xwª��{ml��X|©�®¨��®¶©~���|jkH���X�®{ax�Må�*��¨®¨�lQ¬�R-Ñ O �*��{©w���¬jl*~z�®{j��xzh©�Ix@��¨�¨�¬[lQ~���³I�Ix���³�l�w?��~zl%��{j�Âxz����¨®¨�v
�Ql*~z�´��{©¬�x�h©��xUw��X|j~z�*lMx�l*~zk�w=²%�®¨�¨c¨��Ixzl*~%�j~z�I³R��¬[lqx�h©l�¬[vR{©��km���*wQ¯

"JlÀ�j~zlQw�l*{ax´h©l*~zl�xzhjl!{R|jkml*~z���Q��¨Uw���¨�|[x�����{©w´|©w�lQ¬ x��ºw���¨�³�l�x�hjl�R ¹ �U¯ �C��~zw�x���­���¨�¨åÁ5²5l!²%��¨®¨
�*��{©w���¬[l*~@hj�I²Bxz�´w���¨�³�l<x�hjlQR-Ñ Mµ�]¯ lM�*��{©w�xz��{Xx=³I��¨�|jlQw O �j~��X¶j¨�l*k!Á[��{©¬�w�lQlq¨��Ixzl*~@hj�I²BxzhjlMx�~6��{©w��®lQ{ax
��{©��¨�v[w���w MÆxz�®kml-³I��~zvR�®{j�m³I��¨�|jl�w O ��w%h©��{�¬[¨®l�¬�¯

���X`�� í



���������
	�����
����������������
������������� 
!��"$#&%('*)+� ,-	�.$/0�(
1,2�(� ���

�������	� ��$&��� � �����%� 
	��
 ���%$ � ��

�
g=h©lPR-ÑF�j~z��¶©¨®lQk¾��w=w���km�j¨��Â·©l�¬�xz�
xzhjlMlQ�a|©�Ixz�®�X{

f(0, x, 0) = 0
²%�®x�h

f
¶Ol*��{j�´k´�awyx=��­)x�hjlqx���kml

�m{©��{j¨��®{©lQ��~=­µ|©{©�4xz�®�X{
R

n −→ R
n
¯=p�����{j¨�v�xy²@�m���j�j~z�X�X�6hjlQw@h©�Ý³XlM¶Ol*lQ{À|©w�lQ¬��®{�w�xz��x�l*Ç]��­ÆÇåxzhjl#Ç���~�x

w���k
|j¨��Ixz��~6wCx��
w���¨�³�l%�®xH\�x�hjlMnUlQ²=x���{jÇÏ�U���jh©w���{m��¨����X~��®x�hjk¾���j�©¨®��lQ¬´xz�-x�hjl<²%hj��¨�l<w�l#xª��­\l��a|©�Ixz�®�X{©w*Á
��{©¬��0~zl*¨��I¼j��x�����{ekml*x�hj�[¬!w��X¨®³R��{j�mlQ�X�6helQ�a|©��x�����{���{jl���­Æx�lQ~=x�hjl-��x�hjlQ~Q¯

Z G É��ÀÉaÌ £ Í @ Ë � ¥IUXGC¢ Í @ ¥ !2W Í ¤�A¸£HG��
g=h©��w��*¨��Xw�w����Q��¨=�®x�l*~6�Ixz�®³Xl!k´l*x�hj�[¬Ä·©{©¬©wmx�hjl �Ql*~z� Måw�|©�j���aw�l�¬Äx��Ã¶�lÀl*¼[��w�x���{j�º��{©¬ |j{©���a|jl O ��­M�
�*��{ax���{R|j��|�w�¨�v�¬[l*~z��³Ý��¶j¨�lq­µ|©{©�4xz�®�X{

f : R
n −→ R

n
¶Rv�\

��¯Utaxz��~�xU²%�®x�hÀ��{���{j�®x�����¨c�X|jlQwzw
x0

�[¯<Ñ5��km�j|[xzl�x�hjl��a���*��¶j����{���­
f
��x=l�wyxz�®k���x�l

xk
\

Jf (xk) =







∂f1

∂x1

(xk) . . . ∂f1

∂xn
(xk)¯¯¯ ¯ ¯ ¯ ¯¯¯

∂fn

∂x1

(xk) . . . ∂fn

∂xn
(xk)







�j¯<Ñ5��km�j|[xzl��´{jl*² lQw�x���k��Ix�l�\
xk+1 = xk − Jf (xk)−1 · f(xk)

�©¯<Ñ5��km�j|[xzl
‖xk+1 − xk‖∞ = maxi=1···n(|xk+1

i − xk
i |)

��{©¬À�6h©lQ�6«�­µ��~q��¶©w���¨�|[x�l��X~<~zl*¨��Ixz�®³Xl
�#�X{a³Xl*~z��lQ{©�#l-¶Rv!�#��km�©��~���w���{!²%�Âxzh�����³�lQ{!x�hj~zlQw�hj�X¨�¬jwQ¯<g����Ý³X����¬���­¸��¨�w�l´�#��{R³Xl*~z��l*{��#l�Á©�ÂxM��w
��¨�w��m{jl��#l�w�wz��~zvmx����6hjl��6«�­µ��~

‖f(xk+1)‖∞
¯

��{F­¸�X�4x�Á5xzhjl¿�a���*��¶j����{ k��Ix�~z�®¼ {jlQlQ¬ {j��xe¶�l¿�®{R³�lQ~zw�lQ¬ \Àx�hjl¿{jl*² lQw�x���k��Ixzl
xk+1

w�h���¨�¨U¶�l¿x�hjl
w���¨�|[xz�®�X{���­)x�h©l-¨®��{jlQ��~Uw�v[w�x�lQk

Jf (xk) · xk+1 = Jf (xk) · xk − f(xk)

xzh©�Ix<�Q��{�¶�l-�X¶[xz���®{©lQ¬ex�hj~z��|j�Xh�w�xz��{©¬j��~z¬e¨®��{jlQ��~U��¨���lQ¶j~z�´��¨����X~��®x�h©kmwH\
� R<��~zlQ�4xUkml*x�hj�[¬jw%¨���«�l-Ð)o ­¸�X�4x��X~��!�Q��x�����{
� ��{©¬[��~�l��4x
kml*x�hj�[¬jw M ����|�w�w�Ç�t[l*��¬[l*¨]ÁCtR|��*�#l�w�w���³�l��q³�lQ~��%l*¨��I¼j��x�����{cÁC�5�µÑ5��{��y|j�X��x�l �M~6��¬[��l*{axQÁ
�Ml*{jlQ~z��¨®�!�*l�¬�p��®{j��k���¨)�UlQw���¬[|���¨]¯®¯�¯ O xzh©�IxUw�lQ��~6�6he�®x�lQ~z��x���³�lQ¨®v�xzhjl�w���¨�|[x�����{

g=h©l¿��~z������{©��¨qt[�?��Ñ �7w��®k0|j¨��Ix��X~�­µ~z��k��@l*~z«�l*¨�l*v |©w�lQw�x�hjlÃnUlQ²=x���{jÇÏ�U���jh©w���{:��¨®�X��~z�Âxzhjk!Á@²%�®x�h
w�l*³Xl*~6��¨\l*{©h©��{©�*l*kml*{ax6w@x�h©��x=²@l*~zl-¬[��{©lMlQ�Âxzhjl*~<¶av��5lQ~�«Xl*¨�l*v��X~%¶av��#��kmkml*~6�#����¨�w���­Æxy²=��~zl<xzlQ��kmwQ¯
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g=h©��wU��¨®�X��~z�Âxzhjk ²=��wU�j~�l�w�lQ{ax�lQ¬���{!x�hjl0��~�x����#¨�l�� °Mt©Ñ � ���Ï¯=�Ïx<~zl*�j¨����*lQw=xzhjl���¨���¶���¨cw���¨�³a��{j����­Å��w�l#x
��­�{j�X{j¨��®{jl���~%l��X|��Ix�����{�w5¶Rv�������|©wzwyÇytRl*��¬[lQ¨�¨®��«�l��®x�l*~6�Ixz�®�X{ \
��¯Utaxz��~�xU²%�®x�hÀ��{���{j�®x�����¨c�X|jlQwzw

x0

�[¯��j�X~%lQ���6h���­Cx�h©l
i = 1, · · ·n

l��a|©�Ixz�®�X{©w*Ájw���¨�³�lM¶Rv�xzhjl�w�l��*��{Xx=kml#xzhj�[¬�x�hjl
ith
l��X|��Ix�����{*\

fi(x
k+1

1 , · · · , xk+1

i−1
, xk+1

i , xk
i+1, · · · , x

k
n) = 0

²%�Âxzh!~�l�w��OlQ�#x%x��´x�hjl�w���{j��¨�l�|j{j«R{j�I²%{
xk+1

i

¯
�j¯<Ñ5hjlQ�6«�­µ��~U�#�X{R³�l*~z��lQ{©�#lq��{

xk+1
lQw�x���k��Ixzl

� ��	)� 
-� �P)�� � 3+� ,-	�.$/ ��
 ��� �
���(	�1 �]� 
 ����� ����� � ,2��� , �8�
��� �
� ���N
-�$, � ��/ � ��� ,-
�� 	)$
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g=h©l-l#¼[���X{jl*{axz����¨)�6h©��~6���#x�lQ~���wyxz���q��­�xzhjl�¬[���R¬jl Mµ�X~%x�hjl��a|©�X¬[~6�Ix�����~zlQw����X{©w�l���­���p½��t�xz~z��{©w���w�x��X~
xz�

VGS

²%hjlQ{ �®x´�X�al�w�­µ~z��k xzhjl�²@lQ��«Ã�®{R³�lQ~zw�����{º~zl*������{Ãxz�¿xzhjl!wyxz~��X{j����{a³Xl*~6w�����{º~zl*�X�®�X{ O k��Ýv
�Q��|©w�lU�#�X{R³�l*~z��lQ{©�#l@�j~z��¶j¨�l*k�w�²%hjlQ{��QR�ÑÄ��{©��¨�v[w���wCx�~z�®l�wÅxz��·©{©¬���{ml��X|©�®¨��®¶©~���|jk¾���X�®{axª¶Ol*¨���{j�X�®{©�
xz�
�-~zl*�X�®�X{�¬[�Â±\l*~zl*{ax?­µ~z��k¾xzhjl<��{j�®x�����¨©�X|jlQwzwQÁX�X~?²%hjl*{���x�~6��{©w���l*{ax5��{���¨�vRw���w�x�~z�®l�wÅxz�0�#�Xkm�j|[x�l<x�hjl
lQ³��X¨®|[xz�®�X{e��­�xzhjl�¬[l*³R���#l � w%�*|j~�~zl*{axU���*~��aw�wªxy²@�´~zl*�X�®�X{©wQ¯
g=hj��wC²%�®¨�¨R¶�l@��¨®¨�|©w�x�~6�Ix�l�¬���{�xzhjl@�Q��w�lª��­[x�hjl=¬[���R¬jl5²%hjlQ{�xzhjl@n<l*²=xz��{[Ç��U���©h©w��X{
��¨����X~��®x�h©k xz~���lQw

xz��·©{©¬�xy²@�ew�|©�*�*lQwzw���³�l-�O��¨���~z�!�Q�Ixz�®�X{��O����{axzw<��­ª���#��~6�#|j�®x<²%�®x�h¿��³X��¨®xz����l�w���|j~6�#l
E(t)

Á���~�l�w���w�x���~
R
��{©¬!�m¬[���R¬jl

D
Måw�lQl �C����|j~zl��[¯ �0­µ��~U�#��~6�#|j�®x�� w%¬[lQwz�#~z���[x�����{!��{©¬ �C����|j~zl��[¯ �
­µ�X~U��¨�����~z�®x�hjk O ¯

UR

UD

E(t)

I

�C�®�X|j~�l��j¯ � \C���X¨���~��!�Q��x�����{e��­C��¬[���[¬[l
g=hjl=�j~z�[�#l�w�w)­µ��~�·©{©¬[��{j�Mx�h©l5{jlQ² �O��¨���~z� ���Ixz�®�X{-���X�®{ax?�IxCx���kml

t+h
w�xz��~�x6w)²%�®x�hm��w��®{©�Âxz����¨[��|jl�w�w

U0
D(t + h)

x�h©l-���X¨���~��!�Q��x�����{e�O����{axU��¶[x6����{jlQ¬�­µ�X~=x���k´l
t
\
UD(t)

¯ªg=h©l�·©~zw�xU�®x�l*~6�Ixzl
U1

D(t + h)
��w

�X�®³Xl*{À¶Rv�x�hjl0�®{ax�lQ~zw�lQ�#x�����{À¶Ol#xy²@l*lQ{Àx�hjl
xz��{j��lQ{Xx<x���xzhjl0¬j�®�[¬[l � wq�6h©��~6���#x�l*~z��wyxz���-��{©¬�x�hjlmw���|j~6�#l*Ç
~zlQw���wyxz��~ª�6h©��~z�X�4xzl*~z��w�x�����¯*Rq|jl<x���xzhjlqw�x��®±\{jlQwzw?��­�x�hjlM¬[�®�[¬[l � w5�6h©��~6���#x�lQ~���wyxz����ÁIx�h©��w5³I��¨�|jl

U1
D(t+h)²%��¨�¨c~�l�w�|©¨Âx%��{!�´{R|jkml*~z���*��¨\�I³Xl*~�	©�I²:¬[|j~z�®{©�mx�hjl-�#�Xkm�j|[xz��x�����{!��­�x�hjl-{©l#¼RxU�Âxzl*~6�Ixzl

U2
D(t + h)

¯

���X`�� í
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+
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R

E
(t

)−
U

D

R

U
D

I

U
0 D
(t

+
h
)
=

U
D
(t

)
U

1 D
(t

+
h
)

I
(U

D
)

�C����|j~zl��[¯ � \ÅnUlQ²=x��X{[ÇÏ�<���jh©w���{���¨����X~��®x�hjk7w�l���~6�6hj�®{©��­µ��~U�m{©l*² �O��¨���~z�!�Q�Ixz�®�X{
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tRlQ³�lQ~z��¨cw��X¨®|[xz�®�X{©w=xz~�vex����I³�lQ~z�*��kmlqx�hjl�w�l��©~��X¶j¨®lQk�w*Á[vR��l*¨�¬[�®{©�e��{!��{©�#~zlQ�Xw�l���­Cx�h©l�{R|jk
¶Ol*~U��­
�®x�lQ~z��x�����{©wQ¯�nU��xzlMx�h©��x@xzhjl-w�l��*��{Xx=kml#xzhj�[¬�~zl*�©¨��X�#��{j�0n<l*²=x��X{[Ç��U���jh�w��X{���¨����X~��®x�h©k¾��w%��¨�w��0�j~z��{©l
xz��w�|©�6h!¬[~6�Ý²%¶©���6«\¯
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g=h©l
w��X¨®|jx�����{À��­Å�X~z¬[��{©��~�ve¬j�Â±\l*~zl*{ax�����¨�lQ�a|©��x�����{

x′ = f(x, t)
�I³Xl*~=xzhjl�xz�®kml���wU�X¶[xz���®{jl�¬�x�h©��{j«[w

xz�m��{jl���­Cx�h©lQw�l�w�xz��{©¬j��~z¬��®{axzl*��~6�Ixz�®�X{ekml#xzhj�[¬jwQÁjl#¼[�j~zlQwzw�l�¬�­µ�X~U�´x���k´l�w�x�lQ�
h
\

> � U�!1A¸¦�Aµ£�� ��! É ¤�§
xn+1 = xn + h · f(xn+1, tn+1)

Z ¤I¥$U É	��Í A¸ÎC¥ !@¤ ��! É §
xn+1 = xn + h

2
· (f(xn, tn) + f(xn+1, tn+1))

2nd
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xn+1 = 4

3
xn−

1

3
xn−1+ 2h

3
·f(xn+1, tn+1)

��¨®¨���­�xzhjl*k7vR�®lQ¨�¬[��{j���´{j��{©¨®��{jlQ��~%lQ�a|©��x�����{�²%�Âxzh
xn+1

�Xw@x�hjl-|j{©«a{©�I²%{c¯�©��~�� R ¹ ��w�v[wyxzl*k
f(x′, x, t) = 0

Á�xzhjl�w���kml
­µ�X~�k0|j¨���l0k��Ýv�¶Ol����©�j¨®��lQ¬¿x���xzhjl�lQ�a|©��x�����{©w
²%h©l*~zl?¬[l*~z�®³I��x���³�l�x�lQ~�k�wc���j�OlQ��~�Á�²%hjl*~zlQ�XwOx�hjl?��x�hjlQ~clQ�a|©��x�����{©wc²%�Âxzhj��|[xC¬[l*~z�®³I��x���³�lQw)��~zl�w�x�~6������haxz¨®v
²%~z�®x�x�lQ{»�Ix�xz�®kml

tn+1

¯ �©��~´���#�Xk´�©¨®l*x�lew�x�|©¬jvJ��­ R ¹ �3w���¨�³�lQ~zw-��{©¬Jx�h©l���wzw��R�*����x�l�¬½{©��x�����{º��­
,-� �����XÁ©w�lQl � �UÑ5� La���]¯
g=hjl�w�lmkml#xzhj�[¬jw-²@l*~zl´�6h©�Xw�l*{�­µ�X~�x�hjlQ�®~-�X�R�R¬J�#�X{R³�l*~z��lQ{©�#l�
I�*��km�j¨�l#¼[�Âxyvex�~6��¬[lQ��±�¯´g=h©l0xz�®kml

w�x�lQ�»��w0|�w�|©��¨®¨�vº��|[xz��k��Ixz���Q��¨�¨®vÃ��¬I�y|©wyxzlQ¬»¬j|j~���{j�¿x�hjl!w���k
|©¨���x�����{»��{»­µ|j{��4x�����{Ä��­%xzhjl�w���¨�|[xz�®�X{�� w
³I��~����Ixz�®�X{e~6�Ix�l-��{©¬e��­�xzhjl�¬[� ���#|j¨®xyv�xz�mw���¨�³�lMxzhjl�{j��{j¨���{jlQ��~%lQ�a|©�Ixz�®�X{���{
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¹ w?w�xz�IxzlQ¬m��{´x�hjlU��{ax�~z�[¬[|©�4xz�®�X{cÁ�xzhjl<w�xz��{©¬j��~6¬mtR�?��Ñ � w��®k0|j¨��Ix��X~zwÅ�Q��{j{©��xª���6h©�®lQ³�l@x�hjlqw���k
|j¨��Ixz�®�X{
��­��#��~z�*|j�Âx6w�²%�®x�h:km�X~�lÀxzh©��{ ha|©{©¬[~zlQ¬jw���­-x�hj�X|©wz��{©¬jwe��­�x�~6��{�w���wyxz��~6w*¯ �©��~�xzhjl��©�Xwyx!¬[lQ�Q��¬[l�w*Á
xzhj��w
²=��w
{j��x���{»��wzw�|jl�\m¨���~��Xle�#��~z�*|j�®xzw´��~zl�¨®�X�������#��~6�#|j�®xzwQÁÅ�å¯ l!��{ �Xw�w�l*k0¶j¨®vJ��­<��¨���~��Xl�{R|jk
¶Ol*~
��­q¨����X�����X��x�lQwQÁ?l����6h �a�Ixzl�¶Ol*��{j�Ã�Âx6w�lQ¨Â­���{F��wzw�lQk
¶j¨�vÃ��­M¨®l�w�w0x�h���{ �Q���¿x�~6��{�w���wyxz��~6w*¯ tR�®{��#l�x�hjl
�X¨®�X¶©��¨�¶Ol*h©�Ý³R����~���­=�!w���{j��¨�l´�X�Ixzl��#��|©¨�¬½¶�lmkm�[¬[l*¨�¨�lQ¬Ã��w���{

OUT = f(IN)
­µ|j{��4x�����{Ã²%�®x�hÃ��{

�Xw�w��[�#���IxzlQ¬´¬[l*¨��Ýv0��{©¬0x�hjlU��{ax�lQ~z�*��{j{jl��4xz�®�X{©w�¶�lQh©�Ý³R�®�X~?�#�X|j¨�¬m��¨�w��-¶�l%km�[¬[lQ¨®¨�lQ¬��Xw?�-w���km�j¨�l<¬[l*¨��Ýv�Á
xzhR|©w�¬[lQw��®�X{jl*~6w�h©��¬U�y|©wyx�xz�q|©w�l%tR�?��Ñ �½x���w���k
|j¨��Ixzl5l����6h�«R��{©¬���­©¨��������5�X�Ixzlª��{0³I��~�����|©wC�#�X{©¬[�®x�����{©w
��{©¬�l#¼Rx�~6���#x5xzhjl�¬[l*¨��Ýv � w@�©��~z��kml#x�lQ~zwQ¯�g=hjl-²%hj��¨�l��#��~z�*|j�Âx<�*��|j¨�¬ex�hjlQ{�¶Ol-w���k
|©¨���x�lQ¬�²%�®x�hÀ�´¨®�X�����
w���k
|j¨��Ixz��~-�#�X{©w���w�x���{j�!¶©��w����Q��¨�¨®v¿�®{º��{ÃlQ³�l*{ax�ÇÏ¬[~z��³�l*{J��¨����X~��®x�hjk!¯��<­%�#�X|j~zw�l�Á)l*¨�lQ�4xz~����*��¨Å�©��~6��w��®x����
�©hjl*{j�Xkml*{©���*��|j¨�¬À{j��x<¶Ol´w��®k0|j¨��Ix�l�¬!¶j|[xMx�hjlQv!|©w�l�¬�x���¶�l0{jl*�X¨®������¶j¨�l�¯qtR�Xkml#x���kmlQwQÁ��Ol*�X�j¨�l
h©�X¬
xz�½w��®k0|j¨��Ix�lex�hjl���{Xxzl*~6���#x�����{º¶Ol#xy²@l*l*{ �j|j~zl���{���¨������©��~�x6w
��­%x�hjl!�#��~6�#|j�®x´��{©¬º�j|j~zle¨����X���e��{jl�w]\
km�®¼[lQ¬ew���k
|j¨��Ixz��~6wªh©��{©¬[¨�l<xzhj��w@xz��w�«�¶Rv�~�|©{j{j��{j�
xz���Xl#x�h©l*~%�
¨����X���qw���k
|©¨���x���~=��{�¬e�0x���kmlM¬[�Xk�����{
w���k
|j¨��Ixz��~=²%�ÂxzhÀ�´�*��|j�©¨®��{j����¨����X~��®x�hjk!¯
g��[¬j�Ýv�Á\�Ol*���©¨®l0{jl*l�¬Àx���w���k
|©¨���x�l0x�hj�aw�l0l*¨�lQ�4xz~����*��¨)�©��~z�Xw��®x������©hjl*{j�Xkml*{©�e¨®��{j«�l�¬!x��!�#�X|j�j¨��®{©�

¶Ol#xy²@l*lQ{�¨��®{jl�w*Á[�©~��X�©���a�Ix�����{m��­)²@�Ý³XlQw5��¨���{j��¨���{jlQwQÁR³Ý��~����Ixz�®�X{���­����I²@l*~5¨®lQ³�l*¨�w5¶���x�h�w��©��x�����¨�¨®v���{�¬
xzl*km�O��~6��¨�¨®vX¯�g=h©lQw�lq�jh©l*{j�Xk´lQ{©�0km�Ýv����j�OlQ��~=lQ³�l*~zvR²%hjl*~zlU��{��0¨���~z��l��#��~z�*|j�Âx%��{�¬�xzhjl-w���k
|j¨��Ixz�®�X{
x6��w�«�~zlQ�a|j��~�l�w5{©l*² x��R��¨�w*¯
tRlQ³�lQ~z��¨©w���­Æxy²@��~�l%�*��km�©��{©�®l�wÅ�j~z���O�Xw�l �y­¸��w�x@tR�ª��Ñ ���<w���k
|j¨��Ixz��~6wCx�h©��xª|©w�l<w���kml%��­\x�h©l%­µ��¨�¨®�I²=Ç

��{j�´x�~z���6«RwH\
 A�� A @ W½£HA � É�Ë Î Í �»¥IA @ ¥ @ Î É � É @ £ Ë Î)¤�A � É @ ¢HA�� ��!¸¥j£HA Í @ ¢�§ �Ol*�X�j¨®l½x�~zvFx��F¶Ol*{jl*·jx!­µ~��Xk�x�hjl

�®{axzl*{©¬[l�¬ ¶Ol*h��Ý³a����~m��­q¨����������a�IxzlQwm��wm��{
OUT = f(IN)

­µ|j{��4x�����{F�Ixm³I��~z�®�X|©w´¨®lQ³�lQ¨�w´��­
km�R¬jl*¨�¨®��{j�©¯:g=h©lÀ¨®�X�������a�IxzlQw���~zl�{j��x�~zl*�j~zlQw�l*{axzlQ¬ �Xwm¶j¨����6«»¶O�Ý¼[lQwm¨��®«Xl���{B�J�j|j~zlÀ¨®�X�����
w���k
|©¨���x���~�Áj¶j|jxUx�hjl
x�~6��{©w���wyxz��~6w5{©l#x�¨���wyxM��wU��{©��¨�v �*l�¬exz��k���«Xl���wyxz~�|©�#x�|j~zl-��­?¬[lQ��lQ{©¬[lQ{©�#��lQw
���j�OlQ��~U��{©¬ex����X~z¬jl*~@x�hjl-lQ³I��¨�|©�Ixz�®�X{���­�|j{j«R{j�I²%{�w*¯�j�X~U�®{�wyx6��{©�*l�Á[xzhjl��
	��

�������w���k
|j¨��Ixz��~=­µ~z��k�������
�������� M¸w�l*l�� °��[RMt$La� � O ��~��
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`Ia�Ù(b©à c4ß�Ú



� � # ���]�
��/����]�������]/-/��
	��*,-� �
����
������(���

��� ���

�������	��$! �� ��-|©w�lMx�hj��wU���j�j~z�X���6h)¯
g=�®kml*ÇÏ¬[�Xk�����{Jw��®k0|j¨��Ix�����{J�*��{½¶Ol�|©w�lQ¬¿­µ��~��®km�j~z�I³R�®{©�exzhjl����Q�#|j~6���*v���­@w�k���¨�¨?wyxz~�|©�#x�|j~zlQw
w���k
|©¨���x�����{ ��{©¬ºl*³Xl*{ax�Ç�¬[~z�®³Xl*{»w��®k0|j¨��Ix�����{ ��w´���j�©¨®��lQ¬»x��½w���k
|j¨��Ixzl�x�h©l�~zl*¨��Ixz�®�X{©w�¶Ol#xy²@l*lQ{
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�ÂxU��{À�m¬[vR{©��km���*��¨�²=�Ýve¬[|©~���{j���´��¨���¶©��¨\w���k
|j¨��Ixz�®�X{c¯

 A�� A @ W½£HA � É�Ë Î Í �»¥IA @ ¥ @ Î F ¤ É
	 � É @ ¦ Ê\Ë Î Í �»¥ A @ ¢�A � ��!å¥[£HA Í @ ¢�§ xzhjl�w��®k0|j¨���x�����{Ã��­@x�~6��{�w���wyÇ
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|j¨��Ixz�®�X{
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¶Ol%w��j¨��®x���{m¬[�Â±\l*~zl*{ax��©��~�xzw�xzh©�IxÅ²%��¨®¨
¶Olqw���k
|j¨��IxzlQ¬�²%�®x�h���{jlU�X~ªkm��~zlq�X¬j���jx�lQ¬���¨®�X��~z�Âxzhjk�w*Áa�j~z�I³R��¬[l�¬´x�h©��xªxzhjl*��~5��{ax�lQ~z�X�4x�����{�w?²%��¨®¨O{j��x
¶OlÅxz�a�q�#��km�j¨�l#¼Mx��q���6hj��l*³Xl�x�hjlªw���k
|j¨��Ixz�®�X{-��­Rx�hjlª²%hj��¨�lª�#��~6�#|j�®x)¶RvqkmlQ~��X�®{j�U��¨®¨Xw�|j¶jÇ]~zlQw�|j¨®xzwcl���w��®¨�v�¯
"Bh©l*{½x�hjl�w�l���{ax�l*~6���#x�����{©w<­µ��~z¶j��¬�xz�Àw��j¨��®x-x�hjl��#��~6�#|j�®x��®{axz��¶j¨��[�6«[w-��{©¬¿x�hR|©w��X¶j¨®����l0x��Àw��®k0|j¨��Ix�l
xzhjl�²%hj��¨�l��#��~z�*|j�Âx=²%�®x�h!�0w��®{©��¨�lM��¨®�X��~z�Âxzhjk!Áa�X{j¨�vmx�hjl�¨���w�x=w���¨�|[x�����{)Áa�]¯ lqxzhjl-w���km�j¨��Â·��Q�Ixz�®�X{e��­�x�hjl
km�[¬[lQ¨�wQÁj�*��{��j~z�I³R��¬jl�w�����{j�®·��*��{ax%wz�Ý³R�®{©�Xw5�®{À�#�Xkm�j|[xz��x�����{�x���kml�¯

���X`�� í
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� �������	��
 �

� 	 9 5 4 5 � < � 4 4 7�	 � �����:4 � � 	 7:4

� 4 � 9���� � 5 � �65�� < ��� ����� 7�� 5 �

9�� 9 � 7��:4 5�� � � � � � ��� 7+< � 5 7���� 9�� � 4
� � � 5

� ��� �����s�����C���U�����C"#�5�
 �EÝ�C�0���=;3�-��� ��EÃ����� 	��
	��©'������-��� �-�e�
���C�
�����

g=h©l<{j�X{[ÇÏw�km�R��x�h����j�j~z�X�X�6h��%��wªx�h©lq���©�j¨®���*��x�����{���­c�
w���l��#����¨�·©l*¨�¬���­ck���x�hjlQkm��x����*w?x�h©��x@lQ{©��¶j¨�lQw
xz�e~zl*�j~zlQw�l*{axU~zl*¨��Ixz�®�X{©wU¶Ol#xy²@l*lQ{�³I��~z����¶j¨®l�w%{j��xM��wU­µ|j{©�#x�����{©w

y = f(x)
¶j|jx��Xw<�#�Xkm�j¨®lQkml*{axz��~��®xyv

�*��{©¬j�Âxz�®�X{©w*ÁR­µ�X~%�®{�wyx6��{©�*l�\
(x ≥ 0)

��{©¬
(y ≥ 0)

��{©¬
(x · y = 0)

xzh©�IxU��w=|©w�|©��¨�¨�v�²%~��®x�xzl*{�x�h©��w%²=�Ýv \
0 ≤ x ⊥ y ≥ 0

g=hj��w%l*¼[��km�j¨®l���w=�©��~�x����#|©¨���~�¨�v��®{axzl*~zlQw�x���{j��w���{©�#l-�®x<¬[l�w��*~���¶�l�w5x�hjl-��¬[lQ��¨)¬[���[¬[l-�6h©��~6���#x�l*~z��wyxz����¯
�q{ ������|©~�lM�©¯���ÁRx�h©lq¨�l#­Æx�Ç]h©��{©¬�w�«Xl#xz�6h�¬[��w��j¨��Ýv[w?xzhjl���¬[l���¨�¬[���[¬[lM�6h���~6���4xzl*~z��w�x����U��{©¬�xzhjl�~�����hax�Ç

h���{©¬�w�«Xl#x6�6h�¬[��w��j¨��Ýv[w@xzhjl�|©w�|���¨cl*¼R�O��{©l*{ax�����¨c�6h©��~z�X�4xzl*~z��w�x����<�Xw%wyx6�Ix�l�¬e¶Rv!tRhj�[�6«R¨®lQv � w@¨��Ý²-¯
g=hjlM�O�Xwzw���¶j¨�l<³I��¨�|jlQwª­µ��~

(iD,−vD)
��w@¬[lQ�j���#x�l�¬�¶Rv´x�hj��w=w�«Xl#xz�6h���w@�
�#�Xkm�j¨®lQkml*{axz��~��®xyv��#��{�¬[�ÂÇ

xz�®�X{ \
0 ≤ iD ⊥ −vD ≥ 0

�	� ×4Ô�
%×4Ô¸ÓÅÖØÙ ë ×4Ô�
 ã ìåÖØ×4Ùq×4Ù<ì�
ÝÖØÕcÕåÞ����¸Óyäyì�ÛI×4ÙÝÓ?ä ã ÙMÔ¸Ó ë ÓyÔcì]×5ì�
ÝÓ?ÕåÖ ì]Ó������������������! �"$#%"��'&��(#�)��+*�,$��-%�'&/.�)%�
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−vD−vD

iD iD

�C����|j~zl��©¯���\ÅnU�X{[Ç�w�km�R��xzh���{©¬�w�km�R��x�hÀ�6h©��~z�X�4xzl*~z��w�x����*w5��­��´¬j�®�[¬[l
"BhjlQ{À�m¨®��{jlQ��~=~�lQ¨���x�����{���wU�X¬j¬[l�¬e¶Ol#xy²@l*lQ{�xzhjl��#�Xkm�j¨®lQkml*{axz��~�v�³I��~z����¶j¨�lQwQÁR��{jl���l*xzwU�´¨��®{©lQ��~

�*��km�j¨�l*kml*{ax6��~z�Âxyv��j~z��¶©¨®lQk M¸Ð�Ñ5� O x�h��Ix%��wU|©w�|���¨�¨®v�²%~z�®x�x�lQ{À��wH\
w = M · z + q

0 ≤ w ⊥ z ≥ 0²%�Âxzh
w, z, q ∈ R

n

²%h©l*~zl
z ≥ 0

k´l���{©w@xzh©�Ix
zi ≥ 0 ∀i ∈ {1 · · ·n}

�©��~%��{©wyx6��{©�*l�Á[xzhjl-�#��~z�*|j�®xU��­ �C����|j~zl��[¯ �´km�Ýve¶�l-²%~z�Âx�x�lQ{ \
−vD = RiD − E

0 ≤ iD ⊥ −vD ≥ 0tR�X¨®³R��{j�0x�hj��w@km��x�hjlQk��Ix����*��¨\�j~��X¶j¨�l*k w�l*l*k�w=�Ix@·©~6wyx=��¨���{��#lM��¶R³R�®�X|©w?²%�®x�h!�0w���{j��¨�lM¬j�®�[¬[lM¶j|[x
��{Ã���*�®~6�#|©�Âx��#�X{axz����{j��{j��x�hj�X|©w���{©¬jw���­@¬[���[¬[lQwQÁ�x�h©lmxz��w�«Àkm�®�Xhax�¶Ol�km��~zl´¬j�<���#|©¨Âx�\��Ix�·©~6wyx�Ác��{jl
�*��|j¨�¬ex�~zv�x���w���¨�³�lqx�hjl-¨���{jlQ��~%lQ�a|©�Ixz�®�X{���­�xzhjl�ÐCÑ5�B�Xw�w�|jkm�®{©�
xzh©�Ix%xzhjl�¬[���R¬jl-��w=lQ�Âxzhjl*~U¶©¨®�[�6«�l�¬
M
iD = 0

O ��~0�©��wzw���{j� M
vD = 0

O ¯ "B�®x�h
n
¬[�®�[¬[l�w���{ ���*�®~6�#|j�®xQÁCxzhjl�Ð�Ñ5� ��w
��­<w�� �Ql

n
��{©¬ºx�hjl

{R|jk0¶�lQ~ª��­�x�lQw�xzw5��w?xzhjl*{
2n
¯Å��{�­¸���#xQÁa���[xz�®km�!�Q��x�����{�xzhjl*�X~�v´h©��w5�j~z�I³R��¬[l�¬m��¨�����~z�®x�hjk�wÅxzh©�Ix@|©w�lUx��

w���¨�³�lqx�h©l�ÐCÑ5�Fk
|©�6h�­¸��w�x�lQ~SM¸w�l*l�� Ñ5�5t$La��� O ¯
g=hjlJÐCÑ5� �Q��{:��¨�w��»¶Ol½���©�j¨®��lQ¬Bx��»km�[¬[l*¨Mkm��~zl¿�#�Xkm�j¨®l*¼F�6h���~6���4xzl*~z��w�x����*wQ¯ �j�X~e��{©wyx6��{©�*l�Á

��{Rv��©�®l��#l*²%��w�l
¨��®{jl���~M­µ|j{©�#x�����{J�*��{½¶�l´km�[¬[l*¨�¨®l�¬¿�Xwq��ÐCÑ5� M¸w�l*l � Ð��q� L � � O ¯ �j��~M��{©wyx6��{©�*l�Á�¨�l#x � w
�*��{©w���¬[l*~@x�h©l�­µ|j{©�4xz�®�X{!��­Å�0~zlQ��¨�³I��~z����¶j¨®lq¼�M �C�®�X|j~�l���¯ � O \

y = f(x) =

{

a1 · x + b
�®­

x < 0
a2 · x + b

�®­
x ≥ 0

�Ïx<�Q��{!��¨�w��m¶Ol-²%~��®x�xzl*{À��w=��ÐCÑ5�F�©��~z��kml#x�lQ~��!�*l�¬�¶Rv�¼[\
y = a2 · x + (a2 − a1) · z + b

M¸�©¯�� O
w = z + x

M¸�©¯Ø� O
0 ≤ w ⊥ z ≥ 0

Mµ��¯ � O

���X`�� í
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y = a1x + b

y = a2x + b

�C����|j~zl��©¯Ø�$\��?��lQ�*l*²%��w�l�¨��®{jl���~=­µ|j{��4x�����{
�©��~�l����6h

x
ÁCx�h©lew��X¨®|jx�����{Ã��­=x�h©leÐCÑ5� M¸�©¯Ø� O ��{�¬ M¸�©¯ � O vR��l*¨�¬jw

z = −x
�Â­

x < 0
��{©¬

z = 0
�®­

x ≥ 0
¯Åg=hjl-³I��¨�|jl���­

y
�Q��{�x�hjlQ{À¶�l-�#�Xkm�j|[x�l�¬�¯

g=hjl��X¬[³I��{axz����l���­qx�hjlÀ��km�j¨®���#�®x�­µ�X~�k,��­M�Ã�j��lQ�*l*²%��w�l!¨��®{©lQ��~mkm�[¬[l*¨q���j�OlQ��~���{j�J²%hjl*{F�®x���w
²%~z�®x�x�lQ{���wU�eÐCÑ5�B��w%x�h��Ix<�®xM�Q��{À¶Ol�km�Â¼[lQ¬!²%�®x�h¿{j��{�­µ|j{©�#x�����{©��¨)~zl*¨��Ixz�®�X{©w%¨��®«Xl-x�hjl
��¬[l���¨C¬[�®�[¬[l
km�[¬[lQ¨åÁ[xzhjl���¨���¶©��¨cw�v[w�x�lQk ¶�lQ�®{©��w��X¨®³XlQ¬�²%�®x�hÀÐ�Ñ5�F��¨®�X��~z�Âxzhjk�w*¯
o<�Àx���xzh©�IxM���X�®{ax�Á�²@l�h©�Ý³Xl-�j~�l�w�lQ{ax�lQ¬�xzhjl0Ð�Ñ5�F­µ��~zk
|j¨��Ixz�®�X{���wU��x��R��¨)x��ekm�[¬[lQ¨���{�¬Àw��X¨®³Xl

��km�j¨����*�ÂxC~�lQ¨���x�����{©w�¶Ol#xy²@l*lQ{�³I��~z����¶j¨�lQwQ¯ "Bhjl*{
��{jl?²=��{ax6w�x��q��{©��¨®v �*l?x�hjl5¶�lQh©�Ý³R�®�X~c��­j��{
l*¨�lQ�4xz~��X{j���
�*�®~6�#|©�Âx�Ác�Âx-��w�{jlQ�*lQwzw���~�v!xz�!�®{ax�~z�[¬[|©�*l´¬[vR{©��km���Qw��®{½x�hjl�¬jlQwz�#~z�®�[xz�®�X{©wQÁ�¨®l���¬[��{j��x��!�#�X{©w���¬[lQ~M{©��{[Ç
w�km�R��x�hJ¬[vR{©��km���*��¨?w�v[w�x�l*k�wQ¯0g=hjl�w�x�|©¬jv���­?xzhjlQw�l�w�v[w�x�lQkmw-w�xz��~�xzlQ¬¿hj��w�x��X~����*��¨®¨�v!�®{Jxzhjl´·©l*¨�¬¿��­
kml��6h©��{j���*w M�� pÀ�X~z�X� ����{©¬�� �@~�� L�L�� O ¯
� � � 
�"*�G+� #����"*��	9���%')+� 6��'7��	�$&�5�0� ���-��"#'���	�'��

�J�U;3�=���% #�%�?���C��	�"#�@'

�������	� 
���
 
���� � ���	
 $ � �%� 
���� 
 � ' ����'  � � $��
	 ���  �%
 ����� � � � ��$ ���
� ��$�$ �%� ��� ��� � � ' ����� � � � 

�

"Jl�²%��¨®¨�w�l*l�{j�I² hj�I² x��ek´�[¬[lQ¨cxzhjl0�UÐ�Ñ^R �*�®~6�#|©�Âx<��­ ������|©~�l0�j¯ �m�XwU��{j�X{[Ç�w�km�R��xzh�¬[vR{©��km���*��¨
w�v[wyxzl*k���{©¬!hj�I² �®xq�*��{À¶�l
w���k
|j¨��IxzlQ¬�x�h©��{j«[w%xz�e��{À��¬jlQ�a|©�Ixzl�x���kml#ÇÏ�®{ax�lQ��~6�Ixz�®�X{�kml#xzhj�[¬���{�¬��
Ð�Ñ5�Bw��X¨®³Xl*~�¯

"Jl�·©~6wyxU~zl*²%~z�Âxzl<xzhjl5����~z�6hjh©��±�¨��Ý²Uw]\
vL = vC

vR + vD = vC

iC + iL + iR = 0
iR = iD

²%h©�®¨�lMx�hjl-¶j~6��{��6h��*��{©w�x��®x�|[xz�®³Xl�lQ�a|©�Ixz�®�X{©w@­µ��~%¨���{jlQ��~U¬[l*³R���#lQw%��~�l�\
iC = Cv′C
vL = Li′L
vR = RiR

`Ia�Ù(b©à c4ß�Ú
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��{©¬!¨���w�xUx�hjl��4¶j~6��{©�6hÀ�*��{©w�x��®x�|[xz�®³Xl�lQ�a|©��x�����{��M��­�x�hjl0��¬[l���¨C¬[�®�[¬[l�x�h©��x<��w<{j��km��~zl
��{ÀlQ�a|©�Ixz�®�X{
¶©|[xU�®{�wyxzlQ��¬��m�#�Xk´�©¨®lQk´lQ{axz��~z�®xyve�#�X{©¬[�®x�����{ \

0 ≤ iD ⊥ −vD ≥ 0
¹ ­Æx�lQ~U~�l���~z~z��{j����{j�-xzhjl-�j~zl*³R����|©w@lQ�a|©��x�����{©wQÁ[²@lM�X¶[xz���®{*\

(

v′L
i′L

)

=

(

0 −1

C
1

L
0

)

·

(

vL

iL

)

+

(

−1

C

0

)

· iD

"Jl-��{Xxz~��[¬[|��#l-�mwyx6�Ix�l�³I��~z����¶j¨�l
x
��{©¬���{jl-��­)xzhjl��#�Xk´�©¨®lQk´lQ{axz��~zv�³I��~z����¶j¨�lQw

λ
\

x =

(

vL

iL

)

��{©¬
λ = iDg=h©lM��{j�®x�����¨)�*��{©¬j�Âxz�®�X{���­�xzhjl�w�v[w�x�lQk ��wU����³�l*{�¶Rv�\

� g=hjl-��{j�Âxz����¨c³I��¨�|jl���­Cx�hjl-��{©¬[|��4x��X~%³��X¨Âx6����l vL = x0
1� g=hjl-��{j�Âxz����¨c³I��¨�|jl���­Cx�hjl-��{©¬[|��4x��X~U�#|j~z~zl*{ax iL = x0
2�UlQ��~z~6��{j�X�®{j�
­µ|j~�x�hjlQ~=x�hjl-��{j�®x�����¨)w�l#x%��­�lQ�a|©��x�����{©w=vR��l*¨�¬jwH\

−vD =
(

−1 0
)

·

(

vL

iL

)

+ RiD

�Xw<�e¨®��{jlQ��~<~zl*¨��Ixz�®�X{À¶�l*xy²5lQl*{Àxzhjl0w�xz��x�l
³I��~�����¶j¨�l
x
��{©¬!xzhjlm�#��km�j¨�l*kmlQ{Xx6��~zve³I��~z����¶j¨�lQw

λ
��{©¬

y²%�®x�h
y = −vD

¯
g=hjl��*��km�j¨�l*kml*{ax6��~z�Âxyv��*��{©¬[�®x�����{�~zlQw�|j¨Âxz�®{©�0­µ~z��k x�hjl-��¬[l���¨c¬[���[¬[l-�6h©��~6���#x�l*~z��wyxz���q��w=²%~z�®x�x�lQ{ \

0 ≤ iD ⊥ −vD ≥ 0
"B�®x�h�xzhjl-��lQ{jl*~6��¨\{j��xz�Ixz�®�X{

x, λ, y
xzhjl�w�vRw�x�lQk ��w=²%~��®x�xzl*{ \

x′ = A · x + B · λ
M¸�©¯ � O

y = C · x + D · λ
M¸�©¯Ø� O

0 ≤ y ⊥ λ ≥ 0
Mµ��¯ � O

²%�®x�h
A, B, C, D

k��Ix�~z���#lQw%�*��{©w�xz��{ax=�I³Xl*~@x���kml�¯
g=hjlMxzhjl*�X~�v���­�{j�X{[Ç�w�km�R��xzh�¬[vR{©��k´���*��¨�w�v[w�x�l*k�w=�j~z�I³R��¬jlQw5�®{ax�lQ��~6�Ixz�®�X{�x�l��6hj{j���a|jlQw@xzh©�Ix%h©�Ý³Xl

¶Ol*lQ{��®km�j¨�l*kmlQ{XxzlQ¬m��{�x�h©lqtR��Ñ%�MnM��t´w���­Æxy²=��~zl@x����X¶[xz���®{mxzhjlU~zlQw�|j¨Âx6wÅ��­ �C����|j~zl%�©¯ ��²%hj���6h�w�hj�I²Uw
��¨�w��e���*��km�©��~���w��X{À²%�ÂxzhÀx�h©l0~zlQw�|j¨®xzwU��­ª��tR�ª��Ñ � w��®k0|j¨���x��X~Q¯<g=h©l´¬[���[¬[l
|�w�l�¬À�®{JtR�?��Ñ � w���k
|[Ç
¨��Ixz�®�X{!h©��¬À�mxzhj~zlQw�hj��¨�¬���­?��~z��|j{�¬��©¯ �j� �
Á©x�hj��wUxzhj~zlQw�hj��¨�¬�²@�XwU��¨�w���w���k
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Måw�lQl ������|©~�l��©¯ � O ¯

iDR1

iDF1
iDR2

iDF2

vR �

Cfilt

iR
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�C����|j~zl��©¯ � \ �C�®¨®x�lQ~�l�¬�­µ|j¨®¨®ÇÏ²@�Ý³Xlq~zlQ�#x��®·©l*~
g=hjl0·©�X|j~�l�wU��¯ ��ÁO��¯ ����{©¬��©¯ K�w�hj�I²�²%h©�IxMh©���©��lQ{©w<²%�®x�h¿x�hjl�tR�?��Ñ � ��¨����X~��®x�h©kmw<²%hjl*{¿x�hjl

xz�®kml�w�x�l*�Ã��wM­µ��~6�#l�¬Àx��À� ��hj�®�Xh½³I��¨®|jl � M¸hjl*~zl
10µ

w O \qx�hjl�tR�ª��Ñ � w���k
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2µ
wÅ��{©¬

1µ
wQ¯�g=hjl

2µ
w�~zlQw�|j¨Âx6w?��~zl
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wqxzhjl´¬j�Â±\l*~zl*{©�*lQw���~zl0��¨®km�awyxM|j{j{j��x����#lQ��¶j¨�l�Á
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x��!hjl*¨��Ã�Âx�¯�"Bhjl*{Jx�h©l��®{ax�lQ��~6�Ixz�®�X{Àx���kml���lQ~����[¬¿¶OlQ�*��kmlQw
xz�R�À¨���~��Xl�Á)w���kml�¬[���[¬[lQw-k��Ýv½¶�le�*��km�j¨�l#xzl*¨�v¿¶j¨��[�6«�lQ¬Ã��x
��x���k´l�wyxzl*�»��{�¬J�*��km�j¨�l#xzl*¨�v¿�©�Xw�w��®{©�
��x=x�hjl�{©l#¼Rx%x���kml�wyxzl*�c¯ªg=h©l
tR�?��Ñ �:��¨����X~��®x�h©kmw=��~�l�{j��x<¬[lQw��®�X{jlQ¬ex���h���{©¬[¨�l-w�|��6h!�m�Q��w�l�\�x�h©l*v
{©l*lQ¬�x��mwyxzl*���
w�| ���#��l*{ax@{R|jk0¶�lQ~=��­cxz�®kmlQw5xz�´�*�I³�l*~5�j~z���Ol*~z¨®v���¨�¨Ox�hjl�w�²%�Âx6�6hj�®{©�
�Ol*~z�®�[¬�²%h©���6h���w
³Xl*~zv�w�h©��~�x=h©l*~zl�¯
�q{�xzhjl��#��{axz~z��~�vXÁ�x�h©l<{j�X{[ÇÏw�km�R��x�h����j�j~z�X�X�6hm��w@��¶j¨�lUxz�0�*��km�j|[xzlq�
�*��{©w���wyxzl*{ax@w���¨�|[x�����{�²%�®x�h

~zl*¨��Ixz�®³Xl*¨�vm­¸��~=xz�®kml�w�x�l*��w*Á©�Xw�w�|jkm��{j�
xzh©�IxU�®xUl#¼[��wyx6w%��{©¬��®xU��w=|©{j���a|jlXÁj²%hj���6h���w=xz~�|jl�hjlQ~�lX¯
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 � � 
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�ª¨®l��4x�~z��{©���M�#��~z�*|j�®xzw=k���¬[lM��­Ckm�®¨�¨®����{�w5��­Cp½��t�x�~6��{©w���wyxz��~6w5��~�l��#�Xk´km�X{�x��[¬j�ÝvX¯ ¹ w@l#¼[�j¨�����{jlQ¬���{
xzhjl´�®{ax�~z�[¬[|©�#x�����{��©��~�x�Á©xzhjlm¬[lQw��®�X{���­ÅxzhjlQw�lm�#��~z�*|j�Âx6w<h���wq¨®�X{j��~zl*¨��®l�¬À��{¿�ehj��l*~6��~6�6hav���­?km�[¬[lQ¨�w
��{©¬�w���k
|j¨��Ixz�®�X{©wH\
� w�k���¨®¨©w�|j¶©w�l#x6wÅ��­Ox�lQ{©wÅ��­�xz~z��{©w���w�x���~6wC�®km�j¨�l*kmlQ{Xxz�®{©��������³�l*{0­µ|j{©�#x�����{´Ç){©��kmlQ¬´¨®�X�����@�X�IxzlQwCÇ
²5lQ~�l-w��®k0|j¨��Ix�l�¬e��{!����³�lQ{��*��{©¬[�®x�����{�w=�®{�x���kml�¬[��k����®{�²%�Âxzh�tR�?��Ñ �

� w��Xkmlª|©w�l#­µ|j¨R�©��~z��kml#x�lQ~zwc¨®��«�l@¬[l*¨��Ýv[wc²@l*~zlªl#¼Rxz~z�X�4x�l�¬M­µ~��Xk x�hjl�w�l=w���k
|©¨���x�����{©wcx��U·�¨®¨[�<�*�X��~zw�l
km�R¬jl*¨c��­�xzhjl-¨®�X�����<�a�IxzlM¨���«�l-�´¨®�X�����q~zl*¨��Ixz�®�X{

OUT = f(IN1, IN2, . . .)
�I­Æx�lQ~U¬[l*¨��Ýv

T� ��wzw�lQk
¶j¨���lQw���­%��¨���~��Xl0{R|jk0¶�lQ~���­=¨��������´�X��x�lQw-�*��|j¨�¬½¶�l�w��®k0|j¨��Ix�l�¬J�®{Ã³I��~z�®�X|©w-�#�X{©¬[�®x�����{©w
²%�Âxzh»��­¸��w�x�l*³�lQ{ax
¬[~���³�lQ{Jw���k
|j¨��Ixz��~�Á�x�hjl�~zlQw�|j¨®xzw-¶Ol*��{j���X�*�#|©~z��x�lml*{j�X|j��h½x��À�©~�l�¬[���#x-x�hjl
¶�lQh©�Ý³R�®�X~=��­Cx�hjl��*�®~6�#|j�®xQ¯

g=h©lMlQ³��X¨®|[xz�®�X{e��­�w�l*km���#��{�¬[|©�4xz��~@x�l��6hj{j�X¨®�X����lQwªx��I²=��~6¬ew�km��¨®¨�l*~@xz~z��{©w���w�x���~=w�� �Ql���{©¬e­¸��w�x�l*~%�X��lQ~�Ç
��x�����{�~�l��a|j�®~zlQw5xz��w���k
|j¨��Ixzl��©��~6��w��Âxz���Ml*±Ol��4xzw%x�h©��xU|©w�l�¬�xz��¶�l-{©l*��¨�������¶j¨®l�¶Ol#­µ�X~�lX¯?oU{[­µ�X~�xz|j{©�Ixzl*¨�v�Á
w���kml0��­ªxzhjlQw�l´l#±\lQ�4x6wM¨®��«�lm�#~z�Xwzwyx6��¨�«!¶�l*xy²5lQl*{¿¨���{jlQw��*��{j{j��xM¶Olmh©��{©¬j¨®l�¬¿�IxMx�h©l´¨����X���
�X��x�l
¨�l*³Xl*¨
¶©|[xU~�l��a|j�®~zlqx���w���k
|©¨���x�l��®{�xz�®kml�¬[�Xkm���®{�x�h©l�­µ|j¨®¨��#��~z�*|j�Âx�¯ R<�X�®{©�´�®xU²%�®x�h�tR�?��Ñ �F²@��|j¨�¬e~zlQ�a|j��~zl
km�X{Xxzh©w@x��m~zlQ�X�6h��mw��®{j�X¨®l�~zlQw�|j¨®xQÁ[²%�®x�hÀ�´³�l*~zv�hj����h�¶j|[xUk��ÝvR¶Ol-|j{j{jl��#lQwzwz��~zv��j~�l��#��w�����{)¯

�������	� � �	
�' 
�� � � 
 � � � 
 ��� � $�� 
 � $�� � ���#� � �%� ����� � � $ �
��lQ���j¨�l%�#��|©¨�¬0¶�lQ{jl#·©xÅ­µ~��Xk �Mw���k´�©¨®�®·��*��x�����{´��­\¬[l*³R���#lQw�km�[¬[lQ¨�w M¸l�¯ ��pJ��t�km�[¬[l*¨�w O ��{´x�hjl@­µ�X~�k ��­
�
�j��lQ�#lQ²%��w�l<¨���{jlQ��~5~zl*�j~zlQw�l*{ax6�Ix�����{���{©w�x�l���¬���­�x�hjl��#�Xk´�©¨®���*��x�lQ¬�­µ��~zk
|j¨�����km�j¨®lQkml*{ax�l�¬���{�tR�?��Ñ �
w���k
|j¨��Ixz��~6w*¯ �j�X~q��{©w�xz��{��#l�Á���{ � Ð��q� L � �ÏÁ\x�h©l´��|[x�hj�X~zwM�#�X{©w���¬[lQ~�l�¬!x�h©lmt[��h¿km�[¬[l*¨���­?x�hjlmn<pJ��t
w�xz��x������6h©��~6���#x�l*~z��wyxz����\

IDS =
K

2
· (f(VG − VS − VT ) − f(VG − VD − VT ))

²%�®x�h*\
K =

µCOXW

L
µ
km��¶©�®¨��Âxyve��­�k����y��~z�Âxyve�Q��~z~���l*~6w

M¸wz��km�j¨�lM³I��¨®|jl�w=��­
750 cm2.V −1.s−1

­µ��~U�mnqp½��t\Á
250 cm2.V −1.s−1

­µ�X~U�´�ªp½��t O
COX =

εSiO2

tOX

εSiO2
= εr SiO2

· ε0 (εr SiO2
≈ 3.9)

tOX

�Ý¼[��¬[lMx�hj���6«R{jlQwzw
≈ 4nm

��{À�´~�l��#l*{ax
180nm

x�lQ�6h©{j��¨����Xv
W
�6h©��{j{jl*¨�²%��¬Rxzh

L
�6h���{j{jlQ¨�¨®lQ{j��xzh

≈ 130nm
�®{À�´~�l��#lQ{Xx

180nm
x�l��6hj{j��¨����Xv

VT

xzhj~�l�w�h©��¨�¬e³X��¨®xz���XlM¬jl*�Ol*{©¬[��{j���X{exzlQ�6hj{j�X¨®�X��vXÁ
VBS

ÁRx�lQkm��lQ~z��x�|j~zl
≈ 0.25

x��
1
�

���X`�� í
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g=h©lq­µ|©{©�4xz�®�X{
f : R −→ R

��w%¬[l*·©{jlQ¬!�Xw]\

f(x) =

{

0
�Â­

x < 0
x2

�Â­
x ≥ 0

g=h©l´�©�®l��#l*²%��w�lm��{©¬Ã�a|©��¬[~6�Ixz���0{©��x�|j~zlm��­ªxzhj��w�­µ|j{©�#x�����{Ã²@�Xw����j�j~z�Ý¼[�®k���x�lQ¬¿¶RvÀx�hjlm­µ�X¨®¨��I²%��{j���
w�l*�Xkml*{axzw@�j��lQ�*l*²%��w�l-¨��®{©lQ��~@­µ|j{��4x�����{!¶Rv�xzhjl���|jx�hj�X~zw@��­ � Ð �M�^L � � M¸w�l*l �C����|j~zl��©¯��Q� O \

fPWL(x) =































0
�®­

x < 0
0.09 · x

�®­
0 ≤ x < 0.1

0.314055 · x − 0.0224055
�®­

0.1 ≤ x < 0.2487
0.780422 · x − 0.138391

�®­
0.2487 ≤ x < 0.6185

1.94107 · x − 0.856254
�®­

0.6185 ≤ x < 1.5383
4.82766 · x − 5.29668

�®­
1.5383 ≤ x

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

-0.5  0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

f(x)
fpwl(x)

������|©~�l��©¯��Q� \��?�®l��#lQ²%��w�l�¨®��{jlQ��~U���j�©~��Ý¼[��km��x�����{���­)­
g=hjl5~�lQ¨���x���³�l?lQ~�~z��~�¶Ol#xy²@l*lQ{

f
��{�¬

fPWL

��w)«Xl*�[x�¶�lQ¨®�I²
0.1
­µ�X~

0.1 ≤ x < 3.82
¯)g=h©l5��¶�w��X¨®|[xzl

lQ~�~z��~M��wq¨�lQwzwMx�h���{
2 · 10−3

­µ��~
0 ≤ x < 0.1

��{©¬
0
­µ�X~-{jl*�a�Ixz�®³Xl

x
¯´��{J�j~z�X�4xz���*l�Á\x�h©l�³Ý��¨®|©lQwM��­

VG, VS , VD , VT

��{�¨����X���M��{ax�l*�X~z��x�l�¬e�#��~6�#|j�®xzwU��¨®¨��I² �´���R�[¬����j�j~z�Ý¼[�®k���x�����{e��­
f
¶av

fPWL

¯
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g=hjl´·©�X|j~zl
�©¯����´¬[��w��j¨��Ýv[wUxzhjl�wyx6�Ixz���´�6h©��~6���#x�lQ~���wyxz���
IDS(VGS , VDS)

��­5��{½n<pJ��tÀ��¶jxz����{jl�¬
²%�®x�h»x�hjlÀtR�?��Ñ � ¨®lQ³�l*¨q�ekm�[¬[l*¨=��{�¬Ãx�hjl��j��lQ�#lQ²%��w�le¨���{jlQ��~0���©�j~��Ý¼[��k��Ix�����{Ã��­%x�hjl!t[��h»km�[¬[lQ¨å¯
g=h©lq­µ�X¨®¨��I²%��{j�m�©��~6��kml#xzl*~=³I��¨�|jlQw=²@l*~zl�|©w�lQ¬[\

εr SiO2
= 3.9

tOX = 20 nm

µ = 750 cm2.V −1.s−1

W = 1 µm

L = 1 µm

VT = 1 V

�@��x�x��Xk,·©�X|j~zlQwm��{©�#¨�|©¬[l�¶O��xzhBkm�R¬jl*¨�w�~�l�w�|©¨Âx6w�²%�ÂxzhFxy²5�º¬[�®±\l*~zl*{axe³R�®lQ²%���X�®{ax6wmx��»¬[��w��j¨��Ýv x�hjl
~zl*�X�®�X{©w@²%hjl*~zl-¬[�®±OlQ~�lQ{©�#l�w%���j�OlQ��~Q¯
g=hjl�¨���~��XlQw�x
¬[�®±OlQ~�lQ{©�#l�w
�[�*�*|j~�­µ�X~
¨���~z��l

VDS

��{©¬ºlQ�Âxzhjl*~´��¨���~z��l��O�Xw��Âxz�®³Xl
VGS

��~0��¨���~��Xl
�O�Xw��®x���³�l

VGD

¯Ã��{©¬jl*lQ¬ºx�hj��w´va��l*¨�¬jw´��hj����h ³Ý��¨®|©l���­
x
��{ �X{jle��­%x�hjl

f(x)
��{

f(VGS − VT ) −
f(VGD − VT )

��{©¬!x�h©l
¨��®{jl���~M���j�j~z�Ý¼[�®k���x�����{
fPWL

¬j�Â±\l*~6wU­µ~z��k
f
¯��©��~�w�k���¨�¨)³I��¨®|jl�wU��­

VDS

Á
lQ~�~z��~6w@�#��km�Ol*{©wz�Ixzl-¬[|jl�x��´xzhjl�¬[�®±OlQ~�lQ{©�#l

f(VGS − VT ) − f(VGD − VT )
¯�©��~Uw��®k0|j¨���x���{j�eÑ@p½��t�¨®�X�����q�*�®~6�#|©�Âx6w*ÁRxzhjl-|©w�l#­µ|j¨c�X��lQ~z��x���{j�m~�lQ������{���w@xzhjl�w��a|©��~�l

(VGS , VDS) ∈ [0, 5]2
��{©¬ex�hjl-lQ~�~z��~=��w=k´�[¬[lQ~z��x�lX¯

g=hjl��j��lQ�*l*²%��w�l�¨®��{jl���~´k´�[¬[lQ¨=~�l�w�|j¨®xzw´�X{ �C�®�X|j~zle�©¯�����²5lQ~�l�~�l����6hjl�¬Ã¶Rv»�½Ð�Ñ5� ��¨����X~��®x�h©k�¯
�Ïx´kmlQ��{�w�xzh©�Ix´x�hjl�¬[l#·�{j�Âxz�®�X{ ��­

fPWL

��w
x�|j~z{jlQ¬»�®{ax��J��{ Ð�Ñ5� ­µ�X~�k0|j¨���x�����{»�Xw
l*¼R�©¨����®{jl�¬º��{
��¯®��¯ �j�X~<�m����³�lQ{!³Ý��¨®|©l-��­

(VD , VG, VS)
Á©x�hjl

λ
³I��¨�|jlQwU�*��~z~�l�w��O��{�¬[�®{©�0xz�mx�hjl
�®{ax�lQ~�³I��¨�w=��{À²%hj���6h

VGS − VT

��{�¬
VGD − VT

­¸��¨®¨)��~�l-�*��km�j|[xzlQ¬�Áj��¨®¨��I²%�®{©�0xzhjl*{�xz�m�*��km�j|[xzl
IDS

¯

���X`�� í
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PWL model solved by LCP

 0
 1

 2
 3

 4
VGS

 0
 1

 2
 3

 4
 5

VDS

-0.0005
 0

 0.0005
 0.001

IDS
MOS level 1 SPICE

 0
 1

 2
 3

 4
VGS

 0
 1

 2
 3

 4
 5

VDS

-0.0005
 0

 0.0005
 0.001

IDS

PWL model solved by LCP
MOS level 1 SPICE

 0  1  2  3  4  5VGS -1 0 1 2 3 4 5
VDS

-0.0005
 0

 0.0005
 0.001

IDS PWL model solved by LCP
MOS level 1 SPICE

 0 1 2 3 4 5

VGS

-1 0 1 2 3 4 5
VDS

-0.0005
 0

 0.0005
 0.001

IDS

�C����|j~zl���¯®�X��\�taxz��x������6h���~6���4xzl*~z��w�x����m��­<��{ n<pJ��tJx�~6��{©w���wyxz��~
²%�®x�h ��w��®km�j¨�l�� ":Ð km�[¬[l*¨=��{�¬
t[�?��Ñ �F¨®lQ³�l*¨ª�Mkm�[¬[lQ¨
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g=h©��w0w���km�j¨®l�km�R¬jl*¨@��­<��nqp½��tJx�~6��{�w���wyxz��~�²=��w
��¬j���[x�l�¬Ãx��Àxzhjle�5p½��tJx�~6��{�w���wyxz��~
��{©¬º¶O��xzh
km�[¬[lQ¨�w�²5lQ~�l½|©w�lQ¬Bxz�Äw��®k0|j¨��Ix�lJ��{ �®{R³�lQ~�xzl*~��6h©����{ M¸w�l*l �C�®�X|j~�l½�©¯���� O ¯ g=hjl½�X|[x��©|[x���­
lQ�X�6h
��{R³�lQ~�xzl*~=��wU¨®�a��¬[l�¬e¶Rv�xzhjl-�®{axz~���{©w������*���©���*�Âx6��{©�*lQw@��­Cx�~6��{�w���wyxz��~6w Mµ²%�®x�h!³I��¨�|jlQw%��­C�´­µlQ²

fF
O ��{©¬

�´¨��X�X¬��Q���©�X�#�®x���~=��­
50 fF

~zl*�j~zlQw�l*{axz�®{j�0x�h©l-²%�®~z�®{©�´¶Ol#xy²@l*lQ{�w�|©�Q�#lQwzw��®³Xlq��{R³�l*~�x�lQ~zwQ¯

OUT
IN

VDD VDD VDD VDD VDD VDD VDD VDD VDD VDD

Cload

�C����|j~zl��©¯����I\C��{R³Xl*~�x�l*~%�6h©���®{���{�Ñ@pJ��t
��{�x�hjl�w�l�l���~z¨®v�w��®k0|j¨���x�����{©wQÁax�hjl-¬[vR{©��km���Q��¨O¶�lQh©�Ý³R�®�X~@��­cx�h©l�pJ��tmx�~6��{�w���wyxz��~@²@�Xw=w���km�j¨®�®·©l�¬

¶Rv�«�l*lQ�j��{j�mx�hjl
�®{ax�~z��{©w����-�*���©���*�Âx6��{©�*lQw
CGS

��{�¬
CGD

��{©¬[lQ��lQ{©¬[lQ{Xxq­µ~��Xk ³X��¨®xz���XlQwQ¯@�<­?�#�X|j~zw�l�Á
xzhj��wª¬[�®±OlQ~zw?­µ~��Xk3xzhjl<pÀlQv�lQ~?{j��{©¨®��{jlQ��~ª�*���©���*�Âx6��{©�*lQwÅ��km�j¨�l*kml*{ax�l�¬m�®{�x�hjlqt[�?��Ñ � ¨�l*³Xl*¨c�Ukm�[¬[lQ¨å¯�C����|j~zl=�©¯��Q��w�hj�I²UwCx�hjlU�*��km�©��~���w��X{
¶Ol#xy²@l*lQ{mw���k
|j¨��Ixz�®�X{0~zlQw�|j¨®xzwÅ²%�®x�h�tR�?��Ñ � Må¬[��x�x�l�¬m¨®��{jlQw O ��{�¬
t[��Ñ%�MnM��t�­µ�X~M��w�lQ¨®l��4xz�®�X{���­?��{R³�l*~�x�lQ~zw<��|[xz�j|[x-³��X¨Âx6���Xl
��{©¬¿p½��t��*|j~�~zl*{ax6w*¯ �C�®�X|j~�l�w<��¯®�Q�e��{�¬
��¯®�Ý�-¬[��w��©¨��Ýv´x�h©l

(VGS , VDS , IDS)
³I��¨®|jl�w?­µ�X~5��{R³�lQ~�xzl*~6wU����{©¬ L0�#�Xk´�©|[x�l�¬e¬[|j~z��{j�
xzhjlqx�~6��{©w��®lQ{ax

w���k
|j¨��Ixz�®�X{�w�|j�Ol*~z�®km�O�Xw�lQ¬���{�x�hjl
nqp½��t�wyx6�Ix����-�6h©��~z�X�4x�lQ~���w�x����*w
IDS(VGS , VDS)

��­ÅtR�?��Ñ �:��{�¬
t[��Ñ%�MnM��t\¯ "Jl%�*��{´{j��x����#l@x�h©��x�x�hjl%w�²%�Âx6�6hj�®{©�M��­©xzhjlQw�l=�®{R³�lQ~�xzl*~6w���~zl5¨��[�*�IxzlQ¬
km���®{©¨®v���{��<~zl*�X�®�X{
²%h©l*~zl0xzhjl

IDS

�#|j~z~zl*{ax-����³�l*{J¶Rv�xzhjl�� ":ÐBkm�[¬[l*¨ªl#¼j�#lQlQ¬jwMxzhjl���{jl��X�®³Xl*{J¶RvJtR�?��Ñ �<Á)�©��~�xz¨®v
l*¼[�j¨����®{©�®{j�m²%hRv�xzhjl-�®{R³Xl*~�x�l*~%¬[lQ¨��Ýv[w=��~zl-w�k���¨®¨�l*~%²%�®x�h�tR��Ñ%�Mn���t\¯

���X`�� í
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-1

 0

 1

 2

 3

 4

 0  1e-09  2e-09  3e-09  4e-09  5e-09  6e-09  7e-09

V

time in s

Input voltage
Output voltage Inv1 SICONOS
Output voltage Inv2 SICONOS
Output voltage Inv9 SICONOS

Output voltage Inv10 SICONOS
Output voltage Inv1 SPICE
Output voltage Inv2 SPICE
Output voltage Inv9 SPICE

Output voltage Inv10 SPICE

-0.0001

 0

 0.0001

 0.0002

 0.0003

 0.0004

 0.0005

 0  1e-09  2e-09  3e-09  4e-09  5e-09  6e-09  7e-09

A

time in s

NMOS current Inv1 SICONOS
PMOS current Inv2 SICONOS
NMOS current Inv9 SICONOS

PMOS current Inv10 SICONOS
NMOS current Inv1 SPICE
PMOS current Inv2 SPICE
NMOS current Inv9 SPICE

PMOS current Inv10 SPICE

������|©~�lM�©¯��Q�\Åt[�®k0|j¨���x�����{���­Å���Q�´�®{R³Xl*~�x�l*~6w@�6h©����{!²%�ÂxzhÀt[��Ñ%�MnM��t���{©¬!tR�?��Ñ
�B
¨�l*³Xl*¨Å��km�R¬jl*¨
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Ids = f(Vgs,Vds) PWL model solved by LCP
Ids = f(Vgs,Vds) MOS level 1 SPICE

 0  1  2  3  4  5

VGS

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

VDS

-0.0005 0 0.0005 0.001IDS

NMOS current Inv1 SICONOS
NMOS current Inv9 SICONOS

NMOS current Inv1 SPICE
NMOS current Inv9 SPICE

 0  1  2  3  4  5

VGS

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

VDS

-0.0005 0 0.0005 0.001IDS

�C����|j~zlM�©¯��*�\C�?¨���x%��­
(V

G
S
,V

D
S
,I

D
S
) ³I��¨�|jlQw5­µ�X~@��{R³�lQ~�xzl*~6w<����{©¬L0��{©¬�n<p½

��te�6h©��~6���#x�l*~z��wyxz���Qw
Mµx��X��³R��l*² O

���X`��í
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Ids = f(Vgs,Vds) PWL model solved by LCP
Ids = f(Vgs,Vds) MOS level 1 SPICE

 0
 1

 2
 3

 4
 5

VGS

-1
 0

 1
 2

 3
 4

 5

VDS

-0.0005

 0

 0.0005

 0.001

IDS

NMOS current Inv1 SICONOS
NMOS current Inv9 SICONOS

NMOS current Inv1 SPICE
NMOS current Inv9 SPICE 0

 1
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 4

 5

VGS

-1
 0

 1
 2

 3
 4

 5

VDS

-0.0005

 0

 0.0005

 0.001

IDS

�C����|j~zlM�©¯����$\C�?¨���x%��­
(V

G
S
,V

D
S
,I

D
S
) ³I��¨�|jlQw5­µ�X~@��{R³�lQ~�xzl*~6w<����{©¬L0��{©¬�n<p½

��te�6h©��~6���#x�l*~z��wyxz���Qw
M¸��lQ~zw��OlQ�4xz�®³Xl�³a��l*² O
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g=h©l�¬[lQw��®�X{Ã��­=�®{ax�lQ��~6�IxzlQ¬J�#��~z�*|j�Âx6w��#�X{axz����{j��{j�!km�®¨�¨®����{�w���­@x�~6��{�w���wyxz��~6w���{©¬Ã�I±\lQ�#x�l�¬Ã¶avJ��{©��¨®�X�
l*±Ol��4x6w�~�l��X|©�®~zlQw���{jl*²¾��lQ{jl*~6�Ixz�®�X{���­5x���k´l*ÇÏ¬j��k�����{Jw���k
|j¨��Ixz��~6w*¯mtR��kmlm�j~z�R¬j|©�4x6w-��¨�~�l���¬[v!l#¼[��wyx
¶©|[x�xzhjl*v���~�lª¶©��w�lQ¬
��{
�<k´�®¼Rx�|j~zl@��­©�#¨���wzw����Q��¨Rw��X¨®³R��{j�<��¨����X~��®x�h©kmw����j�©¨®��lQ¬�x��q���j�j~z�Ý¼[�®k��Ixzlª¬[lQ³a���#l
km�[¬[lQ¨�wQ¯
g=hjl�{j��{jÇÏw�km�a��x�hº���©�j~��a���6hJ¶©��w�lQ¬Ã�X{»�À~6��¬[���*��¨®¨�v½¬[�®±\l*~zl*{ax
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