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Introduction. Classes de séIA'ie,s formelles
a croissance controlée.

Ce travail a pour but I’étude de sous-anneaux de séries formelles définis par des
conditions de croissance sur les coefficients. Ces séries apparaissent, par exemple, lorsque
I'on étudie les solutions formelles d’équations différentielles a coefficients polynomiaux
[Mai]. Plus précisément, on désigne par IK le corps IR des nombres réels ou le corps
C des nombres complexes. Soit X = (Xj,...,X;) des indéterminées. On connait bien
IK[[X]], 'anneau des séries formelles a coefficients dans le corps IK et IK{X }, 'anneau
des séries convergentes. On a l'inclusion triviale IK{X } C IK[[X]]. L'idée est d’introduire
une classe d’anneaux intermédiaires. Pour cela, on considére M = {M,, },en une suite de
réels positifs tels que

(Hy) My =1 et {M,},en est logarithmiquement convexe.
Soit Cy une constante strictement positive. Pour tout f € IK[[X]], on écrit f = > ;s f1 X7,

avec les notations habituelles J = (ji,...,js), X7 = X' ... X} et [J| = j1 +...+js. On

pose
/4]

= sSu - .

[1fllco e = sup CiM,

[J]=4

Il est facile de vérifier que |.||¢,.a est une norme sur l'espace IK[[X]](M, Cy) défini par

KX M, Co) = {f € KIXT, /= 3 foX3 1 oo < 0.

JeNS?

On note enfin
KIX](M) = | KX, G).
Co>0

La condition (H;) sur la suite M assure la stabilité par produit de IK[[X]](M). C’est
donc un anneau. Pour rappeler qu’il est défini par des conditions de croissance sur
les coefficients, on dit que IK[[X]](M) est un anneau de séries formelles a croissance
controlée. On a l'inclusion IK{ X } C K[[X]](M) C IK[[X]]. Des exemples de tels anneaux
sont donnés par les séries formelles & croissance Gevrey (M, = n!*, a € R;). Sil'on a
M,, = 1 pour tout entier n, on note M = 1 et IK[[X]](1) n’est autre que IK{X }, Panneau
des séries convergentes. La suite M mesure, en quelque sorte, le “défaut d’analyticité”
des séries de IK[[X]](M). De plus K[[X]](M) est stable par inversion (voir II, 3.2.1),
ce qui permet d’affirmer que IK[[X]](M) est un anneau local ayant pour idéal maximal
’ensemble des séries formelles de IK[[X]](M) sans terme constant.

La condition (H;) équivaut a la croissance de la suite {M,,1/M,}n,en et entraine

(CY) M; M, < Mjy, pour tous j € N, k € IN,
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(Cy) (M,)"/™ < My, 1/M,, pour tout n € IN.

L’étude de IK[[X]](M) amene, parfois, a faire des hypotheses supplémentaires sur la suite
M. Ce sont les conditions (H3) et (Hjz), que 'on imposera selon les cas envisagés.

(Hs) il existe C' > 1 tel que M, 1 < C"™' M, pour tout n € IN.

(Hj) il existe C' > 1 tel que M,, < C"M,,_;M;, pour tout 0 < j < n.

L’hypothese (Hs) est la condition de stabilité par dérivation. Elle assure simplement, pour

tout i = 1,...,s, et tout f de IK[[X]](M), 'appartenance de aa—){_ a IK[[X]](M). Clest

une hypothese assez naturelle. L’hypothese (Hj), qui implique (Hs3), est une condition
dite de croissance modérée de la suite M elle équivaut a

(Cs) il existe C' > 1 tel que M4, /M, < C(M,)"", pour tout n € IN.

Tout anneau de séries formelles défini par une suite a croissance modérée est contenu
dans un anneau de séries formelles a croissance Gevrey (voir [CC4], remarque 32b, et
aussi I, 3.1).

On utilisera, selon la situation, une famille de normes un peu différente sur IK[[X]].
Soit r = (r1,...,7s) un poly-rayon de IR**. On pose

G \frl 5
HfHS"M) = EvEE
; EN: M;

[J]1=j

KX, ) = {f € KX, £ = > fX7 17100 < oo}
et on a

K[[X])(M) = [ KIX](M, 7).

Ce point de vue est évidemment équivalent au précédent (voir I, 3.3). De plus, 'espace
IK[[X]](M, ) muni de la norme ||.||*" est une algebre de Banach (voir II, 1.1.1).

Ce travail comporte trois parties et des annexes. Dans la premiere partie, on s’intéresse
a des problemes de composition. On montre, tout d’abord, sous I'hypothese (Hy), que,
si F'=(F,...,Fs) appartient a (IK[[X]](M))® et A appartient a IK[[X]](M), alors Ao F
appartient encore a IK[[X]](M). C’est la proposition [I, 1.8]. On obtient ainsi la stabilité
par composition de 'anneau IK[[X]](M). Ce résultat ne surprendra pas les familiers du
sujet. On l'a détaillé ici car il met en évidence l'intérét de la méthode, dite de “la
double constante”, empruntée a M. Derridj et D. S. Tartakoff [DT] et largement utilisée
par V. Thilliez [Th]. Dans le deuxieme paragraphe, on étudie une réciproque. Sous les

2
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hypotheses (Hy) et (Hs), on se propose d’établir une réponse a la question suivante : si
Ao F appartient a IK[[X]](M) et si F' appartient a <]K[[X]](M)> , que peut-on dire de

A 7 Pour cela, on suppose que le jacobien de F, noté @, est non nul dans IK[[X]]. En
effet, P. M. Eakin et G. M. Harris ont obtenu le résultat suivant [EH].

THEOREME [EH]|
Soit F' une application analytique de IK* dans IK®, définie au voisinage de 0, vérifiant
F(0) =0 et de jacobien ®. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) ® est non identiquement nul,

(i1) pour tout A € IK[[X]], si Ao F est analytique, alors A est analytique.

Dans le cas ou F' est une application analytique de IK® dans IK?, avec p < s, des
théoremes comparables ont été donnés par R. Moussu et J. C. Tougeron dans [MT].
Comme le signalent P. M. Eakin et G. A. Harris, leur résultat [EH] peut étre vu comme
une conséquence d’un théoreme tres général de A. M. Gabrielov [Ga]. J. Chaumat et
A-M. Chollet ont obtenu des résultats analogues [CC1] dans le cas ou F' est analytique
et A une série formelle a croissance controlée. De plus, les preuves de [CC1] permettent,
dans le cas ou A et F sont analytiques, un contréle du rayon de convergence de A par
celui de A o F. Pour tout entier k, on note M® la suite { M, }nen. On a alors 1'énoncé
suivant.

THEOREME [CC1]

Soit F' une application analytique de IK* dans IK®, définie au voisinage de 0, vérifiant
F(0) = 0 et de jacobien ®. Soit M une suite de réels strictement positifs vérifiant
(Hy). Soit Cy une constante strictement positive. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) ® est non identiquement nul,

(i4) il existe Dy, Dy > 0 et d un entier, d > 1, tels que
pour tout A € K[[X]], on ait ||Al|p, @ < [[Ao Fl|cynm-

Dans ce travail, on généralise ce résultat au cas ou l'application F' est une application
formelle & croissance controlée. Pour établir (¢) implique (ii), la méthode utilisée s’inspire
des travaux de J. Chaumat et A.-M. Chollet [CC1] et de V. Thilliez [Th]. Cependant,
comme ici 'application F' n’est plus analytique, on évite le recours aux formules de
Cauchy, largement utilisées dans [CC1]. Pour établir la réciproque, on suit la démarche
présentée dans [EH]. On a alors le théoreme [I, 3.8] suivant.
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Soient M une suite vérifiant (H,) et N vérifiant (H;) et (Hs). On suppose qu’il existe
une constante D > 1 telle que, pour tout entier n, on ait N,, < D"M,,. On suppose aussi
que M et N vérifient I'une ou I'autre des conditions (a) ou (b) suivantes.

(a) M vérifie (H3).

(b) il existe D' et € > 0 tel que N} < D™ M, pour tout entier h.

Soit F' = (Fi, ..., Fy) une application de (IK[[X]](N))* de jacobien ® telle que F(0) = 0.
Soit Cy une constante strictement positive. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) ® est non nul dans IK[[X]],

(i4) il existe C',C" > 0 et d entier, d > 1, tels que
pour tout A € K[[X]], on ait ||Al|c pr@ < || Ao Fl|cyum-

Les conditions (a) ou (b) n’interviennent que dans la réciproque. La condition NN, <
D" M,, revient a dire que l'on a IK[[X]](N) C K[[X]](M).

Dans la deuxieme partie, on suppose que la suite M vérifie seulement les conditions
(Hy) et (H3). On se propose d’établir des propriétés algébriques de 'anneau IK[[X]](M).
On commence par prouver un théoreme de division du type Weierstrass par plusieurs
séries. Dans I'anneau des séries convergentes, on rappelle le théoreme classique de division
de Weierstrass.

THEOREME (de division de Weierstrass)

Soit f dans IK{X}. On suppose que f est réguliere d’ordre p en X, c’est a dire
f(0,...,0,X5) = XPc(Xs), avec ¢(0) # 0. Alors, pour tout g dans IK{ X}, il existe q et r
uniques dans IK{ X'} tels que

p—1
9(X) = q(X) f(X) +r(X) avec r(X) = > _ri(X1,..., Xo1) X,

Jj=0

On a le méme énoncé dans IK[[X]]. Pour des preuves, on peut consulter les livres de
H. Grauert et R. Remmert [GR], de B. Malgrange [Mal] ou J. C. Tougeron [Tol, par
exemple. En revanche, I'énoncé analogue dans IK[[X]](M) est faux. On pourra se référer
aux exemples donnés par J. Chaumat et A.-M. Chollet [CC2] et par M. A. Zurro [Z2] ou
a l'exemple figurant ici dans [II, 3.5].

Cependant, une version du théoreme de préparation de Weierstrass et de division par
une série, dans IK[[X]](M), a été donnée par J. Chaumat et A-M. Chollet [CC2]. Son

4
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énoncé fait appel a une notion de p-régularité plus restrictive que la notion de régularité
d’ordre p classique dans IK[[X]] et IK{X }. Les auteurs en déduisent que, sous ’hypothese
(Hy), la condition (Hs) est nécessaire et suffisante pour que 'anneau IK[[X]](M) soit
noetherien.

Dans cette partie, en généralisant a plusieurs séries la notion de p-régularité, on établit
un théoreme de division dans IK[[X]](M) au sens d'Hironaka. C’est une conséquence
du théoreme [II, 2.2]. Pour cela, on adapte une preuve, donnée par J. Brian¢on, d'un
théoreme de division dans IK{X }, par perturbation d’un épimorphisme [Br].

P
Soient Ey, ..., E, des multi-indices de IN*. On note A = U(El +IN?). On choisit alors

i=1
une partition A = A; UA;U...UA, de A telle que, pour tout i = 1,...,p, on ait A; C
E;+IN®. On dit alors que I'on a effectué une partition de IN* associée aux E;, i = 1,...,p.

Pour toute série formelle f(X) = >, n- f7X7, on note Expx(f) = {J € N*; f; # 0}.
On obtient, en particulier, le théoreme [II, 2.4].

Soient fi,..., f, des éléments de IK[[X]](M). Soient L une forme linéaire sur IR* a
coefficients strictement positifs et E, ..., E, des multi-indices de IN® tels que la famille
(fi,-.., fp) soit (Ey,..., E,; L)-réguliére dans IK[[X]], c’est a dire tels que, si on note
fi(X) =3 jene (fi)s X7, pour tout 1 < i < p, on ait

(fi)g = 0si|J| < |Ei|, (fi)p, #0 et (fi)s = 0si L(J) < L(E;) et J # E;.
Alors, pour tout élément g de IK[[X]](M), il existe des séries g1, ..., gy, h de IK[[X]](M)
telles que I'on ait
p
(2) 9=>_figi+h,
i=1

avec, en notant Ay U...UA, U (IN* — A), la partition de IN® associée aux E;,

(i) Expx (g:(X)X™) C Ay i =1,...p,
(171) h = Z Z hpX®? avec hg = 0 pour B € A.
b=0 BeNs:

De plus, si (gll,...,g;;h’) vérifie (i), (ii) et (iii), alors, on a k' = h et g, = g; pour
1=1,...,p.

La condition sur la forme linéaire L n’est pas restrictive. Ce point est expliqué en [II,
2]. Dans le cas d'une seule série, on retrouve les résultats de [CC2]. Ce sont les théoremes
[I1, 3.1] et [II, 3.2]. Dans le cas ou M,, = n!*, a € IR, on améliore un théoreme de M.
A. Zurro [Z2]. En effet, on peut rapprocher cet énoncé du résultat suivant.
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THEOREME [Z2]

Soit M, = n!®. Soient fi, ..., f, des éléments de IK[[X]](M). On suppose que, pour
touti =1,...,p, il existe un multi-indice E; de IN® tel que, si on note f;(X) = Y jons (fi) s X7,
on ait

(fi)s=0si|J| < |E|, J # E; et (fi)g, #0.

Soit M, = n!**. Alors, pour tout élément g de IK[[X]](M), il existe des séries g1, ..., gy, h
de K[[X]](M’) telles que I'on ait

(4) QZZfi9¢+h,

i=1

avec, en notant Ay U ... UA, U (IN* — A), la partition de IN® associée aux E;,

(vi1) h = Z Z hpX® avec hg = 0 pour B € A.
b=0 BEN®;

De plus, si (gll,...,g;;h’) vérifie (i), (ii) et (i), alors, on a k' = h et g, = g; pour
1=1,...,p.

Ici, la forme linéaire considérée est L = (1,...,1). Il s’agit d’un cas particulier du
théoreme 4.2 de [Z2] ; I'énoncé général de ce théoreme peut aussi étre comparé au
théoreme [II, 2.2]. On observera la perte de régularité (passage de M a M’) que [II,
2.4] supprime.

Dans la suite, on utilise le théoreme [I1I, 2.4], ainsi que le théoreme de division formelle
tel qu’il figure dans le mémoire de J. M. Aroca, H. Hironaka et J. L. Vicente [AHV], pour
étudier le probleme suivant. Etant donné Z un idéal de IK[[X]](M), peut-on associer,
a toute série de IK[[X]](M), un reste unique, dans K[[X]](M), modulo cet idéal ? Le
corollaire [II, 4.9] du théoreme [II, 4.8] apporte une réponse affirmative a cette question.
Pour cela, on construit une famille génératrice de Z en s’inspirant de la recherche des
bases de Groebner d'un idéal polynémial [CLO]. On déduit alors du théoréme [II, 4.8]
une nouvelle preuve de la noetherianité de IK[[X]](M). On obtient également, comme
conséquence, le théoreme [II, 4.11] suivant, sur les relations dans IK[[X]](M).

Soient fi,..., f, des éléments de IK[[X]](M). On note I l'idéal engendré par ces
éléments sur IK[[X]] et Z); I'idéal engendré par ces éléments sur IK[[X]](M). Alors Iy, =
I NK[[X]](M).

La méthode développée permet enfin d’établir ’analogue d’un théoreme de préparation
de Malgrange [Mal] dans IK[[X]](M). C’est le théoreme [II, 5.2].

Soient Fy,..., Fy des éléments de IK[[X]](M). On note I, l'idéal engendré par ces
éléments dans IK[[X]](M). On suppose que la dimension de I'espace vectoriel IK[[X]](M)/Zu,

6
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notée , est finie et non nulle. Soient ey, ...,e, des monomes telles que leurs classes
d’équivalence dans IK[[X]|(M)/Zys forment une base de I'espace vectoriel IK[[X]](M)/Zy.
Alors, pour tout élément g(X) de IK[[X]](M), il existe des séries R;(uy,...,ux), avec
1 <i<p,deK[u,...,up)](M®W), telles que I'on ait

I

9(X) = Ri(F, ..., Fe(X).

=1

Dans le cas des fonctions ultradifférentiables, des résultats semblables ont été donnés
par J. Chaumat et A.-M. Chollet [CC3]. On montre, enfin, que, quitte a bien choisir des
générateurs @y, ..., P, de I'idéal Z);, on a, pour tout g de IK[[X]](M), une décomposition

I

g(X) =) Si(®r,...,Pp)ei(X),

i=1

avec, pour tout ¢ = 1,...,p, 'appartennance de S;(®y,...,®,) a K[[X]](M). Clest le
théoreme [II, 5.3].

Dans cette partie, on retrouve en [II, 3.4] le fait que 'anneau IK[[X]](M) est hensélien
[Z1]. Pour cela, on suit une démonstration classique [GR]. Ce résultat peut aussi étre
vu comme une conséquence du théoreme des fonctions implicites dans IK[[X]](M) [Dy]

P12).

On se propose, maintenant, d’obtenir d’autres résultats algébriques sur I'anneau
IK[[X]](M). Pour cela, on suppose que la suite M vérifie les conditions (H;) et (Hs).
Dans 'anneau des séries convergentes, on sait que le célebre théoreme d’approximation
d’Artin a de nombreux corollaires concernant la structure algébrique de IK{X} [R] [To].
On rappelle ce théoreme.

THEOREME D’APPROXIMATION D’ARTIN [Ar]

Soient X = (X1, ..., Xg) etY = (Yi,...,Y,). Soit f(X,Y) = (fi(X,Y), ..., fu(X,Y))

dans (IK{X,Y})™. On suppose qu’il existe §(X) = (g:1(X),...,9,(X)), dans K[[X]]?

telle que y(0) = 0 et f(X,y(X)) = 0. Alors, pour tout entier ¢ > 1, il existe y(X)
q

(11(X), .- yy(X)), dans (K{X})", tel que y(0) = 0, F(X,y(X)) = 0 et y,(X)

U,(X) mod(mS) pour v =1,...,q, en notant my l'idéal maximal de IK[[X]].

Dans la troisieme partie, on établit un théoréeme d’approximation dans IK[[X]](M)
analogue au théoreme d’approximation d’Artin dans IK{X}. C’est le théoreme [III, 1.9].
En fait, on en établit une version a parametres un peu plus forte qui est 'analogue de la
version a parametres dans IK{ X } donnée par A. Ploski [P11]. C’est le théoreme [III, 1.8].

Soient X = (X1,...,Xg) etY = (Y1,...,Y,). Soit f(X,Y) = (f1(X,Y),..., fm(X,Y))
dans IK[[X, Y]](M)™. On suppose qu’il existe §(X) = (41(X),...,7,(X)), dans IK[[X]]?,

7
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telle que y(0) = 0 et f(X,y(X)) = 0. Alors, il existe (ty,...,ts), un s-uple de nouvelles
variables, Y (X,t) = (Yi(X,t),...,Yy(X, 1)), un élément de K[[X,?]](M)?, et 1{(X) =

(LX), ..., E(X)) dans K[[X]], tels que Y(0,0) = 0, §0) = 0, £(X,Y (X)) = 0 et
y(X) =Y (X, 1(X)).

La preuve établie ici s’inspire de celle de A. Ploski [PH]. Cependant, elle doit étre
soigneusement modifiée. En effet, dans le cadre des séries convergentes, A. Ploski fait un
large usage des théoremes de préparation et de division de Weierstrass. Comme on I’a
signalé dans la partie II, ces théoremes ne sont plus vrais dans IK[[X]](M). On utilise donc
leur version donnée par J. Chaumat et A-M. Chollet [CC2] et que l'on trouve ici dans
[I1,3.1 et 3.2] et [Annexe B]. Comme dans le cadre analytique, on déduit du théoreme
d’approximation de nombreux corollaires. On montre, par exemple, que IK[[X]](M) est
un anneau factoriel [III, 2.2]. On retrouve aussi le théoreme sur les relations donné dans
la partie II. On montre encore que la racine p-ieme d’une série de IK[[X]](M), quand elle
existe, appartient aussi a IK[[X]](M). Les principaux résultats de cette troisieme partie
ont fait 'objet d’une note [Mo].

Ce travail est complété par une annexe. Le choix des résultats y figurant releve de
points de vue divers.

On trouve, dans I’Annexe A, la réponse a une question posée par J. Chaumat et A-M.
Chollet dans [CC1]. Elle ouvre des perspectives intéressantes sur un travail de recherche,
qui n’a été qu’abordé ici.

On a placé, dans I’Annexe B, une nouvelle preuve des théoremes de division de Weier-
strass de J. Chaumat et A.-M. Chollet [CC2]. La méthode utilisée permet d’estimer
la perte de régularité lors de la division de Weierstrass dans IK[[X]](M) par une série
réguliere d’ordre p en la variable Xj.

Dans I’Annexe C se trouve un théoreme de composition qui, sous des hypotheses par-
ticulieres, permet d’obtenir un gain sur la classe des séries formelles a croisance controlée.
Ce résultat est indispensable pour obtenir le théoreme [II, 5.3] avec des estimations op-
timales.

Enfin, dans I’Annexe D se trouve le détail des calculs concernant les exemples illustrant
la partie II.
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Partie I : Sur la composition des séries formelles
a croissance controlée

INTRODUCTION

Dans tout ce chapitre, on notera C[[X]] 'anneau des séries formelles & s variables et
a coefficients complexes. Soit A € C[[X]], on écrit

A: Z CLJXJ—Z Z aJXJ:ZHjA(X

JENS® JEN Jen jEN
J

ou |J| désigne la longueur du multi-indice J; H;A(X) n’est autre que le polynome ho-
mogene de degré j dans le développement de A.

On note aussi ord(A) = inf(j € IN; H; A(X) # 0), l'ordre d’annulation de A, avec la
convention ord(A) = oo si A est nulle.

Dans tout ce chapitre, on considere F' une application formelle notée
F . (Xl,...,XS) — (Fl(Xl,...,XS),...,FS(Xl,...,XS)).
avec, pour tout 1 < i <'s, F;(Xy,...,X,) € C[[X]] et F;(0,...,0)=0.

§1. LE PROBLEME DE LA COMPOSITION.

1.1 PRESENTATION DU PROBLEME

On se propose d’étudier la composition de A par F. Plus précisément, on étudie la
croissance des coefficients de la série Ao F' en fonction de celle des séries A et F. Lorsque F'
est une application analytique, il est bien connu que, si A est une série convergente, alors
A o F est une série convergente. De maniere analogue, on étudie le cas ou F appartient
a (C[[X]](N))*® et A appartient & C[[X]](M), lorsque M et N sont des suites vérifiant la
condition (Hy).

1.2 NOTATIONS

Pour I € N* et (py,...,m) € {1,..., s}, on pose

al

D v
(P15---sp1) 0X,, ...0X,,

Enfin, pour tout & de IN*, la sommation indexée par le k-uplet (qi,...,q) de {1,...,s}*
est représentée par

(lg.k]]
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1.3 LEMME
Avec les notations précédentes, on a, pour toutl € N* et tout (py,...,p) de {1,..., s},
!
(1.3.1) Dy (Ao F) =" S~ A" D y(A) o F,
k=1 [[g,k]
ot les coefficients Agig;)) sont déterminés par récurrence surl a l'aide des relations
(1) _ Iky, _
(1.3.2) Ay = IX, pourl =1,
puis, pour | > 1,
9 AWP2:--p1)
7777 (ql)
(1.3.3) APren) = )
(q1) 8Xp1
8AEP2 ----- pz))
(p1ypr) _ q1,-0k (p1) A(p2;-p1)
(1.3.4) A(ql 77777 a) Tm + A(ql)A(fm ,,,,, ar)? POUT 2sk=i-1
(P15p1) _ A1) f(P25-p1)
(1.3.5) Ay = Al Ao

Preuve. Pour [ = 1, la formule est évidente. On la suppose vérifiée au rang [ — 1. Soit
(p) = (p1,...,p) dans {1,...,s}. Par hypothese, en notant (p’) = (p2,...,p;), on a

(1.3.6) (Ao F) Z S AL Diyp(A)o F.

J=1[[r4]]

On obtient donc

(1.3.7)
aAEP ‘ -1 . (9
o (AoF) = Z Y o D) (APRFHY D AL o (D (A)oF).
7=1 [[rj]] 3=1 [[rj]] P
Or, on a
) OF oitl
(1.3.5) (D... z " 4__.F

0X,, < 0X,, 0X,0X,, ... 0X,,

Ainsi, tenant compte des notations de (1.3.2) et (1.3.8), la relation (1.3.7) donne

D(p)(A°F> = Z
(1.3.9) 7=1 Il
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L’égalité (1.3.9) s’écrit aussi

=1 8AEP’) )
Dypy(AoF) = %D(n ..... (A) o F
L )
(1.3.8) =1 ) 1
+ Z Z Ag’;ll;AEfz),,T )D(T‘l ..... rj)(A) [e] F
3=2 [[r.J]]

On en déduit alors les relations de récurrence annoncées.

1.4 NOTATIONS

On introduit les notations suivantes

..........

Soit N = {N, },>0 une suite de réels strictement positifs vérifiant la propriété (H;). On

s

suppose que F' appartient a (C[[X]](V))*.

1.5 LEMME

Il existe des constantes C et Cy > 0, avec C; > 1, Cy > 1, ne dépendant que de F,
telles que, pour tous l-uplets (p1,...,p;), tous k-uplets (qi,...,q) et tous multi-indices

J de IN®, on ait .
[(a"))s] < C1CINj 1.

q1)

Preuve. D’apres (1.3.2), on a la relation

(15.1) 400y = Lo ()

(g1 - aXpl

Le lemme est alors une conséquence immeédiate de cette relation.

1.6 LEMME

Pour tous | et k entiers avec 1 < k < I, tous (p1,...,p) de {1,...,s} et (q1,...

de {1,...,s}* et tout multi-indice J, on a
- L (l+7—FkK)!
!(aEp 7 ’pl))J‘ < (C1C3)H(CoCy)™ kuj—u)NijH’

ou C5 et Cy sont des constantes, avec C3 > 1, Cy > 1, ne dépendant que de s.

11

7Qk>
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Preuve. On raisonne par récurrence sur l. Pour [ =1, on a k = 1 et le lemme précédent
donne 'estimation annoncée.

On suppose la propriété vérifiée au rang [ — 1. On regarde alors ce qui se passe au
rang (.

Cas k=1
On a, d’apres (1.3.3),

(p2--,p1)
04

(1.6.1) AP (X) = (X),
(q1) 0X,p,
I'inégalité
(1.6.2) [yl < 16+ Dlags ™) oo,

avec JPU = (1, .. Gpr 15 G+ 1, Gty - - 5 Js)s st = (j1,- - -, Js). Dans ce cas, ’hypothese
de récurrence s’écrit

25005l _ I+ -=1)
(16,3 a2 )] < (@Ca) oy I

q1)

On obtient bien 'estimation annoncée apres multiplication par j + 1.

Cas2<k<]-1

D’apres (1.3.4), on a la relation

814(1721---7171) (X)

(1.6.1) Alprep) 5y o 7 @) T

(p1) (P2;--,P1)
(q15--5qx) aXpl - A(fh)(X)A (X)

(925-,qK)

On a donc a évaluer une somme de deux termes. L’estimation du premier terme est
immédiate. En effet, si on note

8A(p27---,pz) (X)

(q1,--,qx) _ (P1,-sp1) J
(1.6.2) = ) ()X
p1 JENS

on obtient aisément l'inégalité

(1.6.3) |(b(p1,---,pz))J| <(+ 1)|(a(p2,---,pz))J(p1)|.

(ql?"'?qk) (q17"'7qk)

En appliquant alors I’hypothese de récurrence au coefficient (ag f’:::’g ]i))

I'estimation

)1, on obtient

T : _ (47— k)
(1.6.4) |W“mhﬂsu+wwmw1wwwwkL@%ﬁlMﬂ%w

(q15-5qk)

12
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et donc

- e+ —Fk)!
(1.6.5) K@;gpﬂg«z@y1@%@Hfh—fﬁ——MﬂkH
L’estimation du second terme est moins triviale. Il faut remarquer qu'un terme (P27,

(CIY)
provenant du produit A pl)(X)A(fg’ ’sl)(X) s’écrit
(P1yepr)y . (p1) (p2,---5P1)
(1.6.6") (C(Q1a~--1q;))‘] - Z (a/(QI))H<a(QZ:~-~7QIlc))I.
Htl=J

Et donc, compte tenu de I’hypothese de récurrence et du lemme 1.5, on a

. ) — |
WL67) (), < 3 GOHCCy) (oot =R

(q15--x) Nit1Nipi—pq1-
H+I=J

7!
La convexité logarithmique de la suite N implique
(1.6.8") N Niticke1 < Nigipn—k+1 N1

En utilisant (1.6.8’) et en remarquant que, pour tout i < 7,

(I+i—k)! _ (+j—k)

1.6.9
( ) 7! - 7! ’
on obtient ’estimation
(1.6.10") K£$$MgMd@%@qWWLJ—JWm%JX:q%

il
J: H+I=J

Puisque l’équation hi+ho+...+hs=ha (5+Z_1) solutions entiéres, la série ZHH:J C’4_h

devient >>7_, (*"'71)C; ™. En remarquant alors que (**"7") < s", on choisit Cy suffisam-

ment grand pour que la série ZZSS s"C" converge. 11 vient donc, si on appelle C5 cette
somme,

k(L +7—Fk)!

(1.6.11) (b)) 5| < N OIS H(CaCy) y

(q1,--qr)

Niyj—k+1C5.

On obtient en sommant les deux estimations (1.6.5%) et (1.6.11")

l+7—k)

(L611)  [(@lm)),] < (GO (CaCa) i, T N1+ MGG,

(q1,-qk)

En choisissant alors C3 telle que C1C3 = 1 + N1C1C5, la propriété est bien vérifiée au
rang [.

Cas k=1

13
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En remarquant que

(1.6.17) AP Pl)(X) :A(m)(X)A(m ,,,,, pz)(X)7

(q1,--a1) (q1) (q2,--q1)

I’estimation s’obtient de maniere analogue a celle du second terme du cas précédent. <

1.7 NOTATIONS

Soit M = {M,}nen une suite de réels positifs vérifiant (H;). Soit Cj une constante
positive, on note, pour tout A de C[[X]],

|CLJ|
A = sup ——.
I HCO’M JGNB; CéMj

\71=1
Clairement, ||.||¢,,nm est une norme.

On suppose, en outre, qu’il existe une constante D, D > 1 telle que, pour tout entier
n, on ait, soit

(1.7.1) M, < D" Ny,
soit
(1.7.2) N, < D"M,,.

On définit la suite max{M, N} par :
max{M, N}, = D"N,, pour tout entier n, si 'inégalité (1.7.1) est vérifiée.
max{M, N}, = D"M,, pour tout entier n, si I'inégalité (1.7.2) est vérifiée.

1.8 PROPOSITION

Soient M = {M,}nen et N = {N,}nen deux suites de réels strictement positifs
vérifant (Hy). Soit F(Xy,...,Xs) = (Fi(X),...,Fy(X)) dans (C[[X]](N))® vérifiant
F(0) = 0. I existe une constante C', C' > 0, ne dépendant que de F, telle que, pour tout
A appartenant a C[[X]] et tout Cy > 0, on ait

||AO F||C/C’0,max{M,N} < HAHCO,M'

Preuve. D’apres (1.3.1), si on note Ao F(X) = Z a; X7, on a la relation

.....

14
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Ainsi, en tenant compte de la convexité logarithmique da la suite max{M, N}, de I'inégalité
triviale (I — k)!k! < 1! et en majorant le nombre de termes de la double somme par (2s)!,
on a

(1.8.3)  |L!...Llay,. ..

< l!(2sC’102C'304)lCé max{M, N}, max{M, N}||A| ‘CO,M'

[!

s @ %

Enfin, on obtient le résultat voulu en remarquant que

1.9 REMARQUES

(a) On notera que seule I'hypothese (H;) est requise.

(b) Si on suppose N,, = 1, pour tout n € IN, on retrouve alors le résultat classique
suivant :

Soit F' une application holomorphe de C* dans C® définie au voisinage de 0 et vérifiant
F(0) = 0. Soit M = { M, }nen une suite de réels strictement positifs vérifant (H, ). Il existe
une constante C', C" > 0, ne dépendant que de F, telle que, pour tout A de C[[X]] et
tout Cy > 0, on ait

[|Ao FHC’CO,M < ||A||CO,M'

15
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§2. ETUDE DE LA RECIPROQUE.

2.1 PRESENTATION DU PROBLEME

Soit {M,, },en une suite de réels positifs vérifiant (H;). On se propose d’apporter une
réponse a la question suivante : si, pour un certain Cy, ||.A o F'[|, ), est finie, que peut-on
dire de A 7

Dans toute la suite, on note ® le jacobien de 'application formelle F. On note aussi
T,.,(X) le cofacteur (I,p) de la matrice jacobienne de F. Dans cette partie, on suppose,
en outre, que p =ord(P) < oo, c’est a dire que le jacobien de I'application formelle F' est
non nul. On appelle aussi v = ilnf(ord(Tp,l(X))).

)

Lorsque F est une application analytique, P. M. Eakin et G. M. Harris ont obtenu le
résultat suivant [EH].
THEOREME [EH]

Soit F' une application holomorphe de C* dans C° vérifiant F'(0) = 0 et de jacobien
®. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ord(®) < oo,

(74) pour tout A € C[[X]], Ao F analytique implique A analytique.

Comme le signalent P. M. Eakin et G. A. Harris, ce résultat peut étre vu comme une
conséquence d'un théoréme tres général de A. M. Gabrielov [Ga]. J. Chaumat et A-M.
Chollet [CC1] ont obtenu des résultats analogues dans le cas ou A est une série formelle
a croissance controlée.

Soit d un entier strictement positif. On note M? la suite définie par MY = Mgy,
pour tout n € IN. On a alors I’énoncé suivant.

THEOREME [CC1]

Soit F' une application holomorphe de C* dans C*® définie au voisinage de 0 vérifiant
F(0) = 0 et de jacobien ®. Soit M une suite de réels strictement positifs vérifiant (Hy).
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) ord(®) < oo,

(i) il existe Dy, Dy > 0 et d un entier d > 1 tels que
pour tout A € C[[X]], on ait ||Al]|p, pr@) < [| A0 F||cy,nr-

On se propose d’établir un résultat analogue dans le cas ou l'application F' est, elle
aussi, une application formelle a croissance controlée. On montre, dans ce paragraphe,
que l'implication (i) = (i) ci-dessus est encore vraie.

16
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2.2 DEFINITIONS

Soit alors N = {N,, },>¢ une suite de réels strictement positifs vérifiant les propriétés
(Hy) et (Hs). On suppose, de plus, que la suite {IV,},en est comparable a la suite
{M,} nen au sens du paragraphe 1.7.

Enfin, dans toute la suite, on suppose que l'application FI(X) = (F1(X),..., Fs(X))
appartient a (C[[X]](V))®.
On a une formule de composition analogue a celle du lemme 1.3.

2.3 LEMME [Th]

Avec les notations précédentes, on a pour tout [ € IN* et tout (py,...,p) de{l,..., s}
-1y e NN 401
231) B Ao F =Y Y AR X)D, (Ao )
k=1 [[g,k]]
ol les coefficients Agg 11”."'.'7’5 i)) sont déterminés par récurrence sur | a I'aide des relations
(2.3.2) APY(X) =Ty, 4, (X), pour | =1,
puis, pour [ > 1,
s aA(pQ ----- pl)(X)
A?le ..... pz)(X> _ Z (D(X)Ag)l)(X) (qéX
(2.3.3) t=1 o) !
(p1) (p2;--,p1)
—(2-3)) ax, An (XA (XD,
t=1
puis, pour 2 < k <[ —1,
s (P25-+5p1) (X)
e (X) = D (0AR ()

— 00X,
(2.3.4) - 02 (X) (p1) (p2,--p1)

—(20=3) ) = AR (OAGTH (X)

t=1
(p1) (p2,--p1)
+(I)(X)A(th)<X)A(q2 ,,,,, qzlc)(X)’
(P15--5p1) _ (p1) (p2,-+s11)

(2.3.5) A(Ql ,,,,, qzl) (X) = (I)(X)A(cn)(X)A(qz ,,,,, qzl) (X).

Preuve. Ces formules s’obtiennent de maniére analogue a celles obtenues par [Th|. Pour
[ = 1, la formule est immédiate car, d’apres la formule de composition des dérivations,
encore vraie au sens des séries formelles, on a, pour tout 1 < p <'s,

(2.3.6) 3 (% o F(X)) OF _O(AoF)

0X, X,  0X,

17
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Comme par hypothese ord(®) < oo, on obtient, d’apres la regle de Cramer,

(2.3.7) Vi<I<s O(X) (g_;?l) oF(X)=Y" a(g—);m(X)Tp,l(X).

p=1
On suppose la formule établie au rang I —1 (I > 2). Soit (p) = (p1,...,p) dans {1,...,s}.
On a, en notant (p') = (p2, ..., M),

(2.3.8) O(X)* Dy (A) o F = A®)

Ainsi, en utilisant (2.3.6), on remarque

23.9) B(X)Diy(A) 0 F = 3 = (D () © F)Tyua(X).

On obtient donc, d’apres (2.3.8),

a(q)—2l+3A(P/) )
(I)(X)D(p aX(m ..... T5) D(r1 .... r])(.AO F)

(2.3.10) I=) = t

-+ Tpl t 2l+3A ,,,,, rj)D(t T1yee5T, )(A © F)

3=1 [[r,4]] t=1
L’égalité (2.3.10) permet d’écrire
aA( p') A -1 S 9 /
By e r = 33 S ea) s 9SS S AL
Jj= 1 [[r]]} J=1[[rg]] t=1

1595 ) SN AR

J 1 [[MHt 1

8/1 - o
(7‘1 ,,,,, U A1) 4 ()
—ZZZ‘M —@=32 2 > G AN Al
J Llr,g]] t=1 J=1[[rj] t=1
p1 p
+Z > PATIAT Doty
J=2 [[r',4]]
On en déduit alors les formules de récurrence annoncées. &
2.4 LEMME
On a
Hy(AP" " (X)) =0 sij <hk—p+l(nt+v—1).

18
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,,,,,

Preuve. Ce résultat sur Pordre des séries formelles A" l))(X ) se démontre par une
simple recurrence sur [ a partir des formules du lemme 2.3. En effet, pour [ = 1, on a
k=1et Ay (p) ( ) =Ty, 4, (X), ainsi ordre(AgI))(X)) = v. On suppose la propriété vérifiée
au rang [ — 1 et on regarde ce qui se passe au rang [. On se convainc facilement, au vu
des formules de récurrence du lemme précédent, qu’il suffit d’obtenir I'ordre des séries
APt p}i) (X) avec 2 < k <1 —1. On a alors, en reprennant (2.3.4),

(q1,-,qk)
(2.4.1) AP (X) = By(X) + Ba(X) + Bs(X),
avec ( )
s O AP2opi (X)
Bi(X)= > a(x)Al) (X)—@lé")’gk)
t=1 ¢
(p2,--p1)
B2(X) Z aXt (t) )A(ql ,,,,, qli)(X)
Bs(X) = @(X)AEZ;)<X>AE”:::::§3<X>.

On évalue l'ordre de chacun des termes B;, By et Bs.
Pour le premier terme By, on sait que ordre(®) = p, ordre(AE ))) > v et, par ’hypothese

9 AWP2:--p1)
de récurrence, ordre(%) >k—p+(—1)(g+v—1)—1. Ainsi, on obtient
¢
(2.4.2) ord(By) > k—p+1l(p+v—1).

Pour le deuxiéme terme B,, on sait que ordre( 6CI>) > u—1, ordre(A(p)l) ) > v et, par

ll];if.pozhese de récurrence, ordre(AEZf::::jgi))(X)) >k—p+(—1)(u+v—1), ainsi on
obtien

(2.4.3) ord(Bg) >k —pu+1(p+v—1).

Pour le troisieme terme Bs, on sait que ordre(®) = p, ordre(AE t )) > v et, par 'hypothese

de récurrence, ordlre(A(p2 """ pl)(X)) >k—1—pu+ (I—1)(g+v—1), ainsi on obtient

(g2,---ax)
(2.4.4) ord(Bs) >k —p+l(p+v—1).
On conclut en remarquant que
(2.4.5) ord(AP" ™) (X)) > min(ord(By), ord(By), ord(Bs)).
¢
En notant alors Agsll::::”gli)) (X) = Z (agf;ll:_""'ﬁi)))JX‘], on obtient une estimation des
JeNn
71=3

19
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2.5 LEMME

Pour tous [ et k entiers avec 1 < k <1, tous (p1,...,p) de {1,...,s} et (qi,...,q)
de {1,...,s}* et tout multi-indice J, on a
(7= k)
[(apm0)] < (C1C3)! (CaCy)' ™ k(j—,>Nl+j—k—l(u+u)+u-

(q15--,qk

ou C3 et Cy sont des constantes, avec C3 > 1, Cy > 1, ne dépendant que de s.

Preuve. On remarque d’abord que I'expression Ny j_x—i(u+4v)+, @ bien un sens car, d’apres

le lemme 2.4, on a ord(Agsll::::jsli)) (X)) >k —pu+1(p+v—1). Il suffit donc d’estimer les

termes pour tous les multi-indices J de longueur j > k — p+l(p+v —1).
Pour obtenir ’estimation demandée, on raisonne la aussi par récurrence sur /. Pour
l=1,0on ak =1 et les hypotheses sur F' et sur la suite N permettent d’affirmer que le

jacobien ®, ®(X) = Y~ (¢), X7, vérifie

(2.5.1) (9)s] < CLCIN;_,

et que ), o, (X) = Z (agi)JXJ vérifie

(2.5.2) [(ab?)s] < CLCN;-,

pour des constantes C et Cy bien choisies. On remarquera que ’hypothese (Hz) intervient
de maniere essentielle pour avoir (2.5.1) et (2.5.2). La récurrence est alors amorcée en

tenant compte de la relation Ag i;(X ) =Ty 00 (X).

On suppose la propriété vérifiée au rang [ — 1. On regarde alors ce qui se passe au rang
[. On se convainc facilement, au vue des formules de récurrence du lemme 2.3, qu’il suffit
d’obtenir I'estimation pour les coefficients (agsi;i)))J avec 2 < k <[ —1. On reprend la
relation (2.4.1). On est conduit a estimer chacun des trois termes de cette somme. Les
idées utilisées sont les mémes que celles du paragraphe 1.6 a ce détail pres qu’il faut tenir
soigneusement compte du lemme 2.4. On développe le calcul ici pour la commodité du

lecteur.

Estimation du premier terme B;

On note
aA(p27---,pl) (X)
(q1,--,qx) _ (p1,--501) J
(2.5.3) a—Xt - Z (b(cn,...,qk))JX :
JeN*®
On obtient aisément
(2.5.4) BT, < G+ D@ ) .
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avec JP) = J + epys |J (P)| = j 4+ 1. En appliquant alors I’hypothese de récurrence au

coefficient (GES f:"::”g Ii))) J1), on obtient I'estimation
: _ (U= k)
(25.5) | P) 5 < (5 + 1)(C1C5)' " (CoC) k__zquijr_fw+j_k_xﬂ+yﬂaﬂ+y
et donc
_ e+ = k)
(2.5.6) ](bgi;’;)))ﬂ < (CLC3) 7HOyCy) kTNl+j—k—l(u+u)+2u+u-
(p2;---5p1)
(P1,--5p1) . p(p1) (q15--59k) X "
Un terme (c(,, """, y)s, provenant alors du produit A ;" (X )—8 Ve , 8’écrit
3eey ¢
(2.5.7) (C(m,..v,pz)) _ Z (a(m)) (b(ph.--,pz))
R (q1,a) () 7H\%(q1,sq1) /1

H+I1=J

Et donc, compte tenu de 'hypothese de récurrence, de (2.5.2), (2.5.6) et (2.5.7), on a
(2.5.8)

- _ ik (U +i—Fk)!
|<C(p7 7pl)))J| S Z ClcgNh_y(C103)l 1(0204)l+ k( )

(q15-Gk —a Nipi k—t(ptv)+2utv-
H+I=J

En remarquant que, pour tout ¢ < j,

(+i=k) _(+]— k)

(2.5.9) <

et en utilisant la convexité logarithmique de la suite N, on obtient I’estimation

o . l —|— | — k ' § —h
|(C(p yeeesP )) 7| < 01(0103)l_1(0 C )l-‘r]—k(‘;—‘)Nl ; & l( V) O .

(q1,-9k)
H+I=J

Ainsi en choisissant alors de nouveau Cy suffissamment grand pour que la série -, C; "
converge et, en notant C5 sa somme, on a alors I'inégalité

_ e+ =k
(2.5.11) (G ’pl)))J\ < C5C1(C1C) 1 (CoCy)H k<j+,)Nl+jkl(u+u)+2u-

(q1,+5qK

Et donc en multipliant la série obtenue par ®(X), en sommant sur s termes et en notant
Bi(X) =" ;ens(B1) X7, on obtient une majoration, pour tout multi-indice J, du terme

(B1)s

(2.5.12)
. (i E)!
[(B1)s] < sC1C5 Z C1CY Ny, (C1C3) 1 (CoC) T ngl-&-i—k—l(u—i—V)—&—Qu-

7l
H+I=J
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Et ainsi, en tenant & nouveau compte de la convexité logarithmique de la suite {V,, } en
et de la convergence de la série >, C;", on a

_ L (+5—k)!
2513 |(Bihl £ sCHACC) O LT N

Estimation du deuxieme terme Bs

On note

(2.5.14)

(ORI VES ((h+UC¢£“waﬂC£@FW@CM4“*

2.5.15 HtI=J
(2.5.15) (I—1+i—k)
: Nl—1+i—k—l(u+u)+2,u+u> :

7!

En remarquant que, pour tout ¢ < j,
(l—14i—k)! < (l—=1+j—Fk)!
7! - !

(2.5.16)

et que h 4+ 1 < 2", on obtient I’estimation

(2.5.17)

L+j—k) 2h

Nigjk—i(urv)+ptv Z o
H+I=J 4

. . . 2h
Ainsi, quitte a changer Cy pour que la série 5 —71 converge et en notant Ce =
H+yi=J 4

2h
Z ——, on a alors 'inégalité

(I=14j—k)
Tyeers j' Nl-i—j—k—l(u—f—u)—&-u—i—y'

Et donc en multipliant par Agf)l)(X ), on obtient apreés sommation sur s termes et multi-

plication par (20 — 3), une majoration du terme (Bs);, pour tout multi-indice J,
(2.5.19)

. —1 y— k)
|(Bg)]| S 80120506(0103)l_1(0204)l+]_k(2l — 3) (l + J )

]' . Nl+jfkfl(,u+u)+,u'

Pour conclure, il suffit de remarquer qu’il suffit d’estimer les termes pour j > k — p +
l(p+ v —1), car, d’apres le lemme 2.4,

(2.5.20) (alPr

Dy
(q1,,9k

Ny=0sij<k—p+i(nt+v-1).
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Dans ce cas,ona j—k > pu+2rv —2 > 0. On a donc l'inégalité triviale

I—1+j—Fk)! [—1+j—Fk)! l+7—k)!
(2.5.21) O it At L VOB Gttt e L U Bl
J! J! J!
Et ainsi, (2.5.1) devient
_ L (l+7—Fk)!
(2.5.22) |(Ba).| < 25CTC5C6(C1Cs)' ™~ (CoCy)™H QU Aol ‘7j ' )Nlﬂ_k_l(ww.
Estimation du troisieme terme Bs
On note
(p1) (P2;-+5p1) _ (®15-5p1) J
(2.5.23) Aoy AGT 0 (X) = D (o)X,
JEN®

. (45— k)
(25.24) (b7 M) 5] < C5Ch(C1C) T (CoC)' k(ﬂj—|> N bmt(pv) 420

Et donc, en remarquant qu'une multiplication par ®(X) se traduit par une multiplication
par C;C5 de l'estimation et une translation de —p sur la suite { N, },en, on obtient une
majoration du terme (Bs);, pour tout multi-indice J,

) (k)
(2.5.25) (Bs)s] < CYCE(C1C3)' ™ (CoCa)™ k(:]T)Nlﬂ—k—l(uw)w

On obtient alors en sommant les trois estimations (2.5.13), (2.5.22) et (2.5.25) I'inégalité

o (U+5— k)
(0103)l_1(C204)I+J_kuNlﬂ—k—l(wu)Jmﬂ(501205?

|(a(p1 ,,,,, pz))J‘ j!
+2SC’1205CG + C’fC’g)

En choisissant alors la constante Cj telle que C5 = C1C5((s + 1)C5 4 2sCs), la propriété
est bien vérifiée au rang [. &

On obtient alors le théoréme suivant.

2.6 THEOREME

Soit M = {M, }nen une suite de réels strictement positifs vérifant (Hy). Soit N =
{ N, }nen une suite de réels strictement positifs vérifant (Hy) et (Hy). Soit F\(Xy, ..., X,) =
(F1(X),...,Fy(X)) dans (C[[X]](N))® vérifiant F(0) = 0 et de jacobien ® non identique-
ment nul. Il existe une constante C’, C' > 0, ne dépendant que de F, telle que pour tout
A de C[[X]] et tout Cy > 0, on ait

HA||C’C(‘)“”+1,max{N(H*”+l),M(H*V+1)} <[Ao F||CO,M'
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Preuve. D’apres (2.3.1), on a

(2.6.1) CD(X)QZAD(M pz)(A)OF:C(pl pz)(X)’

..........

avec

l
(2.6.2) Copn e pl)(X> = Z Agzi 77777 g,i))(X)D(th ,,,,, qk)('AOF) = Z (C(pl 77777 pl))JXJ'

-----

k=1 [[q,k]] JEN®

On pose alors

(2.6.3) A (X) Do (A0 F)(X) = D (b))

(q1seensqr) N /G (q1,-59K)

On obtient aisément, compte tenu du lemme 2.5 et de I'hypothese [[Ao F|[, ,, < oo,
I’existence d’une constante C7 telle que
(2.6.4)

|(bEP1 ~~~~~ ;’;)))J‘ < Z (0103)l<0204)

H+I1=J

tn_i L+ P —k)!
h!

k)
Nl—i—h—k—l(u—i—u)—&-yC?CoJrk( il )Mz+k

D’une part, d’apres la convexité logarithmique des suites, on a
(2.6.5) Nish—k—1(utv)+pMitr < max{ M, N}j+u—l(n+v—1)'

D’autre part, il faut remarquer que dans, la somme ZHH:J, on a h+1i=j. Or, d’apres
le lemme 2.4, ona h >k — p+ (g + v —1). Ainsi, on a 'inégalité

(2.6.6) Cith < atprtlte=l),

Et enfin, en utilisant, pour tout multi-indice R = (ry,...,rs), avec |R| = r, Rl = r!...rgl,
Iinégalité r! < (257" R! plusieurs fois, on obtient

(L+h—k) (i + k)
hl il

(2.6.7) < iRy,

Ainsi, (2.6.4) devient

(b P0)s] < 2H(CLCh)! (CoC) GO ™ mas{ M, N i)
Do mi1=(C201) "

La série ., ,(CoCy)~" converge ; on peut donc majorer ce terme par Cs. On majore
alors apres la double sommation le nombre de termes par 2's’ et on obtient I’estimation

(2.6.9)
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On reprend la relation (2.6.1). On a donc

(2'6'10) C(Pl Pz)(X) = (I)(X)QlilD(pl pz)(A) o F.

..........

On en déduit ordre(Cy,
dans (2.6.10), on a

.....

(2.6.11) Honu (@) 0! Ly = Y (o)), X7,

77777

JENS;
|T1=(21— 1)

Ainsi, si on note ®(X)* ! = > jens (0#71) ;X7 on obtient, pour tout multi-indice J,
avec |J| = (2l — 1),

(2.6.12) (PP =11 lagy,. 0 (0P),).
On note alors

JENS;
[J1Zp
On ordonne l’ensemble des multi-indices J de IN* suivant 1’ordre habituel, défini, pour

I = (ila"w?f.s) et J = (j17"‘7j3>7 par

I <J équivaut a |I| <|J|,oul = J,
ou |I|=|J]et3ktel quei; =y, pourl=1,....k—1, et iy > jp.

Dans IN?, on a donc, par exemple, (1,2,1) < (1,1,2).

Si on note (p1,...,ps) le premier multi-indice tel que (¢),,..p,) 7# 0, alorson ap; +...+
ps = pr et
(2.6.13) (D) (@=1)pr, o @-1p0) = (D) (o))
En utilisant alors la relation
(2.6.14) (PP a1y @t-1ype) = 11l Lla 1) (D) prp))
et lestimation (2.6.9), on a
(2.6.15)
(PP (19 1yp) | < NACCy) T CrCsCRCH ™ max{ M, N}y,
!
avec Cy = 4*T1sC, C3(CyCy)?* 1. On obtient bien le résultat annoncé en majorant N
1. . bg!
par (2571)L O

2.7 REMARQUES

(a) Si on suppose a nouveau NN,, = 1, pour tout n € IN, on retrouve alors le résultat
suivant donné par J. Chaumat et A-M. Chollet [CC1].
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Soit F(Xy,...,Xs) = (F1(X),..., Fs(X)) une application holomorphe de C* dans C*
vérifiant F'(0) = 0 et de jacobien ® non identiquement nul. Soit M = {M,},en une
suite de réels strictement positifs vérifiant (Hy). Il existe une constante C', C' > 0, ne
dépendant que de F, telle que pour tout A de C[[X]] et tout Cy > 0, on ait

||A|‘c/cg—"+17M<wu+1) < HAOFHCO,M-

(b) D’apres la remarque [I, 3.9], u — v + 1 est le meilleur exposant possible dans
'inégalité (i7). Etant donné F, on note D la meilleure constante D de I'inégalité

(A) ord(Ao F') < D ord(A), pour tout A de C[[X]].

Ona Dp < u—v+1[CCl]. Dans [CC1], J. Chaumat et A.-M. Chollet posent la question
suivante : peut-on trouver une application F' telle que Dp soit strictement inférieure a
u—r—+17 Dans ’Annexe A, en réponse a cette question, on donne une famille d’exemples
oul'ona Dp <pu—v+1
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§3. COMPOSITION PAR UNE APPLICATION A JACOBIEN NUL.

On montre, dans ce paragraphe, que les résultats présentés dans les paragraphes
précédents sont optimaux. On analyse le cas ou le jacobien ® de 'application F' est nul.

3.1 DEFINITIONS ET REMARQUES

Dans cette section, on suppose que les suites M = { M, },>0 et N = {N,, },>¢ vérifient
la condition (3.1.a) suivante.

M et N vérifient (Hy),
(3.1.a) N vérifient (Hs) et
il existe D > 1 tel que N,, < D"M,,, pour tout entier n.

On suppose, de plus, que M et N vérifient 'une ou 'autre des conditions suivantes.

(3.1.0) M vérifie (H3).
(3.1.¢) il existe D’ et € > 0 tel que N+ < D" M, pour tout entier h.

On peut remarquer que la condition (H3) permet d’affirmer
(3.1.1) 3i >0, IE > 0, tels que Yn € N* (M,)"/" < En'.

Ce résultat figure dans [CC4], Remarque 32 b : on développe ici le calcul.

En effet, on sait que (Hj3) est équivalente a

n

(3.1.2) M, < C(M,_,)7T.

Soit alors u > 0. On a, en utilisant (3.1.2),

MM
) < log(0) +

(3.1.3) log( log(M,,_1) — ulog(n),

n—1

On utilise alors n — 2 fois (3.1.2), on obtient donc

MM
(

nu

(3.1.4) log

) <3 2 108(C) + log(My) — wlog(n).

On a alors un développement asymptotique du membre de droite de l'inégalité (3.1.4),
en notant v la constante d’Euler,

(3.1.5)

Z % log(C) +log(M;) —ulog(n) = (log(C) —u)log(n) + (v — 1) log(C) + log(M;) + o(1).

1=2
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Pour i = u > log(C), le membre de droite de I'inégalité (3.1.4) tend vers —oo, et ainsi
on obtient qu’a partir d'un certain rang ng, pour tout n > ng,

M)/
(3.1.6) M)y
n'L
: : . (M) : :
On obtient bien alors la condition (3.1.1) avec F = HiaX{—}. Celle-ci traduit
no n

simplement le fait que toute classe définie par une suite a croissance modérée est contenue
dans une classe de Gevrey.

Soit 7 = (r,...,r). Le lemme suivant donne I’équivalence entre les normes ||.||c, s €t
1R |7(:M) définies précédemment.

3.2 LEMME

Soit A dans C[[X]] telle qu’il existe Cy > 0 pour lequel on ait || Al|c, v < 00. Alors
pour toute constante r, vérifiant r < 1/sCy, on a

1
A1 < [JANIM < ———]|Allcom
sCqor

1 —sC

Preuve. On a

(3:2.1) [Z ZZ@M%

J= =0 JENS;
[J|=3

En tenant compte des hypotheses, on obtient

(3.2.2) A < Z > [Alleyr (rCo)?,

=05
soit
(3.2.3) AN < N Allconr Y (s7Co)’

Jj=0

Cette derniere série converge pour tout r < 1/sCy et sa somme vaut

1— SCOT’.
Pour obtenir 'autre inégalité, il faut remarquer que, si on note H;A(X Z hy X7,
[,
on a
(3.2.4) LI =D 1Al
j=0
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Or, pour tout J € IN°, on a

_ Mj |hJ| j
(3.2.5) mﬂgE:mﬂ_Efzjzp
T 1=7

Donc, on obtient, pour tout J € IN*,

(3:26). L < A
On a donc, pour tout J € IN?,
(3.2.7) lﬁLgumwﬂ<m.
r=I M;
On obtient alors I'inégalité voulue en passant au sup. &

3.3 DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soient A(X) = Z a; X7, B(X) = Z by X7 et S(y) = Zsjyj, on notera A << S,
JENS? JENS Jj=0

lorsque, pour tout entier j, on a Z lay| < |s;|. Siles coefficients s; sont positifs, on a
|J1=3
alors facilement la propriété

(3.3.1) A << S, B << S implique AB << 52

3.4 PROPRIETE

Dans la suite, on note aussi (P) la propriété

(P). (VPeClX]) (PoF=0= P =0)

Les deux lemmes suivants reprennent des idées et des notations de P. M. Eakin et G.
M. Harris.

On suppose que M et N vérifient (3.1.a) et 'une ou 'autre des hypotheses (3.1.b) ou
(3.1.c).

3.5 LEMME
Soit d € IN* et soient Fy,. .., Fs des séries formelles de C[[X]](N), ne dépendant que
des s — 1 premiéres variables, telles que F' = (F},..., Fy) vérifie P. Alors il existe une

suite de polynémes (Py)ren telle que :

(1) P, € C[Xy, ..., X{] est de degré k
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(17) max{|b| tel que b est un coefficient de Py} =1

(iid)  Tre > 0 tel que Vr < 1o, Ye € N* limy_oo (Mg || Pe(FY, - .., F)||)VF = 0.

Preuve. Chaque P, € C[Xq,...,X,] de degré k a (kjs) coefficients. On peut écrire
(3.5.1) Pu(Fy,... F) = > iy, (coeff P X X0,

T15eenyls—1

oules l;, ;, , sont des formes linéaires agissant sur les coefficients de Pj. Par hypothese,
on a donc Py(Fy,---,Fs) # 0. De plus, pour tout entier Iy, le nombre de termes de

degré < Iy dans Py(Fi,..., Fs) est (I‘):fl_l). Et donc, pour chaque entier Iy, tel que

([Ojfl_l) < (kjs), on peut choisir Py tel que ord(Py(Fi,...,Fs)) > Ip. Or l'inégalité
(Io-l—s—l

.1 ) < (kjs) est équivalente a

_ (k:—irs)(k—l—s—1)...(kz+s—(s—1)).

(lo+s—1)(lo+s—2)...(Ip+s—(s—1))

Le membre de gauche de cette derniere inégalité est inférieur ou égal & (I +s— 1)1 et

ks kjs/(sfl)
le membre de droite est supérieur ou égal a —. Ainsi, pour Iy < ey S + 1, on peut
§H/\s=
choisir Py tel que 'on ait ord(Py(F, ..., Fs)) > Iy. Donc, pour k suffisamment grand, on
a % — s+ 1> 0. On peut donc choisir P tel que
(3.5.2) ord(Py(F, ..., Fy)) > [Chok®/ 1],

pour une constante Cyp > 0 bien choisie.

Pour obtenir (i) du lemme, on divise P, ainsi construit par le plus grand coefficient
en valeur absolue.

Par hypothese, il existe tg > 0 et B > 0 tels que, pour tout t < ¢y et pour tout
k

l=1,2,...,s, on ait HF;||§N) < B. On obtient alors facilement F; << ZBNkZZ—k. Ainsi,
k=0

k
si on note P, = Z Z prX’, on obtient, en tenant compte de (ii),
1=0 IeNS;
|I]|=i
k k o0 yh
(3.5.3) Ve <to, > > prF.Fr<< > (Y BNy )
=0 I€NS; i=0 IENS; h=0

[I|=i |1|=i
Or, comme ¢ = |I| < k, on a (Z BNht—h)z << (Z BNht_h)k et donc on en déduit
h=0 h=0

I'inégalité
h

k+s\ — (TN
3.5.4 vVt <to, Pp(Fh,...,F;s BN,=)".
( ) = L0, k( 1, ’ ) << ( s )(hZ:O hth)
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On montre alors facilement par récurrence que

(3.5.5) » Nh ko ZNh (h +ﬁ; 1) v

En effet, pour £k =2, on a

00 h 0 h
(3.5.6) > J\Ihi—h)2 => > (NZ-Nj)ZZ—h,

h=0 i+j=h

et, en utilisant alors la convexité logarithmique de la suite /N, on a aisément

x h & h
Y h+1 Y
h=0

h=0

On suppose la propriété vraie au rang k — 1 et on regarde ce qui se passe au rang k. On
a, en utilisant I’hypothese de récurrence,

(3.5.8) ZNhth <<ZZ(HI€ >NNJth’

et donc, en utilisant de nouveau la convexité logarithmique de la suite N et I'égalité
Zi-‘,—j:h (1232) = (hJ]iIl), on obtient le résultat.

Ainsi, on a donc

k+s — (h+k—=1\  ¥"
(3.5.9) Vi <to, Pe(F,..., Fy) << ( )BkZ( ) e
=0

On utilise alors le fait que ord(Py(Fy, ..., Fy)) > [C1ok® V] et que (h+k ) < 2" pour
obtenir

h

s y

(3.5.10) Yt <ty, Pu(Fy,..., F,) << 2ok Bk § QhNht_h
h>[Croks/ (= 1)]

Premier cas : La suite M vérifie (3.1.b).

L’inégalité (3.5.10) devient, par définition de la norme, en utilisant I'inégalité N, <
DM,

M s 2DT’ s/(s—1) > (2DT’>h
(3511)  VE<to, [|[Pu(Fy . B < 2048 BH ()[R TR
On a alors, pour tout e € IN* et tout t < tg,
(3.5.12)
2D -]
(MallPu(Fy - I < 2Bt (DT ey By
h=0
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On remarque facilement alors que, pour r < t/(2D), la série de droite converge. On note
S sa somme. On a ainsi

QDT)[kal/(sq)}
5 :
C’est ici quintervient I'hypothese (Hj). En effet, d’apres (3.1.1), on obtient l'existence

d’un entier ¢ tel que
(3.5.14)

) 2D 1/(s—1
Ve > O, Vit S t() (MekHPk(Fl, .. 7Fs)||1(:M))1/k S (255)1/k:4BEe(€k)ez(Tr)[ka /( )].

(3.5.13) (Meg|| Pi(Fy, .., F)[IE)YR < (258) R 4B (M) (

Il est alors facile de conclure que, pour tout t < tg, il existe 7’0 tel (%ue pour tout
M

r < min(rg,t/(2D)) et pour tout e > 0, on a khm (Meg|| Pe(F1, .. Lk —
Second cas : Les suites M et N vérifient (3.1.c).
L’inégalité (3.5.10) devient, par définition,
Ny, (2r)h
3.5.15 Vit <to, ||[Pu(FL,..., F)||("™ < 224k B* R
( ) > lo, || k’( 1, ) )||'r = Z Mh th

h>[Croks/(s=1)]

On a alors, pour tout e > 0 et tout ¢ < tg,

M s Nh (27”)h 1/k
(3516)  (MallPu(Fy, .. F)IM) e < 2B > Mosr = )
h>[Croks/(s=D)] h
On utilise alors I'inégalité (3.1.c). On a donc

N,

(3.5.17) _’; < (DM A+ayh e/ )
On obtient alors
(3.5.18)

M (2D Yy 17k
M| |Be(Fy, .., F||MYVE < 25/ <k < —) :
( kH k( v ’ )HT ) - [Cloks/(s—l)]>€/k(1+€) Z th

h>[Cioks/(s=1)]
D’une part, on remarque que 'on a, pour k suffisament grand,

1+ €
€

(3.5.19) [Cok®/ V] > e[—]k,

D’autre part, on a clairement d’aprés (H;), pour tout entier o > 1,
(3.5.20) M, > M.

De (3.5.18), on tire alors, en appliquant (3.5.20) avec a = [%],

. . (2D/l/(l+e)r>h 1/k
3521)  (MallP(FL . RO <oap( Y BEEEIO
h>[Croks/(s=1)]
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On remarque facilement alors que, pour r < t/(2D’), la série de droite converge. Il
est alors facile de conclure que, pour tout ¢t < ¢y, il existe ry tel que, pour tout r <
min(rg, t/(2D)) et pour tout entier e > 0, on a klim (Meg|| Pe(F1, .. ., FS)HFM))V’“ =0. ¢

Remarque : La condition (Hj3) n’est pas nécessaire. En effet, il suffit que la suite M
vérifie la condition suivante

_S _
s—

il existe une constante C' positive telle que M, < C™" ", pour tout n € IN.

Clairement, (H3) implique cette derniere condition. Sous cette hypothese, on déduit de
(3.5.13) que 'on a
(3.5.14")

Ve >0, Vi <ty (Mul|[Pe(Fr, ... F)[IED)E < (208) Fap e )R
(QDT)[Clokl/(s—l)]'
t

I1 est alors facile de conclure que, pour r suffisament petit, on a

Tim (M| Py, F)[|0) 5 = 0.

3.6 LEMME

Soit F' = (F}, ..., Fs) une application formelle, sans terme constant, de (C[[X]](N))?
et dont le jacobien ® est nul. Alors il existe deux applications formelles G et H, de
C*® dans C°, appartenant a (C[[X]](V))®, dont les jacobiens sont non nuls et telles que
G o F' o H ne dépende que des s — 1 premieres variables.

oF
Preuve. Quitte a changer I'ordre des variables et des séries, on peut supposer 0?1 # 0.
1
Sinon F' ne dépend déja que de s —1 variables. On montre alors que I'application F' peut
étre mise sous la forme (X¢, Fy, ..., Fy). En effet, soient d I'ordre de F} et P, le polynome

homogene de degré d de Fy. Soit (A;;)f;—; une matrice inversible a coefficients dans C
telle que Py(A11,...,As1) # 0. On pose

(361) Tl(X) = (Z Al,iXia ce ,Z )\S,ZX’L)
i=1 i=1

Ainsi T7 est une application analytique dont le jacobien est non identiquement nul. On

compose alors F par T;. On obtient alors une application de la forme F(1) = (Fl(l), . Fs(l))
avec
(3.6.2) FIUX) = Pyas - A )X+ 4 PiAan, - Aes) X+ R(X),

avec R(X) une série formelle, d’ordre supérieur ou égal & d, sans terme du type X, pour
tout i = 1,...,s. On définit alors TH(X) = (X1, X1Xo, ..., X1 X,). De nouveau, 75 est
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une application analytique dont le jacobien est non identiquement nul. En composant
FO par Ty, on obtient F®)(X) = (Fl(z)(X), ey Féz)(X)), avec

(3.6.3) (FY o To)(X) = X{Q(X),

ou Q(X) est une série formelle inversible. On peut donc définir pour cette série une
racine d-itme QY. En outre, puisque Fl(l)(X ) est tel qu'il existe une constante A telle
que HFl(l)HA,N < 00, on a aussi ||Q]|an < co. Il existe alors une constante A’ telle que

(3.6.4) 1QY |4y < oo

En effet, Q = QY4 est la composée de la série convergente (Q(0) + y)/¢ avec la série
formelle Q(X) — Q(0). La proposition 1.8 assure alors (3.6.4). On définit alors une
application inversible I'; vérifiant les mémes conditions de croissance que F), en posant

(3.6.5) N(X) = (X1QY4 Xy, ..., X,).
On pose
(3.6.6) F=F®or "

On obtient donc
(3.6.7) F=(X4F, .. . F).

Si aucune des séries Fy, ..., F, ne dépend de X,, on a le résultat annoncé. Sinon, on
recommence le processus avec la variable suivante. A une certaine étape, les restes Fj
seront indépendants d’une des variables restantes, sinon, au bout de s étapes, on aura
réduit F en

(3.6.8)  F = (X{"" go(X1) + X2 X522 gu(Xa, o, Xoq) 4 X X2 X e,

ce qui contredit ’hypothese de nullité du jacobien. &

On déduit des lemmes 3.5 et 3.6 le résultat suivant.

3.7 LEMME

Soit F' = (F},..., Fs) une application formelle, sans terme constant, de C* dans C?,
appartenant a (C[[X]](N))*, et dont le jacobien ® est nul. Soient Cy et C' deux constantes
strictement positives et d un entier supérieur ou égal a 1. II existe une série formelle A
qui ne satisfait pas I'inégalité

Aller e < [[Ae Fllogm < oo

Preuve.
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Premier cas :
On suppose que l'application F' ne vérifie pas la propriété (P). On a alors I'existence d’'un
polynome P de degré p tel que P(F},---, Fs) = 0. Quitte a le diviser par le maximum
des modules de ses coefficients, on peut supposer max{|a|, a coefficient de P} = 1. En
posant alors

(3.7.a) A(Xy, -, X)) = Z a2i!(P<X17”'7XS))%Xi!J

i=max(2,p)

on remarque que A est bien défini car, pour chaque i, (P(X7,... ,Xs))%Xf! est de degré
2(4!) et d’ordre > i!. Ainsi, les termes d’indice i > 2 ne se mélangent pas car 2(i!) < (i+1)!.
Avec un bon choix de ag(;y, on aura || Al|c pr@ = 0o et, par construction, Ao F' =0, ce
qui donne le résultat voulu.

Second cas :
Dans ce cas, on suppose que I'application F' vérifie la propriété (P). On utilise alors le fait
que toute application formelle telle que F'(0) = 0 et dont le jacobien est identiquement
nul ne dépend, a changement de variables pres, que des s — 1 premicres variables. Le
lemme 3.6 donne deux applications formelles G et H, satisfaisant les mémes conditions
de croissance que F, telles que l'application T' = G o F o H ne dépende que des s — 1
premieres variables. Alors, en utilisant le lemme 3.5, on pose, pour r > 0 assez petit,

1 ’
(3.7.b) AX) =) Py(Xy,..., X)X
NPT, T

On remarque que A est bien défini car, pour chaque i, Py(T1,...,Ts) # 0 et

Py(X1,..., X)X est de degré 2(i!) et d’ordre > i!. Ainsi, les termes d’indice i > 2 ne
se mélangent pas car 2(i!) < (i + 1)!. En outre, pour chaque indice i, le polynome P; a
un coefficient égal a 1. De plus, d’apres le lemme 3.5, pour tout entier k, i! < k < 2i!, et,
pour tout e > 0, on a ilir?o(l/HMekH!(Tl, . ,TS)HS;M))U’“ = o0. Ainsi, pour tout d > 0 et

pour tout 7 > 0, la quantité ||.A||¥ “” Nest pas finie. Mais, on remarque, quitte & changer
r, que 'on a la majoration

- 1 () (M)
|AoT||M < | [Pa(Fr, . B[SV (1]
o 1Pa(Ty, - T)IEY
M)\q!
< S (ImE) < co.
1=0

On utilise alors le lemme 3.2 pour conclure. Le lemme est donc vrai pour I'application

T.

Supposons qu'il ne soit pas vérifié pour I'application F. On suppose donc que toutes
les séries formelles A, telles que ||A o F||¢,,m < 00, satisfont I'inégalité

(3.7.1) 1Al arr < || Ae Flleyu
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pour C et d bien choisis. En utilisant le lemme 3.2, cela revient a supposer que toutes
les séries formelles A, vérifiant || Ao F ||$~,M) < 00, satisfont 'inégalité

(3.7.2) AN < () Ao I

pour 7' et d bien choisis. Quitte a changer r, comme les coefficients des séries de
I’application H sont controlées par la suite N, donc aussi par la suite M, on peut supposer,
d’apres la proposition 1.8,

(3.7.3) Ao FoH|IM < .

On a donc, en notant kj, la constante associée, dans le théoreme 2.6, a 'application H,
puisque celle-ci est de jacobien non nul, 'existence d’une constante r; telle que

(3.7.4) Ao FIIM™) < || do FoH||M < oo.

Soit A la série construite ci-dessus. On pose A = A o G. L'inégalité (3.7.4) devient

(3.7.5) Ao G o FI|M™) < |AoGo FoH|M < .

Or, par hypothese, on a ||.4 0 G||7(:fw(d)) <||[AoGo F||1(:M). Quitte a diminuer 7, on a donc
aussl

(3.7.6) 140 GIY™ < |lAo G o FIIL™.

Comme le jacobien de 'application G est non nul, d’apres le théoreme 2.6, il existe un
entier k, et une constante ry tels que

(8.7.7) LS < Ao g8,

T2 T

On obtient donc, en regroupant les inégalités (3.7.5), (3.7.6) et (3.7.7), I'inégalité

(3.7.8) LA < |40 Go FoHIIM < oo,

Ceci contredit la construction de la série A. On a donc le résultat annoncé. &

On a donc, en regroupant le théoreme 2.6 et le lemme 3.7, le théoreme suivant :

3.8 THEOREME

Soient M et N deux suites vérifiant les conditions (3.1.a) et 'une ou lautre des
conditions (3.1.b) ou (3.1.c). Soit F' = (F},. .., Fy) une application formelle de C[[X]](N)*
de jacobien ®. Soit C, une constante strictement positive. Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) ord(®) < oo,
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(id) il existe C',C" > 0 et d entier d > 1 tels que
pour tout A € C[[X]], on ait ||Al|c: yrar < || Ao Flcon-

3.9 REMARQUES

a- Le théoreme 3.8 contient le théoreme C de [CC1]. En effet, dans ce casona N = 1
et M et N vérifient clairement (3.1.c).

b- Il est intéressant de noter que, dans le cas ou l'application formelle F' ne vérifie
pas la propriété P, la série formelle (3.7.a) construite dans la preuve du lemme 3.7 peut
appartenir a n’importe quelle classe avec un bon choix des coefficients as;. On peut alors
se demander, dans le cas ou 'application formelle F' vérifie la propriété P, a quelle classe
appartient la série formelle (3.7.b) ?

c- L’estimation du théoreme 2.6 est optimale. En effet, u—v+1 est le meilleur exposant
d possible dans l'inégalité (ii) du théoreme 3.8. 1l suffit, par exemple, de considérer
Papplication F(X) = (X{, X3,...,X,), oll i est un entier non nul. Un calcul élémentaire
donne p — v + 1 = i. La série A(X) = 3°7%, M;; X{ est alors telle que [[Ao Fllcy =
Al areo-

d- On peut noter aussi que 'assertion (i) du théoreme 3.8 est équivalente a

il existe une constante D' > 0 telle que ord(A o F') < D'ord(A).
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Partie II : Division dans I’anneau des séries formelles

a croissance controlée. Applications.

INTRODUCTION

Dans cette partie, M = {M,},en désigne une suite de réels positifs qui vérifie les
propriétés

Hl ZWO =1et Mn neN est logarithmiquement convexe

( € g q ’

H2 il existe C' > 1 tel que Mn 1 <Cc" an pour tout n € IN.
- +1 =

On note aussi, dans la suite, pour tout entier fixé k, M,y la suite {M, 1k fnen, M_y
la suite {Mn—k}nEN,nZk et M(k) la suite {Mkn}nEN-

Afin d’étudier les propriétés de IK[[X]](M), on se propose d’établir, dans cet anneau,
un théoreme de division du type Weierstrass par plusieurs séries. Une version du théoreme
de préparation de Weierstrass et de division par une seule série a déja été donnée par J.
Chaumat et A-M. Chollet [CC2]. On retrouve leur résultat ici. Il s’agit des théoremes
3.1 et 3.2. Dans le méme article, les auteurs montrent que, sous I’hypotheése (Hy), la
condition (Hj) est nécessaire et suffisante pour que 'anneau IK[[X]](M) soit noetherien.
On notera que les énoncés font appel a une notion de p-régularité plus restrictive que la
notion de régularité d’ordre p classique dans IK[[X]] et IK{X}. On sait, en effet, [CC2]
que la division dans IK[[X]](M) par une série réguliere d’ordre p met, en général, en
évidence une perte de régularité sur la croissance des coefficients du quotient et du reste
dans cette division. Ce phénomene a été noté également par M. A. Zurro [Z1], [Z2], dans
le cadre de la division par plusieurs séries formelles, au sens d’Hironaka [AHV]; en effet,
dans [Z2], on trouve des énoncés avec “perte de régularité” concernant les anneaux a
croissance Gevrey (M, =n!* o € R).

Dans cette partie, en généralisant a plusieurs séries la notion de p-régularité, on établit
un théoreme de division sans perte au sens d’Hironaka. C’est le théoreme 2.2. Une autre
version est le théoreme 2.4. Pour cela, on adapte une preuve, donnée par J. Briancon,
d’un théoreme de division dans IK{X}, par perturbation d’un épimorphisme [Br|. On
applique alors ce théoreme au probleme de division par un idéal. On considere Z un
idéal de IK[[X]](M). Peut-on associer, a toute série de IK[[X]](M), un reste unique, dans
K[[X]](M), modulo I'idéal Z? Le corollaire 4.9 du théoreme 4.8 donne une réponse affir-
mative a ce probleme. Pour cela, on construit une famille génératrice de Z en s’inspirant
des bases de Groebner d’un idéal polynomial [CLO]. On déduit alors du théoréeme 4.8
une nouvelle preuve de la noetherianité de IK[[X]](M). On obtient également, comme
conséquence, le théoreme 4.11 suivant.

Soient fi,..., f, des éléments de IK[[X]](M). On note I l'idéal engendré par ces
éléments sur IK[[X]] et Ty, I'idéal engendré par ces éléments sur IK[[X]](M). Alors Ty, =
I NIK[[X]](M).
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On note que ce résultat peut étre vu aussi comme corollaire du théoreme d’approximation
d’Artin dans K[[X]](M) (voir [partie III] et [Mo]).

§1. UNE METHODE DE DIVISION.

1.1 NOTATIONS

Dans la suite, A, munie de la norme ||.||, désignera une algebre de Banach commutative
unitaire. On a, en particulier, pour a et b dans A, ||ab|| < ||a|| |]b]].

On considere alors A[[X]] I'ensemble des séries formelles, d'indéterminées
X = (X1,...,Xy), & coefficients dans A. Dans toute la suite, pour tout f € A[[X]], on
note f; 'élément de A défini par la formule f(X) = Y ;s f7X7. Soit p = (p1,...,ps) €
(IR’ )® un poly-rayon. On pose

o=y Ml

j=0 JeN%|J|=j ~ 7

On note alors

AlIX])(M, p) = {f € A[IX]]; [IF]]1;") < oo}
On vérifie aisément que ||.||,(,M) est une norme sur A[[X]](M, p).
Lemme 1.1.1
L’espace A[[X]|(M, p) muni de la norme ||.||£)M) est une algébre de Banach.

Preuve. On pourra par exemple consulter [GR]. On donne ici une idée de la preuve. Soit
(fm)men une suite de Cauchy d’éléments de (A[[X]](M, p), ||||£M)) On a donc :

(1.1.1.1) Ve > 03N € N tel que, Vn > N et Vp € N, || foyp — ful M) < e,
c’est a dire
(1.1.1.2)
S (frtp)s = (fa)all
Ve > 03N € N tel Vn > NetVpeN <e
€ S el que, vn > et Vp € ,ZZ M, p €
=05

On obtient ainsi, pour tout multi-indice J € IN®,
M.
(1.1.1.3)  Ye>03N €N tel que, ¥n > N et ¥p € N, [|(faup)s — (fa)sll < e,
P

Pour tout multi-indice J, d’apres (1.1.1.3) la suite ((fin)s)men est une suite de Cauchy
de A ; elle est donc convergente. On note f; sa limite. Il reste alors a prouver que

f(X) = Z Z fs X7 appartient & A[[X]](M, p). On montre pour cela que
=
(1.1.1.4) HAISD < NF = Full™ + 1 fl |5 < €+ 11 £l 190
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pour m bien choisi, et ceci quelque soit € > 0.
Il est enfin facile de vérifier que, pour f et g des éléments de A[[X]](M, ),

1Fglls" < LIS 11gll5.

| Z fuyill

H+I1=J
gl =Y p’.

M;
JEN?®

En effet, on a

En utilisant I'inégalité triangulaire, le fait que A soit une algebre de Banach et la convexité
logarithmique de la suite M, on obtient

> fall llgll

H+I=J]
1fgll§" < > VI pl = 1IA15 gl
JEN® t
Ceci acheve la démonstration du lemme. %

On pose alors
A[IXTI(M) = [ A[IX))(M, p).

p>0

Pour tout f € A[[X]], on définit aussi I’ensemble d’exposants

Expy(f) = {B € N% fz # 0}.

Soient p multi-indices de IN*, Ey, ..., E,, on note
p
(1.1.1) A= JE+1N).

=1

On choisit alors une partition A = AjUARU. . .UA,, de A telle que, pour tout i = 1,...,p,
on ait A; C E; + IN°. Par exemple, on pose Ay = E; + IN°, Ay = (Ey + IN?) — Ay,
o Ay = (B + IN°) — (AU AU ... UA;_1). Dans toute la suite, on dira que IN* =
A UAU...UA,U(IN°* — A) est la partition de IN* associée aux E;, pour i =1,...,p.
On note alors

(1.1.2)  (AIX](M, p))% = {f € A[[X]]; Expy(F(X)X") C A et [[f]l5 % < oo},

(1.1.3) RA(M, p) ={f € A[[X]](M, p); fz =0 pour tout B € A}.
On considere alors I'espace produit

HA(M, p) = 7 (A[[X])(M, p))* x Ra(M, p)
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muni de la norme

p

(g, g WIS =) p”

i=1

(M, 5;)
o 50+ |R) |

Cette norme est, par construction, bien définie. On vérifie facilement que l'espace
HA(M, p) muni de la norme ||.||§(M) est un espace de Banach.

1.2 LEMME

Etant donnés p multi-indices E;, 1 < i < p, on leur associe 'application ¢, définie
par

(1.2.1) 1 HA(M,p) — A[[X])(M, p)
B (g1, gpsh) — D1(g1,--- 590 h) =0 i X+ h.

Pour tout multi-rayon p, ¢1 est alors une application linéaire bijective de Ha(M, p) sur
A[[X]](M, p) telle que

[¢1(g1: -, g WIEY = 191, - -, g DI

Preuve. La linéarité de I'application est évidente. En outre, on a, en utilisant la partition
de IN® associée aux F;, 1 <1 < p,

M
(12.2) lon(ons o g WY = IS gaX B 4R
= 120, g X E S (a5

En écrivant alors, pour tout i = 1,...,p, g; = Z Z 9ip X B, Dégalité (1.2.2) donne

b=0 BENS;
|B|=b

61(g, g I = 11D gi

i=1 b=0 BEN?;

(1.2.3) E=

_ ZZZ ||ngH B+El+||hH

i=1 b=0 BENS;
|B|=b

(M) (M)
b IRl

On tire de (1.2.3)

lgis |
wmw%wwzz ZZ L [15

 Mypr,”
(1.2.4) =0 T

) M, g,
= 3l
=1
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Le membre de droite de 'égalité (1.2.4) n’est autre que ||(g1, - . -, gp; w15, ce qui mon-
tre bien, d’une part, que ¢; envoie, pour tout multi-rayon p, Ha(M, p) sur A[[X]|(M, p),
et, d’autre part, que 'on a une isométrie.

Il reste a prouver le caractere surjectif de I'application. On considere alors f un
élément de A[[X]](M, p).

On a f = Z Z f7X7. On peut alors écrire, en utilisant la partition de IN® associée

]:O JEN‘S}
[J]=3

aux £;, 1 <1 <p,

p oo 00
129 FEYY Y XY Y X
i=1 j=0 JENS; j=0 JeNS;
JEA; JEN,;
|J|=3 [J]=3
Autrement dit, on a
p
(1.2.6) =Y gX"%+h,
=1
avec :
4 o0
0o 33 g
j=0 JENS;
JGAi.;
(1.2.7) o
DI I
j=0 JENS;
JEA
\ [J]=4

En utilisant la partition, on a aussi, comme f appartient a A[[X]](M,p), pour tout
1=1,...,p,

g: X" € A[[X]|(M, p)

1.2.8

128) he AT, p)
Par construction, d’apres (1.2.7), on a donc, pour tout i = 1,...,p,
(1.2.9) Expy(g: X ") C A,

et, d’apres (1.2.8),

. S [1f1]
(1.2.10) g X PO =3 ) Wp‘] < 00.
j=0 JENS; J
JeA;;
|71=3
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Or, on remarque

Mis) o |EZ] ") i
(1.2.11) lgally ™" =3 Y e = B g X B,
j=0 JENS; J
JeA;;
[J]=j

Ainsi, en regroupant (1.2.9), (1.2.10) et (1.2.11), on conclut aisément que, pour tout
1=1,...,p,l'on a

(1.2.12) gi € (A[[X](M, p))*,
et
(1.2.13) h € Ra(M, p).

Ainsi, on a bien (¢1,...,9,;h) € Ha(M,p). L’application ¢; est donc surjective de
Ha(M, p) sur A[X])(M, p).

Enfin, le fait que ¢, soit une isométrie assure que 'application ¢; est une application
linéaire bijective de Ha (M, p) sur A[[X]](M, p), ce qui acheve la preuve du lemme.

On construit maintenant une application linéaire ¢o qui sera une perturbation de
¢1 en ce sens que ¢; + ¢y sera encore une application linéaire bijective Ha (M, p) sur
A[X](M, p).

1.3 DEFINITIONS ET REMARQUES

Dans la suite, L désignera une forme linéaire positive non nulle L : IR* — IR telle que
S

L(j1,...,7s) = Z lkJk, les coefficients [, étant des nombres réels strictement positifs.
k=1

(1.3.1) Tout d’abord, on remarque que, pour tout B € IN* il existe un nombre réel
positif o5 tel que A € IN® et L(A) — L(B) > 0 implique L(A) — L(B) > 0.

(1.3.2) On applique alors cette remarque aux multi-indices E;. Il existe donc, pour
tout @ = 1,...,p, des réels strictement positifs J; tels que L(A) — L(E;) > 0 implique
L(A) - L(E;) = 6.

(1.3.3) Ensuite, soit 7 > 0 un réel. On notera 7 le poly-rayon (,...,7) associé¢ de
R’ °. A chaque multi-indice E;, i = 1,...,p, de IN*, on associe deux séries u; et v; de
A[[X]])(M, C1E1F), ot C est la constante de (H,), telles que

Uy = i Z U'iBXBa

b=|E;|  BENS:
L(B)>L(E;)
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= i Z UZ'BXB.

b=|E;| BEN®

On remarque alors que, pour tout ¢ = 1,...,p, u; et v; sont telles que, pour tout A €
Expy (u;), ou, pour tout A € Expy(v;), [A] > |E4.

1.4 LEMME
Soit 0 <1 < 1, on note r = (0™, ..., mn'). L’application linéaire ¢,
¢2 : HA(Ma ’l“) - AHXH(M’ ’l“)
(1.4.1) ¢
(91— gpih) = balgr,- - gpih) = (u;+v:)g;
i=1

est bien définie et vérifie, pour tout réeln, 0 < n < 1,

) —L(E (M_\g,))
loall < sup {75675 4 0 5,

=1,...,p

Preuve.

1.4.1 Premiere étape :

p
Pour vérifier que la série Z(Uz + v;)g; appartient bien a A[[X]|(M,r), il suffit donc de
i=1

s’assurer que || Z(u@ + 1) gi| | < oo. 1 suffit d’abord de le vérifier pour un terme du

i=1
type u;g;. On a, par définition,

Z Uik Gig||
(1.4.1.1) ||wsgi |M) = Z P Zb B

b=0 BENS;
b=|B|

On obtient alors, en utilisant, d’une part, le fait que 'on travaille dans des algebres de
Banach, et, d’autre part, la convexité logarithmique de la suite {M,, },en,

wirc|| [lgirll KL
1.4.1.2 wg;||M) < +L
(14.1.2) gl <3 Y Y Moo Mo

b=0 feNS K+L=B

Le membre de droite de I'inégalité (1.4.1.2) est bien défini puisque, d’apres (1.3.3), u;x =
0 pour |K| = k < |E;|. De plus, par hypothese, (g1,...,¢g,;h) appartient & Ha(M,r);
cela implique que, pour tout ¢ =1,...,p, on a

(1.4.1.3) il 15 < 0o

45



tel-00080323, version 1 - 15 Jun 2006

A. Mouze

En outre, par hypothese, pour tout : =1,...,p, on a

u; € A[[X])(M, C'EilF),

ce qui signifie, pour tout i =1,...,p,
(1.4.1.4) 303 ||“ZK||C\E ek _ o
k=0 I‘(KE‘NTC

Or, en utilisant |E;| fois 'hypothese (Hs), on obtient, pour tout i = 1,...,p,

My < CFMy_,

< CFCHFIM,_
(1.4.1.5) - e

B (AN

< OO,

ClElk oz DIz
Ainsi, en utilisant & nouveau (1.3.3), en minorant par ———— dans 'inégalité
My M- g,

(1.4.1.4), on obtient

(1.4.1.6) o Z R il e

k=|E;| KeNs; M- |E:i|
|K|=k

ce qui donne exactement, en remarquant que r < 7,

(1.4.1.7) | |10 <

Dans (1.4.1.2), on reconnait un produit de séries ; on a alors

gl | < (ZZ el )(ZZ sl o)

My-i5, — i Moz,
v=|B| | B|=b

Mgy ()
< gl gl

— T

(1.4.1.8)

De la, en utilisant (1.4.1.3) et (1.4.1.7), on conclut que, pour tout i = 1,...,p, on a
(1.4.1.9) i [P < oo.

De la méme maniére, en utilisant a nouveau (1.3.3), on obtient

(1.4.1.10) o] |15 < oo,
(M) (Mg, 3 (Myym,)
(1.4.1.11) vigl ;™ < [|vill» || < 0.
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p
Ceci donne bien || Z(uZ + v;)gi|| M < 0.
i=1

1.4.2 Seconde étape : on estime la norme de ¢,.

On a, par définition,

p
(1.4.2.1) 162091, - > g3 WM = 1D (s + vi) il ™)

Ainsi, en appliquant I'inégalité triangulaire et le fait que I'on se trouve dans des algebres
de Banach, on obtient, d’apres (1.4.1.8) et (1.4.1.11),
(1.4.2.2)

p
||¢2(glv"‘7gp7h>||7(“ ) < Z(HUZH ||7" Jr|E|>

M | (M_i5,) _p
< Zr’fugzn M) ([ |5y R,

Or, on a, d’aprés (1.3.2) et la définition de r,

M_1g,) _g. ||uipl| b—|E;|, L(B—F;)
L D M D A
‘« My g,
(1.4.2.3) L(BB)ilz(Ey il

|B\:b

‘||(M+\Ei\)

(M
+ [|vill»

*‘Ei|)

< 7~

De méme, on a, puisque 0 < n < 1,

‘|Ui|‘7{M—\Ei\)T—Ei < Z Z Avisl| 1Bl L(B=Ey)
(1.4.2.4) = i Moy
[Bl=b
< By [y || M,

On obtient alors le résultat escompté en remarquant

P
_ (M4 5.1)
(1.4.2.5) S E gl E <l (grs - gy 1) [[AOD
&
1.5 LEMME DE PERTURBATION
Sion a

|E;|
1.5.1 M) o T 7
(1.5.1) 118 —
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et

| B
(M_ .1 T .
(1.5.2) (||U1H€- il ) < 5 UL(EZ)v

alors I'application ¢1+ ¢y est un isomorphisme entre les deux espaces de Banach Hx(M, )
et A[[X]](M,r).

Preuve. Pour tout p € IR}, on a donc trouvé, d’apres le lemme 1.2, une isométrie
bijective ¢, entre les deux espaces de Banach Ha (M, p) et A[[X]](M, p). On peut donc

écrire

(1.5.3) $1 + ¢2 = 1 (Id + @7 o).
Ainsi, si [|¢o]| < 1, on aura
(1.5.4) 167 Gall < [lo7"]] 1ol < 1,

et Id + ¢ ¢, sera donc inversible, ce qui donnera bien l'inversibilité de I’application
$1 + ¢y, d'inverse (Id 4 ¢ ¢o)"*é; . Par conséquent, pour tout 7, 0 < 1 < 1, si, en
notant r = (rn'',... '), on a (1.5.1) et (1.5.2), alors, d’apres le lemme 1.4, on a

gall < sup £ PO | [ PO o |}

1=1,....,p

| Eil |Eil
—E (T "

< sup {7 —
i=1,..p 2 2

< 1.

De la, ¢1 + ¢2 est une application linéaire continue bijective entre les deux espaces de
Banach Ha(M,r) et A[[X]](M,r). Son inverse (Id + @7 é2)L¢p; " est continu ; on a donc
un isomorphisme entre les deux espaces de Banach Ha(M,r) et A[[X]](M,r). o

On obtient alors, comme conséquence des lemmes 1.2, 1.4 et 1.5, un théoreme de division
dans les séries formelles a coefficients dans des algebres de Banach commutatives et
unitaires.

1.6 PROPOSITION (de L-division dans A[[X]](M))

Soit A une algébre de Banach commutative unitaire. Soient fi,..., f, des éléments
de A[[X]](M,71) et soient des multi-indices Ei, ..., E,, de IN°| tels que, pour tout i =
1,...,p, on ait

(7) (fi)g = 0 pour tout B € N*, |B| < |E;|.

(44) (fi)g, =1+ a;,

avec 1 I'élément unité de I'algébre A et a; un élément de A. Soit L une forme linéaire a
coefficients strictement positifs de IR®. On écrit, pour tout t =1,...,p,

fi(X) = XF 4y (X) 4 v(X),
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avec,

=y > (X
J=|E;

=|E;|  |JI=5;
L())>L(Ey)
o
E;
§ E (fi)JXJ“‘aiX .
-1 | 9=
(DSL(E

#E;

On a alors les conclusions suivantes.

1) 1l existe 19, 0 < 75 < 71, tel que, pour tout 0 < 7 < 7o, il existe n(7), 0 < n(1) < 1,
tel que, pour toutt=1,...,p, on a

[ s
() sl <
2
2) Si, de plus, on a
Moz 1 g .
Il 50 < ity ry2ee,

alors, il existe un poly-rayon p de IR, ° strictement inférieur a 7, tel que, pour tout élément
g de A[[X]](M,7), il existe des séries g1, ..., gy, h de A[[X]](M, n) telles que I'on ait

p
(1.6.1) QZZfigmLh,
i=1
avec
(1.6.2) Expy(g:(X)X®) C Ay, i=1,...,p,
(1.6.3) h = Z Z he X, avec hg = 0 pour B € A,
b=0 Ben®,

ou IN* =A;U...UA, U (IN* — A) est la partition de IN* associée aux E;, 1 <1i < p. De
plus, (g1, - .., 9p; h) est donné par un opérateur linéaire continu.

Preuve. On a donc
avec

-3 Y

E; |T|=3
7= |L(J)>L(EZ-)

SY Y e

i=|FE; | J]=7;
i=IBil L(J)<L(Ey);
J£E;
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Par hypothese, pour tout i = 1,...,p, f; appartient a A[[X]](M, 71), et donc en utilisant
alors I'hypothese (Hs) sur la suite {M, },en, et en procédant comme dans (1.4.1.5), on
obtient, pour tout : =1,...,p,

(M_
(1.6.4) 1] < oo,
c\E\
On note e = minl-zl,m,p(c‘;” ). En posant alors 75 = e7y, on obtient, pour tout i = 1,.. ., p,
(M_g,;)) (M_ 5.1
(1.6.5) |wil] 5, EilT < o0 et |vill il < 0.

Ainsi, pour tout 7 < 75, on a

(M_jg,) - 1(fi)Bll &
full 0 = S0 S

— BENS;
(1'6'6) b=IEil L(B)iL(E)
Bl=

< (O,

Pour tout 7 < 7, on peut choisir n(7) < 1, assez petit, pour que l'on ait

( —\E\) |Ez|
(1.6.7) n(m)" il 3
Cela donne, en utilisant (1.6.6),
|Eil
(M_ ) T
(168) () 5 < T

On obtient donc le 1) de la proposition.

De plus, pour avoir le 2) de la proposition, il suffit de remarquer d’abord que (1.6.8)
est exactement la condition (1.5.1). Si on a alors, dans le méme temps,

01, |
(1.6.9) HUiHEM—lEzl) - §T|E1|77(7_)L(EZ)’

7

la condition (1.5.2) est réalisée. On se trouve sous les hypotheses du lemme 1.5 et
I’application

¢1+¢2 : HA(M7T) - A[[X]](M7T)
p p
(91,1 9psh) — (D1 + P2)(g1,-- . gpi h) = ZgiYEi +h+ Z(uz + vi)gi,
avec r = (tn't,..., '), est une application linéaire bijective. Alors, pour tout élément
g de A[[X]](M,7), il existe un unique p + 1-uplet
(g1, 9p; h) € Ha(M,7)
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tel que l'on ait

P
g = > (X" +u+v)g+h,
i=1
h = Z Z hBXBavechgzopourBeA.
b=0 BENS;
|B|=b
En remarquant que, pour tout i = 1,...,p, X¥ + u; +v; = f;, on obtient exactement
P
Mg,
g= Zfigi + h. On a alors, pour tout i = 1,...,p, Hngfn w2 < o et 11| < oo, En
i=1
utilisant I'estimation de (1.4.1.5), on peut affirmer que, pour tout i = 1,...,p,

M
clEil

ce qui donne le résultat avec u = re.

Remarque : Si pour tout ¢ = 1,...,p, la série v;(X) est nulle, la condition (1.5.2)
disparait. La condition (1.5.1) est toujours réalisable. La division a lieu. &
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§2. DIVISION DANS L’ANNEAU DES SERIES FORMELLES

A CROISSANCE CONTROLEE.

On va maintenant appliquer la proposition 1.6 pour obtenir des théoremes de division
avec estimations dans 'anneau des séries formelles a croissance controlée.

2.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soient fi,..., f, des éléments de (IK[[Y]])[[X]]. Soient L une forme linéaire a coef-
ficients strictement positifs de IR* et Ejy,..., E, des multi-indices de IN°. On dira que
la famille f;, 1 < i < p, est (Ey,..., E,; L)-réguliere dans IK[[Y]][[X]] si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(1) (fi)g(Y) =0, pour tout B € IN*, |B| < |E;],
(i) (fi) g, (0) #0,
(141) (fi)5(0) =0, pour tout B € N*, B # E; et L(B) < L(E;).

Il est facile de vérifier que, si on se donne des séries formelles f;, 1 < i < p, de ¢+ s
variables, on peut toujours trouver une partition X, Y, sur I’ensemble des variables,
des multi-indices Ej, ..., E, et une forme linéaire L tels que la famille (f,..., f,) soit
(Ey, ..., Ep; L)-réguliere dans IK[[Y]][[X]]. On donne quelques exemples.

On considere fi(Xy, Xo, X3) = X32XZ + X1 X5 + X3 Xo X5 + X{ et fo( Xy, Xo, X3) =
X2Xy + X3X3 + X2X2 + X{. On pose By = (2,2) et Fy = (2,1). Soit L la forme
linéaire de IR? telle que L(iy,d5) = i1 + 2ip. On vérifie facilement que la famille (fy, f5)
est (Ey, Ey; L)-réguliere dans IK[[X3]][[X1, X2]]. En revanche, elle ne sera jamais réguliere
dans K[[ X5, X3]][[X1]].

De méme, on considere f(Xi, X2) = X; + X3. On pose F; = (1,0) et Fy = (0,2).
Soit L la forme linéaire de IR? telle que L(i1,iy) = i1 + \/2iy. La série f est (Ey; L)-
réguliere dans IK[[ X7, X;]]. En revanche, elle n’est pas (Fs; L)-réguliere dans IK[[ X7, X5]].
On utilisera, dans des exemples, cette remarque.

Soit { N, }nen une suite de réels positifs vérifiant les conditions (H;) et (Hz). Soit
IK =R ou C. Dans la suite, on prendra pour A 'algebre de Banach des séries formelles
K[[Y]}(N,«), avec Y = (Yi,...,Y,), munie de la norme IS sia = (e, ... , Q) est
un poly-rayon de IR?. On a donc, en suivant les notations du paragraphe 1.1, pour tout

f e Al[X]],

(N)
@

o\ |1 £5|
||f||(N,a)(p)_Z Z M. P

j=0 JEN*;|J|=j J

et
(KIVNN, ) (XTI, p) = {f € (KIVIN, @) )X 1AL < o0}
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L’espace (]K[[Y]](N, a)) [[X]](M, p) muni de la norme H.HE%L)@) est une algebre de Ba-
nach.

2.2 THEOREME (de L-division)
Soient f1,..., f, dans (]K[[Y]](N, ﬁl)) [[X]](M, 7). Soient L une forme linéaire a coet-

ficients strictement positifs de IR® et Ey, ..., E, des multi-indices de IN® tels que la famille
(fi,..., fp) soit (Ey, ..., E,; L)-réguliere dans IK[[Y]][[X]]. Alors, il existe T2, 0 < 75 < 74,
tel que, pour tout 0 < 7 < 7y et pour tout v < vy, il existe un poly-rayon p de IR,

w < 7, tel que, pour tout élément g de (]K[[Y]](N, D))[[X]](M, 7), il existe des séries
g1, -, Gp, h de (IK[[Y]](N, D)) [[X]](M, 1) telles que I'on ait

p
(2.2.1) g9=>_ figi+h,
i=1
(2.2.2) Expy(g:;(V, X)XF)C A;, i=1,....,p,
(2.2.3) h = Z Z hpX? avec hg = 0 pour B € A,
b=(0 BENS;
|B|=b
ouIN* =A,U...UA, U (IN* — A) est la partition de IN® associée aux E;, 1 <i < p. De
plus, (g1,...,0p; h) est donné par un opérateur linéaire continu.

Preuve. On reprend la démarche de la preuve de la proposition 1.6. On peut évidemment
supposer (fi)g, (0) = 1. On a alors (fi)p (Y) = 1 + a;(Y) avec a;(0) = 0. On écrit donc
d’apres les conditions (i), (ii) et (iii) :

[V, X) = X7 = (Y, X) +v,(Y, X),

avec

wY.X) = 3 ()s)x”

b=|E4| BENS;
L(B)>L(E;);
|B|=b

(Y, X) = Z > (f)B(Y)XP 4 a(Y)X et 1;(0,X) = 0.

=B BN
L(B)<L(E;);
[B|=b

(2.2.4)

D’autre part, on sait que, pour tout ¢« = 1,...,p, fi € (]K[[Y]](N, 1]1)>[[X]](M, 7).
En utilisant alors 'hypothese (Hj) sur la suite {M, },en, et en procédant comme dans
(1.4.1.5), on obtient, pour tout i = 1,...,p,

(2.2.5) 1ill

(M_|g;)

Ak OO
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En notant toujours e = min,-:17_“7p(ﬁ), on pose 7 = er;. On a donc, pour tout 7 =

1,...,p,

(M_g,;)

(M_jz,))
(2.2.6) il |, f(f) < 00 et [vill ()

- < Q0.
1

Et donc, pour tout v < 1y et pour tout 7 < 7, on a

(M5, > A5,
||Uz‘||(N,D)(;) = Z Z My_ iz, T
(2.2.7) PEIEL L) S i, Z
(M_ \flx)

S H H(Nz/l )(72)"

On a aussi, pour tout coefficient (f;)p tel que (f;)p(0) =0,

1(f)sllS = Z S |(fi) a5 AB|

a=1 AeNq
IA\
| fZ AB| a 1
-y
(2.2.8) a=1 4cN,
<Yy |(f’i>A,B|V1afl
a=1 AEN‘I; Na

< —||<fz>B||<N>.

Et donc, pour tout v < vy et pour tout 7 < 79, on a

M_g,) S H(fZ) H
lillvorn = 22 2. My 1,
b=|E;| BENS;

L(B)<L(E;);
|B|=b

Sy vl
b=|E; BENS; ¢! Mb_|El|
=B 5 Sy,
[B|=b
v (M_|Eg,;))

u_1““i||<wl>(fz)'

(2.2.9)

IN

IN

Pour tout 7 < 79, on choisit alors n(7) < 1, assez petit pour que 'on ait

(M_\g,))
2.2.10 % S
( ) ()" |l l () < 2

Cela donne, en utilisant (2.2.7),
|Eil

(2.2.11) ()% 5

-1
(HUZ“E%E‘)}?))) , pour tout v < 1.
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On choisit ensuite v = v(7, (7)) inférieur a vy, assez petit pour que 'on ait

v Moz, 1 g .
(2:2.12) o 1olliw iy < 5 )
Cela donne, en utilisant (2.2.9),
Mgy L g yiis)
(2.2.13) il vy < 57 n(T) .

Les conditions 1) et 2) de la proposition générale de L-division 1.6 sont données respec-
tivement par (2.2.11) et (2.2.13). Il existe donc un polyrayon pu < 7 tel que les conclusions
de cette proposition soient vérifiées. %

2.3 REMARQUE

Dans le théoreme 2.2, on a, de plus, le résultat d'unicité suivant. Si (g1,...,g,;h) et
(91, .. ,g;); R') sont deux p + 1-uplets vérifiant (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.3), alors, on a, pour
tout i = 1,...,p, g; = g; et b’ = h. 11 suffit de se référer a la version correspondante du

théoreme de division formelle dans [AHV].

2.4 DIVISION SANS PARAMETRES

On peut écrire une version du théoreme 2.2 de L-division en imposant ¢ = 0.

THEOREME (de L-division dans K[[X]](M))

Soient fi, ..., f, des éléments de IK[[X]|(M, 7). Soient L une forme linéaire a coeffi-
cients strictement positifs de IR’et Ey, ..., E, des multi-indices de IN®, tels que la famille
(fi,-.., fp) soit (Ey, ..., E,; L)-réguliere dans IK[[X]]. Alors, il existe T2, 0 < 7o < 71, tel
que, pour tout 0 < 7 < Ty, il existe un poly-rayon p, p < 7, de R%®, tel que, pour tout
élément g de IK[[X]](M, 7), il existe des séries g1, . . ., gp, h de IK[[X]](M, u) telles que I'on
ait

P
(2.4.1) g=">_ figi+h,
i=1

avec, en notant Ay U...UA, U (IN* — A), la partition de IN® associée aux E;,
(2.4.2) Expy(g:(X)XF) C Ay, i=1,...,p,
(2.4.3) h = Z hpX®? avec hg = 0 pour B € A.

b=(0 BENS;

|B|=b

De plus, (g1, - .., 9p; h) est donné par un opérateur linéaire continu.

Remarque : En utilisant 1'égalité IK[[X]](M) = U, IK[[X]](M,r), on déduit aisément la
version de ce résultat mentionnée dans 'introduction.
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2.5 DIVISION DANS K[[Y, X]|

On peut aussi écrire une version du théoréeme 2.2 en prenant {N, },en = { M, }nen-
De plus, si on impose la condition

(Hj) il existe C' > 1 tel que M,, < C"M,,_;M; pour tout 0 < j < n,

qui est une condition dite de croissance modérée, on obtient le théoreme suivant.

THEOREME (de L-division dans K[[Y, X]|(M))

Soient fi,..., f, des éléments de K[[Y, X||(M, (?1,71)). Soient L une forme linéaire
a coefficients strictement positifs de IR°et Ey, ..., E, des multi-indices de IN’, tels que
la famille (fi,..., f,) soit (E1,..., E,; L)-réguliere dans IK[[Y]][[X]]. Alors, il existe 7o,
0 < < 11, tel que, pour tout 0 < 7 < 75 et pour tout v < vy, il existe un poly-rayon p
de IR% *, tel que, pour tout élément g de IK[[X]](M, (7, 7)), il existe des séries g1, ..., gp, h

de KI[Y, X]](M, (1, w)) telles que I'on ait

C
p
(2.5.1) g9=>_ figi+h,
i=1
avec, en notant A; U ... UA, U (IN* — A), la partition de IN® associée aux E;,
(2.5.3) h = Z Z hpX?® avec hg = 0 pour B € A.
b=0 BENS;
|B|=b
De plus, (g1, .., gp; h) est donné par un opérateur linéaire continu.

On utilisera dans la preuve le lemme suivant :

2.5.1 Lemme

Si {M,}nen est une suite vérifiant (Hy), (Hs) et (Hs), alors on a, en utilisant les
notations précédentes,

M M
A6 2z < MR < A6 0o

C

Preuve. C’est immédiat en utilisant (H3) pour 'inégalité de gauche et en utilisant la
convexité logarithmique pour celle de droite. En effet, on a, en utilisant (H;),

(25.1.1) LAY Z 3 Z > Ei < Z )3 Z 2. EJJ\ZL ’

j=0 JENS; k=0 KeNd; j=0 JENS; =0 KeNd;
[J]=3 |K|=k [J]=3 |K|=k
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ce qui donne exactement :

M
(2:5.12) [l < [y
Pour l'autre inégalité, (H3) donne :

(2.5.1.3) (= Z 3 Z 3 C]f,’;}’\j'Mk o,

j=0 JENS; k=0 KeNY;

[J1=j |K|=Fk
ce qui permet de conclure a :
M) (M
(2.5.1.4) 1Al Gy = [l
Et, le lemme est donc démontré. %

Preuve de 2.5
Ainsi, par hypothese, pour tout i = 1,...,p, fi appartient a K[[Y, X]|(M, (1, 71)).
En appliquant le lemme 2.5.1, on trouve que, pour tout ¢ = 1,...,p, fi appartient a

<]K[[Y]](M , %)) [[X]](M, %)) On applique alors le théoreme 2.2 pour trouver des séries

G1s---,Gp, h, de (]K[[Y]](Nn, /\)> [X]](M,,, 1), qui réalisent la division. Et, en utilisant a

nouveau le lemme 2.5.1, on obtient aussi que g1, ..., gp, h appartiennent a

I, XJJ(M, (A, 1)- &

2.6 DIVISION DANS K[[Y]](N){X}

Dans le cas ou M,, = 1, pour tout n € IN, c’est a dire M = 1, ’hypothese (i) du
théoreme 2.2 est superflue. Le lecteur s’en convaincra en reprennant la démonstration de
la proposition 1.4 et du théoreme 2.2. On notera l'analogie avec la preuve du théoreme
de Briangon [Br]. On obtient alors le théoréme suivant.

THEOREME (de L-division)
Soit L une forme linéaire a coefficients strictement positifs de IR®. Soient f1, ..., f, des
éléments de <]K[[Y]](N, y])) [[X]](1,71) et soient des multi-indices Ej, ..., E,, de N°, tels

que, pour tout i = 1,...,p, dans le développement de f; par rapport a X a coefficients
dans K[[Y]], on ait

(7) (fi)g,(0) # 0,
(i1) (fi)5(0) =0 pour tout B € IN*, B # E; et L(B) < L(E;).

Alors, il existe 5, 0 < 7o < 7, tel que, pour tout 0 < 7 < 7 et pour tout v < vy, il existe
un poly-rayon p de IR, °, p < 7, tel que, pour tout élément g de (]K[[Y]](N, 17)) [[X]](1,7),

il existe des séries gy, ..., gy, h de (]K[[Y]](N, ﬁ)) [[X]](1, p) telles que I'on ait
p

(2.6.1) 9= Zfz’gmLh,
i=1
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(2.6.2) Expx(g:(Y, X)X™) C A, i =1,....,p,
(2.6.3) h = Z Z hpX®? avec hg =0 pour B € A,
b=0 BeN®;

ouIN* =A;U...UA, U (IN* — A) est la partition de IN* associée aux E;, 1 <1i < p. De
plus, (g1, - .., 9p; h) est donné par un opérateur linéaire continu.
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APPLICATIONS

§3. LA PREPARATION ET LA DIVISION DE WEIERSTRASS.

On retrouve, comme conséquence du théoreme 2.4, une version des théoremes de
division et de préparation de Weierstrass dans IK[[X]](M) [CC2]. Pour cela, on rappelle
une notion de p-régularité introduite par J. Chaumat et A.M. Chollet [CC2].

Soit f un élément de K[[X]], f(X) = Z Z f;X7, et p un entier. On dira que f

7=0 JENS;
[J|=3

est p-réguliere par rapport a la variable X si
f7 = 0 pour tout multi-indice J tel que |J| < p et fuo. 0p) 7# 0.

Ainsi, pour tout élément f de IK[[X]] non identiquement nul, il existe p tel que, éventuellement
apres changement de variables linéaire, f soit p-réguliere par rapport a la variable Xj.
On note aussi

ord(f) = min(j; fs # 0).

3.1 THEOREME (Division de Weierstrass) [CC2]
Soit f € IK[[X]](M) une série formelle, p-réguliere par rapport a la variable X. Alors,
pour tout g € IK[[X]](M), on peut écrire

p—1
g(Xh s 7XS) = Q(le cee aXs)f(Xh s 7Xs) + Zrk(le s 7Xs—1)X§a
k=0
avec q € K[[X]](M), r, € K[ X]|(M), k=0,...,p— 1, uniques.

Cette proposition est immédiate par le théoreme 2.4. En effet, on considere une forme
linéaire L a coefficients strictement positifs et indépendants sur Z telle que L(0,...,0,p) <
L(J), pour tout multi-indice J, J # (0,...,0,p), tel que f; # 0. La série f est alors
((0,...,0,p); L)-réguliere dans IK[[X]].

3.2 THEOREME (Préparation de Weierstrass) [CC2]

Soit f € IK[[X]](M) une série formelle, p-réguliére par rapport a la variable X. I
existe alors des uniques séries formelles U € IK[[X]|(M) inversibles et r1,...,7,-1 €
K[[Xy,..., X 1]](M) telles que

p—1
F(X1,.. . X)) =U(Xy,... ,Xs)<X§ 10 ,Xs_l)X;“).
k=0

En outre, on a, pour tout k =0,...,p—1, ord(ri(Xy,...,Xs-1)) > p — k.
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Preuve. On note X’ = (Xj,...,Xs_1). On applique alors le théoreme de division a XP.
On peut donc écrire

¥
L

(3.2.1) XP =q( X, X)f(X, X))+ Y m(X)XE
0

avec q(X', Xs) € K[X]](M) et, pour tout & = 0,...,p — 1, m(X') € K[X]](M).
L’égalité (3.2.1) permet d’affirmer que, pour tout &k =0,...,p — 1, ord(rg (X1, ..., Xs-1)
est supérieur ou égal a p— k. En effet, d'une part, comme f est p-régulite en X, on déduit
que ord(q(X’, X5) f(X', X)) est supérieur ou égal a p. D’autre part, comme ord(X?) est

i

p—1

égal a p, I'égalité 3.2.1 donne alors ord(z (X)) X%) > p. On conclut en remarquant
k=0

que les monémes, pour k = 0,...,p — 1, issus du produit r,(X")X* sont deux & deux

différents. En outre, I’égalité (3.2.1) donne aussi

(3.2.1) XP — pz_: re(XNXEF = (X, X)) f(X, X,).

s
k=0

En faisant X’ = (0,...,0) dans (3.2.17), on a, en utilisant la p-régularité de f,

p—1 00
(3.2.2) X2 =Y " re(0)XF = q(0, X)X £,(0) + (0, X.) > fu(0)XE.
k=0 k=p+1

On en déduit de maniere évidente ¢(0,0) # 0. Ainsi, ¢ est inversible. On note U (X', Xj)
son inverse. On a donc

(3.2.3) U(X’,XS)<X§ - rk(X’)Xf> — (X', X,).

3

b
Il

Il reste donc a prouver que U(X', X;) € IK[[X]](M). Plus généralement, on a le lemme
suivant :

3.2.1 Lemme Soit f € IK[[X]](M) une série formelle inversible, c’est a dire telle que
f(0) # 0. Alors, son inverse g(X) appartient encore a IK[[X]](M).

Preuve. Dans la preuve on supposera par commodité f(0) = 1. Si on note f(X) =
> gens @ X7 et g(X) =3 by X7, on a

(3.2.1.1) FXgX) = ( 3 aHbL)XJ ~1.

JeEN®  H+L=J

Par hypothese, f € IK[[X]](M), ce qui signifie qu'il existe des constantes C1, Cy positives
telles que, pour tout J € IN°, |a;| < C1CJM;. On montre alors par récurrence sur j
qu’il existe une constante C3 > 0 telle que, pour tout J € IN°, |b;] < C1(CoC3)! M;.
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La récurrence est trivialement amorcée. On suppose alors que, pour tout multi-indice
de longueur 7 — 1, on ait I’estimation voulue. On regarde alors ce qui se passe pour un
multi-indice J, de longueur j > 1. L’égalité (3.2.1.1) donne

(3.2.1.2) > apb, =0,

H+L=J
ce qui implique
(3.2.1.3) by=— > auby.
H+L=J;
L#J
On a donc
(3.2.1.4) sl < Y lanllbel.
H+L=J;
L#J

Dans la somme de la derniere inégalité, la longueur [ du multi-indice L est inférieure ou
égale a 7 — 1. On peut donc appliquer I’hypothese de récurrence a by. Ainsi, on obtient
I’estimation

(3.2.1.5) sl < ) CLCYMLCi(CoCs) M.

H+L=J;
L#J

En utilisant la convexité logarithmique de la suite { M, },en, on a

(3.2.1.6) bs] < CL(CoCs) M; Y GGy
H+L=J;
L#J
En remarquant que I'équation ¢; + i3 + ... + 2, = h a (SH{l) solutions entieres, la série

Sne=s C5" devient 7, (*71)C5 ™. En remarquant que (**17') < s", on choisit alors
LAJ =

(3, suffisamment grand, pour que la série Z;ﬁ Cys"Cy " converge et que sa somme soit
inférieure a 1. On obtient donc

+oo
(3.2.1.7) [bs] < CL(C2C5) M; Y Chn"C5 < C1(CoCs) M;.
h=1

L’hypothese de récurrence est donc vérifiée au rang j ; elle est donc vraie pour tout
multi-indice J. On a bien le résultat escompté. &

L’application de ce lemme a U(X’, X) acheéve donc la preuve de la proposition 3.2.

%

3.3 PROPOSITION
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Soit f € IK[[ X1, ..., X 1]](M)[X;] une série formelle polynémiale et réguliére d’ordre
p en X;. Alors, pour tout g € IK[[ X1, ..., Xs_1]](M)[X], on peut écrire

p—1
g(X1, . X)) = q(Xy, o X F(X X + ) (X, X)X,
k=0

avec q € K[[X]|(M), r, € K[ X]|(M), k=0,...,p— 1, uniques.

Preuve. D’apres le théoreme 2.6, si f(X) appartient a IK[[ X1, ..., X;_1]](M)[X;], 'anneau
des polynomes en X a coefficients dans IK[[ X7, ..., Xs_1]](M), 'hypothese de p-régularité
dans les théoremes 3.1 et 3.2 est superflue. Il suffit d’avoir la régularité d’ordre p de f,
c’est a dire f(0,...,0, X5) = XPc(X;), avec ¢(0) # 0. &

3.4 COROLLAIRE

L’anneau IK[[X]|(M) est un anneau hensélien.
Preuve. C’est une application directe de la proposition 3.3, en suivant une démonstration
classique [GR]. ¢

3.5 UN EXEMPLE

Pour illustrer le théoreme 2.4 et le théoreme 3.1, on donne un exemple.
Soit M, = n!. Considérons la série formelle g(X,Y) = > >° M5, X"Y", que nous
allons diviser par f(X,Y) =X + Y2

On pose, pour tout entier iy et iy, L(iy,i5) = 41 + V/2i5. On vérifie facilement que
X + Y?% est ((1,0); L)-régulicre dans K[[X,Y]]. Les hypothéses du théoréme 2.4 sont
vérifiées, A = (1,0) + IN? et on obtient

g(X, Y) = f<X7Y)Q1(X7 Y) —|—7’1(X, Y),

avec
QXY) =) (1) Mg XY ™2 et 1y (XY) = ) (—1)" M, Y.
k=1 n=0 n=0

Il est aisé de vérifier que g, ¢; et r; appartiennent a IK[[X, Y]](M).

En revanche, on vérifie aussi facilement que X + Y2 ne pourra jamais étre (0,2)-
réguliere dans IK[[X,Y]]. Mais, si on effectue la division formelle par rapport & Y2, on a
A = (0,2) + IN? et on obtient

g(X, Y) = f<X7Y)QQ(X7 Y) +r2(X7 Y),

avec o oo
CIQ(X, Y) _ Z (_1)k—1M2n+4an+3k—1yn
= =0

k=1mn
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et

ra(X,Y) =Y (=1 (Man X¥" + My (2 X¥ 1Y),
n=0
Il est aisé de vérifier que ¢ et ro appartiennent a IK[[X, Y]](M®) mais n’appartiennent
pas a IK[[X,Y]](M). Le choix de la variable par rapport a laquelle on effectue la division,
est donc fondamental. Ici, X + Y? est 1-réguliere en X. En revanche, bien que X + Y2
soit réguliere d’ordre 2 en Y, elle n’est pas 2-réguliere en Y.
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§4. DIVISION PAR UN IDEAL.

Dans toute la suite, on se place dans ’anneau des séries formelles a coefficients dans
IK et on suppose que

(%) L est une forme linéaire dont les coefficients
(;)j=1,..s sont strictement positifs et indépendants sur Z.

4.1 NOTATIONS

Soit L une forme linéaire vérifiant (xx). Soient A et B deux multi-indices de IN*, on
dira que A est L-inférieur a B, et on notera A < B, si et seulement si L(A) < L(B). 11
est intéressant de remarquer que la condition (#x*) sur la forme linéaire L donne alors un
ordre total sur IN*.

Pour tout élément f de IK[[X]], on définit aussi I'exposant privilégié de f pour la
direction L, ou L-ordre de f, le multi-indice F = ord.(f) tel que

fe #0et fa =0 pour tout A € IN® vérifiant L(A) < L(E).

On a donc aussi
ordr(f) = mLin(J € IN*; J € Expx (f)).

4.1.1 THEOREME (de L-division formelle) [AHV]

Soient fi,. .., f, des éléments de IK[[ X]]. On note, pour touti = 1,...,p, E; 'exposant
privilégié dans la direction L de f;. Alors, pour tout g € IK[[X]], il existe des séries
915 -, gp, b de K[[X]] telles que

i=1

(1i1) h = Z Z hpX? avec hg = 0 pour B € A,
b=0 Ben,

ouN* = AyU. . .UA,U(IN*~A) est la partition de N* associée aux E;, 1 < i < p. De plus,
(91,---,9p; h) est donné par un opérateur linéaire continu. En outre, si (g, . . . ,g;; h') est
un p + 1-uplet satisfaisant (i), (i) et (iii), alors, on a, pour tout i = 1,....p, g; = g; et
h=n.

Preuve. La démonstration de ce résultat peut étre lue dans [AHV]. On peut, comme
pour la proposition 1.6, en donner une preuve par perturbation d’'un épimorphisme. On
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reprend les notations du paragraphe 1.1. On associe alors aux p multi-indices de IN®,
E,, ..., E,, la partition Ay UA,...UA, U (N* — A) de IN°. On note alors

(K[[XT)*™ = {f € K[X]]; Expx (f(X)X™) C A},

o0

Ra ={f e K[ X]]; f(X)= Z Z X avec fz = 0 pour tout B € A}.

b=0 BEN?;
|B|=b

On définit alors
Hp = xI_ (K[[X]))" X Ra.

On munit 'ensemble IK[[X]] de la valeur absolue définie, pour f € K[[X]], par |f| =
e~ Hlerdi(£))  On vérifie aisément que I'espace IK[[X]] est un groupe additif complet pour

la métrique associée a la valeur absolue. On pose alors, pour tout p+1-uplet (g1, ..., gp, h)
de HA,
(91, - -, s h)|A = sup (e_L(Ei)_L(OTdL(gi))7 e_L(OTdL(h)))'
i=1,....,p

On vérifie facilement que |.|* est une valeur absolue sur Ha et que 'espace produit Ha
est un groupe additif complet pour la métrique associée a sa valeur absolue. On définit

alors
1 Hn — KJ[[X]]

(gla-~'7gp;h) - ¢1<91,...,gp;h>: legZXEz+h

On remarque que ¢ est alors une application linéaire surjective de Ha sur IK[[X]] telle
que, du fait de la partition,

|¢1(91, v 7gp;h)| = |(gla cee ’gp;h>|A'

D’apres [To|, si on perturbe Papplication ¢; par une application linéaire ¢, telle que

|P2(g1s - -5 9p; R)| < C|(g1,- - -, gp; h)|?, avec C une constante positive strictement inférieure
a 1, alors l'application ¢ 4+ ¢o est encore une application linéaire surjective. Par hy-
pothese, on peut écrire, pour tout 2 =1,...,p,

filX) = uy(X) + X7,
avec, pour tout multi-indice A, tel que A € Expx(fi), L(A) > L(E;). On pose alors
P2 : Hy — K[X]]

p
(g1:-- 5 9psh) — 291, gp1h) = Zu@-gi
i=1

On a alors
|¢2 (gl7 -5y 9p; h)| = Ssup (G_L(OTdL(ui)_OTdL(gi))>‘

’L'Il,...,p
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On utilise la remarque (1.3.2) pour trouver, pour tout ¢ = 1,...,p, des réels strictement
positifs §; tels que L(A) — L(E;) > 0 implique L(A) — L(E;) > §;. Ainsi, la forme des
séries u; permet d’écrire

|¢2 (gl’ - ’gp; h)' — Supi:l p(eL(Ei)_L(OTdL(ui))e_L(Ei)_L(ordL(gi)))

<supi_y,(€7)(g1, -, gpi D)2

On a, puisque, pour tout ¢ = 1,...,p, d; est strictement positif, sup (e"si) < 1. Par
i:17...7p
conséquent ¢; + ¢o est une application linéaire surjective. Ainsi, pour tout élément g de

IK[[X]], il existe un p + 1-uplet (g1,...,gp; h) de Ha tel que

p p
g=(p1+2)(g1,-- -, 9p; h) = Z(Uz + X%)gi+h = Z figi + h.
i=1 i=1
L unicité annoncée est élémentaire. En effet, si (g1,...,g,;h) et (g, ..., gz/); h') sont deux

p + l-uplets qui vérifient (i), (ii) et (iii) du théoreme, on peut écrire

S =

(2

(i — g:)fi + (h— 1) =0.

p
=1

Les conditions (i) et (iii) assurent, du fait de la partition, que les L-ordres de (g; — g;) f:
et de h — A/ sont deux a deux disjoints. Ainsi, si h est différent de A’ ou s’il existe un
indice 4, 1 < i < p, tel que g; soit différent de g;, alors la quantité L(ordy(S)) est finie.
Ceci contredit le fait que S = 0. L’unicité annoncée est ainsi démontrée. &

Remarque :

Si L' est une forme linéaire, distincte de L, telle que les exposants privilégiés des f;,
pour tout 7 = 1,...,p, dans la direction L’ soient les mémes que dans la direction L, les
quotients et les restes de la L'-division formelle sont les mémes que ceux de la L-division
formelle.

On a facilement le résultat suivant.
4.1.2 Lemme

Soient f et g deux séries formelles non nulles. Alors, on a

(1) ordr(fg) = ordy(f) + ordp(g) et

(17) ordr(f +9) >1 mLin(ordL(f), ordp(g)) si f+ g # 0,
avec égalité dans (i) si ordp(f) #ordr(g).
4.2 NOTION DE BASE STANDARD
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Etant donné un idéal Z de IK[[X]], on note E(Z) 'ensemble des exposants privilégiés
pour la direction L des éléments de Z. On vérifie facilement que A € EL(Z) implique
A+ IN° C EL(T).

Le lemme suivant est a la base de l'intérét de cette notion.

4.2.1 Lemme
Sih = Z h; X7 appartient & T, alors h est identiquement nul.
e (0

On appelle base standard de Z dans la direction L, une famille (g, ..., gx) de Z telle
que, si on note pour tout i = 1,...,k, £; =ordp(g;), on ait Er(Z) = Ule(Ei + IN?).

On appelle frontiere distinguée de E(Z) la plus petite partie F7(Z) telle que 'on ait
Er(Z) = Uger,z)(E + IN®). On fait la remarque suivante.

F1(Z) est une partie finie.

On écrit la justification de cette propriété dans le cas de deux variables. Le passage
en s variables s’en déduit facilement. On pose

J1 = min{j € IN tel que (i,7) € EL(Z)}

et
iy = min{i € N tel que (i,71) € EL(Z)}.

On obtient un couple (i1, j1). De la méme maniere, on pose
io = min{i € N tel que (i,7) € EL(Z)}

et
jo = min{j € IN tel que (is,j) € EL(Z)}.

En utilisant alors la propriété (i,5) € Er(Z) implique (i, ) + N C E(Z), on en déduit
FL(I) C {(Z,]) tel que ?:2 <1< le et .jl < j < jg}
F1(Z) est une sous-partie d’'une partie finie ; elle est donc finie.

4.2.2 Lemme

Soit (g1,...,gxr) une base standard de T dans la direction L. Si on note pour tout
1=1,...,k, E; Uexposant privilégié de g; dans la direction L, alors T est engendré par
ensemble des (9;)g,er, (1)

On dit alors que 'ensemble (g;)g;er, (z) est une base standard minimale de Z dans la
direction L.
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Preuve. Soit g une série formelle appartenant a I'idéal Z. On effectue, d’apres le théoreme
4.1.1, la L-division formelle de g par I'ensemble des (g;)g,;cr, (z)- On obtient I'existence
de séries formelles h; et r telles que

Expy (hj(X)X®) C A;, Expy(r(X)) C N° — A

et
9=, ghj+r
JiEj€FL(T)
Par hypothese, on a donc r = g — Z gih; € Z, et le lemme 4.2.1 assure donc
JiE;€FL(T)
que r = 0. Ainsi, tout élément g de Z appartient a 1’'idéal engendré par I’ensemble des
(9j)B;eFL(z) ce qui acheve la preuve du lemme. O

Etant donné un idéal Z de IK[[X]] engendré par p éléments (fy, ..., f,) de IK[[X]](M),
on se propose de construire une base standard minimale (g1, ..., gx) de Z dans la direction
L telle que, pour tout ¢ = 1,...,k, g; appartienne a IK[[X]](M). On s’inspire de la
construction des bases de Groebner pour les idéaux de polynomes donnée dans [CLO)].

4.3 DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soient f et g deux séries formelles non identiquement nulles, on note

fordy i = FC(f) (le premier coefficient de f),
xordutn) — FM(f) (le premier monéme de f),

FC(f).FM(f)=FT(f) (le premier terme de f).

Si ord(f) = a et ord(g) = 3, on pose 7 = (7,...,7s) avec v; = max(ay, 5;) pour
tout i = 1,...,s. On appelle alors X7 le plus petit commun multiple de FM(f) et FM(g)
et on note X?” = PPCM(FM(f), FM(g)). On appelle S-série de f et g la combinaison

X i X7
- FT(f)" FT(g)

S(f,9) g.

Cette combinaison est celle qui fait disparaitre F'T(f) et F'T(g). Dans l'autre sens,
on va voir dans le lemme suivant que, si on a une combinaison de séries dont les premiers
termes s’annulent entre eux, celle-ci peut s’écrire comme combinaison de S-séries.

4.4 LEMME
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Soient g1, ..., g, t séries formelles. On note a(1),...,a(t), t multi-indices tels que

a(i)+ordr(g;) = p € IN°. Soient cy,...,¢, des constantes telles que, si on pose f =
t

Z XDy, ordy,(f) soit L-strictement supérieur a . Il existe alors des constantes c;
=1

tz]]es que l’on ait
f = Z Cj,kXM_’YjJCS(gjﬁ gk)a
jik
ou X%k = PPCM(FM(g;), FM(gx)). En outre, pour tout couple d’indices (j, k), la
série X*~+S(g;, gr) a un L-ordre L-strictement supérieur a fu.

Preuve. On pose d; = FC(g;). Pour tout i = 1,...,¢, on a ord;(c;X*Wg) = pu
t

ordL(Z ;X9 g.) > p. Cela implique alors
i=1

t
(4.4.1) > ed; = 0.
=1

Xalilg,
d;

On pose p; = . On remarque que l'on a FC(p;) = 1 et aussi

t

[ = ZCiXa(i)gi
i=1
t

(4.4.2) = Y cd
i=1
= cdi(pr — p2) + (crdy + cad2)(p2 — p3) + - ..
+(Cld1 + ...+ Ct—ldt—l)(pt—l — pt) + (Cldl + ...+ Ctdt)pt'

On pose FT(g;) = d; X?®. Alors, par hypothése, pour touti = 1,...,¢, ona a(i)+ (i) =
. Ainsi, pour tout i = 1,....t, FM(g;) = X%® divise X*. Par construction, on peut
affirmer que, pour tout j, k, avec j # k, X%+ = PPCM(FM/(g;), FM(gx)) divise X*.
Ainsi, X#7%* est un monome et on a

Xui’yj’ks(gja gr) = XH ik ( Xk g — X ik gk>
FT(g;)”  FT(g)
XH XH
(4.4.3) J -

xa) Xak)
d. 9i — dr 9k
J

= Dj — Pk

69



tel-00080323, version 1 - 15 Jun 2006

A. Mouze

En utilisant (4.4.1) et (4.4.2), f peut étre mise sous la forme

t
fo=> axy,

i1
= 1 di XH'25(g1,92) + (crdy + cado) XF77235(g, g3) + . ...
+(erdy + .o+ o di) XFT0S (g1, 91)-

(4.4.4)

En outre, par hypothese pour tout ¢ = 1,...,t, le L-ordre de p; est exactement égal a
et le premier coefficient vaut 1; ainsi, on a ordy(p; — px) >r p. L'égalité (4.4.3) permet
alors d’affirmer que ordy(X*~*S(g;, gr)) >1 - &

Le critere suivant, analogue a celui de détermination des bases de Groebner pour des
idéaux de polynémes [CLO]|, va permettre de vérifier si une famille de Z est une base
standard.

4.5 LEMME
Soit T un idéal de IK[[X]]. Soit L une forme linéaire vérifiant (xx). Une famille G =
(g1, -.,g:) est une base standard pour Z dans la direction L si et seulement si, pour tout

couple d’indices (i, j), avec i # j, le reste de la L-division formelle de S(g;, g;) par G est
nul.

Preuve. Le sens direct est élémentaire. En effet, S(g;, g;), pour tout couple d’indices
(,7), appartient a Z. Puisque G = (g¢1,...,4;) est une base standard pour Z dans la
direction L, le lemme 4.2.1 permet alors d’affirmer que le reste de la L-division formelle
de S(gi,9;) par G est nul. Pour établir la réciproque, on considére f € 7 une série
formelle non nulle. 11 existe donc des séries (hy, ..., h;) € IK[[X]] telles que 'on ait

(4.5.1) f= Z higi.
=1

Soit my (i) =ordy(h;g;). On définit g, = ming (mp(1),...,mpu(t)). On a clairement
(452) OI‘dL(f) EL L, -

On considere ’ensemble des écritures possibles de f sous la forme (4.5.1). Comme 'ordre
considéré est total, on choisit une expression de la forme (4.5.1),

t
f= Z H;g;,
i=1

telle que ppy soit maximale, c’est a dire uy >5 pp pour tout ensemble h = (hq, ..., hy)
tel que f s’écrive sous la forme (4.5.1). Pour alléger les notations, on pose p = py. On
se propose de montrer que ordy(f) = p.

On suppose

(4.5.3) ord(f) > p.
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On isole dans I'expression (4.5.1) choisie pour f les termes d’ordre p. On peut donc écrire,
en notant p = ming(m(1),...,m(t)),

f = ZHzgz+ Z H;g;

(4.5.4) - o> L
- E FT(H)gi+ Y (H;i— FT(H))gi+ Y Hyg;
m(i)=p m(i)>rp

Les monomes qui apparalssent dans la seconde et la troisieme somme ont tous un L-
ordre L-strictement supérieur a p. L’hypothese ordy(f) >, p assure que la premiére
somme a aussi un L-ordre L-strictement supérieur & p. On pose FT(H;) = ¢;X*®. On a

donc Z FT(H;)g; = Z i XD, Les hypothéses du lemme 4.4 sont vérifides; cela

m(i)=p m(i)=p
implique donc 'existence de constantes c;, telles que 'on ait
(4.5.5) > FT(Hi)gi =Y cjnX"55S(g;, i)
, o
et
(4.5.6) ord,(X* 7555 (g, gr)) >1 W,

ou X%+ = PPCM(FM/(g;), FM(gx)). Puisque, par hypothese, le reste de la L-division
formelle de S(g;, gx) par G est nul, on peut écrire

(457) gg, gk Z QijkYis

ot a;j; € K[[X]] et ordy(airg:) >rordr(S(gj, gx)), pour tout 4, j, k. En effet, pour tout
i=1,...,p, ordy(a;rg;) C A; avec A; N A; =0, pour tout I # i.
Ainsi, 'égalité (4.5.7) donne

(4.5.8) ordr,(S(g5, gr)) = miin(ordL(aijkgi»
et
(459) XH™ VJkS g gk wakgw

ou bijr = a;;X# k. De plus, (4.5.8) et (4.5.6) impliquent
(4510) ordL(bijkgi) EL ordL(X"*””“S(gj,gk)) >L L.
En outre, en utilisant (4.5.5) et (4.5.9), on obtient

Y FT(H)g = ) cjuX"7*S(g5 1)

m(i)=p

gk
(4.5.11) = chj,k<zbijkgi>
7, i
= Z ( Z Cj,kbz'jk> ;-

i ik
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On pose Z Cjkbije = f[i. Puisque les ¢, données par le lemme 4.4 sont des constantes,
gk
I'égalité (4.5.10) implique, pour tout i,

(4.5.12) ordr(H;g;) >1, p-

On remplace dans (4.5.3) Z FT(H;)g; par Z H;g; pour obtenir

m(i)=p

(4.5.13) f:Zngﬁ > (H;— FT(H))gi+ > Hg.

m(i)=p m(i)>pp

On a donc trouvé une expression de f du type (4.5.1) ou tous les termes ont un L-ordre
L-strictement supérieur a u. Ceci est impossible d’apres la maximalité de p. L'hypothese
ordr(f) > p est donc absurde. On conclut aisément avec (4.5.2) que ord,(f) = . On a
donc bien FM(f) = X" avec = ming(m(1),...,m(t)). Ainsi p appartient a EL(Z) et
G est une base standard de Z pour la direction L. &

On considere l'ordre naturel défini, pour I = (i1, ...,is) et J = (j1,...,Js), par

I <,atJ équivaut a |I| < |J]oul=J
ou |I| =1|J| et 3k tel que, iy = jj, pour I =1,...,k —1, et ix > ji.

Soient I, .J des multi-indices de IN®. Si [ <,,,; J et [ # J, on écrira I <,4 J. On peut
considérer pour cet ordre 'exposant privilégié d’un élément f de IK[[X]]. De plus, on
montre aisément que, étant donné un entier k, il existe une forme linéaire L vérifiant ()
qui préserve l'ordre naturel jusqu’a 'entier k, c’est a dire telle que, pour tous multi-indices
I,J € IN* satisfaisant |I| < k et |J| < k, on ait

I <pu J = L(I) < L(J).

4.6 PROPOSITION

Soient fi,..., f, des éléments de IK[[X]](M). On note I l'idéal engendré par ces
éléments sur IK[[ X]]. I existe alors une forme linéaire L vérifiant (xx) et une base standard
minimale G = (g1, ..., gx) pour Z dans la direction L telle que, pour tout i = 1,...,k,
g; € K[[X]](M). De plus, L peut étre choisie de sorte qu’elle préserve 'ordre naturel
jusqu’a un entier arbitrairement grand.

Preuve. La preuve de cette proposition donne en plus une construction explicite de cette
base standard.

On pose Gy = (f1, ..., fp). Soit alors, pour tout i = 1,...,p, EZ.(O) Pexposant privilégié,
pour 'ordre naturel, associé a f;. Soit un entier ky tel que kg > max |EZ-(0)|. Soit L une
1=

goeay

forme linéaire vérifiant (#x) qui préserve l'ordre naturel jusqu’a l'entier ky. Les multi-

. . 0 . e 17 s 2 . . ;.
indices El( ) sont aussi les exposants privilégiés dans la direction Ly des séries f;. On
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peut s’assurer que Gy est (E%O), ... BV Ly)-réguliere dans IK[[X]]. On se trouve dans
les conditions du théoreme 2.4. Pour chaque couple d’indices (7, j) avec i # j, on ajoute
alors & Go l'ensemble des restes non nuls de la Ly-division des séries S(f;, f;) par Go.
On appelle G; 'ensemble ainsi construit. Si G; = Gy, d’apres le lemme 4.5, G est une
base standard de Z dans la direction L. Sinon, on note r e reste de la Ly-division de

1,
S(fi, f;) par Gy et Eﬁ) I’exposant privilégié de rz(’lj) pour l'ordre naturel. Clairement 7’271]-)
appartient a l’idéal Z.

. 1 .. . . e 1. es .
Si max |Ef j)| < ko, ces multi-indices sont aussi les exposants privilégiés dans la di-
4,3 ’

. . . 1 e . .
rection Lg. Sinon, soit k; > max |EZ( j)|, alors on peut trouver L; une forme linéaire qui
0] ’

préserve l'ordre naturel usuel jusqu’a I’entier ky. Ly est alors un “raffinement” de Ly en ce
sens que les restes issus de la Li-division des S-séries de GGo coincident avec les restes issus
de la Ly-division des S-séries de G, puisque les exposants privilégiés dans la direction
L, de G sont les mémes que ceux dans la direction Lj.

On réitere alors le processus; c’est a dire, pour chaque couple d’indices (3, j), avec
i # j, on ajoute a G I'ensemble des restes non nuls de la division des séries S(f;, f;)
par GG1. On appelle Gy I'ensemble ainsi construit. Si Gy = G, d’apres le lemme 4.5, G,
est une base standard de Z dans la direction L;. Sinon, on recommence. L’algorithme
s’arréte lorsque on trouve ¢« € IN tel que G,;11 = G;; G; est alors une base standard pour
7 dans la direction L;. En outre, toutes les séries qui composent les ensembles Gy, sont
issus de restes de la L;-division d'une série de IK[[X]](M) par des séries de K[[X]](M),
ce sont donc aussi, d’apres le théoréeme 2.4, des séries qui appartiennent a IK[[X]](M).

Pour achever la preuve, il reste a montrer que l'algorithme comporte un nombre
fini d’itérations, c’est a dire qu’il existe bien un entier ¢ tel que, pour tout entier k > i,
G = G;. Pour cela, on considere I'idéal < FT(G)) > engendré dans IK[X] par I’ensemble
des FT'(h), pour tout h € Gg. Si Giy1 # Gy, on peut affirmer que < FT(G;) > est
strictement plus petit que < FT(G;41) > . En effet, par hypothese, au moins un reste
non nul r a été ajouté a GG;. Comme r est un reste de division par I'idéal engendré par
Gy, FT(r) n’est divisible par aucun des F'T'(h), h € G;. On a donc une suite croissante
d’idéaux monémiaux dans 'anneau des polynomes IK[X] qui est noetherien; elle est donc
stationnaire a partir d’un certain rang. Ceci acheve la démonstration.

On a donc obtenu une base standard de Z dans la direction de la forme linéaire L = L.
Pour avoir une base standard minimale, il suffit d’appliquer le lemme 4.2.2, c¢’est a dire
de ne garder que les éléments de (G; dont les exposants privilégiés dans la direction L;
appartiennent a la frontiere distinguée de Z dans la direction L;. %

4.7 ETUDE D’UN EXEMPLE
On considere 'idéal Z sur IK[[X, Y]] engendré par

AXY) =X 4V 4> MY et fo(X,Y) =X +Y.

n=4
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On a donc clairement pour ¢ = 1,2, f; € K[[X,Y]](M). On se propose de construire une
base standard minimale de Z suivant un ordre proche de l'ordre naturel. Pour cela, on
applique 'algorithme donné dans la proposition 4.6.

On a Go = (f1, f2), E%O) = (2,0), Eéo) = (1,0). En choisissant alors Ly = i1 + /24y,
Ly vérifie bien (k%) et respecte l'ordre naturel jusqu’a l'entier 3. En effet, on vérifie
facilement que, pour tous multi-indices I et J de longueur inférieure ou égale a 3, on a
I <pat J = Lo(I) < Lo(J). Mais on a Ly(0,3) > Lo(4,0). Les exposants privilégiés de f;

et fo dans la direction de Lj sont donc respectivement Efo) et Eéo). En outre, on a

(4.7.1) S(f1, f2)(X,Y) =Y - XY + i M, Y™

n=4

On effectue alors la Ly-division de S(f1, f2) par Gp. On obtient

S R)XY) = (X +Y)Y + (Y24 V3+ ) MY")
(4.7.2) nod
= “YAXY)+Y24+Y3 4+ MY".

n=4

Ainsi, on a, en posant f3(X,Y)=Y?+4+Y3 + Z M, Y™

(4.7.3) G = (H(X,)Y), 2(X,)Y), f3(X,Y)),

et, suivant 'ordre naturel, les exposants privilégiés de fi, fo et f3 sont respectivement
Efl) =(2,0), Eél) = (1,0), Eél) = (0,2). s coincident bien avec les exposants privilégiés
dans la direction de Lg. Ainsi, on pose L1 = Lg. En outre, on a

(4.7.4) S(f1, L) (X,Y)=Y? - XY + i M,Y™,

n=4

(4.7.5) S(fi, f3)(X, V) =Y° = X°YVP 4 > " M Y"™? = XPY® = "M, XY

et

(4.7.6) S(fa, f5)(X,Y) = V3 — XV3 i M, XY™,

n=4

On effectue alors la L;-division des S-séries S(f;, f;), pour ¢, = 1,2,3, i # j, par G;.
On obtient

(4.7.7) S(f1, f)(X,Y) = =Y fi(X,Y) + f3(X,Y).
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(47.8)  S(fi. o)X, Y) = —(Y3 4+ > MY"AXY)+ (V4 MY")f(X,Y).

n=4 n=4

(4.7.9) S(fo (X Y) = =(YP 4+ > MY™) H(X,Y) + Y f5(X,Y).

n=4
L’ensemble des restes de ces divisions sont nuls, ainsi, d’apres la preuve de la proposition
4.6, G1 = (f1, f2, f3) est une base standard de Z suivant la direction L;. On remarque
alors que, pour ¢ = 1,23, f; appartient bien a IK[[X,Y]](M). Enfin, a partir de Gy, on
a facilement une base standard minimale de Z, en remarquant que 1’on a

(4.7.10) (E1 + N*) U (By + N*) U (B3 + N?) = (B, + N*) U (B3 + IN?).

Ainsi, (f2(X,Y), 5(X,Y)) = (X + YV, Y24+ Y3 + 5> M,Y™) est une base standard
minimale de Z suivant la direction L;. On vérifie d’ailleurs que 'on a

(4.7.11) X4V 4 MY" = (VY 4D MY") 4+ (X - Y)(X +Y).

Une conséquence du théoreme 2.4 et de la proposition 4.6 est alors le théoreme de
division par un idéal pour des séries appartenant a des classes de séries formelles a
croissance controlée.

4.8 THEOREME

Soient fi,..., f, des éléments de IK[[X]](M). On note T I'idéal engendré par ces
éléments sur IK[[X]]. II existe alors une forme linéaire L a coefficients strictement positifs
vérifiant (xx), et une base standard G = (g1, . .., gr) pour I dans la direction L telle que,

pour touti = 1,...,k, g; appartienne IK[[X]](M), et telle que, pour tout g € IK[[X]](M),
k

on puisse écrire g = Z higi; + ho avec, pour tout i = 0,. .., k, h; € IK[[X]](M). En outre,
i=1
g € 1 si et seulement si hy = 0.

4.9 COROLLAIRE

Soit T un idéal de IK[[X]](M). Il existe alors une forme linéaire L vérifiant (xx) telle
que, si on note Ep(Z) I'ensemble des exposants privilégiés de T dans la direction L, Fy(Z)
la frontiere distinguée de Er(Z) et (9¥)per, () une base standard minimale de Z, on ait

(4.9.1) T est engendré par (¢°)per, (1),

tout élément g € IK[[X]](M) est équivalent modulo T
a un unique élément h € IK[[X]](M) de la forme :

h = Z hy X7

J¢EL(T)

(4.9.2)
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En particulier, 'anneau IK[[X]](M) est noethérien.

Preuve. Ce corollaire est une conséquence immédiate du théoreme 4.8 et des lemmes
4.2.1 et 4.2.2. En effet, on pose E(Z) I'ensemble des exposants privilégiés pour 1'ordre
naturel des séries de Z. La frontiere distinguée F'(Z) de E(Z) étant une partie finie, on
note E,...,E, les multi-indices de F(T). Soient alors, pour pour tout ¢ = 1,...,p, g;
appartenant a Z tel que FEj; soit 'exposant privilégié de ¢; pour 'ordre naturel. De la
meme maniere que dans 4.2.2, on montre que gy, ..., g, engendrent Z. L’assertion 4.9.2
se déduit aisément de 4.8. %

On donne dans la suite un exemple de I'importance du choix de la famille génératrice
de 'idéal lors de la division par cet idéal.

4.10 ETUDE D'UN EXEMPLE
On considere 'idéal 7 sur IK[[X, Y]] engendré par

X Y)= X2+ Y3 et fo(X,Y) = X°.
Soit M,, = n!l. Soit la suite (u,)n,en de réels tels que
up =0, u, = 0 pour tout entier p # 0[6] et ug, = Ms,,.

On pose alors ¢(X,Y) = 32 u2, X"Y™. On a donc clairement ¢ € K[[X,Y]](M). En
outre, on vérifie que 'on a

k=1 n=0

g<X7Y> = (X2+Y3 ZZ u2n+6k:Xn+5k 2yn>
(4.10.1) o

—|—X5 Z ’LL X5(k 1))
k=1

On a donc écrit g sous la forme

ainsi g € Z. Mais, ¢;(X,Y) s’écrit

a(X,Y) = Z P XFT 2+Z " g e XY

klnl

(4.10.3) P
= P(X Y) + ¢ (X,Y)

Il est clair que la série qgl)(X, Y) n’appartient pas a IK[[X,Y]](M). Par conséquent,
puisque les séries qgl)(X YY) et q§2) (X,Y) ont un support disjoint, on déduit de (4.10.3)
que la série ¢;(X,Y) n’appartient pas a IK[[X, Y]](M). On vérifie de méme que la série
¢2(X,Y') n’appartient pas, non plus, a IK[[X, Y]](M). Ainsi, pour i = 1,2, ¢; n’appartient
pas a IK[[X, Y]](M).
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Cependant, si on applique directement le théoreme 2.4, avec une forme linéaire L qui
associe aux séries f1(X,Y) et fo(X,Y) les mémes exposants privilégiés que ceux donnés
par 'ordre naturel (on peut prendre L(iy,is) = i1 + \/52'2), on trouve

g(X.Y) = (X2+V3)D ) (-1 gy XY R
(4.10.4) s k=1 n=0
) (D) (arY ™ + g XY,
k=0

Ainsi, on vérifie aisément, en utilisant ’hypothese (Hs) sur la suite { M, }nen, que les
quotients appartiennent bien a IK[[X, Y]|(M). Cependant, bien que g appartienne a Z, le
reste de cette division n’est pas nul.

Le probléme se pose donc de construire un systeme fini de générateurs (g;) de 'idéal
7 appartenant a IK[[X, Y]](M) tel que 'on puisse écrire, pour tout u € Z,

(4.10.5) u(X,Y) =Yg,

avec, pour tout i, h{") € K[[X, Y]](M).
Selon le schéma de la preuve de la proposition 4.6, on construit alors une base standard
minimale de Z dans la direction L. On obtient

(4.10.6) (g1(X,Y), 92(X,Y), g5(X,Y)) = (X + Y3 XY° Y?).

Et par rapport a cette nouvelle base, on applique le théoreme 2.4 pour obtenir

g(X, Y) _ X2 + Y?)) Z Z(_l)k71u2n+4anyn+5k73)

k=1 n=0
o)

(4107) +XY6(Z(_1)ku4k+2Y5(k—l))

k=1
00

+Y9(Z(_ l)ku4kY5k_9).

k=2
Et, cette fois, on a bien écrit g sous la forme (4.10.5) avec hz(»g) e K[[X,Y]](M).

4.11 RELATIONS DE DIVISION

Soient f1,..., f, des éléments de IK[[X]](M). On note alors Z l'idéal engendré par ces
éléments sur IK[[X]]. Le théoreme 4.8 assure qu'il existe g1, ..., gr, dans IK[[X]](M), des
générateurs de Z, tels que, pour toute série g de IK[[X]](M) appartenant a Z, la division

de g par G = (g1, ..., gx) donne
k
9= th’gu
i=1

7
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avec, pour tout i = 1,... ,k, h; € IK[[X]](M). Il est alors naturel de se poser la question
suivante : peut-on écrire g sous la forme g = >7 | hif; avec, pour tout i = 1,...,p,
h; € IK[[X]](M) ? La division 2.4 appliquée directement & g ne donne pas forcément un
reste nul (voir 4.10). En fait, en utilisant a nouveau la construction de la proposition 4.6,
on a une réponse affirmative a la question.

THEOREME (Relations dans K[[X]](M))

Soient fi,..., f, des éléments de IK[[X]](M). On note I I'idéal engendré par ces
éléments sur IK[[X]]. Alors, pour toute série g de IK[[X]](M) appartenant a Z, on peut
écrire g = Y 4, g f;, avec, pour tout i = 1,...,p, ¢; € K[[X]](M). Si on note I I'idéal
engendré par fi, ..., f, sur IK[[X]](M), on a donc

Ty = T N K[X])(M).

Preuve. C’est une conséquence directe de la construction opérée dans la preuve de la
proposition 4.6. En effet, le théoreme 4.8 assure qu'’il existe une direction L et une base
standard ¢, ..., g, de Z dans cette direction telles que I'on ait

k
(4.11.1) 9=">_ hig,
=1

avec, pour tout ¢ = 1,...,k, h; € IK[[X]](M). On regarde alors comment cette base
standard est construite. A la premiere étape, on ajoute, pour une forme linéaire L bien
choisie, les restes 7; ; non nuls de la L-division des S-séries S(f;, f;), pour4,j =1,...,p,

i # j, par (fi,..., fp). On a donc

p
(4.11.2) S(fi f5) = qu(;’])fk‘i‘rim

k=1
avec, pour tout ¢,7 = 1,...,p, ¢ # J, et pour tout k =1,...,p, q,(f’j) et r;; des séries de
IK[[X]](M). Or, par construction, on a

X i X i

4.11.3 S(fis f5) = fi— fi
) eI = Frin ' Frp)

On peut donc écrire, pour tout 7,7 =1,...,p, i # J,
P
(4.11.4) rig = 4" i,
k=1

avec, pour tout 7,5 = 1,...,p, © # j, et pour tout k = 1,...,p, (j,Ef’j) des séries de
IK[[X]](M). On réitere ce processus a chaque étape de construction de la base standard

pour conclure que, pour tout ¢ = 1,...,k, on peut écrire
p ~

(4.11.5) 9= _hifs,
=1
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avec, pour tout i = 1,...,p, h; dans IK[[X]](M). On utilise alors (4.11.1) pour obtenir le
résultat escompté. %

4.12 RETOUR A L'EXEMPLE 4.10
On considere 'idéal Z sur IK[[X, Y]] engendré par

fiX,)Y)= X2+ Y et fo(X,Y) = X°.

On reprend la série g(X,Y). On sait qu’elle appartient a l'idéal Z. On veut donc écrire
9g(X,Y) = (X, V) i(X,Y) + hao X, Y) fo(X,Y) avec h(X,Y) et ho(X,Y) des séries
de K[[X,Y]](M). La base standard minimale de Z construite dans (4.10.6) est (X2 +
Y3, XY% Y?). En effet, la premicre étape de la construction donne

(4.12.2) X3(X2+Y?) - X° = XY3(X?+Y?) — XY©.

On ajoute alors & (f1(X,Y), fo(X,Y)) le reste non nul de cette division, c’est a dire XY.
On obtient 'ensemble

(4.12.3) B = (X?+Y3 X° XYY,
avec
(4.12.4) XY® = (= X3+ XV (X2 4+ V%) + X5

De méme a E; on ajoute les restes non nuls de la division des S-séries de E; par E;. On
obtient simplement

(4.12.5) S(X?+ Y3, XY = VO(X2+V3) — X(XYO) = Y?.
Ainsi, on a, en regroupant (4.12.4) et (4.12.5),
(4.12.6) V9= (YO + X' - X2V (X2 + V3 — (X)X

Finalement, en remplagant dans (4.10.8) XY par son expression issue de (4.12.4) et Y
par son expression issue de (4.12.6), on obtient

(4.12.7)
JXY) = (YO0 S XY
FX XV 19+ XY () eV )

On voit que l'on peut écrire g(X,Y) = (X2 + Y?)h(X,Y) + X°he(X,Y) avec hy(X,Y)
et ho(X,Y) des séries de K[[X, Y]](M).
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Pour la commodité du lecteur, on écrit, ci-dessous, quelques variations du lemme 4.5
et de la proposition 4.6 que 1’on utilisera dans le paragraphe 5.

4.13 REMARQUE

Soit Zp; un idéal de IK[[X]](M). Soit L une forme linéaire, vérifiant (x), qui respecte
I’ordre naturel jusqu’a un entier suffisamment grand. Il est facile de vérifier que les trois
assertions suivantes sont équivalentes.

(a) Une famille G = (g1, ..., ) est une base standard pour Z,, dans la direction L.

(b) Pour tout couple d’indices (i, j), avec i # j, le reste de la L-division de S(g;, g;)
par G est nul.

(c) Pour tout g appartenant a Z,,, le reste de la L-division de g par G est nul.

4.14 PROPOSITION

Soient fi,...,f, des éléments de IK[[X]](M). On note I, I'idéal engendré par ces
éléments sur IK[[X]|(M). II existe alors une forme linéaire L vérifiant (xx) et une base
standard minimale G = (g1, ..., gx) pour Zy; dans la direction L. De plus, L peut étre
choisie de sorte qu’elle préserve 'ordre naturel jusqu’a un entier arbitrairement grand.

Preuve. On note Z I'idéal engendré par fi, ..., f, sur IK[[X]]. On applique la proposition
4.6 a Z. On trouve une forme linéaire L vérifiant (x*) et une base standard minimale G =
(g1,--.,gx) pour Z dans la direction L telle que, pour tout i = 1,...,k, g; € K[[X]](M).
On note, pour tout @ = 1,...,k, E; =ord;(E;). On note alors A = A; U--- U Ay la
partition de IN® associée aux F;. Soit g un élément de Z,;. Selon le thoreme 4.8, on
effectue la L-division de g par G dans IK[[X]](M). On écrit donc

k
g = Zhigi + hyo,

=1

avec, pour tout i = 1,...,k, h; € K[[X]](M), Expx(h;XF") C A, et hy € K[[X]](M),
Expx(ho) C IN* — A. La série g appartient a Z); donc aussi a Z. Alors, toujours d’apres
le théoreme 4.8, hg est nul et, d’apres 4.13, G = (g1, ..., gr) est une base standard pour
Iy dans la direction L. O

4.15 DEFINITION

Soit Zps un idéal de IK[[X]](M). Puisque I'anneau IK[[X]](M) est noethérien, Z,
est engendré par k séries, I,..., Fj. La proposition 4.14 assure qu’il existe une forme
linéaire L vérifiant (s*) et une base standard minimale ® = (®4(X),...,®,(X)) de Iy,
dans la direction L. En outre, on peut choisir la forme linéaire L telle que, si on note
d = max;—;,._,(d;), avec, pour tout i = 1,...,p, d; =ord(®;), elle respecte 1'ordre naturel
jusqu’a 'entier 2d. On note, pour tout 1 < ¢ < p, E; 'exposant privilégié de ®; dans la
direction L. Par choix de la forme linéaire L, on a |E;| = ord(®;).

On dit alors que 'on a une “bonne” base standard de l'idéal Z,,.
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4.16 REMARQUE

L’intérét d’'une “bonne” base standard G, d'un idéal Z de IK[[X]](M), est de pouvoir
effectuer la division de tout élément g de IK[[X]](M) par G dans IK[[X]](M). De plus, le
reste de cette division est nul si et seulement si g appartient a Z.

Pour un éclairage sur les relations entre bases standard et exposants privilégiés dans
K[[X]] et IK{X}, on peut se reférer aux travaux de E. Bierstone et P. Milman, par
exemple a [BM].
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§5. DEUX THEOREMES DE PREPARATION.

On se propose d’établir des théoremes qui rappellent dans leur forme le théoreme
classique de préparation de Malgrange [Mal.

5.1 NOTATIONS ET REMARQUES

Soit M une suite de réels positifs vérifiant les conditions (H;) et (Hz). On reprend
les notations et définitions du paragraphe 4. Soit F' = (Fy(X),..., Fx(X)) un élément de
(IK[[X]](M))k. On note Ty, I'idéal engendré par les séries Fy (X), ..., Fi(X) sur IK[[X]](M).
On suppose que

(5.1.1)  le IK-espace vectoriel, IK[[X]|(M)/Zy est de dimension finie p, avec p > 1.

Ceci implique F(0) =0 et k > s.

Remarques.
(a) Comme dans 4.14, on associe a Fi,...,F; une “bonne” base standard & =
(®q,...,P,) de l'idéal Z); dans une direction L bien choisie. On note alors, pour tout ¢ =

1,...,p, E; 'exposant privilégié dans la direction L de ®;. On pose aussi A = UY_ (E; +
IN?®). Comme le IK-espace vectoriel, IK[[X]](M)/Zys est de dimension finie yu, 'ensemble
IN® — A a exactement p éléments (voir (4.9.2)). On note m(X), ..., m,(X) les monomes
associés. Leurs classes d’équivalence modulo 7y, engendrent donc IK[[X]]|(M)/Zx.

(b) On note Z l'idéal engendré par Fi,..., F) sur IK[[X]]. La condition (5.1.1) est
équivalente a

(5.1.2) le IK-espace vectoriel, IK[[X]]/Z est de dimension finie u, avec p > 1.

On a facilement (5.1.1) a partir de (5.1.2). Pour avoir la réciproque, il suffit de reprendre
la preuve de la proposition 4.14 qui établit qu’'une base standard G pour Z,; dans une
“bonne” direction L est aussi une base standard pour Z dans la méme direction L. On
conclut alors en remarquant que le reste de la division d'une série de IK[[X]] par G est
alors polynomial et appartient donc aussi a IK[[X]](M).

On note enfin ey, . . ., e, des monomes quelconques telles que leurs classes d’équivalence
dans IK[[X]](M)/Z) forment une base de 'espace vectoriel IK[[X]](M)/Zy;.
On a le résultat suivant.

5.2 THEOREME
Soient Fy,...,Fy des éléments de IK[[X]](M). On note Iy, l'idéal engendré par ces

éléments dans IK[[X]](M). On suppose que la dimension de I'espace vectoriel IK[[X]]|(M) /Ly,

notée , est finie et non nulle. Soient ey, ...,e, des monomes telles que leurs classes
d’équivalence dans IK[[X]|(M)/Zys forment une base de 'espace vectoriel IK[[X]](M)/Zy;.
Alors, pour tout élément g(X) de IK[[X]](M), il existe des séries R;(uy,...,ux), avec
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1 <i<p,deK[u,...,ug](M®M), telles que I'on ait

I

9(X) =D Ri(F, ..., Fei(X).

=1

Preuve. Soit ® = (®4,...,P,) une base standard de Z), telle que dans 5.1. D’apres le
théoreme 4.11, il existe, pour tout ¢ = 1,...,p, des séries h; j, 1 < j < k, de IK[[X]](M),
telles que 'on ait

k
(5.2.1) O;i(X) = hi i (X)F5(X).
j=1
Soit v = (vy, ..., vx) des nouvelles variables. On pose alors, pour tout i = 1,...,p,
(5.2.2) Fy(X, 0" Z hi i (X

Clairement, par construction on a 'égalité ord(F,(X,v)) =ord(®;(X)). Soit L’ une forme
linéaire de IF{5+k, a coefficients strictement positifs, telle que, pour tout ¢ = 1,...,p, E;
est 'exposant privilégié de F’Z(X ,v*) dans la direction L'. Il suffit de compléter la forme
linéaire L de IR%’. Soit g(X) un élément de IK[[X]](M). Le théoreme de L'-division dans
K[[X,v]](M) [II, 2.4] et I’algorithme de division formelle de [AHV] permettent d’écrire
I’égalité

p iz
(5.2.3) g(X) =Y q(X o, o) E(X ")+ H (L v ymy(X),

— ,
avec, pour tout 1 <i <y, H;(v{,...,v}) dans IK[[vy, ..., v]](M). En effet, pour vérifier
que les séries ¢; et h; de 1'égalité (5.2.3) sont des séries en les variables X et vf,... v},

il suffit de considérer I'algorithme de division formelle de [AHV]. On pose ®;(X) =
XEi + ®;(X), pour tout 1 <4 < p. A la premiere étape de cette algorithme, on écrit

(5.2.4) g(X) = Z XEQW(X) +rW(X),

avec X P qui ne divise aucun monéme de r™(X). Ainsi, ’égalité (5.2.4) donne

ox) = % (XEz‘ +8i(X) = Y by (X)) Q)
=1 J=1 i
(5.2.5) Z QO BX) = Y hig(X)e))

- ZF (X, M QM(X) + HW (X, vh).
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On itere alors le processus en remplacant g(X ) par HV (X, v*). D’apres [AHV], I'algorithme
converge. Clairement, les séries ¢; et H; obtenues sont des séries des variables X et

vy, ..., v}. Par unicité de la division formelle, ce sont bien celles qui réalisent (5.2.3). On
écrit, pour tout 1 <1 < p,
(5.2.6) H;(vy,...,v) = Z hE,i)U‘fjl...ijp.

JENF

Par hypothese, on a donc I'existence d'une constante Cj telle que 1'on ait

[hY]
(5.2.7) sup ———— < Cy.
JeNF Mu(j1+.-~+jk)

On pose u; = v}, pour tout 1 < i < k. D’apres (5.2.6), les séries Hg(uq, ..., u,) apparti-
ennent & K[[uy, ..., u]](M™). De (5.2.3), on tire 'égalité

k

9(X) = Z%(K e ) (@i(X) = Y i (X)uy)

i=1

(5.2.8) ;
+ > Hy(ua, - . up)mp(X).

En posant u; = F;(X), pour tout 1 < i < k, dans (5.2.8), on obtient

I

(5.2.9) 9(X) = Hi(F,...,Fomi(X).

=1

En effectuant un calcul similaire pour les e;, 1 < i < p, on a
o

(5.2.10) ei(X) =) _Tij(F, ..., F)my(X),
j=1

avec Tj ;(uy, . .., uy) dans K[[u]](M®). Soit T(X) la matrice & u lignes et u colonnes de
composantes T; ;(F1, ..., F}). Pour obtenir le théoreme, il est facile de voir qu’il suffit de
montrer que 7'(X) est une matrice inversible au sens des séries formelles. Il suffit donc

de prouver que, si on note D(X) =det(7(X)), on a D(0) # 0.
D’apres (5.2.3), on a, pour tout i = 1,..., u,

I

p
(5.2.11) ei(X) =) iy (X, vl o) F (X o) + ) Tk, o )my (X).
j=1

Jj=1

Puisque F'(0) = 0, en posant v = 0 dans (5.2.11) et en tenant compte de (5.2.2), on
obtient

I

(5.2.12) ei(X) = Z 63 (X, 0)2;(X) + > T, ;(0)m;(X).

J=1
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On a, de maniere évidente,

T14(0) Ti2(0) T1.,(0)
(5.2.13) D(0) = TQl'(O) T2,2:(0) TQ;T(O)
Tor(0) Tya(0) - T, u(0)

L’égalité D(0) = 0 équivaut a l'existence de scalaires );, 1 < i < p, non tous nuls, ,tels
que l'on ait, pour tout j =1,..., pu,

(5.2.14) > AT;(0) = 0.

i=1

En multipliant alors 1’égalité (5.2.12) par A; et en sommant pour ¢ allant de 1 & p, on a

S ha(X) = 30 A (X.0)9,(X) + 3 (5 AT 0)my (X)
(5.2.15) i=1 gpl 2”1 = o
= Z(Z igi;(X,0))P,(X).

j=1 i=1

Cette derniere égalité donne alors une contradiction. En effet, on déduit, de (5.2.15),
o
(5.2.16) > Nei(X) € Iy

Ceci est impossible compte tenu du fait que les e; forment une base de 1’espace vectoriel
IK[[X]](M)/Zp. On déduit alors D(0) # 0. La preuve du théoreme est donc achevée. <

Remarques.

(a) Dans le cas M = 1, c’est a dire M,, = 1 pour tout entier n, le théoréme 5.2 n’est
autre que le théoreme classsique de préparation de Malgrange [Mal].

(b) Ce théoreme est a rapprocher du théoreme 59 de [CC3].

On note (M, IR*)o 'ensemble des germes en 0 de fonctions C'* dont les dérivées d’ordre
[ sont controlées par M,;.

Soient F' = (Fi,..., Fs) un s-uple d’éléments de (M,IR")y. Soit Iy, I'idéal engendré
dans (M,IR?)q par les germes de fonctions Fi, ..., Fs. On suppose que 'espace vectoriel
sur IR, (M,IR*)o/Zy est de dimension finie p. 1l existe alors des monomes ey, ..., e, de
degré strictement inférieur a p dont les classes d’équivalence dans (M,IR%)o/Zys forment
une base de (M,1R*)q/Zys. Soit g une fonction de (M, IR?)y, alors il existe des fonctions
v, 1 < i <, appartenant a (M® IR®), telles que I'on ait dans un voisinage de 0,
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Dans cet énoncé de [CC3|, on remarque que le nombre de variables est égal au nombre
de fonctions Fj;. Dans le théoreme 5.2, cette hypothese n’est pas nécessaire.

Soit Zy; un idéal de IK[[X]](M). On reprend les notations du paragraphe 5.1. On a
maintenant la version plus précise suivante.

5.3 THEOREME

Soit Tpy un idéal de IK[[X]](M). On suppose que la dimension de I'espace vectoriel
K[[X]](M)/Zy, notée u, est finie et non nulle. Soit & = (®q,...,P,) une “bonne”
base standard de Z;. Soient eq, . .., e, des monomes telles que leurs classes d’équivalence
dans IK[[X]](M)/Zys forment une base de I'espace vectoriel IK[[X]](M)/Zy. On note d =
max;—1 . ,(d;), avec, pour tout i = 1,...,p, d; =ord(®;). Alors, pour tout élément g(X)

de IK[[X]](M) il existe des séries R;(uy, ..., up,), avec 1 < i < p, de IK[[uy, .. ., u,)](M@D),
telles que I'on ait

g(X) = ZRz-(CDh e X).

De plus, pour tout 1 <i < p, la série R;(®1(X),...,®,(X)) appartient a IK[[X]](M).

Preuve. Pour tout 1 < i < p, on pose F;(X,v;) = ®;(X) — vfi. Clairement, par con-
struction on a I'égalité ord(F;(X,v;)) =ord(®;(X)). Soit L’ une forme lindaire de IR**?,
a coefficients strictement positifs, telle que, pour tout ¢« = 1,...,p, E; est 'exposant
privilégié de F;(X,v;) dans la direction L'. Il suffit de compléter la forme linéaire L de
IR%*. Soit g(X) un élément de IK[[X]](M). De la méme maniere que dans la preuve du
théoreme 5.2, le théoreme de L'-division dans IK[[X,v]|(M) [II, 2.4] et I'algorithme de
divison formelle de [AHV] permettent d’écrire ’égalité

p Iz
(53.1)  g(X) =D a(X, v, o) (@(X) —of) + > Re(of, . v )yma(X),

i=1 k=1
avec, pour tout 1 < k < pu, Rp(vf, ..., vp) dans IK[[v1, ..., v,]](M). On éerit alors, pour
tout 1 < k < p,
(5.3.2) Ri(v, ... o) = Z rgk)vfljl...vgpjp.

JeNP

Par hypothese, on a donc 'existence d’une constante Cy telle que 'on ait

)
(5.3.3) sup — L <,
JENP Md1]1++dp]p

On pose u; = Ufi, pour tout 1 < i < p. D’apres (5.3.3), les séries Ry(uy, ..., u,) vérifient
les hypotheses du théoreme [C, 1.8]. Ainsi, pour tout 1 < k < p, R;(®1(X),..., P,(X))
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appartient a IK[[X]](M). Clairement, de (5.3.3), on déduit aussi que, pour 1 < k < p,
Ry(uy, ..., up,), appartient & IK[[uy, ..., u,)](M@). De (5.3.1), on tire I'égalité

P p
(5:36) (X)) =) a(X,ur, e up)(®(X) —ug) + ) Rylur, ... up)my(X).
=1 k=1
En posant u; = ®;(X), pour tout 1 < i < p, dans (5.3.6), on obtient

"
(5.3.7) 9(X) = Ri(®1,...,®p)mi(X).
=1

Pour obtenir le théoreme, on procede comme dans (5.2.10). On applique (5.3.7) aux e;,
1 <4 < p, et on inverse 1’égalité obtenue. &

Remarque.

On se place dans le cas d’une variable X. Clairement, toute série formelle f(X) se
décompose de la fagon suivante.

f(X) = Ri(X?).1+ Ry(X?).X.

De plus, si f appartient & IK[[X]](M), il est facile de vérifier que R;(X?) et Ry(X?)
appartiennent aussi a IK[[X]](M). Le théoreme de préparation 5.3 généralise en quelque
sorte ce phénomene.

Dans la suite, on montre qu’il est indispensable de bien présenter ’idéal pour obtenir
I'information supplémentaire, apres recomposition, donnée par le théoreme 5.3. Pour cela,
on donne un exemple d’application F' = (Fy, F3) et de série g o, dans une décomposition
comme dans le théoréme 5.2, les séries R;(F1, ..., F,) n’appartiennent pas a IK[[X]](M).

5.4 EXEMPLE

On se place en deux variables X et Y. On pose
F(X,)Y)=X+Y?et F(X,Y) = X"

On note Zy, 'idéal engendré par (Fy, Fy) sur IK[[X]]. On vérifie facilement que la dimen-
sion de l'espace vectoriel IK[[X, Y]](M)/Zys est égale a 12. Il est aussi facile de remarquer
que (Fy, F») ne constitue pas une “bonne ” base standard de 1'idéal Z»;. On va donc mon-
trer que I'on ne peut pas espérer, sous les hypotheses du théoreme 5.2, les conclusions du
théoreme 5.3.

Soit M = {M,},en une suite de réels positifs vérifiant (H;) et (Hs). On prend
M, =nl. Soit g(X,Y) =>""" M, Y".

On vérifie facilement que les monémes XY/, pour i < 3 et j < 2, forment une base
de l'espace vectoriel IK[[X,Y]]/Zy dans la direction L = (4,1). On pose

61:1,GQZX,€3:Y,64:X2,€5:XY,
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6 =Y2 e = X3 eg = X%, eg = XY?, €19 = X?Y,
€11 = XQYQ, €12 = XSyZ‘

On donne une représentation de g(X,Y) = > M, Y™ de la forme

(5.4.1) g(X,Y) = ZRi(F1,F2)€i(Xa Y),

i=1
ou Ry (F, Fy) n’appartient pas a IK[[X, Y]](M).

Pour cela, on effectue la L-division formelle de ¢(X,Y) par X + Y3 —u; et X* — uy.
On a déja facilement 1’égalité, apres division par X + Y3 — uy,

g(XY) = (X+Y3—u)O D (D) Mg Y (X — ug)¥)
(5.4.2) . k=1 n=0
+ Z(—Uk(X — up)" (Mg, + Mapi1Y + Mapi2Y?).

Pour achever la division, il reste & diviser le terme > 22 ((—1)"(X — uy)*( M3y + Mz 1Y +
M3z, 2Y?) par X*—uy. On ne s’intéresse qu’au terme Ry (uq, uz). Il suffit donc de considérer
la division de 5 (—=1)F(X — u;)* M3, par X* — us. Or, on a

(5.4.3) D (-DHX =)t Mg, = Z (’j) (—1) X b= My,.

La division par X* — uy revient & remplacer X* par uy. Clairement on obtiendra alors le
terme R (uy,us) de la division par X4 — uy du terme

(5.4.4) Z Z ( )X“ ' M.

k=0 =0;
i=4i/

On obtient alors, en tenant compte de la remarque X4 = uy mod(X* — uy),

(5.4.5) Ry (uq,ug) = i Ek: (f) ub b= M.

On a donc

(5.4.6) Ri(X Y3 XY = i > (];) XX + Y3 My,
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De (5.4.6), on tire

[e'S) k
k: -/ -/
(5.4.7) Ri(X+Y3XH)=>")" (i)X‘“ XY My, + T(X,Y),

k=0 i=0;
=44/

avec la série T'(X,Y') ne comportant pas de termes en X", n € IN, dans son développement.
Or, on a

(5.4.8) i Zk: (l:) XU XE N = kf; Mgkxk(i (f))

k=0 i=0; = i=0;

i=4i/ =43/

On en déduit facilement que Ry(X + Y3, X*) n’appartient pas a K[[X, Y]|(M).
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Partie I1II : Autour d’un théoréme d’Artin

INTRODUCTION.

Dans cette partie, M = {M,},en désigne une suite de réels positifs vérifiant les
propriétés (Hy) et (Hs). Soit aussi IK = IR ou C.

On note my 'idéal maximal de IK[[X]](M), c’est a dire ’ensemble des séries formelles
de K[[X]](M) sans terme constant.

Dans toute la suite, f(X,Y) = (fi(X,Y),..., fm(X,Y)) désignera un élément de
<]K[[X7 Y]](M))m avec X = (X1,...,X4), Y = (Y1,...,Y,), des variables et m,d,q des
entiers naturels. On se propose de montrer que le classique théoreme d’approximation
d’Artin [Ar] reste vrai dans l'anneau des séries formelles a croissance controlée. Plus
précisément, si les f;, 1 < i < m, sont des séries de K[[X,Y]](M) telles qu'il existe
y(X) dans IK[[X]]? tel que y(0) = 0 et f(X,y(X)) = 0, alors, pour tout entier ¢ > 1,
on prouve qu’il existe y(X) dans K[[X]](M)? tel que y(0) = 0, f(X,y(X)) = 0 et
y(X) — g(X) € m%. Clest le théoréeme 1.9. On obtient ce résultat a partir du théoreme
1.8, qui, dans 'anneau des séries convergentes, est la version a parametres du théoreme
d’Artin dte a A. Ploski [Ptl]. On en déduit, par exemple, que 'anneau IK[[X]](M) est

factoriel. On retrouve aussi le théoreme sur les relations obtenu dans la partie précédente
[11, 4.11].

§1. UN THEOREME D’APPROXIMATION.

1.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS

On notera S fm) la matrice jacobienne de I'application f(X,Y’) par rapport
T(Y1, .. V)
O(fi,. . s fm .
aux k variables Y7,...,Y} et H son déterminant.

On dit alors qu'une suite y(X) = (1(X),...,75,(X)) de K[X]]9, y(0) = 0, est
une solution simple du systeme f(X,Y) = 0 si et seulement si f(X,g(X)) = 0 et
0fi
Yy <<
d’ordre m est non nul). On a, dans ce cas, m < q.

rang(=— (X, y(X))) 1<i<m = m (ceci signifie qu’au sens des séries formelles un mineur
1<v<q

On va voir que toute solution formelle du systeme f(X,Y) = 0 peut étre réduite en
une solution simple. On a tout d’abord le lemme suivant.

1.2 LEMME
Soit Z # (0), un idéal premier de I'anneau IK[[X]](M), X = (Xi,...,Xy). I existe
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des séries hy, ..., h,, de IK[[X]|(M), appartenant a I, telles que

oh;
) 1<i<r (IHOd I) =T,

(1) rang(—— ax,) 15

(i1) VheZ Ja¢Z, acIK[X]|(M), telle que ah € (hy,..., h)K[X]](M).

Preuve. On remarque, d’abord, que la proposition est invariante par rapport aux change-
ments de variables linéaires. On démontre, ensuite, le lemme par récurrence sur le nombre
de variables, d. Pour d = 1, on a de maniere évidente Z = (X7), h; = X7 et le lemme est
clair. On suppose alors d > 1 et la proposition vraie pour les idéaux premiers de ’anneau
K[[X1,...,X41]](M), de d — 1 variables. Grace a la remarque ci-dessus, on peut sup-
poser que l'idéal Z contient une série f(Xy,..., Xy), k-réguliere en X4, k € IN*, c’est a dire
ord(f(X1,...,Xq)) > ket f(0,...,0,Xq) = Xkc(X,) avec ¢(0) # 0. D’apres le théoreme
de préparation de Weierstrass [I1,3.2], on peut écrire, en notant X' = (X1, ..., X4 1),

(1.2.1) FIX', Xg) = W(X', X)) U (X', Xa),
avec W (X', Xy), U(X', X4) des séries de IK[[X]](M) qui vérifient

(1.2.2) U(0,0) £ 0,

(1.2.3) W(X', X,) = Xk + ZTJ 57T et W(X', X,) k — réguliére en X,.

Comme 7 est un idéal premier , on a, en utilisant (1.2.1) et (1.2.2), W(X’, X4) € Z. On
pose alors 7/ = Z N IK[[X"]](M). Z’ est clairement un idéal premier de IK[[X']](M). On
consideére I'ensemble Z \ Z'[X,4]. On déduit alors de (1.2.3) que W (X', Xy) € T\ Z'[X4)].
On considere

(1.2.4) h(X', Xa) = co( X)X, + (X)X + 0+ e (X)),
le polynome en X; de degré minimal [, [ > 0, appartenant a Z \ Z'[X,]. On a donc,

(1.2.5) kE>1>0,

(1.2.6) o(X') ¢ T

sinon la série ¢; (X)X ™'+ . .4¢,(X") appartient 4 T\Z'[X,], ce qui contredit la minimalité
de [. On a aussi, par minimalité de [,

Ohy

(1.2.7) o 8T
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Pour tout (X', X4) € Z, on applique alors le théoreme de division de Weierstrass [I1,3.1]
puisque, d’apres (1.2.3), W(X’, X;) est k-réguliere en X,. On trouve

(1.2.8) h(X', X4) = Qo(X', X)) W (X', X4) + R(X', X,),

avec Qo(X’, X4), R(X', X4), des séries de K[[X]](M) et R(X', X;) polynome en X,.
En outre, comme h(X', X;) et W(X’, X,) appartiennent a Z, on a, d’apres (1.2.8),
R(X', X;) € Z. En divisant alors le polynéme R(X’, X,;) par le polynome hi(X', Xy),

suivant la division euclidienne classique dans IK[[X']](M)[X,], on peut écrire, avec un
certain entier sy,

(1.2.9) (X R(X', Xy) = Qu(X, Xa)hi (X', Xg) + Ri(X', Xo),

avec Q1(X’, Xq), R1(X', X4), des polynomes de IK[[X']](M)[X4], tels que deg(Ry) < .
De plus, comme R(X', X;) et hy (X', X;) appartienent a Z, (1.2.9) assure que Ry (X', Xy)
appartient aussi a Z. Enfin, par minimalité de [, on a

(1.2.10) Ri(X', X,) € T'[X].

De méme, en divisant alors le polynéme W (X', X;) par le polynéme h (X', X;), suivant
la division euclidienne classique dans IK[[X']](M)[X,4], on peut écrire, avec un certain
entier So,

(1211) C()(X/)SQW(XI, Xd) = QQ(X/’ Xd)hl(X/, Xd) + RQ(X/, Xd>,

avec Q2(X', Xy), Ro(X', X4), des polynomes de IK[[X']](M)[X4], tels que deg(Rz) < I et
Ry(X', X4) € Z. On a donc aussi, par minimalité de [,

(1.2.12) Ry(X', X4) € T'[X].

En regroupant alors (1.2.8), (1.2.9), (1.2.10), (1.2.11) et (1.2.12), on peut écrire, pour un
certain entier s,

(1.2.13) co(X VP h(X", Xg) = Qs(X', Xo)hi (X', Xa) + Ra(X', X,),

avec Q3(X', Xy), Rs(X', X4), des polynomes de IK[[X']](M)[X4], tels que deg(R3) <l et

R3(X', X4) € Z. Par minimalité de [, on a aussi

(1.2.14) R3(X', Xy) € T'[X4).

Deux cas se présentent alors. Si Z' = (0), on a R3(X’, X;) = 0 et (1.2.13) démontre la

proposition. Sinon on a Z' # (0). Par ’hypothese de récurrence, il existe des séries

ha,...,h, de Z', telles que rang(—i) s<i<r (mod Z') = r — 1. En outre, toujours
0X; 1<5<d—1

en utilisant ’hypothese de récurrence appliquée aux coefficients de R3(X', Xy), il ex-

iste une série a(X’), n’appartennant pas a Z’, telle que a(X')R3(X’, X4) appartienne a
(ha, ..., h ) IK[[X"]](M). De plus, (1.2.13) donne, pour toute série h de Z,

(12.15) ol X' a(XA(X", Xg) = a(X)Qs(X", X (X', Xg) + a(X")Ry(X', X,).
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Comme 7’ est premier, co(X’)°a(X’) n’appartient pas a Z’'. En revanche, '’hypothese
de récurrence et (1.2.15) donnent l'appartennance de la série co(X')*a(X")h(X’, Xy) a
(hi, ..., h) IKK[[X]](M), ce qui est exactement (ii) de la proposition. Pour avoir (i) de
la proposition, il suffit de remarquer qu’il existe r — 1 variables deux a deux distinctes,
(Xiy, .-, X, _,), telles que l'on ait

O(hgy ... hy)

1.2.16 A
( ) O Xy X)) #
Ainsi, comme les séries ho, ..., h, ne dépendent pas de la variable Xy, on a
O(hy, ..., h, Ohi  O(ha, ..., h,
(1217) ( 17 9 ) _ 1 ( 2 )

(X,

AR

X

ir—19 Xd) a 0Xq a(‘Xviw SR 7Xir—1) .
Comme Z est premier, en utilisant (1.2.7) et (1.2.16), I’égalité (1.2.17) permet d’affirmer
O(h1,....h
( 1, ) ) ¢ T
O(Xiy,y ooy, Xiny, Xa)

(1.2.18)
et on obtient (i) du lemme. &

En appliquant le lemme 1.2 a un idéal premier bien choisi, on va voir que toute solution
formelle du systeme f(X,Y) = 0 est solution simple d'un autre systeme h(X,Y) = 0. En
effet, on a la proposition suivante :

1.3 PROPOSITION

Soit f(X,Y) = (f1(X,Y),..., fm(X,Y)), dans K[[X,Y]](M)™, f(X,Y) # 0. On
suppose qu’il existe §(X) = (1(X),...,y,(X)), dans K[[X]], te] que y(O) =0 et
f(X,9(X)) =0. Alors, il existe h(X,Y) = (h(X,Y),..., h(X,Y)), dans (K[[X, Y]](M))",
tel que

(3.1) hi(X,y(X)) =0, pour touti=1,...,r,

Oh;

aY (X y(X))>11§§IZ/§§Tq =T,

En outre, 5’1l existeY (X, t) = (Y1(X,1),...,Y,(X, 1)), Y (O, O) = 0, dans K[[X,t]](M)™,
avec t = (ly,...,ts), des variables, et t(X) = (t1(X),...,ts(X)), t(0) = 0, des séries
formelles, tels que h(X,Y (X,t)) =0 et g(X) =Y (X, ¢ X)) alors f(X,Y(X,t)) = 0.

(3.2) rang(

Preuve. On considere 'ensemble
(1.3.3) T = {4(X,Y) € K[[X,Y]|(M) tel que g(X,5(X)) = 0}.

De maniéere évidente, Z est un idéal premier de 'anneau IK[[ X, Y]](M). De plus, Z est non
vide car, par hypothese, f1(X,Y),..., fim(X,Y) appartiennent a Z. On applique alors le
lemme 1.2. On trouve des séries hy(X,Y),..., h.(X,Y), de Z, telles que

Ahi,... k)
(X1, XaYa,...,Y,)

(X,5(X)))(mod Z) = r,

rang(
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c’est a dire
d(hi, ..., h)

1.3.4 ran
(1.34) g(a(Xl,...,Xd,m,...,n)

(X, 9(X))) =,

et
(1.35) VgeZ, Ja¢Z, acK[X,Y](M), telle que ag € (hy,...,h)K[X,Y]](M).

L’assertion (1.3.1) est satisfaite puisque hy, . .., h, appartiennent a Z. Pour avoir I’assertion
(1.3.2), il suffit de remarquer

(1.3.6) rang(a(Xl’?E'hj;(;;"{/lhi)' ) (X, gj(X))> = rang(H(X, g(X))>,

car D’égalité, pour tout i = 1,...,7, hy(X,Y (X)) = 0 implique

Oh; . Oh; 3yy
1.3.7 X, y(X X, y(X =0, =1,...,d.
En outre, I'assertion (ii) du lemme 1.2 assure 'existence, pour tout ¢ = 1,...,m, de séries

a;(X,Y) de K[[X,Y]](M), n’appartenant pas a Z, telles que 'on ait

(1.3.8) a; (X, V) f;(X,Y) € (hy,...,h)IK[[X,Y]|(M).

On a donc, pour tout : = 1,...,m,

(1.3.9) a;(X,y(X)) #0,

(1'3'10) ai(Xv Y)fz(X7 Y) = T ai,k(Xv Y)hk(Xv Y),
k=1

avec, pour tout k =
Y(X, tI; Yi(X, 1),

des variables, et (X ) = (t1(X), ..., ts(X)), t(0) = 0, telles que h(X,Y(X,t)) = 0 et
7(X) =Y (X,t(X)) alors (1.3.9) et (1.3.10) assurent f(X,Y(X,t)) =0. &

1y aip(X,Y) € KX, Y]](M). Ainsi, s'il existe des séries
Y(X t)), Y(0,0) = 0, de K[[X,t]](M), avec t = (t1,...,ts),
(X -

1.4 DEFINITIONS ET NOTATIONS

On reprend les notations du paragraphe 1.1. On suppose aussi m < ¢. On note
J(X,Y) la matrice

0fi
(1.4.1) J(X,Y) = [8YV(X’ Y) A
v=g—m+1,...,q
On pose alors
(1.4.2) 0(X,Y) =det(J(X,Y)).
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La stabilité par dérivation et par produit de IK[[X,Y]](M) assurent que §(X,Y") appar-
tient a 'anneau IK[[X,Y]](M). On note aussi M(X,Y) la transposée de la matrice des
cofacteurs de J(X,Y), c’est a dire, on a

(1.4.3) MX,Y)J(X,)Y)=JX,)Y)M(X,Y)=0(X,Y)I,,
ol [,,, est la matrice identité m lignes, m colonnes. On pose enfin

91(X,Y) fl(X7Y)
(1.4.4) : = M(X,Y) :
gm(X,Y) fm(X,Y)

On a encore clairement, pour tout i = 1,...,m, ¢;(X,Y) € K[[X,Y]|(M).

Dans la suite, on utilisera aussi la formule de Taylor sous la forme suivante. Soient
v=(v1,...,9), h = (h1,..., hy) des variables. Pour toute suite (a;(X,Y),...,an(X,Y))
de séries formelles, on a alors

al(X7U+h) CI,l(X,’U) J(CL a ) hl
T, Yym)
(Ta) am (X, v+ h) (X, 0) hg—m
a
hg—m+1 Py(X, v, h)
+J(X,v) + : :
hy PL(X, v, h)

ott, pour tout i = 1,...,m, Pi(X,v,h) € (hy,...,hy)%

Enfin, on dit qu'une suite 3°(X) = (y7(X),...,y9(X)), ¥°(0) = 0, est une solution
approchée du systeme d’équations f(X,Y) = 0 si, pour tout ¢ =1,...,m, on a

(1.4.5) 9:(X,y°(X)) = 0 mod (6(X, y"(X))"my).

On utilisera aussi une version du théoreme des fonctions implicites [Bo] [To] dont on
démontre qu’elle est encore vraie dans 'anneau des séries formelles a croissance controlée.

1.5 THEOREME
q
On suppose qu'il existe y°(X) = (y7(X),...,yJ(X)), dans (]K[[X]](M)) , y°(0) =0,
solution approchée du systéme f(X,Y) = 0. On suppose, en outre, §(X,y°(X)) # 0.
Soient t = (ti,...,t,—m) des variables. On pose, pour tout v =1,...,q —m,

Yo (X, 1) = yp(X) + (X, 5 (X))t
I existe Yy_pi1(X, 1), ..., Y (X, ), dans IK[[ X, t]](M), sans terme constant, tels que

(X, Y(X,t))=0pouri=1,...,m,
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Y, (X, t) = 3°(X) mod (6(X,4°(X))my) pourv=q—m+1,...,q.

Remarques-Définitions

1.5.1- On dit alors que la suite Y (X, t) est une solution a parametres déterminée par
la solution approchée 3°(X).

1.5.2- Soit y(X) = (y1(X),...,y,(X)), y(0) = 0, une suite de séries formelles. Sous
les conditions du théoreme, il est alors facile de voir que y(X) = Y(X,¢(X)), pour une
suite de séries formelles ¢(X) = (t1(X), ..., tq—m(X)), t(0) = 0, si et seulement si

f(X,y(X)) =0

5o (X) = y2(X) mod (8(X, 5°(X))*my) pour v = 1,...,q —m
yv(X) = yp(X) mod (0(X,y"(X))my) powr v =g—m+1,....q
On dira alors que la soultion y(X) = Y(X,#(X)) est associée a la solution approchée
y’(X).
Preuve du th. 1.5- Soient v = (ug—m+1,---,U,) des variables. On pose, pour tout i =
1,...,m,
(1.5.3)

R ) = F X0 + 80X X P () 0K (X))
Ui (X0) + 80X 500 g, - y0(X) + 00X, (X))t ).
En appliquant alors a f(X,Y") la formule de Taylor (Ta) avec,
pour tout i = 1,...,q, v; = y)(X),
pour tout i = 1,...,q—m, h; = 6(X, y°(X))*t; et,
pour tout it =q—m+1,...,q, hy = 5(X, y°(X))us,

on obtient
Fi(X,t,u) [i(X,9°(X))
Fm(X t,u) ) fm (X, :yO(X))
0P T (X () ttsl
(1.5.4) P o

+0(X, 1 (X)) J (X, (X))

Q1<X, t, U)
+6(X,y°(X))? :
Qum (X, t,u)
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avec Q;(X,t,u) € (t,u)?. En multipliant I'égalité (1.5.4) par M(X,y"(X)) et en tenant
compte de ’hypothese, traduite par ’égalité (1.4.5), on obtient

Fl(X7t>u) Gl(Xatvu)

(1.5.5) M(X,y°(X)) = 0(X,y°(X))*

Fo(X,t,u) Go(X,t, 1)

Y

ou G;(X, t,u) sont des séries de IK[[X, ¢, u]](M), car obtenues par produit et composition
de séries de K[[X,t,u]](M), avec G;(0,0,0) = 0. En outre, en différentiant 1’égalité
(1.5.5), on obtient

(1.5.6)

M(X, (X)) J(Fy, ... Fy)

J(uq—m+17 s 7U’q)

J(Gy,...,Gm)

(Xt u) = 5(X, y°(X))* T (g mirs )

(X, t,u).

En remarquant alors que 'on a, d’apres (1.5.3),

(1.5.7)

det( J( 1 ) m)

J(uq—m-i-la s 7uq)

et, d’apres (1.4.3),

J(flv"'7fm)

X,0,0) = det
)< ) (J(Y;]—m-‘rla"'?uq)

) (X, (X))a(X, (X))

(1.5.8) det (M (X, (X)) = 6(X,y°(X))™ ",
on a
J(Fy, ..., Fy) 0 1
1.5.9 det X,0,0) = §(X, (X)),
(15.9) (oo (,0,0) = (X 1°(X)
J(Gy,...,Gp)
1.5.10 det X,0,0) =1,
( ) (J(uq_m+1,...,uq))( )
d’oui, en particulier,
TG, G
1.5.11 det 0,0,0) =1,
( ) (J<uq—m+17"-7u¢;{))( )

On obtient alors le théoreme en appliquant le théoreme classique des fonctions implicites,
valable dans IK[[X, £, u]|(M), au vecteur G(X, ¢, u), par rapport a la variable u et autour
du point X = 0, ¢t = 0. On trouve donc un élément u(X,t) = (ug—m41(X, 1), ..., uy (X, 1)),

de (]K[[X, t]](M))m, tel que l'on ait
(1.5.12) G(X,t,u(X,t)) =0 et u(0,0) =0.

En utilisant (1.5.5), (1.5.8) et le fait que §(X,y°(X)) # 0, on en déduit, pour tout
1=1,...,m,

(1.5.13) Fi(X,t,u(X,t)) =0 et u(0,0) = 0.
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On obtient ainsi le résultat voulu avec, pour tout v =q¢—m+1,...,q,

(1.5.14) Y, (X,t) = 42(X) + §(X, 4" (X))u(X, ).

Sous les notations du paragraphe 1.4, on a aussi

1.6 LEMME

Soit §(X) = (g1(X), -+, 74(X)), y(0) = 0, une solution formelle du systéme f(X,Y) =
0, m < q. On suppose que la série 6( X,y ( )) est p-réguliére en Xy. Il existe alors une
solution approchée polynémiale, v(X) = (01(X),---,0,(X)), de K[[X']][X4]%, ©(0) = 0,
du systeme f(X,Y) =0, telle que

(1.6.1) 7,(X) = 0,(X) mod (6(X,0(X))*my) pour v=1,---,q—m,
(1.6.2) U,(X) = 0,(X) mod (6(X,0(X))my) pourv=qg—m+1,---,q,
(1.6.3) (X, 0(X)) est p — réguliére en X,.

Preuve. On applique le théoreme de préparation de Weierstrass a la série (X, y(X)),
p-réguliere en X, [11,3.2]. On a donc

(1.6.4) 5(X, 7 XMZa] X)X7U(X', Xa) = a(X)U(X', Xa),

avec U(0,0) # 0 et ord(a;(X')) > j. Lasérie a(X) est donc p-réguliere en X,. On applique
alors successivement le théoréme de division pour les séries formelles par a(X)?, qui est

2p-réguliere en Xy, et par a(X) aux séries ¢,(X), respectivement pour v =1,...,g —m
et pour v =q—m+1,...,q. On peut alors écrire, d'une part,

2p—1
(1.6.5) 7u(X) =) 0,,(X)X] + a(X)*(c, + L,(X)),

§=0

ouc, € Kett,(0) =0, pour v =1,...,q —m, et, d’autre part,
(1.6.6) Z 7, (X)X 4+ a(X)(c, + 1,(X)),

oue, € Ketw,(0)=0pourv=¢g—m+1,...,q. On pose t(X) = (t1(X), ..., lg-m(X)),
'a(X) = (aq—m—i-l(X)a s 7ﬂq(X)) et

2p—1
7, (X)X +a(X)?c, pourv=1,...,q —m
(1.6.7) 0,(X) =4 =}
ZUVJ(X)XJ +a(X)e, pourv=qg—m+1,...,q
=0
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Par construction, 7, (X) appartient a IK[[X']][X4] pour v = 1, ..., ¢. De plus, on remarque
aussi, par construction, que, pour tout v =1,...,q,
(1.6.8) 7,(X) = 0,(X) mod (a(X)my).

On a donc, puisque la composition ne modifie pas la congruence modulo un idéal,
(1.6.9) 6(X, g(X)) = 0(X, v(X)) mod (a(X)my).
L’égalité (1.6.4) donne alors

(1.6.10) §(X, (X)) = a(X)U(X) avec U(0) # 0.

On en déduit la p-régularité de la série 6(X,v(X)) en X, ce qui est exactement (1.6.3).
On pose ensuite, pour tout ¢ =1,...,m,

E(X7t7u) :fl( qu_)l(X)+a(X)2t17--‘71_)q—m(X)+ (X)QtII—ma

(1.6.11) ‘
Bt (X) + @ ) Ugmrrs - -2 Tg(X) + a(X)uq).

On a donc, d’apres (1.6.5), (1.6.6) et (1.6.7), F(X,¢(X),u(X)) = f(X,5(X)) = 0. En
appliquant alors a f(X,Y") la formule de Taylor (Ta) avec,

pour tout i = 1,...,q, v; = 0;(X),

pour tout ¢ = 1,...,q —m, h; = a(X)?; et,

pour tout i =q—m+1,...,q, h; = a(X)u,,

on obtient
(1.6.12)
Fi(X,t,u) f(X,0(X)) ty
z - B R o IS
Fu(X,t,u) Fn(X,9(X)) . tg—m
Ug—m+1 Ql(Xa t, u)
+a(X)J(X,0(X)) 3 +a(X)?*|
Ug Qum (X, t,u)

avec Q;(X,t,u) € (t,u)? pour i = 1,...,m. En multipliant alors 1’égalité (1.6.12) par
M(X,9(X)), puis en remplagant ¢ par ¢(X) et u par @(X), on obtient

0 91(X, 0(X))
(1.6.13) L= : + a(X)*Mat(X),
0 gm (X, 0(X))

avec Mat(X) une matrice de séries en X sans terme constant. On a donc, pour tout
1=1,...,m,

(1.6.14) gi(X, (X)) =0 mod (a(X)*my).
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Les égalités (1.6.10) et (1.6.14) entrainent, par définition, que v(X) est une solution
approchée du systeme f(X,Y) = 0. Les assertions (1.6.1) et (1.6.2) du lemme sont
données par la construction. &

1.7 LEMME-CLE

Soit f(X,Y) = (fi(X,Y),..., fn(X,Y)) dans K[[X,Y]](M)™, et la série 6(X,Y)
définie dans 4. Soient aussi D, p des entiers non nuls, V = (V, 1 ;), des variables, avec
v=1,...,q, I = (i1,...,14-1) un multi-indice de longueur |I| = p et 7 =0,...,D. Soit
enfin P; des polynémes en X' = (Xy,...,Xq_1) de degré total inférieur ou égal a p, tels
que

( ZPl NXI ZP XJ> soit p — réguliére en X,.

Alors, il existe F(X/,V) = (F(X' ,V) ,Fr (X', V), dans (IK[[ X', V])(M))%, et
QX,V)=(Q:1(X,V),...,Qn(X,V)), dan (K[[X, V]](M))™, tels que, si on note, pour

toute famille de séries {V,, 1 ;(X")}, 9,(X > im0 (P (X)) + 220 = X 0, (X ))X;,

pour v =1,...,q, on ait I'équivalence des propriétés

(1) v(X) est une solution approchée de f(X,Y) =0,
et

(i) F(X', Vo s(X')}) = 0 et Q(0,0) = 0.
Preuve. On écrit, pour tout v =1,...,¢q,

(1.7.1) w(X) =Y (Py,j X+ X'IVV,M(X'))XCJ,',

j=0 =

avec P, ;(X’) des polynomes en X’ de degré total inférieur ou égal a p et V, ; ;(X’) des
séries formelles sans terme constant, pour tout multi-indice I = (iy,...,i4_1) de longueur
p et pour tout j =0,...,D. On pose alors, pour v =1,...,q,

D

(1.7.2) w(X, V) =3 (Py,j(X’) +3 X’IVVJ,J-)X;'.

3=0 =p

Par hypothese,
D
( ZH NXI L ZPQ(X’)X§>
=0

est p-réguliere en Xj. Pulsque, dans v(X, V), on n’a perturbé que des termes d’ordre
supérieur ou égal a p+1, §(X, v(X,V)) est aussi p-réguliere en X,. De plus, pour tout v =
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1,...,q, v,(X,V) sont des polynomes ; ainsi 6(X,v(X,V)) appartient a IK[[X, V]](M).
On peut done, pour i = 1, ..., m, appliquer le théoréme de division de Weierstrass [I1,3.1]
[CC2] aux séries g;( X, v(X,V)), de K[[X, V]](M), par la série (X, v(X,V))?, p-régulicre
en X,4. On obtient alors

178)  g(X0(X. V) = QX VIS0V 4 3 Ry (X V)X

J=0

avec Q;(X, V) et R; ;(X', V) des séries de IK[[X, V]](M). En remplagant alors les variables
V,.1.; par les séries V,, 1 ;(X') dans I'égalité (1.7.3), on obtient I'identité

(174)  gX,0(X) = QuX, )X, (X)) + 3 Riy(X', (Vory (X)) X

J=0

On rappelle que (X)) est une solution approchée du systeme f(X,Y’) = 0 si et seulement
si, pour tout i = 1,...,m, ¢;(X,9(X)) = 0 modulo 6(X,v(X))*my. En utilisant (1.7.4),
on a alors le fait que v(X) est une solution approchée du systeme f(X,Y) = 0 si et
seulement si, pour tout i = 1,...,m, pour tout j = 0,...,2p—1, R; ;(X', {V,r;(X)}) =0
et @;(0,0) = 0. Ceci démontre le lemme 1.7. &

De tout ce qui précede, on déduit alors une version a parametres du théoreme d’Artin.

1.8 THEOREME

Soit f(X,Y) = (fi(X,Y),..., fm(X,Y)) dans K[[X, Y]](M)™. On suppose qu’il ex-
iste g(X) = (th(X),...,y,(X)), dans KK[[X]]4, telle que y(0) = 0 et f(X,y(X)) = 0.
Alors, il existe un s-uple de nouvelles variables (ti,...,ts), un g-uple de séries formelles
Y(X,t) = (Yi(X,1),...,Y,(X, 1)), dans K[[X,t]](M)9, et un s-uple de séries formelles
tH(X) = (t1(X), ..., (X)) dans K[[X]]*, tels que Y (0,0) = 0, £(0) = 0, f(X,Y(X,t)) =0
et y(X) =Y (X, t(X)).

Preuve. On raisonne par récurrence sur le nombre d de variables X. Pour d = 0, le
théoreme est trivial. On suppose donc d > 1 et le théoreme vrai pour d — 1. Grace
a la proposition 1.3, on peut supposer que y(X) est une solution simple du systeéme
h(X,Y) =0, avec h(X,Y) = (h(X,Y), ..., h(X,Y)) un élément de (]K[[X, Y]](M))r
On reprend alors les notations du paragraphe 1.4 associées au nouveau systeme h(X,Y).
Sans diminuer la généralité, on peut alors supposer que §(X,y(X)) # 0. Si §(0,0) est non
nul, le théoréme des fonctions implicites dans IK[[X]] (M) s’applique et le résultat s’ensuit.
On suppose alors §(0,0) = 0. Apres un éventuel changement de variables linéaires, on
peut en outre supposer que la série §(X, (X)) est p-réguliere en Xy, p > 0. Le lemme
1.6 permet d’affirmer qu’il existe une solution approchée v(X) = (01(X),...,79,(X)) de
(K[[X']](M)[X4])?, ©(0) = 0, du systeme h(X,Y) = 0 telle que 'on ait

(1.8.1) 7,(X) = 1,(X) mod (6(X,0(X))*my) pour v =1,...,q —m,
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(1.8.2) U,(X) = 1,(X) mod (§(X,9(X))my) pourv=g—m+1,...,q,
et §(X,0(X)) p-réguliere en X, On écrit alors, pour tout v = 1,...,q, avec D assez
grand,

(1.8.3) n(X) =Y (Py,j(X/) +3 X/IVM(X/)>X§,

j=0 [|=p

avec P, ;(X’) des polynomes en X’ de degré total inférieur ou égal & p + 1 et V1 ;(X’)

des séries formelles sans terme constant. On pose alors, pour tout v =1,...,q,
D

(1.8.4) V) =3 (PoX) + 3 XMV ) X7,
3=0 [I|=p

D’apres le lemme 1.7, il existe des séries F(X',{V, r;}) de K[[X", V]|(M) et des séries
Q(X,V) de K[[X, V]](M) telles que F(X',{V, IJ(X’)}) = 0et Q(0,0) = 0. En appliquant
alors I'hypothese de récurrence, on trouve des séries {V;); (X', e)}, de variables X' =
(X1,...,X41) et e = (eq,...,ex), appartennant & IK[[X, e]](M), telles que V,, 1 ;(X') =
V(X' e(X")), avec e(X') = (e1(X'),...,ex(X’)), €(0) =0 et

F(X' {V,1,;(X" e)}) = 0. Le lemme 1.7, appliqué a nouveau, implique alors que, si on
pose, pour tout v =1,...,q,

(1.8.5) v, (X, e) = ZD: (PV Z V(X ))chp
j=0 |=p

la suite de séries v(X, e) = (v1(X, e€),...,v,(X, €)) est une solution approchée du systeme
h(X,Y) = 0. Deplus, on a v(X) = v(X, e(X")). Le théoreme 1.5 implique alors I'existence

q
d’une solution & parametres Y (X, e, t), qui appartient a (]K[[X, e, tH(M)) , déterminée

par la solution approchée v(X, e), donnée par les formules

(1.8.6) Y, (X, e t) =v,(X,e) +6(X,v(X,e))*t, pour v =1,...,q —m,

(1.8.7) Y, (X,e,t) =v,(X,e)+ (X, v(X,e))u,(X,e,t) pourv=g—m+1,...,q
Ainsi

(1.8.8), Y, (X, e(X'),t) = 0,(X) + 8(X,9,(X))*, pour v=1,.... g —m

(1.8.9) Y, (X,e(X'),t) = 0,(X) +0(X, 0,(X))u,(X,e(X'),t) pour v =q—m+1,...,q,

est une solution & parametres déterminée par v(X). La solution g(X) est associée a v(X).
En utilisant la remarque 1.5.2, on a alors l'existence de séries ¢(X), t(0) = 0, telles que
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Y (X, é(X’) t(X)) =7(X). On a donc h(X Y(X e,t)=0et g(X)= Y(X, é(X’) t(X)).
0
Le théoreme est donc démontré. &

On obtient alors comme conséquence du théoreme 1.8 le théoreme d’approximation
d’Artin dans 'anneau des séries formelles a croissance controlée.

1.9 THEOREME D’APPROXIMATION

Soit F(X,Y) = (i(X,Y),.... fmu(X,Y)) dans (]K X, Y])(M) ) On suppose qu'il
existe §(X) = (11(X),...,y,(X)), dans IK[[X]]9, telle que y(0) = 0 et f(X,y(X)) = 0.
Alors, pour tout entier ¢ > 1, il existe y(X) = (y1(X), ..., y4(X)), dans (IK[[X]](M))Q,
tel que y(0) =0, f(X,y(X)) =0 et y,(X) =

1.10 REMARQUES

a- Dans le cas ou M,, = 1, pour tout n € N, IK[[X]](M) est 'anneau des séries
convergentes et le théoreme 1.9 n’est autre que le théoreme classique de M. Artin [Ar]; le
théoreme 1.8 en est la version a parametres donnée par A. Ploski [Ptl]. La preuve établie
ici s'inspire de celle de A. Ploski [P11]. Dans le cadre des séries convergentes, on utilise
fortement les théoremes de préparation et de division de Weierstrass. Dans ’anneau
IK[[X]](M), ces théoremes de division par une série formelle réguliere d’ordre p ne sont
vrais qu’avec une perte de régularité sur la classe {M, },en [CC2] [Z]. On a contourné
ici cette difficulté en utilisant la notion de p-régularité, introduite par J. Chaumat et
A.-M. Chollet [CC2], plus restrictive que la régularité d’ordre p. Dans ce cadre, on a les
théoremes de préparation et de division de Weierstrass établis dans [CC2] et retrouvés
en [II, 3.1] et [II, 3.2] comme corollaires du théoreme [II, 2.4].

U,(X) mod(mS) pourv=1,...,q.

b- Le théoreme 1.8 implique de maniere évidente le théoreme 1.9. En effet, on prend
Y (X,t) et t(X) les séries données par le théoreme 1.8. Soit alors ¢(X) une suite de séries
convergentes telle que ¢(X) = t(X) mod(m$) (on prend par exemple les polynomes de
Taylor de degré ¢ de ¢(X)). On a alors y(X, t(X)) = y(X, (X)) mod(m%) et le théoreme
d’approximation est obtenu en posant y(X) = y(X, t(X)).

c- On notera qu’il n’y a pas de perte de régularité sur la classe {M,, },en.
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§2. APPLICATIONS.

Comme dans le cadre analytique, on déduit du théoreme d’approximation de nom-
breux corollaires [R] [To]. On donne ici quelques applications intéressantes.

2.1 COROLLAIRE

Si f(X) est une série de IK[[X]|(M) irréductible dans 'anneau IK[[X]](M), alors f(X)
est irréductible dans IK[[X]].

Preuve. Soit f(X) une série irréductible de IK[[X]](M). On suppose que f(X) est
réductible dans IK[[X]], ce qui équivaut a dire qu’il existe des séries formelles a(X) et
b(X) telles que 'on ait

(2.1.1) f(X) =a(X)b(X) avec a(0) =0 et b(0) = 0.
Soient Y et Z des nouvelles variables. On pose
(2.1.2) FX,Y,Z)=YZ — f(X).

Clairement, la série F'(X,Y, Z) appartient a IK[[X, Y, Z]](M). En outre, le systeme, en les
variables (Y, Z), F(X,Y,Z) = 0 admet une solution formelle s(X) = (a(X),b(X)) telle
que s(0) = (0,0). Les hypotheses du théoreme 1.8 sont vérifiées. On obtient alors, quitte
a rajouter des variables t = (ty,---,t,), deux séries a(X,t) et b(X,t) de K[[X,]](M)
telles que

(2.1.3) a(X, H)b(X,t) = f(X),

et

(2.1.4) il existe ¢(X), t(0) = 0, vérifiant a(X, (X)) = a(X) et b(X, (X)) = b(X).
En faisant ¢ = 0 dans I’égalité (2.1.3), on obtient
(2.1.5) a(X,0)b(X,0) = f(X),

ou a(X,0) et b(X, 0) sont des séries de IK[[X]](M). En outre, I'égalité (2.1.4) assure que
les séries a(X,0) et b(X,0) sont sans terme constant. Ceci contredit 'irréductibilité de

f(X) dans K[[X]](M). ¢
On déduit alors facilement du corollaire 2.1 la proposition suivante :

2.2 PROPOSITION
L’anneau IK[[X]|(M) est un anneau factoriel et normal.

Preuve. La factorialité de 'anneau IK[[X]](M) se déduit directement du corollaire 2.1.
On sait alors qu'un anneau noetherien et factoriel est normal [To]. O
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On retrouve aussi le théoreme sur les relations dans IK[[X]](M) établi dans la partie
T [IT,4.11].

2.3 COROLLAIRE (Relations dans IK[[X]](M))

Soient f1(X), ..., f,(X), des séries de IK[[X]](M). Soit aussi f(X) une série de IK[[X]](M).
On suppose qu'il existe des séries ¢ (X), . . ., g,(X), de IK[[X]] telles que f(X) = >F_ ¢:(X) fi(X).
Alors il existe des séries hy (X), ..., hy(X), de ]K[[ (M) telles que f(X) = >0 | hi(X) f:(X).
Ainsi, si on note T I'idéal engendré par (f1, ..., f,) sur IK[[X]] et Ty, I'idéal engendré par
(f1,-.., fp) sur K[[X]}(M), on a

Iy = T NIK[X]J(M).

Preuve. On pose, pour tout i = 1,...,p, ¢2(X) = ¢:(X) — ¢;(0). Soient Y = (Y7,...,Y})
des nouvelles variables. On considere alors
p

(2.3.1) F(X,Y) =) (Y +4/(0)f:(X).

i=1
Clairement, la série F(X,Y") appartient a IK[[X,Y]](M). En outre, le systéme, en les
variables Y, F(X,Y) = 0 admet une solution formelle ¢°(X) = (¢{(X),..., (X)) telle
que ¢°(0) = 0. Les hypotheses du théoreme 1.8 sont vérifiées. On obtient alors, quitte
a rajouter des variables t = (t1,...,1,), des séries hy(X,t),..., hy(X,t) de K[[X,t]](M)
telles que

P

(2.3.2) FOO) =D (ha(X, 1) + a:(0) fi(X).

i=1
En posant alors, pour tout i = 1,...,m, h;(X) = ili(X, 0) 4+ ¢;(0), on obtient le résultat
annoncé. &

Remarque :

On obtient ici un théoreme d’existence. La démonstration établie dans la partie 11
donnait en plus une construction explicite des séries solutions.

2.4 COROLLAIRE

Soient f(X) dans IK[[X]] et p un entier non nul. Si f? appartient a IK[[X]](M), alors
f(X) appartient aussi a IK[[X]](M).
Preuve. On considere la série F'(X,Y) = (Y + f(0))? — f(X)?. Clairement, F(X,Y)
appartient a IK[[X, Y]](M). De plus, si on pose f(X) = f(X)—f(0),ona F(X, f(X)) =0,
avec f(0) = 0. On applique alors le théoreme 1.9. Pour tout entier ¢ > 1, il existe une
série a(X) de IK[[X]](M) telle que a(0) = 0 et a(X) — f(X) appartient a m$. On pose
a(X) =a(X)+ f(0). On a donc

(2.4.1) a(X)P = F(X) et a(X) — f(X) € m&.
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Ainsi, on obtient

a(X)P = f(X)P = (a(X) = f(X)(@(X)P +a(X)P2f(X) + ...
(2.4.2) e a(X)F(X)P2 4 F(X)PY)
)

Soit ¢ suffisamment grand (¢ >ord(f) + 1). Le premier terme de la série f, f(X) =
> sens f7 X7, pour I'ordre naturel [voir II, 4.6] est du type (f;,) X7, avec |J;] =ord(f).
D’apres (2.4.1), le premier terme de la série a(X), pour le méme ordre, est (ay )Xt =
(f7,)X71. Clairement, le premier terme d’un produit du type f(X)*a(X)" est alors
(fr)Fri X E+DI - Ainsi, la série

a(X)7H +a(X)P (X)) 4 alX) F(XOP2 4 f(XO)P

n’est pas nulle puisque son premier terme, pour 'ordre naturel, est égal a p(fy, )P XP/.
Donc, d’apres (2.4.2), f(X) = a(X) et f appartient a IK[[X]](M). &
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Annexe A : Sur la constante ;1 — v + 1 de la partie I.

On reprend les notations de la partie I. On note C[[X]] 'anneau des séries formelles a s
variables et a coefficients complexes. On notera my son idéal maximal. Soit A € C[[X]];

on écrit
A: Z CLJXJ:Z Z aJXJ:ZHjA(X)

JEN?® jEN ﬁNS_; JjEN
=J

ou |J| désigne la longueur du multi-indice J; H;A(X) n’est autre que le polynéme ho-
mogene de degré j dans le développement de A.

On note ord(A) = inf(j € N;H;A(X) # 0), ordre d’annulation de A, avec la
convention ord(A) = oo si A est identiquement nul.

On considere 'application formelle
F: ()(17 ~-~7Xs) — (Fl(Xh ~-~;Xs)7 couy Fs(Xh ---7Xs));

avec, pour tout 1 < i < s, Fj(Xy,...,X;) € C[[X]] et F;(0,...,0) = 0. On suppose aussi
que le jacobien de F, noté @, est non nul dans C[[X]], i.e. ord(®)< oo. On note dans la
suite p =ord(®). Et si on note T,,;(X) le cofacteur ([, p) de la matrice jacobienne de F,
on pose v = ilnpf(ord(Tp,l(X))).

On sait [I, 2.6] que, sous les hypotheses (H;) et (Hz), si F' appartient a (C[[X]](M))*
et Ao F appartient & C[[X]](M), alors A appartient & C[[X]](M#~**V). On dit alors que
la perte de régularité sur la classe M est au plus y — v + 1. De plus, d’apres la remarque
1, 3.9], 1 — v +1 est le meilleur exposant d possible dans 'inégalité (ii) de [I, 3.8]. Etant
donné F, on note Dp la meilleure constante D de I'inégalité

(A) ord(Ao F') < D ord(A), pour tout A de C[[X]].

Ona Dp < p—v+1[CCl]. Dans [CC1], J. Chaumat et A.-M. Chollet posent la question
suivante : peut-on trouver une application F' telle que Dp soit strictement inférieure a
u—v+17 Il serait alors intéressant de décrire dans U'inégalité (i7) de [I, 3.8] le meilleur
entier d et dans l'inégalité (A) la meilleure constante Dp en fonction de la donnée F.
Dans ce travail, en réponse a cette question, on donne une famille d’exemples ou 'on a
Dp<p—v+1.

1. ETUDE DE Dp.

S

On se place dans le cas général ou A appartient a C[[X]] et F" appartient a (C[[X]])*.
On associe alors a F' 'application

¢r: Cl[X]] — C[[X]]
A— Ao F

Le lemme suivant est une forme légerement précisée d’'un lemme de Glaeser [T].
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1.1 LEMME On a

(1) pour tout g € IN*, ¢F‘1(m§§“‘”+1’) C mb,
(i) pour tout g € IN, pour tout r € IN* ¢F‘1(m§§“*”“)”) cmi.

Preuve. On démontre d’abord (i). On raisonne par récurrence sur q. Pour ¢ = 1, la
propriété est vérifiée car ¢ est un homomorphisme local. On a en effet ¢ ' (my) C my.

Soit A € C][[X]]. En dérivant par rapport aux variables X7, -+, X, on a, pour tout
p,1<p<s,

(1.1.1) 3 (8“4 F(X)) OF _9(AoF)

— 0 —
— 0X, 0X, 0X,
Comme on a ord(®) < oo, on obtient, pour tout [ = 1,...,s,
0A B "L O(AoF)
(1.1.2) O(X) (6_Xl> o F(X) = ; 8—XP(X)TN(X).

On suppose la propriété (i) vérifiée a l'ordre ¢ — 1, ¢ > 1. Soit A € C[[X]] vérifiant
AoF e m™™™ ona

J(AoF)

1.1. 1<p<
(1.1.3) Vi<p<s ox,

De (1.1.2) et (1.1.3), on tire

(1.1.4) vi<i<s o) (240 F(x) e mlrtet
0X,
Or, on sait
(1.1.5) O(X) € mh et ®(X) ¢ ms.
Ainsi, (1.1.4) et (1.1.5) donnent
(1.1.6) vi<i<s (24 or(x)emlrieD,
0X,

De I'hypothese de récurrence, on déduit
0A 1
(1.1.7) Vi<I<s (—) emi "
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Comme par hypothese Ao F' € m%“ﬂjﬂ), on a donc A(0) = 0 et on conclut A € mb%.

On démontre ensuite (i7). On raisonne encore par récurrence.

Pour ¢ = 0, I'hypothese est vérifiée car ¢ est un homomorphisme local. On suppose
q > 1. Soit A € C[[X]] vérifiant Ao F € m%“iuﬂ)ﬂ. Par un raisonnement analogue au
précédent, on trouve

(118) Vi<lI<s (g_;?) o F(X) € mg,ét—l/+1)(q—l)+r'
l

En utilisant alors '’hypothese de récurrence, on obtient

0A
1. << = 4.
(1.1.9) Vi<Ii<s (aXl)EmX

Comme A(0) = 0, on obtient A € m%. O

On en déduit alors le résultat suivant.

1.2 PROPOSITION On a, pour toute série formelle A de C[[X]],

ord(Ao F) < (u—v+ 1)ord(A).

Preuve. Soit A une série formelle telle que ord(A o F') = p. La division euclidienne de p
par u — v + 1 donne

(1.2.1) p=p—-v+l)g+ravec0<r<pu—v+1

Sir =0, le (i) du lemme 1.1 permet de conclure directement. En effet, on a Ao F €
m¥ ™ ainsi A € m%. On a donc ord(A) > g et

(1.2.2) ord(AoF) = (u—v+1)¢ < (u— v+ 1)ord(A).

Sinon, on a r > 1. Par un raisonnement analogue, en utilisant (i) du lemme 1.1, on
trouve

(1.2.3) ord(A) > ¢+ 1.

Ainsi, (1.2.1) et (1.2.3) permettent d’écrire

(1.2.4) ord(AoF)=(p—v+1)g+r<(p—v+1l)ord(A)+r—(u—v+1).

En tenant compte du fait que r — (u — v+ 1) < 0, on obtient bien le résultat annoncé.<$

Nous allons tout d’abord obtenir une condition suffisante pour que la constante p —
v + 1 soit optimale.
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1.3 NOTATIONS ET DEFINITIONS On pose, pour tout 1 < i < s, ord(F;) = p;.
Sans diminuer la généralité, on peut supposer que (pi)ren+ est une suite décroissante.
On note HY (X, ..., X;) la partie homogene de degré v de F;(Xj, ..., X5). On a alors,

pour tout i = 1,..., s, Fi(Xy,...,X,) = H'(Xy, ..., X,) + FPPY(X,, L X)),

avec ord(FP) > p; + 1.

On suppose ord(®) < oo. On pose aussi

H : (Xl, ...,Xs) — (Hlfl(Xh ...,XS), ...,HISDS(Xl, ,XS))

J. Chaumat et A.-M. Chollet ont montré que, dans le cas ou F' est une application
polynomiale a composantes homogenes, l'inégalité de la proposition 1.2 est optimale
[CC1]. Plus généralement, on montre que l'inégalité reste optimale si on peut voir F
comme la perturbation d’une application a composantes homogenes dont le jacobien est
non identiquement nul.

1.4 LEMME Si I'ordre de Jy est fini, alors on a ord(®) = ord(Jy) = > ;| pi — s.

Preuve. Jy est un polynome homogene. Son ordre est fini. Il est donc égal a son degré
total p1 + ... 4+ ps — s. En utilisant la s-linéarité du déterminant, on a clairement

(1.4.1) d = Ty + P,

avec @ une série formelle d’ordre supérieur ou égal & > pi—s+1. On a donc I'égalité

ord(®) =ord(Jy)- &

1.5 LEMME Si 'ordre de Jy est fini, alors le plus petit ordre des mineurs extraits de
la matrice (Jr) est égal a >, ,p; — (s — 1).

Preuve. Comme l'ordre de Jy est fini, il existe au moins un cofacteur (1,7),7 =1,...,s,
de la matrice jacobienne de F' non nul dans C[[X]]. L'ordre de ce cofacteur est égal a
> i, pi — (s = 1). De plus, I'hypothese de décroissance faite sur la suite (py)ren+ assure
que ce mineur est bien d’ordre le plus petit possible. Ceci acheéve la preuve du lemme.<>

On obtient donc, en regroupant les deux lemmes précédents, la proposition suivante.

1.6 PROPOSITION Si l'ordre de [Jy est fini, alors il existe une série formelle A telle
que
ord(Ao F) = (u— v+ 1)ord(A).

Preuve. D’apres le lemme 1.4, on a g = >, p; — s. D’aprés le lemme 1.5, on a v =
> opi —(s—1). Ainsi on a g — v+ 1 = p;. En posant, pour tout entier non nul m,
A (X, ..., Xs5) = X7, on obtient le résultat. &
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On a, de plus, obtenu la valeur de la constante 1—vr+1 dans ce cas. Ona pu—v+1 = p;.

Remarque :

La condition obtenue dans la proposition 1.6 n’est pas nécessaire. En effet, si on pose
F(X,)Y)=(X?+Y3 X),onaH(X,Y) = (X? X), donc Jp = 0. Mais un simple calcul
donne 1 — v+ 1= 3. La série A(X,Y) = X — Y? est telle que Ao F(X,Y) =Y3. On a,
dans ce cas, ord(Ao F) = (u — v + 1)ord(A).

2. UNCASOU Dp £ pu—v+1

Dans toute la suite, on suppose s = 2. On note alors (X,Y") les indéterminées. On
donne une famille d’exemples ou la constante p — v + 1 n’est pas optimale. On trouve
donc une application F' et une constante Dp, strictement inférieure a p — v+ 1, telle que,
pour toute série formelle A, on ait 'inégalité ord(A o F)) < Dp ord(A).

2.1 NOTATIONS ET DEFINITIONS On pose ¢;,(X,Y) = X*Y'. Pour toute série
A= Zk,l Af, €)1, ON POSE

Exp(A) = {(k,l) € N x IN tel que ax; # 0}.
On utilise 'ordre lexicographique habituel, noté <, sur les monomes e ;(X,Y) et
défini par
(eri(X,Y) <emn(X,Y)) e (k+l<m+n)ou(k+l=m+netl<n))

La base ainsi ordonnée devient (1, X,Y, X? XV, Y2 .. ).

On pose F(X,Y) = (X' 4+ YP2 X7) avec pi, ps et ¢ des entiers non nuls tels que
p1 > q et p1 < pa. On suppose, en outre, que ¢ ne divise pas p;.

Soit A une série formelle d’ordre n, A(X,Y) = >, ,a, X*Y". On a donc ay; =
0sik+1<mneta;; #0 pour un couple d’indices (i, j)avec ¢ + j = n. Pour (4, j) ainsi
fixé, i + j = n, on note

Aiin={A€ C[[X,Y]] tel que ord(A) =n et a;; # 0}

et
Iijn = EXP(em‘ oF).

On a facilement
Lijn={((;1 — @)i + qn — p1k,p2k) avec 0 < k < i}

et cardinal [; j,, =7+ 1.
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On peut donc écrire

AoF(XY) = 3 Luw(AXY"

(t,u)EN*xN*

(2.1.1) = > Luw(AXY"

(t,u)Eli’j’n
+ Z Lt ) (.A)Xtyu,
(t,u)%]z‘,j,n
ol les L ) sont des formes linéaires agissant sur la série A.

De plus, la division euclidienne de p; par ¢ donne

(2.1.2) p1 = Bq+ a avec 0 < a < q.
Soit alors
(2.1.3) d = pgcd(p1, q) = pged(a, q).

On a donc les relations
(2.1.4) q=4qd, a=ddavec pged(a’,q") = 1.
Enfin, en utilisant (2.1.2), on a

(2.1.5) ¢ >2.

On pose
Bijn=A{(",7") tel que i +j' =n">n et Exp(e;; o F) N Exp(ey j o F) # 0}.
Clairement, le couple (7, j) appartient a B, j ,,. Avec ces notations, on a un premier lemme.

2.2 LEMME Un couple d’indices (i,j') appartient a B;;, si et seulement si on a
SN (s gS . p1 o o / / . P s
(.7 = (z SEoJ+ B2 avec s = §/((B — 1)¢' + o), pour tout entier s’ vérifiant
0<s < [%]

Preuve.
(bF(Xin) = (XM +yp2>inj

(221) _ Z (Z> X(p1—¢1)i+qn—p1kiyp2k'
k
k=0

Soit (7', 5') € IN x IN tel que ¢ + j' = n' > n; on a de méme

¢y
(2.2.1) pp(XTYT) = Z (;) X (P1—a)i'+qn’ —p1 K’y pok’
k'=0

114



tel-00080323, version 1 - 15 Jun 2006

A. Mouze

Ainsi pour k fixé, 0 < k < i, le terme X®P1-@itan=piky Pk go yetrouve a partir d’un
monome X?Y7' | avec i’ 4+ j' = n’ > n, apres application de ¢p, si et seulement si il existe
K € {0,...,i'} tel que

(2.2.2) (pr — @)i" + qn’ — pi K (p1 —q)i +qn — pik
' Pk’ = pok

La derniére condition équivaut, en posant n’ = n + s et s € IN, a 'existence de k' €
{0,...,7'} tel que

o= g — L&
2.2. pP1—q
(2:2.3 {o2h
On obtient donc les relations
(2.2.4) =i
b1 —¢q
(2.2.4') j=j 2
b1 —¢q

On obtient le lemme en respectant la condition i’ € IN, ce qui, d'une part, implique
I'inégalité 0 < s < [@]. D’autre part, la condition ¢/ € IN est équivalente a

5q

(2.2.5) =y avec v € IN.
b1 —4q

Ainsi, en utilisant (2.1.2), on a

(2.2.6) m—q=(0—-1qg+a.

L’égalité (2.2.5) devient alors

(2.2.7) qdds = (8 —1)yqd'd+ o'dy.

Le théoreme de Gauss permet d’affirmer alors que ¢’ divise . Finalement, on a
/ / Z /
(228) € {0>Q>QQ7"'7[5]Q }

Et donc l'indice s décrit I’ensemble

1
(2.2.9) s€{0,(B-1)¢+,2((6—1)¢ +a), -, [a]((ﬁ —1)¢ + o)}
Réciproquement, si s = s'(( —1)¢' + '), avec 0 < &’ S[qi',], on vérifie alors que 4
pP1—4q
!/ _ 1 / /
Sq((f~ D)g' + o) = s'q’ € N. On a donc obtenu le résultat escompté. &
(B—1)g+a
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2.3 NOTATIONS ET DEFINITIONS On note €y, les formes linéaires vérifiant
erilern) = 0si (k1) # (t,u) et e (ery) = 1. On pose alors

* _ *
B, = Vect(ekjl ., (k1) € Bijn)-
Ainsi, B}, est le sous-espace vectoriel engendré par les €] g j4nis, pour tout couple

pP1—4q P1—49

qs . p1S o . . %
S j+ 22) défini dans le lemme 2.2. On a clairement dim Ef;,, =

[q%]#—l = 0(4). De plus, d’apres le lemme 2.2, pour (¢,u) appartenant a I; ;,, les formes

d’indices (i —

lindaires L) définies dans (2.1.1) appartiennent a E}; . On considere I'ensemble E des

monomes ey, tels que (¢,u) appartiennent a I; ;,,. D’apres (2.2.1), on a clairement
(2.3.1) E = {Xr-aita=pkypk gyec () < k < i}

On ordonne alors, selon 'ordre défini au paragraphe 2.1, 'ensemble E. On ordonne, de
la méme maniere, les formes linéaires L), avec (t,u) € I; j .

2.4 LEMME Pour tout A appartenant a A, j,, il existe un couple d’indices (t,u),
appartenant a I, ; ,,, tel que I'on ait

Ltuy(A) #0

et
(ta U) S (ti,na ui,n)7

avec t;, = (p1 — q)i +qn — p1(o(i) — 1) et u;, = pa(o(i) — 1).

Preuve. D’apres (2.3.1), pour (t,u) € I; jn, ona (t,u) € {((p1—q)i+qn—pik, p2k) avec 0 <
k < i}. On ne considere, dans la suite, que les o (i) premieres formes linéaires L ).
D’apres (2.3.1), on ne s’'intéresse donc qu’aux formes linéaires L, .., avec (t,u) < (tin, Uin)-
Un calcul similaire & (2.2.1) donne alors, pour tout 0 < k < (i) — 1,

(7]

e

i — 98/ (B=1)d'+a)
(2.4.1) L((pl—q)i+qn—p1k,p2k) = ( l?l_q )6;K gs_ iy P1s .
/=0 P1—4 pr1—4
On est donc amené a considérer le systeme
7 (B
(2.4.2) VO <k<o(i)—1, < P14 )ai_qu s =0,
! k p1—a” " p1—q
qui s’écrit encore, a 'aide de (2.1.4) et (2.2.6),
R
: 1 —4q's
s'=0
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On note M;,, la matrice & o(7) lignes et o (i) colonnes de ce systeme. On a

G
M. — (1) (1q) ( 1 q)
(o(iéfl) (ai(i_)({l) e (i_(g((ii)):ll)q,)

avec la convention (Z’) = 0 si p > n. Pour montrer le lemme, il suffit donc de prouver que
det(M;,,) # 0, car alors la seule solution du syteme est la solution nulle.

1
Or, en mettant T en facteur sur la k-ieme ligne, on a

(2.4.4) 0L (0 () — Ddet(M;n) = | (Con)i (Cinds -+ (Comdotw |

ou le membre de droite de cette derniere égalité est le déterminant des (i) vecteurs
colonnes

(2.4.5)

i - )
(Cin)i = C=0-1¢)—(-1)¢ 1) L 1< <o(i).
(i— (=) i~ (= 1)g = 1) (i — (L = 1) — ()
Ainsi, en notant
(2.4.6) a=i—(1—1),
on obtient, d’aprés (2.4.5),

1
Y
(2.4.7) (Cim)1 = ooy — 1)

ar(ag — 1)+ (ay — o(i))
On reconnait alors en (2.4.4) un déterminant de Vandermonde relativement a la base
LXXX-1),X(X-1)(X—-2),---, X(X-1)(X—-2)--- (X — o(i)) pris aux points
(Oél>1glgo(i) qui sont deux a deux distincts. Le déterminant est donc non nul. Ceci acheve
la preuve du lemme. %

On obtient alors la proposition suivante.

2.5 PROPOSITION Pour toute série formelle A de C[[X,Y]], telle que ord(A) = n,

ord(¢pp(A)) < pin+ (p2 — pl)[g]
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La constante 4 — v 4+ 1 = py n’est donc pas optimale.

Preuve. Soit A € C[[X, Y]] d’ordre n. Il existe donc (7, ,n) tel que A € A; ;,. D’apres
le lemme 2.4, il existe alors (¢,u) < (tin, Uin) tel que L) (A) # 0. D’apres (2.1.1), on a
donc

(2.5.1) ordre(Ao F) <t+u <t;,+ tUin.

Ainsi, d’apres le lemme 2.4, on a

(2.5.2) ord(Ao F) < (p1 — q)i + qn + (p2 — p1)(o(i) — 1).
Et, ainsi on a

(2.5.3) ord(Ao F) < max ((p1 — )i+ gn+ (p2 —p1)(0 (i) — 1))

Or, dans (2.5.3), on vérifie facilement que le max est obtenu pour i = n et vaut pyn +

(p2 — pl)[ﬁ/] On obtient donc bien le résultat voulu.
q

D’apres (2.1.5), on obtient bien alors que la constante p—v+1 = po n’est pas optimale.
En effet, on a, d’apres (2.1.5),

n n
(2.5.4) pin+ (p2 — P1)[a]§ pin+ (p2 — pl)a < pan.

2.6 EXEMPLE

On pose F(X,Y) = (X34 Y* X?). On a donc p; = 3, py = 4 et ¢ = 2. Clairement,
on aaussi p — v +1=4. On alors (2.1.2) avec § =1, a = 1. D’apres (2.1.3) et (2.1.4),
onaaussid=1,¢ =2et o =1 Ainsi, (2.2.4) et (2.2.4’) deviennent i’ = i — 2s et
j'=j+ 3s. Ainsi

E;, = Vect(e] o, 13, avec 0 < s < [%])
Et on a dim E}, = o(i) = [£] + 1. On a aussi
E = {X"73ky 4% avec 0 < k < i}
La proposition 2.5 donne alors
VA€ C[[X,Y]] ; ordre(A) = n , ordre(¢p(A)) < 3n+[g].
Plus précisément, on a alors

VA€ C[[X, Y]] , ordre(én(A)) < ;ordre(A).
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7
Et on a bien = < 4. Il est aussi facile de vérifier que la constante trouvée ici est optimale.
En effet, avec A(X,Y) = X2 —Y3 on a Ao F(X,Y) = 2X3Y* + Y8 Ainsi, on a
7
ord(Ao F)=7= Eord(A).

2.7 REMARQUES

On peut vérifier que la constante trouvée dans 2.5 est optimale pour la famille
d’applications F' considérée. On a alors la proposition suivante.

La constante p — v + 1 est optimale si et seulement si q divise py et ps.

Une étude analogue pour les applications F'(X,Y) = (XP' + Y?2 X9) avec p; < ¢,
aboutit a la proposition suivante :

La constante u — v + 1 est optimale si et seulement si py divise q et ps.

Il est alors facile de voir que le meilleur exposant d possible dans I'inégalité (i7) de [I,
3.8] est tel que 'on ait

Une question n’a pas été abordée ici : a-t-on d = Dp 7
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Annexe B : Une nouvelle preuve

du théoréme de division de Weierstrass
dans ’anneau des séries formelles a croissance controlée.

Dans toute la suite, M = {M, },en désigne une suite de réels positifs qui vérifie les
propriétés

(Hy) My =1 et {M,},en est logarithmiquement convexe,
(Hs) il existe C' > 1 tel que M, < C"™'M,,.
Soit a(X) une série formelle. On note X’ = (X1,..., Xs_1). On utilisera la décomposition
suivante
, . ‘
(D) a(X) = a(X)XI =) > al (X)X],
j=0 7=0 k=0

avec ag-k) (X') polynéme homogene de degré k en X’. On donne ici une preuve élémentaire

de la version du théoreme de division de Weierstrass dans ’anneau des séries formelles
a croissance controlée [CC2] [II, 3.1]. C’est la preuve développée a la suite du théoreme
1. On applique alors la méthode employée pour estimer la perte lorsque 1'on effectue
la division de Weierstrass dans IK[[X]](M) par une série réguliere d’ordre p. C’est le
théoreme 2.

On établit d’abord un lemme préliminaire.

Lemme Soit a(X) dans IK[[X]]. On utilise les notations de la décomposition (D). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(4) a(X) appartient a IK[[X]](M),
(17) il existe des constantes Cy et Cy telles que sup |a§k)] < C1Cy M.
o/ =1

Preuve. On sait [Ca] qu'il existe une constante universelle C,, > 0 telle que, pour tout
polynéme homogene de degré [ de la variable x dans IK®, on ait, si on note Pj(z) =

L
ZLeNS;w:z pLT,

(1) C! sup |pr| < sup |P(z)] < s sup [pz.
IL|=l =1 IL|=t

On montre d’abord le sens direct de I'implication. On écrit alors, pour tout entier j, k,

ag-k)(X’) = ZKGNS;|K|:k(aJ§k)>KX/K' Par hypothese, il existe des constantes C3 et Cj telles

que, pour tout multi-indice K de IN*"!, on ait

|(a§-k))1<| < O30 M.
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(%)

Puisque a; " est un polynome homogene de degré k, en utilisant alors I'inégalité (1), on

en déduit (éi). Réciproquement, si on a supj,_ |a | < CLC M4, en utilisant la
premiere inégalité de (1), on en déduit (). &

THEOREME 1 (Division de Weierstrass) [CC2]
Soit f(X) = > ;ens JsX7 € K[[X]|(M) une série formelle p-réguliére par rapport a
la variable X, c’est a dire

[ = 0 pour tout muti-indice J tel que |J| < p et f,. 0p) 7 0.

Alors, pour tout g € IK[[X]|(M), on peut écrire
g(X1, . X)) = q(Xy, o X F(X0 . X + ) (X XE,

avec q € IK[[X]|(M), r, € K[[X]](M), k=0,...,p— 1, uniques.

Preuve. On a, dans I’anneau des séries formelles, le théoreme de division de Weierstrass.
Il suffit donc de montrer que les séries ¢ et r appartiennent a IK[[X]](M). On décompose
les séries ¢, f, g et 7 selon (D;). Comme f est p-réguliere en X, on a

k) _ ) o 4 0) _
(1.1) fP=0sij+k<pet fV
Par hypothese, on a

(1.2) 9(X) = ¢(X) f(X) = r(X).

En tenant compte des égalités précédentes et du fait que r; = 0 des que j7 > p, on obtient
donc la relation, pour tout entier j, k,

(1'3) gJ+P szhl) J+p h’

h=0 =0

avec, d’apres (1.1), f}(Ll) = 0si h+ 1 < p. Nous allons voir que ces relations nous suffisent
pour estimer la croissance de tous les polynomes q](k) sur un voisinage compact de 'origine

bien choisi.

Par hypothese, les séries f et g appartiennent a IK[[X]](M). On applique le lemme
précédent. Il existe donc des constantes C et Cs strictement positives telles que 'on ait,
pour tout entier 7, k,

(1.4) sup 1S If9] < CLO3™* My et sup, 9] < 1O M.

Quitte alors a choisir un compact K assez petit au voisinage de I'origine, on peut supposer,
comme p est un entier fixé,

(1.5) sup [fV| <47, sil+h=p h#p.
K
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D’apres le lemme, il suffit de montrer qu’il existe des constantes C3 et Cy strictement
positives telles que, pour tout entier j, k, on ait

(1.6) SUP|QJ | < CsCT M.

Dans la suite, on note supg |.| = |.|k. On fait une démonstration par récurrence sur la
quantité t = 7+2k. Pour t =0, j = 0, k = 0 et I’hypothese de récurrence est trivialement
vérifiée. Soit ¢ un entier; on suppose la propriété vraie pour tout polynome q(.k) tel que

j
J + 2k < t. La relation (1.3) donne

J+p
(k ¢
(1-7) g]+p )+Z Z fh) J+P h
h+l>p
(1,h)#(0,p)

Dans la double somme de la derniere égalité, il faut remarquer
(1.8) jH+p—h+2k—20<j+ 2k

En effet, on a p < h + 1. Ainsi, si p — h — [ < 0, la relation (1.8) est triviale. Sinon,
onah+(=p Commel # 0, onap—h—2l <0. Ainsi on obtient I'inégalité (1.8).
P , . ; . , A (k—1)

ar conséquent, on peut appliquer I'hypothese de récurrence aux polynomes g¢;, -, de la
double somme de I’égalité (1.7). On a donc

Jjt+p Jj+p
k (k-1
(19) |q]( )l |g]+p’K + Z Z |fh |K|q]+p )h‘K + Z Z ’ ‘K‘qj—l—p h|
=0 hl-Hlp h+l>p+1

En tenant compte des inégalités (1.4), (1.5) et de I'hypothese de récurrence, on obtient

|q] Ve < 0P My + Z A7 C5C T My,

1=1;

(1.10) itp k =
E E : h+l1 j+p—h+k—1
h=0 1=0;
h+1>p+1

En tenant compte de I'hypotheése (Hj) sur la suite M, on a les majorations

(1.11) Mjiprr < CPIRC™57 My,
et
(1.12) My < CPUEDCE 0
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En tenant compte des inégalités (1.11), (1.12) et de 'hypothese (H;), 'inégalité (1.10)
donne

Oy (CoCPNIE e
0P < 030+k]\/[+k( 1( 2 ) crets

Cs\ Cy /-

(1.13) AL CyCPN htl

e Noh: (==-) )

- T htizpt1
On majore Zle 47 par 0 47 = % On majore de maniere évidente, pour tout entier
Jtp  k

u fixé, le nombre de termes de la double somme Z Z par le nombre de termes de
la double somme ), ., , lui-méme majoré par 2*. En choisissant alors Cy suffisamment
grand pour que Zzo:()(zcéfp)u converge, on obtient

Cl CQCp J+k P(p+1> p(p 1) (2C2Cp)p+1
1L14) 1P < GOl My (o (o) O™ 4 S w oo™ 2,
( ) |q | Jt+k s\ Oy 3 + 1 Cy — 20,CP

Quitte a choisir Cy encore plus grand, on peut supposer

—p(p=1) (QCZCp)pH 1
1.1 g ) 2
(1.15) S TN

De méme, Cy étant ainsi fixé, on choisit Cj tel que

Ol p(p+1) 1
1.16 C'pC —.
(1.16) c, <3
On aura alors
(1.17) |qJ ke < C3CT M4y

L’hypothese de récurrence est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier j, k, on a
. :
(1.18) 47|k < C5Cy T My

Ainsi, la série ¢ appartient a IK[[X]](M). Comme r = g — qf, on peut aussi affirmer que
la série r appartient a IK[[X]](M). Le théoréme est donc démontré. o

On étudie maintenant ce qui se passe lorsque 'on effectue la division de Weierstrass
dans IK[[X]](M) avec 'hypothese classique de régularité d’ordre p en Xj.

s  on définit d’ son degré total en X’. On a donc
d =1 +...+1is_1. On a alors I’énoncé suivant.

Pour un monome X! .. .X“ L X
1

THEOREME 2
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Soit f(X) =" ;ens fsX7 € K[[X]|(M) une série formelle réguliére d’ordre p en X,
c’est a dire
f(0,...,0,X5) = XPc(X;) avec ¢(0) # 0.
Alors, il existe a > 1, tel que, pour tout g € IK[[X]](M), on ait

(i) g(X1, .. X)) = q(Xy, LX) F(X, LX)+ ) (X)X
k=0

avec ¢(X) =3 jone X7, (X)) = Y0 Ork(X’)Xk k=0,...,p— 1, uniques, et
(17) il existe des constantes Cs et Cy telles que |q;| < CsCIM; {a(it.+jo 1))-

Les séries q(X) et r(X) appartiennent donc & IK[[X]](M @1 et les séries q(0, ..., 0, X,)
et r(0,...,0,X;) appartiennent a IK[[X,]](M).

De plus, on a

p

7;571 1
Xs—l Xss

a =max{ c tel quec=
de f tels que 21+ ctis < p, @s%p}
Onaa<p-—ord(f)+1

Preuve. On reprend la démarche de la preuve précédente. On a, dans 'anneau des séries
formelles, le théoreme de division de Weierstrass. On décompose les séries ¢, f, g et r
selon (D;). Comme f est réguliere d’ordre p en X,, on a

(2.1) FP=0sij<pet fO =

Par hypothese, on a
(2.2) 9(X) = ¢(X) f(X) = r(X).

En tenant compte des égalités précédentes et du fait que r; = 0 des que j > p, on obtient
donc la relation, pour tout entier j, k,

Jjt+p k

(2.3) gj+p szhl) J+p h’

h=0 =0

avec, d’apres (1.1), f,(LO) = 0 si h < p. Nous allons voir que ces relations nous suffisent
pour estimer la croissance de tous les polynomes q](-k) sur un voisinage compact de ’origine

bien choisi.

Par hypothese, les séries f et g appartiennent a IK[[X]](M). On applique le lemme
précédent. Il existe donc des constantes C; et Cy strictement positives telles que I'on ait,
pour tout entier j, k,

(2.4) sup A7) < CiCE My et Sup 9571 < CLCT M.
z'|=1 z'|=1
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Soit C5 une constante positive. Quitte alors a choisir un compact K assez petit au
voisinage de 'origine, on peut supposer, comme p est un entier fixé,

(2.5) 1P < C5t sil+h<p, h#p,

en notant toujours supy |.| = |.|x. On montre alors qu’il existe des constantes C5 et Cy
strictement positives telles que, pour tout entier j, k£, on ait

(2.6) !qj |k < C3C™* Mo

On fait une démonstration par récurrence sur la quantité ¢ = j + (p + 1)k. Pour ¢ = 0,
7 =0, k = 0 et 'hypothese de récurrence est tr1v1alement vérifiée. Soit t un entier; on
suppose la propriété vraie pour tout polynome q] ) tel que j + (p+ 1)k < t. La relation
(2.3) donne

j+p jtp K
(k—1) (k=1)
(2.7) 9= +Z Z Bl h+z Z A
h+l< h+l>p+1
(Lh)£(0.p)

Dans les doubles sommes de la derniere égalité, il faut remarquer
(2.8) j+p—h+{@+1)(k=10)<j+(@+1k

Eneffet, maj+p—h+(p+1)k=0)=7+@p+Dk+p—h—(p+1)l. Or, silest
non nul, on a clairement p — h — (p + 1)l < 0, I'inégalité (2.8) est alors triviale. Si I
est nul, par hypothese on a h > p. On obtient ainsi I'inégalité (2.8). Par conséquent, on

peut appliquer I’hypothese de récurrence aux polynomes q(k_l)

oo des doubles sommes de
I'égalité (2.7). On a donc

Jj+p Jj+p
k—1
(2.9) 4% < 1\l +> Z Al e+ Z Al
h=0 hl+ll§p h=0 h+llz(;+1

En tenant compte des inégalités (2.4), (2.5) et de '’hypothese de récurrence, on obtient

jtp  k
k . _ y — —
sup 7] < CLOIPHE M+ Y Y GO T M e
h=0 [=1;
(2.10) itk s
—i—Z Z C1C5 +Mh+C C]+p Ik ZM]er ht-la(k—1)]
h=0 e

D’une part, en tenant compte de I'hypothese (Hs) sur la suite M, on a les majorations
données en (1.11) et (1.12). En tenant alors compte des inégalités (1.11), (1.12) et de
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I'hypothese (Hy), I'inégalité (2.10) donne

0 S CHCCP)HCECTET My
Jjtp k ‘

+D 0> GO Mok ol

(2.11) h=0 =15
jtp  k
p(p —p(p—1) CoCP Nt
+C.C Cp+j+k0 Z Z < 2 ) M[j—l—ak—(a—l)l].
h+l>p+l

On choisit alors
(2.12) a=max{ctelquep—h—cl=0pour h+1<p, [ #0et f,gl) # 0}.

Ainsi, dans la premiere double somme du membre de droite de l'inégalité (2.11), on
majore M ak+p—h—at] PAr M (ax). De meéme, dans la seconde double somme du membre
de droite de 'inégalité (2.11), on a Mjiak—(a—1)] < Mpjtar) = Mji[ar. On obtient alors

C Cop ~7+k p(p+1 M
P < it MHW( 1( 2 ) crotst itk

Cs\ Cy M yian)
j+p -
+C% onlon
213 5
h+1<p
Jj+p k
—p(p—1 C Cp h+l
+0,C ()CPZZ<2 ) )
- h+l>p+l
D’une part, en suivant la méme démarche que dans (1.14), on a
Jtp k 1
p —p(p—=1) CQCP h+l —p(p—1) (202012);)-1—
2.14 C,C— ( ) <CiC7 7 ———————,
(2.14) 1 Z ; Cy =M1 C, — 20,07
=0 h1>p+1
On choisit alors Cy suffisamment grand tel que dans (1.15).
D’autre part, on a
Jj+p 1 00
(DY e < o e
(2.15) h=0 1o =1
crtt 1

< .
T 0 -10,C5 -1

Quitte a choisir C5 assez grand, c¢’est a dire quitte a avoir choisi le compact K suffisam-
ment petit, on peut supposer
crtt 1 1

9.1 -
(2.16) Ci—1C,C-—1 -3

127



tel-00080323, version 1 - 15 Jun 2006

A. Mouze

De méme, on choisit C tel que

Cl p(p+1) 1
2.17 —CP?C < —.
( ) Cg 2 2 3
On aura alors
(2.18) 57| < C5CT My,

L’hypothese de récurrence est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier j, k, on a
. .
(2.19) 5711 < C5CT My,

Ainsi, la série q(X) appartient a K[[X]J(M1HD) et la série q(0,...,X,) appartient
a IK[[X]](M). Comme r = g — qf, on peut aussi affirmer que les coefficients de la
série r vérifient les mémes estimations (2.19) et que la série r(0,..., X;) appartient a
IK[[X]](M). Enfin, pour avoir, pour tout couple (h, 1) tel que I # 0 et f,El) #0,p—h—cl <
0, il suffit d’avoir, pour de tels couples (h,l), p — ord(f) — (¢ — 1)l < 0. En prenant
¢ =p—ord(f)+ 1, la derniére condition est vérifiée. Ceci implique que le réel o défini
dans (2.12) vérifie « < p —ord(f) + 1. O

Remarque : On donne un exemple de calcul de la perte a.. Soit f(X,Y) = X3Y + XY*+
Y7. La série f est réguliere d’ordre 7 en Y. L’ordre de f est 4. D’apres le théoréme 2, on
a donc a < 4. Pour affiner I'estimation, on utilise la relation (2.12). On calcule donc le
nombre ¢; associé au monome X°Y et le nombre ¢, associé au monome XY?. On trouve
c1 solution de I’équation 7 — 1 — 3¢; = 0. C’est a dire ¢; = 2. On trouve ¢, solution de
I'équation 7 — 4 — cg = 0. Cest a dire co = 3. D’apres (2.12), on a a = max(cy, c2) = 3.
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Annexe C : Un Théoreme de composition précisé.

1.1 POSITION DU PROBLEME

Soit M = {M,}nen une suite de réels positifs vérifiant (H;) et (Hz). Soit FI(X) =
(F1(X),...,Fs(X)) un élément de (IK[[X]](M))® tel que F(0) = 0. On pose, pour tout
1=1,...,s,

(1.1.1) d; = ord(F;).

Soit A(X) = > jcns @s X7 un élément de K[[X]]. On suppose qu’il existe une constante
Cy telle que T'on ait

(1.1.2) sup S < Cp.

JenNs Mayji v vdje —

Sous ces hypotheses, on montre que A o F' appartient a IK[[X]](M). Pour cela, on utilise
la méme méthode que celle développée dans la partie I. On affine, simplement, les esti-
mations compte tenu des hypotheses sur I’application F.

On rappelle d’abord les formules de composition établies dans la partie I [T, 1.3].

1.2 NOTATIONS
Pour I € N* et (py,...,pm) € {1,..., s}, on pose

al
1reoDl) — m

Enfin, pour tout k& de IN*, la sommation indexée par le k-uplet (qy,...,q) de {1,..., s}k
est représentée par

(lg.%]]

1.3 LEMME
Avec les notations précédentes, on a pour toutl € IN* et tout (py,...,p) de{l,... s}

(1.3.1) Dy, py(A0F) =33 AT D (Ao F,

ot les coefficients Agi """ fz);i)) sont déterminés par récurrence surl a l'aide des relations

(1.3.2) A _ O

() X, pour l =1,

129



tel-00080323, version 1 - 15 Jun 2006

A. Mouze

puis, pour | > 1,

aA(pz ,,,,, D7)
(P1,em1) _ (q1)
(133) A(‘]l) o 8Xp1 )
(p2,--sp1)
1.3.4 AProp) aA(ql 77777 W) | A1) g(P2em) Q< <]—1
(134) - T Ag1) Hgagr) POUT 2SR S ,

1.4 NOTATIONS

On introduit alors les notations suivantes

1.5 LEMME
On a, pour tous l-uplets (p1,...,p;) et tous k-uplets (qi,...,qx), avec 1 < k <,

Preuve. On démontre cette propriété par récurrence. Pour [ = 1, on a k = 1. En utilisant
(1.3.2) et (1.1.1), la propriété est clairement vérifiée a 'ordre 1. On suppose [ > 1 et la
propriété vraie jusqu’au rang [ — 1. Par la relation (1.3.3), pour £k =1, on a

(1.5.1) ord(APL ) > ord (A% M) — 1 = d,, — 1.

(p2,--5p1)
(1.5.2) Ord(A(pl ----- pz)) > min(ord(aA(ql ..... ‘Ik)) ord(A A(pQ ..... pl)>>
.. (‘h ,,,,, q ) - aXp1 ) ( ) (q2 77777 Qk)

a AEPQ ----- Pl))
(1.5.3) ord(—2r Yy > d, 4. 4 dy, — 1
8Xp1 q1 dk



tel-00080323, version 1 - 15 Jun 2006

A. Mouze

et
(1.5.4)
(p1) p(P2y-p1) (p1) (p2,----p1)
Ord(A(ql)A(qz,.--,qzi)) = Ord(A(qﬂ) + Ord(A(qQ,-..,qflc))
> dyy —1+dy, +...+dy, —(1—1)=dy, +...+dg, — L
Pour k = [, la vérification se fait comme dans (1.5.4). Le lemme est donc établi. &
1.6 LEMME

11 existe des constantes C et Cy > 0, avec C; > 1, Cy > 1, ne dépendant que de F,
telles que pour tous l-uplets (p1,...,p), tous k-uplets (q1, . .., qx) et tous multi-indices J
de IN®, on ait '

(agn)al < C1C3M; -4, 11

Preuve. D’apres (1.3.2), on a la relation

ath

1.6.1 AP (x) = o
(1.6.1) (X) X,

(@) (X).

Par hypothese, I'ordre de Agf; 11)) est supérieur ou égal a d, — 1. Puisque I’ appartient

a (IK[[X]](M))®, le lemme est alors une conséquence immédiate de cette relation et de
I'hypothese (Hj). &

1.7 LEMME

Pour tous | et k entiers, avec 1 < k < I, tous (pi,...,p) de {1,...,s}, (q1,...,qx) de
{1,...,s}* et tout multi-indice J, on a

L (l+g— k)
(a2l < (CLC) (CHO) T My )
ou C3 et Cy sont des constantes, avec C3 > 1, Cy > 1, ne dépendant que de s.

) : .
Preuve. Le lemme 1.5 assure que l’expression Ml+j—(dq1+...+qu) a bien un sens. On
raisonne par récurrence sur [. Pour [ = 1, on a k = 1 et le lemme précédent donne
I’estimation annoncée. On suppose la propriété vérifiée au rang [ — 1 et on regarde alors
ce qui se passe au rang [.

Cas k=1
On a, d’apres (1.3.3),

(p25--,p1)
_ 04

(1.7.1) AP (X) = (X),
(q1) 0X,,
I'inégalité
(1.7.2) (™), < 1+ D (@l ™) yon,
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avec JPV = (41, ... Gpr 15 s+ 1, Jprats - - 5 Js)s St = (j1, .. -, js). Dans ce cas, Phypothese
de récurrence s’écrit

2,0-3P1 - (45 =1)
(1.7.3) @) 00| < (C1C)HCC)™ ™ = e Misia -

On obtient bien 'estimation annoncée apres multiplication par j + 1.

Cas2<k<Il—1

D’apres (1.3.4), on a la relation

9AP2-P) (x
(1.7.1) AmwmQ3:_ﬁiﬂil

(p1) (p2,--p1)
(q15+44%) 0X,, - A(tn)(X)A (X),

(q2,--»qK)

On a donc a évaluer une somme de deux termes. L’estimation du premier terme est
immédiate. En effet, si on note

aA(pmn-mz) (X)
(q1,-,qK) _ (P1,-p1) J
(1.7.2") '_E@T___E:w@MQMX’

JeNs?

on obtient aisément l'inégalité

(L.7.3) )l < G+ Dl ) sl
En appliquant alors I'hypotheése de récurrence au coefficient (ag - ]i))) J1), on obtient
I'estimation

[+ — k)

(1.7.4") |(b§§;:;;;:§3)(,| <+ 1)(0103)l—1(C204)z+j—k((jTMlH(dq1+,,.+qu).

On obtient donc 'estimation

- _ el +g—Fk)!
(17.5) (B i) gl < (C1C) 1) Uy—,)M<>

q1;--,9k

L’estimation du second terme est moins triviale. Il faut remarquer qu’'un terme (CEZ . f]’ ;i ))) J

provenant du produit AEZS(X)AE?;:::S:C))(X) s’écrit

(P1,5P1)\ (p1) (p2,--p1)
(1'7'6/> (C(Q17~~-,f1k))‘] - Z (a(m))H(a(fD,m,%))I'
H+I1=J

Et donc, compte tenu de I’hypothese de récurrence et du lemme 1.5, on a

(1.7.7/)
. — k)
|(C(p17-~-7pl)))J| < Z 0105(0103)1_1(0204)l+1_k (l+2 k)

(q15+5qK I’
H+I1=J

Z‘ q1 : qz T
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La convexité logarithmique de la suite M implique

(1.7.8") Mhy—dy 1 Mim1tiodg,—..—dg, < Mitith—(dg,+...+dg,)-
En utilisant (1.7.8’) et en remarquant que, pour tout i < 7,

(L+i=k) _ (I +)—k)

!
(1.7.9) E < 7 ,
on obtient ’estimation
l+75—k) _
(1.7.10") |(CEq ) | < CLCEH(O,04) ™ k(J].—‘)Mz+j—(dq1+...+qu) Z Crt.
’ H+I=J

En remarquant alors que l’équation hi+hs+...4+hs=ha (3%71) solutions entieres, la

série .7, Ci" devient >77_o (*T1)Cy ™. En remarquant alors que (*71) < sh

choisit Cy suffisamment grand pour que la série ZZ:(’) shC™ converge. 11 vient donc, si
on appelle C5 cette somme,

[+7—Fk)!
(L7.11) wm“>|<d@1wcﬁﬂ4—%rlwmﬂ%%ww%-

(q1semqx)/

On obtient en sommant les deux estimations (1.7.57) et (1.7.11)

ik (U +J — k)
j!

En choisissant alors C5 telle que C1C3 = 1 + C1C5, 'hypothese de récurrence est bien

vérifiée au rang [.

(L.7.12) [(agr ) ] < (C1Cs)' ™ (CoCl) Mgty ooty (1 + C1C)

Cas k=1
En remarquant que
(P1ye-5P1) _ glp1) (p2,--sp1)
(1'7'1//) A(qi ----- qzl) (X) - A(qi)(X)A(qj ----- qzl) (X)’

I’estimation s’obtient de maniere analogue a celle du second terme du cas précédent. <

1.8 THEOREME

Soient M = {M,},en une suite de réels strictement positifs vérifant (Hy) et (Hs).
Soit F(X1,...,Xs) = (F1(X),..., Fs(X)) dans (IK[[X]](M))* tel que F(0) = 0. On pose,
pour tout i = 1,...,s, d; = ord( 1), Soit A(X) = 3 cns as X7 un élément de K[[X]]
vérifiant (1.1.2). Alors la série Ao F appartient a IK[[X]](M).

Preuve. D’apres (1.3.1), si on note Ao F(X) = Z a; X7, on a la relation

JENS;
[J]=3

(1.8.1) [FUS TR

!
< |Z (a’gzll:::::é),i)))oa(ql ,,,,, an k!l
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On obtient, en utilisant les estimations du lemme 1.7 et (1.1.2),
(1.8.2)

l
0o, ] <00 T (C1C) (CoCh) TR = B)RIM— 4y, +. 4, ) CoMay, +..vd -
k=1 [lg,k]]

Ainsi, en tenant compte de la convexité logarithmique da la suite M, de I'inégalité triviale
(I — k)!k! < I! et en majorant le nombre de termes de la double somme par (2s)!, on a

(183) |l1' e ls!all,‘..,ls S l!(2801020304)lCOMl.

!
L. !

S (25—1)1. <>

Enfin, on obtient le résultat voulu en remarquant que
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Annexe D : Détails des calculs des exemples de la partie II.

1. EXEMPLE 3.5

On considére les séries formelles

g(X.Y) = My X"Y"et f(X,Y) =X +Y2.

n=0

1.1 On montre d’abord la relation

g X, Y)=f(X,)Y)n(X,Y)+r(X,Y),

avec
=2 > (D) Mo XY et 71 (X,Y) =Y (—1)" My, V"
k=1 n=0 e
On a
(X + Y2 Z Z M, n+k)X"Y”+3k 2
o oo k=1 n=0 e
= D2 (U T Mg XYL Y Y (1) M XY
kozol ’no:o() ]ggl ,,éo:O
— Z Z(_1)k—lM2n+2k72Xnyn+3k—3 1 Z Z k— My o XY 5
kozol no:ol . ookzl 0
- Z Z(_UkM?nJerXnYnJer + Z Z(—l)kflM%H%XnynJr%
k*O n=1 =1 n—0

— ZMQanYn + Z k lMgkY3k.

On en déduit aisément la relation cherchée.

1.2 On montre ensuite la relation

g(X,Y) = f(X,Y)g(X,Y) +r(X,Y),

avec o oo
— Z Z(_l)k—1M2n+4an+3k—lyn
k=1 n=0
et -
ra(X,Y) =Y (=1 (Man X¥" + My (o X¥ 1Y),
n=0
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De la méme maniere, on a

X + Y2 Z Z 4an+3k: lyn
k=1 n=0 -
BB S EUSIANEICES 3) USRS
kO:Ol nO:OO kozol nO:OO
- Z Z (=1)" Mg XY™ + Z Z(_1)k_1M2n+4k—4X"+3k_3Y”
k():ol n;[) koiol nO:<>2
= > DR Mo X"FY™ 43 7Y (= 1) My g XY™
k:l n:O =0 "2020
= Z XY™ 4+ Z k 1M4kX3k + Z(—l)k_lM4k+2X3k+1Y
k=1

On en déduit aisément la relation cherchée.

2. ’EXEMPLE 4.10

Soit la suite (uy)nen de réels tels que
up =0, u, = 0 pour tout entier p # 0[6] et ug, = Ms;,.

On pose alors g(X,Y) =>"77  ug, XY™

2.1 On montre d’abord la relation

g(X, Y) _ (X2 + Y3)(Z Z(_l)k—1u2n+6an+5k—2yn)
(4.10.1) k=1 n=0
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Ainsi, on a

XY DD X2 = 33 (1) g Xy

k=1 n=0 k=1 n=0

+ Z Z(— D Fugy, e X" HRY™

On en déduit aisément, en utilisant la forme de la suite {u, },en,

ZZ Mg ok, XTRTPY ) + XO( Z UGkX5(k_1) = Zuan"Y”
k=1 n=0 1 no:o3
= ) up, XY
n=0
2.2 On montre ensuite la relation
g(X,Y) = (X2+Y3) Z Z(_l)k71u2n+4anyn+5k73)
(4.10.4) - k=1 n=0
+ Z(_l) U4kY + Ugpt XY5k+1)
k=0
On a
(X2 + YS)(Z Z(—l)k_lu2n+4kX”Y"+5k_3)
o oo k=1 n=0 -
— Z Z(_1)kz—1u2n+4an+2yn+5k—3 1 Z Z(_l)k_1u2n+4anYn+5k
k)ozol nO:OO kO:ol ”O:OO
- Z Z<_1)k71u2"+4k*4XnYn+5k T+ Z Z(_l)kflu%ﬂkX"Y"”k
k:ozol no:02 . Ookzl =0
- Z Z(_l)ku2n+4anYn+5k + Z Z(_1>k_lu2n+4kX"Y”+5k
k0 n=2 k=1 n=0

= ZU%X”Y”+Z 1P (uarY ™ + g XY PR,

En tenant compte de la forme de la suite {u, }nen, on en déduit alors la relation (4.10.4).

La relation (4.10.8) n’est qu'un réarrangement de (4.10.4).
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Résumé. Soit M = {M,},en une suite de réels positifs logarithmiquement convexe.
On étudie les sous-anneaux ')y de anneau des séries formelles en s variables dont la
croissance des coefficients est controlée par la suite M. Sous de faibles hypotheses sur
M, on obtient, tout d’abord, des théoremes de composition. On apporte, par exemple,
une réponse A la question suivante. Etant donnée une application F dans (Tar)®, si
Ao F appartient a I'y;, a quelle classe I'y la série A appartient-elle? On établit ensuite
quelques propriétés algébriques de ces anneaux. On montre qu’étant donné un bon ordre
sur IN?, on peut diviser dans I'j; toute série par une famille finie fi,..., f, telle que les
quotients et le reste appartiennent encore a I'y;. Cela permet d’aborder des problemes
comme la division modulo un idéal, la noetherianité ou la platitude. On obtient aussi des
théoremes de préparation du type Malgrange. On étend également le célebre théoreme
d’approximation d’Artin.

Rings of formal power series defined by the growth of coefficients

Abstract. Given a sequence M = {M,},en of real positive numbers logarithmically
convex, we study subrings I'); of the ring of formal power series in s variables whose
coefficients satisfy growth conditions with respect to M. Under very few restrictive con-
ditions on M, we get in these rings composition theorems. We study the following prob-
lem. Given F in (I'y)®, if A o F belongs to I'y, which I'y does the series A belong
to 7 We also prove that, given a good order on IN°, we can divide any series in I'y; by
a finite family of series fi,..., f, in such a way that the quotients and the remainder
belong to I');. Then we discuss algebraic properties of I'; as division properties modulo
an ideal, noetherianity and flatness. We get preparation theorems of Malgrange type in
these rings. We also prove a version of Artin’s theorem.
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