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1. Introduction

Une version non commutative de la Géométrie, au sens de F.Klein
et S.Lie, consiste a envisager une classe d’algebres (les ”fonctions” sur
les espaces quantiques) sur lesquelles agissent des algebres plus par-
ticulieres (les ”fonctions” sur les groupes quantiques). Ces algebres
peuvent étre de différentes natures: la topologie et la théorie de la
mesure s’interpretent dans le domaine des algebres d’opérateurs par les
théories des C*-algebres et des algebres de von Neumann. Un célebre
théoreme d’André Weil [We] stipule que dans le cas des groupes, la
donnée d’une classe de mesure invariante ou celle d’une topologie de
groupe localement compact sont équivalentes. Dans une théorie con-
venable les aspects topologiques ou de théorie de la mesure des groupes
quantiques doivent se correspondre de maniere biunivoque: le point de
vue des C*-algebres et celui des algebres de von Neumann doivent donc
étre équivalents. Naturellement, cela ne peut étre le cas des espaces
quantiques.

La théorie de ce qu’on appelle aujourd’hui groupes quantiques lo-
calement compacts a débuté dans le cadre des algebres de von Neu-
mann. Une catégorie autoduale, moins vaste mais qui lui est iden-
tique en dimension finie: les algebres de Kac, a été mise en place
par G.Kac, L.Vainerman, M.Enock, J.M.Schwartz ([KaVal, [ES]). La
généralisation non commutative de la dualité de Pontryagin des groupes
localement compacts abéliens motivait ces recherches. Mes premiers
travaux se situerent a ce niveau.

2. Une version topologique des algebres de Kac [Vall].

Ma these donna une traduction, dans le cadre des C*-algebres, de la
catégorie des algebres de Kac et de Hopf von Neumann.

La transformation de Gelfand permet de confondre toute C*-algebre
commutative A, avec la C*-algebre Cy(Z) des fonctions continues, nulles
a I'infini, sur le spectre Z de A. On peut donc identifier les C*-algebres
aux "fonctions” sur un ”espace quantique localement compact”. Ainsi
toute structure supplémentaire sur la C*-algebre A correspond a une
structure nouvelle sur 'espace quantique localement compact associé
Z. Au niveau algébrique, un produit, un élément neutre, un inverse
sur Z, se traduisent, respectivement par un coproduit, une co-unité,
une co-involution sur A; au niveau analytique, une mesure de Haar
se traduit par un poids invariant a gauche sur A. Ces traductions
s’appuient, dans ma these, sur deux lemmes techniques, utilisant les
notions et notations de base des C*-algebres, leur produit tensoriel
spatial ®, et la théorie des poids; on peut les résumer ainsi:
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2.1. Lemme (0.2.6.) Si A, B sont deuzx C*-algébres et o est un mor-
phisme de A dans la C*-algébre M(B) des multiplicateurs de B, les
assertions sutvantes sont équivalentes:

i) a(A)B est normiquement dense dans B,

i) a posséde un unique prolongement & de M (A) vers M(B) qui soit
un homomorphisme tel que a(1ya)) = Ly(p) et pour toute partie X
de M(A), normiquement bornée, @ | X est continue pour les topologies
strictes de M(A) et M(B).

2.2. Lemme (0.3.5). Soit A une C*-algébre et ¢ un poids sur A,
fidéle normiquement semi-fini et semi continu inférieurement. On sup-
pose qu’il existe sur A un groupe 4 un parameétre oy, normiquement
continu dans les conditions KMS par rapport a ¢ et tel (o4)ier soit
une action continue de R sur A. Pour tout élément x de [’ensemble
Ny tel que (1@ 2)A+ A(l®@x) C A,et pour tout y dans Mg, N M7,
lélément (1Q9)(x*(1 @ y)) appartient a A.
Ce dernier lemme m’a amené a utiliser I’'objet suivant:

2.3. Définition. Soient A et B deux C*-algebres, on note M (A, B) =
{re M(A® A)/z(1® B)+ (1® B)x C A® B}
Grace a ces préliminaires, on peut poser:

2.4. Définition (0.2.13.) On appelle C*-algébre de Kac la donnée
d’un quadruplet (A,d, j, ¢), ou: A est une C*-algébre, d est coproduit,
i.e.un morphisme injectif : A — M(A, A) dans les conditions du lemme
2.1, tel que: (i®d)d = (d®i))d, j est une co-involution, i.e. un
antiautomorphisme involutif de A tel que (j ® j)d =<dj, ot ¢ désigne
la volte de A, ¢ est un poids sur A dans les conditions du lemme
2.2 tel que (1®P)d = @lyay, enfin: pour tous x,y dans Ny N MZ:
i((i@2)(d(z*) (1 ® y))) = (i®P)((L ® z*)d(y)).

Les C*-algebres de Kac traduisent, le passage d’une structure d’espace
quantique localement compact, a celle de groupe quantique localement
compact. Ceci est la conséquence du théoreme suivant:

2.5. Théoréme (3.6. et 3.8.) 1) Soit G un groupe topologique lo-
calement compact, muni d’une mesure de Haar a gauche dz, en no-

tant pour tous s,t dans G et f dans Co(G): da(f)(s,t) = f(st) ,
JolF)(s) = (), et pour [ > 0 walf) = [y f(2)de, on fait de
(Co(Q),dg, ja, pa) une C*-algébre de Kac commutative.

2) Réciproquement pour toute C*-algébre de Kac commutative (A, d, j, @),

le spectre de A peut-étre muni d’une structure de groupe topologique lo-
calement compact G et d’une mesure de Haar dz telles que la transfor-

mation de Gelfand réalise un isomorphisme de (A, d, j, p) sur (Co(G),dg, ja, va)
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Un exemple symétrique (¢d = d) d’algebre de Kac peut étre as-
socié a la C*-algebre de convolution C*(G). J’ai défini des notions,
d’action d’'une C*-algebre de Kac sur une C*-algebre, et de produit
croisé. J’ai montré qu’a toute action de la C*-algebre de Kac commu-
tative (resp.symétrique) associée a GG, on fait correspondre une action
?duale” de la C*-algebre de Kac symétrique (resp.commutative) sur le
produit croisé. Ceci me permit de généraliser le théoreme du double
produit croisé de Takai.

3. Le théoreme de A.Weil généralisé aux algebres de Kac
[EV1]

Mon étude s’intégrait dans les travaux qui ont précédé l'article es-
sentiel de S.Baaj et G.Skandalis [BaSk], qui, reprenant des idées de
Stinespring, résumerent toutes ces structures ainsi que leur dualité en
un seul unitaire multiplicatif. En particulier, ils répondirent a une des
questions laissées ouvertes par mon article: pour toute algebre de Kac

~

K= (M,T,k,p), la C*-algebre C*(\), engendrée par la représentation
de Fourier de M,, est une sous C*-algebre faiblement dense de M
telle que (C* (), Fiee 6yr e (3 @) (4y) Soit une C*-algebre de Kac. La
réciproque a été montrée dans mon deuxieme article, en commun avec
M.Enock [EV1]. Dans notre cadre le théoreme de A.Weil reste vrai.

Ce résultat, précisant les axiomes des C*-algebres de Kac, nous a
permis de définir dans cette catégorie une dualité qui étend celle des
algebres de Kac et échange Cy(G) et C*(G). Dans ce cadre, pour toute
C*-algebre de Kac (A, d, j, p), nous avons construit une algebre de Kac
associée grace a la représentation de Gelfand Naimark Segal du poids
Q.
Une C*-algebre de Kac (A,d, 7, ¢), doit ici étre simplifiable, i.e.
I'ensemble des éléments d(a)(1 ® b), avec, a,b dans A, est total dans
A, et pour tout t dans R: 0,5 = jo_;. Cette axiomatique permet de
prolonger de maniere unique le coproduit d, la co-involution j et le
poids ¢, en des applications ', k et un poids P, sur ’algebre de von
Neumann M de la représentation GNS du poids ¢, de facon que le
théoreéme suivant soit vrai:

3.1. Théoréme (4.3.1)(5.1.3)(5.2.1)(5.2.2). Le quadruplet K = (M, T, K, )

est une algebre de Kac; de plus, si C*(\) désigne la C*-algébre de
la. représentation de Fourier de M,, (A,d,j, ) est égal a (C*(A),T |
C*(\), k| C*(N), % | C*(\). La catégorie des C*-algébres de Kac et
celle des algebres de Kac sont équivalentes.
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4. Des algebres de Kac aux groupes quantiques localement
compacts

Parallelement, illustrant, dans [Wol] et [Wo2], sa théorie des pseudo-
groupes compacts matriciels, d’exemples significatifs comme S,U(2),
S.L. Woronowicz montra, ainsi, I'insuffisance de algebres de Kac, car
celles-ci sont munies d’'une antipode involutive. De plus, en constru-
isant au niveau des C*-algebres, une déformation quantique du groupe
des déplacements du plan E,(2) [Wo3], il donna le premier exemple
non trivial de groupe quantique localement compact, non compact, de
la géométrie non commutative. En particulier, cet exemple permit a
S.Baaj [Ba] de prouver que le caracteére involutif des algebres associées
a un unitaire multiplicatif ne se résume pas a la notion topologique de
régularité normique. S.L..Woronowicz dégagea une notion tres générale
d’unitaire multiplicatif " manageable” [Wo4]. Dans 'approche la plus
récente, ([KusVal], [KusVa2], [Vas]), les groupes quantiques localement
compacts sont définis a partir d’une algebre de von Neumann, d’un co-
produit, et de deux poids invariants, un a gauche, I’autre a droite, cette
donnée permet de construire un unitaire multiplicatif "manageable” et
contient tous les exemples connus, en particulier le groupe az+b [WoZa]
[Van3].

La théorie des groupes quantiques localement compacts n’est pas en-
core achevée car dans le cas des groupes localement compacts I’existence
d’une mesure de Haar est un théoreme. Elle est cependant démontrée
dans un certain nombre de situations étudiées par A.Van Daéle comme
les cas compacts [Vanl] ou discrets [Van2).

5. Des groupes quantiques aux groupoides quantiques
([Val2], [Val3]).

La donnée d’une géométrie nécessite ’existence d’un groupe, mais
aussi d’une action de ce groupe sur un espace, ceci se résume en une
seule structure: celle de groupoide associé a un groupe de transforma-
tion ([R] example 1.2.a). Les groupoides sont les petites catégories aux
fleches toutes inversibles, cette définition est si simple qu’ils apparais-
sent dans bien des branches des mathématiques ([Br]). La généralisation
aux groupoides des algebres d’opérateurs associées aux groupes, est
due, dans le cadre mesuré a G.W.Mackey [Mac| et P.Hahn [H2]. La
construction d’exemples de facteurs de type différent de II et leur
lien a la théorie ergodique motivait ces études. Dans ce contexte,
'existence d’'une mesure de Haar est un théoreme.[H1]. Considérant
des groupoides topologiques localement compacts, J.Renault a défini
de telles structures au niveau des C*-algebres [R1].
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Il était donc naturel d’envisager la double généralisation des groupes
quantiques et des groupoides dans une catégorie plus vaste qu’on pour-
rait appeler groupoides quantiques. Nous nous sommes donc fixés
cet objectif, en collaboration avec M.Enock, M.C.David L.Vainerman.
C’est T.Yamanouchi qui, le premier, a envisagé, en dimension finie
une telle généralisation [Y1], il a de plus exhibé en dimension infinie
le coproduit symétrique associé a un groupoide [Y2] mais ce caractere
symétrique masquait le fait qu’il considérait en réalité un bimodule et
non un simple module.

Cette partie, qui résume les deux articles suivants, a pour but de
décrire les structures généralisant les algebres de Hopf von Neumamn,
qu’on peut définir a partir d’'une vaste classe de groupoides L’idée du
passage aux groupoides est de ne plus considérer des algebres mais des
bimodules sur une base, ce qui correspond au fait qu’un groupe est un
groupoide pour lequel I’espace des unités est réduit a un singleton. Le
coproduit doit ici satisfaire des conditions de compatibilité d’ou le nom
de bimodule de Hopf donné dans le premier article.

Nous avons opté pour une version mesurée car la théorie spatiale
développée par A.Connes et J.L.Sauvageot [C], [S1], [S2], [S3] permet de
définir des notions adéquates de produit tensoriel fibré, au dessus d’une
algébre de von Neumann (la base), d’espaces hilbertiens, d’algebres
de von Neumann, ou de morphismes normaux. En particulier, si N
est une algebre de von Neumann commutative, et si s, sont des ho-
momorphismes normaux, fideles et préservant 'unité, de N dans des
algebres de von Neumann M et P respectivement, alors ces dernieres
sont des N-modules (indifféremment & gauche ou & droite ici); on peut
ainsi donner un sens a M %, P. Si ¢ : My — Qy.et ¢': .P —,R sont
deux homomorphismes ou deux antihomomorphismes normaux et non
dégénérés, respectant les structures de modules, on peut définir un pro-
duit fibré: ¢*,.¢" : M. P — @Qux,R. De méme peut-on définir une
volte ¢ : Mx,P — P,x,M. Enfin, si T est un poids opératoriel au
sens de U.Haagerup de P* dans I’extension positive de s(N), il existe,
pour toute forme positive normale sur M, un poids produit fibré w*, T,
normal sur M %,.P. Il faut noter que, contrairement aux algebres de
von Neumann, le produit tensoriel fibré de modules hilbertiens dépend
d’un poids sur la base .

5.1. Définition. 1) On appelle bimodule de Hopf von Neumann, la
donnée de tout quintuplet (N, M,s,r,T'), ot M désigne des algébres
de von Neumann, s;r respectivement une (anti)-représentation et une
représentation fidéle non dégénérée de N dans M, dont les images
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commutent, et le coproduit I' : M — M k.M un homomorphisme nor-
mal injectif respectant les structures de bimodule et tel que:(Tgx,i)T =
(155, )T

2) Si (N, M, s,r,T) est un bimodule de Hopf, on appelle co-involution,
tout anti-automorphisme de M tel que 52 = Idyy, jor = s,et g(jx.J)T =
['oj.

3) On appelle poids de Haar sur (N, M, s,r,T'), tout poids opératoriel
P de M* dans ’extension positive de r(N) tel que pour toute forme
positive normale sur M: (wgx,P)oT =T o P.

Dans le premier article [Val2], j’exhibe deux telles structures pour
tout groupoide G localement compact, o-compact, muni d’un systeme
de Haar {\*,u € G°} et d'une mesure p quasi invariante sur G°,
d’intégrale v = fGO A%dp. Dans ces conditions, on peut, comme dans
le cas des groupes, construire deux algebres de von Neumann sur H =
L?*(G,v),'une est L°°(G, v) opérant par multiplication et Pautre, £L(G),
opere par convolution. Les deux algebres ont des structures de bimod-
ule de Hopf co-involutif sur la méme base L>°(G°, 11). Je montre aussi
I’existence de poids opératoriels de Haar qui généralisent, au cadre des
groupoides les mesures de Haar et de Plancherel.des groupes. Enfin je
caractérise en dimension finie les groupoides en tant qu’objets commu-
tatifs de cette théorie.

Dans la continuation du premier, le second article [Val3] a pour but
de généraliser 'approche de S.Baaj et G.Skandalis et en particulier les
unitaires multiplicatifs. En utilisant a nouveau la théorie spatiale, j’y
exhibe, toujours dans le cas des groupoides, un unitaire entre deux
produits tensoriels fibrés de bimodules hilbertiens. En particulier les
applications source et but conferent & H = L*(G,v) deux structures
de module (H,s) et (H,r), les produits tensoriels fibrés H ,®, H et

m

H ,®, H s’identifient & des espaces L*(G?.,v2) et L*(G?.,v2). En

rr Yrr sty Ysr

I
posant pour tout & dans H ;®, H et pour 12, presque tout (z,y):
I

VG(&) (‘7“7 y) = g(fL', x_ly)

on définit un unitaire de H ;®, H sur H ,®, H qui vérifie des relations
1 p
de compatibilité a r et s, et la relation ”pentagonale” suivante:

(T‘VG®7‘1)((ET‘,8)T‘®7‘1)(1T®SVG)((ES,T‘)T‘®7‘1)(18®T‘VG) - (1r®rVG)(VGs®r1)

ou la notation ¥;; désigne la réflexion naturelle de produit tensoriel,
qui renverse les structures de module, ce qui justifie I'existence de

(Ve®,1)((Srs),@01).
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On met en place des outils techniques permettant, a partir de cet
unitaire, de retrouver toutes les structures décrites dans le premier
article. En utilisant une généralisation d’une idée de D.Voiculescu, on
étend un théoreme, da a H.Leptin [Le| sur les groupes, en caractérisant
sous différentes formes I’éventuelle moyennabilité du groupoide au sens
de C.Anantharaman et J.Renault [AR]. En particulier, si A(G) désigne
’algebre de Fourier de G au sens de J.Renault [R2], on a:

5.2. Théoreme. Le groupoide G est moyennable si et seulement si
['une des conditions suivantes est vérifiée:
i) il existe une file {&} de vecteurs p-bornés pour r, au sens de la
théorie spatiale, telle que pour tout vecteur n dans H, la file ||n,®, & —
n

Va(n s®, &) tend vers 0,

I
ii) Ualgébre A(G) posséde une unité approchée pour la norme du

prédual de L(G), positive et qui est dans la boule unité de A(G).
Cette approche était partielle puisque la base L>°(G?) est commuta-

tive, I’étude du cas général s’est faite en collaboration avec M.Enock.

6. Groupoides quantiques associés aux inclusions de
profondeur deux d’algébres de von Neumann. [EV2].

De fait, si la base N n’est pas abélienne, quitte a considérer la base
opposée N°, i.e. N munie de la multiplication inversée, on peut tou-
jours se ramener a des modules a gauche; ainsi dans ce cadre, on
généralise les outils techniques de ’article précédent.

Suivant des travaux initiés par A.Ocneanu, M. Enock a étudié une
vaste classe d’inclusions d’algebres de von Neumamn. Il s’agit des
inclusions: My C M, de profondeur deux, irréductibles au sens ou
le commutant relatif de M, dans M; est trivial, et munies d’un poids
opératoriel régulier ([E1l], [EN]). Dans cette situation, et en notant
(M;)i=0,2... la construction de base de J.F.R Jones ([J]), il a exhibé un
unitaire multiplicatif "manageable” au sens de Woronowicz qui génere
sur M{NMs et M{NMs; des structures de groupes quantiques localement
compacts au sens de Vaes et Kustermans.

L’idée qui sous-tend notre article est que, dans le cadre plus général
ou MjnN M, n’est pas réduite aux scalaires, cette algebre joue le role de
base pour des structures comparables a celles que j’ai mises en place
dans le cadre des groupoides. En munissant M) N M; d’un poids n.s.f.f.
X, la méme démarche que dans [EN], permet de construire un espace
hilbertien $, une représentation « et deux anti-représentations [3; B de
N = (M} N M;)° sur §, normales fideles non dégénérées et d’images
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commutant deux a deux, ainsi qu’un unitaire W de ﬁ3®a5§ sur .39
N Ne
Cet unitaire a les propriétés suivantes:

6.1. Proposition (5.5.) Pour tous n,n’ dans M, N M, on a:

~

W (B(n) 3@« () = (B(n) «®3 B(n)W,

NO
W(a(n) 304 B(n')) = (B(n') a®p a(n))W,
N Ne
de plus, W vérifie la relation “pentagonale” suivante:

(W a®p 15)(0y a®p 15) (15 a®p W)oaye (1 39 oy ) (L 39 W) =
No No Neo N N

= (15 a®5 W)(W ;®q 1)
No N

Une des difficultés techniques de cette derniere formule est 'emploi

de deux réflexions, I'une est o, : $ Q5 H — H Q4 H, et Vautre, 090,

X X°
"fait tourner” autour du deuxieme produit tensoriel: ) 5®a 9 sRa H
X° X°
sur 9 ,®z (H 4®a $), ou la parenthese signifie que 3 agit sur la jambe
X o

droite de $ B@i $. Nous avons appelé unitaire pseudo-multiplicatif
tout unitaire ée ce type.

Nous avons ainsi généralisé a ce cadre les constructions de Baaj et
Skandalis, en montrant que les ”jambes” gauche et droite de tout uni-
taire pseudo-multiplicatif possedent naturellement des structures de
bimodules de Hopf suivant la définition 5.1 1) généralisée. De plus, on
définit également une notion d’action de bimodule de Hopf, de produit
croisé et d’algebre de points fixes.

Donc W confere a M{N M, et M{NMj (en fait leur commutant dans
une représentation fidele a valeurs dans ) des structures de bimodules
de Hopf. De plus, au cran suivant de la construction de base, on
obtient pour un commutant de M) N M, une structure de bimodule de
Hopf isomorphe a celle du commutant de MjnN M,. Enfin, on montre
I'existence d’une action du bimodule de Hopf sous-jacent a M| N M;
sur M, telle que M, soit I'algebre des points fixes et M, le produit
croisé.

Dans cet article [EV2], nous montrons qu’un unitaire pseudo-multiplicatif

en dimension finie pour une base munie d’une trace adéquate, s’identifie
a une isométrie partielle multiplicative ayant, en un certain sens, une
base. La structure de bimodule de Hopf s’exprime alors beaucoup plus
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simplement. Il faut noter que cette propriété ne s’étend pas dans le
cas général en dimension quelconque. L’étude de la dimension finie a
été mon plus récent travail de recherche. Elle a fait I’'objet d’un article
[Val 4] et d’une étude complémentaire en cours d’élaboration [Val5].

7. Groupoides quantiques finis[Val4][Val5]

Une premiere généralisation, dans la direction des groupoides, des
algebres de Kac de dimension finie a été 'oeuvre de T.Yamanouchi
[Y2]. Sa démarche consistait & reprendre I’axiomatique des algebres de
Kac en n’imposant pas que le coproduit soit unitaire. Il obtient alors
une catégorie autoduale dont les objets commutatifs caractérisent les
groupoides finis. Cette démarche a 'inconvénient d’imposer une an-
tipode involutive. Or, dans ce cadre, et contrairement aux .groupes
quantiques de dimension finie, cette propriété n’est pas nécessairement,
vraie. Des physiciens théoriciens G.Bohm, F. Nill, et K.Szlachanyi
([BoSz1],[BoSz2], [BoSz3|, [BoSzNi] ), ont montré que, dans une catégorie
plus vaste appelée C*-algebres de Hopf faibles (ou groupoides quan-
tiques finis), il existe des exemples tirés de la théorie conforme des
champs, pour lesquels 'antipode n’est pas involutive. On peut noter
un "tour d’horizon” (survey) sur cette question da a Dimitri Nikshych
et Leonid Vainerman [NV2]. Il était donc important de préciser les liens
de cette théorie avec la notre. L’idée de base, ici, est que la théorie spa-
tiale s’interprete facilement en dimension finie, il s’agit essentiellement
de réduction.

Considérons une algebre de von Neumann N de dimension finie, s
une anti-représentation et r une représentation fidéles et non dégénérées
de N dans des espaces hilbertiens de dimension finie §) et K respective-
ment. Alors, en notant trg la trace canonique non normalisée de K et
T = trg or, il existe un projecteur ey de s(N) ® r(N) et un isomor-
phisme isométrique de $) ;®, $ sur e;.(H® H) . Ceci explique pourquoi

-
le coproduit des C*-algebres de Hopf faibles s’exprime a 'aide du pro-
duit tensoriel ordinaire, 'image de 1 par ce coproduit est le projecteur
associé a la réduction.

Il s’agit des lors, d’étudier des isométries partielles multiplicatives en
dimension finie ayant une base au sens de la définition suivante:

7.1. Définition. Avec les notations qui précédent, si I : H R H —
HRH est une isométrie partielle, on dira qu’elle est multiplicative quand
Io113153 = Is3li5. On appelle base de I, tout triplet (N,a,ﬁ,B) ol o
est une représentation, et B,B sont deux anti-représentations, toutes
trois fidéles non dégénérées de N dans $); on doit supposer aussi que
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treoa =trgof3 =trgo B, que leur images commutant deux a deuz, et
qu’on a:
1) €4, €l €ap sont respectivement le projecteur initial et final de T

2) pour tous n,n' dans N: (6(n) @ ()T = I(B(n) ® B(n)) et

~

(6(n) @ a(n')I = I(a(n) ® B(n)).

En reprenant la démarche de S.Baaj et G.Skandalis, on obtient:

7.2. Proposition. Awvec les notations de la définition 7.1, les sous en-
sembles S et S de L(9) définis par S = {(w ® i)(I)/w € L(H),} et
S ={((i®w)(I)/w € L($),}, en sont des sous algébres non dégénérées.
FElles sont involutives (donc des C*-algébres si et seulement si elles
sont régulieres, c’est a dire: a(N) ={(i@w)(X])/w € L(9H).}, ot &
désigne la réflexion naturelle de H ® $H. Si I est réguliere, S et S ont
des structures de C*-algébres de Hopf faibles en dualité.

Du fait de I'emploi d’une trace 7 sur N, on n’obtient pas toutes les
C*-algebres de Hopf faibles, mais celles dont I’antipode est involutive
sur des sous algebres canoniquement associées. Réciproquement par-
tant d’'une C*-algebre de Hopf faible, dans les conditions qui précedent,
la représentation GNS du poids de Haar associé, permet de construire
une isométrie partielle multiplicative, ayant une base et réguliere, qui
la génere

En conséquence d’un article de M.Enock [E2], les isométries partielles
multiplicatives qui proviennent d’inclusions sont régulieres. Ceci me
permet, d’affirmer, avec les notations du paragraphe 6, que si M, C
M; est une inclusion d’algebres de von Neumann en profondeur deux,
dotée d’un poids opératoriel régulier de groupe modulaire identique. et
telle que M{ () My est de dimension finie, alors M} (| M, possede une
structure de C*-algebre de Hopf faible; ceci généralise un théoreme de
D.Nikshysh et L.Vainerman [NV1]. Poussant plus loin la généralisation
de la construction de S.Baaj et G.Skandalis, je mets en évidence une
notion de vecteur fixe ( ou cofixe) et ses liens a la régularité et a la
mesure de Haar normalisée. Enfin je caractérise les isométries partielles
multiplicatives associées aux groupoides finis et donne, en fin de I'article
[Val4], des exemples pour illustrer la difficulté de la normalisation des
vecteurs fixes.

Dans 'article en préparation [Val5], mon objectif est de généraliser
les travaux de S.Baaj, E.Blanchard et S.Skandalis sur les sous ob-
jets des unitaires multiplicatifs en dimension finie [BBS]. Je précise
les liens entre 'existence d’une unité pour S et celle de vecteur fixe
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normalisé. Je montre qu’on peut transformer, par réduction, ampli-
ation et isomorphisme, une isométrie partielle multiplicative réguliere
en une forme irréductible dans un sens généralisant la définition 6.2
de [BaSk]. Je prouve, pour cette forme irréductible, une propriété de
multiplicativité a coefficient de ’espérance conditionnelle canonique de
L($) sur la base; le cas d’'une antipode involutive (cas Kac) est car-
actérisé par le fait que ce coefficient vaille un. Je montre que I'isométrie
partielle est entierement caractérisée par les deux C*-algebres de Hopf
faibles associées, les espaces de vecteurs fixes et cofixes et un coefficient
valant un dans le cas Kac. Enfin je caractérise les C*-algebres de Kac
faibles en dualité opérant dans le méme espace de Hilbert et sous forme
irréductible a 1’aide de la propriété de multiplicativité de I’espérance
conditionnnelle canonique sur leur intersection.

8. Perspectives

Dans un premier temps il s’agira de finaliser le projet d’article [Val5].
En particulier, on peut espérer étendre au cas général la caratérisation
des C*-algebres de Kac faibles en dualité et sous forme irréductible.
Enfin on peut envisager de déterminer une correspondance d Galois
entre les sous algebres (de von Neumann) intermédiaires d’une inclusion
et un équivalent des pré-sous-groupes.

En dimension finie, ’étude globale de la régularité reste a faire, elle
est liée a la connaissance de la mesure de Haar normalisée et son ex-
pression en fonction de I’'isométrie partielle.

Dans le cas général, il faudra caractériser les groupoides localement
compacts en termes d’unitaires pseudo-multiplicatifs commutatifs, ce
qui est la réciproque des articles [Val2] et [Val3].

Franck Lesieur prépare une thése a I’Université d’Orléans sous la
direction de M.Enock, sur la généralisation a notre cadre du point de
vue développé par S.Vaes et J.Kustermanns. A partir d’'un bimodule
de Hopf muni de deux poids opératoriels invariants a gauche pour I'un
et a droite pour l'autre, il construit un unitaire pseudo-multiplicatif
dont une des jambes le génere. Cette axiomatique fournit ainsi un
bon cadre pour obtenir une dualité.dans une catégorie qu’on pour-
rait appeler groupoides quantiques mesurés. Dans ce cadre général on
peut aussi envisager une correspondance de Galois pour les facteurs
intermédiaires et généraliser le travail de L.Vainerman et D.Nikshych
[INV3].

Un autre axe de travail est également celui de la version topologique
de ces structures, i.e. dans le cadre des C*-algebres. On peut noter
au passage que L£(G) n’est pas, en général, central: rg(L>(G°)) n’est
pas dans son centre sauf si rg = sg comme dans le cas des champs
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de groupes, une version topologique de ces structures nécessiterait
de s’affranchir du caractere central, en généralisant par exemple les
travaux de E.Blanchard [Bl].
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