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INTRODUCTION

Cette thése est consacrée a I'étude de la géométrie des groupes de Lie symplec-
tiques notamment les structures géométriques invariantes a gauche.Comme thémes
principaux nous nous intéréssons a 1’étude :

e de la géométrie de certains groupes de Lie symplectiques exacts qu’on appelera
par la suite groupes de Lie-Frobénius

e de la géométrie des groupes de Lie nilpotents de dimension 6

e des transformations affines d’un groupe de Lie symplectique de dimension 4.

Un groupe de Lie G est dit symplectique s’il admet une structure symplectique in-
variante & gauche c’est-a-dire une 2-forme différentielle fermée invariante & gauche
dont le rang est égal a la dimension de . L’algebre de Lie d’un tel groupe sera ap-
pélée par abus de language algébre de Lie symplectique (voir [MR2]). Soit (G,w™)
un groupe de Lie symplectique muni d’une forme symplectique (invariante & gauche)
tel que wt = da™ ou at est une 1-forme invariante & gauche sur l'algébre de Lie G
de G ; un tel groupe sera dit symplectique exact ou de Lie-Frobenius .

Les résultats que I'on obtient dans le cadre des groupes de Lie-Frobénius constituent
une extension des résultats obtenus sur les groupes de Lie symplectiques ou kéhlé-
riens ( voir [DM1]|,[DM2|,[DM3]|,[MR2]).

On se propose de faire de la géométrie sur ces groupes de Lie.

Ce travail va donc se décomposer en trois chapitres :

Dans le chapitre 1 nous étudions la géométrie de certains groupes de Lie-Frobénius
plus précisement les groupes de Lie du type G, ,(K) = M,, ,(K) x GL(K") produit
semi-direct du groupe additif des matrices & n lignes et p colonnes M, ,(K) et du
groupe GL(K") ; en désignant par G, ,(K) I’algébre de Lie de G, ,(K) identifiée dans
la suite & son espace tangent en son élément neutre € et G, (K) I'algébre de Lie duale
on munit ce groupe d’une structure symplectique invariante a gauche définit par la
2-forme w* := da™ ot a € G; (K) est & orbite ouverte et a* est la 1-forme inva-
riante & gauche sur G, ,(K) avec n = kp, p > 1. Nous montrons l'existence de deux
feuilletages lagrangiens transverses, a feuilles affines fermées, invariantes a gauche
sur ces groupes ( Théoréme 1.4.2 ) | ceci implique, compte tenu d'un résultat da
a Hess (|He|), que G, ,(K) est muni d’une connexion symplectique a torsion nulle,
invariante a gauche ( Corolaire 1.4.3 ). Si n > p ( resp. n = p), nous décrivons
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G p(K) (resp. Gy, (K) ) comme double extension symplectique, au sens de [DM2],
du groupe de Lie symplectique G,,—, ,(K) (resp. G, 1(K)) ( Proposition 1.5.4). Enfin
nous traitons quelques exemples pour illustrer ces résultats.

Soient (G,w™) un groupe de Lie symplectique d’algébre de Lie g , H un sous groupe
de Lie de G, d’algebre de Lie H et Ly l'action a gauche de H sur G définie par :
Ly (h,0) = ho pour tout h € H et pour tout ¢ € G. On note F le sous fibré de TG
tangent aux orbites de Ly , et F'* son orthogonal symplectique . Il est évident que
Ly est une action symplectique de plus F* est complétement intégrable et si H est
distingué, F* est invariant & gauche et la feuille de F* passant par I’élément neutre
est un groupe de Lie de G.

Dans le cas ot GG est connexe simplement connexe, ’action Ly admet une application
moment Jy définie par :

JE . G — H*
o+— J(o)=10Q(0)

ou () est le cocycle de G relativement a la représentation coadjointe associée au
1-cocycle de g dans g*, x — w(x,) et ou ¢ est 'inclusion canonique de H dans
g. Jy est équivariant pour l'action Ly et l'action affine @ de H sur H* définie
par : ©(0,8) = Q(0) + Ad;_,(€). Ju est une submersion et le feuilletage F* est
un feuilletage simple dont les feuilles sont les composantes connexes des fibres d'un
moment de Lyg.

Si H est connexe distingué et fermé alors J;'(0) est un sous groupe de Lie de G et
le sous groupe d’isotropie en 0 pour I'action @ coincide avec H () J;'(0).

la variété H\ H* est alors un groupe de Lie symplectique.

Dans le chapitre 2 on traite le cas particulier des groupes de Lie symplectiques de
dimension 6 ; nous explicitons la connexion linéaire plate V, associée a la structure
symplectique invariante a gauche sur ces groupes, donnée par la formule

wt (VaryT, 27) = =t (y7, [27,27]).

nous distinguons quelques groupes de Lie qui admettent un couple de feuilletages
lagrangiens transverses invariants a gauche (Théoréme 2.4.1.1) et montrons que tous
les groupes symplectiques nilpotents de dimension 6 admettent une structure affine
symplectique invariante a gauche c’est & dire une connexion symplectique a courbure
et torsion nulles invariante a gauche (Théoréme 2.4.2.4). Nous revisitons ensuite la
notion de double extension symplectique au niveau des groupes de Lie simplement
connexes nilpotents en mettant en évidence ’application moment et les suites qui la
décrivent. Enfin nous donnons des exemples de structures simplectiques sur certains
de ces groupes de Lie symplectiques nilpotents et signalons l'existence des réseaux
dans tous ces groupes. Ce qui nous fournit des exemples de nilvariétés symplectiques
compacts ayant une trés riche géométrie.
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Enfin dans le chapitre 3 on étudie les groupes de Lie symplectiques de dimension
4 et la géométrie des groupes de Lie doubles en mettant en évidence leurs structures
affines et leur structure complexe. Parmi ces groupes de Lie symplectiques de dimen-
sion de 4 nous distinguons ceux qui admettent un couple de feuilletages lagrangiens
transverses . Nous entammons ensuite I’étude du groupe de transformation affine
d’un groupe de Lie symplectique (affine) de dimension < 4 en explicitant les auto-
morphismes de leurs algebres symétriques a gauche.
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Chapitre 1

Géométrie de certains Groupes de
Lie-Frobenius

1.1 Introduction.

Soit G, ,(K) = M, ,(K)xGL(K") le groupe de Lie produit semi-direct du groupe
additif des matrices a n lignes et p colonnes M, ,(K) et du groupe GL(K™), I'action
se faisant au moyen du produit matriciel, et G, ,(K) son algébre de Lie identifiée
dans la suite a 'espace tangent a G, ,(K) en son élément neutre .

Il est montré dans [Ra| que il existe des orbites ouvertes pour la représentation
coadjointe de G, ,(K) si et seulement si n = kp, p > 1. Désormais nous supposons
que n vérifie cette condition.

Si a € G} (K) est a orbite ouverte et a est la 1-forme invariante a gauche sur
G p(K) définie par o, la 2-forme w™ := da™ est une forme symplectique invariante
sur Gy, ,(K). Dans ce travail nous étudions la géométrie du couple (G, ,(K),da™)
que nous appelons groupe de Lie-Frobenius ou groupe de Lie symplectique exact.
Nous prouverons, parmi d’autres , les résultats suivants :

o Il existe deux feuilletages lagrangiens transverses, a feuilles affines fermées, inva-
riantes & gauche sur G, ,(K) ( Théoréme 1.4.2 ). Ceci implique, compte tenu d'un
résultat da a Hess (|He|), que G, ,(K) est muni d’une connexion symplectique a
torsion nulle, invariante a gauche.

e Sin > p (resp. n = p), le groupe G,,—,,(K) ( resp. G,,1(K) = K" x GL(K") )
est la réduction symplectique de orthogonal symplectique (M, ,(K))* de M, ,(K)
dans G, ,(K) (resp, dans G, ,(K)).

Réciproquement G, ,(K) (resp. G, »(K) ) est double extension symplectique, au sens
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de [DM2|, du groupe de Lie symplectique G,_,,(K) (resp. G,,1(K)) ( Théoréme
4.1).

Ce travail généralise plusieurs résultats connus pour le groupe affine classique G,, 1 (K)
(|IBMOJ,|Dj]). En particulier le Lemme 1.2.1 et le Théoréme 1.3.5 montrent qu’il y
a une unique structure symplectique invariante a gauche sur G, ,(K) (|Dj|,[Ag]).
Pour completer cette introduction rappelons qu’un groupe de Lie symplectique
(G,w™) posséde une structure affine donnée par la connexion (sans courbure ni
torsion ) invariante & gauche V définie pour z, y, z dans 7.(G,,,(K)) par

(1) W (Vay™ ") = —wh(y", [27,27])

ou x",désigne le champ de vecteurs invariant a gauche associée a z. On dit alors que
le couple (G, V™) est un groupe de Lie affine. Dans ce cas le produit zy = (V, y*)
sur G est (& associateur ) symétrique a gauche et il vérifie la condition zy—yx = [x, y].
Cette structure joue un role central dans notre étude.

1.2 Structures symplectiques invariantes a gauche
sur les groupes de Lie G, ,(K).

Dans la suite G, (K) désigne le groupe des transformations affines de 1’espace K"
ou K =R ou C et G,(K) est son algébre de Lie. Par analogie, nous notons G,, ,(K)
le groupe produit semi-direct M,, ,(K) x GL(K") et G, ,(K) = M, ,(K) x gl(K"),
son algébre de Lie. On suppose dans la suite n =kp, k> 1let p>1
Il est clair que le groupe G, 1 (K) est isomorphe au groupe des transformations affines
de K". Etant donné que H?*(G, ;(K),K) = 0 (voir [MR2]) toute 2-forme alternée
invariante a gauche sur G, 1(K) est invariantement exacte.

Ce résultat se généralise a G, ,(K) de la fagon suivante :

1.2.1 Lemme. Toute forme symplectique invariante sur G, ,(K) est exacte.

Preuve. Si k =p=1; G est isomorphe a G,(K) et le résultat suit.
Supposons k ( ou p) supérieur a 1 et considérons w € Z*(G,,,K) = 0 ou G,, =
M, »,(K) x gl(K™). Nous avons donc

?{w([a, b],¢) =0 pour tout a,b,c dans G, ,, (*).

ou § désigne la somme cyclique .
Si on prend a = (z,u), b = (y,v) et ¢ = (O, Id),
l'identité (*) implique w(z,y) = 0 pour tout =,y € M, ,, et par conséquent

w(z,b) + w(a,y) = w(l,uy — v + [u,v]).
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Ce qui est équivalent &
w(a,b) =w(l,uy —vz) = =4F(a,b) avec [ =w(l,-) [ |

N.B. En fait, pour tout algébre de Lie G ayant un élément a telle que ad, est
un projecteur de G, on a H%*(G,K) = 0.

Remarque 1. L’application

My (K) x gl(n) — (My(K) x gl(n))"

(H, M) — a(H,M)

définie par
ammy(N, V) =tr(N.H) +tr(M.V)

est un isomorphisme K-linéaire.

Compte tenu de la remarque, dans la suite l'espace dual G} , de G, est identifié a
I'espace M, ,,(K) x gl(n) .

Se donner une 2-forme fermée invariante a gauche sur G, ,(K) revient donc a se
donner une forme linéaire a sur G, ,(K). La 2-forme da™, ou a' désigne la 1-forme
invariante a gauche définie par «, est symplectique si et seulement si « est a orbite
ouverte sous la représentation coadjointe de G, ,(K). Le résultat suivant décrit les
représentations coadjointes de G, ,(K) et de G, , quand on regarde G;; (K) comme
ci-dessus, en découpant les matrices en blocs carrés d’ordre p.

1.2.2 Lemme. Les représentations coadjointes ad* de G, ,(K)et Ad* de G, ,(K)
sont décrites avec des notations évidentes par les formules suivantes :

(1) adfy ,,(H,N) = (—H.u, [u, N])
(i) adf, o (H,N) = (0,2.H)

(i) Adjy ) (H,N) = (HU ', UNU™Y)
(iv) Adly 1y (H,N) = (H,N + X.H)

ce qui implique Ad?X,U)(H7 N)=(HU ' UNU'+ XHU)

Preuve. Utilisons le plongement canonique de Gy, ,(K) dans GL(K"*?); le pro-
duit des matrices s’effectuant par blocs d’ordre p. On a alors le produit dans G, ,(K)
qui s’exprime par la formule :

(X,U) - (X’,U’) - (UX’ +X, UU’)
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L’algebre de Lie G, ,(K) s’identifie a

((53). wenon vemis)

ol les O désignent les matrices blocs de tailles respectives p X n et p X p formeés de
zéros, muni du crochet de Lie définie par

[(ZL‘, u)7 (ya U)] = (uy — v, [u7 U]) :

Son algebre de Lie duale d’identifie a

{(Z g), N € gl(n), HeMpyn(K)}.

Ainsi on définit I'action adjointe du groupe par les automorphismes intérieurs
Adix ) (z,u) — (X, U) (z,u) (X, U)~!

ou (X,U)"" = (=U'X,U™") désigne l'inverse de (X,U). Par suite I'action coad-
jointe de Gy, ,(K) sur G (K) est définie en transposant Ad(x ) de sorte que

Adsz,U) (H,N) =" Ad_y-xu—y (H,N)
d’ou
Ad)(kX,U) (H,N) = (H.U_l,UNU_l —|—XHU_1)

ce qui montre (4i7) et (iv). Son action infénitésimale est défini par :
ad, .+ (H,N) — (ad, ) (H,N), (y,v)) = = (H,N) ([(z,u), (y,v)])

d’ou
adf, ., (H,N) = (=Hu,[u, N| + z.H)

ce qui montre (i) et (i7).1

Désignons par Hy la matrice p x n dont tous les p-blocs sont nuls sauf le dernier
qui est la matrice unité I, et Ny la matrice n X n dont tous les blocs sont nuls
sauf ceux sous la diagonale principale qui sont égales a I,. Les relations précédentes
permettent de vérifier que l'orbite de (Hy, Ny) est ouverte puisque la sous algébre
d’isotropie correspondante est triviale.
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1.3 Réduction symplectique . Feuilletages symplec-
tiques invariants & gauche sur G, ,(K).

Soient o = (H,N) € G;; (K) a orbite coadjointe ouverte, a™ la 1-forme inva-
riante & gauche sur G, ,(K). Munissons G, ,(K) de la forme symplectique exacte
wt :=da™. Il est clair que l'action naturelle a gauche de G, ,(K) sur lui-méme est
hamiltonienne. Une application moment pour cette action, u : G, ,(K) — G (K),
est donnée par la formule :

(u(o),z) = (a*(0),2” (o)) pour o dans G, ,(K)

ou z~ désigne le champ invariant a droite sur G, ,(K) associée a = € G, ,(K). Il
revient au méme de poser

p(o) = Ad,o pour o dans G, ,(K)

D’autre part puisque le sous-groupe H := M, ,(K) de G, ,(K) est abélien, il est
totalement isotrope dans G, , et I'application

m: Gpp(K) — L(H)",
ou L(H) est I'algébre de Lie de H, donnée par :
m(o) = (o) |Lin) pour tout o dans Gy ,(K)

est un moment pour I'action a gauche de H sur G, ,(K).
Si nous munissons G, ,(K) de la structure affine (1) associée & w™ nous avons alors
le résultat suivant (& comparer avec le théoréme 1.3 de [DM2]).

1.3.1 Théoréme. Soit G, ,(K) = M, ,(K) x GL(K") muni de la structure
symplectique exacte invariante da™ avec o« = (H,N) et m l’application moment
ci-dessus définie pour H = M,, ,(K).On a alors :

1. m™'(H) est un sous-groupe affine fermé de G, ,(K)qui contient H.
2. La suite canonique exacte de groupes de Lie

(2) {e} = H—m (H) = m " (H)/H — {e}

est scindée. Elle est aussi une suite exacte de groupes de Lie affines.
3.Le groupe symplectique réduit m~—'(H)/Hest isomorphe a :

Gnpp(K) si n>p
Gp-11(K) si n=p>1

4. Dans la fibration principale canonique

(3) m~ (H) -5 G p(K) 25 6
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ou © est I'ensemble des matrices de rang p dans M,, ,(K)*, la fibre m~'(H) est un
sous-groupe de Lie affine de G, ,(K), et m est affine pour la structure affine usuelle
de © C K"P.

Voici un résultat préalable a la démonstration du théoréme.

1.3.2. Lemme. Avec les notations du théoréme, m est une submersion surjective.
De plus on a la formule

(4) m((X,T))=HT" ou (X,T) est dans G,,(K)

Preuve. La formule (4) est une conséquence directe de la définition de m et du
lemme 1.2.1. Ceci étant il est clair que m est une submersion surjective sur ’ensemble
© des matrices de rang p de M, ,,(K).

Démonstration du théoréme.

La formule (4) implique que m™*(H) = {(X,T) € G,,(K)/HT™' = H} est
un sous-groupe ( fermé ) de G,,,(K) qui contient H. De plus Le groupe de Lie
quotient m~'(H)/H s’identifie de fagon évidente au sous-groupe fermé {(0,7) €
Gnp(K)/HT' = H} de G,,,(K) . Ainsi (2) est une suite scindée de groups de Lie.
D’autre part puisque H est commutatif et wt est exacte, il suit que L(H) C L(H)*
et un calcul direct montre que L(H)* = L(m~(H)).

En outre de la formule

W(l’y, Z) = _w(ya [l‘, Z])

définissant le produit symétrique & gauche sur G, ,(K) (voir formule (1)) il découle
que L(H)* est une sous-algebre symétrique a gauche de G, ,(K) et que L(H) est un
idéal bilatére de L(H)L. Par conséquent (2) est une suite exacte de groupes de Lie af-
fines c’est a dire que m™!(H)/H est munis d'une structure affine invariante a gauche.

Par ailleurs une explicitation matricielle des éléments du groupe {(0,7) € G,,,(K)/HT ! =

H} permet de constater que le groupe m ™' (H)/H est isomorphe au groupe G, ,(K)
sin>petaG,_11(K)sin=p. Ceci montre (3).

Montrons maintenant que la variété © est muni d’un parallélisme commutatif et
donc d’une structure affine qui rend ’application moment affine.

Soit F le sous-fibré de T'G,, ,(K) tangent aux orbites de l'action L, et F'* son or-
thogonal symplectique. Désignons par F et F* les feuilletages associés respectifs.
Puique H est distingué dans G, ,(K), le feuilletage F* ou bien par les formes in-
variantes a gauche sur G, ,(K) données par 17; = i(e] )w™ ou les (e;) forment une
base de L(H) et i désigne le produit intérieur, ou bien par les formes fermées (
donc exactes ) n; := i(e; Jw™. Evidemment les 7; sont basiques pour la fibration.
Les formes 7); projetées des 7; par m définissent donc un parallélisme local. Ce
parallélisme est global et commutatif car les 7); exactes. Ainsi donc m est affine. l
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Notons a; et ay les éléments de G (K) définis respectivement par
a1 (X,U) =tr(H.X) et ap(X,U) =tr(NU),

ou (X,U) est dans G, ,(K). On a da = da; + day puisque o = oy + ay, d’autre
part Rad(day) et Rad(das) sont des sous algébres de Lie symplectiques de G, ,(K)
car da est non dégénérée. De plus 'espace vectoriel G, ,(K) est somme directe de
sous-espaces Rad(da;) et Rad(day), en effet

Rad(dan) (| Rad(daz) = {0}

et dim(Rad(day))= p?(k — 1)k tandis que dim(Rad(das))= 2p°k. Les calculs des
dimensions se font facilement dans le cas ou oo = (Hp, Ny) et on peut les étendre a
n’importe quel point & orbite ouverte. Plus précisément, on peut voir facilement que
Rad(dcy ) est isomorphe a G,,_, ,(K) tandis que Rad(daz) est isomorphe a l'algébre
de Lie produit semi-direct M, ,(K) x C(Np), ot C(Ny) est la sous-algebre de gl(K")
formée des matrices de la forme :

Ao
Ay
A1 - A A
Ceci nous permet de reformer le théoréme 2.1 dans une version infinitésimale comme
suit.

1.3.3. Proposition. Avec les notations du théoréeme 1.3.1., si I = L(H) =
M, ,(K) Ia suite canonique

0—1—I1"—=T"/I—-0

est une suite exacte scindée d’algébres de Lie. Elle est aussi une suite exacte d’al-
gébres symétriques a gauche ou I+ = I xRadday est isomorphe a M,, ,(K)x G, ,(K)
et I1/I est isomorphe & Radda; qui est isomorphe a G,,_,,(K)

De plus I'espace vectoriel G, ,(K) se décompose comme somme directe des sous
algebres de Lie I+ et C(Ny).

Une conséquence géométrique de 1'étude qui précéde est donnée par le résultat
suivant :

1.3.4. Théoréme. Le groupe de Lie symplectique (G, ,(K);da™) est muni de
deux feuilletages symplectiques transverses invariants a gauche définis par les sous-
algébres Rad(day) et Rad(da).
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Le résultat suivant précise le nombre d’orbites ouvertes dans G (K) ainsi que
les structures symplectiques invariantement exactes sur Gy, ,(K).

1.3.5 Théoréme.
i) Le Nombre d’orbites ouvertes de G, ,(K) pour la représentation coadjointe est 2
siK=RetlsiK=C.
i) Siw et w' sont deux formes symplectiques invariantes & gauche sur G, ,(K), alors
il existe un automorphisme ¢ de 'algébre de Lie G, ,(K) tel que :

we(.,.) = w;(go., ©.).

Les lemmes suivants établissent les principales étapes de la démonstration du
théoréme.

1.3.6 Lemme. Toute forme linéaire(H, M) sur G, ,(K) contient dans son orbite
sous la représentation coajointe un élément de la forme (Hy, M), ot H, est une
matrice p X n dont tous les blocs sont nuls sauf peut étre le dernier.

Si de plus (H, M) est un point a orbite ouverte sous I’action coadjointe de G,,,(K),
alors on peut prendre Hé = H,.

Preuve. 1l suffit de remarquer que 'on peut trouver U € GLy(K™) tel que
HU-! = H(l), ce qui est clair si I'on regarde H comme la matrice d’une application
de K" dans K et U~! comme la matrice d’'un changement de base dans K".
Supposons maintenant que (H,, M) est & orbite ouverte avec Hy = (0, ...,0, A) oil A
est une matrice p x p, pour tout X de M, ,(K), la condition adzkxvo)(Hé, M)=0=
X = 0 entraine, d’apreés le lemme 1.2.1, que A est inversible. Dans ces conditions il
existe U € GL(K") tel que HyU ™" = Hy, mais cette relation fixe seulement le dernier
bloc diagonal de U a la valeur A~!. On pourra donc si k > 2 prendre un autre bloc
diagonal égal a detA~'-I, et en complétant la diagonale par des 1, construire une
telle matrice U dans SL(K™).

1.3.7 Lemme. Etant un point a orbite ouverte de G (K) de la forme (Hy, M),
son orbite contient un unique élément (Hy, M') ot la décomposition en blocs de M’
s’écrit :

M, 0 «
M = ( H 0 ) avec (Hy, My) € G,_,,(K)

Preuve. Etant donné¢ X € M, ,(K), on a Ad{y ;,(Ho, M) = (Ho, M + X.H). Vue

expression de Hy il est clair qu'il existe un unique X € M, ,(K) tel que M =
M + X.H, satisfait la condition.

1.3.8 Lemme. Les points (Ho, M') et (H,, P'), ot M = (Hy,M,) et P' =
(K1, Py) sont dans la méme orbite sous 'action coadjointe de G, ,(K) si et seule-

ment si (Hy, M) et (Ki, P;) sont dans la méme orbite sous l’action coadjointe de
Gn_paP(K)'
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Preuve. Vue les expressions de (Hy, M) et (H,, P'), ils sont dans la méme orbite
si et seulement si il existe U € GLo(K") tel que : UM'U™' = P' et H)U™! = H,.
Cette derniére condition entraine que I’écriture en blocs de U est du type :

_ Ur 0 n—p
U—(X1 Id)’ avec Uy € GLy(K"™P)
Par ailleurs UM'U~! = P’ dans gl(K") équivaut a Ad{y, p(Hy, My) = (K, 1)
dans G,,_, ,(K).

Démonstration du théoréme.
Les lemmes précédents entrainent que le nombre d’orbites ouvertes dans Gy, ,(K) est
le méme que dans G; (K), or G& (K) = G, ,(K), donc suivant le méme raisonnement
le nombre d’orbites ouvertes est le méme que dans G; 1 (K) = KxK*; d’ot le résultat.
Si K = C, la deuxiéme assertion est évidente.

Si K = R, les lemmes permettent de montrer que chaque orbite contient un élément
0

Ap
(Hp,N) ou N = L - , avec A, inversible.

I, 0O
Deux telles matrices sont nécéssairement conjuguées sous l’'action de GL(K"). Celle-
ci se fait par des endomorphismes de l’algebre de Lie. La structure de groupe de Lie
symplectique exact par un certain o de G;; (K) est donc équivalente a celle définie
par (Hy, Np).
Le résultat qui suit est une conséquence importante de I’étude qui précede.

1.3.9. Proposition. La composante de I'élément neutre dans G, ,(K) est difféo-
morphe a une orbite de I’action coadjointe. Par conséquent G,, ,(K) est difféomorphe
a l’ensemble des points réguliers de I'action coadjointe.

Démonstration. Il reste & prouver que 'application orbitale :

Gnp(K)o — Gy ,(K)
(X,U) +— (H, UL, UN, U™ + X.H,.U™)

est & isotropie triviale.

La condition H,U~! = H, entraine que UN,U~! et Ny sont des matrices du méme
type (leur derniére colonne de blocs est formée de 0) et donc que X est nul. De
plus U induit un élément de G,_,,(K) qui est dans l'isotropie de Ny au sens de
la représentation coadjointe de G,,_,,(K). La propriété étant vraie dans Gy ,(K) =
K x K*, une récurrence immédiate sur p puis sur k£ termine la démonstration.
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1.4 Feuilletages Lagrangiens invariants a gauche et
Connexion de Hess.

1.4.1. Précisons un peu les isomorphismes d’algébres de Lie indiqués par la
proposition précédente. L'isomorphisme entre Rad(da;) et G, ,(K) est déterminé
par le choix d'un supplémentaire de IC(Hy) = {X € M, ,(K)/Hy.X = 0} dans
M, »,(K). Notons Xy, I'élément de M, ,(K) formé d’une colonne de blocs nuls sauf
le dernier qui est I, alors I'application

Rad(5a1) = {(0,U) € Gupl(K)/Ho.U = 0} —> Gy ()
(O, U) [ — (U.X(), 7T0(U))

ou mo(U) désigne la matrice de I'application linéaire définie par U en restriction a
KC(Hy) définit un tel isomorphisme. De plus I'image de la forme symplectique réduite
est le 2-cobord associé a (Hy, Nv) € G,—p,(K)* ott Hy et Ny sont définis par :

t’I“(NQU) = t?“(HQ.U.XQ) + t’l“(Nlﬂ'o(U)).

On peut remarquer que (Hy, Np) reste du méme type que (Hy, Ny), on peut donc
itérer le procédé de réduction symplectique dans les mémes conditions. On obtient
une décomposition de l'espace G, ,(K) comme somme directe de sous algébres de
Lie :

GnpK)=Kpo1®--- KD C(Nog) @ --- & C(Np_1)

ou K; provient de I'ideal totalement isotrope et C'(1V;) de la sous algébre supplémen-
taire a son orthogonal dans la :“™¢ itération. En utilisant le prolongement canonique
de G, ,(K) dans gl(K*+YP) le sous espace L = K, | @ -+ @ Ky s'identifie a la sous
algebre des matrices triangulaires strictement supérieures d’ordre p 4+ 1 par blocs
carrés d’ordre p et L' = C(Ng) @ --- @ C(N,_1) a la sous algébre des matrices
triangulaires inférieures d’ordre p par blocs d’ordre p. Comme les K; et les C'(NV;)
apparaissent comme des sous espaces totalement isotropes a chaque étape des ré-
ductions succéssives les sous algebres L et L' sont lagrangiennes relativement a da
ou a = (Hop, No).

Désignons A par et A" les sous-groupes de Lie connexes de G p(K) d’algebres de Lie
respectives L et L. Les actions naturelles a gauche de A et A" sur (G, ,(K),da™)
étant hamiltoniennes, le théoréme 3.1. de ([BMO]) permet d’affirmer que A et A’
sont fermés. Nous avons donc prouvé le resultat suivant :

1.4.2. Théoréme. Le groupe de Lie symplectique (G, ,(K),w™ = da™) est
muni deux feuilletages lagrangiens transverses invariants a gauche a feuilles fermées.

Soit (G, »(K),w™) muni de sa structure affine V définie par (1)
Rappelons qu’une connexion sur (G, ,(K),w™) est dite symplectique si et seulement
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si Vw =0 ot w := w], autrement dit :
Va(w(b,c)) = w(Vab, ) +w(b,Vae) Va=(x,u),b= (y,v),c=(z,7) € G = Lie(G)

Dans ce qui suit on identifiera un élément a de G, ,(K) par le couple (x,u) ou
x € M,, et u e gl(n).

Soient £ et £ deux sous-algébres Lagrangiens Gnp(K) telles que G = L & L. Alors
on peut écrire a = a; + ag ot a; = (x1,u1) € L et ay = (z9,u3) € L . Le produit
symétrique a gauche sur G, ,(K) est alors donnée par :

(i) (x,0).(y,0) = (I, f)

oul € M,, est formé d'une colonne de blocs dont le dernier appartient a si(p) et
f € gl(n) dont la derniére ligne de blocs est nulle.

(“) (07 U)(O, ’U) = (l7 —UU)
ot [ est défini comme précédemment.

(éi) (,0).(0,v) = (h, f1)

(iv) (0,u)-(y,0) = (I2, f2)

ot ly,ly € My, p, f1,f2 € gl(n) sont définis comme dans (i).
le résultat suivant est une conséquence de I'étude précédente

1.4.3. Corollaire. II existe une unique connexion symplectique V (sans torsion)
invariante a gauche ( appélée connexion de Hess ) telle que

@(X,U)L C L, @(XQU/)LI C L/.

Elle est définie par les formules :

V(m,0)+ (y7 0)+ = (l7 0)+ ) @(O,u)JF (07U)+ = (O, —UU)+
6($70)+(O7 U>+ = 0 Y ?(0711/)“'(3/7 0)+ - (uy, O)+

Vu le type de résultats que nous avons mis en évidence, il est naturel de se
demander dans quelle mesure le groupe (G, ,(K)) ne ressort pas des techniques de
double extension symplectique décrites dans (|[DM2]). La réponse est clairement non
si k > 1, en effet pour que G, ,(K) soit double extension symplectique de G, ,(K)
au sens de (|[DM2]) il faut que I+ soit un idéal de Lie de G, ,(K), ce qui compte tenu
de la proposition 1.3.3. entrainerait 'existence d’un idéal de Lie de gl(K"™) isomorphe
3 Gopp(K).
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1.5 G),,(K) comme double extension symplectique

de G,_,,(K).

Nous avons montré dans le paragraphe précédent que les techniques de double
extension symplectique dévelopées dans ([DM2]) ne s’appliquent pas au groupe
Gp(K) pour £ > 1. Nous allons reprendre en détail I'étude des fibrations canoniques
(2) et (3) pour essayer de comprendre comment fonctionne cet exemple. Nous avons
constaté au 1.4.1. que pour l'algébre de Lie symplectique (G, ,(K),da) ot a =
(Hy, Np), une section de la suite exacte canonique

0—1=M,,(K)—It—T1"/12G, ,,(K)—0

est déterminé par le choix d'un élément X, dans M,, ,(K)\K(H)).

Réciproquement, donnons nous I'algébre réduite (G, _,,(K),da’), ot ' = (Hy, Ny),
avec Hy = (0,---,0,1,) et Ny la matrice dont tous les blocs p x p sont nuls sauf
les sous diagonaux qui valent I,. Soit ¢ I'injection canonique de M, _,,(K) dans
M, ,(K) obtenue en mettant zero dans les n —p+1,--- ,n lignes et Z un élément
de M, ,(K)\M,,—,,(K) de rang p ( prendre Z := Hy).

Notons r I'application linéaire de M,,_, ,(K) sur M, ,(K) définie par :

roi=idy, , ) etr(Z)=0
et soit H € M,, ,(K)* vérifiant :
(5) Hoit=0et HZ = Idgs
Nous disposons d’une représentation fidele d’algebres de Lie :
(6) I:Gypp(K)— gl(K"), (x,u) — (iouor+ H.i(zx))
De I on déduit une représentation de groupes de Lie :
(7) J: Gppp(K) = GL(K"), (X,U) — (ioUor+i(X).H)

telle que d.J = I.
Considérons par ailleurs U'injection R : M, ,(K)* x gl(K"?) — gl(K") définie par :

(8) R(H,N)=ioNor+Z.(Hor)

Nous pouvons énoncer le résultat suivant.

1.5.1. Proposition. Considérons le groupe de Lie symplectique (Gy—p »(K), d(Hy, N1)7T).

Si H est la forme linéaire définie par (5) et si N = R(H;,N;) ou R est I'in-
jection définie par (8) alors (G, ,(K),d(H,N)") est un groupe de Lie symplec-
tique tel que le groupe de Lie symplectique réduit ( au sens du théoréme 2.1.)
est (Gn_p,p(K),d(Hl,Nl)Jr).
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Preuve. Par construction de H, on a

m~H(H) = My y(K) x J(Groypp(K)).

Reste a prouver que d(H;y, N1)* est la forme symplectique réduite de d(H, N )Itn‘l( )

. En tenant compte de la décomposition M,, ,(K) = i(M,,—,,(K)) ® K.Z on constate

que : tr(HL.X) + tr(N\U) = tr(R(Hy, Ny ).I(X, U))

pour tout (X,U) de G,,—,,(K). Comme N = R(H;, N7) et que d(H,0)" est nulle sur
m~'(H) la forme réduite est bien d(Hy, Ni)*.

1.5.2. Etude de la fibration :
(3) m~ (H) =5 Gp(K) - ©

D’apreés le théoréme 1.3.5. nous pouvons nous ramener au cas ot o = (Hy, Ny). Soit
C = C(No)(YGL(K™) ou, si 'on préfere C' est le sous groupe de Lie de GL(K")
formé des matrices du type :

Ag
A
A o A Ao

avec A inversible.
D’apreés le lemme 1.3.2, m(C) = {(Ag_1,---, A1, Ag); avec Ay inversible }, notons
Vo cet ouvert de ©.
Soit V, = Vp.o, ot v = (iy,- - ,ip) et o, est I'élément de GL(K") qui réalise la
permutation des k derniéres colonnes avec les colonnes indicées par v dans M, ,,(K).
Les V, sont clairement des ouverts de © et m définit un diffécomorphisme de C.o,,

sur V. Notons S, le plongement de V., dans GL(K") tel que S, (V,) = C.0,S,(V,) =
C.o, et mo S, = idy, pour tout multi-indice 7.

Nous avons le résultat suivant :

1.5.3. Lemme. La famille Voavec v = (i1, -+ ,1p) o1 1 <y <ip < --- <ip, <n
définie ci-dessus forme un recouvrement ouvert trivialisant pour la fibration (3).

Preuve. Les V,, recouvrent © puisque © est formé des matrices de rang p dans
M, (K) c’est a dire dont p vecteurs colonnes sont indépendants dans K?, tandis
que Vy est formé des matrices pour lesquelles les p derniers vecteurs colonnes sont
indépendants.

Montrer que les V,, sont trivialisants pour la fibration (3) revient a prouver que I'on
a
m~(U,) = 8,(U,).m™" (Ho).
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Or pour tout o de G,,,(K) nous avons I'identité
m~ (m(o)) = o.m™ (Hy).
En effet si o' € m~!(m(c)) on a par définition de m la formule,
(Ad;(H,0); (X,0)) = (Ad’, (H,0); (X,0)) pour tout X dans M, ,(K)
ou ce qui revient au méme

(Ad’_, ,(H,0); (X,0)) = ((H,0); (X,0)) pour tout X dans M, ,(K)

/
g

Cette derniére relation signifie que o~'o’ € m~!(H,) d’ott I'identité annoncée et le
fait que les V,, sont des ouverts trivialisants. Les trivialisations sont alors données
par les applications
by (V) — Vi x m~(Ho)
Sy(a).0c — (a,0)
pour tout multi-indice v = (i1, -+ ,ip) avec 1 < iy < iy < K < i, < n. Le cocycle
définissant la fibration (3) est donnée par

(9) Lo Vayu Ve, — m™H (Ho
o S5(a).5(c)

Ainsi nous avons prouvé le résultat qui suit

1.5.4. Proposition. La variété G,, ,(K) est difféomorphe a [[V,, x m™(Hy)/ ~
ou (a,0) ~ (B,7) si et seulement si « = 3 et 0 = I'y,,,(7) pour (o,0) dans
V., x m~(Hp) et (8,7) dans V., x m~*(Hy) le cocycle T, étant défini par (9).

1.6 Exemples

Exemple 1.G3(R) = G5:(R)
Soit G31(R) = R?® x gl(3) Palgebre de Lie de G3(R) = G31(R). Elle s’identifie a

L1
u )
T3
00 0 O
L1
Ouuegl3)etx= | z2 | €R3 Soit B = (¢) la base canonique de R? et (¢}) sa
L3

base duale.
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Un point & orbite ouverte pour la representation codajointe du groupe est donné

1 0 0
par un a = (9, M) € G5 (R) avec g =ef +e5 +eset M= | 0 —1 0
0 0 0
T
g1 = aff (ker(g)) et g2 = ¢ ? définissent deux sous algébres
3
0 0 0 O

symplectiques de Gs1(R) avec ker(g) = {(x1,22,73) € R*\21 + 23 + 23 = 0} = R?
et C désigne le commutant de M dans ¢l(3).
Les suites qui décrivent la double extension sont données par :

{0} — R® — (R*)" — (R*)* /R = af f(ker(g)) — {0}
(Rg)L — G311 — (R3)* - {0}

Maintenant trouvons deux sous algébres lagrangiennes qui sont supplémentaires dans
Gs3.1(R). Pour cela nous allons décrire la sous algébre réduite comme double extension
symplectique.

Puisque 'algébre de Lie Ker(g) est un idéal totalement isotrope de af f(Ker(g))
alors af f(Ker(g)) se décompose, au moyen de la double extension comme

af f(Ker(g)) = (ker(g) @ af f(Ker(g:))) ® (R*)" — {0}

ou ker(g1) = {(x1,0)/x1 € R)} et ay = (g1, M;1) € aff(Ker(g))* est un point a
orbite ouverte avec

glzel—e2etM1:(O _1).

De méme 'algébre de Lie Ker(g;) est un idéal totalement isotrope de af f(Ker(g:))
qui est isomorphe & aff(R) dont un point & orbite ouverte est donné par as =
(g2, Ms) avec

g2 =ej et M= (1) € aff(ker(g1))*

Par conséquent,
Gs1 =R’ @ Ker(g) ® ker(g1) ® C @ Cy @ Cy
ou C, (1, Cy désignent respectivement les commutants de M, My, M. D’ou
[L =R*® Ker(g) ® ker(g1) et

mi 0 0
L=CaoC,dC,= my my 0O
me M5 M3
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sont deux sous algébres lagrangiennes supplémentaires.

Exemple 2.G;3(R)
Soit G33(R) = M3z % gl(3). Etant donné un point a = (H, N) € G33(R) a orbite
ouverte pour la representation coadjointe avec

000 1 0 0
H=1000]eeN=|0 -120 ],
001 0 0 0
les suites qui décrivent la double extension symplectique sont données par :

{0} — M35 — M35 % Gy (R) — Go1(R) — {0}

Ms3 %Gy — 93,3(R) — O3
ou O3 est 'ensemble des matrices de rang 3 dans M;3(R) En posant o = ag +

as; on vérifie que (g; = Rad(wsy),w;) et (g2 = Rad(w:),ws) sont des sous algébres
symplectiques de Gs 3(R) pour w = w; + wy = da; avec

0 0 us
g1 = (x,u) /J] € Mgvg(R) et u= 0 Us Ug
—Uu3 —U3z —Us

0O 0 O
et go=<¢vE€ENdR®) [ vy vs v
U7 Ug g

De plus [; = C(N) x {(0,u) € g1} est une sous algebre lagrangienne de g; et [ =

0 0 0
veEg/v=1| vy 0 0 est une sous algebre lagrangienne de g,.
VU7 Vg 0

D’ou [ = [; + [ est une sous algebre lagrangienne de Gs 3(R)

Exemple 3.G42(R)
Soit Gy2(R) = Myp x gl(4). Pour un point o = (Hy, Ny) € Gj, & orbite ouverte
défini par

0000

0010 0000
HO_(OOOl)etNO_ 1000 |
0100

Les suites qui décrivent la double extension symplectique sont :

{0} — Moy — M4,2 X g2,2(R) — 92,2(R) — {0}
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M4,2 Dol 92,2(R) —_— 94,2 — Oy,

ou O, est I'ensemble des matrices de rang 2 dans Ms 4(R).
On définit deux sous algébres lagrangiennes de G42(R) supplémentaires par :
M4 @ Ker(Hy) qui s'identifie & 'ensemble des matrices blocs

O O
O O
O O
O O

et I = C(No) @ C(Vy) s’identifie & I'ensemble des matrices blocs

O O

O O

O O

B, B,

By O
1
M=1{¢

C(Np) et C(Ny) désignent respectivement les commutants de Ny et de Nj.

O
O
O
O
@)

O
@)
O
O
B,

A
O

O O
O O
O O

SEGRORGRG)
CEGRORGRG)

Ay
As

[1:

) correspond a la deuxiéme étape de la réduction symplectique et
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Chapitre 2

Géométrie des groupes de Lie
symplectiques nilpotents de
dimension 6

Introduction

Les algebres de Lie nilpotentes de dimension 6 qui sont munies d'un 2-cocycle

scalaire non dégénéré, et que nous appelerons dans la suite, par abus de language,
algebres de Lie symplectiques, ont été déterminé dans [GKM].
Dans ce chapitre d'une part nous décrivons les groupes de Lie connexes et simplement
connexes associés a ces algebres de Lie et nous explicitons la connexion linéaire plate
V, associée a la structure symplectique invariante a gauche sur le groupe, donnée
par la formule

(2.1) wt (Vary™, 27) = =0t (y7, [, 27]) |

ot w't désigne la forme symplectique invariante & gauche sur G et x1,y™, 2" des
champs de vecteurs invariants & gauche sur GG. Puisque ces groupes sont unimodu-
laires cette connexion est compléte ([LM]).

D’autre part nous distinguons quelques groupes de Lie qui admettent un couple de
feuilletages lagrangiens transverses invariants a gauche . Nous en déduissons alors
I’existence sur ces groupes d’une unique connexion symplectique invariante a gauche
sans torsion compte tenu d’un résultat de Hess [He|. Mieux encore nous montrons
que tous les groupes symplectiques nilpotents de dimension 6 admettent une struc-
ture affine symplectique invariante a gauche c’est a dire une connexion symplectique
a courbure et torsion nulles invariante a gauche.

Parmi les groupes de Lie connexes et simplement connexes associés aux algébres de
Lie symplectiques de dimension 6 nous mettons en évidence ceux qui admettent des
structures complexes invariantes a gauche.

21
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Nous revisitons la double extension symplectique au niveau des groupes de Lie sim-
plement connexes nilpotents en mettant en évidence ’application moment et les
suites qui la décrivent et nous donnons quelques exemples .

Enfin nous signalons 'existence des réseaux dans tous les groupes de Lie connexes et
simplement connexes correspondants aux algébres de Lie symplectiques de dimen-
sion 6. Ceci nous fournit des nilvariétés symplectiques compacts ayant une trés riche
géométrie.

Les preuves des résultas de ce chapitre sont assez techniques et plutét directes.

2.1 Algébres de Lie symplectiques nilpotentes de di-
mension 6

Soit G une algebre de Lie et [o, ] son crochet de Lie. La série centrale descendante

{Ck} k>0 de G est définie inductivement par

=g, Ccr=[C"G], k=1

L’algebre de Lie G est dite nilpotente s'il existe un entier k tel que C* = {0}. Le
plus petit entier k tel que C* = {0} est appélé le nil-indice (ou classe de nilpotence
) de G. On dira aussi que G est k-nilpotente.

La classification des algébres de Lie nilpotentes de dimension 6 munies d’un 2-cocycle
scalaire non dégénéré a été donné dans [GKM]|. Nous rappelons cette classification
en précisant I'indice de nilpotence k, le centre Z(G) et 'idéal dérivée D(G).
D’aprés [GKM], toute algébre de Lie nilpotente symplectique de dimension 6 est
symplecto-isomorphe a l'une des algebres de Lie symplectiques suivantes ot ’on ex-
plicite seulement les crochets non nuls relativement a une base {e;,--- , e} de G.

1. le1,es] =e3, [e1,e3] =eq, [e1,e4] =es,
[61, 65] = €g, [62, 63] = €5, [62, 64] = €C¢,
w=eiNef+(1—Nes Net +XesNe;, AeR\{0,1}.

k=5, Z(G) = vect {eg}, D(G) = vect {e3, ey, €5, €6}

2. [61,62] = €3, [61,63] = €4, [61,64} = €5,
1, e5] = €6, [e2, €3] = e,
wWwr=ANelAeg+esAes+esAes—eynet), AeR\ {0}
k=5, Z(G) = vect {eg}, D(G) = vect {es, eq, €5, €6}

3. [61762] = €3, [61763] = €y, [61’64} = €5,

[e1, e5] = e,
ok * * * * *
w=-e; Neg—ey/N\eg+e3/\ey.
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k=5, Z(G) = vect {eg}, D(G) = vect {es, eq, €5, €6}

4. [61,62] = €3, [61,63] = €4, [61,64} = €g,
e, €3] = €5, [ea, 5] = e,
whiA2) = Njer Aet+ Ngel Aet+el Aes+esNes+esAet), A €R, X €R\{0}.
k=4, Z(G) = vect {eg}, D(G) = vect {es, eq, €5, €6}
9. [61,62 [61,63] = €4, [61,64] = —€g,
[ea, €3 [ea, €5] = e,
wg’\l’M) = NefAes+ (el Nei+ef Neg+esNes+esnel), M eR, A eR\{0}
wy = Ael Neg—2el Net —2es Nes+es Neg+es Net+es Aer), AeR\ {0}
wy = AMejAe;—etAei+elNeg—esNej+esNet+esNes+esNes+esAet), e R\{0}
wy = AN2eiANef+el Aelh +2e5Net+esNes +es Nej+esAer), AeR\{0}).
k=4, Z(G) = vect {eg}, D(G) = vect {es, eq, €5, €6}

]263,
|=¢s

6. [61762] = €3, [61763] = €4, [61764] = €5,

[62763]:667
wy =e] Neg+eyNey+e5 Ner —e; Ney,
we = —e] Neg —e5 Ney—e; Net+ezNej.

k=4, Z(G) = vect{es, e}, D(G) = vect {es, eq, €5,€6}

7. [er, €] =eq, [er,e4] =5, [e1,e5] = e,
[e2,e3] = €6, [e2, 4] = e,

w) = AetAes+esNey—ei Aet), AeR\ {0}

wy =AelNeg+esNer —esAey), AeR\ {0}

wy = AN—ejANef—esNer+ezne;), AeERN{0}

k=4, Z(G) = vect {eg}, D(G) = vect {ey, es5,¢e6}

8. [e1,es] =eq, [e1,e4] =e5, [e1,e5] = eq,
lea, €3] = €5, |e2,e4] = e,
w=-e] Neg+e;5Ne;—ezNe;.

k=4, Z(G) = vect {eg}, D(G) = vect {ey, es5,¢e6}

9. [61,62] = €4, [61,64] = €5, [61,65] = €g,
[ea, €3] = e,
wr = AelAey+esAey —es Aer, A€ R\ {0}
k=4, Z(G) = vect {eg}, D(G) = vect {ey, es5,¢e6}

10. [er,e2] =eq, [er,ea] =5, [er,e3] =e6, [e2,e4] = €6
w1 =ejNeg+esNer —e5 Neg — ez ey,
wep = —ej Neg—ey Nes+e; Neg+ ez Aey.
k=3, Z(G) = vect {es, es}, D(G) = vect {ey, es5, €6}
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11. [61762] = €4, [61,64] = €5,
[ea, €3] = €6, [e2,e4] = e,
w} =elNeg+esNer+ ey Ney—es Nej, N €R,
wy = —ejNes—eyNer+ Nes Neg+ ey Nej, A ER.
k=3, Z(G) = vect {es, es}, D(G) = vect {ey, €5, €6}

12. [61, 62] = €4, [61764] = €5, [61, 63] = €g,
2, €3] = —e5, [ea, eq] = e,
wh=AejAer+esNeg+ (A+1es Aej, A€ R\ {0, -1}
k=3, Z(G) = vect {es, e}, D(G) = vect {ey, e5, €6}

13. [er,ea] = es, [er,e3] = €5, [er, eq] = e,
[e2, €3] = e,
w} =elNeg+ ey Aer+ (A —1es Aej, A€ R\ {0,1},
wy =¢€;Neg+ ey Nes+ey Net+es Aer, A e R\ {0},
w3:€>{/\62+€;/\ez+%€;/\6;—%6;/\61.

k=3, Z(G) = vect {es, es}, D(G) = vect {ey, €5, €6}

14. [er,e0] = eq, [e1,e4] =e€g, [e1,e3] = es5,
wr =ej Neg+e;s Nej+ ez Nes,
wy = €] Neg—e5 Ney+ezNes,
wg = €] Neg+ ey Neg + ez N ejy.
k=3, Z(G) = vect {es, es}, D(G) = vect {ey, €5, €6}

15. [er,eo] = eq, [e1,e4] = €6, [e2,€3] =es,
wr = —e] Nes+ej Neg+es Nes +e3 Nej,
wo =€ Ner —el Neg—es Ner —es Nej,
wy =e] Neg+ey Nej+ ez Ne;.
k=3, Z(G) = vect {es, es}, D(G) = vect {ey, es5, €6}

16. [61, 62] = €5, [61,63] = €g,
[e2, €4] = €6, [es, e4] = —es5,
wr =ejNeg+es Ney—e; Nes,
wy = €] Neg—e5 Nes+eyNe;.
k=2 Z(G) = vect {es, es}, D(G) = vect {es, e6}

17. [61; 63] = es, [61, 64] = €4, [62, 63] = €4,
w=-¢e] Neg+e;Nef+e5 ey

k=2, Z(G) = vect{es, e}, D(G) = vect {es, e}
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18. [61, 62] = €4, [61,63] = €5, [62,63] = €g,
wh =elNeg+ ey Aer+(N—1esAe;, MeR\{0,1},
wy =e;ANer+ el Aeg— Nes ANer+es Neh — 2 e; Aej, A € R\ {0, 1},
wg = ez Neg — el Neg+e; Nes + 2e3 N ejy.
k=2, Z(G) = vect {eq, es5, €6}, D(G) = vect {ey, e5,¢e6}

19. [ela 62] = €4, [617 64] = €5, [617 65] = €,
w=ejNez+eyNeg+e;Nes.
k=4, Z(G) = vect {es, e6}, D(G) = vect {ey, e5, €6}

20. [er,ex] =3, [e1,e3] = ey,
[61764] = €5, [62763] = €5,
w=-¢e]Neg+e;Neyg—ezNej.
k=4, Z(G) = vect {es, es}, D(G) = vect {es, eq, €5}

21, [er,es] = ey, [e1,e4] =6, [e2, €3] = €6
wr =ejNeg+esNe;y—es Nej — ez Nes,
wy = e] Neg+e5 Ner — ez Nej,
ws = —e] Neg—e; Ner+e;Aej.
k=3, Z(G) = vect {es, es} , D(G) = vect {ey, e6}

22 [617 62] = €5, [617 65] = €¢,
w=e] Neg+e5Ne;+ezNej.
k=3, Z(G) = vect {es, eq, €6}, D(G) = vect {es, eq}

23. ler,eq] = €5, le1,e3] = es,
wyp =ejNe;+esNe;+e5Aej,
we = e] Ney+e5Neg+ ez Nes,
wy = —ej ANey+e;Neg—ez Nes.
k=2 Z(G) = vect {eq, es5, €6}, D(G) = vect {es, e}

24. [er,eq] = e, [e2, €3] = €5,
w1 = ej Neg+e5Ne; + ez Nej,
wy = —e] Neg—ey Ner —es Nej.
k=2 Z(G) = vect {es, es}, D(G) = vect {es, e}

25. [e1,ea] =€, w=e€f ANej+esNel+elNe;.
k=2, Z(G) = vect {es, eq, €5, €6}, D(G) = vect {eg}

26. R® abelienne, w = e} Aef + €3 A ek + e Aej.
Les mémes bases de g; sont utulisées dans tout le chapitre.
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2.2 Groupes de Lie symplectiques nilpotents connexes
simplement connexes de dimension 6

Dans la suite on désigne par G; X, G le produit semi-direct du groupe de Lie
G1 par le groupe de Lie GGy suivant une représentation ¢ : Gy — Aut(G;) ou
Aut(Gy) est le groupe des automorphismes continus de G;. Il est connu que si Gy
est connexe, simplement connexe et nilpotent, le groupe Aut(G;) est isomorphe au
groupe Aut(G;) des automorphismes de 'algébre de Lie G; de G; (voir |[Bo, Chap.
2 et 3|). Si @ est la représentation triviale on écrira simplement G; x G ( produit
direct ). De plus par Hj3 nous dénoterons le groupe de Lie de Heisenberg de dimension
3.
On a le résultat technique suivant :

Proposition 2.2.1. Un groupe de Lie simplectique connexe et simplement connexe
nilpotent de dimension 6 est isomorphe & un des groupes décrits par les tableaux 1
et 2 ci-dessous.

Idée de la preuve
Etant donnée une algébre de Lie symplectique nilpotente de dimension 6 on la
décrit par une suite d’extensions d’algebres de Lie. A chaque extension d’algébres
de Lie nous lui associons une suite exacte de groupes de Lie connexes et simplement
connexes. En remontant de proche en proche on obtient le groupe de Lie cherché.
Pour illustrer la preuve nous décrivons le cas de g;. Celle-ci peut s’écrire comme
g1 = Vect(es, e3, €4, €5,€6) X, Rey oll

¢ :Re; — gl (Vect(eg, e3,e4,e5,¢6))

aeq ? ad<a61)|Vect(62,eg,64,65,66)

00 00O
a 0 0 00
et la matrice de p(a) dans la base {es, e3, 4, €5, €6} est Mat(p(a)) =1 0 a 0 0 0
0 0 a 0O
000 aoO

Il est clair que I} = Vect(es, es,eq,€5,66) est un idéal de g; dont le crochet est
lea, €3] = e5, €2, e4] = €. Alors la suite suivante est une suite exacte d’algébre de
Lie

{0} — i — g1 — Rey — {0}
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Ainsi I; s’écrit comme I; = Iy xy Rey ot Iy = Vect(es, eq, €5, €6) est abélien et

Mat (¢ (bes), {es, eq,€5,66}) = . Nous avons donc la suite exacte

o o0 O O
SO OO
o O OO
o O OO

d’algebre de Lie
{0} — I, — I} — Rey — {0}
Soit H;, i = 1,2 le groupe de Lie connexe et simplement connexe associé & I;. Alors

H, est isomorphe a (R?*, +). En remontant les suites successives on obtient que
H; est isomorphe a Hy x; R = R* X5 R, le produit étant défini par

(0,7) (O'/,Tl) = <a+¢(7’)a’,7’+7'/)

o T exp(ib(res)).
Par conséquent G est isomorphe a H; xs R = (R4 X R) Xg R avec ¢ @ p —
exp(p(per)). Ainsi le produit sur Gy est donné par :
(((037 04,05, 06)7 7-)’ M) (((0;’)7 0-;1’ 0{57 Ué)? T,)7 :U//) =
= (o3 +pr +Ué;a4—|—“—227'/ +/,L0'é+0';1;0'5+%37', + (%24—7')0;,—1—/10;—1—0/5 ;
o6+ 157 + (’%—3+W) oy + (“2—2+r> a;+ua;,+ag;r+r’;u+u’).
Les autres cas sont traités de fagon analogue.ll
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Tableau 2.1

Algébre Groupe de Lie
g1 Gi=(R*xR)xR
g2 Gy=(R* xH3) xR
g3 Gs=R°>xR
04 Gi=R*xR*) xR
95 Gs = (R*xR?*) xR
g6 Ge = (R? x H3) x R
g7 Gr=(R*xR?*) xR
gs Gg =R* x R?
g9 Gg =R* x R?
910 G = (R? x H3) x R
911 Gn=Rx(R*xR)| xR
di12 G12 = (R4 X R) x R
913 Gi3=(R* xH;z) x R
g14 Gy =R>xR
g15 G5 = (R2 x Hsz) x R
O16 Gis=(R"xR) xR
g7 G = (R* x H3) xR
g18 Gis = (R* x Hz) xR
919 G =R x (R* xR)
920 G20 =R x [(R X Hg) X R]
go1 G21 =R x [(R X Hg) X R]
[sH)) G22 =R? x (RS X R)
923 Gas = R x (R* x R)
J24 Gy = Hy x H
925 G = R® x Hj
926 Gog = RO
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Ci-dessous est explicité le produit dans chacun des groupes G; , 1 <1 < 26.

Tableau 2.2

G

(((M17ﬂ27#37u4>’0)7t) : (((:ullv:u;nu/i%nuil)aal)’tl) =
/ ’ 2 / /
<N1+t0 + iy, 2 + S0+ g + i,
3 2 ’ ’ ’
ps + 50+ (5 + o)y + tuy + g,

3

t4 / ’ t2 / / / / /
M4+ 550 +(g+t0>,ul+(§+0)M2+tﬂ3+ﬂ470+07t+t>

G

<<01702)7 (Ml,MQ,/,L3),t) ’ ((0-,170-/2)7 (:U’llnu;nu/?))?t/) =
01 + 0,02 + toy + 0, + o+ toy + iy,
3 7 2 / /
M2+%01+%02+tﬂl+ﬂ27
ﬁ / ﬁ ! ﬁ ’ t / ’ ﬁ / ﬁ / t / ’ t t/
3+ 5701 + G0y + Ty + iy + pig + pn(Goy + 505+ Ly + pp), t +

’ ’ / ’ ro
(0’170-2a0-370-470-5at) . (0-170-2a0-370-470’57t) =
! ! / ! t2 / /
01+ 0,02 + 0y + 101,03 + 03 + 50y + Loy,
’ t3 ! t2 ’ ’
04 + 0—4 + Eo-l + (?)0—2 + t0_3,

3

05 + 05+ Lot + (B)oy + (5)oy + toy, t+ t’)

Gy

<<01>U2)7 (M17u27u3)7t) ' ((0-,170-/2)7 (:U’llnu;nu/?,)?t/) =
(01 + 01,02+ L0 + 0 iy + S, + Loy + 4,

/ / g / / / 0-2 / / /
Mo + o1y + o, 3 + (%)01 + %72 +tpy + Sy + oy + pg, t+ t’)

Gs

((01702)7 (M17M27u3)7t) ' ((0-,170-/2)7 (M;,M;,Mé),t/) =
(01 + 01,02+ 10 + 0 iy + S, + Ly + g,

/ / / / / 0’2 / ’ ’
M2 + O1fly + fo, 13 — %‘71 - %O-Q =ty + 5y Forpy +pig,t +t,>
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Ge

(01, 02), (p11, o, 1), 1) - (01, 09), (s oy ), 1) =
(al + 0/1,02 + ta/l + 0/2,/“ + %0/1 + ta/2 + ,ull,

o+ t301+(t2>a;+tui+u;,

ps + (o) + 02+tﬂ1+ﬂ2>+ﬂ3:t+t/)

Gr

((0170227 (MhuQ;NS)at) ’ g(o-/hqé)a (ﬂ;>ﬂ;7ﬂé)7t/) =
(01 + 01,09 + 09, 1 +to; + pyq,

2+ SOL U+t s+ 5L+ G+t gt 1)

Gs

(g1, M27M37M4) (01702)) ((u;,u;,ué,ug) (‘7,170,2)) =
(Ml + Mla Ha2 + Ullh + Mza M3 + ( + ‘72),“1 + UINQ + N37

pa + (0109 + )iy + (o2 + Gy + ovptsy + 1),
o1+ 01, o2 + 02)

Go

(11 o2, g3, 1a), (00, 02)) = (1 g, prs 1), (01, 05)) =
(/~L1+M1,/~L2+01M1+M2aﬂ3+glﬂ2+N37 / /
pig — o1ty + (0F — 02) iy + 01115 + iy, 01 + 07,02 + 03)

Go

((01702)7 (;ulalu2nu3)>t) ' ((0—/170/2)7 (/L/hﬂ/z?H;,)at/) =
(004 102 0 o 10 i+ o+ 1+

p3 + oy + m (5 01+tu1+u2)+u3,t+t>

((77 (M1’M2,M3) ) t) : ((’7, (:ullnuénué) I) t/) =
YA+ Y+ g e+ (5 o+ o,
u3+au1+au2+,u3,a+a,t+t’)

G12

((pe1, pr2s pi3, p1a), 0, t) - ((ul,u;,u;,ué) o 1) =
p + iy, e+ o+ iy, s+ (S0 + )y — oty + ps,
M4+UM2+M470+U’75+75)

G13

((0-170-227 (N1>M2;M3)at) ’ §(0-117q,2)7 (M,17/L:27/1’;3)/7 t/) =
((71 + 01,09 + 09, 1 + 1oy + pq, o + oy + Lo,

s + 10 + (K0 + 115) + (5)0) + b + gy, + 1)
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! I ! ! ! !
(0-170-270-370-470-57t> : (0-170-270-3a0-470-57t) =

Gy | (014 0,00+ 04,05+ 03+ o] + 03,04 + 0 + Loy,

0'5—|—0'l5—|—§0'/1-|—t0'é,t—|—t/>

((0-170-227 (:ulv:uQ;M?’)?t) : (/(0-/17q/2)7 (M/hﬂ;?”;));tl) =
Grs | (014 01,00 + 0, i+ tay + 1y, po + bty + i,

pg + pa (b + pg) + pg, t 4+ 1)

((Cpras oo s, pa), @), 8) = (11 i, iy, 1), 0), 1) =
Gie (/~L1+N1,/~02+M27/~03+t0 + Oty + pa,

pa +tpy +opy + py, o+ o t+t)

((01,02), (b1, p2, p3), ) - (07, 09), (11, po, i), 1) =
G17 (Ul+O—1a0-2+0-27:u1+:u17:u2+t0-2+/l2a

pis + pa(toy + po) + tpy + pig, t + 1)

((017022’ (Ula/@;,u?))»t) ) g(allvgé% (M;:ﬂ/27ﬂé)?t/) =
G (01+01,02—|—02,u1+t01+01,

fio + toy + py, pis + pa(toy + py) + pig, t + ')

(t, (1, pros 13, 1), 0)) - (¥, ((ul,u'z,ué,ub o)) =
Gig (H‘t pia s e + opy + po, iz + (% )iy + oy + s,

e+ (5 )u1+(%)u2+0u3+u4,0+0)

(o, (7, (1, p2, 1)), 1)) - (07, (7 (ubu;,ué)) t)) =
Gao <a+a VA Y+ e+ (57t +

s+ (57 + ()t + ity + ply (57 + 1) + 115), ¢ +7)
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(O-’ ((7?/(:“17 :u2,7 M3))7t)2 ’ (0l7 ((7;7 (p“lll> M%?ué»’ tl>) =
Gor | (040, 7+ 1 =+ pig, 2 + 17 + po,

2 / / / /
p3 + GV g+ g+ pa(ty +u2)7t+t’>

G22 ((01702)7 ((M17M27M3)7t)) : ((0-/1’0/2)7 ((p’/l?N/Q’/L;))’tl)) -
’ / ’ / / 2 / / /
<U1 + 01,09+ 0y, fir F iy, o+ F o, iz + (5) g+ hapg, t/)

G23 (ta ((Ml, H2, ,u3;,u4>7 U))/' (tla ((Nlplﬂ/zv ,u;’,a /L;L)7 U’))/: , ,
(t+ 1, pin + oy, o + o, iz + Oy + fi, fla + Oy + piy,0 + )

/ ! ’ / / !/
G24 (0-170-270-370-470-570-6) : (0-1)0-270-370-470-570-6) -
’ !/ / ! / / / /
(01 + 01,00+ 05,03 + 03,04 + 04,05 + 05 + 0203,06 + 0g + 0104)

! / / ! / /
Gas | (01,02,03,04,05,06) - <01702703’U4705706) =
’ / / ! !/ / /
(01 + 04,09 + 09,03 + 03,04 +0,,05 + 05,06 + 0 + 0405)

/ / ’ / / /
G26 (0-170-2757370-470-5/7 0-6) : (0-1170-270-37,0-470-570-§) = ,
(01 + 0,00+ 0y,03 + 03,04 + 04,05 + 05,06 + 06)

2.3 Structure affine associée a la forme symplec-
tique

Soit (G,w™) un groupe de Lie symplectique d’algébre de Lie (g,w). Pour z € g,
désignons par z T (resp. x7) le champ de vecteurs invariant & gauche ( resp. invariant
a droite) sur G définie par z. Il est connu que pour z,y, z € g la formule

Wt (Vx+y+,z+) — ot (y+, [$+>z+})

définit une connexion V invariante a gauche sur G de courbure et torsion nulles.
Nous dirons que V est la connexion linéaire plate associée a la forme symplectique
wt, c’est-a-dire une structure affine invariante (a gauche ) sur G. Cette structure est
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géodésiquement compléte si et seulement si (G, w™) est unimodulaire ( et résoluble)
d’aprés le théoréme 3 de [LM]. Dans la suite on désignera par e; - e; le produit
bilinéaire définissant la structure affine associée a la forme symplectique . Dans le
tableau suivant on donne I’expression de cette connexion dans les cas non abeliens.

Proposition 2.2.2 Soit (G,w™) un groupe de Lie connexe symplectique tel que
son algebre de Lie sous jacente (g,w) soit nilpotente non abélienne de dimension
6. Alors la connexion V associée a la forme symplectique w™ s’écrit comme dans le
tableau 3 ci-dessous .

La preuve est directe. Pour l'illustrer considérons I'exemple de (g;,w).
La formule (2.1) est équivalente a

Ve=w'loadiow, Vzeg.

Donc dans la base {eq, ey, €3, €4, €5, €6} on trouve

0 0 0 0 0 0 0 0 00 0O
ﬁ 0 0 0 0 0 0 0 00 0O
0 2200 00 L0 0000
Va=lo o 10 00| Ye=|d -2 00 0 0
0 0 0 2 00 0 0 0000
0 0 0 0 0 0 0 0 0 A 00
00 O 0 00 0 0 00 0O
00 O 0 00 0 0 0000
00 O 0 00 0 0 0000
Ve = 00 O 0 00 Ves = 0 0 0000
0 -1 0 00 = 0 0000
00 —=X000 0 A—1 00 0 0
0O 00O0O0O
0O 00O0O0O
0 00O0O00O0
Ves = 0 00O0O0O0 Ve =0
0 00 0 0
-1 00 0 0 O
61'€1=ﬁ62, 61'€2=¥€3 €1-€3=2¢€4, 61'€4=ﬁ65
D’ou 62-61:%163, 62-62—%64, €y - €4 = Neg, €3 ey = —es
€3+ €3 = —\eg 64'61:ﬁ65, eg-ea=(N—1)eg, e5-e3 = —eg

avec A€ R\{0,1}.1
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Tableau 2.3
Algébre de Lie symplectique | Connexion affine
(g1,w) 61'€1=ﬁ62 A€ R\{0,1}
61'62:%63
€1-€3=¢€4, €1 64—%%
ey €1 = Shes, ey-ey=27ey
62‘64:)\667 €3+ €9 = —€5
63'63:—)\66, 64'61—/\%65
es-ea=(AN—1)eg, e5-€1=—eg
(gz,wk) €1-€1 = €2 — €3
61'62:€3+€4—|—€5, 61'63:€4+65
€1 €4 —=6€5, 62'61:64+€5
€2 €4 =€, €3°€1 =EC5
€3-€2 = —€, €3 -€3= —€¢
€4 €3 =€, €5°€1 = —€¢
(93, w) €1-€1 =62, €1 -€63=¢€4
€1°€4 =65, €2°€1 = —€3
€2 €5 = €5, €3°€3= —€
€5 €1 = —€, €5°€2=Cq
(g4, w1%2) €1 1= 3kes — eyt ey
€1 €9 = €5 — €4 )\1€R,)\27£O
€165 = —€4, €2 €5 = €g
€2:€1 = —€5 — € — €3
€2 €3 =65 — €3, €3-€1 = —€4
€3 €3 = —€g, €3°€3= —€4
€4-€1 = —€6, €5°€1 = —€4
(95,&);\1)\2) e -e;p = %65 — %66 + €2
€1 €3 = €5 — €p
61'65:—64+§—;66 /\1€R,)\27é0
€2:€1 = €5 — € — €3
€2 €3 = €5 — €, €2°€5=Cg
€3 €1 = —€4, €3°€2= —€
e3- 3= —e4+ 3ieg, e4-e1 =g
65'61:—644‘%66
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(g5,w3) | e1-e1=Je1 — 1€2 + Les
61-62:iel—i62+%eg—e4—e5—266
61'63:%€4+%€5+66, )\71&0
61'64=i64—i€5—%€6, 61'65:%64_%65_%66
62'61:%61-%62—%63—64—65—266
62'62:i61—i62—%€3, 62'63:%64‘1'%65‘1'66
62-64:%64—%1654—%66, 62‘65:%64_i65+%66
€3-€1 = —3€4+ 3565+ €, €3-€3 =164 — 365+ €g
€3 €3 = —€g, 64'61:%164—%654-%66
64'€2=i€4—i65+%66, 65'@1:%64_i65_%66
65'€2=i64—%65—%€6

(g5,w3) [€1-e1 = i€1 - %162 + %63 + %64 + %65
61'62:i@l—i€2+%€3—%€4—%65
61-63:%64—1-%65, )\7&0
61‘64:i€4—i€5—%66, 61'65:i€4—i€5—%€6
62'612561—%2—%63—%64—%65
€y- €y = €1 — 763 — 53+ 364+ 5€5, €y €3 = 1e4+ 365
62'64:i64—i65+%€6, 62'65:%64—i65+%66
€3-€1 = —364+ 365, €3-€y = 3€4 — 365
€3 ' €3 = —€6; 64'61:}&4—%‘65—1—%66
64'62:i64—i€5+%€6, 65'61:%64_i€5_%66
T i g

(g5,wi‘) 61'61:%el—i€2+%€3+64+65—266
61'62:i€1—i€2+%63
61'63:%64+%65—66, )\#O
€1 €4 = 764 — 765 — 366, €1-€5= 14— 765 — 3€g
62‘61:%61—%62—%63
ey €3 = 761 — 763 — 5€3 + €4 + €5 — 2¢g, 62~63:%64+%65—66
€€y = g€y — 765+ 366, €y €5 = 164 — 1€5 + 5€
63'612—%64+%65—€6, 63'62:%64_%65_66
€3 €3=—€, €4-€1 = jes— 15+ 3¢
64‘62:%64_%65"‘%66; €5 €1 = 164 — 765 — 5€6
€5 €2 = 764 — 265 — 5€6

(g6, w1) | €1 €2 =e3—este;
€163 =064 6C5
€164 =65
€€ = —esg+e5
€2 €4 = —€6,63 €2 = —C¢
€3 €1 = —6€5
€3 €3 = €6
€462 = —€¢
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(gG,WQ) €1 €3 =€3 — €4+ €5
€1 €3 = €4 — €5
€1 €4 = €5
€y €1 = —e4 + €5
€9 - €4 = —€g,€3 €2 = —€4
€3-€1 = —€5
€3 - €3 = €4
€4 €9 = —€54
(gmuf) €1 €3 = €4,61 " €4 = €5
€1 €5 =€, €2:€9g = —€1 — €5
€9 €5 = —€3,63 - €2 = —€4
€4 €9 = —€5
€4 €4 = €3
€5 €9 =— —€3
(g7,w3) | e1-e1=—ey, €1 €3 =c¢3
€1:-€3= —€5, €2°€1 =€3 €4
€2 €3 =€, €3 €1 = —€5
€4 €1 = —€5
€4 €9 = —€4
(97,W§\) €1 €] = —€g, €1 €3 =¢E€3
€1-€3 = —€5, €2°-€1 =€3 — €4
€3 €3 =¢€5, €3°€1 = —€5
€4 €1 = —€5
€4 €9 — —€54
(98701) €1-€1 = —€2
€1 €y = €3
€1 €3 = €4
€o - €1 = €3
€€y = —€4, €3'€2= —€5
€3-€3=¢€65, €4°€ = —€5
€4-€g = —€g, €5-€] = —€
(99,WA) €162 = €4, €1°€4=EC5
€1 €5 =€, €€y = —€1
€9 €5 = —€3, €3°€9 = —€4
€4-€4 = €3, €5°€9 = —€3
(910,w1) €161 = —€4
€16 =e€3+ ey
€1 €3 = —€5
€2°€1 = €3, €262 = —¢€3
€2+ €3 = €5+ €5
€3+ €1 = —€5 —€g, €3°€2=EC5+ €
€4-€1 = —€5, €462 = —Cg
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(g10,w2) | e1-e1 = —ey

€1y =¢e3+ ey

€1 €3 = —€5

€+ €1 = €3, €9-°€9g = —C€3

€9 - €3 = €5 + €5

€3-€1 = —€5 — €5, €3-€y = €5+ €4

€4°€1 = —€5, €462 = —6C¢
(g11,w7) |e1-e2=e3 AER

€1-€3= —€5

€2 €1 = €3 — €q

€9+ €y = )\63 — /\64

€9 - €3 = —A65 + €g

€3-€1 = —6€5

€3 €y = —)\65

€4°€1 = —€5, €4°-€2= —6C
(gn,wg‘) €1 €y = €3 AeER

€1 €3 = —€5

€y €1 — €3 — €4

€9+ €y = —Aeg + /\64

62'63:>\€5—|—€6

€3+ €1 = —€5

€3+ €y = )\65

€4°€1 = —€5, €463 = —€¢g
(g12,w%) | e1-e1 = —lﬁleg A e R\{0,—-1}

€1 €y = )\_H€4

er-e3=—(A+1)es

ey €1 = —ﬁez; »

€2 €2 = —339€3, €2°€63= —x 65

€3 €1 = —)\66, €3+ €y = %165

€4-€1 = —€5, €462 = —Cp
(g13,wy) | e1-e1 = 5es A€ R\{0,1}

€1 €2 = Ai1€4

61'63:%65, €9 - €1 X 164

€9 - €3 = (-/\ + 1)667 €3-€1 = T65

€3+ €y = —)\66, €4 €1 = —€4
(g13,w3) | e1-€1 = Fea+ 165 A € R\ {0}

61'62:T1€4+€5

61'63:%1644—657 62'61:%164+65

ey- ey =(=Negs, ez-e1= e

€3 €2 = —€6, €3°€3= —C

€4-€1 = —C¢
(g13,w3) | e1-e1 = 2e3

ey - ey = —ey + 4des

e1-e3 = —es5, €9-e1 = —2¢e4+ 4des

€9+ €3 = %66, €3 - €1 = —265

€3 €2 = —%(36

€4 €1 — —€C4
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(914,001) €161 = —€3

€1 €y = €4

€1 €3 =€5, €2 €y = —C4

€3°-€3 = —€g, €4°€1 = —€4
(914,w2) €1 €1 = €2

€1 €y = €4

€1 - €3 = €5, €9-€y = €

€3 €3 = —€g, €4°-€1 = —€4
(914,w3) €1-€1 = —€3

€1 €y = €4

€1°€3 =¢€5, €2°€3= —€

€3 €y = —€g, €4°€] = —€4
(915,001) €161 = —€3

€1 -e3 = €5+ €4

€9 €1 = —€4, €9-€9 =€y

€y €3 = —€s, €3-€ = €5+ €

€3 €2 = —€5 — €5, €4°€1 = —€
(915,w2) €1-€1 = —€3

€1 €3 =e5+ €q

€2 €1 = —€4, €3°€2=¢€y

€+ €3 = —€g, €361 = €5+ €4

€3:-€9g = —€5 — €5, €4°-€1 = —€4
(9157603) €1-€1 = —€2

€1 €y = €4

€9 - €9 = —€4

€9 - €3 = €5

€3 €3 — —€4

€4 €1 = —€p
(916,W1) €161 = —€3

€1 €4 = —€3

€9 €1 = —€5, €9 €4 = €4

€3-€1 = —€g, €3°-€4 = —€5

€4°€1 = —€3, €4°€4 =€
(916,002) €1 €1 =€

€1 €4 = —€3

€2 €1 = €5, €264 = —6€¢

€3-€4 = —€5, €4°€1 = €3

€4 €4 = €9
(7, w) |e1-e1=ey

€162 = €5

€2 €1 = —€3, €2 €2 = —C4

€3°€1 = —€p, €3 €2 =¢€3

€4-€1 = —€5, €4-€2 =€y
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(g1s,wy) | e1-e2 = 25es A € R\{0,1}

€1 €3 = %65

€ - €1 = ﬁ64

€9 - €3 = (1 — )\)66

€3 €1 = _Tles, €3+ s = —\e€g
(g1s,w3) | e1-e1 = 3es A€ R\{0,1}

€1 €2 = %64, €1-€3 = )\22)_\i1€5 — /\Qz—j‘rleﬁ

—1

€ - €1 — 764

€93 = /\gj\rl% + )\22>f1 e ]

€3 €1 = ig—ﬁ€5 — Ag—j‘rleﬁ, €3 - €y = /\g—il% + ig—ﬁeﬁ
(g1s,w3) | €1- €2 = %e4

e -e3 = —%e4 + 2e5

ey €1 = —3€4

€2 €3 =2, €3-€ = —%e4 + e5

€3 €2 = €6, €3°€3=Cq
(g19,w) | e1-ea = ey

€1-€4 =65

€2 €5 = —€3, €4 €4 =E¢€3

€5 €2 = —€3
(920700) €1-€2=¢€3, €1 €3=¢€4

€1°€4 =65, €2 €= —€4

€2 €4 = —€5, €3:€2= —€5

€3 €3 =€, €4 €2 = —C¢
(921,w1) €1:-€1 = —€3, €1 €2 =64 — €5

€1-€3= —€4+e5 €y-€ = —€5

€2 €3 = —€p, €2°€3=C¢

€3°€1 = —€4+ €5 €4-€ = —¢€
(921,(«02) €1-€1 =¢€3

€1-€3 = —€5, €2°€1 = —€4

€2+ €3 = €6

€3-€1 = —€5, €4°-€1 = €
(9217003) €1-€1 = ¢€3

€1-€3 = —€5, €2-€1 = —€4

€2 €3 = €¢

€3-€1 = —€5, €4°-€ = —€¢
(922,w) €161 = —€

€1-€2 =65

€2 €2 = —€¢

€5 €1 = —€
(g23,w1) | €e1-e1 =e4

€1 €2 = €5

€9 - €9 = —€¢

€3 €1 = —€¢
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(g23,w2) | €1-€2 =e5
€1 €3 = €4
€2 €3 = —€4
€3 €y = —€4

(9237003) €1 €3 = —¢€;5
€1 €3 = —€¢
€2 €3 = —€4
€3 €y = €4

(924,011) €1-€1 = —€3
€9 - €y = €4
€3 €9 — —€5
€4 €1 — —€4

(924,002) €161 = —€3
€2+ €y = €4
€3 €y = —€5
€4 €1 = —€5

(925,01) €1°€1 =65
€o €1 = —€p

2.4 Feuilletages lagrangiens transverses

Soit (M, 2) une variété symplectique de dimension 2n.
Un feuilletage F de rang n dans M est appélé feuilletage lagrangien lorsque ses
feuilles sont des sous-variétés lagrangiennes de (M, Q).

Définition 2.4.1 (M, 2) est dite étre munie d’une structure de variété bilagran-
gienne si M est munie de feuilletages lagrangiens partout transverses.

Ainsi, si M = G est un groupe de Lie symplectique d’algebre de Lie g alors
a toute sous-algebre de Lie lagrangienne de g correspond un feuilletage lagrangien
invariant a gauche sur G. Ceci motive la détermination des sous-algébres de Lie
lagrangiennes.

2.4.1 Sous algébres lagrangiennes

Soit (g,w) une algebre de Lie symplectique , une sous-algébre £ de g est dite
lagrangienne si elle est totalement isotrope par rapport a w c’est-a-dire si dim
(£) = dim (g) et w(z,y)=0 Vz,ye€L.

)
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Théoréme 2.4.1.1. Les groupes de Lie symplectiques nilpotents de dimension
6 dont 'algebre de Lie est isomorphe a I'une des algébres suivantes admettent deux
feuilletages lagrangiens invariants a gauche transverses :
(86, w1) ; (g6, w2) 5 (811,07) 5 (911, 09) 5 (13,1 ; (G145 w3) 5 (B17,w) 5 (G1s, 7)) 3(B1s, w3) ;
(918, w3) ; (10, w) ; (G21,wa) ; (o1, ws) ; (@23, w1) 5 (@23, w2) 5 (@23, ws) 5 (Paa, wi) 5 (Goa, W) ;

(9255 )a (9267 )
La preuve est directe et calculatoire.

Ci dessous (tableau 2.4) nous explicitons pour chaque algébre de Lie symplec-
tique nilpotente de dimension 6 décrite dans le théoréme 2.4.1.1, deux sous-algébres
lagrangiennes supplémentaires définissant un couple de feuilletages lagrangiens in-
variants & gauche sur les groupes de Lie associés.

Tableau 2.4

Algébres | sous-algébres Lagra. suppl.
(ge,w1) | L1 = vect (eq,ey,e5)
Lo = vect (es, €3, €4
(ge,w2) | L1 = vect (ey
Lo = vect (e
(g11,w7) | L1 = vect (e
Lo = vect (e
(p11,w3) | L1 = vect (e
= vect (e
(p13,w7) | L1 = vect (e
Lo = vect (e
(g1a,ws3) | L1 = vect (eq

(e1,€
(eg,€
(e1,€
(eg,€
(e1,€
(eg,€
(e1,€
(e, €
(e1,€

Lo = vect (eg, e
(e1,e
(e, €
(e1,e
(es,e
(e1,e
(es,e
(e1,e
(€s,€
(e1,e
(

5
€6

€5

€g siA=0

4, €
3
45
3
4, €5
3, €6
3, €5
4, €6
3, €5
4, €
3
4,
2,
5y
2,
5y
4,
3
5y

)
)
€)
¢)
€)
€)
€)
¢)
€)
€)
€)
€)
€)
€4)
€)
€4)
€)
€)
€)
€)
)

o
|

siA=0

(g17,w) | L1 = vect (e;
Lo = vect (ey
(g1s,wy) | L1 = vect (ey
Lo = vect (e3
(glg,w%) El = vect €1
Lo = vect (e3
(g1s,w3) | L1 = vect (ey
€9

€5
€6
€4
€6
€4
€6
€5
€6
(glg,w) El = vect €6
= vect (es, €3, €4

€1
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(9217 (.4)2) Al = vect (617 €3, 65)
Ay = vect (eg, ey, €6)

(9217(")3) 'Cl = vect (ela €3,¢€ 5)
Lo = vect (eg, €4, €6)

(923, w1) | L1 = vect (e1, eq, €5)
Lo = vect (e2, €3, €6)

(923, w2) | L1 = vect (e1, ez, €5)
Lo = vect (e3, €4, €6)

(923, ws3) | L1 = vect (eq, e3, €6)
Lo = vect (€2, €4, €5)

(g24,w1) | L1 = vect (e1, e3,¢€5)
Lo = vect (e2, €4, €6)

(9247(")2) £1 = vect (617 €3, € 5)
Lo = vect (e2, €4, €6)

(9257w> ‘Cl = vect (617 €3, € 5)
Lo = vect (e2, €4, €6)

(926, w) 51 = vect (eq, ez, €3)
Lo = vect (ey, €5, €p)

2.4.2 Connexion symplectique associée a la structure bila-
grangienne

Définition 2.4.2.1. Une connexion symplectique sur une variété symplectique
(M, ) est une connexion V pour laquelle la forme symplectique est paralléle, c’est-
a~dire telle qu’en tout point m de (M, (2) et tous champs de vecteurs X et Y au
voisinage de m :

VZ € TuM, Vy (X, Y)) - Q (VZX, Y) —Q (X, vzy) —0

On sait qu’une variété symplectique admet des connexions symplectiques. Les va-
riétés bilangrangiennes admettent une connexion linéaire V dite, dans la suite, de
Hess introduite dans [He] dont les caractéristiques sont les suivantes : le tenseur de
torsion de V est identiquement nul, la forme symplectique {2 est parallele relative-
ment & V c’est-a-dire VQ = 0 et V préserve les feuilletages lagrangiens transverses
F1 et Fo. Cette connexion est définie par

VY1 =V Yig
VX2Y1 :[X27Y1]|fl
Vx, Y2 =[X1, Y25
Vx,Ys = Vx,Yap

(2.2)
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ou |F; désigne la projection sur F; pour i = 1,2.

Lorsque le tenseur de courbure de la connexion linéaire V définie par (2.2) est nul,
nous dirons que la connexion est affine.

Dans [He| Hess améliore la méthode classique de quantification de Kostant-Souriau
en utilisant les connexions bilagrangiennes. Cette approche unifie plusieurs méthodes
de quantification. Une des propriétés importantes mise en évidence par Hess dans
son article [He| est le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.2.2.(Hess)
Soit F; et Fy deux sous-fibrés lagrangiens transverses d’une variété symplectique
(M, ) de dimension 2n. Alors la connexion bilagrangienne associée est plate si et
seulement si dans un voisinage de tout point de M il existe 2n fonctions différen-
tiables (¢,p) = (g1, , qn, D1, - - - Pn) telles que {q;, q;}={pi,p;} = 0 et {q;,p;} = d;;
et les champs de vecteurs hamiltonniens X, ,---, X, ( resp. X,,,---,X,, ) en-

gendrent localement F; ( resp. F» ). Ici {,} désigne le crochet de Poisson dans
C>°(M) défini par (M, Q).

Théoréme 2.4.2.3. La connexion de Hess déduite de chacun des couples de
feuilletages lagrangiens décrits dans le tableau 4 est & courbure nulle.

Preuve. Montrons que la connexion définit par la formule (2.2) est sans courbure
c’est-a-dire Rxy Z = V[X v1Z [VX, Vy] = 0 pour tous champ de vecteurs X,Y Z
invariants a gauche sur G.

Soient D; les distributions correspondantes a F;.
Si X,Y, ZeD;,i=1,2; alors

RxvZ V[XY]Z VXVYZ + VYVXZ
=VixyZ — VXVyZ + VyVXZ
=VixyZ —VxVyZ +VyVxZ

I
o

Soient Xy € Dy et Y] € Dy, alors
RX2Y1Z = v[X27Y1]\DlZ - [nga vYI]Z‘

Pour ullustrer le fait que Rx,y, Z = 0, considérons I'exemple de (gq, w1 ).
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Si Z € Dy,

RXzylz = V[X%YlthZ - VX2VY1Z + VYlezz
= V[X2,Y1}|DIZ - VX2 (VYIZ) + VY1 ([XQv Z]\D1>
= HX% Y1]7 Z]lDl - [X27 Vle]lDl + le ([X27 Z]lpl)
=[Vx,Y1 — Vy, Xo, Z]\Dl — [Xs, lez]lpl + Vy, (Vx,Z — VzX5)
= [VX2§/1,Z] - [vleQ’Z] - [XQ’VYIZ] + VYIVXQZ — VYIVZXQ
=VonZ —VzVx,Y1 = Vo, x,Z +V;Vy, Xo = Vx,Vy, Z + Vy, 2X5
+Vy,Vx,Z —Vy, V2 X5
= (VVX2Y1 —Vvy, x, = Vx, Vy; + VYleQ) Z+VzVy, Xo —Vy,VzXy
-VzVx,Y: + nylZXQ
=0

On vérifie aussi que si Z € Dy, Rx,y,Z = 0.
De méme on calcule Rx,y,Z pour X; € D; et Yo € D, en distinguant les cas Z € D,
et Z € D2 [ |

Rappelons qu'une connexion invariante a gauche sur un groupe de Lie est donnée,
par un produit bilinéaire sur son algébre, en posant (e; ® ;)" = Vej e;r.
Une analyse exhaustive de chacune des algébres de Lie symplectiques nilpotentes de
dimension 6 nous permet de constater que chacune de ces algebres est ’algébre des
commutateurs d'un produit symétrique a gauche ab = L,(b) = R,(b) qui vérifie la
condition
w(Lez,y) +w(z, Lyy) =0

quels que soient les éléments de 1’algébre en question. Nous avons ainsi le résultat
suivant

Théoréme 2.4.2.4. Tout groupe de Lie symplectique nilpotent de dimension 6
admet une structure affine symplectique invariante a gauche ( voir Tableau 5).

Tableau 2.5
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Algébre de Lie symplectique

Connexion symplectique affine

(g1,w) cree; =156, MAeR\{0,1}
€1 ® €y — %63
€L 0¢€4 = €5
€1 @€y = Cg
€ @] = _7163
€r ®Cy = €Cp

(gg,u/\) €1 €1 = €9
€1 ® €y — €3
€1 ¢4 = €5
€1 @ €5 = €g

(gg,W) €1 0] = €9
€L 0¢c4 = €5
€1 ® €5 — €
€r ®@ €1 — —€3
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(g4, w12) cree; = —e
€1 ¢4 = €
€1 0€C5 = —€4
€)@ €1 — —€3
€2 ® €5 = €Cg
A1,A2
(95,001 ) €1 0€1 = €
€L 0¢€4 = —€4
€y ®@C] — —€3
€2 ® €5 = €
A1,A2 _ 1 1 1
(g5,w2 ) €18€ = 361 — 762 + 5€3
_ 1 1 1
€1 0y = 161 — 162 + 563
€L 04 = —C4
1 1 1
€r ® €1 = 161 — Z@Q - 563
1 1 1
€2 ® €3 = 41€1 — ;€2 — 5€3
€2 @ €5 = €¢
ALA2 _ 1 1 1
(g5,w3 ) €186 = 761 — 7162 + 5€3
1 1 1
€1 @ €Ey = 161 — 162 + 563
€1 €4 — —€4
_ 1 1 1
€28€ = 461 — 462 — 5€3
_ 1 1 1
€o ® g = 161 — 162 - 563
€y ® €5 — Cg
A1,A2 _ 1 1 1
(95,&)4 ) €1 861 = 361 — 7162 + 5€3
_ 1 1 1
€1 @€y = 761 — 762 + €3
€1 ¢4 = —€4
_ 1 1 1
€ ® €1 = 161 — 162 - 563
1 1 1
€2 ® €y — 161 — 162 - 563
€2 ® €5 = €
(96, w1) €1 ® €3 = €3
€1 €4 = €5
€30€ = —€4
€3 ® €9 — —Cq
€3 ® €3 — Cg
(96, w2) €1 ®€ = €3
€1 8¢e4 =¢€5 €20€ = —€4+¢€5
€3 ®€ — —€5, €30€3 = —C¢
€3 ®C3 —Cp, €48C = —Cg
A —
(g7, w7) €1 @€y = €4
€1 865 = €
€206y = —€
€y ® €3 = €4
A —
(97, w3) €1 8€ = —€
€1 @ €5 = €4
€r ®@C1 = —€4
€2 ® €3 = Cg
€4 ®€] — —€5
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(97, w3) €106 = —€

€1 ® €2 = €3

€L 0¢€4 = €5

€1 @ €5 = €5

€o ®C1 — €3

€2 ® €4 = €4
(g8, w) cree =—e

€1 ® €2 = €3

€1 ®€4 = €5

€y ®@€C] = €3

€19865 = €6

€2 8C4 = Cg
(997(“))\) €1 ®€ =€y

€19865 = Cp

€206 = —¢€;
(910, w1) €186 = —¢4

€106 =¢€4

€1 863 = —€5

€2 ® 63 = €5 + €4
(910, w2) €10€ = —€4

€1 ® €3 = €4

€1 @ €3 = €

€3 ®@ €] — —€4
(911, w7) €2 061 = —€4

€9 ® €3 = €4

€4 @€ = —€5

€4 @ €9 = —C€4
(911, wy) €206 = —€4

€y ® €3 = €4

€4 @€ = —€jy

€4 ® €9 = —€C4
(g12, %) cree; = %4_163 ., AeR\{-1,0}

€1 ® €9 — _Tlel

€o @ €9 — )\—_Heg

€1 €5 — €g, €2 ® €4 = €4
(g13,w7) eree; = Ltes, AER\{1}

€1 ® €3 = €4

€1 ®0€3 = %65

€3 @€ = 7165

€3 ® €9 — —Cg

€4 @@€1 — —€C4
(g13,w3) cree; = —eq, MeER\{l}

€9 ® g = —)\66

€3 ®@ €] = —€5

€3 ® €9 — —€4

€3 ® €3 = —C4
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A _

(913, w3) ep0e;=—eq, MeER\{1l}
€y ® €3 = %66
€3 €1 — —¢Cj
€3 ® €9 — —%66

(9147011) €186 = —€2
€1 864 = €

(9147 Wz) €20€) = —€4
€y ®Cy = €g

(914, W3) €1 8€ = —€3
€186 =€y
€1 €3 = €5
€1 864 = €4

(915, w1) e ®8e; = —e3
€1 8€4 = €4

(915, w2) er@e; = —ey
€2 @€y = €4
€2 ®€3 = €5

(915, wz) €186 = —€2
€3@€3 = —€4

(9167W1) €186 = —€2
€1 ® €3 — Cq
€4 ® €3 = €5
€1 0€4 = €9

(916, w2) e1®e; = e
€1 ® €3 = €4
€y ® €1 = €5
€)@ €y = €4

(917, w) €2 ® €y = —€4
€L ®€Cy = €y

A D)
(9187w1> €18 €2 = 37764, AE R\ {07 ]-}
€1 ®€3 — €5
1
€y @ L1 = —)\7164
€o ® €3 — Cgq
P — —1

(915, w3) ereer = 5eq, A€ R\{0,1}
€1 @y — %64
€1 ®€3 = €5
€x @] = _7164
€o @ €3 = €4

A _

(918, w3) exee; =—eq, A€R\{0,1}
ey @ e3 = 264
€3 @@€1 — —€5
€3 ® Co — Cgq
€3 ® €3 = €4

(9197 W) €1 ®@€Cy = €4
€L ®€q4 = €3
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(920,@ €1 @€y = €3
€r ®Cy — —C4
€L 0¢€4 = €5

(9217001) €1 €1 = —€3
€104 = Cg
(9217002) €1 €1 = €3
€1 ® €3 = —C€jy
€3 €] — —€5
(9217 w3) €18€ = €3
€1 ®€3 = —€5
€3 €] — —€5
(9227W) €10€1 = —€2
€1 ® €5 = €
(9237001) €2 @ €3 = —€4
€1 €1 — €4
(9237002) €1 €2 = €5
€1 ® €3 — €
(9237003) €1 8€3 = €5
€1 ® €3 — —€4
(9247001) €1 € = —€3
€ ® Cog — €y
(924,w2) €1 €1 = —€3
€ ® Cog — €y
€3 ® €9 — —C€jy
(925701) €1 8€1 = €5
€1 @€y = €

2.5 Réduction symplectique et double extension sym-
plectique.
Soient (M, )) une variété symplectique, ¢ une action hamiltonienne d’un groupe

de Lie H sur M et J une application moment pour cette action. On désigne par 1, ,
I’application définie par :

Vou: M— R
X +— wcr,x<X> = <J(¢0(X)) - Ad2*1J<X)7x> '

Alors I'application ) donnée par :

Q: H— H*
o— Qo) =J(¢,(X)) —Ad:_,J(X) tel que
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(Q(0),x) = s, pour tout z € H est un cocycle de H relativement & la représen-
tation coadjointe. Ce cocycle détermine aussi une représentation affine ©® du groupe
de Lie H sur le dual H* de son algébre de Lie H par :@(0,&) = Q(o) + Ad’_. (),
Vo € H, £ € H*. Le moment J est équivariant pour les deux actions ¢ et @ c’est-a-
dire que J (¢(X)) = @ (0, J(X)) pour tout o € H et tout X € M.

Aussi I'application

QQZHXH—>R N
(z,y) —  Qa(r,y) = dQy(e) - @

ol @y est la fonction sur H telle que @y(a) = (Q(0),y), est un 2-cocycle scalaire de
‘H pour la représentation adjointe de H.

Pour tout p € ‘H*, on note H, le sous groupe d’isotropie de j relativement a
I'action affine @ de H sur H* et 'H,, 'algebre de Lie de H,. On suppose dans ce qui
suit que p est une valeur réguliére pour J, donc J () est une sous variété de M.
L’équivariance de J pour les actions ¢ et @ implique que J (i) est invariant par
H,. On note alors H.z lorbite de z pour l'action de H,, sur J~*(p).

En utilisant le théoréme de réduction symplectique de [MW] on obtient

Propostion 2.5.3|Me]
On suppose que (G,w™) est un groupe de Lie symplectique connexe et simplement
connexe . Soient H un sous-groupe de Lie de G, 'H son algébre de Lie et ¢ 'inclusion
canonique de ‘H dans G. On note Ly 'action a gauche de H sur G. Alors Ly est une
action hamiltonienne de H sur (G,w™) dont une application moment cocycle est :

JE . G — H*
or— J(0)=1i0Q(0)

ou 7' est I'application transposée de i, et @ le 2-cocycle de G défini par Q(o) =
PO (ad*z)* " w (z,-) avec exp(z) = 0 et w = w.
Le cocycle Qp : H — H* associé a J est donné par : Qg = i* o Q oI ou I est
I'inclusion canonique de H dans G.
Preuve.
Soit © € H et X¢ le champ de vecteurs fondamental associé & x par Ly :montrons
que ix,w = dJ,.
Avec

JI. G—R

o (i' 0o Q(o),z)

Comme X est un champ de vecteurs invariant & gauche et w™ une 2-forme invariante
a gauche il suffit de montrer que 1’égalité a I’élément neutre €. Soit y € G alors
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(@) y =y (7 (conty). )
dw o (i o Q(expty), )
dtt o (Q(expty), x)
= dQ:p( )-y
= w (7,Yy)
= (iXGQ)s Y

Soit Q : H — H* le cocycle associé¢ a JH. Par définition on a :
Qu(o)=J" o Ly(o,X)— Ad: . J"'X Vo e HetVX €G.

(QQu ne dépendant pas de la valeur choisie pour X, on prend alors X = ¢ et compte
tenu du fait que J# () = 0 car Q(¢) = 0 on obtient :
Qu(o) = JH (o) — Ad:J(e)
= J"(0)
=i'oQ(0)
dou Qg =i'oQ(o)ol
En plus des hypothéses du proposition 2.5.3 , désignons par H, le sous groupe

d’isotropie en zéro pour l'action affine @ définie par la classe de cohomologie du
cocycle Qg associé a Jy. Alors on a :

Proposition 2.5.4.
Si H est un groupe de Lie fermé et distingué de G alors g, \ (J7) - (0) est un groupe
de Lie symplectique.
Preuve.

- (JH)_1 (0) est un sous-groupe de Lie de G.
En effet :
Soient o et o € (JH)_l (0) alors
JH(o.0") =itoQ(o.0)

=i (Q(o) + Ad; . Q(0))

— 0 Qo) + i (Ad-,Q(o")

= JH(J) +it (Ad: . Q(0"))

it (Ad; Q"))
Or pour tout z € H, <2 o Ad’_ Q) > = <Q - > = 0 car H est
stable pour l'action adjointe de G ( H dlstlngue ). (JH)_l (0) est donc stable
pour la loi de G.
(JH)_1 (0) est stable par passage a 'inverse ; en effet : du fait que J7 (co71) =
0;
JH (oo™ = JH (07 +i' o (Ad:Q(0)) = 0.

Or i* o (Ad:Q(0)) = 0 car H est invariant par l'action adjointe de G donc
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(JH) (c71).

— Hj est un sous-groupe de Lie distingué de (JH)_1 (0) ; en effet,
={oc e H/ ©(0,0) =0}
={oce H/i OQ( ) =0}
={oc e H/J (o) =0}
—Hn (N (0)
— o\ (J H )71 (0) est un groupe de Lie. Le théoréme de réduction symplectique
implique Pexistence sur g,\ (J# )71 (0) d’'une 2-forme symplectique @ unique
telle que & = i*() avec 7 la projection canonique de (JH) - (0) sur g, \ (JH)

et ¢ inclusion canonique de (J# )_1 (0) dans G.

- (Ho\ (JH)_l (O),@) est un groupe de Lie symplectique.En effet il suffit de

prouver que Vo € (JH )71 (0), la 2-forme symplectique (L,,(U))*@ vérifie la
relation
* (Lﬂ(g))* W =1 QO.

L,01)"Q (car o € (JH)_1 (0) qui est un sous groupe de G)
i*(Ly)*Q
1)

Exemples

Exemple 1. Soit Gy le groupe de Lie connexe simplement connexe de dimension
6 dont I'algebre de Lie est g;. Le 2-cocycle w = e Aef + (1 — N)es A ek + Ael A e,
ou {ej, - ,ef} est la base duale de la base {eq, - ,es} de g3, définit dans G par
translation & gauche une structure de groupe de Lie symplectique .
Considérons l'idéal central Z = Vectg(eg). Le sous-groupe de Lie connexe H associé
a Z est un sous-groupe fermé distingé dans G; qui est isomorphe a (R, +).
Soit Ly l'action & gauche de H sur GG;. Un moment pour cette action est donné par :
J(expz) ='ioQ (expz) ou

Q (exp ) — (ad:)* W (x,0).

()
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Alors pour r = (x17$2,$3,334,1'5,$6) € g1,

Q[exp(‘rl? T, X3, T4, Ts, ‘TG)] =
[ T — —332)\5134 + ( 651325[)1))\.’173 + ( .T4 — %.’E% — éngl + 241'21171)(1 — )\)fﬂg
+(325 — 2322 — 14T + S T3L] — 24( :L’2 T3T1)T1 — 1203:2x§)x1]el
—l—[()\ — 1)x5 + Ax1x4 — /\xlxg + (323 4 $2211 — 570%) (1 — N)@g + 30421 — 32}
112@37? + 150‘”?]62 . . . .
+[=Azy — —)wlxg + 5(1 = N3 + 6(1 Naizy + 5007 — 5;27]es

[)\mg—i- (A —1)5131$2— 5T1T2 + x1]64
{( » ) 2%]65

Calcul du "moment cocycle" Jy et de H+

JHIG — I*

*
exp(l’l,fL’27I3,x4,fE5’x6) 'rleﬁ

H* = J;*(0) et est isomorphe a R* x R.

D’aprés la proposition 2.5.4 H\H* est un groupe de Lie symplectique. Il s’identifie
au groupe de Lie symplectique abélien (R4,w_+) ott wh = (1 — \)0y A Bs + N3 A Oy
Les suites qui décrivent la double extension symplectique, au sens de [DMZ2], au
niveau des groupes sont données par

{5}—>H—>R4>4R—>R4—>{€}
R*«R—G—R
Exemple 2. Soit (G5 le groupe de Lie connexe simplement connexe de dimension
6 dont I'algebre de Lie est g3. Le cocycle w = ef Aef—esANei+esAel, ou{el, - ,ei}

est la base duale de la base {ey, - - - , eg} de g3, définit dans G5 une structure de groupe
de Lie symplectique dont la forme symplectique est donnée par :

+:91/\Q6+‘95/\92+93/\94

ot {0;},_, 4 désigne la 1-forme invariante a gauche sur G associée a {e;}.
On considére 'idéal central Z = Vectgr(eg). Le sous-groupe de Lie connexe H associé
a Z est un sous-groupe fermé distingé dans ('3 qui est isomorphe a :

(/10000 0 o )
010000 0
001000 0

H={]1000100 0], ogeRy.
000010 0
000001 0

(\ooo0oo0oo0o0 1 )
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Considerons Ly 'action a gauche de H sur GG3 . Un moment pour cette action est :
J (eXp ’ZC) =J (eXp(xb T2, T3, T4, Ts5, $6)) =* (S Q (eXp .Z') ou

(e}

1 *
Q (exp z) E (ad})" w(x,e)

k=1

Pour © = (21, e, x3, 24, x5, T6) € g3 on obtient

Q[eXp(]fl, X2,X3,T4,Ts, :L‘G)] =

_ 1 1 1 1 1,2

= [—xlg - §x12$4 + x3 1(5.53 - 69513:2?? — X9 (51‘4 — T3l + ﬁxlxg)
*

+1 (59515 - g$1$14 42_ 24:U1x13 X 120x1x2)l61

+lrs + 271%4 = 6(171x3 + 21172 + riles

+[— 954— xlxg Gmlxg $1]63
+[x3+ .I'1£B2+ sxdle;

+[-x _xl]ef)

[xl]

Calcul du "moment cocycle" Jy et de H+

exp($1,$2,$3,x4,$57x6) xleﬁ

06
05
04
g3 s 0'2,0'3,0'4,0'5,0'6€R
02
0
0 0 0 0 1 )
D’apres la proposmon 254 H \H est un groupe de Lie symplectique. Il s’identifie
au groupe abélien (R*,w*) ot wt = 605 A 0 + 65 A b,
Les suites qui décrivent la double extension symplectique, au sens de [DMZ2], au
niveau des groupes sont données par

H+ = J5(0) =

S OO oo
o OO o= O
SO oo~ O o
OO = O OO
_ o O O o o

FO O, OO oo

{e} = H—R>— H\J5'(0) — {¢}
R°—-G—R

Exemple 3. Soit (G Wy ) le groupe de Lie connexe simplement connexe d’algébre
de Lie g1s muni de la forme symplectique w3 = e3 A ef — e Aeg + €5 A ei + 2e5 Nej.
Il est clair que Z = Vectg(eg) est un idéal de gi5. Soit H le sous-groupe de Lie de
(G, connexe associé a 7 ; bien évidemment H est un sous-groupe distingué dans G.
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Un moment pour I'action a gauche Ly de H sur G est donné par J(expz) = i’ o

Q (expx) = z1€f.

Ji1(0) s’identifie alors a R? x Hz et H\J;'(0) est isomorphe au groupe abélien
(R*, +) muni de la forme symplectique wy = 03 A 05 + 05 A 05 + O3 A 0.

Les suites qui décrivent la double extension au niveau du groupe sont données par

{e} - H - R*xHs — R* - {¢}

R2xH; - G—R

2.6 Structures complexes invariantes a gauche

Soit (G,w™) un groupe de Lie symplectique d’algebre de Lie (G, w)

Définition 2.6.1. Une structure complexe invariante a gauche sur G est la
donnée d'un champ de tenseur de type (1, 1) invariant a gauche qui est, en chaque
point o de la variété, un endomorphisme J de l'espace tangent T,G tel que J? =
—Idyp,c et Ny =0, ou N, désigne le tenseur de Nijenhuis.

Du point de vue infinitésimal ceci équivaut a la donnée d’un endomorphisme j de
I’espace Vectoriel g, tel que :
- (1) j2=-1Id
(i) Ny, ) = 0 = [j(2), ()] — [e.9] — 5 (@), ) — (. i) Vary € G
— (ill) w (J ( ),j(y)) =w(z,y), pour tout z,y € G.

Lemme 2.6.5 Il n'y a pas de structure complexe invariante a gauche sur les
groupes de Lie (nilpotents) d’algébres de Lie suivantes : g1, g2, g3, 84, 95, 86, 97, s,
g9, 911, B19, G20, P22-

Preuve. Pour g1, g2, 93, 94, 95, 06, 97, gs, J9, il n’existe pas de strucutres complexes
en effet, puis qu’elles sont 4-nilpotentes et les ideaux dérivées sont de dimension au
moins 3, les seules structures complexes possibles sont de la forme [j(z), j(y)] = [z, ]
ou [j(z),y] = [z,y]; Or dans ces cas le tenseur N; # 0 .

Pour g11, g19, @20, 922, la condition (iii) de la définition 2.6.1 n’est pas satisfaite.
Dot le lemme. R

Proposition 2.6.6 Les groupes de Lie symplectiques nilpotents de dimension 6
dont 'algébre de Lie est isomorphe a I'une parmi les algebres suivantes admettent
une structure complexe invariante a gauche : gio, g12, 913, 914, 915, 16, 917, 18, P21,

923, 824, 925, 926-
Le tableau suivant donne des exemples de structure complexe sur ces groupes de Lie :

Tableau 2.6
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Algébres structures complexes
d10 jler) = ey, jlea) =e3, jles) = —%‘367
d12 jler) = e, jles) =es, jles) =es
g13 jler) = ea, jlea) = —e3,  jles) = %165
14 jler) = e, jleq) =es, jleg) =es
915 jle) =e1te, jlea) =es—es, jles) = —3e5
g6 jle1) = —eq, jlea) =es3, jles) =es
g17 jler) = —ea, jlez) = —eq, jles) = —2e
gis jler) =es,  jlez) =e3, jes) = —eq
921 jler) = —ea, jles) =eq, jles) = eq
23 jle) = —eq, jle2) =es, j(es) = es
924 jler) =es, jlea) =es5, jles) =eq
925 jler) = ey, jles) =es, jles) = —eg
926 jler) =eq, jles) =es, jles) = e

2.7 Quelques remarques sur les réseaux des groupes
de Lie symplectiques nilpotents de dimension 6

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe et soit g son algébre de
Lie .
Définition 2.7.2 Un réseau I' dans un groupe de Lie G est un sous groupe discret
cocompact de G . Ceci implique que la variété quotient I'\G est compacte |[Ra].
L’espace quotient I'\G est alors appélé nilvariété compacte.
D’aprés Malcev G admet un réseau si et seulement si g admet une base B a constantes
de structure rationnelles ( voir aussi [Mal],|CG|,[Ep]). On dit alors que gg =
Vectg (B) définie une structure rationnelle sur g; c’est-a-dire que, g est une al-
gebre de Lie sur Q et dimggg = dimgg.

Ainsi des objets essentiels pour construire des nilvariétés symplectiques com-
pactes sont les algeébres de Lie symplectiques réelles nilpotentes ayant une Q-structure
d’algebre de Lie.

Donc & commensurabilité prés, les nilvariétés symplectiques compactes de dimension
6 pourront étre déterminées a l’aide de la classification des Q-algebres de Lie nilpo-
tentes de dimension 6 due & Morozov et de la liste des algébres de Lie symplectiques
donnée dans [GMK].

Une analyse de la liste des algébres de Lie symplectiques de dimension 6 donné en
début de ce chapitre montre que toutes ces algébres de Lie sont a constantes de
structures rationelles. D’ot la proposition suivante :



tel-00078872, version 1 - 20 Jun 2006

57

Proposition 2.7.7.
Soit G un groupe de Lie simplectique nilpotent simplement connexe de dimension 6
, alors G admet des réseaux.

Compte tenu de cette derniére proposition , du Tableau 5 et de ce qui précéde
nous obtenons a partir des groupes de Lie considérés un grand nombre de nilvariétés
symplectiques compactes munies de structures affines symplectiques.
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Chapitre 3

Géométrie des groupes de Lie
symplectiques de dimension 4

3.1 Introduction

On s’intéresse a ’étude des groupes de Lie symplectiques de dimension 4. Nous
partons des algébres de Lie symplectiques de dimension 4( dans le sens défini plus
haut dans le chapitre 2 ) qui sont toujours résolubles d’aprés un resultat de [LM].
Nous mettons en évidence les groupes de Lie connexes simplement connexes associés
a ces algébres .

Nous montrons 'existence d’un couple de feuilletages lagrangiens transverses dans
certains de ces groupes en donnant des exemples de sous-algébres lagrangiennes sup-
plémentaires (Tableau 3.3). Ceci nous permet d’exhiber une connexion symplectique
invariante a gauche sans torsion que nous appellons de Hess sur ces groupes de Lie
( Tableau 3.3bis ). Dans [DiM], A. Diatta et A. Medina ont mis en évidence I’exis-
tence d’une structure affine et d’une structure complexe sur le groupe de Lie double
( défini par une solution de I'equation de Yang-Baxter) de tout groupe de Lie sym-
plectique. Nous, nous exhibons dans les cas de dimension 4 la structure affine et une
structure complexe sur le double de ces groupes de Lie .

Enfin nous entamons I’étude du groupe de transformations affines d’un groupe de Lie
symplectique ( donc affine ) en explicitant le cas de la dimension 2 et des exemples de
la dimension 4. En trouvant le groupe des automorphismes de 1’algebre symétrique
a gauche nous classifions par la dimension le groupe de transformations affines de
ces groupes de Lie.

o8
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3.2 Groupes de Lie symplectiques de dimension 4

3.2.1 Algeébres de Lie symplectiques de dimension 4

Toute algebre de Lie symplectique de dimension 4 est résoluble (voir [Cby]). La
classification des algebres de Lie résolubles de dimension 4 est rappelée dans [BC]
par M. Vergne. Dans [MR2] Medina et Revoy ont classifié les algébres symplectiques
de dimension 4. Utilisant cette classification nous explicitons le produit symétrique
gauche associée a la forme ymplectique. Les notations utilisées dans la proposition
suivante sont celles de [BC].

Proposition 3.1.1.
Toute algebre de Lie symplectique de dimension 4 est symplecto-isomorphe a 1'une
des algebres de Lie suivantes citées dans le tableau 1 ( voir [MR2]) :

Tableau 3.1
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Algébre crochet de Lie
1 h tous les crochets sont nuls
w=¢ejNe;+e3Ne;
2 g1 X 931 [e2,e3] = ey
w=¢ejNe;+e3Ne;
3 9% X g2 e3,e4] = €4
w=¢ejNe;+e3Ne;
4 941 [e1,e3] = es;[er, eq] = eu;fer, e3] = ey
w=¢ejNey+e;Ne;
5 942 le1,e3] = es;[er, eq] = ey; ez, e3] = —ey; €2, e4] = €3
w=e]Ne;—e5Ne;
6 04,3 [e1,ea] = esifer,e3] = e4
w=¢ejNey+e;Ne;
7 94,4 [e1, €] = e35ler, ea] = ey
w=¢ejNey+e;Ne;
8 g5 [e1, e2] = ea; [e3, ea] = €4
w=¢ejNe;+e3Ne;
9 g1 X 9:(),,_21) [ea, €3] = e3; [z, e4] = —ey
w=¢ejNe;+e3Ne;
10 o1 % g e, 3] = —eai[e2, e4] = e
w=¢ejNe;+e3Ne;
1l.a Elz(;:aw) [e1, €a] = eg; [e1, €3] = —e3;[eq, e4] = Pey
0<p<1 w=ejNe;+e;Ne;
11.b gi})l’l) [e1, e2] = e9;[e1, e3] = —es; [er, e4] = —ey
w=ejNe;s+e3Ne;
11.c gfg_a) le1, ea] = e9; [e1, €3] = aes; e, eq] = —avey
-1<a<0 w=¢ejNe;s+e3Ne;
12 gio’ o1, 62] = —esi [er, e5] = €5 + ex; [er, ea] = 4
w=¢ejNey+e;Ne;
13 gféo) [e1, €2] = aey;[er, e3] = —eq;fer, eq] = e3
a>0 w=ce]Ne;+ezNe;
14.a 9292) 1, e2] = —%62; le1, e3] = e3; [er, e4] = %64; [e2, €3] = eq
w=ce]Ney+e;Ne;
14.b gz(fg) [61, 62] = (Oé - 1)62; [61, 63] = €3, [617 64] = €y, [62, 63] = €4
O<a<2etad¢{l,1/2} |w=aelNe;+esNeS
15 94,10 lea, €3] = e4; [e1, ea] = ea + €35 [e1, €3] = e3; [e1, ea] = 2e4
w=2e] Ney+e5Ne;
16 94(31)1 e, €3] = eq; [e1, e2] = aey — es;[e1, e3] = ez + aes;
a>0 le1, e4] = 2aey

_ * * * *
w = 2ae] N ey +e; N e;
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Idée de la Démonstration du théoréme 3.2.2.1. La preuve se fait de fagon
exhaustive. Pour chaque algébre de Lie résoluble de dimension 4 on détermine les
2-cocycles scalaires w et on trouve ensuite ceux qui sont non dégénérées . B

3.2.2 Détermination des groupes de Lie symplectiques connexes
et simplement connexes

Désignons par G x, F' le produit semi-direct du groupe de Lie G par le groupe
de Lie F suivant une représentation ¢ : ' — Aut(G) ou Aut(G) est le groupe des
automorphismes continus de G. Si ¢ est la représentation triviale on écrira simple-
ment G X F' ( produit direct ). Dans le tableau suivant nous donnons la description
du groupe de Lie connexe simplement connexe associé a chaque algébre de Lie sym-
plectique.

Tableau 3.2
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Algébre Groupe de Lie Produit dans le groupe
gil Gl = <x7y7 Zat) (I/7y/72/atl) =
(42 y+y,z+ 2 t+1)
g1 X @31 Gy =H3 xR (z,y,2,t) (Y, 2", t) =
(42 y+y,z+2 +ay, t+1)
g1 X go Gy=R°x (RxR}) | (2,y,2,t)(2,y, 2 t) =
(x+a,y+y, 2+t tt)
941 G4 = R3 A Rj— (ZU?y, Zat) ($/7y/7 Z,a t/) -
(x 4+t y + za' + ty, 2t + t2/ tt)
94,2 G5 = R*-E A RTE (l’,y, Z>t) (m/ay/a Z/a t/) =
(xa'z cos(In(t)), yy'z sin(In(t)), z2', tt')
94,3 G6 = R?) b R:— Ex> Y, Z/? t) (33,,,?/, Z//alt/)(T
z+a2,y+y +x n(f),
. 242+ 11,1(t2 +/ ‘%/ln2(t), tt')
044 G7 =R’ x R% z,y,z,t) (o, y, 2 1) =
(x+ 2 y+y + 2 In(t), 2z + 2/, tt')
g5 Gs=Aff(R) X Aff(R) | (z,y,2,t) (2, ¢, 2, 1) =
(xa!,y + xy, 22/t + 2t')
g1 X 9:(),,_21) C;19 = Rg X Rj— Ex7y7 Z7t) ([E/7 y/7 Zlu t/) 1: )
x+ay+ty, 2+t 2t
91 X g:(sz)l GIO - RS X R*Jr <x7y7 Zat) (ZE’, y/7 Zla t/) =
(x + ',y + v cos(In(t)) + 2’ sin(In(t)),
z — 1y sin(In(t)) + 2" cos(In(t)), tt')
94(15 ﬂ) Gll.a — Rg X Rj— x,Y,z ) (ZE/7 y/7 Zla t/) -
0<p<1 (m—i—tm,y+t’1y’,z+tﬂz’,tt’)
4(1,_5171) Gll.b = R3 X Rj— (J], Y, =, t) ([E/7 yla Z/a t/) =
(x+ta',y +t7Yy, 2+t tt)
94(103 ) Gll.c - RS X Rj- (I, Y, z, t) ([E/7 y/7 Zla t/) -
-1<a<0 (x +ta y +ty, 2 + %2 tt)
gé(l 61) G12 = RS X R*Jr (QE‘, Y, z, t) ([L‘,7 y/7 Zla t/) -
(x+t7 12y +ty, 2 + ty' In(t) + t2/, tt))
gz(LQBO) G13 = R3 X ]Ri (LU, Y, z, t) (‘rlv y,7 Zla t/) =
a>0 (x +t*2',y + ¢ cos(In(t)) + 2" sin(In(t)),
z —y'sin(In(t)) + 2’ cos(In(t)), tt')
94(1192) G14.ll - Rg X Ri T, Y,z ) (I‘ Y 7Z/7 t/) -
(:v + oy ty 2V tt’)
gz(lag) G14.b = Rg A R*J,- (l’, Y, z, t) (I/7 ylv Z/a tl) =
0<a<?2 (x+t 1)y +ty, 2 + 2 tt)
et a ¢ {0,1,1/2}
94,10 Gis =R xR (z,y,2,t) (2, ¢, 2, V) =
(x+ta',y +ty +ta' In(t), 2 + 122/, tt')
ol Gis =R* X R% (z,y,2,t) (2,9, 2/, 1) =
a>0 (x 4+ t*a’ cos(In(t)) + t*y' sin(In(t)),
y — t2’ sin(In(¢)) + t*y' cos(In(t)), z + t2°2/,

tt')
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3.2.3 Feuilletages lagrangiens.

L’existence d’un couple de feuilletages lagrangiens transverses dans les groupes

de Lie simplectiques unimodulaires de dimension 4 a été traité par A.Medina et Ph.
Revoy dans [MR3]. Le théoréme suivant est une suite directe de ces résultats; par
souci de complétude nous reproduisons ci-dessous les grandes lignes de la démons-
tration proposée dans [MR3].
Théoréme 3.2.2.1. Tout groupe de Lie symplectique de dimension 4 contient des
sous-groupes de Lie lagrangiens. Plus précisement tout groupe de Lie symplectique
de dimension 4 admet un couple de feuilletages lagrangiens transverses invariants a
gauche exceptés ceux qui sont isomorphes a Gg, G1o, G13 et Gyg.

Démonstration . Désignons par g; les algébres de Lie respectives des groupes
de Lie respectifs G;, pour i € {1,2,--- ,16}. Nous dévrons décrire les sous algébres
de Lie lagrangiennes supplémentaires de g;. Pour le faire nous allons I'ullustrer par
les exemples de go dans laquelle elles existent et de gio dans lequelle elles n’existent
pas.

Dans les deux cas tout 2-cocycle non dégénéré sur g;, ¢ = 9, 10 peut se mettre sous la
forme (e} +bef +cej) A (ae3) +des Ae; ot {e}} est la base duale de {e;, 1 < j < 4} et
a, b, c et d sont des réels tels que ad = 0. Si i = 9 ou 10 alors Kerel = [g,, g:] + Z(g:)
, ou Z(g;) désigne le centre de g;, est un idéal caractéristique et abélien de g,. Soit
B une sous-algébre de Lie dimension 2 de g;, ¢ = 9,10. Supposons que B CKerej.
Si B = Vect{by, by} est lagrangienne on aura e} A ej(by,by) = 0 par conséquent
B = Vect{e1, Nes + pes} avec (A, u) # (0,0).

Si B n’est pas contenu dans Kerel, B = Vect {by = ue; + veg + wey, by} avec 5 (b)) #
0 car BNKere} est de dimension 1. On peut supposer que by = e, +b, avec b, €Kere}
et [b1,by] = 0. Si i = 10, B doit étre abélienne, u =v =0 et B = Vect {e1,es+ by }
n’est pas lagrangienne. Ce qui montre que g;y ne contient pas de sous algebres la-
grangiennes, nécessairement incluses dans Kere} , par conséquent il n’ y a pas de
couple de sous-algébres lagrangiennes supplémentaires dans gq,.

Supposons maintenant que ¢ = 9. Si w # 0 and (u,v) # (0,0), B sera de dimension
3, donc (u,v) = (0,0) et B = Vect {61, es + b/} n’est pas lagrangienne.

Si w = 01l y a deux possibilités : B = Vect {63,62 + b/} ou B =Vect {64,62 + b'}.
Dans le premier cas, on peut supposer b’ = ey + pey et w(es +b',e3) = ap — dX |
donc on choisit A de sorte que B soit lagrangienne. En fait gg contient aussi des sous
algébres lagrangiennes de type Vect{ez +b, 64}. De plus L = Vect {)\/63 + ey, e },

dans Kere}, est une sous algebre lagrangienne supplémentaire de B = Vect {e3 + Aej + pes, eq}

si et seulement si A" # 0. Ainsi il existe des couples de sous algébres lagrangiennes
dans go. B

Ci-dessous dans le tableau 3.3 nous exhibons un couple de sous-algébres lagran-
giennes supplémentaires dans le cas ou elles existent :
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Tableau 3.3

Algébre Sous-algébres lagran. Suppl.
h [, = Vect (e1, e3)
[, = Vect (e3, e4)
g1 X 83,1 [, = Vect (e, e3)
[h = Vect (es, e4)
g7 X go [1 = Vect (e1, e3)
lo = Vect (s, e4)
941 [, = Vect (1, e3)
lo = Vect (s, e4)
942 [; = Vect (1, €3)
lo = Vect (es, e4)
P44 [, = Vect (1, e3)
lo = Vect (e, e4)
g3 [; = Vect (e1, e3)
[, = Vect (€2, e4)
g1 X g:(J;Ql) [1 = Vect <€1, €4>
[, = Vect (es, €3)

(_176) —_
945 [, = Vect (e1, e2)
0<p<1 [p = Vect (e3, e4)
94(11_51’1) [, = Vect (ey, e3)
[, = Vect (es, e4)
gf&’_a) [, = Vect (1, e3)
—-1<a<0 [, = Vect (es, e4)
gi}l) [1 = Vect (e1, e3)
[2 = Vect <€3, 64>
(1/2)

910 [, = Vect (1, €3)
[, = Vect (e3, e4)
gfg [1 = Vect (e1, e3)
0<a<2etad¢{0,1,1/2} | [, = Vect{es, ey)
94,10 [, = Vect (e1, e3)
[, = Vect (es, e4)

Une conséquence de cet théoréme et du résultat de Hess ( voir Chapitre 2 section
2.4.2) nous permet dénoncer le résultat suivant :
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Proposition 3.2.1 Soit (G,w™) un groupe de Lie symplectique dont I'algeébre
de Lie est I'une des algébres citées dans le tableau 3.3. Alors G posséde une unique
connexion symplectique invariante a gauche V sans torsion telle que VI; C [;,i = 1,2
ou [; sont les deux sous-fibrés de T'G' associés au couple de sous groupes lagrangiens
de G.

Dans le tableau suivant nous décrivons la connexion de Hess dans chacun des groupes
de Lie cités dans la proposition ci-dessus.

Tableau 3.3bis

Algébre Connexion de Hess
0 010
. . . 0 00 0 )
g]. X 93,1 Vel == 07 vez = 07 veg = 0 0 0 0 bl V€4 == O
0 -1 0 O
00 0O
. . . 000 0 )
g% X 92 vel = 07 v62 = 07 veg = O O 1 0 9 v64 == O
00 01
-1 0 0 O
: 00 0O .
9471 Vel - 0 0 0 0 9 vez 07
00 0O
0 0 0O 00 0O
: 0 0 0O : 00 0O
Vee=| 1 o900 | Ve 0000
0O -1 0 O -1 0 0 O
-1 0 0O 0 1 00
: 0O -1 0 O . -1 0 00
82 |(Va=| g o109 |'Ve=| 00 01]
0 0 0 1 0 0 -1 0
00 0O
00 0O
Ve; =0, Ve, 00 0O
-1 0 0 O
-1 0 0 O 0 0 0O
. 00 0O . 0 0 0O
94,4 v€1 - 0 0 0 0 9 veg - _1 0 0 O 9 veg - 07 V64 0
0 001 0 -1 0 O
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3.3 Géométrie du groupe de Lie double

3.3.1 Structure affine sur le double

Soit 7 € A%G est une solution inversible de I’équation de Yang Baxter classique
dans G d’algebre de Lie G, alors elle munit G d’une structure symplectique invariante
a gauche et donc d’une structure affine invariante a gauche . Dans ce cas si on note
D(G,r) et D(G) respectivement ’algébre de Lie double et le groupe de Lie double
du groupe de Lie-Poisson (G, 7 = r* —r7), D(G) a une structure affine invariante
a gauche V et une structure complexe invariante a gauche J , toutes deux définies
par r , telles que V.J = 0 ( voir [DiM]). Voici ’énoncé exacte de ce théoréme :

Théoréme 3.3.1.2(|DiM]) Soit » € A%G une solution inversible de 1’équation
de Yang-Baxter classique sur un groupe de Lie G d’algébre de Lie G. Alors tout
groupe de Lie D(G) d’algebre de Lie l'algebre de Lie double D = G & G*(r) d'un
groupe de Lie Poisson (G,m = r* — r7) est muni d’une structure affine invariante
a gauche V et d’une structure complexe invariante a gauche J satisfaisant VJ = 0
respectivement définie par

v(ac,a)+<y7 6)+ = ([L’y + ad:;% ad:(a)ﬂ + ad;ﬁ)

J ((z,0)7) = (=r(a), q(z))"
Dans le tableau 3.4 ci-dessous nous donnerons une écriture de cette structure affine
en définissant le produit bilinéaire associé a cette structure .

Tableau 3.4
1. €-¢,=0

2. eg-e3=e¢ey
€y - €y = —€5
€3 €3 = €1
€3 - €e; = €5
e} -e3 = —ey
e} ey = e
*
€4°€3 = €1
*' * *
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*
€4 €4 !
61 !
€1 €4 .
. 61 —
* e —
€9 - €y _
* . 61 —
€3 €4 _
* . —
* . 6 —
* . e —
€4 €4 .
. 62 —
€1 2= _ez
€1 64 —
1 .
€9 * €9 = !
e * 64
2 o
. 62 —
€3 2 _63
. 62 =
€4 2- €>{
€y * 64
4 0
* . 62 — )
e} e =
1 .
* . 62 —
* . 6 —
€9 - €y _ )
* . e —
* . e —
€3 €4 _ )
* . e —
ey e =
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10.

€1 = —€9,
’ 6; - 637
€2 = —€4,
€1 = —€y4,
€1 = €4,
€2 = —€y4,
€1 = —¢€2,
€5 = —ej,
€1 = —€q,
€3 = —e,
€2 = —€4,
€1 = —¢€4,
€1 = €4,
€a = —€y4,
€1 = —€q,
€5 = —e,
€1 = —€q,
€1 = —€9,
€3 = —¢€3,
€3 = —¢€4,
€1 = €9,
€1 = —€q,
€3 = €4,
€3 = —¢€3,
€3 = €3
€4 = —€4
€3 = —¢€3
€)= e
€4 = —€1
€5 = e
€3 = —€1
€} = —€;
T3 = —€4
€4 = €3
€3 = —e;
€} = €3
€3 = —€1
€)= —€
€4 = —€1



n
)
88
'OOO
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11.a.

11.b.

11.c.

.61
.63

*

e
e
ey
ey
ey
e
e
3

*

-el
.64

*

e
ey
. e3
ey
e
ey

*

e
ey
e
ey

*

e
ey
. e3
e
e
ey

*

.63
-64

_/6617

—€3,
*

€4,

€4,

_/6647

ﬁ€47

—€4,

_ﬁela

€4,

€4,

ey,
_ *
—Cl/€3,
—E€2,
ey,
Qeq,
€2,
—€1,

ey,
- *
—0463,
—Qeq,
ey,
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12.

13.

—€1 — €y,
€s,
—e3,
—€4,
—€4,
el
—€y4,
€4,
€4,

e,
—€4,
—€3 — €1,
€s,

es,
—Qey;, e -
€3, €1 -
—ej, ey -
—QeEg, €9 -
€2, €3
€2, €4
Qaes, el -
—oey, €5 -
es, e -
—62, 63 :
—eg, el -
e, ey -

€2 = —€2
€y = €
€y = —€3
€ = —€
€2 = —€4
1= €
€1 =€
€1 = —€
€y = €4
ey = —e]
€5 = —ej
€y — —€9
€5 = €5
ey = —e;
= —ae;
= @§

= el

= —e’{

= e*l‘

= —ae]
= —ey

= —ae;
= e;’

= —e{

= —@’{

*

*
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14.a.

14.5.

%61, €1 €2
%63, er - e
—e3,  e1-¢€)

%62, €2 - €3
—%e’{, es- €

%63, €3 - €2
e, es - e
—5€4, €4-€)

5€4, €] €]
;1163, €5 - €

€1 €€l

4—1162, 6; €3

€1, el

%61, €y e
%63, €y €5

€4
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3.3.2 Structure complexe sur le groupe de Lie double

Suivant le Théoréme 3.3.1.2, ci-dessous, dans le tabeau 5, nous donnons un
exemple de structure complexe (2éme colonne) sur le groupe de Lie double défini
par une solution inversible r de I’équation de Yang-Baxter classique vu comme un
isomorphisme de g* dans g ( 3éme colonne).

Tableau 3.5
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Structure complexe r correspondant
1Lb. | J(e))=e5, J(ea)=—ef |r(eh) =
J(es) =€}, Jles) =—e5 |r(e3)=e
J(e]) =er, J(e3)=—er |r(e3) = —eq
J(ef) =es, J(ej) = —es r(e}) = es
11.c. J(er) =€, J(e2) = —€f r(e}) = —€
J(es) =€y, Jles) =—e5 |r(es)=e
J(e7) =ex, J(es)=—er |r(e3) = —eq
J(e3)=es, J(e}) = —e;3 r(e;) =e3
12. J(er) =¢€;, J(ez) = e} r(ey) = —ey
J(e3) = —e3, J(es) = —€] |r(e3) = —e3
J(e1) =es, J(e3)=es r(e3) = e
J(e3) =—ex, J(e)=—er |r(e]) =er
13. J(er) =¢eb, J(ea) = —¢f r(e}) = —e
J(es) =e€i, J(ea)=—ef |r(e)) =€
J(e7) =ex, J(e3)=—er |r(e3) = —eq
J(ez) =es, Jley)=—ez |r(e]) =e3
a | Jle)=e;, Jea)=2e5 |[r(e])=—e
J(es) = —2¢5, J(es) = —¢i | r(es) = —Ses
Je) =es, J(es)=1Les | r(es)=Les
J(e5) = —3es, J(ej) =—er | r(e}) =e
4b. | J(e)=aec;, J(e)=¢ |r(e]) = —Lte
J(ez) = —e3, J(eq) = —ae] | r(e5) = —e3
J(ey) = ée4 ,  J(e3) =e3 r(el) = es
J(e) =—ex, J(ej) = _éel r(e}) = iel
5. | Je) =26, Jlea)=e; |r(e]) = —Les
J(es) = —eb . J(eq) = —2¢; | r(el) = —es
J(ey) = %64 ,  J(e3) =e3 r(e3) = es
J(ey) =—e, J(ej) =—ter | r(e}) = %el
16. J(e1) =2ae; , J(ex) =€} |r(e])=
J(e3) = —eb,  J(es) = —2aef | r(e}) = —63
J(ef) =5e4, Jl(ez)=es |r(es)=
J(ez) = —es, Jle)) = —per | r(ef) =

3.4 Groupe de transformations affines de certains
groupes de Lie symplectiques de dimension < 4
Nous nous intéressons ici a une premiére description du groupe des transforma-

tions affines de certains groupes de Lie symplectiques de dimension < 4. La structure
affine en question est celle déduite de la forme symplectique ; on distinguera au pas-
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sage le cas bi-invariant et le cas invariant & gauche. Etant donnée une variété lisse
connexe et simplement connexe M munie d’une connexion linéaire sans courbure
ni torsion, on sait que le groupe Aff(M,V) de toutes les transformations affines
de (M, V) est un groupe de Lie pour la topologie compact-ouvert ( voir [KN]) qui
opére transitivement sur M et est isomorphe au groupe de toutes les transformations
affines de R ( voir Kobayashi-Nomizu ); mais si la connexion n’est pas compléte,
il y aura moins de transformations affines.

Rappelons qu’une transformation affine d’une variété affine (M, V) est un difféo-
morphisme ¢ de M qui vérifie la condition

(3.1) 9" (VxY) = Veuix) (0°(Y)) VXY € x(M)

Si le flot d'un X € x(M) vérifie (localement) cette équation. On dit que X est une
transformation infinitésimale affine de (M, V), c’est-a-dire que X vérifie

(32) [X, VyZ] = V[XJ/]Z + Vy[l’, Z] \V/Y, Z € X(M)

Si M est connexe l'ensemble aff(M, V) des champs affines est une sous-algére de
X(M) de dimension au plus n? + n( voir [KIN]).

Dans la suite on pose M = G , out G est un groupe de Lie que I'on munit d’'une
connexion linéaire V de torsion et de courbure notées respectivement

(3.3) TV (X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]

(3.4) RY(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ - VixniZ VY, Z € x(G)

Supposons que V définisse une structure affine ( invariante a gauche sur G), c’est-a-
dire que V est a torsion et courbure nulles; alors V détermine un produit bilinéaire
sur I'espace vectoriel G :

(3.5) XY = (VxY) (e)

Il résulte de (3.3) et (3.4) que l'on a

(3.6) (X,Y]=XY -YX
(3.7) XYZ)—(XY)Z=Y.(XZ2)—(Y.X).Z
la derniére équation montre que le produit "-" définit sur ’espace G une structure

d’algebre ( & association ) symétrique a gauche.
Si de plus V est bi-invariante, c’est-a-dire si les champs de vecteurs invariants a
gauche sont aussi affines , alors le produit "-" est associatif et réciproquement ( voir
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[BM]).
Considérons le sous-groupe fermé de Aff(M, V) qui fixe ¢

Aff(G, V) :={o € Aff(G,V); d(e) = €}
On a alors les décompositions suivantes
Aff(G,V)=Lgo Aff.(G,V)
af f(G,V) =Lg®af (G, V)

3.4.1 Groupe de transformations affines des groupes de Lie
symplectiques de dimension 2

Cas abélien. Soit G = R? muni de la forme symplectique wy, on trouve sans
peine que Aff(G = R? V°) = R? x GL(2,R).

Cas non abélien. Soit g ’algébre de Lie resoluble de dimension 2 définie dans
une base {e1, ex} par [eq, es] = es.
g admet alors une forme simplectique exacte w = d(e}) = —ej Aej ou {e], €5} désigne
la base duale de {e1,es}.
Le groupe de Lie connexe G' = G, 1(R) associé a g est le groupe de transformations
affines de la droite ; c’est un groupe de Lie Kéahlérien (voir [LM]) dont la connexion
V? associée & la forme symplectique est donnée comme suit dans la base {e;,es} :

o [ -10 o [0 0
Vel_<o o) Ve=\_1 0

Le groupe des automorphismes de (G, V') s’identifie alors & { ( i 2 ) ,c€ R de R*} :

donc le groupe de transformations affines de (G, V°) s’identifie a

Aff(G,V°) = Gi(R) x Gpi(R)

3.4.2 Groupe de transformations affines d’un groupe de Lie
symplectique affine de dimension 4

Parmi la liste des algébres de Lie symplectiques de dimension 4 donnée dans
la Proposition 3.1 seules les algebres g7, g1 X g31 et g3 sont nilpotentes; soit Gy,
G5, Gg les groupes de Lie connexes et simplement connexes correspondants a ces
algebres de Lie.

Et puisque ces groupes sont munis d’une structure affine bi-invariante; d’apres
la Proposition 6.1 de [BM] le groupe de transformations affines Aff(G;, V) de
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G, i = 1,2 est isomorphe au groupe de transformations affines de R*, a savoir
Aff(RY) =R x GL(4,R).

D’otut le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.2. Soit G un groupe de Lie symplectique connexe et simplement
connexe de dimension 4 muni de sa structure affine V, déduite de sa forme symplec-
tique w. Si G est unimodulaire alors le groupe de transformations affines de (G, V)
est isomorphe au groupe de transformation affine de R*.

Les groupes de Lie symplectiques qui sont définis dans ce théoréme sont G, Gs, Gg,
Gg et GlO-

Démonstration. La connexion affine en question définie sur G, G5 et Gg est bi-
invariante tandis que celle définie sur Gy et GG1p est invariante a gauche.

D’aprés ce qui précede il nous reste & montrer que Af f(Go, V), Af f(G1o, V) sont
isomorphes a Af f(R*). Puisque Gy et Gy sont unimodulaires et résolubles , alors
ils sont complets (voir le Théoréme 3 de [LM]); on sait alors ( voir [KN]), page
234, Théoréme 2.4) que leurs groupes de transformations affines Af f(Gg, V) ( resp.
Af f(Gho, V)) opérent transitivement sur Gy (resp. sur Gyg) et sont isomorphes au
groupe de toutes les transformations affines de R*. 1

Proposition 3.5.2. Soit (G,w) un groupe de Lie symplectique non unimodu-
laire, connexe et simplement connexe de dimension 4.

— (i) Si G est muni d’une structure affine V bi-invariante, alors G est isomorphe
a G3, G4, G5, et Gg et le groupe de transformations affines de (G, V) est de
dimension comprise entre 9 et 12.

— (ii) Si G est muni d’une structure affine invariante & gauche V, alors G est
isomorphe a G7, G11.4, G11.6:G11.c, Gi2, G13, Gia.a; Gras, Gis et G et le groupe
de transformations affines de GG est de dimension comprise entre 6 et 11.

Preuve
(i) Soit Aff.(G,V) l'isotropie en ’élément neutre du groupe Af f(G,V) ou G est
I'un des groupes de Lie citée dans la Proposition. D’aprés [BM] ) une obstruction a
la complétude de V est lexistence d’un élément = de G tel que dim Aff,(G, V) <
n? = (dim@G)?. Puisque ces groupes de Lie sont résolubles et non unimodulaires
alors V n’est pas compléte sinon il existérait un e € g tel que z.e = e Vx € g. D’ou
dimAf f.(G,V) < 16.
Par ailleurs G étant connexe Aut(G,V) s’identifie a Aut(g, ). Donc dans le cas bi-
invarariant , on a 5 < dimAut(g,-) < 8 (voir Tableau en annexe) par conséquent
9 < dim(Aff(G,V)) < 12.
ii) Dans le cas ot V est invariante a gauche , 1 < dimAut(g,-) < 6 par conséquent
b <dim(Aff(G,V)) <10.1

Ci dessous en annexe nous déterminons les automorphismes des algébres de Lie
munies de la structure symétrique a gauche déduite de la forme symplectique dans
les cas non unimodulaires.
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Automorphismes d’algébres de Lie symétriques a gauche de dimension
4
Nous identifions un automorphisme ¢ avec sa representation matricielle par rapport
a la base {ey, es, €3, €4, }.

Tableau 3.6
Algebres Automorphismes
Y Y2 00
3 o1 P 0 0
0 0 1 0
0 0 a1 Yu
1 Py 0 0
4 0 oo 0 0
Y31 Yooz P33 33120
Va1 Poathar g Yootz + Yatus
1 (3P 0 0
5 0 a9 0 0
Y31 UsiPs112 + Ya1Pas P33 —Ps3iia — Ya3idao
Va1 Ysihor +Yarhi a3 P33iPan — Yusidin
1 0 0 O
7 0 Yo 0 0
0 3 Y 0
Yy Yao 0 Py
1 0 1 0
8 o1 Yoo oz Yoy
1 0 1 0
Va1 Yao Yuz Yay
1 0 0 O
0 2 0 0
11.a 0 0 1y 0
0 0 0 tooss

80
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1 0 0 0
Y1 P2 0 0

11.b
0 0 aPg3 sy
0 0 a3z Yu
1 0 0O 0
o1 Pszthyy 0 0
11.c 0 0 sy 0
0 0 0 Yy
1 0 0 O
0 1 0 O
12
31 0 g3 0
Yo Y1 0 s
1 0 0 0
13 ¢21 ¢§3 0 0
0 0 ahg3 sy
0 0 —t3y P33
1 0 0 0
0 % O 0
14.a 0 0 s 0
Yar 0 0 thogthss
1 0 0 0 1 0 0 0
0 Yo 0 0 0 oo o3 0
14.b
0 0 33 0 o 30 P33 0
Yy 0 0 toothss Yo 0 0 oothss
1 0 0O 0
0 V92 0 0
15
0 =34 1y 0
?#41 0 0 %2
1 0 0 0 1 0 0 0
0 o 0 0 0 o — U2 0
16 0 0 ¢22 0 ou 0 $w22 %2 0
2
Y 0 0 3, Y 0 0 aa_1> V3,
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UNIVERSITE DE MONTPELLIER II
Sciences et Techniques du Languedoc

Hasséne SIBY

Résumé.

Un groupe de Lie est dit symplectique s’il est muni d’une forme symplectique
invariante a gauche . Ces groupes sont naturellement munis d’une structure affine
associée a la forme symplectique.

Dans cette thése d’une part nous déterminons les groupes de Lie symplectiques
connexes et simplement connexes de dimension 4 et 6 et d’autre part nous étudions
une famille infinie de groupes symplectiques dans lesquels la forme symplectique est
"invariantement" exacte.

Dans tous ces cas nous nous intéressons a l’existence de sous-groupes lagrangiens
et parfois des sous-groupes lagrangiens transverses pour mettre en évidence des
structures symplectiques affines invariantes a gauche. La structure de ces groupes
est étudiée a I’aide de I’application moment.

Mots clés :
Groupes de Lie symplectiques - Groupes de Lie-Frobénius - Groupes de Lie affines -
Connexion symplectique - Application moment - Réduction symplectique - Double
extension symplectique.

Abstract.

A symplectic Lie group is a Lie group endowed with a left invariant symplectic
form. These groups are naturally endowed with an affine structure associted to a
symplectic form.

In this thesis, on the one hand, we determine the 4 and 6-dimentional connected and
simply connected symplectic Lie groups and on the other hand we study an infinity
familly of symplectic groups in which the symplectic form is "invariantly" exact.
In all these cases we are interesting to the existence of the Lagrangian subgroups and
sometimes transversal Lagrangian subgroups to underline left invariant symplectic
affines structures.

The structure of these groups is studied using the momentum map.



