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Abstract

Soit P une opérade quadratique. On détermine une opérade associée P ayant la
propriété suivante, pour toute P-algebre A et toute ﬁ—algébre B alors A® B est une P-
algebre pour le produit classique. On s’intéresse ensuite au cas particulier des algebres
de Lie de courant en étudiant plus précisément la rigidité et les déformations.

1 Produit tensoriel de P-algebres et de P'-algebres

Soit P une opérade quadratique ayant une opération génératrice (les algebres sur cette
opérade ont une seule opération) et P' son opérade duale. Elle vérifie P' = hom(P, Lie)
ol Lie désigne I'opérade des algebres de Lie. Pour toute P-algebre A et toute P'-algebre
B, Tespace vectoriel A ® B est naturellement muni d’une structure d’algebre de Lie avec
wlar @by, as @ba) = palar,as) @ pp(bi,be) — palaz,a1) @ pp(ba,br) ; on en déduit que le
produit tensoriel sur A ® B défini par

plar @by, a2 ® be) = palar,az) ® pp (b, be) (1)

ol 4 (resp. pup) désigne le produit de A (resp. de B) détermine une structure d’algebre
Lie-admissible sur A® B. Ceci peut se généraliser au cas des algebres a plusieurs opérations
génératrices comme les algebres de Poisson.

Dans [B] nous avons défini les opérades G;—Ass. Une G;—Ass-algebre est nécessairement
Lie-admissible. Dans le cas de ces opérades quadratiques nous pouvons munir A ® B non
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seulement d’une structure d’algebre Lie-admissible mais également d’une structure de G; —
Ass-algebre. Rappelons brievement la définition de ces opérades.

1.1 Les opérades G;—Ass

Soient K un corps commutatif et X3 le groupe symétrique d’ordre 3. Notons 7;; la trans-
position (i,5) et ¢; (i = 1,2) le cycle (1,2,3)". Les différents sous-groupes de X3 sont
G1 ={Id},G2 =< 112 >,G3 =< 123 >,G4 =< 113 >, G5 =< ¢1 >= Ajs, le groupe alterné
et Gg = X3. Pour chacun de ces sous-groupes, on définit le sous-module R; du K[X3]-module
engendré par (z;-z;)-x et x; - (x;-xx) pour ¢, 7, k tous disctints dans {1, 2, 3}, de la maniere
suivante:

Ry = Vectg{(x;i x;j) xr —x;i - (z; - k) }

Ry = Vectg{(x;i - xj) op —xi - (xj-xp) — (x5 - @) a6+ - (T - Tr)},

Rs = Vectg {(x; - xj) xp —x- (x5 xp) — (X - xp) - x5 + 2 - (25 - x5) ),

Ry = Vectg{(x; - xj) xx —xi - (x;-xx) — (xg - x) - 2 + 2 - (x5 - 23) }

Rs = Vectg{(z; x;) xp —x; - (xj - xp) + (25 - xp) -2 — 5 - (g - 25)
H(xg - i) x5 — xp - (2 - xy)

Rs = Vectg{(x1-x2) w3 — 21 (x2-23) + (T2 - 23) -1 — 22 - (T3 - x1)

+(xz-x1) @22 —x3 - (21 - 22) — (X2 - x1) -3 + X2 - (21 - 23) — (T3 - T2) - X1
+x3 - (2 -x1) — (x1-23) - T2+ 21 - (T3 - X2)}

L’opérade G; — Ass est 'opérade quadratique de générateurs E = K[X2] = Vectg{z; -
xj,1 # j} et dont I'idéal des relations est R;. Notons que G4—Ass = PreLie.

Soit (G;—.Ass)' I'opérade quadratique duale de G;—Ass. Son idéal R+ est I'orthogonal
de R pour le produit scalaire défini par

1 2 3
i j ok

G ) = som ) (kG R = (]2 ]

Les opérades duales sont quadratiques et définies par les modules (R;)' suivants:

(R1)'= R

(R2) Vectg {(x; - x;) -

(R3) Vectg {(x; - x;) -

(R4) Vectg {(x; - ;) - 1 — x; -
(Rs) ( )

(Re) )

)k — (x5 - @) - wn}
) @k) = (@i - Tk) - x5}
Ti - @) - Tk — (T - 5) - T}
)
)

) =

5) = Vectg {(x; - ;) - op — @i - (x5 - xp); (x5 - x5) -2 — (x5 - @) - 24}
!

6) = Vectg{(zi z;) xp —xi - (xj - xx); (@i - x5) w6 — (25 - T5) - Tpe

(zi x5) - wp — (T3 - 28) - 75}

Proposition 1 Pour toute (G;—Ass)-algébre A et toute (Gi—Ass)'-algébre B sur K, lespace
vectoriel A @k B est muni d’une structure de (G;—Ass)-algébre donnée par

plar ® by, az @ bg) = palar,az) ® pp(br,be).

Ceci se vérifie directement.



1.2 Cas des algebres a 3-puissance associatives

Dans [{J] nous avons classé des relations de non associativité modulo P’action du groupe
¥3. Deux classes d’algebres se dégagent de cette étude, les algebres Lie-admissibles et les
algebres a 3-puissance associatives. Ces dernieres sont définies par la relation

(961'302)'963—961'($2'9€3)+(9€2'303)'961—$2'($3'9€1)+($3'$1)'9€2
—303'(961'$2)+($2'$1)'$3—$2'(9€1'$3)+($3'9€2)'$1—303'(962'301)
+($1'$3)'$2—$1'($3-$2):0.

(Ici la signature des permutations n’intervient pas). Nous pouvons définir les opérades
quadratiques correspondant aux relations

Rl = R

Rg: = Vectx {(z; ;) -xp—xi - (xj - x) + (xj - ) - xp — 5 - (@ - )}

Rgz = Vectg {(x; - xj) - xp —x; - (xj - xp) + (x5 - xp) - x5 — 2 - (T - x5) }

Ry = Vectg {(z; - xj) axp —a; - (xj-xp) + (x5 - 25) @i — 2 - (x5 - 25) }

R = Rs

Rgd = Vectg{(x1-x2) 23— 21 - (22 -23)+ (x2-x3) - 21 — T2 - (3 - x1) + (T3 - 1) - T2

71‘3'(1‘1'$2)+(1'2'SC1>'£E371'2'(1'1'$3)+(1'3'SCQ)'ZL'lfiL'g'(ZL'Q'SCl)
+(z1 - x3) -2 — a1 - (23 - 2)}

Notons (G; —p3Ass) Popérade quadratique correspondante.

Proposition 2 Pour toute (G;—p>Ass)-algébre A et toute (G;—p>Ass)'-algebre B sur K,
le produit p(a; ® by,as ® ba) = palar,as) @ up(by,be) munit A g B d’une structure de
(G, — Ass)-algébre.

En effet pour ¢ = 1, ..., 6 les opérades duales correspondantes sont décrites par les idéaux de
relations suivants:

w

=)

Ry

Vectg {(wi - w5) - op — ;- (x5 - 2 ); (05 - 25) - o + (25 - 24) - Tx }
Vectg {(x; - xj) - xp —xi - (x5 - xp); (20 - 25) - k) + (@ - 2x) - x5}
Vectg {(xi - xj) - xp — i - (x5 - xp); (x5 - 5) - o + (@ - 5) - @i }
R

Vectg{(wi - ;) - o — ;- (x5 - wp); (i - ) - 2 + (5 - 1) - T
(@i xj) ok + (x5 - z8) -5}
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2 L’opérade P associée & une opérade quadratique P

Dans le paragraphe précédent nous avons vu que pour certaines opérades quadratiques,
I'opérade duale permet de construire sur le produit tensoriel d’une P-algebre A et d’une P'-
algebre B une structure de P-algebre pour le produit tensoriel classique. Mais ceci n’est pas



vrai pour toute opérade quadratique. Dans ce paragraphe nous allons définir a partir d’une
opérade quadratique donnée P une opérade quadratique associée, notée P, dont la propriété
fondamentale est de vérifier la propriété ci-dessus sur le produit tensoriel. Rappelons dans
un premier temps la notion d’algebre K [E3]-associative introduite dans [f]

2.1 Algebres K [¥;]-associatives

Soit K [X3] I'algebre de groupe associée au groupe symétrique d’ordre 3, avec K un corps de
caractéristique différente de 2 et 3. On consideére 'action & droite de X3 sur K [X3]:

23 x K [23] — K [23]
(0, ai05) +— Y ,ai0 oo

Pour tout v € K[X3] on note O(v) Porbite correspondante et par F, = K(O(v)) le sous-
espace linéaire de K [X3] engendré par O(v). Comme Fj, est un sous-espace Yg-invariant de
K [X3], d’apres le théoréme de Mashke, c’est une somme directe de sous-espaces invariants
irréductibles. De plus si on se donne un sous-espace invariant F' de K[X3], il existe v €
K [X3](pas nécessairement unique) tel que F = F, = K(O(v)).

Soit (A, ) une K-algebre ayant 1 pour multiplication. On note A,, I'associateur de p
Ay =po(p®Id—Id® p).
Chaque o € X3 définit alors un endomorphisme ®, de A®”:
o, : A%’ — A®”
T1 QT2 QT3 = To-1(1) @ Te-1(2) @ Ty-1(3)-

Cela induit pour tout v = Z?Zl a;o; € K[X3], a; € K et 0; € £3, un endomorphisme ®,, de

A®3
6
Oy =Y a;P,,.
=1

Définition 3 1. Une algébre (A, pn) est dite K [E3]-associative s’il existe v € K[X3],v # 0,
tel que A, o ®, =0.

2. Soit A, o®, =0 et A, 0, =0 deux identités vérifiées par l'algébre (A, p). On dira
que ces identités sont équivalentes si F, = K(O(v)) = F,, = K(O(w)).

Remarquons que si F,, n’est pas un sous-espace invariant irréductible, il existe alors w € F,
tel que Fy, C F,, et F,, # F,. Dans ce cas I’ identité A, o ®, = 0 implique A, o ®,, = 0 mais
ces identités ne sont pas équivalentes.

Exemples.
1. Si v = Id — 793, l'identité

A,0®, =0 (2)

devient
Au(xl R T2 @ x3 — 1 ®.T3®.T2) =0



L’algebre correspondante est une algebre pré-Lie.
2. Dans tout ce qui suit nous noterons

6 6
VY, W=,
i=1 i=1
ott (—1)<(?) est la signature de o; € ¥3. Une algebre (A, i) est Lie-admissible si
AM e} (I)V =0
et a 3-puissance associative si
AM o (I)W = 0.

3. Notons pour ¢ =1,...,6

V= Z (-1 g, W; = Z o.

oeG; oceG;

Alors une algebre (A, p) est G;—ass si

AM o (I)VZ =0
et G;—p3ass si
AH o (I)WZ =0.
2.2 L’opérade P
Notons
A, = Al — A}

ou Aﬁ(zl,zz,zs) = p(p(z1, 22), 73) et A,If(ifl,zzv%) = (1, p(z2, 23)).
Soit P une opérade quadratique engendrée par E C K[X5] et dont I'idéal des relations
R est
R = Vectx {(Aﬁ od, — Af 0®y ) (1 @2 ®w3), 1<p< s}
avec v, = 2?21 abo; et w, = 2?21 bio; pour tout 1 < p <'s.
Notons R le K[¥3]-module engendré par les vecteurs

a;)aj (AL o (I)Ui—aj)(-rl ® $2 ® $3)a

p-p
b;bg’(Af © q)ai*0j>($1 Qx2 ® ZL'3),
a;bg)(Aﬁ o®d,, — Allf 0, )(v1 ® z2 ® T3),

pour tout 1 < p < s.

Définition 4 L’opérade P associée a l'opérade quadratique P est l'opérade quadratique
engendrée par EV et dont l'idéal des relations est R.



On rappelle que si F' est un K[X,]-module & droite, on note FV le K-espace vectoriel
Homg(F, K) muni de 'action a droite de X,, donnée par:

(fo)(z) = (o) f(xo™")
pour tous f € Homg(F,K),c € ¥, et x € F.

Théoréme 5 Soient A est une P-algébre et B une P-algébre. Alors Ualgébre A ® B dont
le produit est donné par (ﬂ) est munie d’une structure de P-algebre.

Exemples

1. Si P est 'une des opérades (G;—.Ass), alors les opérades P et P sont égales.

2. Si P = Lie alors P = P' = Com.

3. Soit P = Leib 'opérade de Leibniz. Une algebre de Leibniz est définie par 'identité

r(yz) — (zy)z + (z2)y = 0.

Dans ce cas l'opérade P associée correspond aux relations

z(yz) = (zy)z

et
(zy)z = (z2)y.

Ainsi une Leib-algebre est une algebre associative vérifiant
TYZ = T2Y.

Cette relation est équivalente a
zly,z] =0

avec [y, z] = yz — zy. Cette derniére identité implique que si x et y sont dans la sous algebre
de Lie dérivée de I'algebre de Lie associée, alors xy = 0. L’algebre de Lie dérivée est donc
abélienne et l'algebre de Lie est nilpotente d’ordre 2. L’opérade duale, notée aussi Zinb,
correspond a l’'identité

(ry)z — w(yz) — x(zy) = 0.

Ainsi une Leib-algebre est une algebre de Zinbiel (c’est -a-dire une Leib'-algebre) si z(yz) =
(xy)z = 0 (tout produit de trois éléments de 1’algebre associative est nul). Ces algebres sont
donc des nilalgebres A vérifiant A% = 0. Par exemple, toute algébre associative commutative
est une Eéib—algébre. Toute Eéz’b—algébre unitaire est commutative. En dimension 3 1’algebre
définie par

€1€1 = €2, €1€3 = €3€3 = €2

est une Leib-algebre non commutative.



3 Détermination de P dans le cas Lie-admissible

Dans le tableau suivant on décrit les lois d’algebres correspondant aux opérades P, PP

pour les opérades décrites dans [E], Théoeme 3. Rappelons que ces algebres sont des algebres

Lie-admissibles K [X3]-associatives. Notons A(z,y, z) I'associateur : A(z,y,2) = (x-y) -z —
P = LieAdm : A(z,y,z) — Ay, z,2) — Az, z,y) — A(z,y,7) + Ay, z,x) + A(z,z,y) = 0.
P A(:c Y,2) =0, z-y-z=y-x-z2=x-2Y.

{ P =P

P=Gs— Ass: A(z,y,2) + Ay, z,2) + A(z,z,y) = 0.
73! Az, y,2) =0, 2y -z=y-z-x=z-T-Y.
P ="

{ P:aA(x,y,z) — aA(y,z,z) + (a+ 8 — 3)A(z,y,x) — BA(z, 2,y) + BA(y, 2, x)
+(3 —a—= ﬁ)A(z,x,y) =0, (aaﬁ) 7é (L 1)
P Ay, 2)=0,(a—B)(z-y-z—y-z-2)+(a+28-3)(z-y-v—z2-2-y)=0
Le calcul de P dépend des valeurs des paramétres a et 8. Si (a, 3) # (3,0) ou (0,3) ou
(0,0) alors
P = LieAdm'

Si (o, 8) = (3,0) alors P = Go — Ass et
P =P =Gy — Ass"
Si (o, 8) = (0,3) alors P = G4 — Ass et
P =P =Gy— Ass"
Si («, 8) = (0,0), alors P = G5 — Ass et
P =P =Gs— Ass'.
Az, 2) + (L + Ay, 2, 2) + Az, y,2) + Ay, 2, 2) + (1 — ) A(z,z,y) = 0,t # 1

A, y,2)=0,t-1)z-y-z—t—-1y-z-z2—(t+2)z-y-a+1+2t)x-2-y
A+2t)y-z-x+(t+2)z-z-y=0.

{73 LieAdm'.
P 2A(z,y,2) + Ay, 2, 2) + Az, 2,y) + Ay, 2,2) + A(z,2,y) = 0.
P Alr,y,2) =0y -2+y-z-z2—z-y-x—2-2-y=0.
P = LieAdm'.
P 2A(1‘ Y,z ) A(y,l‘,Z)*A(Z,y,l')7A(Z',Z,y)+A(y,Z,SC):0
P Az, y,2) =0y -2—y-x-z2—z2-yx—x-2-y+ty-z-x+z-x-y=0
P = LieAdm'.
P =Ass: A(z,y,z) = 0.
73!2./453
P = Ass



Proposition 6 Soit P une opérade correspondant a un type d’algebres K[Xs]-associatives
Lie-admissibles. Alors P = P" si et seulement si P est l'une des opérades G; — Ass.

On peut également déterminer les opérades telles que P = P! dans le cas d’une opérade
quadratique engendrée par une opération commutative (i.e F = 1) ou anticommutative (i.e
E = Sgns)

Proposition 7 Soit P = P(K, E, R) une opérade quadratique.

Si E = Sgny alors P =P si et seulement si P = Com ou P = F(Sgna), lopérade libre
engendrée par la représentation signature.

Si E =1 alors P = P si et seulement si P = F(1) ou P(K, 1, R) avec R engendré par
les relations (z; - x;) - xp + (@ - ) - i + (25 - 25) - ;.

4 Cas ou P = Lie : les algebres de Lie de courant

Si Popérade P est Popérade Lie, alors Lie = Lie' = Com. Une algebre de Lie du type g@.4 ot
g est une algebre de Lie et A une algebre associative commutative est dite algebre de Lie de
courant. Ces algebres ont été souvent étudiées, surtout lorsque A = C[z, 271]. Dernierement
leur cohomologie scalaire a été étudiée [E] et plus généralement leur cohomologie a valeur
dans un module [ff].

4.1 La variété L(p,q)

Soit g une algebre de Lie de type g = gp ® A4 oU g, est une algebre de Lie de dimension
p et A, une algebre associative commutative de dimension g. On suppose que le corps
K des scalaires est algébriquement clos et de caractéristique nulle. Considérons les bases
{X1,...,X,} de gp, {€1,...,ep} de Ay Sion note {Cf]} et {D¢,} les constantes de structure
de g, et A, relatives & ces bases, alors comme

[Xz ® ea,X]‘ (024 eb] = ZCZngXk X €c,
k,c

c
a

celles de g relatives & la base {X;®e4}i=1,... p: a=1,...,¢ SODt {Ciij
s’écrivent alors

»1- Les relations de Jacobi

)jD::“an"b =0

3" CLCy Dy, DY, + C4Cii Dy, DY, + CL.C3
lr

V(s,t) € {{1,...,p} x {1,...,q}}.

Ces relations polynomiales définissent une structure de variété algébrique L(p, q) plongée
dans l’espace des constantes de structure {CZ»D;,)}. C’est une sous-variété fermée de la
variété L(pq) des algebres de Lie sur K de dimension pq.

Il existe deux sortes de déformations

- les déformations de g dans la variété L(pq). Ces déformations sont paramétrées par le
deuxieéme espace de cohomologie de Chevalley H?(g, g).



- les déformations de g dans la variété L(p, ¢). Elles sont paramétrées par HZ(gp, gp) ©
H% (A, Ay) ot H (A, Ay) est la cohomologie de Harrison de I’algebre associative com-
mutative A,. La variété L(p,q) est fibrée par laction du groupe algébrique G(p,q) =
GL(p) ® GL(q). On notera O, 4(g, ® Ay) Vorbite de l'algebre g, ® A, dans L(p, q) relative
a cette action.

Définition 8 On dira que l’algébre de Lie g, ® Aq est rigide dans L(p, q) si l'orbite O, 4 est
ouverte (au sens de Zariski). Elle sera dite rigide si lorbite O relative a laction de GL(pq)
dans L(pq) est ouverte.

Il est clair que la rigidité implique la rigidité dans L(p, q).

Proposition 9 Une algébre de Lie de type tensoriel g, @ A, est rigide dans L(p,q) si et
seulement si g, est rigide dans L(p) et Ay est rigide dans Com(q), la variété des algébres
associatives commutatives de dimension q.

Exemple. p = 2,q = 2 (K = C) Il n’existe qu’une seule algebre de Lie rigide a isomorphisme
pres de dimension 2. Elle est donnée par [X7, Xo] = X5. Il n’existe qu'une seule algebre
associative commutative & isomorphisme prés de dimension 2. Elle est donnée par e =
e1,e3 = ea, e1ea = 0 et correspond a l'algebre semi-simple A3 = M;(K) x M;(K) ot M,,(K)
est I’algebre des matrices sur K d’ordre n. L’algeébre de Lie go ® A% est rigide dans £(2,2).
Cette algebre est isomorphe & go ® go. Elle est aussi rigide dans £(4).

4.2 Sur la rigidité des algebres de Lie de courant

Rappel: Soit g une algebre de Lie rigide de dimension finie. Elle admet une décomposition
g=5@tdn ou tdn est le radical de g, t une sous-algebre maximale abélienne dont les
opérateurs adjoints ad X, X € t, sont semi-simples et n est le nilradical. Si g = g, ® A, est
rigide alors g, est rigide dans L(p). Si g, est résoluble il en est de méme de g et on a

gp=1t,dn, etg=tdn
Comme n, ® A, est un idéal nilpotent de g, n, ® A, C n.
Lemma 10 Sig =g, ® A, est rigide alors Aq posséde un idempotent non nul.

Démonstration. Si A, est une nilalgebre alors g est nilpotente. En effet soit X € g, et
a € Ay Alors [ad(X ® a)]™ = (ad X)™ & (Lg)™ ot L, : Ay — Ay est la multiplication &
gauche par a. Comme A, est une nilalgebre, tous les éléments sont nilpotents et il exite mg
tel que (Lg)™ = 0. Ainsi ad(X ® a) est un opérateur nilpotent pour tout X et tout a. On
en déduit que g est nilpotente. Soit f une dérivation de g,. Alors f ® Id est une dérivation
de g. Comme g, est rigide, il existe une dérivation intérieure ad X diagonale non nulle. Dans
ce cas ad X ® Id est une dérivation diagonale non nulle de g. Par hypothese g est rigide.
Or toute algebre de Lie rigide nilpotente est caractéristiquement nilpotente, c’est-a-dire que
toutes ses dérivations sont nilpotentes. On obtient donc une contradiction et A, ne peut
étre une nilalgebre. Comme elle est de dimension finie, elle admet un idempotent non nul.

Proposition 11 Sig =g, ®.A, est rigide alors A, est une algébre associative commutative
rigide unitaire dans Com(q).



Démonstration. Soit e € A, tel que e* = e. La décomposition de Pierce associée
_ 400 10 01 11
A=A, @A @A, A, .

ot A ={z € Aj/e-x =ix,x e = jr}seréduit & A; = AL' ® AP car A, est commutative
et on a Al - A = {0}. Ainsi A, est somme directe de deux sous-algébres commuta-
tives. Comme A, est rigide il en est de méme de A}' et AY. La sous-algebre Aj' est
unitaire (e est 'unité). D’apres le lemme précédent Aqo possede un idempotent et admet

une décomposition
00 0011 0000
Aq = .Aq @ .Aq

avec A% # {0}. Par induction on en déduit que
_ 1
A=A, 0.0 A

avec Af] unitaire d’unité e; et {e1,...,e,} forme un systéme d’idempotents orthogonaux.
Alors eq + ... + e, est une unité de A,.

Théoreme 12 Soit g, une algébre de Lie rigide de radical résoluble non nilpotent telle que
Z(g) = {0}. Alors g = g, ® A, est rigide si et seulement si A, = M{ est donnée par
e2=e; i=1,..,q 6 -€;=0sii# ]

Démonstration. Comme A, est unitaire, le radical de g est résoluble non nilpotent. De plus
Z(gp) = {0} implique Z(g) = {0}. En effet si U = Zj 0 @jaX; ® x, est dans le centre de g,
alors [U, X ® 1] = 0 pour tout X € g,,. Ainsi

Zajya[Xj,X] R xq = 0.

On en déduit [}; ajoX;, X] = 0 pour tout a et pour tout X. Donc 3~ a;oX; € Z(gp) pour
tout a. Donc a, = 0 pour tout a et U = 0.

Par conséquent g est une algebre de Lie rigide de centre trivial dont le radical est non
nilpotent. On en déduit que toutes les dérivations sont intérieures. Soit f une dérivation
non nulle de A,. Comme A, est commutative, elle est nécéssairement extérieure. Alors
Id ® f est une dérivation de g et vérifie (Id® f)( X ® 1) = X ® f(1) =0 car f(1-1) =
2f(1) = f(1) = 0. Supposons que Id ® f € Int(g), c’est-a-dire Id @ f = ad(} o X; ® ;).
Alors (Id® f)(X ® 1) = > ;[ Xi, X] ® ; = 0 ce qui implique Y a;;[X;, X] = 0 pour
tout j et pour tout X. Donc > ay; X; € Z(g,) pour tout j. Comme le centre est trivial
> a;;X; =0 pour tout j et Id® f ¢ Int(g). On a une contradiction. Ainsi A, est telle que
toute dérivation externe est nulle. On en déduit que A, = M{.

4.3 Cohomologie et déformations

a) La cohomologie de Chevalley des algébres de Lie de courant a été calculée dans [[l] pour
les degrés 1 et 2. En particulier on montre que 1'algebre des dérivations vérifie

End(A,)

Der(g = gp ® Ag) = Der(gy) ® Ay @ Hom(gp/[8p, 8], Z(8p))] ® m-
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Plus précisément soit f = f; ® fo une dérivation de g. Notons p le produit de Lie de g et
2 celui de A,. Alors f est une dérivation de g si et seulement si

1 (f1(X),Y) ® pa(fa(a),b) + p1(X, f1(Y)) ® pa(f2(b),a) — f1(p (X,Y)) ® fa(pa(a, b)) =0

pour tous X,Y € gy et a,b € A,. Si A, est unitaire, en prenant @ = b = 1, on obtient

(1 (f1(X),Y) + m(X, f1(Y)) = fi(m (X, Y))] @ f2(1) =0

et f1 est une dérivation de g1 des que f2(1) # 0. Prenons a = b. L’identité ci-dessus se
réduit a:
il (X,Y)) © (p2(f2(a), a) = fa(a?)) =0,
Ainsi, soit fi vérifie f1(u1(gp,8p)) = 0, soit fo vérifie ua(f2(a),a) = f2(a?). Cette derniere
identité se linéarise en
MQ(f(a’)v b) + MQ(a’a f(b)) = 2f2(aa b)
Concernant la classe des algebres rigides étudiées, Z(g,) = {0} (Notons que la conjecture

toute algebre de Lie rigide est de centre trivial "n’est aujourd’hui ni confirmée ni infirmée).
On en déduit

“

Der(g) = Der(g,) © A,.

Dans le cas général, le premier espace de cohomologie est donné par [E]

Hom(Ay, Ag)

Hl(&g) ~ Hl(gpagp)®Aq@H0m(9pvgp)®D€T(Aq)@Hom(9p/[gpa9p]aZ(gp))]® A, + Der A, .

Dans ce cas, ceci se réduit a
H'(9,9) =~ H' (g, 0p) @ Ay ® Hom(gy, 8,) @ Der(Ay).

Si gp, est rigide de radical non nilpotent, alors toutes les dérivations sont intérieures. On
en dédUIt Hl(gpagp) = 0 et Hl(gvg> = Hom(gpagp) ® DST(AQ)' AiIlSi Hl(gag) = 0 <~
Der(Ay) = 0. On retrouve donc le résultat

Proposition 13 Soit g, une algebre de Lie rigide de radical non nilpotent et de centre nul.
Alors g = gp, ® Aq est rigide si et seulement st Der(Aq) = 0.

b) Une 2- cochaine de Chevalley ¢ de g = g, ® A4 se décompose sous la forme
=11 ®pa+p3®Yas

avec ’l/)l S C2(gpagp) , P2 S 82(gpagp) et ©3 S Sz(gpagp)v 1/}4 S CQ(Avap)v Ofl Cz(gpvgp)
désigne ’espace des 2-cochaines de Chevalley de g, S? (gp, 8p) Vespace des applications

bilinéaires symétriques a valeurs dans g,, C*>(A,,.A,) l'espace des 2-cochaines de la coho-
mologie de Harrison de 4,. On en déduit que par rapport a cette décomposition on peut
écrire H?(g, g) = (H?)' ® (H?)". Le premier espace a été calcul dans ( [f], proposition 3.1).
On trouve

H2 (Aqv ‘AQ)

N HE (Ag, Ag) Al Ag)
(H?) = H*(9p,8p) ® Ag ® B(gp, 9p) ® Po(Ag Ay) O x(9p, 8p) © Pi(Agr Ag)
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(pour les notations voir [E]) Par contre le deuxieme espace n’est calculé que lorsque g, est
abélienne.
Soit p1 @ p2 + €(¥1 ® p2 + w3 ® 1h4) une déformation infinitésimale de py ® ps. La partie
linéaire de l'identité de Jacobi donne ’expression d’'un 2-cocycle de Chevalley de 1 ® us.
On trouve:

Spnous (Y1 ® 2 + @3 @ a) = B (P1(X1, X2), X3) ® pa(p2(ar, a2), as)
+3p1(p3(X1, X2), X3) @ pia(Ya(ar, az), a3)
Sih1 (p1 (X1, X2), X3) @ pa(pa(ar,az), as)
+Xp3 (1 (X1, X2), X3) @ a(p2(ar, az), a3)
=0

pour tout Xq, X2, X3 € g, et ai,a2,a3 € Ay, la somme étant prise sur les permutations
cycliques de (1,2,3). On en déduit
Proposition 14 Si A, est unitaire alors 11 € Z*(gp, gp) dés que pa(1,1) # 0.

Si X1 = X5 = X3, l'identité ci-dessus se réduit a:

p(p3(X, X), X) ® Bpa(pa(ar, az),az) = 0.

Proposition 15 Sl existe X € g, tel que p1(p3(X,X),X) # 0 alors

p2 @ty =0

avec
2 ® Pa(ar, az, az) = Sua(Pa(ar, az), as).

Notons que 9 est un 2-cocyle pour la cohomologie de Harrison de po si o @ 19y = 14 @ po.
Supposons g rigide résoluble sans centre. Alors A, est unitaire et ¢ € Z2(g,, g,) des que

v2(1,1) # 0.

5 Application : algebres associatives commutatives réelles
rigides
5.1 Algebres de Lie réelles rigides

L’étude des algebres de Lie réelles rigides a été dernierement initiée dans [fl]. Rappelons
les principaux résultats. Soit n une algebre de Lie réelle nilpotente de dimension finie. On
appelle tore externe de dérivations de n une sous algebre abélienne t de 1’algebre de Lie des
dérivations Der(n) telle que les éléments f € t soient semi-simples. Ceci signifie que les
dérivations complexes f ® Id € t® C soient simultanément diagonalisables. Si t est un tore
externe de dérivations maximal de n alors t ® C est un tore maximal de Malcev de n ® C.
Comme tous les tores maximaux de n ® C sont conjugués par rapport & Aut(n ® C) leur
dimension sont égales. Il en est de méme pour les tores maximaux t de n. Cette dimension
est appelée le rang de n. Mais contrairement au cas complexe, tous les tores maximaux ne
sont pas conjugués par rapport au groupe des automorphismes.
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Définition 16 On appelle indice toroidal de n le nombre de classes de conjugaison des tores
externes mazimauz module Autg(n) le groupe des autormorphismes de n.

Exemple. L’indice toroidal de l'algebre de Lie abélienne réelle a,, de dimension n est
[n/2] + 1 ou [p| désigne la partie entiere du rationnel p. En effet soit {X7, ..., X,,} une base
de a,, et notons f; la dérivation définie par f;(X;) = &/ X, et f1,2, la dérivation donnée par

f1,2p(Xop—1) = Xap,
f1,2p(Xop) = Xop1.

Les tores maximaux exterieurs sont & conjugaison preés les sous algebres de gl(n,R) en-
gendrées par :

t1= R{f1,..,[n}
to = R{fi2, fi+ fo, f3..., fu}
ts = R{fio, f1+ fo, fra, fa+ fa, [5,s [n}

tn = R{fi2. fi+ fo. fi,a, f3a+ far o frms fne1 + fu}

si m est pair, sinon la derniere dérivation est remplacée par

t, =R{fi2, fi + fo, fra, fs + fa, ooy fim—1, fn—2 + foo1, fu }

5.2 Algebres associatives commutatives réelles rigides

Soit ry I'algebre de Lie réelle de dimension 2 non abélienne. Elle est donnée dans la base
{X1, X2} par [ X1, X5] = Xo. Soit A, une algebre associative commutative rigide de dimen-
sion n. Sa complexifiée est isomorphe M (1)¢. Ainsi I’algebre de Lie g = t9 ® A, est rigide
dont la complexifiée est isomorphe t. Elle se décompose sous la forme

g=1o R As =t; D a,.

Cette décomposition permet de trouver la structure de ’algebre associative commutative
réelle rigide As. En effet si {Y7, ..., Y, } est la base de t; correspond aux dérivations fi 2, f1+
fo, s f1,25, fos—1 + fos, fas+1,--; fn} alors les crochets non nuls de g sont

Y1, X1] = —Xo, [V1,X2] = X3
[}/27X1] = le [}/QaXQ] = X2

[Yos—1, Xos—1] = —Xos, [Yas—1, Xos] = Xos1
[}/25; X2571] = X25717 [}/25; X2s] = XQS
Vi, Xi] = Xi, i=25+1,...,n.

Soit {eq, ..., e, } une base de A, telle que I'isomorphisme entre v ® A, et ts & a,, soit donné
par Uy ® e; = Y; et Xo; = Us ® €3;—1, Xoj—1 = Us ®eg; pour ¢ = 1,..., s et Xj =U;® €e;j
pour j = 2s + 1,..,n. L’algebre associative réelle rigide Ay est donc définie par

2 _ s

€3;_1 = €2i—1, 1= 1, ey S

€2i—1€2; = €2;€2i—1 = €25, 1 =1,...,8
2 _ s

€5; = —€2—-1, 1= 1, ey S

e? =ej, j=2s+1,..,n.
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