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LE GROUPOÏDE DE GALOIS DE P1 ET SON IRRÉDUCTIBILITÉ

GUY CASALE

Résumé. Dans cet article, nous calculons le groupöıde de Galois de la première équation
de Painlevé. Nous proposons ensuite une définition de réductibilité pour les feuilletages
holomorphes singuliers et montrons que la réductibilité peut se lire sur le groupöıde de
Galois du feuilletage. Nous obtenons un résultat d’irréductibilité du feuilletage sous-jacent
à la première équation de Painlevé.

Abstract. (The Galois groupoid of P1 and its irreducibility) In this article, the

Galois groupoid of the first Painlevé equation is computed. This computation uses É.
Cartan’s classification of structural equations of pseudogroups acting on C

2 and the de-
generation of the first Painlevé equation on an elliptic equation (y′′ = 6y2). Moreover a
definition of reducibility for singular holomorphic foliations is proposed and a character-
ization of reducible foliations on theirs Galois groupoids is given. It is applied to prove
the foliation-irreducibility of the first Painlevé equation.
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1. Le groupöıde de Galois d’un feuilletage algébrique 5
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1.3. Forme de Maurer-Cartan d’un D-groupöıde de Lie et suites de Godbillon-Vey
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2 GUY CASALE

Introduction

Le groupöıde de Galois d’un feuilletage a été introduit par B. Malgrange dans [18]. Cette
définition concerne les feuilletages holomorphes (singuliers) sur une variété C-analytique
lisse. Cet objet est la “clôture de Zariski” du pseudo-groupe d’holonomie du feuilletage
dans le sens suivant. Soient (X,F) une variété C-analytique lisse portant un feuilletage
F . Les champs de vecteurs locaux tangents à F forment un faisceau en algèbres de Lie de
champs de vecteurs. Le pseudo-groupe de transformations de X engendré par ces champs
de vecteurs est appelé le pseudo-groupe tangent du feuilletage et noté T an(F). Ce pseudo-
groupe intervient notamment dans la construction des transports holonomes. Le pseudo-
groupe tangent n’est pas décrit par un système d’équations aux dérivées partielles, ceci
malgrès le fait que le faisceau de champs de vecteurs dont il est issu soit décrit par un
système d’équations aux dérivées partielles linéaires. Ce phénomène est bien connu sur les
groupes algébriques où le groupe de Lie intégrant une sous-algèbre de Lie n’est pas toujours
un groupe algébrique. La définition proposée par B. Malgrange est basée sur l’absence de
“troisième théorème de Lie” pour les D-groupöıdes de Lie (pseudo-groupes décrits par des
e.d.p. algébriques ; définition 1.15). La définition du groupöıde de Galois est la suivante
(nous renvoyons en 1.24 pour une définition plus précise).

Définition. Le groupöıde de Galois d’un feuilletage est le plus petit D-groupöıde de Lie
contenant le pseudo-groupe tangent du feuilletage.

Dans [18], B. Malgrange montre que cette définition généralise le groupe de Galois
différentiel d’une connexion linéaire intégrable.

Dans le cas d’un germe de feuilletage de codimension un, une étude complète des rela-
tions entre le groupöıde de Galois, la transcendance des intégrales premières et les struc-
tures géométriques singulières transverses au feuilletage est faite dans [5]. L’outil principal
de cette étude est la construction de suites de Godbillon-Vey méromorphes spéciales.

0.1. Énoncé des résultats. Dans cet article, nous calculons le groupöıde de Galois du
feuilletage décrit par la première équation de Painlevé :

d2y

dx2
= 6y2 + x.

Nous noterons P1 cette équation et

X1 =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ (6y2 + x)

∂

∂y′

le champ de vecteurs décrivant le feuilletage associé. Nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 2.1. Le groupöıde de Galois de P1 est le groupöıde d’invariance de la forme
γ = iX1dx∧dy∧dy′. Ces solutions sont les germes de transformations de C

3, Γ, satisfaisant
les équations Γ∗γ = γ.

Les feuilletages plus simples que les feuilletages de codimension deux sont les feuil-
letages donnés par des équations linéaires et les feuilletages de codimension un. Nous dirons
qu’un feuilletage de codimension deux est réductible si on peut construire deux intégrales
premières locales en utilisant seulement des intégrales premières locales de feuilletages
plus simples (définition 3.3). Plus précisement, pour la première équation de Painlevé, le
théorème 2.1 nous permet d’obtenir le résultat d’irréductibilité suivant :
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Théorème 3.4. Il n’existe pas d’extension différentielle Kn de
(
C(x, y, y′), ∂

∂x , ∂
∂y , ∂

∂y′

)

contenant une intégrale première de X1 construite de la manière suivante :

C(x, y, y′) = K0 ⊂ K1 . . . ⊂ Kn

avec
– Ki+1 algébrique sur Ki,
– ou Ki+1 = Ki(h1, . . . , hp) avec dhj =

∑
hkω

k
j , ωk

j ∈ Ki ⊗Ω1
C3 et dωk

j = −
∑

ωk
ℓ ∧ ωℓ

j ,

– ou Ki+1 = Ki(< h >) avec dh ∧ ω = 0, ω ∈ Ki ⊗ Ω1
C3 et ω ∧ dω = 0.

Le corps K(h) désigne le corps engendré par h et K(< h >) le corps différentiel engendré
par h. Le théorèreme que nous montrons est en fait un peu plus général que celui-ci mais
nécessite la mise en place du vocabulaire approprié.

0.2. Théories de Galois différentielles et irréductibilité. À la fin du dix-neuvième
siècle, les idées d’É. Galois ont été étendues aux équations différentielles linéaires par É.
Picard [26] puis ont été complétées par E. Vessiot [35]. Dans les années 1950, E. Kolchin
développe cette théorie du point de vue des extensions de corps différentiels [1, 15]

Dans [7], J. Drach avance une théorie de Galois pour les équations différentielles non-
linéaires. Malgré les erreurs qui invalident la plupart de ses définitions, il donne des indi-
cations pour calculer le groupöıde de Galois de divers feuilletages [9, 10] et notament [8]
dont cet article suit la démarche. Dans [36], E. Vessiot esquisse une définition semblable à
celle de B. Malgrange. Elle est à l’origine de la définition du groupe de Galois infinitésimal
de H. [32]. Bien qu’ils aient un “ancêtre” commun, l’équivalence du groupöıde de Galois
et du groupe de Galois infinitésimal n’est encore qu’une conjecture.

Les premières tentatives de calcul du groupöıde de Galois de la première équation de
Painlevé sont dûs à P. Painlevé [25] et J. Drach [8]. Utilisant une définition basée sur des
résultats érronés, J. Drach donne les directions à suivre pour prouver le théorème 2.1. En
faisant appel à la classification locale des pseudo-groupes de Lie agissant sur C

2, établie
par S. Lie, il affirme que la nature du groupöıde de Galois est décrit par un système
d’équations aux dérivées partielles (dit “résolvant”) admettant une solution rationnelle. Il
affirme ensuite que la dégénérescence de P1 sur l’équation elliptique y′′ = 6y2 peut servir
à montrer l’abscence de solutions rationnelles aux équations résolvantes. Le premier point
n’est pas justifié et le deuxième est entaché d’erreurs.

Dans les articles précédemment cités, les auteurs affirment que le théorème 2.1 implique
l’irréductibilité “absolue” de l’équation sans même définir cette irréductibilité. Dans les
Leçons de Stockholm [23], P. Painlevé définit une notion de réductibilité d’une solution
d’une équation différentielle. Une équation est dite réductible si toutes ses solutions le
sont. Il donne ensuite une caractérisation des équations sans singularités mobiles du second
ordre réductibles : la solution générale dépend semi-transcendentalement des constantes
d’intégrations. En d’autres termes, l’équation admet une intégrale première rationnelle en
les variables dépendantes.

Cette définition est très restrictive comme le montre P. Painlevé dans la remarque 28
de [24]. Elle a néanmoins l’intérêt de faire apparâıtre les différences entre la réductibilité
d’une équation (ou du feuilletage sous-jacent) et celle d’une solution particulière. L’étude
de la réductibilité des solutions particulières des équations de Painlevé est l’œuvre de
l’école japonaise. H. Umemura [31] et K. Nishioka [21] donnent un critère permettant de
trouver les familles à un paramètre de solutions réductibles d’une équation du second ordre
et l’appliquent à l’étude de la première équation de Painlevé. À la suite de ces articles,
Murata [20], Watanabe [37, 38], Noumi-Okamoto [22] and Umemura-Watanabe [33, 34]
trouvent les solutions réductibles non algébriques des autres équations de Painlevé.
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Ces résultats prouvent l’irréductibilité (au sens des Leçons de Stokholm) des solu-
tions des équations de Painlevé pour des valeurs génériques des paramètres. Dans [24],
P. Painlevé souligne la nature restrictive de sa définition et pose la question des rapports
entre une définition de l’irréductibilité du feuilletage sous-jacent à l’équation et la tentative
de théorie de Galois de J. Drach.

Dans cet article, nous proposons une définition de feuilletages réductibles. La définition
porte sur les feuilletages de codimension deux mais il est facile de l’étendre aux feuil-
letages de codimension quelconque. Elle met l’accent sur la nature de certaines intégrales
premières du feuilletage. Les intégrales premières les moins “transcendantes” permettent
de comprendre grossièrement la manière dont la solution générale dépend des constantes
d’intégration. Un des intérêts de cette définition est de pouvoir se lire sur le groupöıde
de Galois du feuilletage. Nous suivons les résultats partiels de J. Drach pour calculer le
groupöıde de Galois de P1 et prouver son irréductibilité.

Dans l’état actuel, la réductibilité au sens des feuilletages ne permet pas de définir la
réductibilité d’une solution particulière. D’une manìere plus générale, les relations entre
le type de transcendance d’une solution et celui des intégrales premières sont difficiles à
saisir. Pour les feuilletages de codimension un, un théorème de M. Singer [30] dit que si
une feuilletage du plan admet une solution Liouvillienne alors soit elle est algébrique soit
le feuilletage admet une intégrale première Liouvillienne.

0.3. Organisation de l’article. Dans la première partie, nous rappelons les définitions
nécessaires à la compréhension des résultats et des preuves présentés. Nous commençons
par un rapide rappel de la construction des espaces de jets et des plus importantes des
propriétés de leurs sous-variétés. Pour plus de détails, nous renvoyons aux livres de J.F.
Ritt [28] et de J-F. Pommaret [27] dans le cadre algébrique et à B. Malgrange [19] dans le
cadre analytique.

Nous rappelons ensuite les définitions de D-groupöıdes de Lie et de leurs algèbres de Lie.
Ces objets formalisent les notions de pseudo-groupes de Lie algébriques de transformations
et de leurs algèbres de Lie de champs de vecteurs. Ils sont étudiés depuis S. Lie et É. Cartan
sous le nom de “groupes infinis de Lie” ou de “pseudo-groupes de Lie” sous des hypothèses
supplémentaires de régularité. L’étude de la structure d’un D-groupöıde de Lie passe par la
compréhension de sa forme de Maurer-Cartan. Cette forme généralise la forme de Maurer-
Cartan d’un groupe de Lie et satisfait des équations de structures semblable [13, 29].

Enfin, nous donnons la définition du groupöıde de Galois d’un feuilletage. Nous définis-
sons les formes invariantes transverses du groupöıde de Galois d’un feuilletage et montrons
comment construire des suites de Godbillon-Vey “spéciales” à partir de ces formes. Cette
partie se termine avec l’énoncé d’un résultat (théorème 1.35) donnant une description
sommaire des suites de Godbillon-Vey possibles pour un feuilletage défini par une 2-forme
fermée. Ce résultat est une conséquence de la preuve donné par É. Cartan de la classifi-
cation des pseudo-groupes agissant sur C

2. Nous redonnons la preuve de Cartan en annexe.

Dans la deuxième partie, nous calculons le groupöıde de Galois de P1. D’après le
théorème 1.35, le théorème 2.1 est vrai si trois conditions sont vérifiées. Premièrement, il
n’existe pas d’intégrale première rationnelle du feuilletage. Deuxièmement, il n’existe pas
de feuilletage de codimension un contenant le feuilletage. Troisièmement, il n’existe pas de
sl2-connexion sur le fibre conormal. Chacune de ces conditions se réécrit sous la forme d’un
système d’équations aux dérivées partielles ne devant pas avoir de solutions algébriques.
Pour montrer que ces équations n’ont pas de solutions, nous utilisons la dégénérescence de
X1 sur X0 = ∂

∂x + y′ ∂
∂y + 6y2 ∂

∂y′ à travers la famille Xα = ∂
∂x + y′ ∂

∂y + (6y2 + α5x) ∂
∂y′ . La

famille de champs de vecteurs Xα étant triviale pour α ∈ C − 0, les équations à étudier
se prolongent rationnellement au paramètre. En les développant le long de {α = 0}, on
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obtient une suite de systèmes d’équations aux dérivées partielles plus simples. Chacun des
trois systèmes d’e.d.p. données par le théorème 1.35 est étudié dans un paragraphe propre.

Dans la dernière partie, nous définissons une propriété de réductibilité pour les feuil-
letages. Cette propriété signifie que l’on peut construire un système d’intégrales premières
du feuilletage en utilisant successivement des intégrales premières de feuilletages plus sim-
ples. Dans le cas d’un feuilletage de codimension deux, les extensions de corps différentiels
que nous considèrerons comme plus simples que l’extension du corps des fonctions ra-
tionnelles par un système de deux intégrales premières indépendantes seront :

– les extensions algébriques,
– les extensions fortement normales (au sens de Kolchin [15]),
– les extensions par une intégrale première d’un feuilletage de codimension un,
– les extension fortement normales relatives en codimension un (voir définition 3.1 et

[6])
Ce dernier type d’extension signifie de manière grossière que relativement à la projection
sur C donnée par une intégrale première, le feuilletage que l’on considère est de codimension
un et qu’il admet une intégrale première dans une extension fortement normale. Nous
utilisons le type d’une extension de corps différentiels introduit par Kolchin ([15]) à partir
d’un analogue différentiel du polynôme de Hilbert pour mesurer la taille du groupöıde
de Galois d’un feuilletage réductible. Nous montrons que les feuilletages réductibles de
codimension deux ont un groupöıde de Galois “petit” (i.e de type linéaire) et que le
groupöıde de Galois de P1 est plus “gros” (i.e. de type quadratique).

0.4. Remerciements. Ce travail a été effectué pendant un séjour post-doctoral à l’U-
niversité de Tokyo, je remercie particulièrement Kazuo Okamoto et Hitedaka Sakai pour
leur accueil. Je remercie également Hiroshi Umemura pour son invitation à Nagoya, son
enthousiasme et son intérêt pour ce travail.

1. Le groupöıde de Galois d’un feuilletage algébrique

La notion de D-groupöıde de Lie introduite par B. Malgrange dans [18] formalise l’idée
de pseudo-groupe de Lie singulier. Ces objets, sous certaines conditions de régularité, ont
été étudiés par divers auteurs [16, 12, 13, 29] à la suite de S. Lie et É. Cartan.

Dans cette partie, nous rappelons les résultats élémentaires sur les D-groupöıdes de Lie.
Pour les détails nous renvoyons à B. Malgrange [18] et à J-F. Pommaret [27].

1.1. Espaces de jets et D-variétés. Soit X une variété algébrique lisse sur C et Z → X
une variété algébrique sur X. Nous noterons Jq(Z/X) l’espace des jets d’ordre q de sections
de Z sur X. Ces espaces sont des espaces affines au-dessus de Z. Rappelons brièvement
comment on les construit.

Commençons par construire Jq(X × C
N
/X) où X est affine de dimension n telle qu’il

existe un revêtement d’un ouvert de C
n par X non ramifié. Nous noterons x1, . . . xn des

coordonnées sur C
n et celles induites sur X et y1, . . . yN celles de C

N . L’espace Jq(X×C
N
/X)

est alors défini comme l’espace X × C
N muni du faisceau d’anneaux

OJq(X×CN
/X

) = OX×CN [yα
i ], 1 ≤ i ≤ N, α ∈ N

n, 1 ≤ |α| = α1 + . . . + αn ≤ q.

Ces espaces de jets sont munis de dérivations Di de OJq(X×CN
/X

) dans OJq+1(X×CN
/X

) définies
par

Dj(xi) = δij , Djy
α
i = y

α+ǫj

i ,

ǫj étant le multi-indice de poids 1 dont la seul composante non nulle est la j-ième.
Soit Z une variété affine au-dessus de X (plongée dans X × CN ) décrite par un idéal

I. L’espace des jets Jq(Z/X) est le sous-espace de Jq(X × C
N
/X) défini au-dessus de Z par
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l’idéal
∑
|α|≤q DαI. Nous noterons OJq(Z/X) le faisceau quotient sur Z. C’est le faisceau

des équations aux dérivées partielles d’ordre q portant sur les sections de Z sur X. Ces
espaces ne dépendent ni des coordonnées choisies sur X ni du plongement de Z. Lorsque X
et Z ne sont pas affines, on construit les espaces de jets par recollement des constructions
locales. Ces espaces sont munis de projections naturelles

πq+s
q : Jq+s(Z/X) → Jq(Z/X).

Lorsque Z est le fibré trivial X×Y , nous noterons Jq(X → Y ) l’espace des jets de sections
de X × Y sur X.

Remarque 1.1. La construction usuelle des espaces de jets donne des variété algébriques
Jq(Z/X) munit de leurs faisceaux structuraux OJq(Z/X). Ici suivant [18], nous considérons

l’espace Z annelé par l’image direct du faisceau OJq(Z/X).

Lemme 1.2. Les constructions des espaces de jets et du tangent relatif (ou “vertical”)
commutent i.e. il existe un isomorphisme canonique

T
(
Jq(Z/X)

)
/X

≃ Jq

(
(TZ/X)/X

)

Preuve. – Cette formule n’est qu’une version de la commutativité des dérivations
partielles. Vérifions la lorsque Z est affine au-dessus de X. La construction du tangent
relatif se fait de la manière suivante. On plonge Z dans X × C

N et on note I l’idéal
définissant l’image de Z. Soient z1, . . . , zN des coordonnées sur C

N , le tangent relatif de
X ×C

N est l’espace vectoriel trivial sur cet espace : (X ×C
N )×C

N avec les coordonnées

dz1, . . . , dzN sur les fibres. Pour f ∈ OX [z1, . . . , zN ] on notera df la fonction
∑ ∂f

∂zi
dzi. Le

tangent relatif de Z sur X est l’espace vectoriel sur Z défini par l’idéal I + dI.
Lorsque X est un revêtement non ramifié d’un ouvert de C

n, l’espace Jq((TZ/X )/X)
est défini par les équations suivantes :

Djd f =
∑

i

∂2f

∂xj∂zi
dzi +

∑

i,k

∂2f

∂zk∂zi
z

ǫj

k dzi +
∑

i

∂f

∂zi
(dzi)

ǫj

pour toutes les équations f ∈ I. D’un autre coté, l’espace T (Jq(Z/X))/X est définie par les
équations :

dDjf =
∑

i

∂2f

∂xj∂zi
dzi +

∑

i,k

∂2f

∂zk∂zi
z

ǫj

k dzi +
∑

i

∂f

∂zi
d(z

ǫj

i ).

L’isomorphisme pour q = 1 est donné par (dzi)
ǫj = d(z

ǫj

i ). Des formules analogues donnent
les isomorphismes pour q > 1. �

Définition 1.3. Soit Yq une sous-variété de Jq(Z/X ) donnée par un idéal Iq. Le pro-
longement d’ordre 1 de Yq est la sous-variété de Jq+1(Z/X) définie par l’idéal Iq +

∑
DiIq.

Cette variété sera notée pr1Yq et son idéal pr1Iq. On définit par itération les prolongements
d’ordre k, prkIq.

Remarque 1.4. On n’a pas forcement πq+s
q prsIq 6= Iq.

On définit l’espace des jets (d’ordre infini) de sections de Z sur X comme la pro-variété
affine sur Z

J(Z/X) = lim
←

Jq(Z/X),

c’est-à-dire Z annelée par OJ(Z/X) = lim
→

OJq(Z/X). Ces anneaux sont filtrés par l’ordre des

équations et muni d’une connexion

D : OJ(Z/X) → OJ(Z/X) ⊗OX
Ω1

X

définie en coordonnées locales par Df =
∑

Dif ⊗ dxi.
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On a alors la définition suivante de “systèmes d’équations différentielles portant sur les
sections de Z sur X” appelés par la suite D-sous-variétés de J(Z/X) ou plus brièvement
D-variétés.

Définition 1.5. Une D-(sous)-variété de J(Z/X) est une sous-variété Y définie par un
faisceau d’idéaux I de OJ(Z/X) tel que :

(1) I est pseudo-cohérent, i.e. les idéaux Iq = I ∩ OJq(Z/X) sont cohérents,

(2) I est différentiel, i.e. DI ⊂ IΩ1
X.

Le faisceau d’anneaux de Y, OY = OJ∗(Z/X)/I est donc muni d’une connexion induite

D : OY → OY⊗OX
Ω1

X . On pourra définir les D-variétés générales : on recollera des espaces
définis comme ci-dessus en respectant les connexions. Nous n’en aurons pas besoin.

Une solution (resp. formelle) de Y en un point x ∈ X est un morphisme f de OY
dans Oan

X,x (resp. ÔX,x) au-dessus de la restriction OX → Oan
X,x (resp. ÔX,x) et différentiel

i.e. d ◦ f = f ◦ D. Les solutions correspondent aux sections de Z vérifiant les équations
différentielles définissant Y.

Pour finir, rappelons les résultats suivants sur les D-variétés.

Lemme 1.6 (Ritt [28]). Si I est un idéal différentiel alors son radical Ired est aussi
différentiel.

Lemme 1.7 ([18]). Si Y est une D-variété réduite, OY est sans torsion sur OX .

Théorème 1.8 (Ritt-Raudenbush [28]). Soit Y une D-variété réduite définie par I et
Iq = I ∩OJ∗

q (Z/X) l’idéal des équations d’ordre q. Il existe un entier q tel que I soit l’idéal

différentiel réduit engendré par Iq.

Théorème 1.9 ([28]). Soit Y une D-variété réduite définie par I et Yq l’espace défini par
Iq = I ∩ OJ∗

q (Z/X). Il existe un entier q et une hypersurface S ⊂ Yq tels que par chaque

points de Yq − S passe une solution convergente.

Ces théorèmes ont été généralisés par B. Malgrange dans la situation mixte d’une variété
analytique Z sur X analytique lisse et Y définie par des équations aux dérivées partielles
polynomiales en les dérivées. Dans cette situation, B. Malgrange montre un résultat a
priori plus fort que celui de Ritt que nous rappelons ici dans le cas “tout algébrique”.

Théorème 1.10 (d’involutivité générique [27, 19]). Soit Y une D-variété réduite définie
par I et Yq l’espace défini par Iq = I ∩OJ∗

q (Z/X). Il existe un entier q et une hypersurface

S ⊂ Yq tels que Yq soit involutif en dehors de S.

L’involutivité est une condition de régularité d’un système d’équation aux dérivées par-
tielles sous laquelle on a un théorème d’existence de solutions convergentes : le théorème
de Cartan-Kähler. Nous ne rappelerons pas cette condition et renvoyons aux références du
théorème.

1.2. D-groupöıdes de Lie algébriques et D-algèbres de Lie.

1.2.1. D-groupöıdes de Lie algébriques. Nous allons maintenant rappeler la définition de D-
groupöıde de Lie algébrique sur une variété algébrique lisse X sur C. L’espace Jq(X → X)

et son ouvert J∗q (X → X) des jets inversibles (défini par det(y
ǫj

i ) 6= 0) seront notés Jq et
J∗q lorsqu’aucune confusion ne pourra être faite sur X.

Ces espaces sont naturellement munis de deux projections sur X, la source s et le but
t, correspondant aux projections de X × X sur le premier et le deuxième facteur, d’une
composition partielle associative

c : (Jq, t) ×X (Jq, s) → Jq
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induite par la composition des applications formelles de X dans elle-même et d’une appli-
cation identité

e : X → Jq

donnée par les jets d’ordre q de l’identité. L’espace des jets inversibles est de plus muni
d’une inversion

i : J∗q → J∗q
induite par l’inversion des difféomorphismes formels de X. Ces applications font de J∗q un

groupöıde agissant sur X. Elles sont compatibles aux projections naturelles πq+s
q et donne

une structure de groupöıde sur J∗ = lim
←

Jq, c’est-à-dire sur X × X muni de l’anneau

OJ∗ = lim
→

OJ∗
q
.

Définition 1.11. Un sous-groupöıde de J∗q est une sous-variété Yq donnée par un faisceau
cohérent d’idéaux Iq satisfaisant :

(1) Iq ⊂ ker e∗,

(2) i∗Iq ⊂ Iq,

(3) c∗Iq ⊂ π∗1Iq + π∗2Iq,

π désignant les projections de (Jq, t) ×X (Jq, s) sur Jq.

On a la version algébrique d’un résultat classique de géométrie différentielle.

Proposition 1.12 ([18]). Si Yq un sous-groupöıde de J∗q alors pr1Yq est un sous-groupöıde
de J∗q+1.

Remarque 1.13. Soient Yq un sous-groupöıde définie par Iq et Y la D-variété définie
par I = ∪prsIq. Notons Yq la sous-variété définie par I ∩ OJ∗

q
. A priori Yq n’est pas un

sous-groupöıde de J∗q (X → X) mais seulement en dehors d’une sous-variété S i.e. Yq est
un sous-groupöıde de J∗q (X − S → X − S)

Cette remarque montre que la définition naturelle suivante : “une D-variété Y est un
sous-groupöıde de J∗ si il existe k tel que pour tout q ≥ k Yq est un sous-groupöıde de
J∗q ” est très restrictive. De plus certains pseudo-groupes de transformations, comme les
pseudo-groupes d’invariances de fonctions rationnelles, ne rentrent dans le cadre de cette
définition qu’en dehors d’une sous-variété fermée de codimension au moins un (dans le cas
précédent : le lieu d’indétermination).

Définition 1.14. Soit S une hypersurface de X. Un sous-groupöıde de J∗q (X → X) à
singularités sur S est une sous-variété fermée donnée par un faisceau cohérent d’idéaux
Iq telle que la trace de la variété sur J∗q (X − S → X − S) décrive un sous-groupöıde.

Définition 1.15. Un D-groupöıde de Lie sur X est une D-variété réduite Y de J∗donnée
par un idéal I vérifiant : il existe une hypersurface S de X et un entier k tels que pour
tout q ≥ k , Yq est un sous-groupöıde de J∗q à singularités sur S.

Remarque 1.16. Dans les conditions de la définition précedente, pour tout entier q, Yq

est un sous-groupöıde singulier. En effet fixons un entier q0 tel que Yq0 soit un groupöıde
singulier sur S et prenons q < q0. Par définition πq0

q est dominant donc surjectif en dehors
d’un ensemble algébrique S′ de Yq, on a donc

c
(
Yq − (S′ ∪ π−1

1 S ∪ π−1
2 S) ×X Yq − (S′ ∪ π−1

1 S ∪ π−1
2 S)

)
⊂ πq0

q Yq0 ⊂ Yq.

Des arguments classiques (voir par exemple la preuve du lemme 4.3.3 de [18]) montrent
alors que Yq est un groupöıde à singularités sur une variété S′′ contenant S.

Nous allons rappeler quelques résultats sur l’action d’un D-groupöıde de Lie Y sur J∗

par composition au but. Nous noterons cY la restriction de c sur (J∗, t)×X (Y, s) à valeurs
dans J∗.
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Définition 1.17. Un invariant différentiel d’ordre q pour Y est une fonction rationnelle
F sur J∗q telle que F ◦ cY = F ◦ π (π désignant la première projection de J∗q ×X Yq sur
J∗q ).

Remarque 1.18. N’importe quelle fonction sur X que l’on remonte sur J∗q par la projec-
tion source est un invariant.

On dira qu’un ensemble d’invariants différentiels {Fi}1≤i≤p définis sur un ouvert de
Zariski U forment un système complet d’invariants pour Y si Y est la D-variété réduite
définie par l’adhérence de Zariski de la D-variété définie par les équations Fi − Fi ◦ e ◦ s
au-dessus de U .

Le théorème suivant est prouvé d’une manière analogue au théorème de Chevalley-
Kolchin dans ([27], 467–469 proposition 2.36 du chapitre 3). Il résulte aussi de l’existence
d’un quotient générique pour une relation d’équivalence ([11], théorème 8.1).

Théorème 1.19 ([27, 11]). Si Y un D-groupöıde de Lie agissant sur un variété X alors
il admet un système complet d’invariants différentiels.

Dans le contexte de cet article, le théorème 8.1 de [11] s’applique comme suit. On se
place sur J∗q (q assez grand pour que Yq satisfasse aux hypothèses du théorème de Ritt-

Raudenbush) et on considère la relation d’équivalence α ∼ β si s(α) = s(β) et β◦α−1 ∈ Yq.
Le résultat précédent donne l’existence d’un ouvert de Zariski U ⊂ J∗ et d’une variété
quotient de U par la relation d’équivalence. En tirant en arrière des fonctions rationnelles
du quotient, on obtient un système complet d’invariants différentiels.

1.2.2. D-algèbres de Lie. Une D-algèbre de Lie sur X est un faisceau d’algèbres de Lie de
champs de vecteurs défini par un système d’équations aux dérivées partielles. La définition
que nous allons rappeler met l’accent sur les équations définissant l’algèbre.

Un espace vectoriel V sur X est défini de la manière suivante. Lorsque X est affine,
un espace vectoriel est un sous-espace d’un espace vectoriel trivial X × C

n défini par
des équations linéaires sur les fibres. Lorsque X n’est pas affine, on demande que V soit
localement de la forme précédente et que les recollements soient linéaires sur les fibres.
Cette définition autorise les fibres à changer de dimension.

Les espaces Jq(TX/X) sont des espaces vectoriels sur X. Nous allons construire un
crochet sur les sections de ces espaces généralisant le crochet de Lie des sections de TX.
Ce crochet est le crochet de Spencer et la construction que nous allons donner est celle de
[18].

Nous noterons Rq(X) (ou juste Rq) l’espace des repères d’ordre q sur X qui s’identifie
au sous-espace de J∗q défini en fixant une valeur à l’application source. Cet espace est un
fibré principal sur X de groupe structural le groupe des jets d’ordre q de biholomorphismes
de (Cn, 0) noté Γn

q . L’application λ : Rq × Rq → J∗q qui à deux repères rq et sq associe

le jet sq ◦ r−1
q s’identifie au quotient sous l’action diagonale de Γn

q sur les deux facteurs.
Cette application induit une application du tangent relatif T (Rq × Rq)/Rq

|diag le long de
la diagonale sur le tangent vertical T (J∗q )/X |id le long de l’identité. Le lemme 1.2 identifie
ce dernier espace vectoriel à Jq(TX/X) et permet de projeter le crochet de Lie de TRq sur
un crochet sur les sections de Jq(TX/X). C’est le crochet de Spencer.

Définitions 1.20. Une sous-algèbre de Lie de Jq(TX/X) est un sous-espace vectoriel dont
les sections analytiques locales sont stables sous le crochet de Spencer.

Un D-(sous)-espace vectoriel L de J(TX/X) est une D-variété définie par des équations
linéaires.

Une D-(sous)-algèbre de Lie L de J(TX/X) est un D-espace vectoriel tel que les espaces
Lq soient des sous-algèbres de Lie de Jq(TX/X).



10 GUY CASALE

On construit une algèbre de Lie LYq à partir d’un groupöıde de Lie singulier Yq en
considérant le tangent relatif à la projection source TYq/X |id ou son image dans Jq(TX/X)

(par le lemme 1.2). La stabilité des sections du linéarisé sous le crochet de Spencer est
une conséquence de la stabilité de la variété Yq sous la composition. Nous renvoyons à [18]
pour les détails ainsi que pour la preuve de la proposition suivante.

Proposition 1.21 ([18]). Si Y est un D-groupöıde de Lie, son tangent vertical le long de
l’identité TY/X |id ⊂ J(TX/X) est une D-algèbre de Lie. Elle sera notée LY.

1.2.3. Le groupöıde de Galois d’un feuilletage.

Définition 1.22. Un feuilletage (singulier) de X est une D-algèbre de Lie F sans torsion
sur X et différentiellement engendré par F0.

Remarque 1.23. Une D-algèbre de Lie n’est pas toujours la D-algèbre de Lie d’un D-
groupöıde de Lie. Prenons par exemple un feuilletage F de codimension d. D’après le
théorème 1.19, si il existe un D-groupöıde de Lie dont F est la D-algèbre de Lie alors le
feuilletage admet d intégrales premières rationnelles indépendantes.

Un feuilletage sans intégrales premières rationnelles est donc un exemple de D-algèbre
de Lie ne provenant pas d’un D-groupöıde de Lie.

La définition suivante généralise le groupe de Galois différentiel d’une équation linéaire.

Définition 1.24 ([18]). Soit F un feuilletage sur X. Le groupöıde de Galois de F est le
plus petit D-groupöıde de Lie dont la D-algèbre de Lie contient le feuilletage. Il sera noté
Gal(F).

Autrement dit Gal(F) est le plus petit D-groupöıde de Lie contenant le pseudo-groupe
T an(F ). Par commodité, nous posons la définition suivante.

Définition 1.25. Soit F un feuilletage sur X. Un D-groupöıde de Lie préservant le feuil-
letage dont la D-algèbre de Lie contient le feuilletage sera dit admissible pour F .

1.3. Forme de Maurer-Cartan d’un D-groupöıde de Lie et suites de Godbillon-

Vey d’un feuilletage. La forme de Maurer-Cartan d’un groupöıde de Lie est une 1-forme
sur le groupöıde invariant sous l’action du groupöıde sur lui-même par composition au but.
Pour un D-groupöıde de Lie, la formes de Maurer-Cartan proviennent de la restriction de
celle de J∗.

1.3.1. Forme de Maurer-Cartan de J∗. L’espace J∗q n’agit pas sur son espace tangent et
la construction de la forme invariante ne peut se faire qu’en considérant l’action de J∗q+1

sur le tangent de J∗q .
Plus précisement, la structure de groupöıde de J∗q donnée par la composition

c : (J∗q , t) ×X (J∗q , s) → J∗q .

se prolonge en une structure de groupöıde sur l’espace J∗1 (J∗q /source
) des jets de sections

de la projection source se projetant sur les sections de J∗1 (X × X/source). Ce groupöıde
agit naturellement sur TJ∗q /source

. Cette action se comprend plus facilement en utilisant

la présentation suivante. Soit ϕ une section analytique locale de J∗q /source
sur un ouvert

U dont la composante d’ordre 0, ϕ0 est inversible. Par les formules de composition, elle
induit un difféomorphisme de l’ouvert de J∗q des jets de buts dans U sur l’ouvert des jets
de but dans ϕ0(U). Le difféomorphisme induit sur le tangent de J∗q ne dépend que du
premier jet de la section et donne l’action.

Nous noterons Tc cette action :

Tc : (TJ∗q /source
, t) ×X (J∗1 (J∗q /source

), s) → TJ∗q /source
.
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Cette action induit une action de J∗q+1 sur TJ∗q /source
par l’inclusion canonique J∗q+1 ⊂

J∗1 (J∗q /source
) et donne un isomorphisme

TJ∗q /source
|id ×X J∗q+1 → TJ∗q /source

.

Après identification de TJ∗q /source
|id avec Jq(TX/X), l’image de la première projection

donne une application
Θ : TJ∗q /source

→ Jq(TX/X)

invariante sous J∗q+1.

Définition 1.26. Cette forme est la forme de Maurer-Cartan de J∗q+1.

Les formes construites ainsi étant compatibles aux projections πq+k
q , la forme induite

sur J∗ sera appelée forme de Maurer-Cartan de J∗.

Remarque 1.27. Fixons un point x0 ∈ X et identifions la sous-variété des jets de source
x0 avec l’espace des repères, Rq(X) ainsi que Jq(TX/X)|x0 avec Jq(χ(Cn, 0)) l’espace des
jets d’ordre q de champs de vecteurs en 0. On obtient alors une forme sur Rq(X) à valeurs
dans Jq(χ(Cn, 0)) invariante sous l’action de J∗q+1. Nous noterons

Θ|x0 : TRq(X) → Jq(χ(Cn, 0))

cette forme.

Il existe un second crochet sur Jq(TX/X ) différent du crochet de Spencer. Il est à valeurs
dans Jq−1(TX/X). C’est le crochet fibre à fibre. Il est défini en coordonnées locales par les
formules

{u, v} = jq−1[ũ, ṽ]

où u et v sont des jets en un point x ∈ X, ũ et ṽ sont des champs formels en x les
prolongeant, [ , ] est le crochet de Lie et jq−1 est la prise du jet d’ordre q − 1.

La forme de Maurer-Cartan vérifie des équations de structure reliant la différentielle
relative à la projection source et le crochet fibre à fibre sur Jq(TX/X) :

d/sπ
q
q−1Θ = −1

2
{Θ,Θ},

où πq
q−1 est la projection de Jq(TX/X) sur Jq−1(TX/X). Nous renvoyons à [13, 29] pour

plus de détails.
Ces équations ce restreignent aux espaces de jets de source fixée. En choisissant une base

de l’espace vectoriel des jets d’ordre q de champs de vecteurs en x0 et en écrivant Θ|x0

en coordonnées, on obtient une famille de 1-formes invariantes sur Rq(X). En choisissant

la base monomiale xα

α!
∂

∂xi
, on obtient une suite de formes θα

i satisfaisant les identités
différentielles :

dθα
i =

∑

j

θ0
j ∧ θ

α+ǫj

i +
∑

j,|β|≥1

(
α
β

)
θβ
j ∧ θ

α−β+ǫj

i

pour |α| ≤ q − 1 et

(
α
β

)
=
∏(αi

βi

)
si αi ≥ βi et zéro sinon. Nous les appellerons formes

de Cartan d’ordre q et les identités précédentes équations de structures d’ordre q.

Le groupe algébrique des jets d’ordre q+1 de source et but x0, Γn
q+1, agit sur Rq(X) par

composition à la source. La composition au but commutant avec la composition à la source,
Γn

q+1 transforme des formes invariantes en des formes invariantes satisfaisant les mêmes
identités différentielles. Soit ϕ un élément de Γn

q+1, notons sϕ l’action par composition à

la source sur Rq(X) et ϕ∗ celle sur Jq(χ(Cn, 0)). On a la formule suivante :

s∗ϕΘ|x0 = ϕ∗ ◦ Θ|x0.
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1.3.2. Forme de Maurer-Cartan de Y. Considérons maintenant Y un D-groupöıde de Lie
agissant sur X.

Définition 1.28. La restriction de Θ sur Yq+1 est à valeurs dans le sous-espace vectoriel
LYq :

ΘY : TYq/X → LYq ⊂ Jq(TX/X).

C’est la forme de Maurer-Cartan d’ordre q de Y.

Dans la suite nous nous restreindrons à l’étude des D-groupöıdes de Lie transitif et
travaiilerons dans le cadre de la définition suivante.

Définition 1.29. Soit Y un D-groupöıde de Lie sur X transitif. Fixons une source x0

régulière pour Y (i.e. hors du lieu singulier donnée dans dans la définition 1.15) et notons
Rq(Y) l’espace des jets de Y de source x0. On défini une forme invariante sur RqY en
restreignant la forme de Maurer-Cartan :

ΘY |x0 : TRq(Y) → Jq(χ(Cn, 0)).

Les orbites de l’action de Yq+1 sur Rq(X) sont des sous-variétés décrites par le théorème
1.19. Une orbite particulière est donnée par Rq(Y) mais le groupe Γn

q+1 agissant par compo-
sition en x0 mélangent ces orbites. La restriction de Θ sur une orbite permet de construire
un système de formes invariantes satisfaisant des équations de structures particulières.

1.3.3. Suites de Godbillon-Vey générales.

Définition 1.30. Une suite de Godbillon-Vey pour un feuilletage de codimension p est
une suite de 1-formes rationnelles {ωα

i ; i ∈ {1, . . . p}, α ∈ N
p} telles que {ω0

i ; i ∈ {1, . . . p}}
définissent le feuilletage et

dωα
i =

∑

j

ω0
j ∧ ω

α+ǫj

i +
∑

j,|β|≥1

(
α
β

)
ωβ

j ∧ ω
α−β+ǫj

i

avec

(
α
β

)
=
∏(αi

βi

)
si αi ≥ βi et zéro sinon.

Proposition 1.31. Soit F un feuilletage singulier de X. Quitte à se placer sur X̃ → X
une variété finie au-dessus d’un ouvert de Zariski dense de X, il existe toujours une suite
de Godbillon-Vey pour F .

Cette proposition est classique, nous allons en donner une preuve utilisant les construc-
tions précédente. Nous allons d’abord construire ces formes sur le D-groupöıde de Lie
Aut(F) et les descendre ensuite sur X.

Preuve. – Un feuilletage F définit un D-groupöıde de Lie Aut(F) : le groupöıde des
transformations locales préservant le feuilletage. Pour tout entier q, Fq ⊂ TAut(F)q/source|id
et l’action de Aut(F) par composition au but permet de prolonger Fq en un sous-espace

vectoriel F̃q de TAut(F)q/source.

Soit x0 un point régulier de F (i.e. au voisinage duquel F est facteur direct). C’est
aussi un point régulier de Aut(F). Les jets solutions de Aut(F)q de sources x0 forment
une sous-variété de Rq(X) noté Rq(F)

Définition 1.32. Les formes sur Rq(F) s’annulant sur F̃q seront dites transverses à F .

On construit une forme transverse de la manière suivante. Soit NF la D-algèbre de Lie
de Aut(F) et soit π : NF q|x0 → Vq le quotient par Fq|x0 .

Définition 1.33. La projection,

π ◦ ΘAut(F)|x0 : TRq(F) → V

est une forme transverse au feuilletage. Elle sera notée ΘF
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Le crochet sur la fibre de NF en x0 induit un crochet sur V . La forme transverse vérifie
les équations de structure induites :

dΘF = −1

2
{ΘF ,ΘF} .

Soit p la codimension du feuilletage. L’espace vectoriel Vq s’identifie à Jq(χ(Cp, 0)). En

écrivant ΘF |x0 dans la base monomiale xα

α!
∂

∂xi
sur Jq(χ(Cp, 0)), on obtient une suite de

1-formes invariantes transverse à F : θα
i , 1 ≤ i ≤ p, α ∈ N

p, satisfaisant les équations
de structures d’ordre q en dimension p.

Soit X̃ → X une variété au-dessus d’un ouvert de Zariski dense de X tel qu’il existe

une section f : X̃ → X̃ ×X Rq(F) de la projection but. Les formes θ0
i s’annullent sur F̃0.

Par construction ce feuilletage sur R0(F) = X est F . La suite {ωα
i = f ∗ θα

i } est une suite
de Godbillon-Vey pour F . �

1.3.4. Suites de Godbillon-Vey spéciales.

Définition 1.34. Soient Y un D-groupöıde de Lie transitif admissible pour un feuilletage

F et X̃ → X une variété au-dessus d’un ouvert de Zariski dense de X tel qu’il existe une

section f : X̃ → X̃ ×X Rq(Y) de la projection but. Les formes ωα
i = f∗θα

i seront appellé
suite de Godbillon-Vey spécial associée a Y

Dans le cas trivial Y = Aut(F), nous avons appellé la suite de Godbillon-Vey obtenue
est générale. Lorsque Y = Gal(F), nous dirons qu’elle est minimale. Les cas intermédiaires
sont dits spéciaux. Dans la suite de cet article, nous regarderons particulièrement le cas
X = C

3. On peut toujours choisir une section à coefficients algébriques de la projection
but et construire ainsi une suite de formes à coefficients algébriques sur C

3.
L’objet de cet article est l’étude d’un feuilletage de codimension deux. La classification

locale des pseudogroupes de Lie réguliers agissant sur C
2 a été donnée par S. Lie [17]. Dans

[3], É. Cartan donne une preuve de la classification de S. Lie en utilisant ces équations
de structures. Appliquée à la détermination des équations de structures possibles pour
les formes à valeurs dans Jq(χ(C2, 0)), la preuve de Cartan permet d’obtenir le résultat
suivant.

Théorème 1.35. Soit F un feuilletage de C
n de codimension deux, défini par une 2-forme

fermée γ. Le D-groupöıde de Lie Inv(γ) d’invariance de cette forme est un D-groupöıde
de Lie admissible pour F . Si le groupöıde de Galois de F n’est pas Inv(γ) alors on est
dans un des cas suivant :

– Gal(F) est intransitif : F admet une intégrale première rationnelle,
– Gal(F) est imprimitif en codimension un : il existe une 1-forme à coefficients algébriques

intégrable s’annulant sur F ,
– Gal(F) est transversalement affine : il existe un vecteur de 1-formes à coefficients

algébriques Ω0 =

(
ω0

1

ω0
2

)
définissant le feuilletage et une matrice de 1-formes à coeffi-

cients algébriques Ω1 de trace nulle telle que :

dΩ0 = Ω1 ∧ Ω0 et dΩ1 = Ω1 ∧ Ω1.

Une telle suite sera appelée suite de Godbillon-Vey de type asl2 ou encore asl2-suite.

Nous donnons en annexe la preuve de Cartan de ce théorème.

2. Le groupöıde de Galois de P1

Le feuilletage associé à la première équation de Painlevé, d2y
dx2 = 6y2 + x, est donnée par

le champ de vecteurs

X1 =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ (6y2 + x)

∂

∂y′
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sur C
3 avec les coordonnées (x, y, y′).

Ce champ de vecteurs étant de divergence nulle, le feuilletage est défini par la 2-forme
fermée γ = iX1dx ∧ dy ∧ dy′.

Théorème 2.1. Le groupöıde de Galois de P1 est le D-groupöıde de Lie Inv(γ) laissant
la forme γ invariante.

On considèrera le champ X1 dans la famille triviale

Xα =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ (6y2 + α5x)

∂

∂y′
, α 6= 0.

Ce champ est de poids −1 sous l’action de

Σ = x
∂

∂x
− 2y

∂

∂y
− 3y′

∂

∂y′
− α

∂

∂α

c’est-à-dire que [Σ,Xα] = −Xα. Le flot de Σ donne une équivalence orbitale entre les
différents champs Xα tant que α 6= 0. Lorsque α = 0, la première équation de Painlevé
dégénère sur une équation particulièrement simple.

L’organisation des calculs se fera suivant les idées de J. Drach [8]. Soit πα la projection
algébrique de C

3 × Cα sur C
3 donnée par le flot de Σ :

πα(x, y, y′, α) = (αx,
y

α2
,

y′

α3
, 1).

Supposons qu’un des trois systèmes d’équations aux dérivées partielles donné par le théorème
1.35 admette une solution algébrique. En considérant leurs images inverses par πα et
en développant les équations et la solution en puissances de α, on obtient une suite de
systèmes plus simples ayant encore des solutions algébriques. Ces équations sont de la
forme X0R = ∗. On les étudiera dans les coordonnées adaptées x, y, u = y′2 − 4y3.

Nous noterons pΣ( . ) le poids d’une fonction ou d’une forme homogène sous Σ et dega,b,...

les degrés par rapport aux variables a, b, . . . ayant chacune le degré 1.
Un polynôme P (x, y, y′) se prolonge en une fraction de poids nul sur C

3 × Cα par

π∗αP = P (αx,
y

α2
,

y′

α3
) ∈ C(x, y, y′, α)

et en un polynôme en x, y, y′ et α homogène pour Σ en multipliant par une puissance
convenable de α. Nous prolongerons les formes de C

3, a dx + b dy + c dy′, à C
3 × Cα par

(π∗αa)αdx + (π∗αb) dy
α2 + (π∗αc)dy′

α3 . Une forme intégrable ne se prolongera pas en une forme
intégrable mais seulement intégrable modulo dα.

Le feuilletage donné par le champ X1 est défini par les deux 1-formes

ω0
1 = y′dy′ − (6y2 + x)dy, ω0

2 =
dy

y′
− dx.

Nous noterons ω0
1|α = y′dy′ − (6y2 + α5x)dy et ω0

2|α = dy
y′ − dx leurs prolongements au

paramètre α et ω0
1|0, ω0

2|0 les restrictions à {α = 0}. Ces formes forment les vecteurs Ω0,
Ω0|α et Ω0|0.

2.1. Étude préliminaire de l’équation réduite X0. Le champ de vecteurs

X0 =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ 6y2 ∂

∂y′
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admet une intégrale première rationnelle u = y′2 − 4y3 et une autre transcendante x −∫
1

4y3+u
dy. Nous utiliserons souvent les formules suivantes :

(1)
X0

((
x + 2 y

y′

)n+1
)

=
(
x + 2 y

y′

)n (n+1)3u
y′2

X0

((
7x + 20 y

y′ − 24 y4

y′3

)n+1
)

=
(
7x + 20 y

y′ − 24 y4

y′3

)n
(n+1)27u2

y′4 .

Lemme 2.2. Si η0 est une 1-forme polynomiale, intégrable, telle que η0(X0) = 0 et
iX0dη0 = 0 alors η0 = f(u)du ou η0 = f(u)

(
udx − (2xy2 + y′)dy + 1

3(xy′ + 2y)dy′
)

Preuve. – Écrivons η0 = a du+b (dy−y′dx). Si b = 0, on trouve la première expression.
Sinon, en écrivant la condition d’intégrabilité de η0, on obtient l’équation

−X0

(a

b

)
+

6y2

y′
a

b
− 1

2y′
= 0.

En utilisant les formules (1), on intègre cette équation. On trouve

a

b
= − 1

6u
(xy′ + 2y).

On en déduit que η0 = f
(
(x+2y/y′

6u )du − 1
y′ (dy − y′dx)

)
. En écrivant la condition iX0dη0 =

0, on trouve que X0f = 0, donc f est une fonction de u. En développant η0, on trouve la
seconde expression. �

Lemme 2.3. Le feuilletage défini par X0 n’admet pas de suite de Godbillon-Vey rationnelle
de type asl2 commençant par ω0

1 |0 et et ω0
2|0.

Preuve. – Supposons qu’il existe une matrice de 1-formes Ω1|0 de trace nulle satis-
faisant :

dΩ0|0 = Ω1|0 ∧ Ω0|0
dΩ1|0 = Ω1|0 ∧ Ω1|0.

On peut supposer en toute généralité que ces formes sont homogènes sous Σ. La première
égalité donne

Ω1|0 =

(
0 0
1

y′3 0

)
dy + Aω0

1 |0 + B ω0
2|0

avec A

(
0
1

)
= B

(
1
0

)
et traceA = traceB = 0.

La deuxième égalité donne un premier système d’équations que nous allons résoudre :

iX0dΩ1|0 =
[
Ω1|0(X0),Ω

1|0
]
.

Calculons les deux membres de cette égalité :

• iX0dΩ1|0 =

((
0 0

1/y′4 0

)
+ X0A + 1

y′2 B

)
ω0

1|0 + X0B ω0
2|0

•
[
Ω1|0(X0),Ω

1|0
]

=

[(
0 0

1/y′2 0

)
, A

]
ω0

1|0 +

[(
0 0

1/y′2 0

)
, B

]
ω0

2 |0

En identifiant les coefficients de ω0
1|0 et ceux de ω0

2 |0, on obtient les deux systèmes suivants,

X0A =

[(
0 0
1

y′2 0

)
, A

]
−
(

0 0
3

y′4 0

)
− 1

y′2
B(2a)

X0B =

[(
0 0
1

y′2 0

)
, B

]
.(2b)
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Si B =

(
a b
c −a

)
, on écrit puis résoud le système (2b) en utilisant les formules (1) :

(3)

X0b = 0 ⇒ b = b(u),

X0a = −b
y′2 ⇒ a = −b

3u (x + 2y/y′),

X0c = 2a
y′2 ⇒ c = −b

9u2 (x + 2y/y′)2,

sous l’hypothèse b 6= 0 (les résultats sont analogues lorsque b est nul). On résoud ensuite

l’équation (2a). Si A =

(
−c a
d c

)
, le système donne

X0d =
−3c

y′2
− 3

1

y′4
⇒ d =

b

27u3
(x + 2y/y′)3 − 1

9u2

(
7x + 20

y

y′
− 24

y4

y′3

)
.

On obtient une contradiction en considérant l’équation suivante :

i ∂
∂x

dΩ1|0 =

[
Ω1|0

(
∂

∂x

)
,Ω1|0

]
.

En identifiant les coefficients de ω0
1|0 dans cette équation, on obtient

1

y′
∂B

∂y′
+

∂A

∂x
= [A,B] ,

c’est-à-dire,

1

y′
∂a

∂y′
+

∂c

∂x
= ac − db(4a)

1

y′
∂b

∂y′
+

∂a

∂x
= −2(bc + a2),(4b)

1

y′
∂c

∂y′
+

∂d

∂x
= 2(da − c2).(4c)

L’équation (4b) s’écrit 2b′(u) − 1
3ub(u) = 0. La seule solution rationnelle est b = 0. Dans

ce cas a = a(u) et l’équation (4b) donne a = 0. Les équations (3) impliquent c = c(u) et

d = −3c
y′2 − 1

9u3

(
7x + 20 y

y′ − 24 y4

y′3

)
. L’équation (4c) se réécrit alors

2c′(u) − 7

9u3
= −2c2.

Une solution de cette équation ne pouvant pas avoir de pôles d’ordre entier en 0, elle ne
peut pas avoir de solution rationnelle. On aboutit à une contradiction qui prouve le lemme.

�

2.2. Le groupöıde de Galois de X1 est transitif. Le résultat suivant provient de [24],
on pourra aussi consulter [8, 14].

Proposition 2.4. Le champ X1 n’a pas d’intégrale première rationnelle.

Preuve. – Si H1 est une telle intégrale, prolongeons-la en une intégrale algébrique du
champ Xα. On peut écrire Hα = H0 + H1α + . . . après avoir fait une division suivant les
puissances croissantes et multiplié par une puissance convenable de α. On peut supposer
que H0 n’est pas constante. En développant l’équation XαHα = 0 suivant les puissances
de α, on obtient pour 0 ≤ i ≤ 4

XiHi = 0,

qui implique Hi = fi(u) où u = y′2 − 4y3 et fi est rationnelle. Le corfficient de α5 donne

X0H5 + x
∂f0(u)

∂y′
= 0.
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Dans les coordonnées x, y, u, cette dernière équation s’écrit
(

∂

∂x
+
√

4y3 + u
∂

∂y

)(
H0

5 +
√

4y3 + uH1
5

)
= −2xf ′0(u)

√
4y3 + u

où H1 = H0
5 +
√

4y3 + uH1
5 et H i

5 ∈ C(x, y, u). En identifiant les termes libres de radicaux
des deux membres, d’une part, et ceux contenant le radical, d’autre part, on obtient les
deux équations suivantes :

∂H0
5

∂y
+

∂H1
5

∂x
= −2xf ′0(u)(5a)

∂H0
5

∂x
+ (4y3 + u)

∂H1
5

∂y
+ 6y2H1

5 = 0.(5b)

En dérivant (5b) par rapport à x et en utilisant (5a), on obtient

(6)
∂2H0

5

∂x2
− (4y3 + u)

∂2H0
5

∂y2
− 6y2 ∂H0

5

∂y
= 0.

Supposons que H0
5 ait un pôle d’ordre n par rapport à y en a ∈ C[x, u]

alg
, la clôture

algébrique de C[x, u]. En développant H0
5 en série autour de a, on obtient une série

d’équations différentielles. La première,
(

∂a

∂x

)2

− (4a3 + u) = 0,

implique 4a3 = −u. La suivante donne 12(n + 1) = −6a2. H0
5 est donc un polynôme. En

écrivant H0
5 = αnyn + . . . dans (6), on obtient n = 0 puis

H0
1 = a(u)x + b(u).

L’équation (5a) donne
∂H1

5
∂x = −2xf ′0(u). En dérivant (5b) par rapport à x, on obtient

∂H1
5

∂x = 0, ce qui implique f ′0 = 0. Ceci contredit le choix de H et prouve la proposition. �

Corollaire 2.5. Le champ X1 n’admet pas d’hypersurface algébrique invariante.

Preuve. – Soit P l’équation d’une hypersurface invariante. Prolongeons P au paramètre
α. On obtient un polynôme satisfaisant

XαP = LP

On a pΣ(L) = −1 d’une part et d’autre part comme deg{x,y,y′}(Xα) = 1, deg{x,y,y′}(L) ≤ 1
et un calcul direct donne deg{x}(L) ≤ 0. Tout ceci implique que L est nul donc que P est
constant. �

2.3. Le groupöıde de Galois de X1 est transversalement primitif.

Proposition 2.6. Le feuilletage donné par X1 n’est inclus dans aucun feuilletage de codi-
mension un donné par une 1-forme algébrique.

Supposons qu’il existe une 1-forme algébrique η intégrable, η ∧ dη = 0 et telle que
η(X1) = 0.

Lemme 2.7. Une telle forme peut être choisie polynomiale.
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Preuve. – Soit η une telle forme que nous normalisons η = dx + a dy + b dy′. Soit Z le
lieu de ramification de cette forme sur C

3. D’après le corollaire 2.5, Z est transverse aux
trajectoires de X1. Plaçons-nous au voisinage analytique d’un point de Z. N’importe quelle
intégrale première au voisinage d’un point de la trajectoire passant par p se prolonge de
manière univaluée sur un voisinage de p. La forme η est donc univaluée sur ce voisinage.
Le lieu de ramification Z est vide et la forme est rationnelle. �

Choisissons une de ces formes et prolongeons-la au paramètre α.

Lemme 2.8 ([8]). La forme ηα peut être choisie telle que iXαdηα = 0.

Preuve. – Choisissons

ηα = −(Py′ + Q(6y2 + α5x))dx + Pdy + Qdy′

avec P et Q premiers entre eux. En écrivant la condition d’intégrabilité, on obtient :

QXP − PXQ + 12yQ2 − P 2 = 0.

D’après le théorème de Bezout, il existe donc un polynôme L tel que :

{
XP + 12yQ = LP

XQ + P = LQ

En calculant les degrés, on obtient que L doit être de degré 1 en x, y, y′ et de poids -1
par rapport à Σ. Donc L = cα2x où c est une constante. En calculant les degrés en x, on
obtient c = 0. Un calcul direct montre que ceci implique le lemme. �

Preuve de la proposition 2.6. – Quitte à multiplier par un facteur convenable, nous
pouvons supposer que ηα s’écrit η0 + αη1 + . . .avec ηi des formes polynomiales et η0 6= 0.
Les équations

(7)
ηα(Xα) = 0
iXαdηα = 0

relient les formes η0 et η1. Écrivons la forme η1 de la manière suivante

η1 = a dx + b ω0
1 |0 + c ω1

2 |0.

Le terme d’ordre 0 dans les équations (7) donne η0(X0) = 0 et iX0dη0 = 0. Ces équations

sont résolues par le lemme 2.2. Celles d’ordre 1 donne η0(x
∂

∂y′ ) + η1(X0) = 0 et ix ∂
∂y′

dη0 +

iX0dη1 = 0. En écrivant toutes ces équations dans la base (dx, ω0
1 |0, ω1

2|0), on obtient

(8)

a = −x η0(
∂

∂y′ )

ix ∂
∂y′

dη0 = g ω0
2|0

X0c = X0a − ∂a
∂x − g

X0b = − c
y′2 + 1

y′

∂a
∂y′

Dans chaques cas du lemme 2.2, nous allons prouver qu’il n’existe pas de triplet (a, b, c)
solution de ces équations tel que la forme η1 soit polynomiale.

Premier cas, pΣηα ≡ 0 mod 6.
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D’après le Lemme 2.2, η0 = f(u)du. Les équations portant sur les coefficients de η1

deviennent

a = −2f(u)y′x(9a)

g = 0(9b)

X0c = −12f(u)xy2(9c)

X0b = − c

y′2
− 2f(u)x

y′
− 4f ′(u)xy′(9d)

On résoud (9c) : c = 2f(u)(y − xy′). On obtient ensuite pour l’équation (9d) :

X0b = −4f ′(u)xy′ − 2f(u)y

4y3 + u
.

Dans les coordonnées x, y, u, où b = b0 + 1√
4y3+u

b1 avec b0 et b1 des polynômes et X0 =

∂
∂x +

√
4y3 + u ∂

∂y , l’équation ci-dessus se réécrit :

∂b0

∂x
+

∂b1

∂y
− 6y2

4y3 + u
b1 = − 2f(u)y

4y3 + u
(10a)

∂b1

∂x
+ (4y3 + u)

∂b0

∂y
= −4f ′(u)x(4y3 + u).(10b)

En dérivant (10a) par rapport à x et en tenant compte de la dérivée de (10b) par rapport
à y, on obtient

(11)
∂2b0

∂x2
− (4y3 + u)

∂2b0

∂y2
− 6y2 ∂b0

∂y
= 24f ′(u)y2x.

On en déduit que b0 est un polynôme d’ordre 1 en y puis

b0 = 4f ′(u)xy + a(u)x + b(u) ;
∂b1

∂x
= 0.

En reportant b0 dans (10a), on obtient

(4y3 + u)
∂b1

∂y
− 6y2b1 = −16f ′(u)y4 − 4a(u)y3 + (f(u) − 4uf ′(u))y − ua(u),

ce qui implique que le degré de b1 en y est inférieur à deux. En posant b1 = α2y
2+α1y

1+α0,
on obtient le système suivant





−16f ′(u) = 2α2

−4a(u) = −2α1

0 = −6α0

f(u) − 4uf ′(u) = 2α2u
ua(u) = uα1.

Ce système implique l’existence d’une constante c telle que f = c
u1/12 . Or f est un polynôme

donc f est nul, ce qui contredit le choix de la forme ηα.

Deuxième cas, pΣηα ≡ 1 mod 6.
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D’après le lemme 2.2, η0 = f(u)
(

1
3

(
x + 2 y

y′

)
ω0

1 |0 − uω0
2 |0
)
. Les équations (8) donnent

a = −f(u)

3
(y′x2 + 2yx)(12a)

g = −2f(u)uy′ − 5f(u)

3
y′(12b)

X0c = −2f(u)y2x2 −
(

7

3
f(u) − 2f ′(u)u

)
y′x(12c)

X0b = − c

y′2
− f(u)

3

x2

y′
− 2f ′(u)

3
y′x2(12d)

Étudions l’équation (12c). Le second membre étant d’ordre 2 en x, c est d’ordre au plus 3.
Par homogénéité, c est en fait d’ordre 2. Posons c = c2x

2 + c1x+ c0. On obtient le système
suivant 




X0c2 = −2f(u)y2

X0c1 = −
(

7
3f(u) − 2f ′(u)u

)
y′ − 2c2

X0c0 = −c1.

On les résoud successivement, c2 = −1
3 f(u)y′, c1 = −

(
5
3f(u) − 2f ′(u)u

)
y et X0c0 =(

5
3f(u) − 2f ′(u)u

)
y. Cette dernière équation n’a pas de solution polynomiale comme le

montre le lemme suivant. Ceci prouve que f doit être nulle, en contradiction avec le choix
de ηα. Ceci prouve la proposition. �

Lemme 2.9. Il n’existe pas de polynôme R satisfaisant X0R = y.

Preuve. – Supposons qu’il existe un tel polynôme. Comme le second membre est
d’ordre 0 en x, R s’écrit α1(u)x + α0(y, y′). En écrivant l’équation dans les coordonnées
(x, y, u) on a

∂R0

∂y + ∂R1

∂x = 0
∂R0

∂x + (4y3 + u)∂R1

∂y + 6y2R1 = y.

Ces équations impliquent (4y3 + u)∂R1

∂y + 6y2R1 = y − α1(u). Cette équation n’a pas de

solution polynomiale. �

2.4. Le groupöıde de Galois n’est pas transversalement affine.

Lemme 2.10. Soit Ω̃0, Ω̃1 une suite de Godbillon-Vey de type asl2 pour le feuilletage

donné par X1. Il existe une suite commençant par Ω0 =

(
ω0

1

ω0
2

)
pour chaque vecteur de

formes vérifiant ω0
1 ∧ω0

2 = iX1dx∧ dy∧ dy′. S’il existe une asl2-suites commençant par Ω0

alors elle est unique.

Preuve. – Les formes Ω̃0 et Ω̃1 satisfont les relations suivantes :



Ω̃0(X1) = 0,

dΩ̃0 = Ω̃1 ∧ Ω̃0,

dΩ̃1 = Ω̃1 ∧ Ω̃1,

trace Ω̃1 = 0.

En écrivant Ω0 = F Ω̃0 et Ω1 = dFF−1 + F Ω̃1F−1, on construit une nouvelle suite de

Godbillon-Vey. De plus Ω0
1 ∧ Ω0

2 et Ω̃0
1 ∧ Ω̃0

2 sont deux formes volumes transverses invari-
antes sous le flot des champs de vecteurs tangents. On en déduit que

ω0
1 ∧ ω0

2 = c ω̃0
1 ∧ ω̃0

2
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où c est une intégrale première rationnelle donc une constante. Calculons la trace de Ω1 :

trace Ω1 = trace dFF−1

= d(detF )
detF

= dc
c = 0

et Ω0, Ω1 forme une asl2-suite.

Supposons maintenant qu’il existe deux asl2-suites : Ω0, Ω1 et Ω0, Ω̃1. Le groupöıde
de Galois du feuilletage est un sous-groupöıde de Lie du groupöıde définie par une de ces
suites. Or le lemme A.4 montre qu’un tel feuilletage est contenu dans un feuilletage de
codimension un, ce qui contredit la proposition 2.6. �

Proposition 2.11. Le feuilletage donné par X1 n’admet pas de suite de Godbillon-Vey de
type asl2.

Le lemme précédent affirme que si le feuilletage donné par X1 admet une asl2-suite alors
celle-ci est rationnelle.

Lemme 2.12. Si elle existe, la asl2-suite commençant par Ω̃0 =

(
dy′ − (6y2 + x)dx

dy − y′dx

)
doit

être polynomiale.

Preuve. – Nous allons montrer que le lieu des pôles de la forme Ω̃1 est une hypersurface
invariante pour le feuilletage. Le lemme 2.5 permettra de conclure. Soit Z l’hypersurface

des pôles de Ω̃1. On construit un système d’intégrales premières locales (en dehors de Z)
en résolvant les systèmes différentiels suivant :

{
dH = ∂HΩ̃0

d∂H = −∂HΩ̃1,

où H =

(
H1

H2

)
et ∂H est une matrice 2 × 2. Si Z est transverse aux feuilles, les intégrales

premières se prolongent à Z. Comme de plus dH1 ∧ dH2 = (det ∂H) ω̃0
1 ∧ ω̃0

2, det ∂H ne
s’annule que le long de feuilles ; on en deduit que Z doit être tangent au feuilles. Ceci
contredit le corollaire 2.5. �

Corollaire 2.13. Si elle existe, la asl2-suite commençant par Ω0 =

(
y′dy′ − (6y2 + x)dy

dy
y′ − dx

)

est composée de 1-formes à coefficients dans C[x, y, y′, 1/y′].

Soit Ω0, Ω1 cette suite. On la prolonge au paramètre α de manière à avoir une asl2-suite,
Ω0|α, Ω1|α pour Xα. Ces 1-formes vérifient

dΩ0|α = Ω1|α ∧ Ω0|α(13)

dΩ1|α = Ω1|α ∧ Ω1|α(14)

On a pΣ(Ω0|α) =

(
−6
1

)
et pΣ(Ω1|α) =

(
0 −7
7 0

)
. La matrice Ω1|α que nous obtenons ainsi

a a priori un pôle le long de α = 0. Nous allons montrer que ce pôle est nécessairement
d’ordre zéro puis conclure avec le lemme 2.3. Développons la matrice Ω1

α en puissance de
α :

Ω1
α =

1

αn
Ξn +

1

αn−1
Ξn−1 + . . .

Lemme 2.14. Si n > 0 alors on est dans un des deux cas suivants :

(1) Ξn =

(
1 b

a
−a

b −1

)
(aω0

1 |0 + b ω0
2|0) avec a = c

9uk−2(x + 2y/y′)2 et b = − c
3uk−1(x +

2y/y′) où c ∈ C et k = 5n+8
6 ∈ Z,
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(2) Ξn =

(
0 0

cuk 0

)
ω0

1|0 avec k = 5n−13
6 ∈ Z.

Remarque 2.15. Si n > 0 alors n > 1. Le seul cas posant problème est le cas (2), n = 1
et k = −2. En posant β = α5, on obtient un champs Xβ1/5 donnant X1 en β = 1 et une

asl2-suite donnée par Ω1
β = 1

βn/5 Ξn + . . .. Le corollaire 2.13 implique que n est divisible

par 5.

Preuve. – Posons Ξn =

(
η11 η12

η21 −η11

)
. Nous allons distinguer deux cas suivant que η11

soit nulle ou non.

Premier cas, η11 6= 0.

L’égalité Ξn ∧ Ξn donne Ξn =

(
1 f
g −1

)
η11. Comme de plus Ξn ∧ Ω0|0 = 0,

Ξn =

(
1 b/a

−a/b −1

)
(aω0

1 |0 + b ω0
2|0).

Considérons ensuite l’égalité

(15) iXαdΩ1|α =
[
Ω1|α(Xα),Ω1|α

]

avec Ω1|α(Xα) =

(
0 −αy′
1

y′2 0

)
. En calculant le coefficient de 1/αn, on obtient

iX0dΞn =
1

y′2

[(
0 0
1 0

)
,Ξn

]

Calculons les deux membres de l’égalité

• iX0dΞ−n =

(
0 X0

b
a

−X0
a
b 0

)
(aω0

1 |0 + b ω0
2 |0) +

(
1 b

a
−a

b −1

)
((X0a + b

y′2 )ω0
1 |0 + X0b ω0

2|0),

•
[(

0 0
1 0

)
,Ξn

]
=

(
− b

a 0

2 b
a

)
(aω0

1 |0 + b ω0
2|0).

En identifiant les coefficients de ω0
1|0 et ω0

2|0 de ces matrices, on obtient le système

{
X0a = −2b

y′2

X0b = − b2

a
1

y′2 .

On en déduit que b2

a est une intégrale première homogène de X0 donc b2

a = cuk avec c ∈ C

et k ∈ Z. On résoud le système en utilisant les formules (1). En calculant le poids de Ξn à
partir des formules d’un coté et à partir du poids de Ωα de l’autre, on obtient la condition
sur l’ordre du pôle en α.

Deuxième cas, η11 = 0.

Comme Ξn∧Ξn = 0 et Ξn∧Ω0|0 = 0, on a soit Ξn =

(
0 0
g 0

)
ω0

1 |0, soit Ξn =

(
0 f
0 0

)
ω0

2|0.
En reprenant les équations différentielles données par (15), on obtient le résultat annoncé.

�
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Preuve de la proposition 2.11. – Nous allons maintenant calculer Ξn−1 et aboutir à
une contradiction.

Premier cas, η11 6= 0.

Dans ce cas, Ξn est égale à

(
1 b/a

−a/b −1

)
η11. En écrivant le coefficient de 1

αn−1 dans (13),

on obtient

Ξn−1 ∧ Ω0|0 + Ξn ∧
(
−xdy

0

)
= 0.

Ce qui implique que

Ξn−1 = Aω0
1 |0 + B η11 −

(
a b

−a2

b −a

)
xdy

avec A

(
0
1

)
+ B

(
−b
a

)
= 0. En écrivant le coefficient de 1

α2n−1 dans (14), on obtient

Ξn ∧ Ξn−1 + Ξn−1 ∧ Ξn = 0

Ce qui donne

[
A,

(
1 b/a

−a/b −1

)]
= 0, c’est-à-dire

A = ℓ

(
1 b/a

−a/b −1

)

avec ℓ quelconque. On en déduit ensuite que

B = ℓ

(
0 −b/a2

−1/b 0

)
+ t

(
1 b/a

−a/b −1

)

avec t quelconque. Considérons maintenant l’équation différentielle portant sur Ξn−1 que
l’on déduit de (15) :

iX0dΞn−1 + ix ∂
∂y′

dΞn =
1

y′2

[(
0 0
1 0

)
,Ξn−1

]
− y′

[(
0 1
0 0

)
,Ξn

]
.

Calculons les termes ci-dessus :

• iX0dΞn−1 =

(
X0ℓ + aX0t −

(
b
a

)2 ℓ
y′2 + bX0t

−2a
b X0λ + ℓ

y′2 − a2

b X0t −X0ℓ − aX0t

)
ω0

1|0

+

(
bX0t − ay′ −

(
b
a

)2
X0ℓ − ℓ

(
b
a

)3 1
y′2 + b2

a X0t − by′

−X0ℓ − aX0t + a2

b y′ −bX0t + ay′

)
ω0

2|0

+

(
2b b2

a
−3a −2b

)
x

y′2 dy + xy′

(
da db

−d
(

a2

b

)
−da

)
+ t iX0dΞn,

• ix ∂
∂y′

dΞn = x

(
∂a
∂y′

∂b
∂y′

−∂(a2/b)
∂y′ − ∂a

∂y′

)
ω0

1|0 + x

(
∂b
∂y′

∂(b2/a)
∂y′

− ∂a
∂y′ − ∂b

∂y′

)
ω0

2|0

+

(
−b − b2

a
a b

)
x

y′2 dy − xy′

(
da db

−d
(

a2

b

)
−da

)
,
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•
[(

0 0
1 0

)
,Ξn−1

]
= ℓ

(
0 0
2 0

)
ω0

1|0 + ℓ

((
b
a

)2
0

0 −
(

b
a

)2

)
ω0

2 |0 +

(
b 0

−2a −b

)
xdy + t

[(
0 0
1 0

)
,Ξn

]

•
[(

0 1
0 0

)
,Ξn

]
=

(
−a/b −2

0 a/b

)
(aω0

1|0 + bω0
2|0).

Parmis les équation que l’on obtient en identifiant les coefficients, on trouve les deux
équations suivantes {

X0t = 2a
b y′ + b

a2
ℓ

y′2 − ∂b
∂y′

x
b

X0ℓ = − b
a

ℓ
y′2 − a2

b y′ − b ∂
∂y′

(
a
b

)
x

En remplaçant a et b par leurs valeurs (lemme 2.14), on obtient l’équation suivante pour
ℓ :

X0ℓ =
3u

x + 2 y
y′

ℓ

y′2
+

c

27
uk−3

(
x + 2

y

y′

)3

y′+
2c

9
uk−3x

(
x + 2

y

y′

)2

y′+
2c

9
uk−2x

(
x + 2

y

y′

)
y

y′2
.

On résoud cette dernière équation en posant ℓ = λ
x+2 y

y′

3u
9

cuk−2 . On a alors

X0λ = 7y′x2 +

(
16y + 6u

y

y′2

)
x +

4y2

y′
.

La fonction λ est donc un polynôme en x de degré inférieur à trois. Par homogénéité sous
Σ, λ est de degré 2. On résoud les équations portants sur les coefficients de λ et on obtient
finalement

ℓ =
x + 2 y

y′

3u

9

cuk−2

(
7yx2 + 4

y2

y′
x + d

)

où d est constante. L’équation satisfaite par t est alors

X0t = −
(

y3

y′2
+ d

)
1

y′2
1

(
x + 2 y

y′

)2 +

(
28

y2

y′

)
1

y′2
1

x + 2 y
y′

+ 4(k − 1)
y

u
− 9

y

y′2
− (2k − 8

3
)
y′

u

(
x + 2

y

y′

)
.

Puisque X0t a un pôle d’ordre 2 le long de x + 2 y
y′ = 0, t doit avoir un pôle d’ordre 1 :

t =
t−1

x + 2 y
y′

+ t0 + t1

(
x + 2

y

y′

)
+ t2

(
x + 2

y

y′

)2

On a alors t−1 = − 1
3u

(
48y3

y′ + d
)

et X0t−1 = 28
y′2

y2

y′ , ce qui est impossible. Il n’y a pas de

solution polynomiale à l’équation portant sur t. Il n’existe donc pas de asl2-suite pour le
feuilletage avec η11 6= 0.

Deuxième cas, η11 est nulle.

Dans ce cas, Ξn =

(
0 0

cuk 0

)
ω0

1|0. Calculons Ξn−1. Les conditions Ξn∧Ξn−1+Ξn−1∧Ξn =

0 et Ξn−1 ∧ ω0|0 + Ξn ∧
(
−xdy

0

)
= 0 donnent

Ξn−1 =

(
−e 0
d e

)
ω0

1|0 +

(
0 0
e 0

)
ω1

2 |0 −
(

0 0
cuk 0

)
xdy.
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En reprenant l’équation (15) et en remarquant que Ξn est fermée, on obtient

iX0dΞn−1 =
1

y′2

[(
0 0
1 0

)
,Ξn−1

]
− y′

[(
0 1
0 0

)
,Ξn

]

qui donne
(
−X0e 0
X0d X0e

)
ω0

1|0 +

(
0 0

X0e 0

)
ω0

2|0 +

(
0 0
e 0

)
1

y′2
ω0

1 |0 −
(

0 0
cuk 0

)
y′ω0

2 |0

= y′
(
−cuk 0

0 cuk

)
ω0

1|0 +
1

y′2

(
0 0
2e 0

)
ω0

1|0.

Ce qui donne les équations suivantes X0e = cuky′ et X0d = 3e
y′2 , c’est-à-dire c = cuky et

X0d = 3cuk y
y′2 .

Lemme 2.16. L’équation X0R = y
y′2 n’a pas de solution rationnelle.

Preuve. – On déduit de cette équation que X0
∂R
∂x = 0. D’un autre coté le poids sous

Σ de R doit égale à 4 donc ∂R
∂x = 0. En écrivant l’équation dans les coordonnées x, y, u, on

obtient :

(4y3 + u)
∂R1

∂y
+ 6y2R1 =

y

4y3 + u
,

où R = R0(y, u) + y′R1(y, u). Si cette équation admet une solution rationnelle, elle s’écrit
R1 = P

4y3+u avec P polynomiale. En calculant le coefficient du terme de plus haut degré

en y dans l’équation satisfaite par P , on vérifie P ne peux pas être polynomiale. �

L’équation sur d n’a de solution rationnelle que si c est nul, ce qui contredit le choix
de n. La matrice de 1-forme Ω1|α ne peux donc pas avoir de pôle en α. Mais d’après le
lemme 2.3, elle ne peux pas ne pas avoir de pôle. Il n’existe donc pas de matrice de formes
à coefficients rationnels satisfaisant les équations de Ω1|α. Ceci prouve qu’il n’existe pas
de asl2-suite pour le feuilletage donné par la première équation de Painlevé. �

3. Irréductibilité de P1

Dans cette section, nous allons utiliser le groupöıde de Galois du feuilletage défini par P1

pour montrer son irréductibilité. Nous commencerons par définir ce que nous entendons par
feuilletage réductible. En utilisant les notions de “type différentiel” et de “degré typique
de transcendance différentielle” de Kolchin, nous montrerons ensuite que le groupöıde de
Galois d’un feuilletage réductible est plus petit que le groupöıde de Galois de P1.

3.1. Feuilletages réductibles. Dans [31], une solution particulière d’une équation dif-
férentielle d’ordre deux est dite réductible si on peut l’exprimer rationnellement après
avoir résolu successivement des équations différentielles linéaires (ou associées à un groupe
algébrique) et des équations d’ordre un. Cette définition d’irréductibilité ne concerne que
les solutions particulières de l’équation indépendemment de l’équation. Dans l’esprit de la
définition du groupöıde de Galois, nous allons définir une notion de réductibilité “globale”
du feuilletage i.e. de réductibilité de la solution générale.

Soit F un feuilletage de codimension deux. Les feuilletages que nous considèrerons
comme plus simples que F sont les feuilletages de codimension un d’une part et les feuil-
letages donnés par une connexion linéaire (ou associée à un groupe algébrique) de l’autre
ainsi que leurs versions relative le long d’un feuilletage de codimension un. Dans un autre
contexte, ce type d’extension est étudié dans [6].

Soient (K,∂1, . . . , ∂n) un corps différentiel. On notera TK le K-espace vectoriel engendré
par les ∂, T ∗K son dual et {d1, . . . , dn} la base duale des ∂
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Définition 3.1 ([6]). On dira que une extension différentielle K ⊂ L est une extension
fortement normale de K relative en codimension q si il existe un sous-corps Q de K
engendré par q éléments fonctionnellement indépendants tel que si on note K le corps

K muni des dérivations TK = ∩
h∈Q

ker dh et Q
alg

la clôture algébrique de Q, l’extension

K ⊗ Q
alg ⊂ L ⊗ Q

alg
est fortement normale.

Une extension fortement normale à un groupe de Galois. Dans [6] les derivations n’ap-
partenant pas à TK sont prise en considération pour étudier l’extension ce qui permet de
définir un groupe de Galois pour l’extension K ⊂ L, c’est un groupe algébrique différentiel.

Exemple 3.2. Considérons le champs de vecteurs X0 = ∂
∂x + y′ ∂

∂y + 6y2 ∂
∂y′ . Ce champs

admet une intégrale première rationnelle u = y′2 − 4y3 et une intégrale première dans une
extension fortement normale relative en codimension un de C(x, y, y′) : H = x−

∫ dy√
4y3+u

.

Son groupe de Galois est un sous-groupe algébrique différentiel de Ga(C(u)
alg

).

Définition 3.3. Un feuilletage F de codimension deux sur C
n est dit réductible si il

existe deux integrales premières H dans une extension différentielle Kp de C(x1, . . . , xn)
construite de la manière suivante

C(x1, . . . , xn) = K0 ⊂ K1 . . . ⊂ Kp

telle que les extensions intermédiaires Ki ⊂ Ki+1 sont
– des extensions algébriques,
– des extension fortement normales [15]
– des extensions fortement normales relatives en codimension un.
– des extensions par une intégrale première non constante d’un feuilletage de codimen-

sion un, i.e. Ki+1 = Ki(< H >) avec dH ∧ ω = 0 pour une 1-forme intégrable à
coefficients dans Ki.

Cette définition se généralise aisement aux feuilletages de codimension quelconque. Dans
le cadre de cet article, le théorème que nous allons prouvé est le suivant.

Théorème 3.4. Le feuilletage défini par P1 est irréductible.

La preuve est donnée dans la section suivante. Dans un premier temps nous prou-
vons que les feuilletages reductibles admettent des intégrales premieres satisfaisant un
”gros” système d’équations aux dérivées partielles. La taille de “l’espace des solutions”
de ce système est mesuré par le “type d’une extension différentielle” défini dans la sec-
tion suivante. Le pseudo-groupe d’holonomie du feuilletage fixant les intégrales premières
locales (lorsque cela à un sens), ces élements satisfont aussi un sytème d’e.d.p. La taille
du groupöıde de Galois donne une borne inférieure à la taille de ce système d’e.d.p. Dans
le cas du feuilletage donné par P1, cette borne est supérieure à la taille de l’espace des
intégrales premières particulières d’un feuilletage réductible.

3.2. Types d’une extension différentielle et preuve du théorème 3.4. La définition
du type d’une extension de corps différentiels est basée sur un analogue différentiel du
polynôme de Hilbert pour les D-variété introduit par Kolchin sous le nom de “polynôme
de transcendance différentielle” ([15], chapitre II). Rappellons d’abord la définition du type
d’une D-variété de sections de Z sur X.

Définition 3.5. Soient Z une variété sur X et Y une D-variété irréductible de J(Z/X).
On définit la croissance de Y comme la suite d’entier cℓ = dimX Yℓ. Le type de Y est le
monome aℓb tel que cℓ ∼∞ aℓb.

Dans [15] chapitre II-12, le polynôme interpolant la suite cℓ pour de grandes valeurs de ℓ
est appellé “polynôme de transcendance différentielle”. Dans [15] chapitre II-13, les entiers
a et b sont appellés “degré typique de transcendance différentielle” et “type différentiel”.
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Exemple 3.6. La croissance de la D-variété J(Cn → C
p) est cℓ = p (n+ℓ)!

n!ℓ! . Son type est
p
n!ℓ

n.

Exemple 3.7. Soient F un feuilletage de codimension un de C
n donné par une forme ω

et IP (F) la D-variété des intégrales premières i.e. la sous-D-variété de J(Cn → C) définie
par l’idéal différentiel engendré par les composantes de dH ∧ ω. La croissance de IP (F)
est cℓ = ℓ + 1.

Exemple 3.8. Soit F un feuilletage de codimension deux de C
n. La croissance de la D-

variété des couples intégrales premières est cℓ = (ℓ + 2)(ℓ + 1). Si de plus le feuilletage
préserve une forme volume transverse, la croissance de la D-variété des couples d’intégrales
premières compatibles au volume est cℓ = 1

2(ℓ + 2)(ℓ + 1) + ℓ + 1.

Exemple 3.9. Soit V un espace vectoriel muni d’une connexion intégrable sur X. La
croissance de la D-variété des sections plates de V est cℓ = dimX V . Elle est indépendante
de ℓ.

La définition donnée par Kolchin dans le cadre des extensions de corps différentiels
se déduit de la définition pŕecédente de la manière suivante. Soient K, (∂1, . . . , ∂n) un
corps différentiel et L une extension différentiel de K. Choisissons p éléments y1, . . . , yp

engendrant différentiellement L sur K. Soit I le noyau du morphisme K < Y1, . . . , Yp >→
L. Le corps L est alors le corps des fractions de la D-variété au-dessus de K définie par I.
Notons Y cette D-variété.

Lemme-Définition 3.10 ([15]). Le type tL/K de K ⊂ L est le type de Y. Il ne dépend
que de l’extension K ⊂ L.

Preuve. – Soient y1, . . . , yp et z1, . . . , zq deux systèmes générateurs de L sur K. No-
tons Y et Z les D-variétés au-dessus de K qu’ils définissent. Par définition, il existe des
fractions différentielles telles que yj = yj(z). Soit i l’ordre maximal de ces fractions. Elles
définissent une application rationnelle dominante de Yi sur Z0. Par dérivations on obtient
des applications dominantes de Yi+ℓ sur Zℓ. Ce qui implique c(Y)i+ℓ ≥ c(Z)ℓ. De la même
manière, c(Z)j+ℓ ≥ c(Y)ℓ. Ceci prouve le lemme. �

Exemple 3.11. Le type d’une extension fortement normale est fini.

Exemple 3.12. Soient (K,∂1, . . . , ∂n), ω une 1-forme sur K (i.e. un élément du dual
du K-espace vectoriel engendré par les dérivations) et L = K(< H >) une extension
différentielle engendrée par une indéterminée H satisfaisant dH ∧ω = 0. Le type tL/K est
linéaire.

Exemple 3.13. Soient K ⊂ L une extension fortement normale en codimension un et
∂1, . . . , ∂n une base des derivations telle que TK = K∂1 + . . . + K∂n−1. L’extension étant
fortement normale par rapport à TK , on peut trouver une base {H1, . . . ,Hp} de L sur K
telle que ∂jHi soit algébrique sur K(H1, . . . ,Hp) pour tout i et 1 ≤ j ≤ n − 1. Le type de
L/K est donc linéaire.

De la même manière que pour le lemme 3.10, on prouve le lemme suivant.

Lemme 3.14. Soit K ⊂ K1 ⊂ K2 une suite d’extensions différentielles. On a l’inégalité
suivante :

tK2/K ≤∞ tK2/K1
+ tK1/K ,

où ≤∞ signifie asymptotiquement inférieur.
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Preuve du théorème 3.4. – Considérons l’espace J(C3 → C
2). Le D-groupöıde de Lie

J∗(C3 → C
3) agit sur cet espace par composition à la source. Soit I un idéal différentiel

réduit de OJ(C3→C2) définissant une sous-D-variété Y de cet espace. Nous appellerons
stabilisateur de I (ou de Y) et noterons Stab(I) (ou Stab(Y)) le D-groupöıde de Lie
maximal laissant Y invariante. Notons csource la composition à la source :

csource :
(
J∗(C3 → C

3), t
)
×C3

(
J(C3 → C

2), s
)
→ J(C3 → C

2),

l’idéal du stabilisateur de I est le plus petit idéal différentiel J ⊂ OJ∗(C3→C3) tel qu’en

dehors d’une hypersurface S ⊂ C
3 on ait les inclusions suivantes

c∗sourceI + J ⊂ I + J et c∗sourceI + i∗J ⊂ I + J .

À partir de ces inclusions, on montre que J est l’idéal d’un D-groupöıde de Lie (voir par ex-
emple [4]). Considérons IP (F) la D-variété des intégrales premières du feuilletage F défini
par P1. C’est la sous-D-variété de J(C3 → C

2) décrivant les couples d’intégrales premières.
Elle est donnée par l’idéal différentiel réduit engendré par les deux équations X1H1 et
X1H2 où (H1,H2) sont des coordonnées sur l’espace but. Le stabilisateur de IP (F) est
le D-groupöıde de Lie Aut(F) dont les solutions sont les difféomorphismes formelles Γ
satisfaisant les équations différentielles Γ∗X1 ∧X1 = 0. Soit I un idéal différentiel premier

de OIP (F) et Ĩ sa préimage dans OJ(C3→C2). Le stabilisateur de I est par définition le

D-groupöıde de Lie Stab(Ĩ) ∩ Aut(F). Plaçons nous au voisinage d’un point régulier de
X1 et choisissons une coordonnée tangente z et deux coordonnées transverses t1 et t2. Dans
ces coordonnées analytiques, l’idéal I admet un système de générateurs ne dépendant pas
de z ([4, 5]). Tous les flots locaux de X1 laissent donc I invariant. Autrement dit, Stab(I)
est localement admissible, donc admissible. On obtient l’inclusion suivante

Gal(F) ⊂
⋂

I∈specdiff(OIP (F))

Stab(I)

où specdiff (OIP (F)) est l’ensemble des idéaux différentiels premiers de OIP (F). Nous avons
déjà calculé le D-groupöıde de Lie Gal(F). Les stabilisateurs des idéaux différentiels
de OIP (F) doivent donc contenir le groupöıde de Lie d’invariance de la 2-forme fermée
définissant le feuilletage.

L’existence de deux intégrales premières indépendantes dans une extension différentielle
du type réductible (définition 3.3) assure l’existence d’un idéal différentiel “assez gros”
dans OIP (F). En effet, considérons une telle extension C(x, y, y′) ⊂ K et l’application
OIP (F) → K qui envoie H1,H2 sur les deux intégrales premières. Le lemme 3.14 nous
assure que le type de K est linéaire. Le type de IP (F) étant quadratique, l’application
précédente à un noyau non trivial que nous noterons I. Le type de la D-variété définie par
I est linéaire.

Considérons le stabilisateur de I, Stab(I), et le D-groupöıde de Lie des transformations
de C

3 fibrées sur l’identité en x, Inv(x). La projection sur l’axe des x étant transverse au
feuilletage, le D-groupöıde de Lie Aut(F) ∩ Inv(x) agit simplement transitivement sur la
D-variété IP (F). Par conséquence le D-groupöıde de Lie Stab(I)∩Inv(x) agit simplement
sur la D-variété définie par I. Son type est donc linéaire. Le groupöıde Stab(I)∩Inv(x) est
donc strictement plus petit que Gal(F)∩Inv(x), ce qui est impossible d’après la définition
du groupöıde de Galois. Ceci prouve le théorème. �

Annexe A. Classification de Cartan ; preuve du théorème 1.35

Dans cette annexe, nous reprenons les arguments de [3], pp 134 –194, pour prouver le
théorème suivant.
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Théorème 1.35. Soit F un feuilletage de C
n de codimension deux, défini par une 2-forme

fermée γ. Le D-groupöıde de Lie Inv(γ) d’invariance de cette forme est un D-groupöıde
de Lie admissible pour F . Si le groupöıde de Galois de F n’est pas Inv(γ) alors on est
dans un des cas suivant :

– F admet une intégrale première rationnelle,
– il existe une 1-forme algébrique intégrable s’annulant sur F ,

– il existe un vecteur de 1-forme Ω0 =

(
ω0

1
ω0

2

)
définissant le feuilletage et une matrice

de forme Ω1 de trace nulle tels que :

dΩ0 = Ω1 ∧ Ω0 et dΩ1 = Ω1 ∧ Ω1.

Soient x0 un point régulier du feuilletage, ΘF |x0 la forme transverse d’ordre q de F et

θa,b
i ses composantes dans la base monomiale sur Jq(χ(C2, 0)). Les équations de structures

s’écrivent

dθa,b
i =

∑

a1+a2=a
b1+b2=b

(
a

a1

)(
b

b1

)
θa1,b1
1 ∧ θa2+1,b2

2 +
∑

a1+a2=a
b1+b2=b

(
a

a1

)(
b

b1

)
θa1,b1
2 ∧ θa2,b2+1

2 .

pour a + b ≤ q − 1. Nous complétons ces formes en une base des formes transverses au

feuilletage sur Aut(F)q+1|x0 = Rq+1(F) avec des formes ωa,b
i pour a+ b = q + 1 et i = 1, 2

satisfaisant les équations de structures d’ordre q + 1 :

dθa,b
i = ωa+1,b

i ∧ θ0,0
1 + ωa,b+1

i ∧ θ0,0
2 + . . . , a + b = q

Ces formes ω sont ne bien définies que modulo les formes d’ordre 0. Les formes θ étant
invariantes, les formes ω ne le sont que modulo les formes d’ordre 0. Soit Y un D-groupöıde
de Lie transitif admissible pour F et p l’entier minimal tel que Yp 6= Inv(γ)p. Nous allons
examiner les équations de structures satisfaites par les formes invariantes sur certaines
orbites de Yp|x0 et en déduire successivement que

– p ≤ 2,
– si p = 2, les équations de structure sont de type asl2,
– si p = 1 il existe une combinaison linéaire des formes transverse d’ordre 0 intégrable

en restriction à une orbite.

Lemme A.1. Quitte à modifier la suite des formes de Cartan, les restrictions des formes

sur une orbite de Inv(γ)|x0 satisfont θa+1,b
1 + θa,b+1

2 = 0.

Preuve. – La forme t∗γ est une forme invariante d’ordre 0. Elle est donc égale à
h θ0,0

1 ∧θ0,0
2 où h est un invariant différentiel d’ordre 1 de Inv(γ) donc constant en restriction

à une orbite. La forme θ0,0
1 ∧θ0,0

2 est donc fermé ce qui implique θ1,0
1 +θ0,1

2 = hθ0,0
1 +kθ0,0

2 avec
h et k des constantes. En faisant agir le difféomorphisme f(x1, x2) = (x1 + hx2

1, x2 + kx2
2)

par composition à la source en x0, on trouve une nouvelle suite de formes invariantes
commençant par les mêmes formes d’ordre 0 et dont les formes d’ordre 1 sont

θ1,0
1 − hθ0,0

1 , θ0,1
1 + kθ0,0

1 , θ1,0
2 + hθ0,0

2 , θ0,1
2 − kθ0,0

2 .

La nouvelle suite que nous noterons encore θ vérifie donc θ1,0
1 + θ0,1

2 = 0 La restriction à
Inv(γ)|x0 de la différentielle extérieure de cette forme est aussi nulle. Celle-ci est égale à

(θ2,0
1 + θ1,1

2 ) ∧ θ0,0
1 + (θ1,1

1 + θ0,2
2 ) ∧ θ0,0

2 .

On en déduit que θ2,0
1 + θ1,1

2 = hθ0,0
2 et θ1,1

1 + θ0,2
2 = −hθ0,0

1 . En faisant agir le difféo-

morphisme f(x1, x2) = (x1 + h
2x2x

2
1, x2 − h

2x1x
2
2) en x0, on trouve une nouvelle suite de

formes invariantes satisfaisant les identités annoncées à l’ordre 2. On construit la suite par
récurrence. Comme

d(θa+1,b
1 + θa,b+1

2 ) = (θa+2,b
1 + θa+1,b+1

2 ) ∧ θ0,0
1 + (θa+1,b+1

1 + θa,b+2
2 ) ∧ θ0,0

2 + . . . ,
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si le premier membre est nul, on a θa+2,b
1 + θa+1,b+1

2 = hθ0,0
2 et θa+1,b+1

1 + θa,b+2
2 = −hθ0,0

1 .
l’action d’un difféomorphisme en x0 tangent à l’ordre a + b + 2 à l’identité permet de
construire une suite vérifiant les identités anoncées à l’ordre a + b + 2. �

Soit maintenant Y un sous-D-groupöıde de Lie transitif de Inv(γ) admissible pour F .

Lemme A.2. Si un tel D-groupöıde de Lie n’admet pas d’équation du premier ordre
supplémentaire alors il admet quatre équations supplementaires d’ordre deux.

Preuve. – Soit q l’ordre minimale des équations supplémantaires. Considérons sur
J∗q |x0 la base θα

j , 1 ≤ j ≤ n 0 ≤ |α| ≤ q − 1 des formes (d’ordre q − 1) invariantes et

ωα
j , 1 ≤ j ≤ n |α| = q des formes complétant les θ en une base de formes transverses.

La condition θa+1,b
1 + θa,b+1

2 = 0 sur Inv(γ)|x0 implique que l’on peut choisir des formes ω

satisfaisant ωa+1,b
1 + ωa,b+1

2 = 0 pour a + b = q − 1.

Soit E un invariant différentiel d’ordre q > 1. La forme dE = Bωq,0
2 +

∑q
i=0 Aiω

i,q−i
1 + ...

(en n’écrivant pas les formes d’ordre q−1) est invariante sous l’action de Yq+1. Les formes ω

étant invariantes modulo θ0,0
1 et θ0,0

2 , les coefficients B et Ai sont des invariants différentiels
de Y. Nous allons maintenant calculer certains termes de la forme ddE restreint sur Yq|x0 à
partir des équations de structures. Dans un premier temps, regardons les termes contenant
des formes d’ordre 1. Ils sont de la forme γ1 ∧ θ1,0

1 + γ2 ∧ θ1,0
1 + γ3 ∧ θ1,0

2 . Les formes γi

s’expriment en fonctions des formes θ et ω. Les termes d’ordre q de ces formes proviennent
de la différentielle des termes d’ordre q de dE que l’on calcule grace aux équations de
structures. On obtient :

γ1 = (q + 1)Bωq,0
2 + (q − 1)Aqω

q,0
1 +

∑
(2i − q − 1)Aiω

i,q−i
1 − (q + 1)A0ω

0,q
1 + . . .

γ2 = −Aqω
q,0
2 + 2Aq−1ω

q,0
1 +

∑
(q − i + 2)Ai−1ω

i,q−i
1 + (q + 1)A0ω

1,q−1
1 + . . .

γ3 = − (q + 1)Bωq,0
1 +

∑
(i + 1)Aiω

i,q−i
1 + A1ω

0,q
1 + . . .

.

Comme ddE = 0, on en déduit l’existence de trois formes identiques au formes γi modulo
les formes d’ordre 0 et 1 s’annulant sur Yq|x0 . Comme elles sont indépendantes de dE, elles
proviennent d’invariants différentiels supplémentaires. En refaisant le même calcul pour
chacune de ces nouvelles formes, on obtient qu’il existe une forme s’annullant sur Yq|x0

ayant un Ai non nul. On en déduit ensuite que l’on peut supposer que ce coefficient est A0

puis qu’il existe q+2 formes s’annullant sur Yq|x0 donc q+2 invariants différentiels d’ordre
q (q + 3 invariants d’ordre q donnent un invariant d’ordre q − 1). Montrons maintenant
que q est inférieur ou égale à deux. Considérons les q + 2 invariants différentiels d’ordre q,

Ei, et leurs différentielles dEi =
∑

Aj
iω

j,q−j
1 + Biω

q,0
2 + . . . où les Aj

i sont des invariants
différentiels de Y. Choisissons les combinaisons linéaires de ces formes :

γi = ωi,q−i
1 + . . . et γ−1 = ωq,0

2 + . . .

Elles forment un système complètement intégrable de formes s’annulant sur les orbites
de Y et sont de plus invariantes sous l’action de Y. Ces deux conditions impliquent que

dγi =
∑

cj,k
i γj ∧ γk. En réduisant cette égalité modulo les formes d’ordre inférieur ou égal

à q − 1, on obtient 0 =
∑

cj,k
i ωj,q−j

1 ∧ ωk,q−k
1 +

∑
cj,−1
i ωj,q−j

1 ∧ ωq,0
2 . Ces formes étant

indépendantes, les coefficients c sont tous nuls. Les formes γ sont donc fermées. Regardons

maintenant la différentielle de γq. Cette forme contient le terme θ2,0
2 ∧ (q−1)(q−2)

2 θq−2,1
1 . La

deuxième forme de ce produit extérieur ne se représente dans dγq que multipilée par une
forme d’ordre 1. La forme γq étant fermée, ce produit extérieur doit être nul. Ceci implique
que q est inférieur ou égale à deux. Si il existe un invariant différentiel il est donc d’ordre
inférieur à deux et s’il est d’ordre deux, il y en a quatre. �
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Lemme A.3. S’il existe un D-groupöıde de Lie admissible pour F ayant un invariant
dórdre deux alors le feuilletage est défini par un vecteur de formes Ω0 et il existe une
matrice de formes Ω1 de trace nulle telle que dΩ0 = Ω1 ∧ Ω0 et dΩ1 = Ω1 ∧ Ω1.

Preuve. – D’aprés le lemme précédent, il y a quatre invariants différentiels d’ordre 2.
Considérons les formes données par le lemme précédent et décrivant Y2|x0 .

γ1 = ω2,0
2 + a1θ

1,0
2 + b1(θ

1,0
1 − θ0,1

2 ) + c1θ
0,1
1 + . . .

γ2 = ω2,0
1 + a2θ

1,0
2 + b2(θ

1,0
1 − θ0,1

2 ) + c2θ
0,1
1 + . . .

γ3 = ω1,1
1 + a3θ

1,0
2 + b3(θ

1,0
1 − θ0,1

2 ) + c3θ
1,0
2 + . . .

γ4 = ω0,2
1 + a4θ

1,0
2 + b4(θ

1,0
1 − θ0,1

2 ) + c4θ
1,0
2 + . . .

Ces formes étant invariantes, les coefficients a, b, c sont des invariants différentiels de Y.
Ces formes formant un système complètement intégrable, elles doivent être fermées comme
nous l’avons montrer au cours de la preuve du lemme précédent. En calculant dγ1 modulo
les formes d’ordre 0, on obtient

dγ1 = 3
2(θ1,0

1 − θ0,1
2 ) ∧ ω2,0

2 − 3 θ1,0
2 ∧ ω2,0

1 + a1(θ
1,0
1 − θ0,1

2 ) ∧ θ1,0
2 + da1 ∧ θ1,0

2

+2b1θ
1,0
2 ∧ θ0,1

1 + db1 ∧ (θ1,0
1 − θ0,1

2 ) + c1θ
0,1
1 ∧ (θ1,0

1 − θ0,1
2 ) + dc1 ∧ θ0,1

1

En examinant les termes contenant des formes d’ordre 2, on obtient les égalités da1 = −3γ2,
db1 = 3

2γ1 et dc1 = 0. En faisant le remplacement dans l’égalité précédente, on obtient les

égalités c1 = 0, b2 = −1
6 a1 et c2 = −2

3 b1. Les mêmes manipulations sur

– dγ2 donnent da2 = 2γ3, db2 = 1
2γ2 et dc2 = −γ1 puis b3 = −1

4 a2 et c3 = −2
3 a1,

– dγ3 donnent da3 = γ4, db3 = −1
2 γ2 et dc3 = 2γ2 puis a4 = 0, b4 = −3

2 a3 et c4 = 3
2a2,

On en déduit que, restreint sur la sous-variété invariante Z2 = {a1 = b1 = a2 = a3 = 0}, les
coefficients a, b et c sont nuls. En faisant un bon choix des formes ω, les formes restreintes
s’écrivent alors :

γ1 = ω2,0
2

γ2 = ω2,0
1 + h2θ

0,0
1

γ3 = ω1,1
1 + h3θ

0,0
1

γ4 = ω0,2
1 + h4θ

0,0
1 .

Les formes θ restreintes satisfont les équations :

d(θ1,0
1 − θ0,1

2 ) = 2θ1,0
2 ∧ θ0,1

1 + (h2 − h1)θ2 ∧ θ1

dθ0,1
1 = θ0,1

1 ∧ (θ1,0
1 − θ0,1

2 ) + h3θ2 ∧ θ1

dθ1,0
2 = −θ1,0

2 ∧ (θ1,0
1 − θ0,1

2 ) − h1θ2 ∧ θ1.

En vérifiant que ces formes sont fermées, on obtient h1 = h2 = h3 = 0. Les formes θ
restreintes sur Z2 = {a1 = b1 = a2 = a3 = 0} vérifient les identités annoncées dans la
proposition. En choisissant ensuite une section f de Z2 pour la projection but, on tire les
formes sur C

n : Ω = f∗Θ. �

Lemme A.4. Si un D-groupöıde de Lie admissible pour F admet des équations du premier
ordre supplémentaires alors il laisse un feuilletage de codimension un invariant.

Preuve. – Nous allons examiner Y1|x0 muni des deux formes invariantes θ0,0
1 et θ0,0

2

que l’on complète en une base avec des formes ωk,ℓ
j pour j = 1, 2 et k + ℓ = 1 satisfaisant

les premières équations de structure.
Supposons que Y1 est définie par un invariant d’ordre un supplémentaire E. On écrit

dE = aω1,0
2 + b(ω1,0

1 − ω0,1
2 ) + cω0,1

1 + hθ0,0
1 + kθ0,0

2

En choisissant correctement les formes ω, on peut supposer k1 = k2 = 0. Les coefficients
a, b et c étant des invariants, la forme γ = ω1,0

2 + b(ω1,0
1 −ω0,1

2 )+ cω0,1
1 , obtenue en divisant
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par a, est fermée. En calculant dγ modulo γ, on obtient b2 + c = 0. En écrivant ensuite
que γ est fermée, on obtient

0 = db + ω1,0
2 + b(ω1,0

1 − ω0,1
2 ) − b2ω0,1

1 .

En restriction à la sous-variété Z1 = {b = 0}, la forme θ0,0
2 est intégrable. Le pull-back de

cette forme par une section de Z1 donne une forme algébrique intégrable s’annulant sur le
feuilletage.

Supposons que Y1 soit donné par deux invariants E1 et E2. Les coefficients des formes
ω dans les différentielles dE1 et dE2 sont des invariants. En prenant des combinaisons
linéaires de ces formes, on trouve les deux formes invariantes

γ1 = ω1,0
2 + aω0,1

1 + h1θ
0,0
1 + k1θ

0,0
2

γ2 = (ω1,0
1 − ω0,1

2 ) + b ω0,1
1 + h2θ

0,0
1 + k2θ

0,0
2

En choisissant correctement les formes ω, on peut supposer que h1 = k1 = h2 = k2 = 0.
Ces formes s’annulant sur les orbites de Y, on a dγ1 = c1γ1 ∧ γ2 et dγ2 = c2γ1 ∧ γ2. Le
calcul direct à partir des formules donne

dγ1 = −γ1 ∧ γ2 + (da − 2aγ2 + bγ1) ∧ ω0,1
1

dγ2 = (db + 2γ1 − bγ2) ∧ ω0,1
1 .

En se plaçant sur l’hypersurface Z1 = {b = 0}, la forme θ0,0
2 est intégrable.

Supposons enfin que Y1 soit donnée par trois invariants. En effectuant les manipulations
précédentes, on obtient trois formes invariantes s’annulant sur Y1

γ1 = ω1,0
2 + h1θ

0,0
1 + k1θ

0,0
2

γ2 = (ω1,0
1 − ω0,1

2 ) + h2θ
0,0
1 + k2θ

0,0
2

γ3 = ω0,1
1 + h3θ

0,0
1 + k3θ

0,0
2

Quitte à choisir d’autres formes ω, on peut supposer h1 = k1 = k2 = k3 = 0. En calculant

les différentiels et en vérifiant que l’on doit obtenir des formules dγi =
∑

cj,k
i γj ∧ γk, on

obtient h2 = h3 = 0. En restriction à Y1, la forme θ0,0
2 est intégrable (même fermée). �

Dans le cas où Y admet un invariant d’ordre 0, le théorème 1.19 prouve que le feuilletage
admet une intégrale première.
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Sci. Paris 135 (1902) 641–647
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