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Introduction

Un bref survol du contexte

Les objets étudiés dans cette thèse sont des systèmes différentiels particuliers.
Dans la situation locale qui est la nôtre, un système différentiel sera un idéal dif-
férentiel engendré par des équations aux dérivées partielles ayant n variables in-
dépendantes et m variables dépendantes polynomiales en les dérivées. Les systèmes
d’équations aux dérivées partielles sont étudiés depuis longtemps. Nous nous intéres-
serons aux deux points de vue suivants. Premièrement celui d’E. Cartan qui donne
des conditions de régularité nécessaires à l’existence de suffisamment de solutions
formelles, appellées conditions d’involutivité. Le second est celui de J.F. Ritt qui
étudie ces systèmes d’un point de vue algébrique. En utilisant le premier point de
vue, B. Malgrange transporte les résultats précédents d’un cadre algébrique dans un
cadre analytique. Nous rappellerons la définition de systèmes involutifs mais nous
ne l’emploierons jamais directement. Nous utiliserons essentiellement les théorèmes
d’involutivité générique, de Cartan-Kähler, et de “noetherianité” de Malgrange-Ritt-
Radenbush. Pour les preuves nous renvoyons à [Ma7] et à [Ri2]. Le théorème d’in-
volutivité générique assure qu’en dehors d’une hypersurface de “conditions initiales”
un système d’équations aux dérivées partielles a les mêmes solutions formelles qu’un
système involutif. Le théorème de Cartan-Kähler dit que pour un système involutif,
tout jet d’ordre k solution des équations peut être prolongé en une solution formelle
du système. Enfin le théorème de Malgrange-Ritt-Radenbush affirme que toute suite
croissante d’idéaux différentiels réduits est stationnaire.

Les D-groupoïdes de Lie ont été introduit par B. Malgrange dans “Le groupoïde
de Galois d’un feuilletage” ([Ma5]). Ce sont des systèmes différentiels réduits particu-
liers portant sur les applications d’un polydisque dans lui-même satisfaisant certaines
inclusions (définitions 1.2.1 et 1.2.2). Ces inclusions assurent que l’ensemble des solu-
tions formelles du système est stable par composition tant que leurs sources et leurs
buts restent en dehors d’une hypersurface analytique, qu’il est stable par inversion,
et que de plus l’application identité est solution de ce système. Sous des hypothèses
de régularité (involutivité du système différentiel le définissant), l’étude de ces ob-
jets remonte à S. Lie [Lie] et E. Cartan [Ca1]. Le fait de s’autoriser des singularités
dans les équations définissant un D-groupoïde de Lie permet de considérer des si-
tuations naturelles ne remplissant pas les conditions de régularité. Le D-groupoïde
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ii Un bref survol du contexte

de Lie d’invariance d’une fonction méromorphe est l’exemple typique de “groupe
infini de transformations” (ou D-groupoïde de Lie). Pourtant, au voisinage du lieu
d’indétermination, ce n’en est pas un au sens de Lie-Cartan. Les exemples les plus
simples d’un tel objet sont d’une part l’action effective d’un groupe algébrique G
sur un espace homogène G/H où H est un sous-groupe algébrique linéaire de G,
et d’autre part le “groupe infini” des transformations qui préservent le volume. A
chaque D-groupoïde de Lie on peut associer une D-algèbre de Lie donnée par un
système différentiel linéaire dont les solutions seront les générateurs infinitésimaux
du D-groupoïde de Lie. Dans le premier exemple, les générateurs infinitésimaux cor-
respondent à la projection de l’algèbre de Lie des champs invariants à droite sur
G/H et dans le deuxième exemple aux champs de divergence nulle.

Le groupoïde de Galois d’un feuilletage est défini par B. Malgrange ([Ma5])
comme étant le plus petit D-groupoïde de Lie ayant la propriété suivante : tout
champ de vecteurs tangent au feuilletage est solution de sa D-algèbre de Lie. Cette
définition est un cas particulier de la notion de D-enveloppe d’un système dyna-
mique. Celle-ci est le plus petit D-groupoïde de Lie tel que les transformations
(resp. transformations infinitésimales) du système dynamique soient solutions de ce
D-groupoïde de Lie (resp. solutions de sa D-algèbre de Lie). Cette définition repose
sur la non-existence d’un “troisième théorème de Lie” pour les D-groupoïde de Lie
(nous verrons d’autres illustrations de ce fait dans le premier chapitre). Un feuille-
tage singulier est un cas particulier de D-algèbre de Lie. Le système d’équations
aux dérivées partielles la définissant est un système d’équations linéaires d’ordre 0
satisfaisant aux conditions de Frobenius. Cette D-algèbre de Lie n’est généralement
pas intégrable dans le sens où elle n’est pas la D-algèbre d’un D-groupoïde de Lie.
En codimension un nous montrerons que les feuilletages intégrables en ce sens sont
exactement ceux qui admettent une intégrale première méromorphe.

Un majorant naturel du groupoïde de Galois d’un feuilletage F (donné par des
formes ω1, . . . , ωq) est le D-groupoïde de Lie des automorphismes du feuilletage défini
par les équations

Γ∗ωi ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωn = 0.

Ce majorant est très “grossier”. B. Malgrange montre dans [Ma5] et [Ma6] comment
la considération de structures géométriques transverses permet de trouver des majo-
rants plus fins en considérant les D-groupoïdes de Lie d’invariance de ces structures.
En particulier la connaissance de symétries de Lie du feuilletage données par une
algèbre de Lie de champs de vecteurs méromorphes laissant invariant le feuilletage
(LXωi ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωn = 0) permet de trouver un majorant du groupoïde de Ga-
lois. En considérant outre les équations définissant les automorphisme, les équations
Γ∗X = X. On obtient des équations d’un D-groupoïde de Lie. On vérifie sans peine
que les champs de vecteurs tangents au feuilletage vérifient ces équations au niveau
infinitésimal.

Un autre point de vue développé dans [Dr1], [Dr2], [Ves1] et [Ves2] consiste à
étudier le système différentiel sur les applications du polydisque dans Cq définissant
les systèmes fondamentaux d’intégrales premières. Dans ces références J. Drach et E.
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Les principales questions abordées iii

Vessiot étudient plus particulièrement les systèmes d’équations maximaux admet-
tant des solutions et en décrivent certains, plus intéressants que les autres, appellés
automorphes. Ces systèmes permettent eux-aussi de trouver des majorants du grou-
poïde de Galois en considérant les transformations du polydisque laissant invariants
ces systèmes. Les preuves de l’existence de systèmes automorphes ne sont pas claires
et semblent même incomplètes.

L’avantage de ce dernier point de vue est de permettre une approche de l’étude du
groupoïde de Galois d’un feuilletage à travers ses intégrales premières. Les exemples
présentés avec beaucoup de détails dans [Dr2] sont des cas particuliers de feuilletages
admettant une intégrale première dans une extension fortement normale du corps
des fonctions méromorphes sur le polydisque. Les extensions fortement normales ont
été introduites par E. Kolchin (voir [Ko] [Kov] et [Bu1]) afin de développer dans un
point de vue “extension de corps” la théorie de Picard-Vessiot pour les équations
différentielles linéaires. Une extension fortement normale est algébriquement engen-
drée par un nombre fini d’éléments et vérifie l’hypothèse de normalité suivante :
à automorphisme de l’extension près et à extension du corps des constantes près,
il n’y a qu’une seule manière de plonger cette extension dans une autre. Pour ces
extensions, E. Kolchin montre que le groupe des automorphismes différentiels est
un groupe algébrique. Dans les exemples de [Dr2] ce groupe est exactement celui
présenté comme groupe de rationnalité du feuilletage.

Les principales questions abordées

Dans ce travail, nous chercherons à donner une caractérisation des systèmes
dynamiques dont la D-enveloppe a une certaine propriété de finitude. Cette propriété
peut être présentée de la manière suivante : le quotient de la D-algèbre de Lie de
la D-enveloppe par l’algèbre de Lie des transformations infinitésimales du système
dynamique est de dimension finie. Plus précisement nous répondrons à cette question
pour

– le système dynamique défini par un difféomorphisme f : (C, 0) → (C, 0) (cha-
pitre 2),

– le système dynamique défini par une application rationnelle R : P1 → P1

(chapitre 3),
– les feuilletages holomorphes singuliers de codimension un dans un premier

temps (chapitre 4),
– les feuilletages correspondants à quelques équations différentielles classiques :

singularité réduite, équations de Riccati et de Weierstrass, équations différen-
tielles linéaires, systèmes Hamiltoniens complètement intégrables (chapitre 5),

– puis ceux de codimension quelconque sous une hypothèse de transitivité (cha-
pitre 6),

Dans le premier cas cette caractérisation se fera en terme d’invariants de la
classe de conjugaison analytique du difféomorphisme. Dans le deuxième cas nous

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



iv Présentation des résultats

obtiendrons une liste complète des applications possibles avec les équations explicites
de leur D-enveloppes. La caractérisation des feuilletages se fera en terme de suites
de Godbillon-Vey.

Un deuxième type de questions que nous aborderons concerne les intégrales pre-
mières des feuilletages. Nous chercherons à répondre à la question suivante :

Le groupoïde de Galois d’un feuilletage permet-il de construire une intégrale pre-
mière du feuilletage d’un type de transcendance particulier ?

Nous examinerons cette question pour les feuilletages de codimension un. Cette
étude nous indiquera comment y répondre pour les feuilletages de codimension quel-
conque.

Présentation des résultats

Dans le premier chapitre nous ferons les rappels nécessaires à la compréhension
de ce travail. Nous omettrons presque toujours les preuves des résultats que nous
rappellerons et renverrons le lecteur à [Ma7] et [Ma5].

Le seul résultat nouveau de ce chapitre se trouve dans la troisième partie. Nous
cherchons un moyen de présenter le système différentiel décrivant un D-groupoïde
de Lie sous une forme simplifiée. Nous ne trouvons de forme simplifiée que pour les
D-groupoïdes de Lie n’ayant pas d’équations d’ordre zéro. Ces D-groupoïdes de Lie
sont dit transitifs. Pour les D-groupoïdes de Lie transitifs non-singuliers, c’est-à-dire
donnés par un système différentiel où le théorème de Cartan-Kähler et la stabilité par
composition s’appliquent partout, un résultat classique (voir [Kob]) donne l’existence
une structure géométrique invariante (en fait une G-structure). Cette dernière est
peut-être à rappocher des équations de structures de Cartan pour les “groupes infinis”
[Ca1, Ca2]. Grâce aux théorèmes de B. Malgrange, la construction classique fournit
une structure géométrique invariante pour les D-groupoïdes de Lie généraux mais
seulement en dehors d’une hypersurface. Le point délicat est de prouver que cette
structure géométrique se prolonge méromorphiquement à cette hypersurface. Nous
le montrerons par des arguments d’algèbre linéaire. Nous obtiendrons :

Théorème (1.3.2) Tout D-groupoïde de Lie transitif au-dessus d’un polydisque est
le D-groupoïde de Lie d’invariance d’une structure géométrique méromorphe sur ce
polydisque.

Dans le chapitre 2, nous étudierons en détail les D-groupoïdes de Lie au-dessus
d’un disque ∆ de C. Un D-groupoïde de Lie est alors donné par une équation
différentielle ordinaire et sa D-algèbre de Lie par une équation différentielle linéaire
sur T∆. Dans le cas d’un D-groupoïde de Lie donné par une équation non singulière,
S. Lie ([Lie, Ca2]) donne la liste de ces objets. Ce sont dans une bonne coordonnée

le D-groupoïde de Lie des homographies (défini par 2ϕ′′′

ϕ′ − 3
(

ϕ′′

ϕ′

)2

= 0 ), le D-

groupoïde de Lie des transformations affines (défini par ϕ′′

ϕ′ = 0) ou un D-groupoïde
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Présentation des résultats v

de Lie des transformations euclidiennes ((ϕ′)k = 1). Ici nous nous intéressons à la
forme des équations des D-groupoïdes de Lie singuliers. Nous obtiendrons le résultat
suivant annoncé par B. Malgrange dans ses notes [Ma4].

Théorème (2.1.4) Soit I l’idéal d’un D-groupoïde de Lie au-dessus de ∆. Il est
différentiablement engendré par une seule équation méromorphe d’ordre inférieur ou
égal à trois d’une des cinq formes suivantes :

(rang 0) h(y) − h(x) = 0 avec h méromorphe,

(rang 1) η(y)(y1)
n − η(x) = 0 avec n un entier et η méromorphe,

(rang 2) µ(y)y1 + y2

y1
− µ(x) = 0 avec µ méromorphe,

(rang 3) ν(y)(y1)
2 + 2y3

y1
− 3

(
y2

y1

)2

− ν(x) = 0 avec ν méromorphe,

(rang ∞) 0 = 0 .

La preuve de ce théorème nécessite l’intégration des D-algèbres de Lie définies sur ∆
(proposition 2.1.1). Bien qu’il n’existe pas de “troisième théorème de Lie singulier”,
l’intégration se fait sans problème sauf dans le cas des D-algèbres de rang un. L’inté-
grabilité des D-algèbres de rang un dépend de la régularité de son équation et dans
les bons cas le D-groupoïde de Lie intégrant n’est pas unique. La détermination des
D-groupoïdes de Lie de rang nul est une application du théorème de préparation de
Weierstrass.

Nous nous intéresserons ensuite aux solutions de ces D-groupoïdes de Lie. Ici
encore apparait une différence essentielle avec le cas non singulier. Dans ce cas tout
germe f : (∆, 0) → (∆, 0) solution d’une des équations ci-dessus est analytiquement
linéarisable. Les résultats que nous obtenons montrent que le fait de s’autoriser des
singularités dans les équations enrichit la nature des solutions tout en les controlant.

Théorème (2.2.1) ([Ma4]) Le difféomorphisme f formellement linéarisable est
solution d’un D-groupoïde de rang fini si et seulement si f est analytiquement linéa-
risable.

La classe de conjugaison analytique d’un germe de difféomorphisme tangent à
l’identité est caractérisée par son espace d’orbite, c’est-à-dire le quotient d’un germe
de disque par ce difféomorphisme. Suivant la description faite par J. Martinet et J.P.
Ramis ([M-R2] voir aussi [Ra]), cet espace est constitué d’un chapelet de k sphères
(Si)i∈Z/kZ recollées de la manière suivante :

– S2i−1 est recollée avec S2i par un germe de difféomorphisme ϕ2i−1,2i : (S2i−1, 0) →
(S2i, 0),

– S2i est recollée avec S2i+1 par un germe de difféomorphisme ϕ2i,2i+1 : (S2i,∞) →
(S2i+1,∞).

Théorème (2.2.4)

1. Un difféomorphisme tangent à l’identité est solution d’un D-groupoïde de Lie
de rang 3 si et seulement si il existe un entier positif p tel que les invariants
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vi Présentation des résultats

géométriques soient de la forme τ
p√1+aiτp en 0 et τ p

√
1 + bi

τp en ∞. De tels

difféomorphismes seront appellés, d’après J. Écalle, binaires.

2. Un difféomorphisme tangent à l’identité est solution d’un D-groupoïde de Lie
de rang 2 si et seulement si il existe un entier p tel que les invariants géome-
triques soient ou bien de la forme τ

p√1+aiτp en 0 et τ en ∞ ou bien de la forme

τ en 0 et τ p

√
1 + bi

τp en ∞. De tels difféomorphismes seront appellés unitaires.

Dans le paragraphe 2.3 on utilisera les résultats de classification analytique des
germes de difféomorphismes tangents à l’identité pour établir une classification des
D-groupoïdes de Lie. Après une classification formelle, conséquence directe de l’étude
des solutions formelles des D-algèbres de Lie, nous montrerons (corollaire 2.3.5) qu’à
un revêtement double près, tout D-groupoïde de Lie admet une solution convergente
en 0. Nous suivrons alors la démarche exposée dans [M-R2]. La détermination de la
classe de conjugaison analytique de la solution convergente en 0 donne la classifica-
tion analytique des D-groupoïdes de Lie.

Nous calculerons ensuite les équations d’un D-groupoïde de Lie dont la solu-
tion convergente en 0 a une classe analytique donnée. Ces calculs sont fait par J.
Ecalle ([Ec]) dans le cas de difféomorphismes formellement conjugués à x

1−x
. Nous

donnerons les calculs pour les difféomorphismes “unitaires de résidu nul”.

Dans le troisième chapitre nous étudierons la D-enveloppe d’une application
rationnelle de P1. Le fait qu’une application rationnelle soit solution d’une équation
du type de celles données par le théorème 2.1.4 permet d’étudier le revêtement du
complémentaire de l’ensemble exceptionnel donné par la linéarisante de Kœnigs.
Nous obtenons alors la liste suivante.

Théorème (3.1.3) Les seules applications rationnelles de P1 dans P1 ayant une D-
enveloppe non triviale sont, à conjugaison par une homographie près, les monômes,
les polynômes de Tchébitchev et les exemples de Lattès.

Dans le quatrième chapitre, nous commencerons l’étude du groupoïde de Galois
d’un feuilletage en traitant le cas des feuilletages de codimension un. Le lemme 1.4.4
associé au théorème 2.1.4 nous donnera la forme des équations du groupoïde de
Galois. Dans une première partie, nous discuterons suivant le rang transverse du
groupoïde de Galois l’existence d’une structure méromorphe transverse euclidienne
(rang transverse égal à un), affine (rang transverse égal à deux) ou projective (rang
transverse égal à trois). Nous énoncerons le résultat en terme de suites de Godbillon-
Vey méromorphes pour le feuilletage, associées aux structures transverses.

Théorème (4.1.2) Un feuilletage F admet une suite de Godbillon-Vey de longueur
` avec ` ≤ 3 si et seulement si son groupoïde de Galois est contenu dans un D-
groupoïde de Lie de rang transverse `.
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Présentation des résultats vii

Ce résultat a été annoncé dans [Ma6] où B. Malgrange prouve une des deux
implications d’une manière plus géométrique mais essentiellement analogue à la
nôtre. La preuve que nous donnerons de l’autre implication semble être différente.
En particulier elle met en avant la construction d’une intégrale première particulière
du feuilletage. L’étude plus précise de cette intégrale première occupera les sections
4.2 et 4.4.

Afin d’interpréter le rang transverse du groupoïde de Galois en terme de type
de transcendance d’intégrales premières du feuilletage, nous définirons un nouveau
type d’extension de corps différentiel. Outre les extensions de type Darboux et les
extensions Liouvilliennes déjà connues, nous définirons les extensions de type Ric-
cati. Elles sont composées d’une suite d’extensions qui sont soit algébriques soit en-
gendrées par un élément G vérifiant un système d’équations aux dérivées partielles
dG = G2

2
ω2 + Gω1 + ω0 (definition 4.2.1). Nous discuterons des différents types de

transcendance d’intégrales premières du feuilletage caractérisés par le groupoïde de
Galois. Nous obtiendrons le théorème suivant :

Théorème (4.2.2) Soit F un germe de feuilletage de codimension un de (Cn, 0).
Le feuilletage F admet une intégrale première méromorphe (resp. de type Darboux,
Liouville ou Riccati) si et seulement si F admet un D-groupoïde de Lie admissible
de rang transverse 0 (resp. 1,2 ou 3).

Le cas des feuilletages dont le groupoïde de Galois est de rang transverse nul
se traite d’une manière particulière. Nous construirons un quotient de l’espace des
feuilles naturellement muni d’une structure de courbe analytique. Cette construction
prendra l’essentiel du paragraphe 4.2. Le cas des feuilletages dont le groupoïde de
Galois est de rang transverse non nul provient de l’extension suivante d’un théorème
de M. Singer :

Théorème (4.2.6) Un germe de feuilletage holomorphe singulier F de codimension
un admet une intégrale première de type Darboux (resp. Liouville ou Riccati) si
et seulement s’il admet une suite de Godbillon-Vey de longueur un (resp. deux ou
trois).

La preuve de ce théorème que nous proposons dans le paragraphe 4.3 est basée sur
l’interprétation d’une suite de Godbillon-Vey comme conditions d’intégrabilité d’un
système d’équations aux dérivées partielles suivant un principe dû à J. Martinet.
La suite de la preuve consiste à récupérer une suite “moins transcendante” à partir
d’une suite dans un type d’extension donné et de réitérer. La nature des arguments
est essentiellement celle des arguments donnés par F. Touzet et J.P. Rolin pour
prouver le théorème de Singer [Tou1]. Nous les étendons au cas Riccati.

Dans la section 4.4 nous décrirons quelques-unes des relations existantes entre le
groupoïde de Galois d’un feuilletage F et la notion d’extension fortement normale
de E. R. Kolchin ([Ko]). Pour cela nous introduisons l’anneau différentiel OF défini
comme le quotient de l’anneau différentiel engendré par une indéterminée H sur
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viii Présentation des résultats

M∆ par l’idéal différentiel engendré par l’équation qui dit que H est une intégrale
première de F .

Théorème (4.4.4) Soit F un feuilletage de codimension un de (Cn, 0). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) le groupoïde de Galois de F est de rang transverse fini ;

(2) l’anneau OF contient des idéaux différentiels non triviaux ;

(3) il existe une intégrale première de F dans une extension fortement normale K
de M∆.

Les implications (3) ⇒ (2) et (2) ⇒ (1) sont des conséquences de lemmes géné-
raux que nous retrouverons au chapitre cinq. Nous prouvons l’implication (1) ⇒ (3)
en vérifiant que les intégrales premières construites dans la partie précédente sont
naturellement des éléments d’une extension fortement normale du corps des fonc-
tions méromorphes. Cette étape repose entièrement sur la forme particulière des
équations des D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un disque que nous avons obtenues
dans le deuxième chapitre.

Dans le cinquième chapitre, nous donnerons quelques exemples de groupoïdes
de Galois de feuilletages classiques. Nous appliquerons les résultats du chapitre 4 et
ceux sur les solutions d’un D-groupoïde de Lie sur un disque, à l’étude d’un germe
de feuilletage de C2 à singularité réduite. Ces feuilletages étant complètement dé-
crits par leur holonomie, nous utiliserons de manière essentielle le théorème 2.2.4.
Nous expliquerons comment ces résultats redonnent la caractérisation, en terme
d’invariants analytiques, des germes de feuilletages de (C2, 0) à singularités réduites
admettant une structure transverse méromorphe, affine ou projective. Nous retrou-
vons ainsi de manière “galoisienne” les résultats de M. Berthier et F. Touzet [B-T]
et ceux de F. Touzet [Tou2]. Nous déterminerons ensuite les groupoïdes de Galois
des feuilletages donnés par les équations de Weierstrass et Riccati.

Dans le cas d’un feuilletage donné par une équation différentielle linéaire, B.
Malgrange prouve dans [Ma5] que le comportement transverse du groupoïde de
Galois redonne le groupe de Galois différentiel :

Théorème (5.3.1) Le groupoïde de Galois d’un feuilletage donné par un système
d’équations différentielles linéaires redonne sur une transverse le groupe de Galois
différentiel du système d’équations.

Sa preuve utilise le point de vue Tannakien du groupe de Galois différentiel.
Nous prouverons ce résultat en utilisant la description de Picard-Vessiot du groupe
de Galois. L’idéal maximal intervenant dans la construction de l’extension de Picard-
Vessiot sera interprété comme un idéal équations sur les intégrales premières d’un
feuilletage suivant J. Drach. En utilisant les résultats de la dernière partie du chapitre
précédent, nous construirons un D-groupoïde de Lie admissible à partir de cet idéal
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Présentation des résultats ix

dont le comportement transverse est celui du groupe de Galois. Nous prouverons
dans un second temps que celui-ci est le groupoïde de Galois du feuilletage.

La fin de ce chapitre sera consacrée à la détermination de la D-enveloppe d’un
champ symplectique complètement intégrable ainsi qu’à l’étude du groupoïde de
Galois d’un feuilletage donné par un champ Hamiltonien complètement intégrable.
Nous obtiendrons le résulta suivant :

Théorème (5.4.2)

1. Soit X un champ symplectique complètement intégrable. La D-enveloppe de X
a une D-algèbre de Lie abélienne.

2. Soit F un feuilletage donné par un champ de vecteurs Hamiltonien complè-
tement intégrable. Le D-groupoïde de Lie transverse associé au groupoïde de
Galois a une D-algèbre de Lie abélienne.

Dans le sixième chapitre, nous aborderons l’étude des feuilletages de codimen-
sion quelconque. Dans une première partie nous allons chercher le système diffé-
rentiel qui remplacera la dérivée Schwartzienne. Remarquons que dans le cas des
D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un disque la dérivée Schwartzienne apparait natu-
rellement dans l’équation satisfaite par l’application conjugant un D-groupoïde de
Lie de rang trois avec le D-groupoïde de Lie des homographies. Nous construirons
pour un D-groupoïde de Lie transitif de rang fini un système différentiel sur les ap-
plications à valeurs dans un espace homogène approprié. Les applications solutions
de ce système conjuguent le D-groupoïde de Lie à l’action d’un groupe. Soit G un
D-groupoïde de Lie transitif de rang fini, H le groupe d’isotropie d’un point p, h ⊂ g

les algèbres de Lie de champs de vecteurs en p correspondantes. Sous l’hypothèse

HYPOTHESE (H)
Il existe un groupe algébrique G ayant pour algèbre de Lie g et admettant
un sous-groupe fermé isomorphe à H intégrant h pour l’inclusion naturelle
de h dans g.

et en notant s et s les sections des structures géométriques définissant l’action de G
sur G/H et de G, on a la proposition (de type Darboux-Cartan) suivante :

Proposition (6.1.1) Le système d’équations aux dérivées partielles F ∗s = s est for-
mellement intégrable. Soient F1 et F2 deux solutions du système d’équations F ∗s = s
de source en dehors de l’ensemble analytique de non-stabilité par composition de G.
Alors

1. si elles ont même source, il existe g un élement de G vérifiant F1 = gF2,

2. si elles ont même but, il existe ϕ une solution formelle de G vérifiant F1 =
F2 ◦ ϕ.

Nous considèrerons ensuite un feuilletage admettant un D-groupoïde de Lie ad-
missible transitif, de rang transverse fini. Nous utiliserons la version du théorème
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x Présentation des résultats

de Darboux-Cartan ci-dessus pour construire des intégrales premières locales du
feuilletage “peu transcendantes”. Ce seront les applications qui semi-conjuguent le
groupoïde de Galois du feuilletage à G.

Soit g l’algèbre de Lie de champs de vecteurs du D-groupoïde de Lie transverse
associé au groupoïde de Galois. Elle a une sous-algèbre de Lie h formée des champs
transverses s’annulant en x qui est intégrable par le groupe H des transformations
transverses d’isotropie de x.

Sous l’hypothèse H1, on construit comme précédemment un espace homogène
G/H , modèle local pour le D-groupoïde de Lie transverse du groupoïde de Galois.

L’action de G est décrite par une section s d’un fibré et l’action du groupoïde
de Galois par une section s.

Théorème (6.2.1) Sous l’hypothèse H, il existe une section s définissant G sur
G/H telle que le système d’équations aux dérivées partielles H∗s = s dans J∗(∆ →
G/H) soit formellement intégrable en dehors de l’ensemble analytique Z de non-
involutivité des équations définissant le D-groupoïde de Lie admissible. Le groupoïde
d’invariance à la source de ce système est le groupoïde de Galois et le groupoïde
d’invariance au but est G.

Dans une formulation plus algébrique, le théorème ci-dessus devient :

Théorème (6.2.2) Soient F un feuilletage admettant un D-groupoïde de Lie ad-
missible transitif de rang transverse fini, g son algèbre de Lie en un point x régulier
pour le groupoïde et H le groupe algébrique d’isotropie de x. Si g et H vérifient
l’hypothèse H avec G algébrique alors F admet un système complet d’intégrales pre-
mières dans une extension fortement normale de M∆ de groupe de Galois G.

Ce théorème est l’extension aux feuilletages de codimension quelconque du théo-
rème 4.4.4. La preuve suit exactement le même procédé. La difficulté initiale de ce
théorème était de construire les intégrales premières. Le théorème 6.1.1 permet de
recopier les méthodes de construction utilisées pour la codimension un dans le cadre
d’une codimension quelconque.
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Chapitre 1

Définitions et premières propriétés

1.1 Systèmes différentiels

Soient U ⊂ Cn et V ⊂ Cm deux polydisques. Nous noterons Jk(U → V ) le
fibré sur U des jets d’ordre k d’applications de U dans V . Le choix de coordonnées
locales xi sur U et zj sur V donne des coordonnées naturelles sur Jk(U → V ) :
(xi, zj, z

εi
j , . . . , zα

j ) où α désigne un multi-indice de Nn tel que |α| ≤ k et εi est le
multi-indice de poids 1 dont la seule coordonnée non nulle est la j-ième. Nous consi-
dérons l’espace Jk(U → V ) muni du faisceau d’anneaux OU×V [zεi

j , . . . , zα
j ] que nous

noterons OJk(U→V ). Cet anneau est l’anneau des équations aux dérivées partielles sur
les applications de U dans V . Ces espaces sont fibrés sur U et munis de projections
πk+q

k : Jk+q → Jk correspondant aux inclusions (πk+q
k )∗ : OJk(U→V ) → OJk+q(U→V )

des équations d’ordre k dans l’anneau des équations d’ordre k + q. Nous noterons
J∗k (U → V ) l’ouvert des jets d’applications submersives de U dans V muni du fais-
ceau d’anneaux restreint. Les anneaux OJk

sont munis de dérivations partielles :

Di : OJk(U→V ) −→ OJk+1(U→V )

E 7→ ∂E
∂xi

+
∑

j
∂E
∂zj

zεi
j + . . . + ∂E

∂zα
j
zα+εi

j

permettant de construire une connexion D : OJk
→ Ω1

M ⊗OJk+1
par

∑
dxi ⊗ Di.

Définitions 1.1.1

1. Soit u une application de U dans V . On appelle prolongement d’ordre k de
u la section u(k) : U → Jk(U → V ) donnée en coordonnées locales par
(x, u(x), . . . , ∂αu

∂xα ). Elle vérifie πk+q
k ◦ u(k+q) = u(k).

2. Soit Φ une transformation locale de U × V fibrée au-dessus de φ une transfor-
mation locale de U . Cette transformation agit sur les graphes d’applications de
U dans V en préservant l’ordre de contact. On appelle prolongement d’ordre
k de Φ, la transformation Φ(k) ainsi définie sur Jk(U → V ) . Elle vérifie
(Φ ◦ Ψ)(k) = Φ(k) ◦ Ψ(k) et πk+q

k ◦ Φ(k+q) = Φ(k) ◦ πk+q
k .

1
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2 Chapitre 1. Définitions et premières propriétés

3. Soit X un champ de vecteurs sur U × V fibré au-dessus d’un champ v sur U .
Le prolongement d’ordre k du flot de X définit un groupe local à un paramètre
de transformations de Jk(U → V ). Le générateur infinitésimal de ce groupe est
noté X(k), c’est le prolongement d’ordre k de X. Il vérifie (πk+q

k )∗X(k+q) = X(k)

ainsi que [X(k), Y (k)] = [X, Y ](k).

4. Soit Ik un idéal de OJk(U→V ). On appelle prolongement d’ordre q de Ik, l’idéal
prqIk de OJk+q(U→V ) engendré par Dβf pour f dans I et |β| ≤ q.

Remarque 1.1.2 Les actions des prolongements d’ordre k des transformations et
des champs de vecteurs s’expriment en fonction des dérivées d’ordre inférieur ou
égal à k des différentes composantes de la transformation ou du champ de vecteurs
initial. Pour les preuves des propriétés des prolongements ainsi que pour des calculs
explicites mais lourds de ces prolongements, nous renvoyons le lecteur aux livres de
P.J.Olver [Ol], J.F.Pommaret [Po].

Nous noterons J(U → V ) la limite projective du sytème πk+q
k : Jk+q → Jk

et OJ(U→V ) la limite inductive des anneaux correspondants, c’est-à-dire le faisceau
d’anneaux des équations d’ordre non fixé. Ces anneaux sont munis des dérivations
partielles Di et de la connexion D : OJ → Ω1

U ⊗ OJ définies par les formules
précédentes. Un faisceau d’idéaux I de OJ(U→V ) est dit différentiel si il est stable
par les dérivations partielles. Un faisceau d’idéaux I de OJ(U→V ) est dit cohérent
si les faisceaux Ik des équations d’ordre k sont cohérents. Nous appellerons un tel
faisceau cohérent d’idéaux diférentiel un sytème différentiel sur les applications de
U dans V .

Une solution de I en p ∈ U est un morphisme de OU -algèbre u de OJ∗(U→V )/I
dans Om

U,p, tel que u`(DiE) = ∂
∂xi

u`(E). En regardant f = u(z), on obtient un germe
f : (U, p) → (V, q) satisfaisant les équations différentielles de l’idéal I. On définit
de même les solutions formelles comme morphismes dans Ôm

U,p. Réciproquement, un
germe d’application inversible f , solution des équations différentielles engendrant
I définit un morphisme u par u(y) = f . Nous identifierons souvent, par abus de
langage, un idéal différentiel avec ses solutions formelles.

Rappelons une propriété générale des systèmes différentiels réduits déjà signalée
et prouvée dans [Ma5].

Lemme 1.1.3 Soit I un idéal différentiel réduit dans OJ(U→V ) ne rencontrant pas
l’anneau OU . L’anneau OJ(U→V )/I est sans torsion sur l’anneau OU .

Preuve. – Soient f dans O∆ et m dans OJ(U→V )/I telles que fm = 0. Pour

tout point p dans ∆, on peut supposer qu’il existe un entier ` tel que ∂`f
∂x`

1
(p) 6= 0.

En dérivant le produit on a ∂f
∂x1

m + fD1m = 0 d’où ∂f
∂x1

m2 = 0. Par récurrence on

obtient ∂`f
∂x`

1
mk = 0 d’où la nullité de mk donc de m au-dessus d’un voisinage de p. �
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1.1 Systèmes différentiels 3

Etant donné un sytème d’équations aux dérivées partielles d’ordre k : Ik, l’idéal
prqIk peut contenir des équations d’ordre k n’appartenant pas à Ik. Ceci nous inter-
dit de considérer les jets d’ordre k solutions de Ik comme des jets de solutions for-
melles. Les systèmes différentiels ayant de bonnes propriétés d’intégrabilité formelle
(prqIk ∩OJk+s

= prsIk) sont les systèmes involutifs. Les théorèmes d’involutivité gé-
nérique de Cartan-Kuranishi et de B. Malgrange nous assurent que n’importe quel
système différentiel est équivalent à un système involutif en dehors d’une hypersur-
face de conditions initiales.

Soit Ik un système d’équations d’ordre k tel que si f ∈ Ik ∩ OJk−1(U→V ) alors
Dif ∈ Ik. On note Sk la variété analytique définie par Ik d’anneau OSk

= OJk
/Ik et

pour f dans OJk
on note δf le symbole de f , c’est-à-dire sa différentielle modulo les

dxi et les dzα
j pour |α| ≤ k− 1. Soient f1, . . . fp un sytème d’équations qui engendre

localement Ik. Le premier prolongement de l’idéal est engendré par les f` et les Dif`.
Pour trouver un zéro de pr1Ik dans Jk+1(U → V ) au-dessus d’un zéro de Ik dans
Jk(U → V ), il faut résoudre un système d’équations

∑

j,|α|=k

∂f

∂yα
j

yα+εi
j =

∑

j,|α|<k

∂f

∂yα
j

yα+εi
j .

De même, pour que pr2Ik ait des zéros au-dessus de ceux de pr1Ik, il faut résoudre
des équations de la forme ∑

j,|α|=k

∂f

∂yα
j

yα+εi+ε`
j = ∗.

La nature des prolongements successifs de Ik est donc controlée par les symboles.
On note A[ξ] l’anneau des polynômes en ξ1, . . . ξn à coefficients dans un anneau

A et A[ξ]k l’anneau des polynômes homogènes de degré k.

Définition 1.1.4 Après la substitution de δyα
j par ξαδyj,

– on appelle symbole d’ordre k de Ik le OSk
-module Nk engendré dans

⊕jOSk
[ξ]kδyj = OSk

[ξ]mk par les classes modulo Ik des δf ;
– on appelle symbole de Ik le OSk

-module gradué N engendré par
Nk dans OSk

[ξ]m ;
– on appelle module caractéristique de Ik, le module gradué quotient

Mk = OSk
[ξ]m/N .

Dans la définition des systèmes différentiels ayant de bonnes propriétés de prolon-
gement, les symboles interviendront par l’intermédiaire des évaluations ponctuelles
du module caractéristique sur Sk. On demandera à ces derniers d’être involutifs.

Définition 1.1.5 Soit M un C[ξ]-module gradué. On dira que M est `-involutif si
il existe une base (η1, . . . , ηn) de C[ξ]1 vérifiant pour tout q ≥ ` :

Pour i = 1 . . . n, la multiplication par ηi

Mq/(η1, . . . , ηi−1)Mq−1 → Mq+1/(η1, . . . , ηi−1)Mq

est injective et Mq/(η1, . . . , ηn)Mq−1 = 0
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4 Chapitre 1. Définitions et premières propriétés

Définition 1.1.6 On dira qu’un système différentiel I` est `-involutif si :

1. S` est lisse,

2. M` et M`+1 sont localement libres,

3. en tout point a de S`, M(a) est `-involutif,

4. pr1S` → S` est surjectif.

Nous utiliserons les définitions précédentes uniquement à travers les trois théo-
rèmes suivants. Pour leurs démonstrations, nous renvoyons le lecteur à [Ma7].

Théorème de Cartan-Kähler 1.1.7 Si I` est `-involutif alors pr1I` l’est aussi.
Pour tout jet d’ordre ` solution de I`, il existe une solution convergente de I` ayant
ce jet d’ordre `.

Théorème d’involutivité générique 1.1.8 ([Ma7]) Soit I un idéal cohérent, dif-
férentiel et réduit de OJ(U→V ). Quitte à diminuer les polydisques U et V , il existe un
entier ` et un sous-ensemble analytique fermé de codimension un Z` ⊂ S` vérifiant :

1. en dehors de Z`, I est `-involutif,

2. pour tout entier q, en dehors de Z`, I`+q est le prolongement d’ordre q de I`

et il n’y a aucune composante de I`+q au-dessus de Z`.

Théorème 1.1.9 Soit I un idéal différentiel réduit de OJ(U→V ). Il existe un entier
` tel que l’idéal I soit l’idéal réduit différentiablement engendré par I`.

1.2 D-groupoïde de Lie

1.2.1 Définitions

Dans [Ma5] B. Malgrange définit la notion de D-groupoïde de Lie et montre
plusieurs propriétés de ces objets. Nous commençons par rappeler les définitions
relatives aux D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un polydisque ∆ de Cn.
Nous noterons J∗k (∆) (au lieu de J∗k(∆ → ∆) dans le paragraphe précédent) l’espace
des jets d’ordre k d’applications inversibles de ∆ dans ∆. Le choix d’une coordonnée
x sur ∆ permet de faire l’identification :

J∗k (∆) = ∆ × ∆ × GLn(C) ×
2≤|α|≤k

Cn|α|

avec les coordonnées naturelles (xi, yi, y
α
i ). Étant donné un jet d’application y(x) de

∆ dans ∆, nous regrouperons les dérivées yα
i suivant leurs ordres |α|. Nous noterons

y′ la jacobienne de y par rapport à x, y′′ la hessienne (qui est élément de S2Cn⊗Cn)
de y par rapport à x, y′′′ élément de S3Cn ⊗ Cn la forme trilinéaire des dérivées
troisièmes . . .
Les espaces J∗k (∆) sont munis d’une structure de groupoïde compatible avec l’anneau
OJ∗

k (∆) par la donnée
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1.2 D-groupoïde de Lie 5

– de la projection source s : J∗k(∆) → ∆ définie par s(x, y, . . .) = x,

– de la projection but t : J∗k (∆) → ∆ définie par t(x, y, . . .) = y,

– d’une composition c : J∗k(∆)×∆ J∗k(∆) → J∗k (∆) définie sur les couples de jets
(h, g) tels que s(h) = t(g) par

c((x, y, y′, y′′, . . .), (y, z, z′, z′′, . . .)) = (x, z, z′y′, z′′(y′, y′) + z′y′′, . . .),

– d’une identité : la sous-variété définie par les équations xi = yi et y
εj

i = δj
i

pour 0 ≤ i, j ≤ n et yα
i = 0 pour |α| ≥ 2,

– d’une inversion i : J∗k (∆) → J∗k(∆) qui à un jet (x, y, y′, y′′, . . .) fait corres-
pondre le jet

(y, x, (y′)−1,−(y′)−1y′′((y′)−1, (y′)−1), . . .),

Toutes ces flèches sont compatibles avec les projections naturelles J∗k+1(∆) →
J∗k (∆) ce qui permet de les définir sur l’espace J∗(∆) = lim

←−
J∗k (∆) muni de l’anneau

OJ∗(∆) = lim
−→

OJ∗
k (∆). Les définitions suivantes sont issues de [Ma5].

Définition 1.2.1 Un groupoïde d’ordre k sur ∆ est donné par un idéal Ik de OJ∗
k (∆)

tel que :

(1) Ik ⊂ ker e∗,

(2) i∗Ik ⊂ Ik,

(3) c∗Ik ⊂ Ik ⊗O∆
1 + 1 ⊗O∆

Ik.

Cette définition est naturelle mais en pratique trop restrictive pour nos besoins.
Nous devons autoriser des singularités dans les équations définissant le groupoïde.
Il faut alors utiliser la définition plus souple suivante.

Définition 1.2.2 Un D-groupoïde de Lie sur ∆ est donné par un idéal réduit I de
OJ∗(∆) tel que

– pour tout entier k, Ik est cohérent,
– I soit stable par dérivation,
– sur tout polydisque relativement compact ∆′, il existe un entier k et un en-

semble analytique fermé Z de ∆′ tels que pour tout ` ≥ k, I` = I ∩ OJ∗
` (∆)

vérifie

(i) les inclusions (1) et (2) de la définition 1.2.1,

(ii) l’inclusion (3) de la définition 1.2.1 sur tout voisinage de (x, y, z) ∈ (∆′−
Z) × (∆′ − Z) × (∆′ − Z).

Nous ne nous intéresserons qu’aux germes de D-groupoïde de Lie. Nous fixerons donc
un polydisque sur lequel les inclusions (3) sont valables. Comme nous l’avons signalé
au paragraphe précédent, nous identifierons parfois un D-groupoïde de Lie avec
l’ensemble de ses solutions formelles. En particulier nous dirons qu’un D-groupoïde
de Lie d’idéal I est inclus dans un second d’idéal J si l’idéal I contient l’idéal J
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6 Chapitre 1. Définitions et premières propriétés

et qu’un D-groupoïde de Lie contient un difféomorphisme si ce dernier est solution
des équations de I.
Donnons quelques exemples de D-groupoïdes de Lie :

Exemple 1.2.3 Le groupoïde d’invariance d’une fonction méromorphe P
Q

est un
D-groupoïde de Lie dont l’idéal est différentiablement engendré par :

Q(x)P (y) − Q(y)P (x).

Les propriétés (1) et (2) d’un D-groupoïde de Lie sont évidentes. La propriété (3)
est vraie en dehors du lieu d’indétermination de P

Q
. En effet, les égalités

Q(z)[Q(x)P (y) − Q(y)P (x)]

= Q(y)[Q(x)P (z) − Q(z)P (x)] − Q(x)[Q(z)P (y) − Q(y)P (z)]

et

P (z)[Q(x)P (y) − Q(y)P (x)]

= P (y)[Q(x)P (z) − Q(z)P (x)] − P (x)[Q(z)P (y) − Q(y)P (z)]

donnent l’inclusion voulue tant que P (z) 6= 0 ou Q(z) 6= 0. L’ensemble Z de la
définition est donc inclus dans le lieu d’indétermination de la fonction méromorphe.

Exemple 1.2.4 Le groupoïde d’invariance d’un champ méromorphe de tenseurs,
1
m

T avec T holomorphe, est un D-groupoïde de Lie dont l’idéal est différentiablement
engendré par les composantes de m Γ∗T − m ◦ Γ T . Les propriétés (1), (2) et (3)
proviennent de l’égalité

Γ∗2Γ
∗
1

1

m
T − 1

m
T = Γ∗2(Γ

∗
1

1

m
T − 1

m
T ) − (Γ∗2

1

m
T − 1

m
T )

qui se réécrit

m ◦ Γ2 (m Γ∗2Γ
∗
1T − m ◦ Γ2 ◦ Γ1 T )

= m (m ◦ Γ2 Γ∗2Γ
∗
1T − m ◦ Γ2 ◦ Γ1 Γ∗2T ) − m ◦ Γ2 ◦ Γ1 (m Γ∗2T − m ◦ Γ2 T )

L’ensemble Z est alors inclus dans le lieu des pôles de m.

Exemple 1.2.5 Le groupoïde d’invariance d’un champ d’hyperplans donné par une
1-forme ω intégrable (ω ∧ dω = 0) est un D-groupoïde de Lie. Son idéal est en-
gendré par les composantes de Γ∗ω ∧ ω ou encore, en coordonnées dans lesquelles
ω =

∑
ωidxi, par (Γ∗ω)i

(Γ∗ω)j
− ωi

ωj
. La troisième inclusion est vérifiée en dehors du lieu

d’annulation de ω.
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1.2 D-groupoïde de Lie 7

Les autres exemples que l’on pourrait donner sont des généralisations de ceux-ci en
considérant les groupoïdes d’invariance (ou d’isométries) de structures géométriques
d’ordre supérieur à un (voir [Gr], [Dum]), nous reviendrons sur ce point dans la partie
1.3. Les exemples suivants ne sont pas des D-groupoïdes de Lie.

Contre-exemple 1.2.6 (donné par Lie voir [Ca2]) L’ensemble des transforma-

tions de C2 de la forme

{
X = f(x)
Y = f(y)

forment un pseudo-groupe de transformations

du plan mais ne satisfont pas à un ensemble d’équations aux dérivées partielles dé-
finissant un D-groupoïde de Lie.

Contre-exemple 1.2.7 L’ensemble des transformations de CP1 formé des intérées
d’un application rationnelle et de ses branches inverses forme un pseudo-groupe. Ici
encore celui-ci n’est pas composé de solutions d’un système d’équations aux dérivées
partielles convenable. Nous regarderons plus en détail cet exemple dans la partie 3.

Pour la définition suivante nous aurons besoin d’identifier le tangent vertical de
J∗k (∆) le long de l’identité à l’espace des jets d’ordre k de section du fibré tangent
de J∗k (∆ → T∆). Soit Xk un jet d’ordre k de champ de vecteurs en un point p sur le
polydisque vertical (le polydisque but), et X un germe de champ de vecteurs ayant
ce jet d’ordre k. Ce champ se prolonge (définition 1.1.1) en un champ de vecteurs
fibré sur J∗k (∆) c’est-à-dire en une section du tangent vertical à J∗k(∆). La valeur de
cette section au-dessus de p ne dépend que de Xk (remarque 1.1.2).

Définition 1.2.8 Grâce à l’identification ci-dessus, on peut identifier les sections de
l’espace des jets J∗k(∆ → T∆) aux champs de vecteurs verticaux sur J∗k (∆) le long de
l’identité. Ceci définit un crochet [ , ] sur les sections de J∗k(∆ → T∆) en ramenant le
crochet de Lie. C’est le crochet de Spencer. Ce crochet vérifie [X(k), Y (k)] = [X, Y ](k)

pour les couples de champs de vecteurs sur ∆.

Définition 1.2.9 La D-algèbre de Lie d’un D-groupoïde de Lie d’idéal I est le
linéarisé du D-groupoïde le long de l’identité. Elle est donnée par l’idéal différentiel
linéaire L(I) de OJ∗(∆→T∆) engendré par les équations

L(E) =
n∑

i=1


∂E

∂yi

(x, x, id, 0, . . . , 0)ai +
∑

|α|≤k

∂E

∂yα
i

(x, x, id, 0, . . . , 0)aα
i




pour E appartenant à Ik. Les ai sont les coordonnées sur les fibres de T∆ induites
par le choix de coordonnées xi sur ∆.

Une solution de L(I) est un morphisme de OJ∗(∆→T∆)/L(I) dans On
∆,p commu-

tant aux dérivations. Le choix de la coordonnée x sur ∆ identifie On
∆,p aux germes

de champs de vecteurs en p. Soient (ai(x))1≤i≤n les images des (ai)1≤i≤n sous ce
morphisme : le champ

∑
ai(x) ∂

∂xi
est appelé champ solution de L(I). Les équa-

tions d’ordre inférieures à k du système linéarisé décrivent un sous-fibré vectoriel de
J∗(∆ → T∆). Une section de ce fibré sera appellée section solution à l’ordre k.
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8 Chapitre 1. Définitions et premières propriétés

Proposition 1.2.10 ([Ma5]) Si I est l’idéal d’un D-groupoïde de Lie, le crochet
de Spencer de deux sections solutions de L(I) ∩ OJ∗

k (∆→T∆) est encore une section
solution. En particulier le crochet de Lie de deux champs solutions de L(I) est encore
un champ solution.

Définitions 1.2.11

1. Une D-algèbre de Lie est donnée par un idéal différentiel linéaire L de OJ∗(∆→T∆)

tel que pour tout `, les sections solutions de L` = L∩OJ∗
` (∆→T∆) soient stables

par le crochet de Spencer.

2. Nous dirons qu’une D-algèbre de Lie est de rang r lorsque le C-espace vectoriel
des champs solutions est de dimension r.

3. Une D-algèbre de Lie sera dite intégrable si elle est la D-algèbre d’un D-
groupoïde de Lie.

4. Un D-groupoïde de Lie sera dit transitif lorsque les champs solutions de sa
D-algèbre de Lie évalués en un point générique x engendrent Tx∆.

Reprenons les exemples précédents.

Exemple 1.2.3 (bis) Les équations linéarisées de celles du D-groupoïde de Lie
d’invariance d’une fonction méromorphe P

Q
sont d(P

Q
)(X) = 0 c’est-à-dire QdP (X)−

PdQ(X) = 0 pour un champ de vecteur X.

Exemple 1.2.4 (bis) Les équations linéarisées de celles du D-groupoïde de Lie
d’invariance d’un champ méromorphe de tenseurs 1

m
T sont LX

(
1
m

T
)

= 0 où LX

désigne la dérivée de Lie le long du champ X. Cette équation se réécrit mLXT −
dm(X)T .

Exemple 1.2.5 (bis) Les équations linéarisées de celles du D-groupoïde de Lie
d’invariance d’un champ d’hyperplan sont LXω ∧ ω = 0.

1.2.2 Premières propriétés

Les premières propriétés des D-groupoïdes de Lie sont données dans [Ma5]. Nous
renvoyons à cet article pour les preuves des trois théorèmes que nous rappellons ici.
Lorsqu’on applique le théorème d’involutivité générique au système différentiel d’un
D-groupoïde de Lie, celui-ci devient :

Théorème 1.2.12 ([Ma5]) Soit I l’idéal d’un D-groupoïde de Lie. Quitte à ré-
trécir ∆, il existe un entier k et un sous-ensemble analytique Z de ∆ fermé de
codimension un tel que :

1. Ik est involutif au-dessus de (∆ − Z)2 (nous dirons aussi en dehors de Z),

2. pour tout entier q, Ik+q = prqIk en dehors de Z.
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1.3 Structures géométriques 9

Ce théorème permet de montrer le théorème de prolongement suivant :

Théorème 1.2.13 ([Ma5]) Soit Ik un système différentiel d’ordre k. On note I
l’idéal différentiel qu’il engendre et Iréd l’idéal réduit de I. Supposons que Ik soit
inclus dans ker e∗, soit stable par i∗ et qu’il existe un ensemble analytique Z de ∆
fermé de codimension un tel que Ik définisse un groupoïde d’ordre k en dehors de
Z. Alors

1. Iréd est l’idéal d’un D-groupoïde de Lie,

2. il existe un ensemble analytique de ∆ fermé de codimension un Z ′ tel que en
dehors de Z ′, I = Iréd.

Le théorème de “noetherianité” 1.1.9 permet de montrer :

Théorème 1.2.14 ([Ma5]) Soient Iα des idéaux de D-groupoïdes de Lie. L’idéal
réduit engendré par la somme des Iα est encore l’idéal d’un D-groupoïde de Lie.

1.3 Structures géométriques

Dans la suite nous allons montrer qu’un D-groupoïde de Lie transitif laisse inva-
riant une structure géométrique. Nous allons commencer par rappeler la définition
de structure géométrique selon [Gr] (voir aussi [Dum]).

Un repère d’ordre k sur ∆ en p est un jet d’ordre k de biholomorphisme entre
(Cn, 0) et (∆, p). Soit Rk le fibré au-dessus de ∆ des repères d’ordre k muni de
l’anneau des fonctions holomorphes sur ∆ et polynomiales sur la fibre. Cet espace
est muni d’une action par composition à la source du groupe GL

(k)
n des jets d’ordre

k de biholomorphismes de (Cn, 0) et d’une action par composition au but du D-
groupoïde de Lie J∗k (∆) donnée par un morphisme

Rk ×∆ (J∗k (∆), s) −→ Rk.

Soit V une variété quasi-projective sur laquelle GL
(k)
n agit à gauche.

Définition 1.3.1 Une structure géométrique d’ordre k et de type V sur ∆ est une
section s du fibré Rk ×GL

(k)
n

V , c’est-à-dire un application équivariante s : Rk → V

(s(ϕg) = g−1s(ϕ) pour ϕ dans Rk et g dans GL
(k)
n ).

On dit que la structure est holomorphe, méromorphe, . . . suivant la nature de
la section. On appelle D-groupoïde de Lie d’invariance (ou des isométries) de s le
D-groupoïde de Lie défini par les équations f ∗s = s où f est un élément de J∗k (∆)
et f ∗ désigne l’action de f induite sur Rk ×GL

(k)
n

S par l’action de f sur Rk.

Lorsque V est une variété homogène pour GL
(k)
n et que la section est holomorphe,

la structure géométrique est appellée G-structure (voir [Kob]). Le D-groupoïde de
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10 Chapitre 1. Définitions et premières propriétés

Lie d’isométrie est alors transitif stable par composition partout et ses équations
sont involutives.

Pour montrer le théorème suivant, nous considèrerons la définition équivalente
de structure géométrique en terme de section d’un GL

(k)
n -fibré construit sur le fibré

des cartes d’ordre k (les jets d’ordre k de biholomorphisme de ∆ dans (Cn, 0)).

Théorème 1.3.2 Tout D-groupoïde de Lie transitif au-dessus de ∆ est le D-groupoïde
de Lie d’invariance d’une structure géométrique méromorphe sur ∆.

Preuve. – Soit I l’idéal d’un D-groupoïde de Lie au-dessus d’un polydisque
∆ de Cn. D’après le théorème 1.1.9, il existe un entier ` tel que I soit différentia-
blement engendré par I`. On choisit l’entier ` minimal tel que I` engendre I et soit
stable par les inclusions qui font de I l’idéal d’un D-groupoïde de Lie.
On construit le fibré portant une G-structure invariante par le D-groupoïde de Lie
de la manière suivante :
On choisit une `-carte c` : (∆, y) → (Cn, 0) en un point y régulier pour le D-
groupoïde de Lie (en dehors de Z). Cette carte permet de faire agir le groupe d’iso-
tropie de y, Gy,y, sur les `-cartes par g · c` = c` ◦ g ◦ c−1

` ◦ c`. On considère alors le
quotient de l’espace des `-cartes par l’action de ce groupe : C`/Gy,y.

Lemme 1.3.3 (voir [Kob]) Le quotient est un fibré V au-dessus de ∆ de fibre une
variété quasi-projective V et ne dépend pas du point x. De plus ce fibré est muni
d’une action algébrique de J∗` (∆).

Preuve du lemme 1.3.3. – La projection source fibre C` au-dessus de ∆ et
l’action décrite au-dessus est fibrée au-dessus de l’identité. Grâce à la transitivité
du D-groupoïde de Lie, le quotient d’une fibre par Gx est indépendant de la fibre.
Pour étudier la nature du quotient de la fibre, on utilise les arguments classiques
de construction de quotients ([Sp], [Mu]). On identifie la fibre avec le groupe des
jets d’ordre ` d’applications inversibles de (Cn, 0) dans (Cn, 0) qui est un groupe
algébrique linéaire. Le quotient d’un groupe algébrique linéaire par un sous-groupe
algébrique donne une variété quasi-projective. Le choix d’un autre point y, conduit
à une action de Gy,y ∼ Gy,y conjuguée à celle que nous avons considérée. Le quotient
est le même.
Le fibré C` est muni d’une action algébrique de J∗` (∆). Cette action commute à
l’action de Gy,y et donc passe au quotient. Nous la noterons

S : V ×∆ (J∗` (∆), t) −→ V

�
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1.3 Structures géométriques 11

On a donc construit une application de

I : J∗` (∆ → (∆, x)) −→ V
envoyant pour tout y 6∈ Z, l’espace des jets d’ordre ` solutions de I` de source x
et de but y : Gx,y sur un point s(y) = I(Gy,x) de Vy. Ceci nous donne une section
s : ∆ − Z → V.

Lemme 1.3.4 La section s : ∆ − Z → V se prolonge méromorphiquement à ∆.

Preuve du lemme 1.3.4. – Soit f` un jet d’ordre ` d’application de (∆, z) sur
(∆, y). Ce jet est solution de Gz,y si et seulement si la composée de toute solution
de Gy,x avec f` est solution de Gz,x. Si on note f ∗` l’action de f` sur le fibré V, cette
condition se réécrit f ∗` s(y) = s(z). Les équations f ∗s = s définissent la restriction
de notre D-groupoïde de Lie au-dessus de ∆ − Z.

En choisissant des coordonnées homogènes [s0 : . . . : sk] sur V , les équations
d’invariance de la section s sous l’action d’un changement de source y(x) s’écrivent :

S0

(
s(y),

∂y

∂z
. . .

)
si(z) − Si

(
s(y),

∂y

∂z
. . .

)
s0(z) = 0 i ∈ {1, . . . , k}.

Choisissons maintenant un système d’équations E1, . . . Ep engendrant l’idéal I` au-
dessus de ∆. Ces équations engendrent en particulier I` au-dessus de ∆ − Z. En
évaluant ces égalités en y = y, on obtient deux systèmes de générateurs pour l’idéal
I` restreint à y = y qui est un idéal de l’anneau O∆[∂y

∂z
, . . .]. Le premier est donné

par les équations

S0

(
∂y

∂z
. . .

)
si(z) − Si

(
∂y

∂z
. . .

)
s0(z),

et engendre I` dans O∆−Z [∂y
∂z

, . . .] , le second par

Ei

(
z,

∂y

∂z
. . .

)
=
∑

aj
i (z)Bj

(
∂y

∂z
. . .

)

où les {Bj}j=1...r forment un système libre du C-espace vectoriel C[∂y
∂z

, . . .] avec
Bi = Si pour i ∈ {0, . . . , k}.
Considérons M le M∆-espace vectoriel engendré par les Bj et le sous espace vectoriel
N = I` ∩ M . On complète le système libre de vecteurs de N , {Ei}i=1...p, en une
base de N , {Ei}i=1...q. On notera MZ l’espace vectoriel M∆−Z ⊗ M et NZ le sous-
espace vectoriel engendré par N . On complète le système de vecteurs libre de NZ

{Fi = S0

(
∂y
∂z

. . .
)

si(z)
s0(z)

− Si

(
∂y
∂z

. . .
)
}i=1...k en une base avec des vecteurs de la base

{Ei}. On a construit deux bases du sous-espace vectoriel NZ , une correspondant à
la matrice (aj

i )
j=1...r
i=1...q à coefficient dans M∆ et l’autre à la matrice par blocs :




s1/s0 1 0 . . . . . . 0
s2/s0 0 1 . . . . . . 0

...
...

. . . . . .
...

...
(aj

i ) (aj
i )



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12 Chapitre 1. Définitions et premières propriétés

où la matrice
(

aj
i aj

i

)
est la matrice des coordonnées des vecteurs Ei complétant

le système libre {Fi} en une base.
Les coordonnées de Plücker de NZ calculées avec la première base donnent des
coordonnées dans M∆. Les n premières coordonnées calculées avec la seconde base
donnent si(z)

s0(z)
min1(a

j
i ) où min1 désigne le premier mineur (non nul) de la matrice.

En identifiant les coordonnées de Plücker, on obtient la méromorphie de la section
s. �

Considérons un D-groupoïde de Lie au-dessus de ∆, et construisons le fibré V
comme dans le lemme 1.3.3 ainsi que la section méromorphe s du lemme 1.3.4. Les
équations f ∗s = s définissent un D-groupoïde de Lie au-dessus de ∆ coïncidant avec
le D-groupoïde de Lie dont nous sommes partis au-dessus de ∆−Z. Le lemme 1.1.3
assure que ces deux D-groupoïdes de Lie sont les mêmes. �

Remarque 1.3.5 Le fibré V est entièrement déterminé par G. Ce n’est pas le cas
de la section s. Si ϕ est un élément de GL

(k)
n agissant par composition au but sur

les `-cartes tel que
ϕ ◦ Gy,y = Gy,y ◦ ϕ

alors ϕ donne par passage au quotient un automorphisme de V . Les composition au
but et à la source commutant, la section ϕ(s) décrira le même D-groupoïde de Lie.
Néanmoins, supposons que deux sections s et s de V décrivent le même D-groupoïde
de Lie transitif et qu’il existe un point y en dehors du lieu de non-involutivité tel que
s(y) = s(y). Prenons un jet (x, y, y′, . . .) solution de G. Alors S(s(y), y′, . . .) = s(x)
et S(s(y), y′, . . .) = s(x) d’où s = s.

1.4 Le groupoïde de Galois d’un feuilletage

Soit F un germe de feuilletage holomorphe singulier de codimension q défini
par des formes ω1, . . . ωp dont les q premières sont indépendantes sur le corps des
fonctions méromorphes vérifiant les conditions d’intégrabilité de Frobenius dωi∧ω1∧
. . . ∧ ωq = 0.

Le groupoïde d’holonomie d’un feuilletage est un objet transverse défini en dehors
des singularités du feuilletage et il ne reflète pas complètement la complexité des
singularités. Le groupoïde de Galois d’un feuilletage est la “clôture de Zariski” du
groupoïde d’holonomie au sens de la définition suivante :

Définition 1.4.1 ([Ma5]) Soit F un germe de feuilletage holomorphe singulier de
(Cn, 0). Son groupoïde de Galois est le plus petit D-groupoïde de Lie, Gal(F), tel
que les champs tangents à F soient solutions de sa D-algèbre de Lie.

L’existence de cet objet est une conséquence direct du théorème 1.1.9. Quelques
unes de ses propriétés ont été établies dans [Ma5].

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



1.4 Le groupoïde de Galois d’un feuilletage 13

Remarque 1.4.2 Les équations ωi(X) = 0 définissant les champs tangents au
feuilletage sont linéaires d’ordre zéro. L’hypothèse d’intégrabilité de Frobenius se
traduit par le fait qu’elles définissent une sous-C-algèbre de Lie de T∆. L’idéal en-
gendré par ces équations et toutes leurs dérivées définit une D-algèbre de Lie, [Ma5].
Dans la plupart des cas cette D-algèbre de Lie n’est pas intégrable.

Définition 1.4.3 Un D-groupoïde de Lie admissible pour F est un D-groupoïde de
Lie dont la D-algèbre de Lie contient la D-algèbre de Lie définie par le feuilletage.

Le D-groupoïde Aut(Fω) des automorphismes du feuilletage dont les solutions
sont les germes de difféomorphismes Γ vérifiant Γ∗ωi ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωq = 0 est un D-
groupoïde admissible. Il contient tous les D-groupoïdes admissibles et en particulier
le groupoïde de Galois du feuilletage. Nous allons étudier l’expression locale de celui-
ci sur un ouvert de redressement U . Nous noterons t les coordonnées transverses et
z les coordonnées tangentes. Les D-groupoïdes de Lie au-dessus de U sont donnés
par des équations sur les différents espaces de jets

J∗k (U) = U × U × GLn(C) ×
2≤|α|≤k

Cn|α|.

Nous noterons (t, z) les coordonnées sur le premier U , (T, Z) les mêmes coordonnées
sur le second U et ∂|α|+|β|

∂tα∂zβ T , ∂|α|+|β|

∂tα∂zβ Z les coordonnées naturelles sur l’espace des jets.

Lemme 1.4.4

1. Soient F un feuilletage sur ∆ et (U, (t, z)) un ouvert muni de coordonnées
redressantes où t désigne les coordonnées transverses et z les coordonnées tan-
gentes. L’idéal d’un D-groupoïde de Lie admissible pour F est engendré sur U
par des équations

∂Tj

∂zi

= 0 et Ei(t, T, . . .
∂|α|T

∂tα
)

où les Ei sont les équations d’un D-groupoïde de Lie au dessus du polydisque
transverse t(U).

2. Le rang du D-groupoïde transverse ainsi obtenu est indépendant de la carte
choisie.

Définition 1.4.5 Ce rang est appelé rang transverse du D-groupoïde admissible.
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14 Chapitre 1. Définitions et premières propriétés

Preuve. – Soit I l’idéal d’un D-groupoïde de Lie admissible. Il s’obtient en
complétant les équations de Aut(Fω) : ∂Tj

∂zi
= 0 par des équations supplémentaires

Fi(t, z, T, Z, . . .). Toute solution Γ de I se factorise sous forme Γtrans ◦ Γtang avec

Γtrans(t, z) = (T (t), z) et Γtang(t, z) = (t, Z(t, z)).

Comme I définit un D-groupoïde admissible, toutes les transformations de la forme
Γtang sont solutions de I. Pour toute Γ solution de I, Γtrans est aussi solution de I
et vérifie de plus les équations de l’idéal différentiel engendré par (Z − z). L’idéal
différentiel I+(Z−z) décrit un D-groupoïde de Lie et est engendré par des équations
de la forme

∂Tj

∂zi

, (Zj − zj), Ek(z, t, T, . . . ,
∂|α|T

∂t|α|
. . .).

Les translations τ(t, z) = (t, z + a) sont solutions de I donc la conjugaison par τ
laisse I invariant ainsi que (Z − z). L’idéal engendré par les équations ci-dessus est
donc égal à l’idéal engendré différentiablement par

∂Tj

∂zi
, (Zj − zj), Ek(z0, t, T, . . . ,

∂|α|T

∂t|α|
. . .).

Ceci permet de choisir des générateurs Ei indépendants de z. Considérons l’idéal

J =
(

∂Tj

∂zi
, Ek(t, T, . . . , ∂|α|T

∂t|α| . . .
)
. Comme J + (Z − z) = I + (Z − z) est l’idéal d’un

D-groupoïde de Lie, l’idéal engendré au-dessus du disque tranverse par les équations
Ei(t, T, . . . , dkT

dtk
. . .) définit un D-groupoïde de Lie. Pour un entier ` assez grand, un

jet d’ordre ` de transformation Γ = Γtrans ◦Γtang est solution de J` si et seulement si
Γtrans est solution de I`. La partie tangente Γtang étant toujours solution de I`, I` et
J` ont mêmes solutions parmi les jets d’ordre `. Comme ce sont des idéaux réduits,
ils sont égaux. Les théorèmes 1.2.12 et 1.2.13 permettent de conclure que I = J .

�

Ce lemme ramène l’étude locale en un point régulier du feuilletage de son grou-
poïde de Galois à la compréhension des D-groupoïdes de Lie définis au-dessus du
polydisque transverse et de leur prolongement analytique sur le polydisque de dé-
part. En particulier pour les feuilletages de codimension un, le groupoïde de Galois
sera décrit par des D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un disque. Nous allons dans le
chapitre suivant étudier en détail ces D-groupoïdes de Lie et obtenir une liste (théo-
rème 2.1.4) puis appliquer nos résultats aux feuilletages de codimension un dans le
chapitre 4.
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Chapitre 2

D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un

germe de disque de C

Reprenons les notations précédentes dans le contexte des D-groupoïdes de Lie
sur un disque. Le choix d’une coordonnée x sur le disque induit des coordonnées
y, y1, . . . sur les espaces de jets. Les équations décrivant un D-groupoïde de Lie
sont des équations différentielles ordinaires et celles de sa D-algèbre de Lie sont des
équations différentielles linéaires.

Dans ce chapitre nous commencerons par déterminer les D-algèbres de Lie sur
un disque puis les D-groupoïdes de Lie intégrant ces algèbres. Dans une deuxième
partie nous étudierons les solutions en des points singuliers des équations des D-
groupoïdes de Lie. Ceci nous permettra de donner dans la troisième partie une
classification analytique des D-groupoïdes de Lie sur un disque. Cette classifica-
tion sera essentiellement un cas particulier de la classification analytique des germes
de difféomorphismes telle qu’elle est présentée par J. Martinet et J.P. Ramis dans
[M-R2]. Dans le quatrième paragraphe nous présenterons les calculs d’un représen-
tant d’une classe analytique de D-groupoïdes de Lie. Ils sont essentiellement déjà
fait par J. Ecalle dans [Ec] mais les D-groupoïdes de Lie leurs donnent une nouvelle
signification.

2.1 Liste des D-groupoïdes de Lie

Les arguments suivants prouvent qu’un D-groupoïde de Lie est décrit par une
seule équation. Soient I l’idéal d’un D-groupoïde de Lie et k le plus petit entier tel
que l’idéal Ik des équations d’ordre k de I engendre différentiablement I. D’après
l’hypothèse faite sur k, il existe une équation d’ordre k dans Ik − pr1Ik−1. Les zéros
de pr1Ik−1 sont fibrés sur les zéros de Ik−1 et la fibre générique est une sous-variété
de C donnée par une équation affine, c’est-à-dire un point dans le cas où pr1Ik−1 est
non trivial ou tout C dans le cas contraire. Le premier cas étant exclu par l’hypothèse
sur k, Ik ne contient que des équations d’ordre k et est donc engendré par une unique
équation.

15
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16 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

Ce fait sera important dans la suite mais la démonstration donnée au-dessus n’est
pas nécessaire dans la mesure où il découlera immédiatement de la principalité de
l’anneau C{x}[ d

dx
]. L’idéal décrivant une D-algèbre de Lie est engendré par une seule

équation. En divisant par le coefficient dominant de cette équation, on se ramène à
étudier une équation normalisée méromorphe. Le choix d’une coordonnée x sur ∆
donne des coordonnées (x, a0, . . . , ak) sur J∗k(∆ → T∆).

Proposition 2.1.1 ([Ma4]) Il n’y a que cinq types de D-algèbres de Lie sur ∆,
correspondant aux équations suivantes :

rang 0 : a0 = 0 notée A0

rang 1 : a1 + µa0 = 0 " A1(µ)
rang 2 : a2 + µa1 + µ′a0 = 0 " A2(µ)

rang 3 : a3 + νa1 + ν′

2
a0 = 0 " A3(ν)

rang ∞ : pas d’équation " A∞
µ et ν étant méromorphes sur ∆.

Preuve. – Un théorème de Lie [Lie] dit qu’une algèbre de Lie de champs de
vecteurs holomorphes sur un disque est de rang inférieur ou égal à trois ou infini.
L’équation engendrant l’idéal décrivant une D-algèbre de Lie est d’ordre inférieur ou
égal à trois car en ses points réguliers le rang des solutions doit être au plus trois. La
stabilité par crochet implique que si a(x) et b(x) sont deux solutions de l’équation,
a′b − b′a est aussi une solution. Examinons chacun des cas.
- Rang 1 : Toute équation a′ + µa = 0 avec µ méromorphe n’ayant qu’une droite de
solutions, elle définit une D-algèbre de Lie de rang 1.
- Rang 2 : Soit L(a) = a′′ + µa′ + νa = 0 une équation d’ordre 2. Prenons a et b
deux solutions de L. De l’égalité :

L(a′b − b′a) = (ν − µ′)(a′b − b′a)

nous déduisons qu’une équation d’ordre 2 définit une D-algèbre de Lie si et seulement
si elle est de la forme a′′ + µa′ + µ′a = 0.
- Rang 3 : Soit L(a) : a′′′ + µa′′ + νa′ + λa = 0 une équation d’ordre trois. Prenons
trois solutions a, b, c de L linéairement indépendantes. L’égalité :

L(a′b − b′a) = (2λ − ν ′)(ab′ − a′b) − µ′(ab′′ − a′′b) + µ(a′b′′ − a′′b′)

valable pour les couples (a, b), (a, c) et (b, c) donne trois expressions nulles si et
seulement si :

(2λ − ν ′)C1 − µ′C2 + µC3 = 0

où les Ci sont les colonnes (au déterminant près) de la matrice



a b c
a′ b′ c′

a′′ b′′ c′′



−1

.

Le déterminant de cette matrice ne s’annulant pas, il faut et il suffit que ν ′ = 2λ et
µ = 0 pour que notre équation décrive une D-algèbre de Lie. �
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2.1 Liste des D-groupoïdes de Lie 17

Remarque 2.1.2 L’équation d’une D-algèbre de Lie de rang deux s’écrit (a′ +
µa)′ = 0 et celle d’une D-algèbre de Lie de rang trois, (a′ + µa)′′ − µ(a′ + µa)′ = 0
avec ν = 2µ′ − µ2.

Proposition 2.1.3 Si x = ϕ(x) est un changement de coordonnées, les équations de
la proposition 2.1.1 dans les nouvelles coordonnées (x, a0, a1, a2, a3) sur J3(∆ → T∆)
sont :

rang 0 : a0 = 0
rang 1 : a1 + µ a0 = 0
rang 2 : a2 + µ a1 + µ′a0 = 0

rang 3 : a3 + ν a1 + ν′

2
a0 = 0

avec µ = µ ◦ ϕϕ′ + ϕ′′

ϕ′ et ν = ν ◦ ϕ(ϕ′)2 + 2ϕ′′′

ϕ′ − 3
(

ϕ′′

ϕ′

)2

.

Preuve. – Nous allons calculer les changements de coordonnées induit par ϕ
sur J3(∆ → T∆). Un champ de vecteur a(x) d

dx
s’écrit dans la coordonnée x a◦ϕ

ϕ′
d
dx

.
On en déduit le changement de coordonnées :

x = ϕ(x),
a0 = ϕ′a0,

a1 = ϕ′′

ϕ′ a0 + a1,

a2 = 1
ϕ′

(
ϕ′′

ϕ′

)′
a0 + ϕ′′

(ϕ′)2
a1 + 1

ϕ′ a2,

a3 = 1
ϕ′

(
1
ϕ′

(
ϕ′′

ϕ′

)′)′
a0 +

[
1

(ϕ′)2

(
ϕ′′

ϕ′

)′
+ 1

ϕ′

(
ϕ′′

(ϕ′)2

)′]
a1 + 1

(ϕ′)2
a3,

Les équations des D-algèbres de Lie dans les nouvelles coordonnées se normalisent
en divisant par le coefficient dominant en les équations annoncées. �

Nous allons chercher à intégrer ces algèbres, c’est-à-dire trouver des D-groupoïdes
de Lie ayant pour D-algèbres de Lie celles de la liste 2.1.1.

Théorème 2.1.4

1. L’équation ν(y)y2
1+2y3

y1
−3
(

y2

y1

)2

−ν(x) = 0 définit l’unique D-groupoïde ayant

pour D-algèbre de Lie A3(ν) et sera noté G3(ν).

2. L’équation µ(y)y1 + y2

y1
− µ(x) = 0 définit l’unique D-groupoïde ayant pour

D-algèbre de Lie A2(µ) et sera noté G2(µ).

3. La D-algèbre de Lie A1(µ) n’est intégrable que lorsque µ a un pôle simple de
résidu rationnel p

q
. Dans ce cas les groupoïdes intégrant cette D-algèbre de Lie

sont définis par :

γk(y)ykq
1 − γk(x) = 0 avec γk(x) = exp(kq

∫
µ)(x)

pour tout entier k. Ils seront notés Gk
1 (µ).
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18 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

4. Les D-groupoïdes ayant une D-algèbre de Lie de rang nul sont définis par une
équation h(x) − h(y) = 0 avec h holomorphe sur ∆.

Pour alléger les formules nous noterons S(ϕ) pour 2ϕ′′′

ϕ′ − 3
(

ϕ′′

ϕ′

)2

.

La preuve de ce théorème utilise le lemme suivant qui est la version sur le disque du
lemme 1.1.3.

Lemme 2.1.5 Soit I l’idéal définissant un D-groupoïde. Si xF appartient à l’idéal
I alors F appartient aussi à I.

Preuve du théorème 2.1.4. – Les solutions ϕ : (∆, a) → (∆, b) d’un D-groupoïde
de Lie laissent stable la D-algèbre de Lie du groupoïde. D’après la proposition 2.1.3,
l’équation traduisant l’invariance de A3(ν) par ϕ est l’équation de G3(ν). Cette
équation d’ordre trois est celle d’un sous-groupoïde de J∗3 (∆ − {0}). L’identité est
solution, et de la formule :

ν ◦ (ϕ1 ◦ ϕ2) ((ϕ1 ◦ ϕ2)
′)2 + S(ϕ1 ◦ ϕ2)) − ν

= (ν ◦ ϕ1 (ϕ′1)
2 + S(ϕ1) − ν) ◦ ϕ2 (ϕ′2)

2 + (ν ◦ ϕ2 (ϕ′2)
2 + S(ϕ2) − ν)

on déduit la stabilité par inversion et par la composition en dehors du point 0.
Le théorème 1.2.13 de B. Malgrange, rappelé dans le chapitre précédent, permet de
conclure que l’idéal réduit différentiablement engendré par l’équation de G3(ν) décrit
un D-groupoïde. Ce D-groupoïde intègre A3(ν) et contient tous les D-groupoïdes
intégrant cette algèbre. L’équation étant résolue par rapport à y3 au-dessus de ∆ −
{0}, un jet d’ordre k solution de G3(ν) se prolonge en un unique jet d’ordre k + 1
solution de l’idéal différentiel engendré par l’équation. On en déduit que si il existe
un autre D-groupoïde intégrant A3(ν), les zéros de son idéal sont ceux de l’équation
de G3(ν) au-dessus de ∆ − {0}. Les équations supplémentaires de son idéal sont
de la forme F (x, y, y1, . . . , yk) avec xF dans l’idéal engendré par G3(ν). Le lemme
précédent permet de conclure.

L’équation de G2(µ) vérifiée par les ϕ laissant invariante la D-algèbre de Lie
A2(µ) définit aussi un D-groupoïde de Lie. On le vérifie grâce à l’égalité :

µ ◦ (ϕ1 ◦ ϕ2)(ϕ1 ◦ ϕ2)
′ + (ϕ1◦ϕ2)′′

(ϕ1◦ϕ2)′
− µ

= (µ ◦ ϕ1ϕ
′
1 +

ϕ′′
1

ϕ′
1
− µ) ◦ ϕ2ϕ

′
2 + (µ ◦ ϕ2ϕ

′
2 +

ϕ′′
2

ϕ′
2
− µ).

Comme l’équation est résolue par rapport à y2 au-dessus de ∆ − {0}, on conclut
qu’il n’y a pas d’autres D-groupoïdes intégrant A2(µ).

On prouve le troisième point du théorème en remarquant que quelque soit µ et
quelques soient x et y dans (∆−R≤0), l’équation définie sur (∆−R≤0)×(∆−R≤0)×C∗

E(x, y, y1) =

(
exp(

∫
µ)

)
(y)y1 −

(
exp(

∫
µ)

)
(x) = 0
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2.1 Liste des D-groupoïdes de Lie 19

donne un D-groupoïde sur (∆−R≤0) qui intègre A1(µ). Si A1(µ) est intégrable sur
∆ par un D-groupoïde d’idéal I, les équations de ce groupoïde s’annulent sur les
zéros de E au voisinage de l’identité. Or les zéros de cette dernière équation sont
lisses et connexes au-dessus de (∆ − R≤0), les équations de I s’annulent donc sur
les zéros de E. Grâce au lemme précédent, I est inclus dans l’idéal engendré par E
au-dessus de (∆−R≤0). Quelque soit le jet d’ordre 1 (x, y, y1) solution de l’équation
E, il est aussi solution des équations d’ordre 1 de I. En évaluant ces dernières en ce
point, on obtient des équations holomorphes en x et y et polynomiales en exp(

�
µ)(x)

exp(
�

µ)(y)
.

En fixant y tel que exp(
∫

µ)(y) soit fini, ces équations donnent que exp(
∫

µ)(x) est
algébrique sur le corps des fonctions méromorphes sur ∆. On en déduit que µ doit
avoir un pôle simple de résidu rationnel.
Il nous reste à prouver que les équations de Gk

1 (ν) sont les seules à intégrer A1(µ). Soit
I l’idéal d’un D-groupoïde qui intègre cette D-algèbre de Lie ; nous allons regarder
les zéros de ses équations d’ordre un au-dessus de (∆ − R≤0). Nous connaissons
déjà un zéro au-dessus de (x, y) ∈ (∆ − R≤0) × (∆ − R≤0), c’est celui de troisième

coordonnée y1 =
exp(

�
µ)(x)

exp(
�

µ)(y)
. Les autres zéros au-dessus du même point différent de

celui-ci d’une composition à la source par un jet d’ordre 1 solution des équations
d’ordre un du D-groupoïde de la forme (x, x, θ). De telles solutions forment un
sous-groupe algébrique fini de C∗. Il existe donc un entier k tel que tous les zéros
de I au-dessus de (x, y) s’écrivent (x, y, θ

exp(
�

µ)(x)

exp(
�

µ)(y)
) avec θk = 1. Ce nombre k est

indépendant du point (x, y) que l’on a choisi. Considérons l’équation

Ek :

(
exp(

∫
µ)

)k

(y)yk
1 −

(
exp(

∫
µ)

)k

(x).

Nous allons montrer que cette équation est en faite méromorphe sur ∆ × ∆ × C∗.
L’idéal réduit I1 des équations d’ordre inférieur ou égal à un définit une hypersurface
de ∆ × ∆ × C∗ et est donc engendré par une équation : H(x, y, y1).La fonction
exp(

∫
µ) n’étant d’efinie qu’ à une constante multiplicative près, fixons ỹ tel que

exp(
∫

µ)(ỹ) = 1. Le graphe de y1 = exp(
∫

µ)(x) est donc solution de l’équation
H(x, ỹ, y1). La monodromie de exp(

∫
µ) est donc un sous-groupe de Z/kZ ; ce qui

implique la méromorphie de exp(
∫

µ)k. L’équation Ek engendre donc l’idéal I1. En
utilisant le lemme 1.1.3 et le théorème 1.2.13 comme précédemment, on obtient que
cette équation engendre différentiablement I.

Nous allons maintenant prouver le quatrième point du théorème 2.1.4. L’idéal des
équations d’ordre 0 d’un tel groupoïde est engendré par une équation : E ∈ O∆×∆.
D’après le lemme 1.1.3 et le théorème 1.2.13, cette équation engendre différentiable-
ment l’idéal du D-groupoïde.
Dans un premier temps, nous allons prouver que le lieu des zéros de E est une re-
lation d’équivalence analytique sur ∆ − {0}. Les inclusions (i) de la définition 1.2.2
donnent la reflexivité et la symétrie, c’est-à-dire E(x, x) = 0 et on a l’existence d’une
unité u telle que E(x, y) = uE(y, x). Considérons l’idéal I0 engendré par E(x, y)
et E(x, z) dans J0(∆ → ∆ × ∆) et I le système différentiel qu’il engendre sur
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20 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

J(∆ → ∆×∆). En dehors du lieu d’annulation des différentielles verticales ∂E
∂y

dy et
∂E
∂z

dz qui se trouve au-dessus de x = 0, le théorème des fonctions implicites implique
que les seules équations d’ordre zéro de I sont celles de I0. L’inclusion de transitivité
(ii) pour le D-groupoïde de Lie donne que E(x, y) appartient à I∩OJ0(∆→∆×∆) donc
à I0. Ceci nous donne la transitivité de la relation d’équivalence donnée par E.
Le lemme précédent affirme que E(0, y) 6≡ 0 ; on peut utiliser le théorème de prépa-
ration de Weierstrass et supposer, quitte à réduire ∆, que

E(x, y) = yk + ak−1(x)yk−1 + . . . + a0(x).

Pour x, y et z dans ∆ − {0} la propriété de transitivité s’écrit

E(x, y) = α(x, y, z)E(x, z) + β(x, y, z)E(z, y).

Si on fixe deux points x et z équivalents, on obtient l’égalité

E(x, y) = β(x, y, z)E(z, y).

En echangeant x et z ont obtient que β(x, y, z) est une unité. Les deux polynômes
en y, E(x, y) et E(z, y), étant unitaires, cette égalité s’écrit E(x, y) = E(z, y) d’où
a0(x) = a0(z). Les zéros de E(x, y) sont inclus dans les zéros de a0(x) − a0(y). Par
symétrie, il existe une unité u(x, y) telle que

E(x, 0) = u(x, 0)E(0, x)

donc a0(x) = u(x, 0)xk et l’équation a0(x) − a0(y) n’est pas identiquement nulle.
Les zéros de E(x, y) sont donc égaux aux zéros de a0(x) − a0(y). Les idéaux étant
réduits, a0(x) − a0(y) engendre les équations d’ordre 0 du groupoïde. �

Remarque 2.1.6 La preuve présenté ici du troisième point est assez lourde. B.
Malgrange a remarqué que dans le cas d’un D-groupoïde de Lie transitif de rang
fini, le groupe de Galois linéaire du système d’équation linéaire décrivant l’algèbre
de Lie de ce D-groupoïde de Lie est controlé par le groupe d’isotropie d’un point.
Dans le cas ci-dessus, ceci donne que le groupe de Galois de l’algèbre de Lie est fini,
ce qui n’arrive que lorsque ν a un pole simple de résidu rationnel.

Remarque 2.1.7 L’intégration des D-algèbres de Lie de rang 2 et 3 ne nécessite
pas la diminution du polydisque ∆. L’intégration des D-algèbres de Lie de rang 0 et
1 ne se fait a priori que sur des polydisques plus petits.

Remarque 2.1.8 Si on choisit sur (∆−R≤0) une primitive Schwartzienne V de ν
(S(V ) = ν), les solutions ϕ de G3(ν) vérifient

S(V ◦ ϕ) = S(V ).
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2.2 D-enveloppe d’un germe de difféomorphisme 21

1. L’application V semi-conjugue le groupoïde des solutions de G3(ν) au groupoïde
des homographies au-dessus de l’image de V .

2. On peut interpréter G3(ν) comme le groupoïde d’invariance d’une dérivée Schwart-
zienne ou le groupoïde des isométries d’une structure projective méromorphe.
Une dérivée Schwartzienne est une section méromorphe d’un fibré GL

(3)
1 équi-

variant sur ∆. Ce fibré se construit à partir du fibré des 3-repères R3 de
groupe structural GL

(3)
1 et de C muni de l’action de GL

(3)
1 suivante : soit

g = (0, 0, g1, g2, g3) ∈ GL
(3)
1 ,

g−1
� z = z(g1)

2 + 2
g3

g1

− 3

(
g2

g1

)2

.

Soit ν une section méromorphe de R3 ×D3 C. Le groupoïde d’isométries de ν
est défini par l’équation ϕ∗ν = ν qui est exactement l’équation de G3(ν).

2.2 D-enveloppe d’un germe de difféomorphisme

Dans cette partie, nous allons déterminer les germes de difféomorphismes f :
(C, 0) → (C, 0) qui sont solutions de D-groupoïdes de Lie de rang fini. Le champ de
vecteurs holomorphe a(x) d

dx
est solution des D-algèbres de Lie suivantes :

– A1(
a′

a
),

– A2(µ) avec µ solution méromorphe de a′′ + µa′ + µ′a = 0,
– A3(ν) avec ν solution méromorphe de a′′′ + νa′ + ν′

2
a = 0.

Ceci a pour conséquence qu’un germe de difféomorphisme de (C, 0) donné par le
flot d’un champ de vecteurs holomorphe a(x) d

dx
est solution des D-goupoïdes de Lie

suivants :
– G1(−a′

a
)

– G2(µ) avec µ = c−a′

a
c étant un nombre complexe,

– G3(ν) avec ν = −c2−2a′a′′+a′2

a2 .
Un germe de difféomorphisme tangent à l’identité f étant toujours formellement
conjugué au flot d’un champ de vecteurs ([M-R2]), il satisfait des équations formelles
de la forme :

γ̂ = γ̂ ◦ f(f ′)k, µ̂ = µ̂ ◦ ff ′ +
f ′′

f ′
et ν̂ = ν̂ ◦ f(f ′)2 + S(f)

construites en prenant l’image inverse par la normalisante formelle des équations
satisfaites par la forme normale. Nous allons regarder les conditions sur f pour
que l’une de ces équations soit méromorphe. Ceci nous donnera l’équation d’un D-
groupoïde dont f sera une solution.
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22 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

2.2.1 Premier cas, f est contractant ou dilatant : |f ′(0)| 6= 1

Dans ce cas f est analytiquement conjugué à sa partie linéaire. Comme les si-
militudes laissent stable le champ x d

dx
, ces difféomorphismes sont solutions d’un

D-groupoïde de Lie de rang 1, l’image inverse de G1(
−1
x

) par la linéarisante h, c’est-
à-dire G1(−h′

h
+ h′′

h′ ).

2.2.2 Deuxième cas, |f ′(0)| = 1 et f ′(0) n’est pas une racine
de l’unité

Dans ce cas, f est formellement linéarisable.

Théorème 2.2.1 ([Ma4]) Le difféomorphisme f est solution d’un D-groupoïde de
Lie de rang fini si et seulement si f est analytiquement linéarisable.

Preuve. – La preuve utilise la version du théorème de Maillet due à B. Mal-
grange [Ma2] :

Théorème Soient F (x, y, y1, ..yn) une fonction holomorphe et Φ̂ une solution
formelle de F (x, y, y′, ..y(n)) = 0 telle que ∂F

∂yn
6≡ 0 le long de Φ̂. Si le linéarisé de

F le long de Φ̂ :

L�ΦF =
∂F

∂y
(x, Φ̂, Φ̂′, ..Φ̂(n)) + . . . +

∂F

∂yn
(x, Φ̂, Φ̂′, ..Φ̂(n))

dn

dxn

est à singularité régulière alors Φ̂ est convergente.

D’après la remarque 2.1.2, si f est solution d’un D-groupoïde, elle est solution
d’un D-groupoïde de rang trois. Nous supposerons donc f solution de G3(ν). Sa
linéarisante formelle Φ̂ vérifie Φ̂(λx) = f ◦ Φ̂ où λ est la partie linéaire de f . Elle
transforme ν en

ν = ν ◦ Φ̂(Φ̂′)2 + S�Φ

qui est a priori une série formelle contenant un nombre fini de puissances négatives
de x. Elle doit cependant vérifier ν(x) = ν(λx)(λ)2. Comme λk 6= 1, ν(x) = c

x2

pour une constante c. La linéarisante est donc une solution formelle de l’équation
différentielle

c

x2
= ν ◦ Φ̂(Φ̂′)2 + S�Φ.

On applique alors le théorème ci-dessus à :

F (x, y, y1, y2, y3) =

(
ν(y)y2

1 + 2
y3

y1

− 3

(
y2

y1

)2

− c

x2

)
y2

1x
2y2.

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



2.2 D-enveloppe d’un germe de difféomorphisme 23

Son linéarisé le long de Φ̂ est

ν ′(Φ̂)(Φ̂′)2 +

(
2ν(Φ̂)Φ̂′ − 2

Φ̂′′′

(Φ̂′)2
+ 6

(Φ̂′′)2

(Φ̂′)3

)
d

dx
−
(

6
Φ̂′′

(Φ̂′)2

)
d2

dx2
+

2

Φ̂′

d3

dx3
.

Comme ν a un pôle d’ordre 2 en 0 et Φ̂ s’annule une fois en 0, le linéarisé de notre
équation le long de la solution formelle est à singularité régulière. �

2.2.3 Troisième cas, f est un difféomorphisme parabolique :
f ′(0) = 1

Nous utiliserons les notations et les résultats de [M-R2] (voir aussi [Ra]) ainsi que
les réultats de Écalle, Voronin et Malgrange ([Ec, Ma1]). Nous noterons ak,λ(x) =

2iπ xk+1

1+λxk et Xk,λ = ak,λ
d
dx

. Les germes de difféomorphismes gk,λ = exp(Xk,λ) sont
les formes normales formelles des germes de difféomorphismes paraboliques. Ils ad-
mettent pour intégrales premières Hk,λ(x) = x−λe1/kxk

. Pour tout f(z) = z +

czk+1 + . . ., il existe un champ formel X̂ = czk+1 + . . . d
dx

tel que f = exp X̂ et

un difféomorphisme formel ĥ qui conjugue X̂ à Xk,λ (donc f à gk,λ). Un théorème
d’Écalle-Martinet-Ramis dit que ĥ est k-sommable de somme (Ui, hi) sur 2k secteurs
Ui. On note inv(f) = (hi(Ui) ∩ hi+1(Ui+1), hi+1 ◦ h−1

i ) les invariants analytiques
d’Écalle-Voronin définis à automorphisme près sur le disque du modèle formel et
s(f) = (Ui ∩ Ui+1, h

−1
i+1 ◦ hi) leurs analogues sur ∆.

Lemme 2.2.2 Soit f un difféomorphisme parabolique et X̂ le champ formel tel que
f = exp(X̂). Le difféomorphisme f est solution d’un D-groupoïde si et seulement si
X̂ est solution de sa D-algèbre de Lie.

Preuve. – Nous ne traiterons que le cas où f est solution d’un D-groupoïde de
Lie de rang trois. Le cas où le D-groupoïde est de rang deux ou un se traiterait de
la même manière.
Soit G3(ν) le D-groupoïde de Lie dont f est solution. Le groupe à un paramètre
f̂ ◦t = exp tX̂ = Σn≥0an(t)xn définit des séries formelles convergentes au moins pour
t entier, les an étant des polynômes en t. L’expression :

ν − ν ◦ f̂ ◦t(f̂ ◦t)′2 − S(f̂ ◦t)

avec ν méromorphe, nous donne une série formelle Σn≥deg(ν)bn(t)xn où les bn sont
des polynômes en t. Le difféomorphisme f et ses itérés vérifiant l’équation, les bn

s’annulent sur Z et sont donc identiquement nuls. Les séries f̂ ◦t forment donc une
famille à un paramètre de solutions formelles de G3(ν). En linéarisant

ν − ν ◦ f̂ ◦t(f̂ ◦t)′2 − S(f̂ ◦t) ≡ 0

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



24 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

en t = 0, on trouve que le champ X̂ satisfait l’équation de A3(ν).

Réciproquement, supposons que le champ formel X̂ soit solution. Par des argu-
ments standard de la théorie de la sommabilité des solutions d’équations différen-
tielles linéaires (voir [Ra]), le polygone de Newton de l’équation de A3(ν) n’ayant
qu’une pente, le champ est k-sommable pour un certain k. Ses sommes seront aussi
solutions de A3(ν). Restreint sur chaque secteur de sommation, on a un groupoïde
sans singularité. Dans ce cas l’exponentielle d’un champ solution de l’algèbre est
solution du groupoïde [Mck]. Ceci étant valable sur tous les secteurs, l’exponentielle
du champ est solution du D-groupoïde de Lie. �

Proposition 2.2.3

1. Si f est solution d’un D-groupoïde de Lie, s(f) est solution du même D-
groupoïde de Lie.

2. Soit f de forme normale gk,λ et d’invariant analytique inv(f). Le difféomor-
phisme f est solution d’un D-groupoïde de Lie de rang r si et seulement si
il existe un D-groupoïde de Lie de rang r admettant gk,λ et inv(f) comme
solutions.

Preuve. – Nous regarderons dans un premier temps le cas où f est solution
d’un groupoïde de rang trois.

Commençons par le deuxième point. Soient f un difféomorphisme tangent à
l’identité solution d’un D-groupoïde G3(ν) et ĥ sa normalisante de k-somme (Ui, hi).
Les sommes sectorielles nous permettent de construire des groupoïdes G3(νi) sur
hi(Ui) tels que Xk,λ soit solution de leurs D-algèbres de Lie. Les νi provenant tous
du même ν par des transformations hi ayant même développement asymptotique
en 0, ils ont le même développement asymptotique en 0. De plus il est facile de
déterminer précisement la forme de ces fonctions. Comme pour tout νi le champ
de vecteurs ak,λ

d
dx

est solution de A3(νi), les νi sont tous solutions de l’équation
différentielle linéaire

a′′′k,λ + νia
′
k,λ +

ν ′i
2

ak,λ = 0.

On en déduit qu’il existe des constantes ci telles que

νi =
−c2

i + a′2k,λ − 2a′′k,λak,λ

a2
k,λ

.

Pour que leur développements asymptotiques soient les mêmes, il faut que les constan-
tes soient égales. Les νi sont donc égaux et définissent une fonction méromorphe ν
sur la réunion des hi(Ui). Par construction, gk,λ est solution de G3(ν) et les inva-
riants analytiques de f laissent invariant G3(ν), ils sont donc aussi solutions de ce
D-groupoïde de Lie.
Réciproquement, supposons que gk,λ et inv(f) soient solutions d’un D-groupoïde
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2.2 D-enveloppe d’un germe de difféomorphisme 25

G3(ν). Nous allons utiliser le premier point de la remarque 2.1.8 pour décrire G3(ν)
comme groupoïde d’invariance de la dérivée schwartzienne d’une fonction V . Puis
nous tirerons en arrière cette fonction par chaque normalisante sectorielles. Sur
chaque ouvert sectoriel hi(Ui) on peut choisir une primitive Schwartzienne de ν :
V i (S(Vi) = ν) telles que V i = V i+1 pour i ∈ {1, . . . , k − 1} et V 1 = γ ◦ V k où γ est
une homographie. Comme hi+1 ◦ h−1

i est solution de G3(ν),

V i+1 ◦ hi+1 ◦ h−1
i = αi ◦ V i+1

pour une homographie αi. On note Vi la fonction définie sur Ui par V i ◦ hi. Si
i ∈ {1, . . . , k − 1}, Vi+1 = αi ◦ Vi et V1 = αk ◦ γ ◦ Vk. Sur chaque secteur Ui, le
pull-back par hi du D-groupoïde de Lie G3(ν) est G3(νi) avec νi = S(Vi). On obtient
ainsi un groupoïde de paramètre uniforme ν à croissance méromorphe en 0 ; d’après
le théorème des singularités inexistantes de Riemann, ν est méromorphe en 0. Le
difféomorphisme f étant solution sur les secteurs, il est solution de G3(ν).

Le premier point est conséquence du second. Dans la construction précédente on
obtient

Vi+1 ◦ (h−1
i+1 ◦ hi) = Vi et V1 ◦ (h−1

1 ◦ hk) = γ ◦ Vk.

En prenant la dérivée Schwartzienne de ces égalités, tous les h−1
i+1 ◦ hi sont solutions

de G3(ν).

Le cas des D-groupoïdes de Lie de rang deux G2(µ) se traite de la même manière.
Le seul changement consiste à remplacer la primitive schwartzienne de ν par une
solution de V ′′

V ′ = µ.
On étudie le cas des D-groupoïdes Gk

1 (µ) à partir de G2(µ) qui les contient. Le

cocycle inv(f) est donc composé de solutions de G2(µ) = G2(
c−a′

k,λ

ak,λ
) asymptotes à

l’identité. Comme µ a un pôle simple, la constante c doit être nulle. Dans ce cas, la
seule solution asymptote à l’identité est l’identité. �

Le théorème suivant donne la liste des germes de difféomorphismes paraboliques
ayant une D-enveloppe de rang fini. Pour cela nous utiliserons les invariants “géo-
métriques” (ϕi,i+1) de Martinet-Ramis définis par ϕi,i+1 ◦ (Hk,λ ◦ hi+1) = Hk,λ ◦ hi.
Ils sont alternativement définis au voisinage de 0 ou de l’infini sur les sphères du
chapelet décrivant l’espace des orbites de f [M-R2].

Théorème 2.2.4

1. Un difféomorphisme tangent à l’identité est solution d’un D-groupoïde de Lie
de rang 3 si et seulement si il existe un entier positif p tel que les invariants

géométriques soient de la forme τ
p
√

1+aiτp en 0 et τ p

√
1 + bi

τp en ∞. De tels

difféomorphismes seront appellés, d’après J. Écalle, binaires.

2. Un difféomorphisme tangent à l’identité est solution d’un D-groupoïde de Lie
de rang 2 si et seulement si il existe un entier p tel que les invariants géome-
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26 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

triques soient ou bien de la forme τ
p√1+aiτp en 0 et τ en ∞ ou bien de la forme

τ en 0 et τ p

√
1 + bi

τp en ∞. De tels difféomorphismes seront appellés unitaires.

Preuve. – Pour avoir la forme des invariants géométriques il faut considérer
un D-groupoïde dont gk,λ est solution, déterminer les solutions de ce groupoïde
asymptotes à l’identité et commutant à gk,λ, puis les lire dans la variable Hk,λ.

Commençons par le premier point. Soit G3 un D-groupoïde de Lie dont gk,λ est
solution. Le champ Xk,λ est solution de sa D-algèbre de Lie A3. Sur un secteur
d’ouverture 2π

k
, Xk,λ est conjugué à X1,0 par une conjugaison qui fait correspondre à

un germe sectoriel asymptote à l’identité, un germe sectoriel asymptote à l’identité et
qui conjugue Hk,λ à H1,0 [M-R2]. Le D-groupoïde G3 est donc conjugué sur ce secteur
à un D-groupoïde G̃3 de D-algèbre de Lie Ã3. Par construction X1,0 est solution de Ã3

donc Ã3 = A3(
−γ
x4 ), pour une constante complexe γ, et G̃3 = G3(

−γ
x4 ). Les équations de

G3(
−γ
x4 ) se résolvent explicitement. Un changement de variable y = 1/x transforme le

D-groupoïde en G3(−γ) sur un voisinage de l’infini. Les solutions locales de A3(−γ)
sont engendrées par les champs d

dx
, e−δy d

dx
et eδy d

dx
avec δ2 = γ. Ces champs se

réécrivent eδy d
d(eδy)

, d
d(eδy)

, et e2δy d
d(eδy)

. Ceci signifie que les solutions de G3(−γ) sont

les homographies en la variable eδy :

y 7→ 1

δ
log

(
aeδy + b

ceδy + d

)

pour n’importe quelle détermination du logarithme. Les solutions asymptotes à
l’identité sont de la forme :

y 7→ y + 1
δ
log(1 + be−δy) sur les secteurs <(δy) > 0

y 7→ y − 1
δ
log(1 + aeδy) sur les secteurs <(δy) < 0

pour la détermination du logarithme qui vaut 0 en 1. Pour qu’ils commutent à g1,0

il faut que δ soit entier. En lisant ces éléments dans la variable H1,0 = ey on obtient
la forme cherchée pour les invariants géométriques.

On prouve le deuxième point de la même manière. Soit G2 un D-groupoïde dont
gk,λ est solution. Pour les même raisons que précédemment, déterminer les solu-
tions asymptotes à l’identité de G2 revient à déterminer les solutions asymptotes
à l’identité d’un D-groupoïde de Lie de rang deux tel que X1,0 soit solution de sa
D-algèbre de Lie. Ces D-groupoïdes sont G2(

γ−2x
x2 ). Ici encore, les équations de ces

D-groupoïdes de Lie se résolvent. En faisant le changement de variable y = 1
x
, on

transforme G2(
γ−2x

x2 ) en G2(−γ) sur un voisinage de l’infini. Les solutions de A2(−γ)
sont engendrées par les champs de vecteurs d

dy
et eγy d

dy
qui se réécrivent e−γy d

d(e−γy)

et d
d(e−γy)

. Les solutions de G2(−γ) sont les applications affines en la variable e−γy

c’est-à-dire,

y 7→ −1

γ
log
(
ae−γy + b

)
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2.3 Classe de conjugaison analytique d’un D-groupoïde de Lie 27

pour n’importe quelle détermination du logarithme. Les éléments asymptotes à
l’identité sont :

y 7→ y − 1

γ
log(1 + beγy)

sur le secteur <(γy) < 0. Pour qu’une telle application commute à g1,0 il faut que γ
soit entier. Suivant le signe de γ on sera dans l’une des deux situations suivantes.

Le signe de γ est négatif. Le D-groupoïde G2 n’admet de solution asymptote à
l’identité que sur les secteurs <(xk) > 0, qui correspondent aux secteurs où l’intégrale
première devient infinie. Les recollements des sphères se font donc par l’identité pour
les recollements en 0 et par un germe de difféomorphisme de la forme cherchée pour
les recollements en l’infini.

Le signe de γ est positif. Le D-groupoïde n’admet de solution asymptote à l’iden-
tité que sur les secteurs <(xk) < 0 où l’intégrale première tend vers zéro. La situation
est donc inversée. Les recollements des sphères se font donc par l’identité pour les
recollements en l’infini et par un germe de difféomorphisme de la forme cherchée
pour les recollements en 0. �

2.2.4 Quatrième cas, le difféomorphisme est résonnant :
f ′(0)k = 1

Si f(x) = e2iπp/qx + . . . est un difféomorphisme résonnant alors f ◦q sera tangent
à l’identité. Deux cas sont à regarder.

Le premier est celui des difféomorphismes périodiques de période k. Ces germes
sont analytiquement linéarisables par h =

∑k
i=1

1
λi f
◦i où λ est la partie linéaire de f .

Sa D-enveloppe est donc de rang nul et est donnée dans la coordonnée linéarisante
x par l’équation xk − yk = 0.

Le deuxième cas, celui des difféomorphismes résonnants non périodiques, est
traité par la proposition suivante.

Proposition 2.2.5 f est solution d’un D-groupoïde de Lie si et seulement si f ◦q

est solution du même D-groupoïde de Lie.

Preuve. – Supposons que f ◦q est solution d’un D-groupoïde de Lie. Lorsque
nous normalisons sectoriellement f ◦q, ses racines sont envoyées sur les racines de la
forme normale : e2iπp/q exp(1

q
xq+1

1−λxq
d
dx

). Ces dernières sont solutions des D-groupoïdes
contenant la forme normale. Cela signifie que f est solution sur tous les secteurs,
donc en 0, du D-groupoïde de Lie. L’autre sens est évident. �

2.3 Classe de conjugaison analytique d’un D-grou-

poïde de Lie

Nous rappelons que si φ est un difféomorphisme de (∆, 0) dans (∆, 0) alors φ
conjugue :
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28 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

– Gk
1 (µ) à Gk

1 (µ ◦ φφ′ + φ′′

φ′ )

– G2(µ) à G2(µ ◦ φφ′ + φ′′

φ′ )

– G3(ν) à G3(ν ◦ φ(φ′)2 + S(φ)) .

Définition 2.3.1 Nous dirons d’un D-groupoïde de Lie qu’il est singulier-régulier
(resp. singulier-irrégulier) lorsque l’équation de sa D-algèbre de Lie est à singularité
régulière (resp. irrégulière).

Un D-groupoïde de Lie de rang un est toujours singulier-régulier, G2(µ) est
singulier-régulier si et seulement si µ(x) = h(x)

x
avec h holomorphe et G3(ν) est

singulier-régulier si et seulement si ν(x) = h(x)
x2 avec h holomorphe. Les conjugai-

sons seront, sauf mentions contraires, réalisées par des difféomorphismes tangents à
l’identité.

2.3.1 D-groupoïdes de Lie singuliers-réguliers

Théorème 2.3.2

1. Soit G1(
h(x)

x
) un D-groupoïde de Lie de rang 1,

– si h(0) /∈ Z≤−2 alors le groupoïde est conjugué par un difféomorphisme tan-
gent à l’identité à G1(

h(0)
x

)
– si h(0) ∈ Z≤−2 alors le groupoïde est conjugué par un difféomorphisme tan-

gent à l’identité à G1(
h(0)

x
+ λ(h(0)+1)x−h(0)−2

1−λx−h(0)−1 ) pour un nombre complexe λ.

2. Soit G2(
h(x)

x
) un D-groupoïde de Lie de rang 2,

– si h(0) /∈ Z≤−2 alors le groupoïde est conjugué par un difféomorphisme tan-

gent à l’identité à G2

(
h(0)

x

)

– si h(0) ∈ Z≤−2 alors le groupoïde est conjugué par un difféomorphisme tan-

gent à l’identité à G2

(
h(0)

x
+ λ(h(0)+1)x−h(0)−2

1−λx−h(0)−1

)
pour un nombre complexe λ.

3. Soit G3(
h(x)
x2 ) un D-groupoïde de Lie de rang 3,

– si 1 −
√

1 + h(0) /∈ Z≥2 alors le groupoïde est conjugué par un difféomor-

phisme tangent à l’identité à G1

(
h(0)
x2

)

– si 1 −
√

1 + h(0) ∈ Z≥2 alors le groupoïde est conjugué par un difféomor-

phisme tangent à l’identité à G3

(
h(0)
x2 + λ(h(0)−1)x

√
1−h(0)−2

1−λx
√

1−h(0)
+ 3λ(h(0)−1)x

√
1−h(0)−2

(1−λx
√

1−h(0))2

)

pour un nombre complexe λ.

Preuve. – Traitons d’abord le premier cas. La D-algèbre de Lie A1(
h(x)

x
) a une

solution de la forme x−h(0)Φ d
dx

avec Φ(0) = 1 . Ce champ est conjugué à x−h(0) d
dx

si h(0) /∈ {−2,−3, ...} et à x−h(0)

1−λx−h(0)−1
d
dx

sinon. La conjuguante conjugue les D-

groupoïdes de Lie Gk
1 (h(x)

x
) à l’une des deux formes indiquées suivant le cas dans

lequel on se trouve.
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2.3 Classe de conjugaison analytique d’un D-groupoïde de Lie 29

Le deuxième cas se ramène au premier en normalisant la sous-D-algèbre de Lie A1(µ)
de A2(µ).
Dans le troisième cas on cherche une sous-D-algèbre de Lie de rang deux de A3(ν).
Pour cela il faut résoudre 2µ′ − µ2 = ν c’est-à-dire 4y′′ + νy = 0 avec µ = −2y′

y
. On

trouve une solution y = x(1/2−1/2
√

1+h(0))Φ avec Φ une unité. D’où

µ =

√
1 + h(0) − 1

x
+

Φ′

Φ
.

La normalisante de cette D-algèbre de Lie conjugue A3(ν) à la seule D-algèbre de
Lie de rang trois contenant la D-algèbre de Lie de rang deux normalisée. Suivant les
cas, elle est donné par l’une des deux formes de l’énoncé. �

Remarque 2.3.3 Si on ne s’autorise que des conjugantes tangentes à l’identité, les
classes décrites au-dessus sont toutes différentes. Si on s’autorise des conjugaisons
par des similitudes, le nombre λ peut dans tous les cas être ramené à 1.

2.3.2 D-groupoïdes de Lie singuliers-irréguliers

Nous allons regarder les D-groupoïdes de Lie G2(
h(x)
xk+1 ) et G3(

h(x)
xk+2 ). Par une re-

cherche directe des solutions formelles en 0 de leur D-algèbre de Lie, nous obtenons
que A2(

h(x)
xk+1 ) et A3(

h(x)
x2k+2 ) ont un champ formel solution de la forme xk+1Φ̂ d

dx
où

Φ̂ est une unité et que A3(
h(x)

x2k+1 ) a une solution formelle xk+1/2Φ̂ d
dx

. Comme nous
l’avons rappelé les champs de vecteurs formels se normalisent formellement sur des
champs simples xk+1

1−λxk
d
dx

. L’unique champ formel solution de la D-algèbre de Lie et
le coefficient h(0) déterminent complètement le D-groupoïde de Lie initial grâce aux
formules données au début de la partie 4.4. En normalisant formellement ces champs
nous obtenons la proposition 2.3.4. Puis en étudiant cette normalisante suivant la
démarche de [M-R2], nous donnerons un système complet d’invariants de la classe
de conjugaison d’un D-groupoïde de Lie dans une classe formelle fixée. (théorème
2.3.6)

Proposition 2.3.4

1. G2(
h(x)
xk+1 ) est formellement conjugué à

G2

(
h(0)

xk+1
− λh(0)

x
− k + 1

x
+

λkxk−1

1 − λxk

)
noté G2(k + 1, λ, h(0))

où λ est le résidu du champ formel solution en 0 de la D-algèbre de Lie.

2. G3(
h(x)

x2k+2 ) est formellement conjugué à

G3

(
h(0)

x2k+2
− 2h(0)λ

xk+2
+

h(0)λ2 + k2 − 1

x2
− λk2xk−2

1 − λxk
− 3

λk2xk−2

(1 − λxk)2

)

noté G3(2k + 2, λ, h(0)).
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30 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

3. G3(
h(x)

x2k+1 ) est formellement conjugué à

G3

(
h(0)

x2k+1
− k2 − k − 3/4

x2

)
noté G3(2k + 1, 0, h(0)).

Corollaire 2.3.5 Les D-groupoïdes de Lie singuliers-irreguliers G2(
h(x)
xk+1 ) et G3(

h(x)
x2k+2 )

contiennent un germe de difféomorphisme holomorphe en 0.

Preuve du corollaire 2.3.5. – Commençons par le D-groupoïde de Lie de rang
trois.

Soit X̂ =
(
2iπxk+1 + . . .

)
d
dx

le champ formel solution en 0 de A3(
h(x)

x2k+2 ) et N̂ sa

normalisante formelle (X̂ = N̂∗Xk,λ ) de sommes sectorielles (Ni)i. Elles conjuguent
G3(

h(x)
x2k+2 ) à G3(2k + 2, λ, h(0)). Pour que exp(X̂) converge il faut et il suffit, d’après

[M-R2], que Ni+1◦N−1
i commutent à exp(X̂) (∗). Nous allons chercher dans la droite

engendrée par X̂ un champ vérifiant cette condition (∗).
Le champ cX̂ est envoyé par N̂ sur cXk,λ. La forme normale de cX̂ est Xk,λ/c et sa
normalisante est c1/kN̂ . L’image de G3(

h(x)
x2k+2 ) par c1/kN̂ est le D-groupoïde de Lie

dont la D-algèbre de Lie contient le champ Xk,λ/c. Il est de la forme G3(2k+2, λ/c, γ).
En calculant le coefficient 1

x2k+2 on trouve γ = h(0)c2. Le cocycle défini par cette
normalisante est donc une solution de G3(2k+2, λ/c, h(0)c2). Nous allons regarder les
solutions de ce groupoïde sur le secteur de définition d’une composante du cocycle.
On utilise successivement l’application x 7→ kxk qui envoie Xk,λ/c sur X1,λ/ck et
G3(2k + 2, λ/c, h(0)c2) sur G3(4, λ/ck, h(0)c2) puis l’application x 7→ x

1+λ/ckx log x
qui

envoie X1,λ/ck sur X1,0 et G3(4, λ/ck, h(0)c2) sur G3(4, 0, h(0)c2) et enfin l’application
y = 1

x
envoie X1,0 sur 2iπ d

dy
et G3(4, 0, h(0)c2) sur G3(−1, 0, h(0)c2). L’image de

Ni+1 ◦ N−1
i par cette suite de conjugaisons sectorielles est donc une solution du D-

groupoïde de Lie G3(−1, 0, h(0)c2). Ses solutions sont les homographies en ec
√

h(0)y.
La condition (∗) se traduit par le fait de commuter à la translation par 2iπ. Le fait
d’avoir un développement asymptotique égal à l’identité donne alors

√
h(0)c ∈ Z.

Le champ
�X√
h(0)

convient.

Le cas du D-groupoïde de Lie de rang deux se traite de la même manière. Les
conjugués des Ni+1 ◦ N−1

i sont dans ce cas des solutions de G2(−1, 0, h(0)c) et sont
donc des applications affines en la variable e−ch(0) infiniment tangente à l’identité.
Pour satisfaire la condition (∗), il suffit de prendre c = 1

h(0)
. �

La classification analytique des D-groupoïdes de Lie singuliers-irréguliers de rang
deux ou de rang trois à pôle d’ordre pair est donc exactement celle du germe de
difféomorphisme donné par le premier temps de convergence de l’exponentielle du
champ formel solution de la D-algèbre de Lie. Pour étudier les groupoïdes de rang 3
à pôle d’ordre impair, nous nous ramènerons au cas d’un groupoïde à pôle pair par
le revêtement double x 7→ x2.
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2.3 Classe de conjugaison analytique d’un D-groupoïde de Lie 31

Nous noterons G le faisceau des germes sectoriels de difféomorphismes tangents
à l’identité et G∞ le sous-faisceau des germes infiniment tangents à l’identité. Soit
G un groupoïde modèle de la proposition 2.3.4, nous noterons G∞(G) le faisceau
sur S1 des solutions de G asymptotes à l’identité et commutant avec le premier
temps convergent de l’exponentielle du champ formel de la D-algèbre de Lie. Pour
tout arc de cercle α, G∞(G)(α) est constitué des solutions de G définies sur un
germe de secteur d’ouverture α, admettant un développement asymptotique égal à
l’identité et commutant à expX̂ où X̂ est la solution formelle du linéarisé de la forme(

2iπ
h(0)

xk+1 + . . .
)

d
dx

.

Nous noterons Z1 (S1,G∞(G)) l’ensemble des 1-cochaînes du faisceau calculées
sur un bon recouvrement de S1 (c’est-à-dire un recouvrement par des ouverts qui ne
s’intersectent que deux à deux).

Nous utiliserons le théorème suivant.

Théorème (Malgrange) L’application ∂ : C0 (S1,G) → Z1 (S1,G∞) est surjec-
tive.

Théorème 2.3.6

1. Soit G2 un groupoïde modèle de rang 2. L’ensemble des classes de conjugai-
son analytique contenues dans la classe de conjugaison formelle de G2 est en
correspondance biunivoque avec Z1(S1,G∞(G2)).

2. Soit G3 un groupoïde modèle de rang 3. L’ensemble des classes de conjugai-
son analytique contenues dans la classe de conjugaison formelle de G3 est en
correspondance biunivoque avec Z1(S1,G∞(G3)).

Preuve. – Soit G2(µ) formellement conjugué à G2. Sa D-algèbre de Lie A2(µ)

contient un champ formel. La normalisante formelle de ce champ N̂1 est sommable,
de somme (Ni)i sur un bon recouvrement de S1 par des secteurs. Elle définit un
cocycle : le cobord de (N−1

i ) qui est dans Z1(S1,G∞(G2)) d’après la proposition 2.2.3.
Si un autre groupoïde de normalisante N̂2 définit le même cocycle, cela signifie que
N̂−1

1 ◦ N̂2 est convergente et conjugue les deux groupoïdes. Étant donné un cocycle,
le théorème de Malgrange ci-dessus et la proposition 2.2.3 dit que c’est le cocycle
d’un D-groupoïde de Lie formellement conjugué à G2.

Le cas des D-groupoïdes de Lie de rang 3 et de pôle d’ordre pair se traite exac-
tement de la même manière.

La preuve dans le cas des D-groupoïdes de Lie de rang 3 et de pôle d’ordre impair
se fait sur le revêtement double de la même manière. Mais il faut vérifier que la
conjuguante construit sur le revêtement double se projette. Soient G3 un groupoïde
modèle de rang trois et de pôle impair et G(2)

3 son relevé au revêtement double.

Nous noterons Z1
(

S1,G∞(G(2)
3 )
)S

l’ensemble des 1-cocycles du faisceau définis sur

un recouvrement symétrique pour le demi-tour et constitués de germes sectoriels
symétriques ; ce sont les relevés des cocycles de G∞(G3). Le champ relevé du champ
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32 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

solution de l’algèbre A3 de G3 est x2k d
dx

. Il faut s’assurer qu’un cocycle symétrique
est réalisable comme bord d’une 0-chaîne symétrique afin de pouvoir projeter celle-ci
et recupérer un D-groupoïde de Lie en bas.

Si la 0-cochaîne (Ni(x)) a un cobord dans Z
1(S1,G∞(G(2)

3 ))S on peut l’utiliser
pour construire un D-groupoïde de Lie conjugué sectoriellement au D-groupoïde de
Lie modèle. On peut aussi utiliser la 0-cochaîne (Mi(x) = −Ni(−x)). Les pull-back
du champ formel x2k d

dx
par N̂(x) et par M̂(x) = −N̂(−x) sont les mêmes champs à

cause de la parité de son coefficient. Par unicité de la normalisante formelle tangente
à l’identité, on en déduit qu’elle est impaire. Par unicité des sommes de la série
formelle, celles-ci doivent être symétriques. �

2.4 Un calcul explicite de la D-enveloppe d’un dif-

féomorphisme

Franck Loray a remarqué que des équations similaires à celles des D-groupoïdes
de Lie sur ∆ avait déjà été trouvées par J. Écalle dans Les fonctions résurgentes
Tome 2 pp 472-490. Les résultats de J. Écalle permettent de calculer un élément
privilégié de la classe de conjugaison d’un difféomorphisme donné puis de trouver
pour les cas décrits au théorème 2.2.4 l’équation du D-groupoïde de Lie dont il est
solution. Le représentant de J. Écalle de la classe de conjugaison est solution d’un
D-groupoïde de paramètre rationnel. Malheureusement nous ne savons refaire les
calculs que dans le cas d’un difféomorphisme unitaire, de résidu nul, c’est-à-dire
formellement conjugué à gk,0

Nous allons travailler dans la variable y = 1
x

et noterons z la variable du plan de
Borel. Soit f un germe de difféomorphisme de forme normale gk,0. Nous pouvons
supposer que f s’écrit y(1− 2iπ

yk + c
y2k + . . .). Nous allons regarder f dans la variable

ky1/k, la normalisante formelle donne alors une série formelle f ∗ en y1/k appellée
itérateur de f qui vérifie

f ∗ ◦ f = f ∗ − 2iπ et f ∗ = y + F̂ .

Dans le cas des difféomorphismes unitaires et binaires, la théorie des fonctions ré-
surgentes permet de calculer explicitement l’itérateur d’un germe de difféomorphis-
me “canonique” dans la même classe analytique que f . Nous pourrons, grâce à la
proposition 2.2.3, calculer l’équation de la D-enveloppe du germe canonique. Ces
difféomorphismes canoniques ont la propriété que leurs D-enveloppes sont des grou-
poïdes G3(ν) ou G2(µ) avec ν et µ rationnelles (propositions 13e1 p475 et 13f6 p490
des fonctions résurgentes Tome 2).

Nous allons regarder F̂ dans le plan de Borel. Nous commencerons par rappeler
quelques formules (voire [Lo]). Les objets en gras sont les versions sur le plan de
Borel des objets du plan complexe. La transformée de Borel d’une série formelle
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2.4 Un calcul explicite de la D-enveloppe d’un difféomorphisme 33

Ĝ =
∑

n≥0 any−(n+1) est la série formelle G =
∑

n≥0 an
zn

n!
. Cette transformation

se généralise en définissant la transformée de Borel de y−(α+1) lorsque α ∈ C − Z

par zα

Γ(α+1)
où Γ est la fonction d’Euler, et celle de yn pour n ∈ N par δ(n) la n-ième

dérivée de la masse de Dirac en 0. La transformée de Borel du produit de deux séries
formelles est un produit de convolution des deux transformées que nous noterons ∗.
Les opérateurs de dérivation, d’exponentialisation et de composition se traduisent
dans le plan de Borel de la manière suivante ([Lo], 3.6) :

– ∂∂∂ : g 7→ −zg
– exp : g 7→ δ +

∑
n≥1

1
n!

g∗n

– ( · ◦◦◦φ) : g 7→ g +
∑

n≥1
1
n!

(φ − δ′)∗n ∗ ∂∂∂n g.

La transformée de F̂ , F est une fonction holomorphe au voisinage de zéro dans
la variable z1/k ayant des singularités au-dessus de Z. Ces singularités empêchent F

d’être une fonction entière donc F̂ de converger. Elles sont particulières et s’étudient
grâce au dérivations étrangères ∆ω. Nous ne donnerons pas la définition des dérivées
etrangères et renvoyons à [Ec] et [Lo].
La fonction F vérifie les équations de résurgence

∆ωF = Aωexp(−pF)

pour wk = p ∈ Z, où les Aω sont des nombres complexes appellés coefficients de
résurgence. Les difféomorphismes unitaires dont les invariants géométriques sont des
homographies ramifiées à l’ordre p sont alors ceux dont l’itérateur n’a des coefficients
de résurgence non nuls qu’au-dessus de p. Les difféomorphismes binaires d’invariants
géométriques des homographies ramifiées à l’ordre p sont ceux dont l’itérateur n’a
des coefficients de résurgence non nuls qu’au-dessus de p et −p.

Remarque 2.4.1 Comme nous avons choisi l’itérateur qui conjuque le germe de
difféomorphisme à la translation par −2iπ, les coefficients de résurgence définis ci-
dessus sont −2iπ fois ceux de [Ec] et [Lo].

Théorème ([Ec])

1. Deux difféomorphismes formellement conjugués le sont analytiquement si et
seulement si ils ont les mêmes coefficients de résurgence.

2. Si F est holomorphe en zéro dans la variable z1/k, à croissance exponentielle
d’ordre inférieur à un dans la variable z et vérifie les équations de résurgence
ci-dessus, alors y + F̂ est l’itérateur d’un germe de difféomorphisme.

2.4.1 Le cas unitaire de résidu nul

Nous allons construire un D-groupoïde dont f est solution en tirant en arrière par
un D-groupoïde dont la translation et les invariants analytiques de f sont solutions.
La preuve du deuxième point du théorème 2.2.4 nous donne le seul D-groupoïde dont
la translation et les invariants analytiques sont solutions : c’est G2(p) avec p l’ordre
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34 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

de ramification des invariants. En partant de G2(p) on construit un D-groupoïde
de Lie dont f est solution de la manière suivante. L’itérateur f ∗ transporte G2(p)
sur un D-groupoïde de Lie, dans la variable y1/k, dont f est solution : G2(µ̃) avec
µ̃ = pdf∗

dy
+ d

dy
(log df∗

dy
). En revenant dans la variable y, on obtient un D-groupoïde

de Lie G2(µ) dont f est solution, avec :

µ(y) = µ̃(yk)kyk−1 +
k − 1

y
.

Nous allons utiliser le deuxième point du théorème précédent pour construire un
itérateur en suivant [Ec] p 473.
Pour tout germe de fonction holomorphe ϕ on a la formule suivante ([Ec], [Lo]) :

∆ω(ϕϕϕ◦◦◦ γ) = ∂∂∂ ϕϕϕ◦◦◦ γ ∗ ∆ω(γ).

En utilisant l’égalité :

∆ω(
1

p
log(1 + p · )◦◦◦ γ) = ∆ω(γ) ∗ exp(−p

1

p
(log(1 + p · )◦◦◦ γ))

et le fait que ∆ω( 1
z1/k−ω

) = kp
ω

δ, une solution des équations est donnée par la formule :

F(z) =
1

p
log(1 + p · )◦◦◦


∑

ωk=p

ω

kp

Aω

z1/k − ω


 .

Pour obtenir la somme de l’itérateur sur un secteur, il faut prendre la transformée
de Laplace de F le long d’une demi-droite évitant le point p. La transformée de
Laplace est l’inverse de la transformée de Borel. Elle transforme les symboles gras
en leur analogue sur le plan complexe. Nous noterons

f ∗(y) = y +
∫∞
0

F(z)e−zydz

= y + 1
p
log(1 + p · ) ◦

(∑
ωk=p

ω
kp

Aω

∫∞
0

e−zy

z1/k−ω
dz
)

.

Comme

z − p

z − ω
= z(k−1)/k −


 ∑

�
ωk=p

�
ω 6=ω

ω̃


 z(k−2)/k + . . . + (−1)k−1


 ∏

�
ωk=p

�
ω 6=ω

ω̃


 ,

l’intégrale Iω(y) =
∫∞
0

e−zy

z1/k−ω
dz vérifie l’égalité

d

dy
Iω = −pIω − Pω(

1

y1/k
),

avec

Pω( 1
y1/k )

=
Γ(1+ k−1

k
)

y1+(k−1)/k −
(∑

�
ωk=p

�
ω 6=ω ω̃

)
Γ(1+ k−2

k
)

y1+(k−2)/k + . . . + (−1)k−1
(∏

�
ωk=p

�
ω 6=ω ω̃

)
1
y
.
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2.4 Un calcul explicite de la D-enveloppe d’un difféomorphisme 35

Ceci permet de calculer

df ∗

dy
=

1 −∑ωk=p
ω
kp

AωPω( 1
y1/k )

1 + p
(∑

ωk=p
ω
kp

AωIω

)

puis µ̃ :
µ̃(y) = pdf∗

dy
+ d

dy
(log df∗

dy
)

= p −
�

ωk=p
ω
kp

Aω
d

dy
(Pω( 1

y1/k
))

1−
�

ωk=p
ω
kp

AωPω( 1

y1/k
)
.

La D-enveloppe du représentant canonique est G2(µ) avec µ(y) = µ̃(yk)kyk−1 + k−1
y

.

Dans le cas non ramifié, c’est-à-dire pour un difféomorphisme de la forme x−2iπx2+
4π2x3 + . . . avec un seul invariant : Ap, on trouve que le paramètre du groupoïde est
en y : µ(y) = p + Ap

y2−Apy
et en x : µ(x) = − p

x2 − 2
x
− Ap

1−Apx
(voir [Ec] p 475).

2.4.2 Le cas binaire de résidu nul

Soit f un difféomorphisme binaire dont les invariants géométriques sont des
homographies ramifiées à l’ordre p. Cela se traduit sur les coefficients de résurgence
de l’itérateur de f par Aω = 0 si ω2k 6= p2. Dans ce cas, les équations de résurgence
sont plus difficiles à résoudre et nous n’y sommes pas arrivé. D’après la preuve
du théorème 2.2.4, le D-groupoïde admettant comme solutions la translation et les
invariants analytiques d’un difféomorphisme binaire est G3(−p2). Le difféomorphisme
f d’itérateur f ∗ est alors solution du D-groupoïde (en la variable ky1/k) G3(ν̃) avec :

ν̃ = −p2

(
df ∗

dy

)2

+ 2
d2

dy2

(
log

df ∗

dy

)
−
(

d

dy

(
log

df ∗

dy

))2

.

D’après la proposition 2.2.3, le D-groupoïde G3(ν) avec ν(y) = ν̃(yk)(kyk−1)2 − k2+1
y2

est la D-enveloppe de f .
Dans le cas des représentants canoniques formellement conjugués à g1,0, J. Écalle
trouve ([Ec] Tome 2 p 490) :

ν(y) = −p2 − p2BpB−p

y2
− 2p

Bp − B−p

y(y + Bp + B−p)
− (Bp + B−p)

2 + 2p(Bp + B−p)

y2(y + Bp + B−p)2

où les Bp sont les coinvariants. Dans le cas binaire, ils sont reliés aux coefficients de
résurgence par Ap

A−p
= Bp

B−p
et p

4iπ

√
ApA−p = sin( p

4iπ

√
BpB−p).
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36 Chapitre 2. D-groupoïdes de Lie au-dessus d’un germe de disque de C

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



Chapitre 3

La D-enveloppe d’une application

rationnelle

Dans cette partie nous donnons la liste des applications rationnelles de P1 dans
P1 ayant une D-enveloppe non triviale. Il s’agit des homographies, des monômes,
des polynômes de Tchebitchev et des exemples de Lattès. Cette liste est celle des ap-
plications rationnelles admettant un commutant non trivial ([Ri1], [Fa], [Ju], [Er]).
Par analogie avec l’intégrabilité des systèmes hamiltoniens, les applications ration-
nelles ayant un commutant non trivial sont appelées “intégrables” ([Ve]). Dans notre
contexte l’appellation “intégrable” est justifiée par le fait que plus la D-enveloppe
est petite moins la dynamique est “transcendante”.

3.1 Structure différentielle et algébrique sur J∗(P1)

Nous noterons J∗k(P1) l’espace des jets d’ordre k d’applications inversibles de P1

dans P1. Si on choisit deux cartes (U, x) et (V, y) de P1, un jet d’ordre k s’écrit
(x, y, y1, . . . , yk) avec y1 6= 0. L’anneau OU×V [y1, y

−1
1 , . . . , yk] est l’anneau des équa-

tions différentielles d’ordre k sur les jets d’applications inversibles de U dans V .
On munit ainsi P1 × P1 d’un faisceau d’anneaux OJ∗

k (P1). Les inclusions naturelles
OJ∗

k (P1) ⊂ OJ∗
k+1(P

1) permettent de définir OJ∗(P1) = limOJ∗
k (P1) le faisceau d’anneaux

des équations différentielles portant sur les applications inversibles de P1 dans P1.
Ces anneaux sont munis d’une dérivation D : OJ∗

k (P1) → OJ∗
k+1(P

1) définie en coor-
données locales par :

D(E) =
∂E

∂x
+

∂E

∂y
y1 + . . . +

∂E

∂yk

yk+1.

Un système d’équations différentielles sur les applications inversibles de P1 dans P1

est un faisceau d’idéaux de OJ∗(P1) différentiels et réduits tels que pour tout entier
k le faisceau des équations d’ordre inférieur à k soit cohérent.

L’espace J∗k(P1) est muni d’une structure de groupoïde donnée par :

37
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38 Chapitre 3. La D-enveloppe d’une application rationnelle

– les deux projections s, t, sur P1,
– une composition c : J∗k (P1)×P1 J∗k (P1) → J∗k (P1) définie sur les couples de jets

(h, g) tels que t(h) = s(g) par les formules habituelles :

c((x, y, y1, . . .), (y, z, z1, . . .)) = (x, z, z1y1, . . .),

– une identité, e : P1 → J∗k (P1) donnée par e(x) = (x, x, 1, 0 . . .),
– une inversion i : J∗k (P1) → J∗k (P1) définie par i(x, y, y1 . . .) = (y, x, y−1

1 . . .).
Toutes ces flèches sont compatibles au faisceau d’anneaux construit précédemment
dans le sens où elles induisent des flêches s∗, t∗, e∗, i∗ et c∗ entres les anneaux OP1,
OJ∗

k (P1) et OJ∗
k (P1) ⊗O

P1
OJ∗

k (P1) compatibles aux injections OJ∗
k (P1) ⊂ OJ∗

k+1(P
1).

3.1.1 Définitions dans la situation globale

Définition 3.1.1 Un D-groupoïde de Lie sur P1 est donné par un faisceau d’idéaux
I réduits de OJ∗(P1) tel que

– Ik = I ∩ OJ∗
k (P1→P1) soit cohérent,

– I soit stable par dérivation,
– il existe un entier k et un ensemble analytique fermé Z dans P1 tels que

(i) pour tout l ≥ k, I l vérifie (1) et (2) de la définition 1.2.1,

(ii) sur tout voisinage de (x, y, z) ∈ (P1 −Z)× (P1 −Z)× (P1 −Z), on a (3).

Définition 3.1.2 Soit R : P1 → P1 une application rationnelle. Sa D-enveloppe
est le plus petit des D-groupoïdes de Lie dont R est solution. Lorsque l’idéal de ce
D-groupoïde n’est pas (0), nous dirons que la D-enveloppe est non triviale.

Dans le cas global, l’existence d’un plus petit groupoïde de Lie parmi une famille
de D-groupoïdes de Lie est prouvée dans [Ma5]. Nous allons montrer le résultat
suivant :

Théorème 3.1.3 Les seules applications rationnelles de P1 dans P1 ayant une D-
enveloppe non triviale sont, à conjugaison par une homographie près, les monômes,
les polynômes de Tchébitchev et les exemples de Lattès.

On construit ces applications par un procédé commun. On part d’une fonction méro-
morphe Ψ : C → P1 et on cherche une application rationnelle Rk : P1 → P1 vérifiant
Ψ(kz) = Rk ◦Ψ. Les monômes correspondent au choix de Ψ(z) = ez, les polynômes
de Tchébitchev à Ψ(z) = cos z et les différents exemples de Lattès par Ψ(z) = ℘(z),
℘2(z), ℘3(z) ou ℘′(z), ([B-M]), où ℘ désigne la fonction de Weierstrass.

3.1.2 Les D-groupoïdes de Lie sur P1

Le théorème 2.1.4 que nous rappelons en dessous, donne la forme des équations
engendrant l’idéal d’un D-groupoïde de Lie au-dessus d’un disque ∆. Pour un idéal
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3.1 Structure différentielle et algébrique sur J∗(P1) 39

I de OJ∗(P1), nous noterons encore I l’idéal qu’il engendre dans le faisceau des
équations différentielles “séparément méromorphes en x et en y” c’est-à-dire dans
MP1 ⊗(O

P1 ,s∗) OJ∗(P1) ⊗(O
P1 ,t∗) MP1.

Théorème (2.1.4) Soit I l’idéal d’un D-groupoïde de Lie au-dessus de ∆. Il est
différentiablement engendré par une seule équation méromorphe d’ordre inférieur ou
égal à trois d’une des cinq formes suivantes :

(0) h(y) − h(x) = 0 notée G0(h),

(1) η(y)(y1)
n − η(x) = 0 avec n entier notée Gn

1 (η),

(2) µ(y)y1 + y2

y1
− µ(x) = 0 notée G2(µ),

(3) ν(y)(y1)
2 + 2y3

y1
− 3

(
y2

y1

)2

− ν(x) = 0 notée G3(ν),

(∞) 0 = 0 notée G∞
avec h, η, µ et ν méromorphes sur ∆.

Remarque 3.1.4 Dans les cas (1), (2) et (3) la preuve ne prend pas en compte
la taille du disque et celui-ci peut être remplacé par C tout entier. Dans le cas (0),
il a été nécessaire de diminuer la taille du disque pour appliquer le théorème de
Weierstrass. Lorsque la D-enveloppe d’une application rationnelle est localement de
la forme (0), ses orbites sont discrètes donc cette fraction est une rotation d’angle
rationnel. Ce cas ne nous intéressera pas dans la suite.

Nous pouvons encore préciser la forme des équations des D-groupoïdes de Lie de
type (2) lorsque l’on suppose que ceux-ci sont définis sur P1 tout entier. Soit I l’idéal
d’un D-groupoïde de Lie au-dessus de P1 donné par des équations d’ordre deux. Nous
connaissons les équations qui l’engendrent sur les deux ouverts (P1−∞)× (P1 −∞)
de coordonnées x et y et (P1−0)×(P1−0) de coordonnées z = 1/x et w = 1/y : elles
sont de la forme µ(y)y1+

y2

y1
−µ(x) = 0 sur le premier ouvert et µ̃(w)w1+

w2

w1
−µ̃(z) = 0

sur le deuxième. Or cette dernière équation s’écrit dans les coordonnées x, y :

µ̃(
1

y
)
x2

y2
y1 + x2 y2

y1
+ 2

x2

y
y1 − 2x − µ̃(

1

x
) = 0

ou encore
1

y2
(µ̃(

1

y
) + 2y)y1 +

y2

y1
− 1

x2
(µ̃(

1

x
) + 2x) = 0

d’où 1
x2 (µ̃( 1

x
) + 2x) = µ(x) et µ est rationnelle sur P1.

Les calculs ci-dessus sont un cas particulier de la proposition que nous rappellons :

Proposition (2.1.3) Soient une application ϕ : ∆1 → ∆2 et xi une coordonnée
sur ∆i. L’application ϕ donne naturellement une application ϕ∗ : J∗k (∆1) → J∗k(∆2).
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40 Chapitre 3. La D-enveloppe d’une application rationnelle

L’image réciproque par ϕ d’un D-groupoïde de Lie sur ∆2 est un D-groupoïde de Lie
sur ∆2. Il est donné par les équations suivantes :

ϕ∗G0(h) = G0(h ◦ ϕ)
ϕ∗Gn

1 (η) = Gn
1 (η ◦ ϕ(ϕ′)n)

ϕ∗G2(µ) = G2(µ ◦ ϕϕ′ + ϕ′′

ϕ′ )

ϕ∗G3(ν) = G3(ν ◦ ϕ(ϕ′)2 + S(ϕ))

où S(ϕ) est la Schwartzienne de ϕ par rapport à la coordonnée x1.

Corollaire 3.1.5 Les D-groupoïdes de Lie sur P1 dont l’idéal est engendré par des
équations d’ordre supérieur ou égal à un sont de la forme (1), (2) et (3) du théorème
2.1.4 avec η, µ et ν rationnelles.

Le corollaire suivant de la proposition 2.1.3 nous sera utile dans la preuve du
théorème principal.

Corollaire 3.1.6 Soient ϕ : ∆1 → ∆2 et un D-groupoïde de Lie G3(ν) (resp. G2(µ),
Gn

1 (η) ou G0(h))) au-dessus de ∆1. Il existe G̃ un D-groupoïde de Lie au-dessus de
∆2 tel que ϕ∗G̃ = G3(ν) (resp. G2(µ), Gn

1 (η) ou G0(h))) si ν ◦ ϕ−1((ϕ−1)′)2 + S(ϕ−1)

(resp. µ ◦ ϕ−1(ϕ−1)′ + (ϕ−1)′′

(ϕ−1)′
, η ◦ ϕ−1((ϕ−1)′)n ou h ◦ ϕ−1) est méromorphe sur ∆2.

3.2 Preuve du théorème 3.1.3

Le cas où R est une homographie se traite facilement, R est solution de G3(0). De
manière plus precise, on sait qu’une homographie est dans une bonne coordonnée, x
sur P1, soit une translation, soit une dilatation et laisse donc invariant un des deux
champs de vecteurs d

dx
ou x d

dx
. Ceci nous donne une équation du type (1) vérifiée

par R. Nous supposerons donc que R n’est pas une homographie.

Dans un premier temps, nous allons supposer que R est solution d’une équation
différentielle G2(µ). Quitte à remplacer R par R◦n, nous pouvons trouver un point
p ∈ P1 en dehors des pôles de µ et répulsif c’est-à-dire R(p) = p et R′(p) = λ avec
|λ| > 1. Le théorème de Kœnigs nous permet alors de construire une linéarisante
locale holomorphe

Ψ : (C, 0) → (P1, p) vérifiant Ψ(λz) = R ◦ Ψ et Ψ′(0) = 1

qui se prolonge en un revêtement ramifié

Ψ : C → P1 − E par Ψ(λnz) = R◦n ◦ Ψ.

L’ensemble E est l’ensemble exceptionnel de R, c’est-à-dire l’ensemble de points
q dont les préimages R−n({q}) n’accumulent pas l’ensemble de Julia de R. Cet

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



3.2 Preuve du théorème 3.1.3 41

ensemble est composé de deux points lorsque R est un monôme azk avec k entier,
d’un point lorsque R est un polynôme et est vide sinon.
L’image réciproque par Φ du D-groupoïde de Lie G2(µ) est le D-groupoïde de Lie
au-dessus de C G2(µ) où

µ = µ ◦ ΨΨ′ +
Ψ′′

Ψ′
.

L’homothétie z → λz est solution de G2(µ) c’est-à-dire

µ(λz)λ = µ(z).

Comme |λ| > 1, l’égalité ci-dessus implique µ(z) = c
z

pour une constante c. Nous
avons supposé µ(p) fini et Ψ′(0) = 1 donc µ(0) doit être fini ce qui force µ à être nul.
L’image réciproque de G2(µ) est donc le D-groupoïde de Lie G2(0) dont les solutions
sont les applications affines de C. Par construction de µ, une application γ telle que
Ψ ◦ γ = Ψ laisse le D-groupoïde de Lie G2(µ) invariant. La proposition 2.1.3 assure
que dans ce cas γ est solution de G2(µ) donc est une application affine.
Considérons deux points p et q de C qui ne sont pas des points critiques de Ψ tels que
Ψ(p) = Ψ(q). Il existe une application locale γ : (C, p) → (C, q) vérifiant Ψ ◦ γ = Ψ.
Cette application est donc affine.
On obtient un sous-groupe des applications affines G = {γ | Ψ ◦ γ = Ψ}, qui agit
transitivement sur les fibres de Ψ. Ces fibres étant discrètes, ce groupe est discret.

Nous avons donc une condition nécessaire pour que la D-enveloppe de R soit de
la forme G2(µ) : il faut que R provienne du passage au quotient d’une homothétie
par un groupe d’applications affines.

Cette condition est aussi suffisante. Considérons le réseau

Λ = {b | (z 7→ z + b) ∈ G}.

On obtient une factorisation de Ψ :

C → C/Λ → P1

La dernière application induite par Ψ est une fonction méromorphe sur C/Λ inva-
riante sous l’action de G/Λ.
En vérifiant, pour tous les groupes G que l’on peut rencontrer, que (Ψ−1)′′

(Ψ−1)′
est ration-

nelle et en utilisant le corollaire 3.1.6, on obtient la liste suivante d’applications :

1. Λ = {0} et G est un groupe fini de rotation :
Ψ(z) = zk , R est une homothétie et µ = 0.

2. Λ = Z et G = Λ :
Ψ(z) = exp(2iπz), R est un monôme et µ(z) = −1

z
.

3. Λ = Z et G/Λ = {+1,−1} :
Ψ(z) = cos(2iπz), R est un polynôme Tchébitchev et µ(z) = −z

z2−4
.
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42 Chapitre 3. La D-enveloppe d’une application rationnelle

4. Λ = Z + Zτ et G/Λ = {+1,−1} :
Ψ(z) = ℘(z) (℘ est la fonction de Weierstrass associée au réseau Λ et solution
de (℘′)2 = 4℘3 + g2℘ + g3 pour des constantes g2 et g3 définient par Λ ), R est
un exemple de Lattès et µ(z) = − 6z2+g2/2

4z3+g2z+g3
.

5. Λ = Z + Zi et G/Λ = {+1, i,−1,−i} :
dans ce cas g3 = 0, Ψ(z) = ℘(z)2 et µ(z) = − 1

4z
− 6z+g2/2

8z2+2g2z
.

6. Λ = Z + Zj et G/Λ = {+1, j, j2} :
dans ce cas g2 = 0, Ψ(z) = ℘′(z) et µ(z) = −2

3
z

z2−g3)
.

7. Λ = Z + Zj et G/Λ = {+1, j, j2,−j,−j2,−1} :
dans ce cas g2 = 0, Ψ(z) = ℘(z)3 et µ(z) = − 2

9z
− 1

z+g3/2
.

Supposons maintenant que R soit solution d’un D-groupoïde de Lie G3(ν). En
procédant comme précédemment, on obtient une linéarisante locale Ψ par le théo-
rème de Kœnigs que l’on prolonge en un revêtement C → P1. L’homothétie z → λz
est solution de G3(ν) l’image réciproque de G3(ν) par Ψ. On a donc l’égalité :

ν(λz)λ2 = ν(z),

d’où on déduit que ν = c
z2 pour une constante c. Comme ν(0) est fini, on a ν = 0.

L’image réciproque de G3(ν) est le groupoïde des homographies. Soit γ un germe
d’application vérifiant Ψ ◦ γ = Ψ. On établit comme précédemment S(γ) = 0 et γ
est une homographie. Il existe donc un sous-groupe G des homographies qui agit
transitivement sur les fibres de Ψ. Les fibres de Ψ étant des sous-ensembles discrets
de C, G ne peut être composé que d’applications affines. On obtient la même liste
d’applications que pour les solutions de D-groupoïdes de Lie de type (2). On en
déduit qu’aucune application rationnelle n’a de D-enveloppe de type (3). �
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Chapitre 4

Le groupoïde de Galois d’un germe

de feuilletage de codimension un

Dans ce chapitre nous allons appliquer le lemme 1.4.4 et le théorème 2.1.4 pour
étudier le D-groupoïde de Galois d’un feuilletage singulier de codimension un. Dans
une première partie, nous donnerons une preuve du théorème 4.1.2 en partie annoncé
par B. Malgrange dans [Ma6] donnant les liens entre le rang transverse d’un D-
groupoïde de Lie admissible pour le feuilletage et l’existence de suites de Godbillon-
Vey méromorphes. Dans la deuxième partie nous utiliserons les formules explicites
que nous donnons à la fin de la première partie ainsi que le théorème 2.2.4 pour
déterminer la forme des invariants analytiques de singularités réduites admettant un
groupoïde de Galois de rang transverse fini. Nous utiliserons la description sectorielle
des invariants analytiques de ces singularités faite par J. Martinet et J.P. Ramis
dans [M-R1] et [M-R2]. Dans les deux derniers chapitres, nous nous intéresserons
aux intégrales premières d’un feuilletage de codimension un. Dans l’avant-dernier
nous relierons certains types de transcendance d’intégrale première à l’existence de
suites de Godbillon-Vey méromorphes et donc au rang transverse du groupoïde de
Galois. Dans la dernière partie, nous montrerons que le groupoïde de Galois donne
des conditions nécessaires et suffisantes à l’existence d’intégrales premières dans un
extension fortement normale du corps des fonctions méromorphes et donne aussi le
groupe de Galois d’une telle extension.

4.1 Groupoïdes de Galois et Suites de Godbillon-

Vey

Dans ce paragraphe, Fω désigne le feuilletage holomorphe singulier donné par
une 1-forme ω intégrable (ω ∧ dω = 0) sur un polydisque ∆ dans Cn. On pourra
supposer que le lieu singulier de ω est de codimension deux.

Définition 4.1.1 ([G-V]) Une suite de Godbillon-Vey pour ω est une suite de 1-
formes méromorphes ω1, ω2, . . . , ωn, . . . telles que :

43
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44 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

dω = ω ∧ ω1

dω1 = ω ∧ ω2
...

dωn = ω ∧ ωn+1 +
∑n

k=1

(
n
k

)
ωk ∧ ωn−k+1

Elle sera dite de longueur ` si ωi = 0 pour i ≥ `, de longueur 1 si il existe F
méromorphe et un entier k tels que d(F 1/kω) = 0.

On remarquera que les suites de longueur 1 sont des suites de longueur 2 parti-
culières correspondant à ω1 = 1

k
dF
F

. La fonction multivaluée F 1/k est appelée facteur
intégrant de la forme ω. Sur ∆ une telle suite existe toujours grâce à l’algorithme
de Godbillon-Vey. Par contre l’existence d’une suite de longueur finie pour ω n’est
pas toujours assurée. La longueur minimale des suites, mais pas la suite elle-même,
ne dépend que du feuilletage Fω. Les feuilletages de codimension un admettant une
suite de Godbillon-Vey de longueur inférieure ou égale à trois sont caractérisés par
leur groupoïde de Galois :

Théorème 4.1.2 Le feuilletage Fω admet une suite de Godbillon-Vey de longueur
` avec ` ≤ 3 si et seulement si son groupoïde de Galois est contenu dans un D-
groupoïde de Lie de rang transverse `.

Preuve du théorème 4.1.2 pour ` = 1. – Si F admet une suite de Godbillon-Vey
de longueur 1, il existe F méromorphe et un entier k tels que d(F 1/kω) = 0. Soit Γ
un difféomorphisme local conservant le feuilletage, c’est-à-dire vérifiant Γ∗(ω) = fΓω
pour une fonction fΓ. On a alors Γ∗(F 1/kω) = F 1/k ◦ Γ fΓω. Considérons l’équation
d’invariance de la forme fermée :

Γ∗(F 1/kω) = F 1/kω.

En prenant la puissance k-ième, nous obtenons l’équation à coefficients méromorphes :

F = F ◦ Γ fk
Γ .

Ceci est l’équation d’un D-groupoïde de Lie. En effet fΓ est un polynôme en les
dérivées premières de Γ à coefficients holomorphes en Γ et méromorphes en x. De
plus l’égalité

fΓ1◦Γ2 = (fΓ1 ◦ Γ2)fΓ2

permet de vérifier les axiomes d’un D-groupoïde de Lie :

F ◦ (Γ1 ◦ Γ2) fk
Γ1◦Γ2

− F

=
(
(F ◦ Γ1 fk

Γ1
− F )fk

Γ2

)
◦ Γ2 − (F ◦ Γ2 fk

Γ2
− F ).
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4.1 Groupoïdes de Galois et Suites de Godbillon-Vey 45

Vérifions que ce D-groupoïde de Lie est admissible pour le feuilletage Fω. Notons
LX la dérivé de Lie par rapport à un champ X et pour un champ X préservant
le feuilletage définissons fX par LXω = fXω. La D-algèbre de Lie du groupoïde
d’invariance de la forme fermée a pour équation :

LXF + kFfX = 0

obtenue en linéarisant l’équation F = F ◦Γ fk
Γ . Pour tout champ X vérifiant ω(X) =

0, on a
d(F 1/kω)(X, .) = d(F 1/k)(X)ω + F 1/kdω(X, .)

= (LXF 1/k + F 1/kfX)ω
= ( 1

k
LXF

F
+ fX)F 1/kω.

L’équation d(F 1/kω) = 0 est équivalente au fait que tout champ de vecteur tangent
au feuillatage vérifie l’équation de la D-algèbre de Lie. Par définition de Gal(Fω), ce
dernier est inclus dans le D-groupoïde de Lie d’équations :

Γ∗ω ∧ ω = 0 et F k = F k ◦ Γfk
Γ .

Cette équation étant d’ordre un, son expression locale donne une équation d’ordre
un qui correspond donc à un D-groupoïde de Lie de rang transverse un.

Réciproquement, supposons que F admette un groupoïde admissible de rang
transverse un. Sur chaque carte de redressement de coordonnée transverse t, son
équation, donnée par le (3) du théorème 2.1.4 et le lemme 1.4.4, est celle du D-
groupoïde de Lie d’invariance de la forme méromorphe (γ(t)dt)⊗k. L’entier k ne
dépend pas de la carte locale car il est déterminé par le groupe d’isotropie. Les
pôles et les zéros des différentes formes locales γ⊗k se recollent en un ensemble
analytique Z de codimension un. Dans chaque carte de redressement du feuilletage
ne rencontrant pas Z, définissons le facteur intégrant local par

Φ(z, t) =
γ(t)

w(z, t)

où w est défini en coordonnées par ω = w(z, t)dt.
Sur un autre ouvert muni de coordonnées redressantes (z̃, t̃), considérons la forme γ̃

et le facteur intégrant Φ̃ définis de manière analogue.
Des changements de coordonnées :

γ̃(t̃)
(

∂
�
t

∂t

)
= ζγ(t) avec ζk = 1

et w̃(z̃, t̃)∂
�
t

∂t
= w(z, t),

on déduit que les facteurs intégrants Φ se recollent en dehors de Z à multiplication
par une racine de l’unité près. La fonction F = Φk est bien définie et est méromorphe
en dehors du lieu singulier du feuilletage. Celui-ci est de codimension deux et le
théorème de Hartogs assure son prolongement méromorphe sur ∆. Toute racine k-
ième de cette fonction est un facteur intégrant et définit une suite de Godbillon-Vey
de longueur un pour le feuilletage. �
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46 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

Remarque 4.1.3 Si F n’a pas d’intégrale première méromorphe, la forme F 1/kω
est unique à multiplication par une constante près. Les équations du D-groupoïde
que nous obtenons sont indépendantes de la forme ω initialement choisie.

Preuve du théorème 4.1.2 pour ` = 2. – Supposons que F admette une suite
de Godbillon-Vey de longueur deux donnée par une forme α telle que dω = ω ∧ α
et dα = 0. Soit (X, Y ) = Γ(x, y) un germe de difféomorphisme local préservant le
feuilletage, c’est-à-dire vérifiant : :

Γ∗ω = fΓω.

Les égalités
Γ∗dω = Γ∗ω ∧ Γ∗α = −fΓΓ∗α ∧ ω

dΓ∗ω = dfΓ ∧ ω + fΓdω = (dfΓ − fΓα) ∧ ω

donnent la relation

(Γ∗α − α +
dfΓ

fΓ
) ∧ ω = 0

entre les facteurs intégrants α pour ω et Γ∗α pour Γ∗ω. Il existe donc une fonction
gΓ, déterminée par Γ, ses dérivées premières et secondes, vérifiant

Γ∗α − α +
dfΓ

fΓ

= gΓω.

On vérifie que les coefficients gΓ satisfont

gΓ1◦Γ2 = (gΓ1 ◦ Γ2)fΓ2 + gΓ2 .

Les transformations Γ telles que gΓ = 0 sont donc solutions d’un D-groupoïde de
Lie d’ordre deux. Montrons que ce D-groupoïde est admissible. Plus précisement,
montrons qu’il contient Gal(Fω) si et seulement si la forme α est fermée. En repre-
nant les notations du cas précédent, les équations linéarisées le long de l’identité de
gΓ = 0 sont

LXω = fXω et dfX + LXα = 0.

Prenons un champ X tel que ω(X) = 0. On a alors :

LXω = d(ω(X)) + dω(X, .)
= −α(X)ω

donc dfX = −d(α(X))
et LXα = d(α(X)) + dα(X, .).

Nous en déduisons que X est solution du système linéarisé si et seulement si dα = 0.
L’équation gΓ = 0 étant d’ordre deux, le D-groupoïde de Lie admissible que nous
venons de construire est de rang transverse deux.

Réciproquement, supposons qu’il existe un D-groupoïde de Lie admissible de
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4.1 Groupoïdes de Galois et Suites de Godbillon-Vey 47

rang transverse deux. Nous allons utiliser l’expression locale de ce D-groupoïde de
Lie pour construire une intégrale première à monodromie affine. Plaçons nous sur
un ouvert de redressement de coordonnées (t, z) du feuilletage. La forme ω s’écrit
w(t, z)dt et les équations du D-groupoïde de Lie admissible, données par lemme
1.4.4 et le théorème 2.1.4, sont de la forme :

∂T

∂z
= 0 et µ(t) = µ(T )

∂T

∂t
+

∂2T
∂t2

∂T
∂t

.

Quitte à le restreindre, supposons que cet ouvert soit simplement connexe et ne
contienne pas de pôles de µ. Considérons sur cet ouvert une intégrale première H
solution des équations :

∂H

∂z
= 0 et

∂2H
∂t2

∂H
∂t

= µ.

Sur un ouvert analogue muni de coordonnées (t̃, z̃) nous construisons de même une
intégrale première H̃ . Un calcul direct de changement de coordonnées dans les équa-
tions d’un D-groupoïde de Lie sur un disque ([Cas2]) donne

µ̃(t̃) = µ(t)
∂t

∂t̃
+

∂2t
∂
�
t2

∂t
∂
�
t

.

Ainsi H̃ vérifie
∂2

�
H

∂
�
t2

∂
�
H
∂
�
t

=
∂2

�
H

∂t2

∂
�
H
∂t

∂t

∂t̃
+

∂2t
∂
�
t2

∂t
∂
�
t

= µ̃,

d’où
∂2

�
H

∂t2

∂
�
H

∂t

= µ =
∂2H
∂t2

∂H
∂t

.

Sur l’intersection des deux ouverts, que l’on suppose connexe, il existe donc deux
constantes a et b telles que H̃ = aH +b. En prolongeant une solution locale par cette
formule, on construit une intégrale première H du feuilletage, en dehors du lieu des

pôles des différents µ, multivaluée à monodromie affine. La fonction F =
∂H
∂t

w
vérifie

d(Fwdt) = 0.

La forme fermée α = dF
F

est univaluée en dehors des pôles des différents µ et vérifie
dω = ω∧α. Sur une carte de redressement contenant des pôles de µ, la forme α = dF

F

se prolonge méromorphiquement. En effet,

α =
dF

F
=

∂2H
∂t2

∂H
∂t

dt − dw

w
= µ(t)dt − dw

w
,

où les fonctions µ et w sont méromorphes sur chaque carte de redressement. Le lieu
singulier du feuilletage étant de codimension au moins deux, la forme α se prolonge
méromorphiquement au polydisque. �
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48 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

Remarque 4.1.4 Les suites de Godbillon-Vey de longueur deux de la forme (ω, α)
et (fω, α − df

f
) sont équivalentes (voir [Sc] et [Go]) : elles définissent la même

structure affine transverse en dehors de Z. S’il n’existe pas de facteur intégrant
méromorphe, la suite (ω, α) est unique à équivalence près. L’équation du D-groupoïde
de Lie admissible de rang deux que nous obtenons est alors unique.

Preuve du théorème 4.1.2 pour ` = 3. – Nous suivrons la même stratégie que
dans les cas précédents. Supposons qu’il existe des formes méromorphes α et β telles
que :

dω = ω ∧ α
dα = ω ∧ β
dβ = α ∧ β.

Soit Γ un automorphisme local du feuilletage et fΓ le coefficient de proportionnalité
qu’il définit. De la première équation de Godbillon-Vey, nous déduisons l’existence
d’une fonction gΓ, déterminée par Γ, ses dérivées premières et secondes, vérifiant :

Γ∗α − α +
dfΓ

fΓ
= gΓω.

De la deuxième équation, nous déduisons les égalités :

d(Γ∗α) = ω ∧ (fΓ Γ∗β)

d(α − dfΓ

fΓ

+ gΓω) = ω ∧ β + dgΓ ∧ ω + gΓ ω ∧ α.

En faisant la différence, on obtient :

(fΓ Γ∗β − β + dgΓ − gΓα) ∧ ω = 0.

Il existe donc une fonction hΓ dépendant des dérivées troisièmes de Γ telle que

fΓΓ∗β − β − gΓα + dgΓ = hΓω.

Nous en déduisons :

hΓ1◦Γ2 = hΓ2 + hΓ1 ◦ Γ2 (fΓ2)
2 + gΓ1 ◦ Γ2 gΓ2 fΓ2

d’où :

hΓ1◦Γ2 −
1

2
(gΓ1◦Γ2)

2 = (hΓ2 −
1

2
(gΓ2)

2) + (hΓ1 −
1

2
(gΓ1)

2) ◦ Γ2 (fΓ2)
2.

L’équation hΓ − 1
2
(gΓ)2 = 0 vérifie les axiomes d’un D-groupoïde d’ordre trois. Mon-

trons que ce D-groupoïde contient Gal(Fω) si et seulement si la troisième équation
de la suite de Godbillon-Vey est vérifiée. La D-algèbre de Lie de ce D-groupoïde de
Lie a pour équation :

fXβ + LXβ − gXα + dgX = 0
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4.1 Groupoïdes de Galois et Suites de Godbillon-Vey 49

où gXω = dfX + LXα. Soit X tel que ω(X) = 0. Comme dans le preuve précédente,
on a fX = −α(X). Nous déduisons

gXω = −d(α(X)) + d(α(X)) + dα(X, .) = −β(X)ω.

Des égalités
dβ(X, .) = LXβ + d(gX)

α ∧ β(X, .) = −fXβ + gXα

on obtient par différence l’équation de la D-algèbre de Lie sous la forme :

(dβ − α ∧ β)(X, .) = 0.

La troisième équation de la suite de Godbillon-Vey est donc équivalente au fait que
tout champ tangent au feuilletage est solution de la D-algèbre de Lie du D-groupoïde
de Lie que nous venons de construire. Ceci prouve l’inclusion de Gal(Fω) dans un
D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse trois.

Réciproquement, supposons que le feuilletage admette un D-groupoïde de Lie
admissible de rang transverse trois. Sur un ouvert de redressement du feuilletage
de coordonnées (t, z), les équations du D-groupoïde de Lie admissible, données par
lemme 1.4.4 et le théorème 2.1.4, sont de la forme :

∂T

∂z
= 0 et ν(t) = ν(T )

(
∂T

∂t

)2

+ St(T )

où St(T ) = 2
∂3T
∂t3
∂T
∂t

− 3

(
∂2T
∂t2
∂T
∂t

)2

est la schwartzienne de T par rapport à t. Nous

allons nous servir de ν pour construire une intégrale première du feuilletage H
à monodromie projective et un couple de formes méromorphes (α, β) vérifiant les
équations de Godbillon-Vey. Nous pouvons toujours choisir une forme méromorphe α
vérifiant la première équation : il suffit de prendre un champ méromorphe X vérifiant
ω(X) = 1 et de poser α = LXω. Plaçons-nous sur un ouvert de redressement ne
rencontrant pas le lieu des pôles Z des différents ν. Soit H une intégrale première
sur cet ouvert solution des équations :

∂H

∂z
= 0 et StH = ν(t).

Soit H̃ une intégrale première construite de manière analogue sur un ouvert de re-
dressement muni des coordonnées (t̃, z̃). D’après les changements de variables usuels
sur les dérivées Schwartziennes et sur les équations des D-groupoïde de Lie [Cas2],
nous avons

StH̃ = S�
tH̃

(
∂t

∂t̃

)2

+ S�
tt
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50 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

et

ν(t) = ν̃(t̃)

(
∂t

∂t̃

)2

+ S�
tt.

Nous en déduisons que StH̃ = StH et donc que H se prolonge de manière multivaluée
sur le complémentaire de Z avec une monodromie projective. A partir de cette
intégrale première, on construit la fonction F par dH = Fω d’où :

dF

F
∧ ω + dω = 0.

Contrairement au cas précédent, la forme dF
F

n’est pas méromorphe. La forme γ =
dF
F
−α vérifie γ = Gω pour une certaine fonction G. On a alors dα = ω∧ (dG−Gα).

La forme β cherchée est de la forme :

β = dG − Gα + Kω.

En remplaçant cette expression dans la troisième équation de Godbillon-Vey, on
obtient :

(dK + GdG) ∧ ω + (G2 + 2K)ω ∧ α = 0.

Posons K = −1
2
G2. Ceci nous permet de construire la forme β à partir de α et G

vérifiant les équations de Godbillon-Vey. Il nous reste à montrer sa méromorphie.
En prenant une autre détermination H̃ = aH+b

cH+e
, nous obtenons, a priori, une autre

forme β̃. En calculant cette forme, on a :

dH̃ = F̃ω = F
(cH+e)2

ω
d
�
F�
F

= dF
F

− 2 c
cH+e

dH

G̃ = G − 2cF
cH+e

dG̃ = dG − 2cdF
cH+e

+ 2c2F 2ω
(cH+e)2

G̃α = Gα − 2cFα
cH+e

1
2
G̃2ω = 1

2
G2ω − 2cGFω

cH+e
+ 2c2F 2ω

(cH+e)2
.

En remplaçant dF par Fα + FGω, on vérifie que β = β̃. La forme β est donc
univaluée sur les ouverts de redressement ne rencontrant pas Z. Vérifions qu’elle
admet un prolongement méromorphe sur Z. Sur une carte de redressement on écrit
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4.1 Groupoïdes de Galois et Suites de Godbillon-Vey 51

ω = w(t, z)dt et α = at(t, z)dt + az(t, z)dz. Dans ces coordonnées F = 1
w

∂H
∂t

d’où :

Gwdt =
(

∂t,tH

∂tH
− ∂tw

w
− at

)
dt +

(
∂zw
w

+ az

)
dz

G = 1
w

(
∂t,tH
∂tH

− ∂tw
w

− at

)
et ∂zw

w
+ az = 0

dG = −∂tw
w

Gdt − ∂zw
w

Gdz + 1
w

[
∂t

(
∂t,tH
∂tH

− ∂tw
w

− at

)]
dt

+ 1
w

(
∂z

(
−∂tw

w
− at

))
dz

−Gα = −atGdt − azGdz

−1
2
G2ω = 1

w

[
−1

2

(
∂t,tH
∂tH

)2

− 1
2

(
∂tw
w

)2

−1
2
a2

t + ∂t,tH

∂tH
∂tw
w

+ ∂t,tH

∂tH
at − ∂tw

w
at

]
.

En sommant les trois dernières équations, après simplification, on trouve :

β =
1

w

[
ν(t)dt − d

(
∂tw

w
+ at

)
+

1

2

(
∂tw

w
+ at

)2

dt

]
.

On en déduit que la forme β est méromorphe en dehors du lieu singulier du feuilletage
et se prolonge méromorphiquement à celui-ci. �

Remarque 4.1.5 Les suites de Godbillon-Vey de longueur trois de la forme (ω, α, β)

et (fω, α − df
f

+ gω, 1
f
(β − dg + gα + g2

2
ω)) sont équivalentes (voir [Sc] et [Go]) :

elles définissent la même structure transverse projective en dehors de Z. Dans le cas
où le feuilletage n’admet pas de suite de Godbillon-Vey de longueur deux, la suite
de longueur trois est unique à équivalence près. Le D-groupoïde de Lie obtenu est
indépendant de la suite.

Remarque 4.1.6 Au cours de la preuve de ce théorème, nous avons donné les équa-
tions explicites d’un D-groupoïde de Lie admissible pour le feuilletage ainsi que son
expression locale sur une transverse. Soit (t, z) des coordonnées de redressement. La
forme ω s’écrit w(t, z)dt. L’expression locale du D-groupoïde de Lie transverse est
donnée par les formules suivantes :

1. Soit (ω, F 1/k) une suite de longueur un pour le feuilletage. Le D-groupoïde de
Lie transverse est G1(µ) avec :

µ(t)dt =
1

k

dF

F
+

dw

w
.

2. Soit (ω, α) une suite de longueur deux pour le feuilletage. Le D-groupoïde de
Lie transverse est G2(µ) avec :

µ(t)dt = α +
dw

w
.
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52 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

3. Soit (ω, α, β) une suite de longueur trois pour le feuilletage. La forme α s’écrit
atdt + azdz. Le D-groupoïde de Lie transverse est G3(ν) avec :

ν(t)dt = wβ + d

(
∂tw

w
+ at

)
− 1

2

(
∂tw

w
+ at

)
dt.

Réciproquement, ces mêmes formules permettent d’obtenir une suite de Godbillon-
Vey explicite à partir des équations d’un D-groupoïde de Lie admissible.

4.2 Groupoïdes de Galois et intégrales premières

Rappelons les types de transcendances d’extensions du corps des fonctions mé-
romorphes sur un polydisque ∆ de Cn.

Définitions 4.2.1

1. Une extension différentielle du corps des fonctions méromorphes sera dite de
type Darboux si elle est obtenue par une suite d’extensions qui sont soit algé-
briques soit du type K(G) ⊃ K avec dG = γ, γ étant une forme à coefficients
dans K.

2. Une extension différentielle du corps des fonctions méromorphes sera dite
Liouvillienne si elle est obtenue par une suite d’extensions qui sont soit al-
gébriques soit du type K(G) ⊃ K avec dG = Gγ1 + γ0, γ1 et γ0 étant des
formes à coefficients dans K.

3. Une extension différentielle du corps des fonctions méromorphes sera dite de
type Riccati si elle est obtenue par une suite d’extensions qui sont soit algé-
briques soit du type K(G) ⊃ K avec dG = G2

2
γ2 + Gγ1 + γ0, γ2, γ1 et γ0 étant

des formes à coefficients dans K.

Théorème 4.2.2 Soit F un germe de feuilletage de codimension un de (Cn, 0).
Le feuilletage F admet un intégrale première méromorphe (resp. de type Darboux,
Liouville ou Riccati) si et seulement si F admet un D-groupoïde de Lie admissible
de rang transverse 0 (resp. 1,2 ou 3).

Nous allons commencer par prouver le cas non transitif (rang transverse 0). Les
trois autres affirmations seront prouvées simultanément par la suite.

Lemme 4.2.3 Soient F un feuilletage de ∆ de codimension un et I l’idéal du grou-
poïde de Galois de F . Si le groupoïde de Galois n’est pas transitif alors l’idéal des
équations d’ordre zéro, I0 = I ∩ OJ∗

0 (∆) de l’anneau OJ∗
0 (∆), est engendré par une

unique équation.
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4.2 Groupoïdes de Galois et intégrales premières 53

Preuve. – Plaçons-nous au voisinage d’un point régulier du feuilletage. D’après
la forme des équations locales du D-groupoïde de Lie (voir le lemme 1.4.4), et le
fait que sa D-algèbre de lie soit de rang transverse nul, l’idéal I est engendré par
une équation d’ordre 0 (voir le (4) du théorème 2.1.4). Ceci signifie que l’idéal I est
engendré au voisinage de tout point de l’identité {(x, x, id, 0 . . . , 0)|x /∈ Sing(F)}
dans J∗(∆) par une équation d’ordre zéro. Nous allons étendre cette propriété à tout
jet dont la source et le but en dehors d’un ensemble de codimension un.
En utilisant le théorème d’involutivité générique pour les D-groupoïdes de Lie (théo-
rème 1.2.12) et le théorème de Cartan-Kähler (1.1.7), il existe un sous-ensemble ana-
lytique Z de ∆ et un entier ` tels que par tout point a = (s(a), t(a), . . .) de J∗` (∆)
solution de I` de source et but hors de Z passe une solution convergente ϕ de I`.
Quitte à supposer ` assez grand, ϕ est solution de I : en effet d’après le théorème
1.1.9, il existe un entier ` tel que I` engendre différentiablement I.

Par composition à la source, cette solution donne un isomorphisme d’un voisinage
de (t(a), t(a), id, 0, . . .) sur un voisinage de a dans l’espace des jets d’ordre `. Puisque
ϕ est solution de I et que les zéros de I` sont stables par composition en dehors de Z,
cet isomorphisme se restreint en un isomorphisme local des espaces définis par I` aux
voisinages de ces mêmes points. Nous en déduisons qu’au voisinage de n’importe quel
point au-dessus de source et but en dehors de Z, I est engendré par une équation
d’ordre 0. Le lieu des zéros V de I0 est de codimension un dans (∆−Z)× (∆−Z).
De plus cet ensemble analytique V n’a pas de composante irréductible incluse dans
(Z ×∆)∪ (∆×Z). Dans le cas contraire il existerait une fonction f holomorphe sur
V nulle sur le complémentaire de la composante irréductible et non nulle sur celle-ci.
Puisque le produit de cette fonction par une équation de Z est identiquement nul
sur V , f serait de torsion pour une des deux projections. L’idéal I étant différentiel
et réduit, ceci est en contradiction avec le lemme 1.1.3. Le lieu des zéros de l’idéal
réduit I0 étant de codimension un, il est donc engendré par une équation H ([Ei]).

�

Une relation d’équivalence analytique sur ∆ est la donnée d’un idéal I de O∆×∆

qui s’annule sur la diagonale, qui est stable par la symétrie par rapport à la diagonale
et qui vérifie la relation de transitivité suivante :

pr∗2,3I ⊂ pr∗1,2I + pr∗1,3I

où les pri,j désignent les trois projections naturelles de ∆ × ∆ × ∆ sur ∆ × ∆.

Lemme 4.2.4 Sous les hypothèses du lemme 4.2.3, il existe un sous-ensemble ana-
lytique Z de ∆ tel que l’idéal I0 = (H(x, y)) définisse une relation d’équivalence
analytique sur ∆ − Z.

Preuve. – L’idéal I0 étant formé des équations d’ordre zéro de l’idéal I décri-
vant un D-groupoïde de Lie, les propriétés de réflexivité et de symétrie sont vérifiées.
La stabilité par composition nous donne l’inclusion de pr∗2,3I0 dans l’idéal différen-
tiablement engendré par pr∗1,2I0 + pr∗1,3I0. Il nous faut vérifier qu’il est inclus dans
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54 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

l’idéal algébriquement engendré par pr∗1,2I0 + pr∗1,3I0. Soit Z, l’ensemble analytique
en dehors duquel on a la stabilité par composition du D-groupoïde de Lie (voir (3)
de la définition 1.2.2). Plaçons-nous sur (∆ − Z) × (∆ − Z) × (∆ − Z) et considé-
rons les équations pr∗1,2H = H(x, y) et pr∗1,3H = H(x, z). Quitte à augmenter Z, les
formes verticales pour la première projection :

∑ ∂H

∂yi
(x, y)dyi et

∑ ∂H

∂zi
(x, z)dzi

ne s’annulent pas. On note I l’idéal différentiel engendré par (H(x, y), H(x, z)) dans
OJ(∆→∆×∆) et Ik les équations de I d’ordre inférieur ou égal à k. Le fait que ces
formes soient non nulles et non colinéaires nous permet d’utiliser une généralisa-
tion du théorème des fonctions implicites (voir [To]) : pour tout zéro (x, y, z) de
(H(x, y), H(x, z)) dans (∆−Z)× (∆−Z)× (∆−Z), on peut trouver un zéro de I
au-dessus de celui-ci pour la projection Jk(∆ → ∆×∆) → ∆×∆×∆. Ceci signifie
que Ik ∩ OJ0(∆→∆×∆) coïncide avec l’idéal algébriquement engendré par H(x, y) et
H(x, z) sur (∆−Z)× (∆−Z)× (∆−Z) pour tout entier k. Les équations d’ordre
zéro appartenant à I sont donc exactement celles de cet idéal.
Pour ` assez grand, I` est un sous-groupoïde de J∗` (∆−Z), donc H(y, z) appartient
à I`. D’après ce qui précède H(y, z) appartient à l’idéal engendré algébriquement
par H(x, y) et H(x, z). Nous avons donc une relation d’équivalence en dehors de Z.

�

Preuve du cas méromorphe du théorème 4.2.2. – On suppose que le groupoïde
de Galois est d’ordre 0. Soit H une équation de l’idéal I0 donnée par le lemme 4.2.3
et Z le sous ensemble analytique en dehors duquel on a la stabilité du D-groupoïde
de Lie par composition. Quitte à agrandir Z, nous supposerons qu’il contient le lieu
singulier du feuilletage. On note R le lieu des zéros de H dans (∆×∆) et R|∆−Z sa
restriction sur (∆−Z)× (∆−Z). Montrons que le quotient de (∆−Z) par R|∆−Z

est une surface de Riemann.
Par transitivité, les classes d’équivalence pr2(pr

−1
1 (p) ∩ R|∆−Z) sont constantes le

long des feuilles du feuilletage. Les projections R|∆−Z sur ∆ − Z étant sans torsion
(voir le lemme 1.1.3), elles sont plates au-dessus d’une transverse en p au feuilletage.
Par transitivité elles sont plates sur un ouvert contenant p. D’après [Fr] elles sont
ouvertes et en particulier le saturé pour R|∆−Z d’un ouvert est un ouvert.

Pour prouver la séparabilité du quotient, on prend deux points p et q non équiva-
lents. Soit T une transverse au feuilletage en p. Le point (4) du théorème 2.1.4 nous
assure que les classes d’équivalence de p et de q intersectent T en un nombre fini
de points. On peut donc séparer ces deux ensembles par des ouverts dans T saturés
pour la relation d’équivalence restreinte à T . Les saturés de ces ouverts donnent
deux ouverts dans le quotient qui ne s’intersectent pas. Le quotient par R|∆−Z est
un espace topologique séparé.

La construction d’un atlas holomorphe de cartes locales sur cet espace se fait de
la manière suivante. Au voisinage U d’un point p de ∆ − Z, il existe une fonction
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4.2 Groupoïdes de Galois et intégrales premières 55

holomorphe h constante sur les classes d’équivalence. On prolonge h sur le saturé U =
pr2(pr

−1
1 (U)∩R|∆−Z) du voisinage par pr2∗(pr

∗
1(h)|R|∆−Z

). Ceci nous définit une carte
sur l’ouvert U du quotient. Soient (h1, U1) et (h2, U2) deux cartes d’intersection non
vide. Les applications h1|U1∩U2

et h2|U1∩U2
ont les mêmes hypersurfaces de niveau.

Il existe une application holomorphe F telle que h1|U1∩U2
= F ◦ h2|U1∩U2

. Celle-ci
définit un changement de carte holomorphe pour la variété quotient.
On note alors S la surface de Riemann obtenue et π : ∆ − Z → S le passage au
quotient. Montrons que quitte à rajouter des points à S, π se prolonge à ∆−SingF .
Si une composante irréductible de Z est transverse au feuilletage, π étant constante
sur les feuilles, elle se prolonge à cette composante. Sinon, considérons une transverse
T au feuilletage en un point p de cette composante. D’après le (4) du théorème 2.1.4,
il existe une coordonnée source x sur T et but X sur T dans laquelle l’équation H
sur T × T s’écrive Xk − xk = 0. Au voisinage de p le passage au quotient est donné
par :

π : T − {p} → S
x 7→ xk.

Le quotient π admet donc un prolongement holomorphe sur Z.
Notons encore S l’image de ce prolongement. Si cette surface est ouverte, elle porte
des fonctions holomorphes et l’image inverse de l’une de ces fonctions par π définit
une intégrale première du feuilletage sur ∆ − SingF . Comme SingF est supposé
de codimension deux, elle se prolonge en une intégrale première holomorphe du
feuilletage. Si la surface de Riemann S est compacte, elle admet des fonctions mé-
romorphes non constantes qui par image inverse et prolongement à SingF donnent
des intégrales premières méromorphes du feuilletage.
Réciproquement si F admet une intégrale première méromorphe, le groupoïde d’in-
variance de celle-ci est un D-groupoïde de Lie admissible pour F d’ordre zéro : voir
l’exemple 1.2.3. �

Précisons maintenant la condition nécessaire et suffisante sur l’équation d’ordre
zéro H du groupoïde de Galois pour que le feuilletage admette une intégrale première
holomorphe.

Proposition 4.2.5 Lorsque le groupoïde de Galois de F est non transitif d’équation
H, le feuilletage admet une intégrale première holomorphe si et seulement si H(0, y)
est non identiquement nulle.

Preuve. – Si H(0, y) est non identiquement nulle, nous pouvons supposer que
H est non identiquement nulle le long de l’axe des yn et appliquer le théorème de
préparation de Weierstrass afin d’écrire :

H(x, y) = yk
n + ak−1(x, y)yk−1

n + . . . + a0(x, y)

où y = (y1, . . . , yn−1). Fixons deux points x et y en dehors de Z tels que H(x, y) = 0.
En utilisant la transitivité de la relation d’équivalence, H(x, y) = 0 implique qu’au
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56 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

voisinage de tout z ∈ ∆−Z il existe une unité u(z) telle que H(x, z) = u(z)H(y, z).
Grâce aux normalisations de Weierstrass des polynômes H(x, z) et H(y, z) on obtient
a0(x, z) = a0(y, z) pour tout z. En particulier on a a0(x, 0) = a0(y, 0). Cette fonction
est non constante. En effet par symétrie, il existe une unité v telle que H(x, y) =
v(x, y)H(y, x) d’où

a0(x, 0) = H(x, 0) = v(x, 0)H(0, x) = v(x, 0)(xk
n + . . .).

Les feuilles de F étant incluses dans les classes d’équivalence de la relation d’équi-
valence donnée par H , la fonction holomorphe a0(x, 0) est une intégrale première du
feuilletage.
Réciproquement, si le feuilletage admet une intégrale première holomorphe non
constante h(x), l’équation h(x) − h(y) definit un D-groupoïde de Lie contenant
le groupoïde de Galois du feuilletage. Les zéros de H(x, y) sont donc inclus dans
ceux de h(x) − h(y). En particulier pour x = 0 ceci montre que H(0, y) est non
identiquement nulle. �

Les preuves des autres cas du théorème 4.2.2 (rang transverse 1, 2 ou 3) se
déduisent du théorème 4.1.2 et du théorème ci-dessous :

Théorème 4.2.6 Un germe de feuilletage holomorphe singulier F de codimension
un admet une intégrale première de type Darboux (resp. Liouville ou Riccati) si et
seulement s’il admet une suite de Godbillon-Vey de longueur un (resp. deux ou trois).

Preuve. – Le cas Liouvillien est dû à M. Singer : [Si]. Sa généralisation au cas
Riccati est faite dans [Cas1]. Dans la section suivante, nous donnons des preuves de
ces deux théorèmes ainsi que du cas Darboux. Ceci achèvera la peuve de théorème.
On pourra aussi consulter [P-S]. �

4.3 Un théorème de Singer et ses généralisations

Dans ce paragraphe nous nous placerons dans le cadre légèrement plus abstrait
de l’algèbre différentielle.

Notation M est un corps différentiel de caractéristique nulle, de dérivations
∂1, . . . , ∂l qui commutent et sont linéairement indépendantes. Le dual du M-module
des dérivations sera Ω1

M le M-module des 1-formes différentielles de M . Soit K une
extension différentielle de M ; nous noterons Ω1

K = K ⊗M Ω1
M .

4.3.1 Introduction

Proposition 4.3.1 Etant donnée une équation aux dérivées partielles dG+ Gn

n!
γn +

. . . + γ0 = 0 avec γi dans Ω1
K , si cette équation admet une solution G dans une

extension différentielle de K et si G est transcendante sur K alors les γi forment
une suite de Godbillon-Vey pour γ0.
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4.3 Un théorème de Singer et ses généralisations 57

Preuve. – L’existence d’une solution implique que

0 = ddG =
∑

i

Gi

(
dγi

i!
−
∑

p+q=i

γp ∧ γq+1

p!q!

)

Si cette solution est transcendante, nous obtenons une suite de Godbillon-Vey de
longueur n+1 pour γ0. �

Plus précisement, nous nous intéresserons aux formes ω admettant des suites de
Godbillon-Vey de longueur 1, 2 ou 3. Une intégrale première de ω est un élément H
d’une extension différentielle de M vérifiant dH ∧ ω = 0.

Les relations entre l’existence d’une suite de Godbillon-Vey de longueur finie et
l’existence d’une intégrale première d’un type de transcendance particulier ont été
étudiées par M. Singer dans [P-S] et [Si] où il montre entre autre le théorème 4.2.6
(2). Nous allons montrer les théorèmes suivant.

Théorème 4.2.6 (1) Une forme ω dans Ω1
M admet une suite de Godbillon-Vey

de longueur 1 sur M si et seulement si elle admet une intégrale première de type
Darboux.

Théorème 4.2.6 (2) Une forme ω dans Ω1
M admet une suite de Godbillon-Vey de

longueur 2 sur M si et seulement si elle admet une intégrale première Liouvillienne.

Théorème 4.2.6 (3) Une forme ω dans Ω1
M admet une suite de Godbillon-Vey

de longueur 3 sur M si et seulement si elle admet une intégrale première de type
Riccati.

Dans sa thèse [Tou1], F. Touzet donne une preuve plus élémentaire du second
théorème du à J.P. Rolin. Nous nous proposons de démontrer le théorème 4.2.6 (1)
puis de redémontrer dans un deuxième temps le théorème 4.2.6 (2) en utilisant la
proposition 4.3.1. Enfin nous étendrons ces résultats aux suites de longueur 3 :

4.3.2 Preuve du théorème 4.2.6 (1)

Supposons qu’il existe une intégrale première H de type Darboux pour la forme
ω. On note K ⊂ K1 . . . ⊂ Kn la suite des extensions du corps K, telle que H soit
dans Kn. On supposera que cette suite est de longueur minimale parmi toutes les
suites d’extensions de type Darboux nécessaires à la construction d’une intégrale
première.

L’extension Kn−1 ⊂ Kn ne peut pas être algébrique. Dans le cas contraire, H
serait algébrique sur Kn−1. On note P (X) = Xp + ap−1X

p−1 . . . + a0 son polynôme
minimal ; H n’étant pas constante, il en serait de même pour au moins un des ai.
On aurait

0 = dP (H) ∧ ω =
∑

i

H idai ∧ ω
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58 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

d’où par minimalité de P , dai ∧ ω = 0. L’existence des intégrales premières ai dans
Kn−1 contredit la minimalité de la suite d’extensions. La dernière extension est donc
transcendante.

Soit G telle que Kn = Kn−1(G) où dG = γ est une forme à coefficients dans
Kn−1. Lorsqu’on écrit dH = Fω dans Kn, on peut supposer que le facteur intégrant
F est dans Kn−1. En effet, en écrivant F = akG

k + . . . par division suivant les puis-
sances croissantes de G et en calculant d(Fω), par transcendance de G on obtient
d(akω) = 0. On peut donc considérer la suite de longueur minimale donnée par les
Ki pour i inférieur à n − 1 et Kn = Kn−1(H) avec dH = akω. Il existe donc un
facteur intégrant pour ω dans l’avant-dernier corps de la suite d’extension donnant
une intégrale première de type Darboux.

Si l’extension Kn−1 de Kn−2 est purement transcendante, le même raisonnement
assure l’existence d’un facteur intégrant pour ω dans Kn−2, ce qui contredit la mi-
nimalité de la suite. L’extension Kn−1 de Kn−2 est donc algébrique.

Soit F un facteur intégrant de ω dans Kn−1. Il est algébrique sur Kn−2. On note
F1, . . . , Fp ses quantités conjuguées. Comme d(Fiω) = 0, on a

d(F1 . . . Fp)

F1 . . . Fp
∧ ω = pdω.

Le produit F̃ = F1 . . . Fp est un élément non nul de Kn−2 dont une racine p-ième
p
√

F̃
est un facteur intégrant pour ω. On construit donc une nouvelle suite de longueur
minimale en conservant les n − 2 premières extensions et en remplaçant Kn−1 par

Kn−2(
p
√

F̃ ) et Kn par Kn−2(
p
√

F̃ , H) avec dH =
p
√

F̃ω. Montrons que cette suite
est de longueur deux, c’est-à-dire Kn−2 = K0.

Si l’extension Kn−2 de Kn−3 est algébrique, le raisonnement précédent permet
de construire une fonction F̃ dans Kn−3 dont une racine est un facteur intégrant
pour ω. On pourrait alors construire une suite de longueur n− 1 qui contredirait la
minimalité de la suite.

Si l’extension Kn−2 = Kn−3(G) est transcendante avec dG à coefficients dans
Kn−3. On écrit F̃ = akG

k(1 + a1G
−1 + . . .). En faisant la division suivant les puis-

sances décroissantes, on a

dF̃

F̃
∧ ω =

dak

ak

∧ ω + k
dG ∧ ω

G
+

d(a1G
−1 + . . .)

(1 + a1G−1 . . .)
∧ ω.

Le dernier terme de la somme contient des puissances de G inférieures ou égales
à −1. Le deuxième terme est de degré −1 en G. Par transcendance de G on en
déduit que dak

ak
∧ ω = pdω. A partir du facteur intégrant p

√
ak on construit une suite

d’extensions de longueur n − 1 contenant une intégrale première. Ceci contredit à
nouveau la minimalité de la suite.

On a obtenu une suite de longueur deux K0 ⊂ K1 ⊂ K2 avec K1 = K0(
p
√

F̃ )

et K2 = K1(H) où dH =
p
√

F̃ω : il existe un élément de K dont une racine est un
facteur intégrant pour ω.

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



4.3 Un théorème de Singer et ses généralisations 59

Réciproquement, une suite de Godbillon-Vey de longueur un permet par ces
formules de construire une intégrale première de type Darboux pour ω. �

4.3.3 Une nouvelle preuve du théorème de M. Singer

Lemme 4.3.2 Soient ω ∈ Ω1
M , M ⊂ K ⊂ K1 telle que K1 soit algébrique sur K.

Si ω admet une suite de Godbillon-Vey de longueur 2 sur K1 alors elle en admet
une sur K.

Preuve. – Soit K̃1 la cloture normale de K1. En faisant agir un élément σ ∈
Gal(K̃1/K) sur les relations de la suite de Godbillon-Vey , nous obtenons :

dω = ω ∧ σ(ω1)
σ(dω1) = d(σ(ω1)) = 0.

La moyenne des σ(ω1) pour tous les σ dans Gal(K̃1/K) nous fournit une suite de
Godbillon-Vey de longueur 2 dans K. �

Lemme 4.3.3 Soient ω ∈ Ω1
M et K(G) une extension de K ⊃ M par G vérifiant

dG = Gγ1 + γ0. Si ω admet une suite de Godbillon-Vey de longueur 2 sur K(G)
alors elle en admet une sur K.

Preuve. – Nous pouvons supposer que G est transcendante sur K et écrire ω1

sous la forme N(G)
D(G)

avec N ∈ Ω1
K [X] et D ∈ K[X]. Nous allons distinguer deux cas

suivant que le degré de D est positif ou nul.
1) - Le degré de D est positif.

Le lemme 4.3.2 nous permet de supposer que le corps K contient une racine g de D.
Nous nous plaçons en cette racine en faisant le changement d’inconnue H = G − g.
Comme

dH = Hγ1 + gγ1 + γ0 − dg = Hγ̃1 + γ̃0,

la transcendance de H sur K assure que γ̃0, γ̃1 forment une suite de Godbillon-Vey.
La forme ω1 est une expression rationnelle en H et en effectuant la division suivant
les puissances croissantes nous obtenons ω1 = 1

Hn α−n + . . . avec n > 0 et αi ∈ Ω1
K .

L’équation dω = ω ∧ ω1 implique que dω = ω ∧ α0 et ω ∧ α−n = 0 et l’équation
dω1 = 0 implique que α−n ∧ γ̃0 = 0 et dα0 + α1 ∧ γ̃0 = 0. Si γ̃0 est non nulle, nous
en déduisons que ω est un multiple de γ̃0 donc la suite de Godbillon-Vey sur K de
γ̃0 en fournit une pour ω. Si γ̃0 est nulle, α0 convient.

2) - Le degré de D est nul.
Dans ce cas, ω1 = Grαr + . . . + α0. L’équation dω = ω ∧ω1 implique que ω ∧αr = 0
donc qu’il existe F ∈ K telle que αr = Fω. L’équation dω1 = 0 implique que
dαr + rαr ∧ γ̃1 = 0. Un multiple de ω admet une suite de Godbillon-Vey sur K de
longueur 2, il en est donc de même pour ω. �

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



60 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

Preuve du théorème 4.2.6 (2). – Soit H une intégrale première de ω dans un
corps K extension Liouvillienne de M . Par définition il existe F dans K tel que
dH = Fω d’où dω = ω ∧ dF

F
, ω1 = dF

F
est une suite de Godbillon-Vey de longueur

2 sur K pour ω. Par récurrence sur la longueur de l’extension, le lemme 4.3.3, nous
permet de trouver une suite de Godbillon-Vey de longueur 2 sur M . Réciproquement,
à partir d’une suite de Godbillon-Vey ω, ω1 de longueur 2 on construit une intégrale
première de ω en résolvant successivement les équations dF = Fω1 puis dH = Fω.

�

4.3.4 Suite de Godbillon-Vey de longueur 3

Lemme 4.3.4 Soient ω ∈ Ω1
M et K une extension de M . Si elle admet une suite de

Godbillon-Vey de longueur 3 sur K alors, parmi toutes ses suites de Godbillon-Vey,
elle en admet une de la forme ω, ω1, ω2 avec ω1 ∈ Ω1

M .

Preuve. – Soient η1 et η2 dans Ω1
K vérifiant :

dω = ω ∧ η1

dη1 = ω ∧ η2

dη2 = η1 ∧ η2

Prenons une dérivation X sur M vérifiant ω(X) = 1 et posons ω1 = LXω. Il faut
ensuite construire ω2. Comme (ω1 − η1) ∧ ω = 0, il existe F ∈ K telle que ω1 =
η1 +Fω. En prenant la différentielle on a dω1 = ω∧(η2−dF +Fω1). La forme ω2 est
donc de la forme η2 − dF +Fω1 +Gω pour un certain G dans K. Il faut déterminer
le G tel que la troisième équation soit satisfaite. En calculant

dω2 − ω1 ∧ ω2 = d(Gω) + Fd(Fω) + Gdω,

on obtient G = −1
2
F 2 donc ω2 = η2 − dF + Fω1 − F 2

2
ω convient. �

Lemme 4.3.5 Soient ω ∈ Ω1
M , M ⊂ K ⊂ K1 telle que K1 soit algébrique sur K.

Si ω admet une suite de longueur 3 sur K1 alors elle en admet une sur K.

Preuve. – Le lemme 4.3.4 nous permet de supposer que ω1 ∈ Ω1
M . Maintenant

la preuve est la même que celle du lemme 4.3.2. Soit K̃1 la clôture normale de K1. En
faisant agir un élément σ ∈ Gal(K̃1/K) sur les relations de la suite, nous obtenons :

dω = ω ∧ σ(ω1) = ω ∧ ω1

dω1 = dσ(ω1) = ω ∧ σ(ω2)
dσ(ω2) = σ(ω1) ∧ σ(ω2) = ω1 ∧ σ(ω2)

La moyenne des σ(ω2) pour tous les σ dans Gal(K̃1/K) nous fournit une suite de
Godbillon-Vey de longueur 3 dans K. �
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4.4 Groupoïdes de Galois et extensions fortement normales 61

Lemme 4.3.6 Soient ω ∈ Ω1
M et K(G) une extension de K ⊃ M par G vérifiant

dG = G2

2
γ2 + Gγ1 + γ0 avec γ2, γ1 et γ0 dans Ω1

K . Si ω admet une suite de longueur
3 sur K(G), alors elle en admet une sur K.

Preuve. – Grâce aux lemmes précédents, nous pouvons supposer que G est
transcendante sur K, ω1 ∈ Ω1

M , ω2 = N(G)
D(G)

avec N ∈ Ω1
K [X] et D ∈ K[X], et que

les racines de D se trouvent dans K. Nous distinguerons les deux mêmes cas que
précédemment.

1) - Le degré de D est non nul.
A un changement de variable près nous pouvons supposer qu’après division suivant
les puissances croissantes ω2 = 1

Gn β−n + . . . avec βi ∈ Ω1
K et n > 0. L’équation

dω1 = ω ∧ ω2 implique ω ∧ β−n = 0, il existe donc F ∈ K telle que β−n = Fω.
Si γ0 est non nulle, l’équation dω2 = ω1 ∧ ω2 implique γ0 ∧ β−n = 0. La forme ω est
un multiple de γ0 et on obtient une suite de Godbillon-Vey de longueur 3 pour ω à
partir de celle de γ0.
Si γ0 est nulle, l’équation dω2 = ω1 ∧ ω2 implique dβ−n − nβ−n ∧ γ1 = ω1 ∧ β−n.
En remplaçant β−n par Fω dans cette expression on obtient dω = ω ∧

(
dF
2F

+ nγ1

2

)
,

c’est-à-dire une suite de Godbillon-Vey de longueur 2 dans K.
2) - Le degré de D est nul.

Dans ce cas ω2 = Grβr + . . . + β0. L’équation dω1 = ω ∧ ω2 implique ω ∧ βr = 0. Si
γ2 est non nulle, l’équation dω2 = ω1 ∧ ω2 implique γ2 ∧ βr = 0. La forme ω est un
multiple de γ2 et on a ainsi une suite pour ω. Si γ2 est nulle, l’équation dω2 = ω1∧ω2

implique dβr + rβr ∧ γ1 = ω1 ∧ βr. En remplaçant βr par Fω dans cette expression
on obtient une suite de Godbillon-Vey de longueur 2 : dω = ω ∧

(
dF
2F

− rγ1

2

)
. �

Preuve du théorème 4.2.6 (3). – Soit H une intégrale première de ω dans un
corps K, extension de type Riccati de M . Il existe une suite de Godbillon-Vey de
longueur 2 pour ω sur K. En utilisant le lemme 4.3.6, par récurrence, nous obtenons
une suite de Godbillon-Vey de longueur 3 sur M . Inversement, à partir d’une suite
de Godbillon-Vey de longueur 3 sur M ω, ω1, ω2, on construit une intégrale première
de ω en résolvant dG = G2

2
ω2 + Gω1 + ω puis dF = F (ω1 + 2

G
ω) et dH = Fω. �

4.4 Groupoïdes de Galois et extensions fortement

normales

Dans cette section M∆ désigne le corps des fonctions méromorphes sur le poly-
disque ∆ de Cn. Considérons l’espace J∗k(∆ → C) des jets d’ordre k d’applications
submersive de ∆ dans C (la notation ∗ désigne ici la propriété de submersivité).
Le choix de coordonnées x sur ∆ et H sur C nous permet d’identifier cet espace
à un ouvert de ∆ × C ×|α|≤k Cα avec les coordonnées Hα naturellement associées
au choix de x et de H . Ces espaces sont munis de l’anneau des équations aux déri-
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62 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

vées partielles d’ordre inférieur à k, OJ∗
k (∆→C) = O∆[H, . . . , Hα . . .] et pour chaque

dérivation partielle ∂
∂xi

d’une dérivation Di : OJ∗
k (∆→C) → OJ∗

k+1(∆→C).

Définition 4.4.1 Une D-variété dans J∗(∆ → C) = lim
←−

J∗k (∆ → C) est donnée

par un idéal J ⊂ OJ∗(∆→C) = lim
−→

OJ∗
k (∆→C) différentiel et réduit tel que J ∩O∆ = ∅.

Définition 4.4.2 Soit A un anneau différentiel sur M∆. Le spectre différentiel est
l’ensemble Specdiff (A) des idéaux premiers et différentiels de A.

Cet ensemble peut être muni d’une topologie appelée topologie de Zariski-Kolchin
([Bu2], [Kov]). Nous allons étudier dans cette partie la D-variété des intégrales pre-
mières d’un germe de feuilletage F défini par des formes ω1, . . . ωq. Elle est donnée
par le système d’équations aux dérivées partielles dHi∧ω1∧. . .∧ωq = 0. Considérons
l’anneau différentiel

M∆ ⊗O∆
OJ∗(∆→Cq)/(dHi ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ωq)

où (dHi∧ω1∧ . . .∧ωq) est l’idéal différentiel réduit engendré par les composantes de
ces (q+1)-formes pour i entre 1 et q, et notons OF son localisé sur dH1∧. . . dHq 6= 0.

L’ensemble SpecdiffOF représente l’ensemble des systèmes d’équations aux dé-
rivées partielles compatibles avec le fait d’être un système complet d’intégrales pre-
mières. La notion de réductibilité d’un système d’équations aux dérivées partielles
de Jules Drach ([Dr1]) correspond à la non trivialité du spectre différentiel.

Définition 4.4.3 ([Bu1],[Ko], [Kov]) Soit M∆ ⊂ K une extension de degré de
transcendance fini de corps différentiels. Cette extension sera dite fortement normale
si pour toute extension différentielle E de K et tout morphisme σ : K → E au-dessus
de M∆ :

1. σ laisse les constantes de K invariantes,

2. σ(K) · E c = K · E c

où E c désigne le corps des constantes de E et le point désigne le compositum des
corps dans E .

D’après la théorie de Kolchin (voir [Ko] et [Kov]), le groupe de Galois de ces exten-
sions est un groupe algébrique. Ses sous-groupes algébriques sont en correspondance
avec les extensions différentielles intermédiaires.

Le théorème suivant confirme les résutats incomplets de J. Drach [Dr2] et s’inscrit
dans “une théorie générale de la réductibilité des équations” esquissée par E. Vessiot
[Ves1], [Ves2].

Théorème 4.4.4 Soit Fω un feuilletage de codimension un de (Cn, 0). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) le groupoïde de Galois de Fω est propre ;
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4.4 Groupoïdes de Galois et extensions fortement normales 63

(2) le spectre différentiel de OF est non trivial : Specdiff (OF ) 6= {0} ;

(3) il existe une intégrale première de F dans une extension fortement normale K
de M∆.

Nous démontrerons successivement les implications (3) ⇒ (2), (2) ⇒ (1) et (1) ⇒
(3) dans les lemmes suivants. Nous montrerons les deux premières pour un feuilletage
de codimension quelconque.

Lemme 4.4.5 Soit F un feuilletage donné par q 1-formes. Si il existe q intégrales
premières fonctionnellement indépendantes dans une extension différentielle de M∆

de degré de transcendance fini alors le spectre différentiel de OF est non trivial.

Preuve. – L’existence d’un système d’intégrales premières dans K donne un
morphisme différentiel au-dessus de M∆ :

OF −→ K

induit par l’identification des coordonnées Hi avec les intégrales premières. Le noyau
de ce morphisme est un idéal différentiel premier de OF et donne donc un élément
de Specdiff (OF). L’extension K étant de degré de transcendance fini ce qui n’est
pas le cas de OF , le morphisme ne peut pas être injectif. L’élément obtenu dans
Specdiff (OF ) est non trivial. �

Lemme 4.4.6 Soit F un feuilletage donné par q 1-formes. Si le spectre différentiel
de OF est non trivial alors le groupoïde de Galois de Fω est propre.

Preuve. – Soit J un idéal différentiel premier de OJ∗(∆→Cq) contenant l’idéal
différentiel donné par dHi ∧ ω1 ∧ . . . ωq. Nous allons construire un D-groupoïde de
Lie dont les solutions sont les germes ϕ tels que pour tout H = (H1, . . . , Hq), H est
solution de J si et seulement si H ◦ ϕ est solution de J . Pour cela on considère
l’action de J∗p (∆) sur J∗p (∆ → Cq) par composition à la source :

comp : J∗(∆ → Cq) ×∆ J∗(∆) −→ J∗(∆ → Cq).

Cette action se traduit sur les anneaux par l’existence d’une flèche comp∗ satisfaisant
les diagrammes commutatifs suivant :

– l’identité
OJ∗(∆→Cq)

comp∗

=

OJ∗(∆→Cq) ⊗O∆
OJ∗(∆)

1⊗e∗

OJ∗(∆→Cq)
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64 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

– la composition

OJ∗(∆→Cq)
comp∗

comp∗

OJ∗(∆→Cq) ⊗O∆
OJ∗(∆)

1⊗c∗

OJ∗(∆→Cq) ⊗O∆
OJ∗(∆)

comp∗⊗1 OJ∗(∆→Cq) ⊗O∆
OJ∗(∆) ⊗O∆

OJ∗(∆)

Un germe de difféomorphisme ϕ : (∆, a) → (∆, b) induit un transport par le pro-
longement ϕ∗ (voir la définition 1.1.1) des jets de J∗(∆ → Cq) de source b sur ceux
de source a par composition. Étant donné un idéal J de OJ∗

p (∆→Cq), nous allons
chercher à déterminer les équations différentielles satisfaites par les germes ϕ tels
que ϕ∗∗(J ⊗ Ca) = (J ⊗ Cb) (on note ϕ∗∗ le morphisme d’anneau induit par la
transformation ϕ∗). Considérons l’idéal comp∗J dont les solutions sont l’ensemble
des couples (H, ϕ) tels que H ◦ϕ est solution de J . Les solutions de comp∗J +J ⊗1
sont les couples (H, ϕ) tels que H et H ◦ϕ soient solutions de J . Il faut déterminer
le plus petit idéal I de OJ∗(∆) vérifiant comp∗J +J ⊗ 1 ⊂ J ⊗ 1 + 1⊗I en dehors
d’une hypersurface. Les solutions de I sont les ϕ tels que si H est solution de J
alors H ◦ ϕ est solution de J .
Nous allons déterminer un système de générateurs de l’idéal I. En l’absence de tor-
sion, nous noterons encore J l’idéal engendré par J dans M∆⊗OJ∗(∆→Cq). D’après
le théorème de “noetherianité” 1.1.9, il existe un entier k tel que l’idéal J soit diffé-
rentiablement engendré, en tant qu’idéal réduit, par ses éléments d’ordre inférieur à
p. On note Jp la trace de l’idéal J dans l’anneau des équations différentielles d’ordre
inférieur ou égale à p.
Soit f1, . . . , fn un système générateur de l’idéal Jp, qu’on supposera M∆-libre. On
le complète en une base du M∆-espace vectoriel Jp : f1, . . . , fn, . . . , fm, . . . Puis on
complète cette famille par des e1, . . . , ek, . . . en une M∆-base de M∆ ⊗OJ∗

p (∆→Cq).
Soit f ∈ M∆ ⊗OJ∗

p (∆→Cq), nous noterons :

comp∗f =
∑

fjα
j(f) +

∑
ekβ

k(f),

avec les αj(f) et βk(f) dans M∆⊗O∆
OJ∗

p (∆). On considère alors l’idéal Ip de M∆⊗O∆

OJ∗
k (∆) défini par les βk(f) pour f ∈ Jp. Par construction cet idéal vérifie deux

propriétés importantes.

(a) Il est engendré par les βk(fi) pour i = 1, . . . , n. En effet, on a clairement
βk(f + g) = βk(f) + βk(g). D’autre part comme

comp∗(fg) ≡
∑

e`ekβ
`(f)βk(g) mod Jp ⊗ 1

en écrivant e`ek dans la base décrite au-dessus, on obtient que βi(fg) est une
combinaison des β`(f)βk(g) à coefficients dans M∆. En particulier, quel que
soit f dans Jp, βk(f) est dans l’idéal engendré par les βk(fi) pour i = 1, . . . , n.
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4.4 Groupoïdes de Galois et extensions fortement normales 65

(b) En considérant la décomposition de comp∗fi on remarque que, pour tout ϕ de
J∗p (∆) solution de Ip, si H est solution de Jp alors H ◦ ϕ est aussi solution de
Jp. Réciproquement si pour toute solution H de Jp, H ◦ϕ est encore solution
de Jp alors, en utilisant l’indépendance des ek, on a ϕ solution de Ip. Un jet
ϕ est solution de Ip si et seulement si ϕ∗∗Jp ⊗ Ca ⊂ Jp ⊗ Cb.

Vérifions maintenant que cet idéal vérifie les propriétés (1) et (3) d’un D-groupoïde
de Lie. L’inclusion de cet idéal dans l’idéal définissant l’identité se déduit du dia-
gramme commutatif de l’identité ci-dessus. D’autre part on a :

(comp∗ ⊗ 1)(comp∗)(f) =
∑

i,j

fiα
i(fj)α

j(f)
∑

l,j

elβ
l(fj)α

j(f)

+
∑

i,k

fiα
i(ek)β

k(f) +
∑

k,l

elβ
l(ek)β

k(f)

et
(1 ⊗ c∗)(comp∗)(f) =

∑
fic
∗(αi(f)) +

∑
elc
∗(βl(f)).

En utilisant le second diagramme commutatif, on obtient les égalités

c∗(βl(fi)) =
∑

k

βl(ek)β
k(fi) +

∑

j

βl(fj)α
j(fi)

qui prouvent la stabilité par composition. N’ayant pas de stabilité par l’inversion
i, considérons l’idéal Ip + i∗Ip. Par construction il est stable par inversion et reste
contenu dans l’idéal de l’identité. Nous venons de prouver qu’une partie de cet idéal
est stable par composition. Pour prouver que l’autre partie l’est aussi on introduit
l’application i×̂i définie de J∗(∆) ×∆ J∗(∆) dans J∗(∆) ×∆ J∗(∆) par :

((x, y, . . .), (y, z, . . .)) → ((z, y, . . .), (y, x, . . .)) .

Cette flèche induit un morphisme (i×̂i)∗ vérifiant (i×̂i)∗c∗ = c∗i∗. En l’appliquant à
l’égalité donnant la stabilité par composition de Ip, on a :

c∗(i∗(βl(fi))) =
∑

k

i∗(βk(fi))i
∗(βl(ek)) +

∑

j

i∗(αj(fi))i
∗(βl(fj))

ce qui prouve la stabilité par composition de Ip + i∗Ip. Quitte à multiplier par les
dénominateurs des βl(fj), l’idéal Ip + i∗Ip est inclus dans OJ∗

p (∆). Nous venons de
prouver qu’il décrit donc un sous-groupoïde de Lie de J∗p (∆), la stabilité par com-
position n’étant vérifiée qu’en dehors du lieu des zéros de ces dénominateurs. Le
théorème de prolongement de B. Malgrange [Ma5] assure que l’idéal réduit qu’il
engendre différentiablement donne un D-groupoïde de Lie.
Vérifions que ce D-groupoïde de Lie est admissible pour le feuilletage. Les automor-
phismes locaux du feuilletage qui se factorisent en l’identité sur la transverse agissent
comme l’identité sur OF donc laissent invariants tous ses idéaux différentiels. Ils sont
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66 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

donc tous solutions du D-groupoïde de Lie que nous venons de construire.
Vérifions enfin que ce D-groupoïde de Lie est propre. On choisit des coordonnées
transverses t et des coordonnées tangentes z. Les équations d’intégrales premières
s’écrivent localement ∂Hi

∂zj
= 0. Les équations supplémentaires de l’idéal premier

compatible sont donc des équations que l’on peut supposer, quitte à effectuer les
substitutions nécessaires, uniquement en les dérivés des Hi par rapport aux tk. Cet
idéal ne peut être invariant par n’importe quelle transformation en t : le D-groupoïde
de Lie construit est donc différent de celui de tous les automorphismes du feuilletage.

�

Lemme 4.4.7 Soit F un germe de feuilletage de codimension un dont le groupoïde
de Galois est propre. Il existe une intégrale première de F dans une extension for-
tement normale de M∆.

Preuve. – En codimension un le rang transverse d’un D-groupoïde de Lie
admissible propre est fini. La preuve de ce lemme se fait au cas par cas en discutant
suivant le rang transverse du groupoïde de Galois du feuilletage. On sait d’après le
théoreme 4.2.2 qu’il existe dans ces cas des intégrales premières particulières. Ces
intégrales premières vont nous donner des idéaux différentiels premiers particuliers
de OF . Les corps des fractions des quotients de OF par ces idéaux nous donneront
dans chaque cas une extension fortement normale contenant une intégrale première.

Les feuilletages méromorphiquement intégrables.
Lorsque le rang transverse est nul, le groupoïde de Galois est non transitif et il existe
une intégrale première méromorphe. L’extension est M∆ et le morphisme est celui
qui à H associe une intégrale première méromorphe.

Les feuilletages Darboux-intégrables.
Lorsque le rang transverse est égal à un, rappelons comment on a construit une
intégrale première de type Darboux. Pour Γ ∈ Aut(Fω), on note fΓ la fonction
définie par Γ∗ω = fΓω. On notera aussi ω =

∑
widxi dans des coordonnées fixées.

Le groupoïde de Galois d’un feuilletage Darboux-intégrable est de la forme :

Γ∗ω ∧ ω = 0 et m ◦ Γfk
Γ = m

pour une fonction méromorphe m et un entier k. Le système défini par les équations :

(dH)⊗k − m(x)ω⊗k = 0

fournit un idéal différentiel premier J de OF . Le corps des fractions K du quotient
OF/J est de degré de transcendance un. Pour prouver qu’il s’agit d’une extension
fortement normale, prenons E une extension différentielle de M∆ et σ1 et σ2 deux
plongements de K dans E . Ces plongements sont complètement déterminés par H1 =
σ1H et H2 = σ2H , où par abus de notation H désigne aussi son image dans K. Les
éléments H1 et H2 de E vérifient tous les deux l’équation engendrant J . Il existe
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4.4 Groupoïdes de Galois et extensions fortement normales 67

donc une racine k-ième de l’unité θ et une constante b de E telles que H1 = θH2 + b.
Ayant obtenu une expression rationnelle de H1 en fonction de H2 à coefficients dans
les constantes de E , on a σ1 ·E c = σ2 ·E c. Le corps K est donc une extension fortement
normale de M∆ de groupe de Galois les transformations x → θx + b de la droite
affine.

Les feuilletages Liouville-intégrables.
Lorsque le rang transverse de Fω est deux, il existe une forme fermée α vérifiant
dω = ω ∧ α. Le groupoïde de Galois d’un tel feuilletage a pour équations :

Γ∗ω ∧ ω = 0 et Γ∗α +
dfΓ

fΓ

= α.

On construit des intégrales premières particulières de ce feuilletage en résolvant
successivement

dF

F
= α puis dH = Fω.

Dans des coordonnées on écrit ω =
∑

widxi et α =
∑

aidxi. Le système d’équations
correspondant est :

∂H
∂xi

wi
=

∂H
∂xj

wj
,

∂2H
∂x2

i

∂H
∂xi

= ai +
∂wi

∂xi

wi
pour 0 ≤ i, j ≤ n.

Ce système donne un idéal différentiel J de OF . Le corps des fractions du quotient
K est de degré de transcendance deux. Étant données deux solutions H1 et H2 des
équations ci-dessus dans une extension de M∆, on a H1 = aH2 + b avec a et b deux
constantes de l’extension. Le corps K est donc une extension fortement normale de
M∆ de groupe de Galois les transformations x → ax + b de la droite affine.

Les feuilletages Riccati-intégrables.
Lorsque le rang transverse de Fω est trois, ce feuilletage admet une suite de Godbillon-
Vey de longueur trois : (ω, α, β). On construit des intégrales premières particulières
en résolvant la suite d’équations :

dG = G2

2
ω + Gα + β

dF
F

= Gω + α
dH = Fω.

Dans des coordonnées on écrit ω =
∑

widxi, α =
∑

aidxi, β =
∑

bidxi. Le système
d’équations aux dérivées partielles correspondant est :

∂H
∂xi

wi
=

∂H
∂xj

wj

1
wi

(
∂2H

∂x2
i

∂H
∂xi

−
∂wi
∂xi

wi
− ai

)
= 1

wj

(
∂2H

∂x2
j

∂H
∂xj

−
∂wj
∂xj

wj
− aj

)
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68 Chapitre 4. Feuilletages de codimension un

∂

∂xi




∂2H
∂x2

i

∂H
∂xi


− 1

2




∂2H
∂x2

i

∂H
∂xi




2

= wi



(

∂wi

∂xi

wi

)
− 1

2

(
∂wi

∂xi

wi

)2



+
∂ai

∂xi

− 1

2
a2

i + bi − ai

∂wi

∂xi

wi

.

Ces équations donnent un idéal différentiel J de OF . Le corps des fractions
du quotient K est de degré de transcendance trois. Étant données deux solutions
H1 et H2 des équations ci-dessus dans une extension de M∆ on a H1 = aH2+b

cH2+d

avec a, b, c, d quatre constantes de l’extension. Le corps K est donc une extension
fortement normale de M∆ de groupe de Galois les transformations homographiques
de la droite projective. �
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Chapitre 5

Groupoïdes de Galois de feuilletages

classiques

5.1 Le groupoïde de Galois d’un germe de feuille-

tage de (C2, 0) à singularité réduite

Nous allons maintenant déterminer les feuilletages sur un bidisque à singula-
rité réduite dont le groupoïde de Galois est de rang transverse fini en fonction des
invariants de leurs classes analytiques.

Définition 5.1.1 Un feuilletage F de (C2, 0) sera dit à singularité réduite si il existe
une forme ω définissant F dont la partie linéaire s’écrit dans de bonnes coordonnées :

1. λ1xdy + λ2ydx, (λ1, λ2) ∈ C∗ × C∗, λ1

λ2
/∈ Q<0,

2. ydx.

La terminologie employée renvoie au théorème de réduction de Seidenberg [Se] : ces
singularités sont les plus simples que l’on obtient après éclatements.

Les feuilletages de type (1) sont appelés des selles. Ils admettent deux courbes
analytiques invariantes lisses et transverses dont les holonomies ont pour parties
linéaires e−2iπλ1/λ2 et e−2iπλ2/λ1 . Ces feuilletages ont des comportements différents
suivant les valeurs de λ1

λ2
. Lorsque λ1

λ2
n’est pas réel ou réel négatif non rationnel, on

sait, d’après Poincaré, que le feuilletage est analytiquement linéarisable. Lorsque λ1

λ2

est réel irrationnel, le feuilletage est formellement linéarisable [Il]. Lorsque λ1

λ2
est

rationnel ces feuilletages s’appellent selles résonnantes. Ils ne sont plus linéarisables,
mais admettent les formes normales formelles suivantes :

p(1 + (λ − 1)(xpyq)k)ydx + q(1 + λ(xpyq)k)xdy.

Les axes de coordonnées sont des courbes invariantes pour ces feuilletages. L’holo-
nomie de la feuille x = 0 calculée sur la transversale (y = 1, x = t) est le difféomor-

69
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70 Chapitre 5. Groupoïdes de Galois de feuilletages classiques

phisme

f = e−2iπp/q exp

(
tqk+1

1 − λ q
p
tqk

d

dt

)
.

La classe de conjugaison analytique de cette holonomie est un invariant complet de
la classe analytique du feuilletage. D’après les résultats de [M-R2], après préparation
du feuilletage, il existe des normalisations analytiques hi sur des secteurs Ui de la
forme −π

2
−ε < arg((xpyq)k) < π

2
+ε qui sont asymptotes à la normalisante formelle

tangente à l’identité. Le cocycle (Ui ∩ Ui+1, hi+1 ◦ h−1
i )i induit un invariant complet

de la classe analytique du feuilletage.
Les feuilletages de type (2) sont appelés des nœud-cols. Ils ont pour formes

normales formelles
xk+1dy − y(1 − λxk)dx

d’holonomie f = exp( tk+1

1−λtk
d
dt

) calculée sur la transversale (y = 1, x = t) à la sépa-
ratrice forte x = 0. D’après les résultats de [M-R1], après préparation du feuille-
tage, il existe des normalisations analytiques hi sur des secteurs Ui de la forme
−π

2
− ε < arg(xk) < π

2
+ ε qui sont asymptotes à la normalisante formelle tangente

à l’identité. Elles définissent un cocycle qui est un invariant complet de la classe
analytique du feuilletage.
Dans le cas des selles résonnantes et des nœud-cols, les invariants de la classe de
conjugaison analytique de l’holonomie de la séparatrice forte sont donnés par les
composantes transverses des invariants analytiques du feuilletage.

Proposition 5.1.2 Soit f l’holonomie d’un feuilletage à singularité réduite F . Si
f est solution d’un D-groupoïde de Lie G sur un disque transverse T alors il existe
un D-groupoïde de Lie admissible pour F dont l’équation transverse au voisinage de
T coïncide avec celle de G.

Preuve. – Nous commençons par déterminer la liste des D-groupoïdes de
Lie de rang transverse supérieur ou égal à un admissible pour le nœud-col modèle
ω = x2dy − ydx. Le facteur intégrant F = 1

x2y
détermine un D-groupoïde de Lie de

rang transverse un obtenu en écrivant l’invariance de la forme fermée Fω :

dY

Y
− dX

X2
=

dy

y
− dx

x2
.

Considérons les cartes y 6∈ R≤0 et y 6∈ R≥0. En choisissant deux déterminations de
log y, on les munit des coordonnées redressantes t = x

x log y+1
et z = y. Dans ces

coordonnées, on vérifie que les équations de ce D-groupoïde de Lie s’écrivent :

∂T

∂z
= 0 et

1

T 2

∂T

∂t
=

1

t2
.

On retrouve la formule (1) de la remarque 4.1.6 qui donne sur la partie transverse
le D-groupoïde de Lie G1(−2

t
).
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5.1 Le groupoïde de Galois d’un germe de feuilletage de (C2, 0) à singularité
réduite 71

Les D-groupoïdes de Lie de rang transverse deux admissibles pour ω sont obtenus
d’après le théorème 4.1.2 à partir de toutes les formes fermées α vérifiant dω = ω∧α.
Dans le cas du nœud-col, ces formes s’écrivent

α =
dF

F
+ cFω

où c est un nombre complexe quelconque. Considérons les cartes y 6∈ R≤0 et y 6∈
R≥0. Dans les coordonnées précédentes, ω = w(z, t)dt. D’après la formule (2) de la
remarque 4.1.6, l’équation transverse du D-groupoïde de Lie associé à la suite de
Godbillon-Vey (ω, α) est G2(µ) avec µ(t)dt = α + dw

w
. On vérifie que les équations

de ce D-groupoïde de Lie s’écrivent :

∂T

∂z
= 0 et G2(−

c

t2
− 2

t
).

Les D-groupoïdes de Lie de rang transverse trois sont obtenus en prenant toutes
les formes α vérifiant la première équation de Godbillon-Vey et en complétant la
suite par l’unique forme β satisfaisant les deux dernières équations de Godbillon-
Vey. On obtient les suites (ω = x2dy − ydx, α = dF

F
+ cFω, β = F 2ω). Dans les

cartes de coordonnées (t, z) précédentes, d’après la formule (3) de la remarque 4.1.6,
l’équation transverse du D-groupoïde de Lie définie par la suite (ω, α, β) est G3(ν)
avec

ν(t)dt = wβ + d

(
∂tw

w
+ at

)
− 1

2

(
∂tw

w
+ at

)2

dt

où ω = w(z, t)dt et α = atdt + azdz. On en déduit que les équations de ce D-
groupoïde de Lie s’écrivent :

∂T

∂z
= 0 et G3(−

c2

t4
).

D’autre part, d’après le début de la section 4.4, les D-groupoïdes de Lie sur le
disque transverse contenant l’holonomie exp(t2 d

dt
) du nœud-col sont G1(−2

t
), G2(− c

t2
−

2
t
) et G3(− c2

t4
) et seulement ceux-ci. Ces deux listes étant identiques, nous avons mon-

tré la proposition pour le nœud-col x2dy−ydx. Les autres formes normales de nœud-
cols, xk+1dy− y(1−λxk)dx, se ramènent au cas précédent par (x, y) 7→ ( x

1−λx log x
, y)

et la ramification (x, y) 7→ (xk, y). Les formes normales de selles résonnantes se ra-
mènent aux nœud-cols par l’éclatement (x, y) 7→ (xy, y) et la ramification (x, y) 7→
(xp, yq). Tous ces feuilletages admettant des facteurs intégrants, on peut aussi déri-
ver directement les équations des D-groupoïdes de Lie admissibles pour un de ces
feuilletages en considérant toutes les suites de Godbillon-Vey que l’on peut associer
à ce feuilletage, à équivalence près.

Considérons un nœud-col dans la classe formelle de xk+1dy − y(1− λxk)dx dont
l’holonomie n’est plus analytiquement normalisable, et supposons que celle-ci soit
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72 Chapitre 5. Groupoïdes de Galois de feuilletages classiques

solution d’un D-groupoïde de Lie de rang trois G3(ν). Nous allons construire un
D-groupoïde de Lie admissible pour le feuilletage de rang transverse trois. On sait
d’après le théorème 2.2.3, que f est solution d’un D-groupoïde de Lie de rang trois
si et seulement si sa forme normale formelle et ses invariants analytiques sont eux-
mêmes solutions d’un D-groupoïde de Lie de rang trois G3(ν). Soit ĥ la conjugante
formelle entre f et sa forme normale. On a

ν = ν ◦ ĥ(ĥ′)2 + Sĥ.

Nous avons prouvé ci-dessus que ce D-groupoïde de Lie se prolonge en un D-
groupoïde de Lie G admissible pour le feuilletage modèle de rang transverse trois.

Maintenant nous allons construire un D-groupoïde de Lie admissible pour le
feuilletage initial à partir de G. Quitte à faire une conjugaison analytique, on peut
supposer que la séparatrice forte du feuilletage a pour équation x = 0. Le nœud-col
est alors conjugué au-dessus des secteurs (−π

2
− ε ≤ arg(x2k) ≤ π

2
+ ε) à sa forme

normale formelle par des normalisantes sectorielles hi, avec i variant dans Z/2kZ,
asymptotes à la normalisante formelle. On considère alors les D-groupoïdes de Lie
h∗iG au-dessus de chaque secteur. Une fois que l’on s’est fixé les deux premières
formes (ω, α) d’une suite de Godbillon-Vey de logueur trois pour le nœud-col, ce D-
groupoïde de Lie est la donnée d’une troisième forme βi satisfaisant les équations de
Godbillon-Vey. Montrons que sur les intersections de deux de ces secteurs les deux
formes βi et βi+1 coïncident. Puisque, d’après [M-R1], les composantes transverses de
hi◦h−1

i+1 sont les composantes du cocycle des invariants de l’holonomie f , celui-ci étant
solution de G3(ν), l’automorphisme du feuilletage modèle hi ◦h−1

i+1 est solution de G.
Soit (t, z) des coordonnées redressantes au voisinage d’un disque (z = 0) transverse
à la séparatrice forte (t = 0). En écrivant les équations des D-groupoïdes de Lie
correspondants aux triplets (ω, α, βi) et (ω, α, βi+1) (formules 4.1.6) on obtient pour
chacune des équations sur les secteurs transverses correspondant, G3(νi) et G3(νi+1)
avec

νi = ν ◦ hi(h
′
i)

2 + Shi

où on désigne par hi la composante transverse de la normalisante sectorielle hi.
Comme la composante transverse de hi ◦ h−1

i+1 est solution de G3(ν) νi = νi+1, les
fonctions νi et νi+1 étant asymptotes à ν, elles sont égales à cette dernière. La forme
β est ainsi bien définie et méromorphe.

Les selles résonnantes se traitent exactement de la même manière : seuls les
secteurs changent de formes et sont donnés par (−π

2
− ε ≤ arg((xpyq)k) ≤ π

2
+ ε).

La preuve dans le cas d’une holonomie unitaire est analogue. �

Proposition 5.1.3 Soit F un germe de feuilletage à singularité réduite.

1. F admet un D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse un si et seule-
ment son holonomie est analytiquement normalisable.

2. F admet un D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse deux si et seule-
ment si son holonomie est unitaire.
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5.2 Le groupoïde de Galois d’équations du premier ordre 73

3. F admet un D-groupoïde de Lie admissible de rang transverse trois si et seule-
ment si son holonomie est binaire.

Preuve. – Soit F un feuilletage réduit admettant un D-groupoïde de Lie de rang
transverse fini. Celui-ci définit un D-groupoïde de Lie de même rang contenant l’ho-
lonomie par le lemme 1.4.4. Lorque l’holonomie est un difféomorphisme résonnant,
le théorème 2.2.4 nous assure qu’elle est normalisable, unitaire ou binaire suivant
la valeur du rang. Dans le cas des holonomies formellement linéarisables, le théo-
rème 2.2.1 nous assure qu’elle est analytiquement linéarisable. Pour la réciproque,
considérons d’abord les feuilletages analytiquement linéarisables ou normalisables. Il
admettent toujours un facteur intégrant et donc un D-groupoïde de Lie admissible
de rang transverse un.

Considérons ensuite les selles résonnantes et les nœud-cols d’holonomie unitaire
ou binaire. Le D-groupoïde de Lie donné par le théorème 2.2.4 s’étend grâce à la
proposition 5.1.2 précédente en un D-groupoïde de Lie admissible pour le feuilletage
de rang transverse deux ou trois. �

Nous obtenons ainsi une nouvelle preuve de la caractérisation sur les invariants
analytiques des feuilletages à singularité réduite admettant une structure transverse
affine méromorphe ou une structure transverse projective méromorphe.

Ces résultats ont déjà été obtenus en utilisant d’autres techniques dans [B-T]
pour le cas transversalement affine et [Tou2] dans le cas transversalement projectif.

5.2 Le groupoïde de Galois d’équations du premier

ordre

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le groupoïde de Galois des feuilletages
donnés par les équations de Weierstass : y′2 = 4y3 + g2y + g3 et de Riccati : y′ =
a(x) + b(x)y + c(x)y2.

5.2.1 L’équation de Weierstrass

L’équation de Weierstrass donne un feuilletage de T × P1 où T est le tore de P2

d’équation y2
1−4y3−g2y−g3 = 0. Ce feuilletage est donné par la forme ω = dy−y1dx.

Cette forme admet un facteur intégrant. En effet la forme ω
y1

est fermé sur le tore.
D’après le théorème 4.1.2 le groupoïde de Galois de ce feuilletage est de rang trans-
verse inférieur à un. Pour montrer que le groupoïde de Galois est de rang transverse
égal à un, il suffit de montrer que ce feuilletage n’a pas d’intégrale première méro-
morphe sur T × P1. Ceci découle de la transcendance de la fonction de Weierstrass
℘ sur le corps des fractions rationnelles. Sinon on peut directement voir ce résultat
da la manière suivante.
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74 Chapitre 5. Groupoïdes de Galois de feuilletages classiques

Considérons l’application :

C × P1 −→ T × P1

(z, x) 7→ (℘(z), ℘′(z), x)

où ℘ est fonction de Weierstrass, solution de l’équation ci-dessus. Le pull-back de ω
est ℘′(z)(dz − dx). Le pull-back du feuilletage est donc le feuilletage par les droites
z = x + c et par la droite x = ∞ et le pull-back d’un groupoïde admissible donne
un groupoïde admissible pour le feuilletage en droites. Soit Λ le réseau de ℘(z)
correspondant au constantes g2 et g3. L’action d’un élément de Λ sur C se projette
sur l’identité sur T. Les translations du réseau sont donc toutes solutions du pull-
back du groupoïde de Galois du feuilletage de Weierstrass. Ces translations agissent
en effet comme translations de la fibre en 0 :C mais ces fibres ne sont pas transverses
à toutes les feuilles du feuilletage.

Regardons la transversale z = 0 : P1. Le feuilletage établit une bijection entre la
fibre C et le complémentaire de l’infini dans la transversale P1. L’action des trans-
lations par τ donne sur la transversale une translation par −τ . Lorsque l’on calcule
le D-groupoïde de Lie transverse d’un groupoïde admissible pour le feuilletage en
droite sur cette transversale, on doit donc obtenir un D-groupoïde de Lie sur P1

dont les translations par les éléments de −Λ sont solutions. Il n’existe pas de tels
D-groupoïdes de Lie d’ordre zéro.

Le D-groupoïde de Lie admissible obtenu en considérant les transformations
laissant invariant le champ de vecteurs ∂

∂z
se projette sur le D-groupoïde de Lie sur

T×P1 laissant invariant le champ y1
∂
∂y

+ (6y2 + g2

2
) ∂

∂y1
. C’est le D-groupoïde de Lie

agissant transversalement comme le tore sur lui-même.

5.2.2 L’équation de Riccati

Soit ∆ un disque de C. Une équation de Riccati est un feuilletage de ∆ × P1

donné par la forme

ω = dy − (a(x) + b(x)y + c(x)y2)dx,

où a, b et c sont méromorphe sur ∆. On obtient facilement une suite de Godbillon-
Vey de longueur trois. On prend le champ de vecteurs ∂

∂y
, la forme α = L ∂

∂y
ω et

β = L ∂
∂y

α. D’après le théorème 4.1.2 le groupoïde de Galois de ce feuilletage est

de rang transverse inférieur à trois. Calculons le groupoïde transverse sur la fibre
{x = p} en un point p qui ne soit un pôle ni de a, ni de b, ni de c. Les lieux des pôles
des formes ω, α et β se trouvent sur les fibres singulières (celles correspondantes au
pôles de a, b et c). D’après les formules de la remarque 4.1.6, le groupoïde transverse
calculé sur une transversale p × P1 est G3(ν) avec ν rationnel n’ayant ni pôles ni
zéros sur P1. D’après la formule de changement de carte pour ν, celui-ci peut être
considéré comme le coefficient d’une différentiel quadratique. Il doit donc être nul.
Le groupoïde transverse calculé sur cette transversale est donc le groupoïde des
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5.3 Le groupoïde de Galois d’une équation différentielle linéaire 75

transformations projectives. Ce groupoïde de Lie est un groupoïde admissible. Il
nous faut discuter les cas où le groupoïde de Galois est plus petit. Les différents
cas qui apparaissent se traitent sur l’équation différentiel linéaire du second ordre
associée à la Riccati. Dans le paragraphe suivant nous montrons que le groupoïde de
Galois et le groupe de galois différentiel coïncident pour des équations différentielles
linéaires. Ceci implique la même coïncidence pour les équations de Riccati.

5.3 Le groupoïde de Galois d’une équation différen-

tielle linéaire

Nous allons étudier le groupoïde de Galois d’un feuilletage linéaire et préciser les
liens de cet objet avec l’extension de Picard-Vessiot associée à l’équation différentielle
linéaire décrivant le feuilletage.

Dans [Ma5], B.Malgrange montre :

Théorème 5.3.1 Le groupoïde de Galois d’un feuilletage donné par un système
d’équations différentielles linéaires redonne sur une transversale le groupe de Galois
différentiel du système d’équations.

Sa preuve passe par la description “Tannakienne” du groupe de Galois différentiel.
Nous nous proposons ici de prouver ce théorème par la théorie de Picard-Vessiot. La
preuve se fera en deux étapes. Dans la première nous prouverons qu’il existe un D-
groupoïde de Lie admissible redonnant le groupe de Galois sur une transversale. Ce
D-groupoïde de Lie est le D-groupoïde de Lie des symétries d’un système différentiel
décrivant certaines intégrales premières du feuilletage données par la construction
classique de l’extension de Picard-Vessiot. Dans la deuxième, nous prouverons que
ce D-groupoïde de Lie est minimal.

5.3.1 Rappels sur la théorie de Picard-Vessiot

Soient D un disque de C et E un fibré vectoriel au-dessus d’un disque sur lequel
on met l’équation linéaire ẏ = A(x)y avec A méromorphe.
On construit une extension de Picard-Vessiot en construisant la connexion associée
sur le fibré en GLn associé et en prenant le corps des fonctions sur la clôture de
Zariski d’une feuille (quelconque) de ce nouveau feuilletage.
Classiquement, on fait comme ceci : on considère GLnE muni des coordonnées Y j

i

et l’anneau
MD[. . . , Y j

i , . . . Y n
i , . . . , (det(Y j

i ))−1)]

avec la dérivation Ẏ n
i = Y n+1

i . On considère l’idéal différentiel engendré par les
équations Ẏ − A(x)Y , puis un idéal différentiel maximal le contenant : Max. C’est
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76 Chapitre 5. Groupoïdes de Galois de feuilletages classiques

l’idéal qui donne la clôture d’une feuille dans le fibré en GLn. L’extension de Picard-
Vessiot est alors donnée par le corps des fractions de

MD[. . . , Y j
i , . . . Y n

i , . . . , (det(Y j
i ))−1]/Max.

5.3.2 La D-variété des intégrales premières

Le feuilletage associé à l’équation sur E est donné par les formes dy −A(x)ydx.
Les intégrales premières de ce feuilletage satisfont

∂φ

∂x
+

∂φ

∂y
A(x)y = 0

où ∂
∂y

= ( ∂
∂y1

, . . . , ∂
∂yn

).
La D-variété (ou système différentiel) des intégrales premières est décrite par un
idéal différentiel I de l’anneau

MD[φ1, . . . , φn, . . . φα
i , . . .]|(localisé en dφ1∧...dφn 6=0)

différentiablement engendré par les composantes de :

∂Φ

∂x
+

∂Φ

∂y
A(x)y, (Int Prem)

avec Φ = (φ1, . . . , φn)T . Le groupoïde de Galois du feuilletage est majoré par les
D-groupoïdes de Lie des symétries des idéaux différentiels premiers de

OIP = MD[φ1, . . . , φn, . . . φ
α
i , . . .]/I|(localisé en dφ1∧...dφn 6=0).

Nous allons construire des idéaux premiers dont le D-groupoïde des symétries agit
transversalement comme le groupoïde de Galois.

5.3.3 Les intégrales premières linéaires et leurs symétries

Le système différentiel des intégrales premières linéaires est décrit par l’idéal
Int Prem auquel on ajoute les équations

∂2Φ

∂y`∂yk

(Affine)

et

Φ −
∑

k

∂Φ

∂yk
yk (Linéaire)

Remarque 5.3.2 Sous les conditions Affine + Linéaire, Int Prem se réécrit

∂

∂x

(
∂Φ

∂y

)
+

∂Φ

∂y
A(x) (Adjointe)
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5.3 Le groupoïde de Galois d’une équation différentielle linéaire 77

Le théorème de Cauchy assure que le système Affine + Linéaire + Int Prem est
intégrable en dehors des pôles de A.

Les symétries de ces différents idéaux sont données par le lemme 4.4.6 et donnent
un majorant du groupoïde de Galois. Elles se calculent de la manière suivante (c’est
exactement celle de Malgrange).

On note (x, y, Φ . . .) des coordonnées locales et (x, y, Φ . . .) les coordonnées images
par un jets (x, y, x, y, ∂x

∂x
, ∂y

∂x
, ∂x

∂y
, ∂y

∂y
, . . .).

(1) Le difféomorphisme doit fixer l’idéal Int Prem :
on écrit dy − A(x)ydx est colinéaire à dy − A(x)ydx. La forme

(
∂y

∂y
− A(x)y

∂x

∂y

)

︸ ︷︷ ︸
Sy

dy +

(
∂y

∂x
− A(x)y

∂x

∂x

)

︸ ︷︷ ︸
Sx

dx

doit être un multiple de dy − A(x)ydx donc

Sx + SyA(x)y = 0 (Aut)

(2) Le difféomorphisme doit fixer l’idéal Int Prem + Affine :
On écrit dΦ = ζΦ et dζ = 0 :

dΦ =
∂Φ

∂y
(dy − A(x)ydx)

dΦ =
∂Φ

∂y

∂y

∂y
(Sydy + Sxdx)

d‘oú

d(
∂y

∂y
Sy) = 0 (Aut Aff )

(3) Le difféomorphisme doit fixer l’idéal Int Prem + Affine + Linéaire :

On écrit Φ =
∑

k
∂Φ
∂y

y =
∑

k
∂Φ
∂y

y ce qui se réécrit en tenant compte de
Adjointe :

y =
∂y

∂y
y − A(x)y

∂x

∂y
y (Aut Lin)

Lorsque l’on considère un difféomorphisme de la forme (x, y, x, y, 1, ∂y
∂x

, 0, ∂y
∂y

, . . .),
ceci nous donne la linéarité de y par rapport à y.
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78 Chapitre 5. Groupoïdes de Galois de feuilletages classiques

5.3.4 Les intégrales premières de Picard-Vessiot et leurs sy-

métries

L’idéal maximal intervenant dans la construction d’une extension de Picard-
Vessiot, nous fournit un autre idéal différentiel premier (et même maximal) conte-
nant Affine + Linéaire + Int Prem. Pour être plus précis, c’est l’idéal maximal
intervenant dans la construction d’une extension pour les équations adjointes.

Nous reprenons les notations de la section 5.3.1. Soit Max un idéal différentiel
maximal de MD[. . . , Y j

i , . . . Y n
i , . . . , (det(Y j

i ))−1)] contenant les composantes de Ẏ +
Y A(x). Les équations de Max fournissent des équations de

MD[φ1, . . . , φn, . . . φα
i , . . .]|(localisé en dφ1∧...dφn 6=0)

en remplaçant Y par ∂Φ
∂y

. Nous noterons Max′ l’idéal différentiel engendré par Affine
+ Linéaire + Int Prem + (toutes ces nouvelles équations). C’est un idéal différentiel
maximal. Les équations que nous rajoutons ne sont pas explicites et il n’est pas facile
de déterminer les équations du D-groupoïde de Lie de ses symétries données par le
lemme 4.4.6. Néanmoins si on s’intéresse aux solutions fibrées c’est-à-dire vérifiant
les conditions supplémentaires engendrées par x = x les calculs se ramènent au cas
classique (voir [Mag]). Les équations que satisfont ces difféomorphismes sont celles
qui disent que les idéaux : {E(∂Φ

∂y
) pour E ∈ Max} et {E(∂y

∂y
∂Φ
∂y

) pour E ∈ Max}
sont identiques. Ce sont exactement les équations du groupe de Galois différentiel
du système d’équations adjoint.

Nous avons donc prouvé :

Proposition 5.3.3 Il existe un D-groupoïde de Lie défini sur E admissible pour
le feuilletage donné par les équations différentielles linéaires et qui sur une fibre
régulière redonne la représentation canonique du groupe de Galois.

5.3.5 Réciproque

D’après la proposition ci-dessus, si les équations du groupoïde de Galois diffèrent
de celles que nous venons de construire, c’est par de nouvelles équations d’ordre
inférieur ou égal à un.

Considérons x un point régulier pour les équations et Φ un jet d’intégrale pre-
mière linéaire sur les fibres (x, Φ, ∂Φ

∂x
, ∂Φ

∂y
, . . .). Nous allons regarder les équations que

vérifie l’orbite de ce jet sous l’action du groupoïde de Galois. Les glissements lo-
caux le long des feuilles laissant invariant chaque système d’intégrale première, nous
nous intéresserons dans un premier temps à l’orbite de Φ sous l’action des éléments
fibrés du groupoïde de Galois : ϕ vérifiant x = x(x). Les équations aux dérivées
partielles d’ordre inférieur ou égal à un que vérifie ϕ donnent des équations aux
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5.4 Le groupoïde de Galois d’un feuilletage Hamiltonien complètement
intégrable 79

dérivées partielles pour Φ ◦ ϕ grâce à :

y =
(

∂Φ
∂y

)−1

(Φ ◦ ϕ)

∂y
∂y

=
(

∂Φ
∂y

)−1
∂(Φ◦ϕ)

∂y

∂y
∂x

=
(

∂Φ
∂y

)−1
∂(Φ◦ϕ)

∂x
+ A(x)y

Nous construisons ainsi un système d’équations aux dérivées partielles compatible
avec l’idéal Affine + Linéaire + Int Prem. L’intégrale première Φ est entièrement
déterminée par un système complet de solutions d’une équation différentielle linéaire.
Si une intégrale première en x est solution d’un idéal différentiel maximal alors
en composant cette intégrale première par une application linéaire, on obtient que
toutes les intégrales premières linéaires sont solutions d’un idéal différentiel maximal.
Soit Max l’idéal différentiel maximal s’annulant en Φ. Le groupoïde de Galois fixe
Max. Il échange donc les solutions de Max. D’un autre coté le groupe de Galois
agit transitivement sur les zéros de Max donc l’orbite de Φ est incluse dans les
zéros de Max. Ceux-ci ne peuvent donc qu’être égaux aux zéros de Max. Ceci
implique par construction que le groupoïde de Galois agit transversalement comme
la représentation canonique du groupe de Galois.

5.4 Le groupoïde de Galois d’un feuilletage Hamil-

tonien complètement intégrable

Nous allons regarder le comportement du groupoïde de Galois d’un système
Hamiltonien complètement intégrable. Rappelons les définitions suivantes.

Définition 5.4.1 Soit M2n, ω une variété symplectique,
– X est un champ symplectique sur M si LXω = 0.
– X est un champ Hamiltonien si il existe une fonction H telle que dH = ω(X, .).

Dans ce cas le champ sera appellé le gradient symplectique de H et noté XH .
– X est complètement intégrable si il existe des intégrales premières H1, ..., Hn du

champ fonctionnellement indépendantes et en involution (c’est-à-dire XHi
Hj =

0).

Dans [Ma6] on trouve la première partie du théorème suivant (dû à J.P.Ramis)
que nous adaptons ensuite dans le cas des feuilletages. La preuve est essentiellement
contenue dans les références sur l’intégrabilité des systèmes Hamiltoniens. Elle est a
rapprochée du théorème de Moralès-Ramis (voir [Mo] et [Au]).

Théorème 5.4.2

1. Soit X un champ symplectique complètement intégrable. La D-enveloppe de X
a une D-algèbre de Lie abélienne.
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80 Chapitre 5. Groupoïdes de Galois de feuilletages classiques

2. Soit F un feuilletage donné par un champ de vecteurs hamiltonien complè-
tement intégrable. Le D-groupoïde de Lie transverse associé au groupoïde de
Galois a une D-algèbre de Lie abélienne.

La preuve de la première partie de ce théorème peut se faire en utilisant le lemme
suivant, conséquence du lemme de Cartan ([St]).

Lemme 5.4.3 Soit H1, ..., Hn des fonctions fonctionnellement indépendantes, en
involution, de gradients symplectiques X1, ..., Xn. Le champ

∑n
i=1 λiXi est symplec-

tique si et seulement si le vecteur (dλ1, ..., dλn) est l’image du vecteur (dH1, ..., dHn)
par une matrice symétrique.

Preuve. – LλiXi
ω = d(ω(λiXi, .)) car dω = 0

= dλi ∧ ω(Xi, .)
= dλi ∧ dHi car ω(Xi, .) = dHi

Le champ
∑n

i=1 λiXi est symplectique si
∑n

i=1 dλi ∧ dHi = 0 ce qui signifie d’après
le lemme de Cartan que dλi =

∑n
j=1 aj

idHj. En particulier les λi sont constants sur
une fibre de l’intégrale première. �

Preuve théorème 5.4.2 - 1. – La D-enveloppe du champ est contenue dans le
D-groupoïde de Lie défini par les équations :

Γ∗Hi = Hi de linéarisé LXHi = 0
Γ∗ω = ω de linéarisé LXω = 0

Le premier ensemble d’équations signifie que les solutions de la D-algèbre de Lie
sont des champs qui sont combinaisons linéaires des gradients symplectiques des Hi

et la dernière, qu’ils sont en plus symplectiques. Le lemme 5.4.3 nous donne leurs
formes. Calculons le crochet de deux champs solution de cette D-algèbre de Lie :[∑

λi(H1, . . . , Hn)Xi,
∑

λj(H1, . . . , Hn)Xj

]
. Les Hi sont des intégrales premières

des Xj et les champs Xi et Xj commutent donc le crochet précédent est nul.
�

Le groupoïde de Galois du feuilletage donné par X est la D-enveloppe de l’en-
semble des champs gX avec g une fonction quelconque, il sera donc plus gros que la
D-enveloppe de X et contiendra en particulier des champs non symplectiques.

Preuve théorème 5.4.2 - 2. – Notons Hi les intégrales premières et Xi leurs
gradients symplectiques (X1 = X). Les champs gX1 vérifient LgX1ω = dg ∧ dH1.
Nous allons considérer les équations d’un D-groupoïde de Lie :

Γ∗Hi = Hi

Γ∗(ω ∧ dH1) = (ω ∧ dH1).

Les équations linéarisées sont :

LXHi = 0
LXω ∧ dH1 = 0.
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5.4 Le groupoïde de Galois d’un feuilletage Hamiltonien complètement
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La D-algèbre de Lie du groupoïde de Galois est incluse dans celle-ci. Les champs∑n
i=2 λiXi sont solutions des équations si et seulement si

∑n
i=2 dλi ∧ dHi ∧ dH1 = 0.

Le lemme de Cartan assure que dλi =
∑n

j=1 aj
idHj donc ne dépend que des Hj. On

calcule alors le crochet qui pour les mêmes raisons que précédemment est nul. �
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Chapitre 6

Le groupoïde de Galois d’un germe

de feuilletage de codimension

quelconque

Dans le chapitre précédent, nous avons utilisé abondamment la connaissance des
formes locales des équations d’un D-groupoïde de Lie au-dessus d’un disque pour
construire des intégrales premières du feuilletage satisfaisant de “bonnes” équations
aux dérivées partielles. Etant donné un feuilletage dont le groupoïde de Galois est
de rang transverse fini, nous voulons lui associer un “bon” système d’équations aux
dérivées partielles. Si on veut procéder comme au chapitre précédent, il faut com-
mencer par écrire les équations du D-groupoïde de Lie transverse sous leur forme
de Lie, c’est-à-dire la forme que l’on obtient lorsqu’on écrit que ce D-groupoïde de
Lie est celui d’invariance d’une structure géométrique. Dans l’état actuel de nos
connaissances, ceci n’est possible que lorsque le D-groupoïde de Lie transverse est
transitif.

6.1 Forme locale d’un D-groupoïde de Lie transitif

de rang fini

Les modèles pour ces D-groupoïdes de Lie seront les D-groupoïdes de Lie obtenus
de la manière suivante.

Considérons un groupe analytique G et un sous-groupe fermé algébrique affine
H . L’espace analytique G/H est muni d’une action transitive de G. Comme dans la
section 1.3, on construit un fibré quasi-projectif V au-dessus de G/H muni d’une ac-
tion algébrique de J∗(G/H). L’action de G est complètement décrite par une section
holomorphe de ce fibré s. L’action de G laisse invariante la structure géométrique
donnée par s et toute isométrie de cette structure est la restriction de l’action d’un
élément de G.

Soit ∆ un polydisque de Cn et considérons G un D-groupoïde de Lie transitif

83
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84 Chapitre 6. Feuilletages de codimension quelconque

de rang fini au-dessus de ∆. On fixe un point x sur ∆ régulier pour G (c’est-à-dire
hors des lieux de non involutivité et de non stabilité par composition de G). On
note g l’algèbre de Lie des champs de vecteurs solutions en x de la D-algèbre de Lie
de G et h la sous-algèbre de Lie des champs de vecteurs qui s’annulent en x. L’al-
gèbre h est intégrée par le groupe algébrique affine d’isotropie de x que l’on notera H .

HYPOTHESE (H)
Il existe un groupe algébrique G ayant pour algèbre de Lie g et admettant
un sous-groupe fermé isomorphe à H intégrant h pour l’inclusion naturelle
de h dans g.

La construction du fibré donnant la structure géométrique caractérisant un D-
groupoïde de Lie est complètement décrite par le groupe d’isotropie d’un point. Sous
l’hypothèse H, on constate alors que les fibrés construits sur G/H pour G et sur ∆
pour G sont localement les mêmes, ils ont la même fibre, avec la même action du
changement de source. On note s la section sur ∆ correspondant à G.

Le quotient (G/H, G) sera notre modèle local pour (∆,G) au sens de la propo-
sition suivante :

Proposition 6.1.1 Il existe une section s de V définissant G telle que le système
d’équations aux dérivées partielles F ∗s = s dans J∗(∆ → G/H) soit formellement
intégrable en dehors d’un ensemble analytique fermé Z de codimension un.

Preuve. – Regardons ce qu’il se passe lorsque la source est fixée en p. Soient
F 1

` et F 2
` deux jets d’ordre ` solutions de ces équation. Le jet F 1

` ◦ (F 2
` )−1 laisse la

section s invariante et est donc le jet d’ordre ` de la multiplication à gauche par un
élément g de G. Si il existe une solution convergente F du système alors, pour tout
entier `, par tout jet d’ordre ` solution passe une solution convergente.

Pour trouver la solution convergente, on procède de manière géométrique. Notons
A la D-algèbre de Lie de G. Soit ` en entier et U un polydisque centré en p, on note
X` le prolongement d’ordre ` sur J`(U → U) d’un champ de vecteurs en p agissant
sur l’ouvert but. Lorsque ` est assez grand, X` ne s’annule pas sur l’espace des jets de
source p. Comme l’espace des solutions de A est de dimension finie, on peut supposer
` assez grand pour qu’aucun prolongement de solution de A ne s’annule. Comme
ses solutions forment une algèbre de Lie, on peut considérer la variété intégrale M
passant par le groupe d’isotropie H de p . C’est une sous-variété de l’espace des jets
de source fixé en p et c’est en fait l’ensemble des solution de G de source p et de
but dans U . La variété intégrale que l’on considère est un fibré au-dessus de U de
fibre H . En faisant agir H par composition à la source, on voit que ce groupe agit
simplement transitivement sur les fibres de l’application but.

Sur cette variété il existe une algèbre de Lie de champs de vecteurs tangents ne
s’annulant pas et isomorphe à g. Le théorème de Darboux-Cartan donne l’existence
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6.2 Groupoïde de Galois et intégrales premières ;
le cas transitif de rang transverse fini 85

au voisinage de tout point de cette variété d’une application à valeur dans G conju-
gant les algèbres et déterminée à l’action à droite d’un élément de G près. En partant
d’une application définie au voisinage de l’identité et en la prolongeant le long de
H , on obtient une application de M dans G équivariante sous l’action à droite de
H . On note F l’application quotient de U = M/H dans G/H . La projection de X`

sur U est X. Cette application conjugue l’algèbre de Lie des champs solutions de A
en p à l’algèbre de Lie des champs de vecteurs g sur G/H et l’action de H sur ∆ à
l’action de H sur G/H .

On en déduit que (F−1)∗s est une section de V définissant G sur un ouvert
de G/H . En utilisant la transitivité (remarque 1.3.5), on vérifie que cette section
se prolonge sur G/H . Le sytème est donc formellement intégrable au-dessus du
complémentaire d’un ensemble analytique de ∆. �

Corollaire 6.1.2 Soit F1 et F2 deux solutions du système d’équations F ∗s = s de
source en dehors de l’ensemble analytique de non-stabilité par composition de G.
Alors

1. si elles ont même source, il existe g un élement de G vérifiant F1 = gF2,

2. si elles ont même but, il existe ϕ une solution formelle de G vérifiant F1 =
F2 ◦ ϕ.

Remarque 6.1.3 Les systèmes différentiels F ∗s = s et ϕ∗s = s étant involutifs
et surdéterminés, le théorème de Cartan-Kähler affirme que les solutions formelles
sont convergentes.

6.2 Groupoïde de Galois et intégrales premières ;

le cas transitif de rang transverse fini

Considérons un D-groupoïde de Lie admissible pour le feuilletage. On note Z
le sous-ensemble analytique en dehors duquel ce D-groupoïde de Lie est un D-
groupoïde strict dont les équations sont involutives. Hors de Z, l’algèbre de Lie des
germes en x des champs de vecteurs solutions de sa D-algèbre de Lie est indépendante
du point où on la calcule. Cette algèbre de Lie se décompose en la somme de l’algèbre
de Lie de tous les champs de vecteurs tangents au feuilletage et d’une algèbre de Lie
g des champs de vecteurs tangents à la fibration transverse que l’on a choisie en ce
point.

Nous allons nous intéresser au cas où g est de dimension finie. Cette algèbre est
formée des solutions de la D-algèbre de Lie du D-groupoïde de Lie transverse G asso-
cié au D-groupoïde de Lie admissible pour le feuilletage, calculées sur une transverse
en x. Elle a une sous-algèbre de Lie h formée des champs transverses s’annulant en
x qui est intégrable par le groupe H des transformations de G d’isotropie de x.

te
l-0

00
12

02
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

23
 M

ar
 2

00
6



86 Chapitre 6. Feuilletages de codimension quelconque

Sous l’hypothèse H, on construit comme précédement un espace homogène G/H ,
modèle local pour le D-groupoïde de Lie transverse G du D-groupoïde de Lie ad-
missible.

Soient V le fibré naturel associé à (G/H, G) et W le fibré naturel asssocié au
D-groupoïde de Lie admissible. Soient ωi les k formes définissant le feuilletage. Le
fibré W est V ×∆ GkT

∗∆ et l’action d’un difféomorphisme sur la fibre est l’action
produit des actions sur V et T ∗. On note alors s une section de W définissant le
D-groupoïde de Lie admissible pour F et s une section de V ∼ V ×G/H GkT

∗G/H
sur G/H définissant G.

Théorème 6.2.1 Sous l’hypothèse H1, il existe une section s définissant G sur
G/H telle que le système d’équations aux dérivées partielles F ∗s = s dans J∗(∆ →
G/H) soit formellement intégrable en dehors de l’ensemble analytique Z de non-
involutivité des équations définissant le D-groupoïde de Lie admissible. Le groupoïde
d’invariance à la source de ce système est le D-groupoïde de Lie admissible de départ
et le groupoïde d’invariance au but est G.

Preuve. – La preuve se fait comme pour la proposition 6.1.1. On commence
par trouver une solution convergente. En un point p régulier pour le feuilletage, on
choisit des coordonnées transverses t et des coordonnées tangentes z. On construit
alors une intégrale première locale F à valeur dans G/H en utilisant la proposition
6.1.1. Cette intégrale première est construite de telle manière qu’il existe une section
s de V définissant l’action de G sur G/H vérifiant F ∗s = s. En composant au but
par l’action de G on obtient que par tout jet d’ordre ` solution du système d’équa-
tions passe une solution convergente. En composant à la source avec les solution du
D-groupoïde de Lie admissible, ceci devient valable en dehors d’une hypersurface
analytique.

�

Théorème 6.2.2 Soient F un feuilletage admettant un D-groupoïde de Lie admis-
sible de rang transverse fini, g son algèbre de Lie en un point x régulier pour le
groupoïde et H le groupe algébrique d’isotropie de x. Si g et H vérifient l’hypothèse
H alors F admet un système complet d’intégrales premières dans une extension
fortement normale de M∆ de groupe de Galois G.

Preuve. – Sous l’hypothèse H, le quotient G/H est quasi-projectif ([Sp]).
Plongeons-le dans Pm de coordonnées [F0 : . . . : Fm] et nous noterons leur restric-
tion à G/H de la même manière. On considère l’anneau OJ(∆→G/H) et l’idéal I
différentiablement engendré par F ∗s = s. Quitte à changer I nous supposerons cet
idéal premier. Les équations étant surdéterminées, cet anneau est algébriquement
engendré par les images des F0, . . . , Fm ainsi que par un nombre fini de leurs déri-
vées. Chacune des coordonnées donne une intégrale première du feuilletage. De plus
le corollaire 6.1.2 assure que deux systèmes d’intégrales premières construites en ré-
solvant ces équations diffèrent par la composition au but par l’action d’un élément
de G.
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6.2 Groupoïde de Galois et intégrales premières ;
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Nous allons prouver la forte normalité de l’extension OJ(∆→G/H)/I de O∆. Soient
E une extension différentielle de OJ(∆→G/H)/I et σ un morphisme différentiel de
OJ(∆→G/H)/I dans E au-dessus de O∆. Ces deux morphismes seront interprétés
comme des E-points de l’espace des zéros de I dans J(∆ → G/H), c’est-à-dire des
morphismes de OJ(∆→G/H)/I ⊗O∆

E → E obtenus en prolongeant les premiers par
linéarité. C’est aussi l’ensemble des idéaux maximaux de OJ(∆→G/H)/I ⊗O∆

E . Nous
avons deux E-points de l’ensemble des zéros de I, σF et F . L’action de G sur les
zéros de I étant transitive, il existe un E-point de G tel que σF = g.F . Nous allons
montrer que le fait que ces points soient des points différentiels implique que g est
en fait un E c-point de G (E c désignant le corps des constantes de E .).

Plaçons-nous dans un premier temps dans le cas où H est l’identité. Nous note-
rons encore F et σF les deux E-points de G/H définis par F et σF . En choisissant
des coordonnées g1, . . . , gq au voisinage de g sur GE , l’égalité σF = g.F s’écrit

(σF0, . . . , σFm) = R(g1, . . . , gq, F0, . . . , Fm).

On obtient alors les égalités

(σ
∂F0

∂xi
, . . . , σ

∂Fm

∂xi
) =

∑ ∂R

∂Fj
(g, F )

∂Fj

∂xi

en prolongeant l’action de g sur les premières dérivées et

(
∂

∂xi

σF0, . . . ,
∂

∂xi

σFm) =
∑ ∂R

∂gj

(g, F )
∂gj

∂xi

+
∑ ∂R

∂Fj

(g, F )
∂Fj

∂xi

en dérivant. La matrice ∂R
∂gj

est inversible donc les dérivées partielles ∂gj

∂xi
sont toutes

nulles. Ceci revient à dire que g est un élément de GEc . On prouve ainsi la forte
normalité de l’extension.

On se ramène au cas précédent en choisissant un entier k assez grand pour que
l’action de G sur Jk(∆ → G/H) soit libre. Notons F le E-point de Jk(∆ → G/H)
déterminé par l’extension et σF celui donné par le morphisme σ. Le même calcul en
coordonnées donne que g est bien un point “constant” de G. �
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88 Chapitre 6. Feuilletages de codimension quelconque
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