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Abstract

Starting with a compact hyperbolic cone-manifold of dimension n > 3, we study the deformations of the
metric in order to get Einstein cone-manifolds. If the singular locus is a closed codimension 2 submanifold
and all cone angles are smaller than 27, we show that there is no non-trivial infinitesimal Einstein
deformations preserving the cone angles. This result can be interpreted as a higher-dimensional case of
the celebrated Hodgson and Kerckhoff’s theorem on deformations of hyperbolic 3-cone-manifolds.

If all cone angles are smaller than 7w, we then give a construction which associates to any variation of
the angles a corresponding infinitesimal Einstein deformation. We also show that these deformations are
smooth on the singular locus.

Résumé

Partant d’une cone-variété hyperbolique compacte de dimension n > 3, on étudie les déformations de
la métrique dans le but d’obtenir des cones-variétés Einstein. Dans le cas ou le lieu singulier est une
sous-variété fermée de codimension 2 et que tous les angles coniques sont plus petits que 27, on montre
qu’il n’existe pas de déformations Einstein infinitésimales non triviales préservant les angles coniques.
Ce résultat peut s’interpréter comme une généralisation en dimension supérieure du célebre théoreme de
Hodgson et Kerckhoff sur les déformations des cones-variétés hyperboliques de dimension 3.

Si tous les angles coniques sont inférieurs & 7, on donne aussi une construction qui a chaque variation
donnée des angles associe une déformation Einstein infinitésimale correspondante. On montre ensuite que
ces déformations sont lisses sur le lieu singulier.

L’étude des variétés Einstein, un domaine de recherche actif depuis plusieurs dizaines d’années, est
récemment revenue au coeur de 'actualité mathématique, grace notamment aux travaux de G. Perel-
man [P1] sur la conjecture de géométrisation de Thurston via le flot de Ricci. Les exemples de variétés
admettant des métriques Einstein sont plus en plus nombreux, mais restent souvent cantonnés a des
familles bien particuliéres. Ainsi, on connait de nombreux exemples de variétés Einstein a courbure
négative, mais trés peu sont non homogenes. Le probleme de trouver de telles variétés est rendu plus
difficile par le fait qu’elles sont rigides dans le cas compact : on ne peut pas les déformer pour obtenir
d’autres variétés Einstein. Ces résultats de rigidité sont connus depuis longtemps pour les variétés
hyperboliques et pour les espaces symétriques en général [[[J]. Mais la situation n’est plus la méme deés
que I'on quitte les variétés fermées : la rigidité est alors en général subordonnée & d’autres parametres,
comme par exemple la structure conforme du bord a 'infini pour les variétés hyperboliques.

Dans leur célebre article [[J], Hodgson et Kerckhoff montrent que contrairement au cas compact, il
est possible de déformer des variétés hyperboliques a singularités coniques. Plus précisément, pour une
large classe de cones-variétés hyperboliques de dimension 3, I'espace des structures coniques hyper-
boliques au voisinage d’une cone-variété donnée est paramétré par les angles coniques. Si ’on se donne



une petite variation des angles, il existe donc une unique structure de cones-variétés hyperboliques
proche de la structure de départ et réalisant la variation donnée des angles coniques. Leur résultat
principal est le théoréme de rigidité infinitésimale suivant : si M est une cone-variété hyperbolique de
dimension 3 de volume fini, dont le lieu singulier forme un entrelacs et dont tous les angles coniques
sont inférieurs a 2, alors il est impossible de la déformer sans modifier ses angles. Cet article, complété
par des travaux plus récents (voir notamment [[[4], [L6] et [7]), a été le point de départ de nombreux
développements dans ’étude de la géométrie des variétés hyperboliques de dimension 3, tels que la
géométrisation des petites orbifolds ou I’étude des groupes kleiniens ([H], [[]).

Le principe de la démonstration du théoreme de rigidité infinitésimale de Hodgson et Kerckhoff
est de réussir & appliquer la méthode de Calabi-Weil (cf [§], [[J, [B]) aux cones-variétés : on montre
que la représentation d’holonomie n’admet pas de déformations non triviales de la forme voulue. Cela
nécessite d’établir des formules d’intégration par parties ainsi qu'un résultat du type théoréeme de
Hodge. Ce genre de difficultés est inhérent a I’étude des cones-variétés; on verra dans cet article
comment les aborder.

Dans le cas des variétés fermées, Koiso [[§] a donné un analogue de la méthode de Calabi-Weil, qui
n’utilise plus la représentation d’holonomie mais étudie directement les déformations de la métrique (cf
aussi [B], §12.H). Cette deuxiecme méthode présente 'avantage de s’appliquer, en dimension supérieure,
a une classe de variétés plus vaste, et en particulier aux variétés Einstein (vérifiant de bonnes conditions
de courbure).

Il est intéressant de regarder si ces techniques s’appliquent aux variétés a singularités coniques,
et permettent d’obtenir une généralisation du théoreme de Hodgson et Kerckhoff. Il devrait étre
alors possible de construire, a partir d’'une variété hyperbolique & cusps (que l'on peut considérer
comme une cone-variété d’angles coniques nuls), des cones-variétés Einstein proches, dont les angles
coniques (suffisamment petits) sont donnés. On peut choisir ces angles de la forme 27 /n ; en prenant
ensuite un revétement approprié, on obtient une variété compacte non singuliere, dont la métrique
a priori non homogene est Einstein, & courbure sectionnelle négative. Comme il a été mentionné, on
connait actuellement tres peu d’exemples de telles variétés riemanniennes; la construction ci-dessus
en donnerait toute une famille.

Le but de cet article est d’utiliser ces techniques pour montrer qu’infinitésimalement, la situation
en dimension supérieure a 3 est la méme qu’en dimension 3. On adapte pour cela la méthode de Koiso,
ce qui ne se fait pas sans difficulté. En effet, pour éliminer les déformations géométriquement triv-
iales, il est indispensable de normaliser les déformations infinitésimales (I’analogue dans le cadre des
représentations d’holonomie consiste a trouver un représentant harmonique d’une classe de cohomolo-
gie donnée). Le probléme, di au caractere singulier de la métrique, est que la solution n’est pas unique
et présente en général une perte de régularité. Il est alors nécessaire d’étudier plus en détail I’équation
aux dérivées partielles intervenant dans la normalisation et le laplacien associé, qui est un “opérateur
d’aréte” elliptique selon la terminologie de ] On observe que le comportement des solutions de
I’équation de normalisation est explicitement controlé par la valeur des angles coniques, ce qui permet
de donner des bons domaines de résolution quand les angles sont suffisamment petits. On peut alors
démontrer que, sous des hypothéses voisines de celles du théoreme de Hodgson et Kerckhoff, il est
impossible de déformer une cone-variété hyperbolique en des cones-variétés Einstein sans en modifier
les angles coniques. En particulier, on redémontre dans le cas de la dimension trois le théoreme de
p-uplet des angles coniques, associe une déformation Einstein infinitésimale réalisant cette variation
au premier ordre.

Ces deux résultats montrent que dans un certain sens, ’espace tangent a une cone-variété hyper-
bolique parmi les structures de cones-variétés Einstein est de dimension finie, paramétré par les varia-
tions du p-uplet des angles coniques. La question naturelle est alors de savoir s’il est possible d’intégrer
les déformations Einstein infinitésimales, ce qui est un probleme plus difficile. Il existe cependant des



raisons de penser que la réponse est oui (au moins si les angles coniques sont suffisamment petits),
qui viennent du fait que les déformations Einstein infinitésimales modifiant les angles coniques ont un
comportement relativement régulier. En particulier, on montre dans la derniere section de cet article
que ces déformations sont lisses sur le lieu singulier. Cette situation contraste fortement avec le cas
des métriques asymptotiquement hyperboliques, ou les déformations sont en général beaucoup moins
régulieres sur le bord qu’a 'intérieur.

1 Présentation des résultats

Les principaux résultats de cet article sont les deux théoremes suivants :

Théoréeme (B.1)). Soit M une cone-variété hyperbolique compacte, dont le lieu singulier forme une
sous-variété fermée de codimension 2, et dont tous les angles coniques sont strictement inférieurs a
27, Alors toute déformation FEinstein infinitésimale ne modifiant pas les angles coniques est triviale.

Théoréme (B.6). Soit M une cone-variété hyperbolique compacte, dont le lieu singulier forme une
sous-vari€té fermée de codimension 2, et dont les angles coniques o, ..., sont tous strictement
inférieurs a w. Soit & = (dy,...d,) une variation donnée du p-uplet des angles coniques. Alors il
existe une déformation Finstein infinitésimale, unique a déformartions triviales prés, induisant la
variation des angles coniques donnée.

Les restrictions imposées a la géométrie des cOnes-variétés sont essentiellement les mémes que
dans Darticle de Hodgson et Kerckhoff [[[J] (on aurait pu remplacer '’hypotheése “M compacte” par
I’hypothese “M de volume fini”, mais les choses sont quand méme plus simples dans le cas compact).
La condition sur la géométrie du lieu singulier est plus cruciale : c’est elle qui permet d’avoir un bon
modele local pour faire les calculs, car de maniere générale, le lieu singulier d’une cone-variété peut
étre beaucoup plus compliqué. Enfin, la condition sur les angles coniques est une hypothese technique
qui paralt de prime abord assez mystérieuse. En fait, on verra dans la section que les angles
coniques régissent en partie la croissance au voisinage du lieu singulier des solutions d’un laplacien ;
plus les angles sont petits, plus on controle ces solutions.

.....

technique de Bochner. En partant d’une équation du type Pu = 0 ou P est un opérateur différentiel
du deuxieme ordre de type laplacien, on exprime P comme somme d’un opérateur auto-adjoint positif
Q*Q de degré 2 et d'un opérateur R de degré 0 faisant intervenir la courbure. Une telle décomposition

P=Q'Q+R

s’appelle une formule de Weitzenbiock; on en rencontrera a de nombreuses reprises dans cet article.
Ensuite, si elle est valide, une intégration par parties donne

0= (Pu,u) =|Qu||* + (Ru, u).

Si Popérateur R est tel que (Ru,u) > c||u||? avec ¢ > 0, on trouve alors u = 0. Le lecteur intéressé par
le sujet pourra se référer a [, §1.1. Et si on se place sur les bons espaces, le fait d’avoir montré par
cette technique l'injectivité de 'opérateur P suffit pour obtenir son inversibilité, ce qui permettra de
construire les déformations Einstein infinitésimales. Mais avant d’en arriver la, il faut d’abord montrer
qu’il existe des formules de Stokes pour les intégrations par partie proposées, et il faut aussi vérifier
que les objets que 'on considere rentrent dans le cadre de ces formules.

Dans les premiéres parties de cet article, on met en place le cadre et les différents outils utilisés
par la suite. En particulier, on donne la définition précise des coOnes-variétés envisagées ainsi que les
restrictions imposés a leur topologie, d’ou 'on déduit que les déformations infinitésimales d’une telle



structure peuvent toujours se mettre sous une forme standard (i.e. appartenant a une certaine famille
de déformations) au voisinage du lieu singulier. En particulier, une déformation ne modifiant pas les
angles coniques a la propriété d’étre L2, & dérivée covariante L?; c’est entre autres pour cette raison
que l’on sera amené ensuite a travailler principalement dans le cadre L2. On rappelle aussi la définition
des métriques Einstein, des déformations infinitésimales Einstein et des déformations triviales.

La section suivante commence par quelques résultats de la théorie des opérateurs non bornés d’un
espace de Hilbert, qui nous seront utiles pour résoudre les équations aux dérivées partielles apparaissant
naturellement dans ce type de probleme d’analyse géométrique. On passe ensuite a la théorie de Hodge
L? et aux différentes formules de Stokes dont on aura besoin pour faire fonctionner des techniques de
Bochner. On démontre en particulier le théoréme suivant :

Théoreme (B-H). Soient u € C®(TSIM), v € C®(TT+LS) M) tels que u, Vu, v, V*v soient dans
L2. Alors (u,V*v) = (Vu,v).

Les résultats de cette section P seront d’usage constant dans la suite de ’article. Ici encore, on verra
qu'il est naturel de travailler avec des objets appartenant & des espaces L?. En plus des théoremes
d’intégrations par partie, on donne leur interprétation en termes d’opérateurs non bornés ainsi que
d’autres résultats utilisant les mémes techniques.

Pour éliminer les déformations triviales, on cherche dans la section [ & imposer la condition de
jauge de Bianchi. Un premier résultat dans ce sens est le suivant :

Théoréme ({.1)). Soit M une cone-variété Einstein a courbure de Ricci négative. On a la décompo-
sition en somme directe
L2(S2M) = ker Bmax & Im 6::@211
Ce résultat signifie que toute déformation infinitésimale L? peut étre normalisée selon la jauge de
Bianchi, ce qui justifie a posteriori son choix. Cependant pour pouvoir adapter la méthode de Koiso
on a besoin de résultats plus forts, garantissant une certaine régularité a la déformation normalisée.
On est alors amené a étudier de plus pres ’équation de normalisation et 'opérateur correspondant

L=V'V4+(n-1)Id=A+2(n-1)Id

agissant sur les 1-formes. Il est facile de trouver des solutions dans I’espace de Sobolev L2, et le
but est de comprendre le comportement de ces solutions. Pour ce faire, et apres avoir préalablement
exhibé une décomposition adaptée en séries de Fourier généralisées (§f.2.9), on étudie les solutions de
I’équation homogene au voisinage de la singularité. On montre que leur comportement est étroitement
lié aux angles coniques; par exemple, la norme ponctuelle d’une solution donnée au voisinage d’une
composante connexe du lieu singulier d’angle conique a est en r* avec k € {£1+2pra™!, £2pra~! | p €
Z}. Les restrictions imposées sur les angles coniques permettent de controler suffisamment les solutions
de ’équation homogene, et finalement les solutions de I’équation de normalisation tout court ; et plus
on restreint les angles, plus on controle les solutions. On aboutit ainsi aux théoréme suivant :

Théoréme (K.§). Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2m. Soit ¢ une forme lisse appartenant a L*(T*M). Alors il eviste une unique forme
n € C®(T*M) solution de ’équation Ln = ¢ telle que n, Vn, don, et Vdn soient dans L2.

Théoreme (@) Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a m. Alors l'opérateur

L=V*V+(n—1Id : L**(T*M) — L*(T*M)

est un isomorphisme.

Une fois ces résultats établis, il est relativement facile de faire fonctionner la méthode de Koiso
pour démontrer les théorémes p.J] et p.6; c’est objet de la section [f. Pour la rigidité infinitésimale,
le principe est le suivant. Partant d’une déformation infinitésimale Einstein hy préservant les angles



(donc & dérivée covariante L?) d'une cone-variété hyperbolique, dont tous les angles coniques sont
inférieurs a 2w, la démonstration de sa trivialité se fait en deux temps. On a d’abord besoin de se
débarrasser des déformations triviales, on utilise donc le résultat [f.§ mentionné ci-dessus pour résoudre
I’équation de normalisation. On applique ensuite une technique de Bochner a la déformation normalisée
h = hg — 6*n. En utilisant la formule de Weitzenbock idoine et le premier résultat d’intégration par
parties, on obtient

§VdVh + (n—2)h = 0.

Une deuxieme intégration par parties, un peu plus compliquée, permet de conclure que hg = 6*n, et
donc que 'on a bien rigidité infinitésimale relativement aux angles coniques au sein des cones-variétés
Einstein.

Pour le théoreme .6, la méthode de construction est la suivante : on part d’une déformation
infinitésimale hg, Einstein au voisinage du lieu singulier, et induisant la variation voulue des angles.
On cherche alors & lui rajouter une déformation L2 (donc ne modifiant pas les angles) de telle sorte
que la somme vérifie I’équation d’Einstein linéarisée. Cela revient a résoudre une équation de la forme

(V*V — 2R)h = ¢,

ol ¢ = E’'(hg) est un 2-tenseur vérifiant la condition de jauge de Bianchi, et & s’assurer que la solution
trouvée vérifie aussi cette condition, ce qui se fait assez aisément & partir des théoremes [L.] et LY. La
déformation h — hg est alors Einstein et a les propriétés voulues.

La derniere section de cet article est consacré aux déformations Einstein infinitésimales données
par le théoreme p.6, et en particulier & la régularité des déformations induites de la métrique du
lieu singulier. Il est pour cela nécessaire d’étudier en détails I'opérateur V*V — 2R agissant sur les
2-tenseurs symétriques. La méthode est en grande partie la méme que pour I’'étude de 'opérateur
V*V + (n — 1)Id, réalisée dans la section jt.2. Ici encore, le comportement des solutions de 1’équation
homogene est directement lié & la valeur des angles coniques. On aboutit alors au théoréme suivant,
conclusion de cet article :

Théoréeme (6.3). Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques ay, . . . oy sont
strictement inférieurs a . Soit & = (d, ... dp) une variation donnée du p-uplet des angles coniques,
et soit hg la déformation Einstein infinitésimale normalisée correspondante. Alors la déformation
infinitésimale hyx, de la métrique du lieu singulier, induite par hg, est C™.

2 Préliminaires

2.1 Cones-variétés

On va maintenant préciser le cadre dans lequel on se place. La notion de cone-variété, plus générale
que celle d’orbifold, a été introduite par Thurston [@] pour I'étude des déformations des variétés
hyperboliques a cusps en dimension 3. Le cas le plus fréquemment rencontré est celui des cones-variétés
a courbure constante. Celles-ci sont relativement simples & définir, soit géométriquement comme un
recollement (local) de simplexes géodésiques, soit en explicitant la métrique en coordonnées; c’est
cette derniere approche qui sera utilisée ici. Le lecteur intéressé pourra se reporter a [Q] pour une
définition par récurrence des cones-variétés modelées sur une géométrie.

La géométrie du lieu singulier d’une cone-variété arbitraire peut étre tres compliquée. Dans le cadre
de notre étude on se limitera au cas ou il forme une sous-variété de codimension deux, ce qui permet
de parler d’angle conique le long de chaque composante connexe du lieu singulier et d’avoir des bons
modeles locaux pour mener a bien les calculs.



Enfin, comme notre but est de s’intéresser a des variétés Einstein, on s’autorise une classe assez large
de métriques a singularités : on demande juste que la métrique conique ressemble asymptotiquement
au produit de la métrique du lieu singulier avec la métrique d’un coéne (de dimension deux).

Soit M une variété compacte de dimension n > 3, et £ = [[Y_, 3; une sous-variété fermée plongée
de codimension 2, dont les ¥; sont les composantes connexes. Dans la suite de ce texte on emploiera
souvent la notation M pour désigner improprement M \ X.

Définition 2.1. Soient v, ...,y des réels positifs. La variété M est munie d’une structure de cone-
variété, de lieu singulier ¥ = [[V_, &; et d’angles coniques les oy, si :

- M\ ¥ est munie d’une métrique riemannienne g, non compléte ;

— pour tout i, X; est munie d’une mélrique riemannienne g; ;

— pour tout i, tout point x de ¥; a un voisinage V' dans M difféomorphe ¢ D> x U, avec U = VNY;
un voisinage de x dans X;, dans lequel g s’exprime en coordonnées cylindriques locales sous la
forme

o

g =dr?+ (32)%r*df” + gi + q,
27
ot q est un 2-tenseur symétrique vérifiant g(q,q) = o(r?) et g(Vq,Vq) = o(1).
Dans la suite on exprimera souvent la métrique g sous la forme légerement différente
g =dr?+r*d0> + g; + q,
ou la coordonnée d’angle 6 est définie non plus modulo 27 mais modulo 'angle conique «;.

Une cone-variété hyperbolique est alors une cone-variété telle que les métriques g et g; sont hyper-
boliques. On a dans ce cas, en reprenant les notations de la définition,
o

¢ = (5)*(sh(r)* = r*)d0” + (ch(r)* = 1)g;.

Pour démontrer un certain nombre de résultats, on aura besoin d’un controle sur les angles
coniques ; par exemple, la preuve de la rigidité infinitésimale & partir de la fin de la section .9 nécessite
que tous les angles soient inférieurs a 27. Ces conditions seront explicitées quand elles apparaitront.

Le caractere singulier des cones-variétés pose probleme pour adapter certaines méthodes d’analyse,
comme une technique de Bochner. Il faut toujours vérifier si les choses marchent de la méme maniere
que dans le cas compact.

La premiere difficulté va venir des intégrations par parties. Premierement, pour garantir que les
expressions manipulées ont un sens, on sera obligé de travailler avec des objets L?. Deuxiémement, il
va falloir démontrer qu’on peut effectivement appliquer des formules de type Stokes : ce sera 1'objet
de la partie fJ. Au final on sera en mesure d’effectuer des intégrations par parties pour les opérateurs d
et 0, et V et V*. Mais un tel résultat n’existe pas (a la connaissance de 'auteur) pour les opérateurs
dV et §V; on devra donc contourner cette difficulté quand on en aura besoin (section [.1)).

La plus grande difficulté va venir de I’équation correspondant a 'opérateur d’Einstein linéarisé et de
I'équation de normalisation, étudiées dans les sections [L.9 et f.1] Bien qu’en présence de sympathiques
opérateurs elliptiques de la forme V*V plus un terme borné d’ordre 0, on ne peut pas appliquer la
théorie classique sur une cone-variété, dont la métrique est singuliere. Les équations admettront encore
des solutions, mais celles-ci ne seront plus uniques, et on aura des problemes de perte de régularité.
Cependant, en imposant que les angles coniques soient assez petits, on arrivera a avoir suffisamment
de controle sur les solutions et la norme de certaines combinaisons linéaires de leurs dérivées pour faire
fonctionner les démonstrations.



2.2 Déformations des cones-variétés

Soit (M, g) une cone-variété au sens ci-dessus, de lieu singulier ¥. Soit maintenant g; une famille
de métriques singulieres, dérivable, telle que gy = g et que pour tout ¢, (M, g;) soit une cone-variété
de lieu singulier X.

Si x est un point de X, pour tout ¢ il existe par définition un voisinage de x dans M dans lequel
on a l'expression ci-dessus pour la métrique en coordonnées cylindriques. Quitte a les restreindre, ces
voisinages sont tous difféomorphes, et on peut donc faire agir une famille ¢; de difféomorphismes de
telles facons que les coordonnées cylindriques locales pour I'expression de ¢; g; soient les mémes pour
tout ¢.

Dit d’une autre maniere, il existe un voisinage V de = dans M, difféomorphe & D?xU ou U = VNX
est un voisinage de x dans ¥, dans lequel on peut trouver des coordonnées cylindriques telles que pour
tout ¢, on ait :

. o
Grgr = dr? + (ﬁ)%ﬂde? +hy +qr.

Dans cette expression, h; désigne une métrique sur U et ¢; est un 2-tenseur symétrique qui vérifie les
conditions de la définition P.1.

Finalement, quitte & modifier la famille g; par des difffomorphismes, ce qui revient a modifier
la déformation infinitésimale par une déformation géométriquement triviale, on peut montrer que
h = %\tzo est au voisinage du lieu singulier combinaison linéaire des quatre types de déformations
suivants, modifiant :

- Pangle,
- la métrique du lieu singulier,
- le reste,

- et enfin, la fagon de “recoller” la variable d’angle quand on passe d’un systeme de coordonnées
a un autre.

Au voisinage du lieu singulier, une déformation h modifiant le reste vérifie |h| = o(r) et |Vh| = o(1).
Les autres déformations sont de la forme (& une déformation modifiant le reste pres) Ar2df? pour
celle modifiant ’angle, hy;, extension d’un 2-tenseur symétrique défini sur ¥ pour celle modifiant la
métrique du lieu singulier, et r72df.w, ol w est l'extension d’une 1-forme définie sur ¥, pour celle
modifiant la variable d’angle.

Il est important de noter que les toutes ces déformations infinitésimales sont L?. Par contre seules
les trois derniéres ont leur dérivée covariante dans L?. En effet, on peut constater que sur les expressions
donnée ci-dessus, |Vh| est en o(1), [Vhy| et |Vr2df.w| sont en O(1), alors que |Vr2df?| est en r—1,
et n’est donc pas L2. Ainsi, c’est au niveau du caractére L? ou non de la dérivée covariante de la
déformation que I'on voit si celle-ci préserve ou non les angles coniques.

2.3 Déformations Einstein infinitésimale et équation de normalisation

Par définition, une métrique Einstein est une métrique riemannienne g vérifiant I’équation

ric(g) = cg,

ou le terme de gauche est le tenseur de courbure de Ricci et ou ¢ est une constante. Notons que si
on remplace g par Ag, avec A une constante strictement positive, alors la nouvelle métrique vérifie
I'équation ci-dessus en remplacant ¢ par A" !c; donc en fait c’est principalement le signe et non la
valeur exacte de la constante ¢ qui compte. On peut ainsi distinguer trois grandes classes de métriques
Einstein suivant que ¢ est négatif, positif ou nul.



Les métriques a courbure sectionnelle constante sont toujours Einstein ; en dimension 3 ce sont les
seules. Par contre des la dimension 4 il y a beaucoup plus de métriques Einstein que de métriques a
courbure sectionnelle constante ; on peut donc considérer la condition Einstein comme un affaiblisse-
ment ou une généralisation de la condition de courbure sectionnelle constante.

Puisque 'on s’intéresse principalement aux cones-variétés hyperboliques, on ne considerera que des
métriques Einstein vérifiant E(g) = 0, avec

E(g) = ric(g) + (n — 1)g.

La constante (n — 1) est choisie de telle sorte que les métriques hyperboliques vérifient cette équation.

Soit g; une famille lisse de métriques Einstein (c’est-a-dire vérifiant E(g;) = 0) sur une variété
donnée M, avec gy = g. Le 2-tenseur symétrique h = %gthzo vérifie alors I'équation d’Einstein
linéarisée

E(h) =0.

Le calcul de E}, est classique, voir par exemple [B] §1.K :

E/(h) = ViV h — 2Ryh — &5(20,h + dtr gh). (1)

Les opérateurs utilisés ici nécessitent un peu d’explication. La notation V,, ou V pour simplifier,
désigne la dérivée covariante ou connexion de Levi-Civita associée a la métrique riemannienne g. Elle
admet un adjoint formel noté V; : 81 (€;)i=1..n est une base orthonormée, on a

n

Vin(Xi,..., Xp) ==Y (Ven)len X1,..., Xp).

i=1

Pour les tenseurs symétriques, on définit o; : SPM — SPHLM comme étant la composée de la
dérivée covariante et de la symétrisation. En particulier, si n € Q'M = S'M, alors

Sy = (Ve + (Tyn)
= So(Var0) + 9Tyt 2)
)

ou L,s désigne la dérivée de Lie le long du champ de vecteur n* dual (pour la métrique g) a la forme

N

n. L’adjoint formel de I'opérateur d, se note dy; c’est juste la restriction de Vi a SPHLML.

Ensuite, R, désigne 'action du tenseur de courbure R, sur les 2-tenseurs symétriques : si h est
une section de S?M, on pose

Ryh(w,y) = > h(Ry(x, ey, 1),
=1

ou (e;) est une base orthonormale pour T'M ; c’est encore un 2-tenseur symétrique. Si g est hyper-
bolique, on a alors

Ryh = h — (tr 4h)g. (2)

L’opérateur }029 apparait souvent dans les probléemes de déformations de métriques; la propriété suiv-
ante ([B], §1.132) met 'accent sur son lien avec les métriques Einstein.

Proposition 2.2. Une métrique riemannienne g est Einstein si et seulement si ['opérateur R, envoie
l’espace Sg des 2-tenseurs symétriques sans trace dans lui-méme.



Enfin, la notation tr , désigne juste la trace par rapport & g : si h est un 2-tenseur,

n
trgh = Z h(e;,€;).
i=1
Dans la suite et pour alléger les notations, on omettra le plus fréquemment l'indice g.

Par définition, une déformation Einstein infinitésimale de la variété Einstein (M, g) est un 2-tenseur
symétrique h vérifiant I"équation Ej(h) = 0.

Maintenant, si g est Einstein et si ¢ est un difféomorphisme de M, alors la métrique tirée en
arriére ¢*g est aussi Einstein. Par conséquent, si ¢; est une famille lisse de difféomorphismes telle
que ¢q soit l'identité, alors la déformation infinitésimale associée %qﬁf gli=o est naturellement Einstein.
Une telle déformation est qualifiée de triviale. Soit X le champ de vecteurs sur M défini par X (z) =
%(gbt(:v))h:o, et soit n = X" la 1-forme duale, c’est-a-dire vérifiant 7(Y") = g(X,Y) pour tout vecteur
Y. On a les relations

d * *
71 (@i9)le=0 = Lxg = 20gm;

I'espace des déformations infinitésimales triviales est donc égal a Imdy.

La fagon habituelle de se débarrasser des déformations triviales est d’imposer une condition de
jauge, c’est-a-dire de ne considérer que des déformations infinitésimales vérifiant une certaine équation.
On en trouve plusieurs dans la littérature, on utilisera ici la jauge de Bianchi (voir [[] §1.1.C, [} §2.3).
On veut donc que nos déformations infinitésimales h vérifient

ot B, : S?M — Q' M est 'opérateur de Bianchi (associé a la métrique g) défini par

1
By(h) = 84h + Sdtr gh.

D’un point de vue géométrique, d’autres conditions de normalisation sont plus naturelle ; par exem-
ple la condition d4h = 0, qui correspond a regarder des déformations L?-orthogonales aux déformations
triviales, ou la condition d’étre infinitésimalement harmonique, voir §12.C, cf aussi [[4]. Mais en
général ces conditions coincident sur les déformations infinitésimales Einstein. La condition de jauge
de Bianchi est plus naturelle d’un point de vue analytique, pour rendre les opérateurs elliptiques; cf

par exemple [[L{].

Ainsi, étant donnée une déformation infinitésimale hg, on veut pouvoir la modifier par une déforma-
tion triviale, de facon essentiellement unique, de telle sorte que le résultat vérifie la condition de jauge.
Dit plus précisément, on veut trouver une 1-forme 7 telle que la déformation normalisée h = hg — 6*n
satisfasse 5(h) = 0; de fagon équivalente, on cherche a résoudre l’équation de normalisation (on omet
les indices)

Bod*n = f(ho). 3)

L’étude de cette équation et de Popérateur (o §* est l'objet de la section [.9.

On se placera entre autre dans le cadre de la théorie des opérateurs non bornés entre espace de
Hilbert, dont les résultats principaux sont cités dans la section suivante.



3 Analyse L? sur les cones-variétés

3.1 Quelques rappels sur les opérateurs non bornés

On va maintenant annoncer un certain nombre de définitions et propriétés concernant les opéra-
teurs non bornés ; le lecteur intéressé pourra consulter [R0], chapitre 8, ou [RZ], chapitre 13.

Soient E et F' deux espaces de Hilbert. Un opérateur non borné est une application linéaire
A:D(A) - F

o D(A) (le domaine de A) est un sous-espace vectoriel de F. En particulier, toute application linéaire
(continue ou non) de E dans F' est un opérateur non borné.

Soit A et B deux opérateurs non bornés. On dit que B est un prolongement de A, noté A C B, si

D(A) C D(B) et B|D(A) = A.

Un opérateur non borné A est fermé si son graphe G(A) = {(u, A(u))|u € D(A)} est fermé dans
E x F, ce qui revient a dire que pour toute suite (u,) de D(A) telle que u,, — u € E et A(u,) —v € F,
onaue€ D(A) et v=A(u).

Si A est a domaine dense dans E, on peut définir son adjoint A* : D(A*) C F — E de la fagon
suivante :
v € D(A") <= Jw € E tel que Yu € D(A), (u,w)r = (A(u),v)r.

Comme D(A) est dense dans E, I’élément w (si il existe) est unique; on pose w = A*(v). Remarquons
que l'adjoint d’un opérateur est toujours fermé. On a aussi la propriété évidente (si les opérateurs
considérés sont & domaine dense) A C B = B* C A*.

Pour définir A**, il faut vérifier que A* est a domaine dense, ce qui n’est pas toujours le cas. Mais
on a la propriété suivante (voir q] §117) :
Proposition 3.1. Soit A un opérateur non borné de E dans F', a domaine dense. Alors A* est a

domaine dense si et seulement si A admet un prolongement fermé. Dans ce cas, A** est le plus petit
prolongement fermé de A, i.e. si on a A C B avec B fermé, alors A™ C B.

On remarque aussi que le graphe de A™ n’est autre que I'adhérence dans E x F' du graphe de
A. D’autre part, si A est fermé, on a A** = A. En particulier, dés que cela a un sens, on a toujours
A = A* (notons au passage que l'on a bien (A*)** = (A**)*).

Si A est injectif, on peut définir son inverse A~! : son domaine n’est autre que 'image de A.

Pour pouvoir définir la composition de deux opérateurs non bornés A : D(A) C E — F et
B: D(B) C F — G, on pose, par définition,

D(Bo A)={xz e D(A)|A(x) € D(B)}.
De méme, la somme se définit naturellement sur le domaine
D(A+ A"y = D(A)n D(A").

Il se peut évidemment que ces domaines soient réduits a I’élément nul. Cependant, on a le théoreme
relativement surprenant suivant (q], §118, ou [B9], théoréme 13.13), et son corollaire :

Théoréeme 3.2. Si lopérateur non borné A : E — F est fermé et de domaine dense, alors les
opérateurs

B=(A*oA+1Id)', C=A0(A* 0 A+1Id)!

sont des applications linéaires continues de E dans E et de E dans F' ; de plus ||B|| <1, ||C|| <1, et
B est auto-adjointe positive.
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Corollaire 3.3. Si l'opérateur non borné A : E — F est fermé et de domaine dense, et si B: E — FE
est une application linéaire continue et auto-adjointe, alors opérateur A* o A+ B est auto-adjoint.

Maintenant, soit M une variété riemannienne, et soient F et F' deux fibrés vectoriels sur M,
munis de métriques riemanniennes (.,.)g et (.,.)r. On note C§°(E) (resp. C®(E), resp. L*(E)) l'es-
pace des sections de E qui sont C* & support compact (resp. C*, resp. L?); de méme pour F. La
métrique sur E et la forme volume sur M font de L?(E) un espace de Hilbert (pour le produit scalaire
(fr9)e = [1,(f,9)pdvolyr) dont C§°(E) est un sous-espace dense; de méme pour F.

Soit A un opérateur différentiel agissant sur les sections de . On le considére comme un opérateur
non borné de domaine les sections C*° a support compact, i.e.

A G () — CF*(F)  L3(F),
et on suppose que A admet un adjoint formel A' : C§°(F) — C{°(E), i.e. tel que
(Au,v)p = (u, A) g Yu € C§°(E) et Yo € C3°(F).
On a clairement A® C A* donc A* est & domaine dense.

On pose alors A,,;, = A**, c’est, on I’a vu, le plus petit prolongement fermé de A. Le graphe de
A** est 'adhérence du graphe de A, donc (et on peut prendre ¢a comme définition)

u € D(Amin) < Huy,) € CO(E) telle que lim u, = u et que la suite (Au,,) converge dans L?,
n—oo

Apinu est alors la valeur de cette limite.

On pose aussi Apge = (AY)*; comme A' C A* on a A*™ C Apae et donc A C Aygy. De plus
At C (AN = (Apmaz)®, et, vu la propriété de minimalité de **, on en déduit que A, est le plus
grand prolongement de A dont 1’adjoint prolonge aussi Af. Plus précisément,

u € D(Apmaz) <= Jv € L*(F) tel que Vo € CSO(F), (u, A'¢)p = (v, ),

ce qui signifie exactement que v = Au “au sens des distributions”. En utilisant des techniques standards
d’analyse (convolution), on montre qu’on peut approcher u € D(A,,,,) par des sections lisses, i.e. (et
on peut prendre ¢ga comme définition)

U € D(Apmaz) < u,) € CP(E) telle que lim u, = u et que la suite (Au,,) converge dans L?
n—oo

(Apmazu est alors la valeur de cette limite).

3.2 Formules de Stokes

Pour faire fonctionner la technique de Bochner on a besoin de procéder a des intégrations par
parties. Les deux résultats suivants ainsi que leur interprétation en termes d’opérateurs non bornés
sont a notre disposition. Le premier théoreme d’intégration par parties sur une cone-variété est le
suivant, dit & Cheeger [{] :

Théoréme 3.4. Soient n € QPM et o € QPTIM deuz formes C™ sur M telles que 1, dn, o, et o
soient dans L*. Alors

<77’ 5J> = <d77’ J>'

En fait il faut adapter un tout petit peu la démonstration, ou combiner deux résultats de I'article
cité (cf aussi [IJ], appendice).

Le deuxieme résultat concerne les tenseurs et non plus les formes différentielles :
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Théoréme 3.5. Soient u € C®(T"S)M), v € C®(TTTLIM) tels que u, Vu, v, Vv soient dans
L2. Alors
(u, V*v) = (Vu, v).

Démonstration. On va démontrer ce résultat en utilisant une méthode similaire a celle de Cheeger
[{]. Pour simplifier, on supposera que la métrique au voisinage de X est exactement, en coordonnées
locales, de la forme g = dr? + r?df? + gjs;, ou 0 est définie modulo I'angle conique a. Le cas général
se traite exactement de la méme facon, les expressions sont juste un peu plus compliquées.

Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé de ¥ dans M soit tubulaire.
Pour ¢t < a, on note Uy le t-voisinage de ¥ dans M, ¥; = 90Uy, et My = M \ U;. Le vecteur % = e, est
une normale unitaire en tout point de ;. Avec ces notations, une intégration par parties ( c’est-a-dire
la formule de Stokes ) nous donne :

/ (9(u, V*0) — g(Vu,v)) = / 915, (uy i, 0) ()
M, P

ou i.,v = v(er,.). Le terme de gauche converge vers (u, V*v) — (Vu,v) quand t tend vers 0. Notons
I; le terme de droite de 1’égalité, qui correspond au terme de bord. On a alors les inégalités suivantes
(la notation |.| désigne la valeur absolue aussi bien que la norme ponctuelle pour la métrique g) :

/ fullie, o
p
1/2 1/2
(Lwe) ([ teor)
P P

On va montrer que le fait que Vu soit L? permet d’avoir une bonne majoration de fEt lu|?. Et

1]

IN

IN

comme 4., v est L? (car v 'est aussi), th |ic, v|* ne peut pas croitre trop vite quand t tend vers 0. Ce
deux résultats nous permettront d’affirmer que I;, tend vers 0 pour une suite ¢, tendant vers 0.

En tout point ou |u| # 0, la fonction |u| est dérivable, et d|u|(z) = g(V,u, ). On pose

 ul
O|ul u
5 = 9(Ve,u, Tl

si Ju| #0, et a'“‘ = 0 sinon. Il s’agit de la dérivée partielle distributionnelle de |u|, au sens ou l'on a,
si les coordonnees autres que r restent fixées,

)

" Olu|

w®)] — (@) = [ S ar.

a

Or |%| < |Ve,ul, et dong, si t < a,

fut)] < Ju(a)] + / |V uldr

et

u(t)[? < 2Ju(a)f? + 2 / (Ve uldr).

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient

a 2 adr [o
</ ]VeTu\dr> / —/ T\Veru\zdr
t t T Jt

|1n(3)|/ r|Vul?dr
a t

IN

IN
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En intégrant sur ¥; on trouve

P < /Qyu( 2 + / (m(t)/ r[Vo dr)

< /\u ))? + 2| In(= \/ / 7|V, ul*dr
< // a)|*tdfdvols, + 2| In(~ y// (/ T\Veru\zdr> tdfdvols,
0=0 0=0
< —/ |u|2+2t|ln(—)|// /|Veru|2rdrd0dvol2
6=0
t
< 20 [l 2l [ vl
<

t
2—/ |u|2+2t|ln(—)|/ |Vu|?
aJs, a  Ju,

= O In()]) ()

Il reste a controler le terme [y, |ie,v|* < [, |v[*. Comme v est L?,

/p/wmw=/|W<+m,

et donc la fonction ¢ — [5, |v|? est intégrable sur ]0,a]. Or la fonction (¢In(t))~! n’est pas intégrable
en 0. On en déduit donc qu’il existe une suite ¢,, tendant vers 0 pour laquelle

/|w=dwmw»%
>

tn

En combinant avec la majoration () pour fEt |u|?, on en déduit immédiatement que

lim I, =0.
n—-+00
Or I; — (u, V*v) — (Vu,v) quand t — 0; on a donc bien (u, V*v) = (Vu,v). O

Remarque : dans les théoremes ci-dessus, la condition L? parait naturelle, ne serait-ce que pour
s’assurer de l'existence des termes du type (Vu,v). Cependant il est intéressant de noter que la
démonstration donnée du théoréme B.J ne fonctionne pas avec des hypotheses du type u, Vu € L et
v, V*v € L9, avec p et g des exposants conjugués. La condition L? est donc plus importante qu’il n’y
parait.

Ces deux formules de Stokes ont une interprétation en terme d’opérateurs non bornés. Au vue de
la définition de I'extension maximale d’un opérateur, il est clair qu’en passant a la limite dans les
formules de Stokes B.4 et B.H, on obtient

<77, 6mamo-> = <dma:v77’ J> et
(s Viaz¥) = (Vinaztt, v)

quel que soient 7 € D(dmaz), 0 € D(0maz), 4 € D(Vipaz) et v € D(VE 0
(cf aussi [[1]) que :

Corollaire 3.6. Les opérateurs dpmar €t Omar sont adjoints l'un de Uautre; on a dper = dmin €t

On en déduit immédiatement

5ma:v = Omin -

Les opérateurs Vipaq et Vi, ... sont adjoints 'un de Uautre; on a Viae = Vinin €t Vi = V.
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Dans la suite les notations V et V* désigneront donc (sauf exception) les opérateurs V42 (= Vinin)
et Voo (= Vi ). Puisqu’il n’y a pas de risque d’ambiguité, on utilisera épisodiquement la notation

LY (vesp. L*?) & la place de D(V) (resp. D(V o V)).

On emploiera fréquemment le corollaire suivant, simple reformulation du précédent :

Corollaire 3.7. Soit u appartenant o D(V), c’est-a-dire tel que u et Vu sont L2. Alors il existe une
suite (u,), C°° & support compact, telle que u, — u et Vu, — Vu dans L? quand n — oco.

Démonstration. C’est juste la définition de u € D(V in)- O

Les techniques développées dans la démonstration du théoreme B.H, et en particulier la majoration
(), vont nous permettre de montrer deux autres résultats dans la méme lignée. Commengons par la
proposition suivante, qui simplifiera plusieurs preuves par la suite :

Proposition 3.8. Soit u une section de T M telle que u, Ve, u et V*Vu soient dans L?. Alors Vu
appartient & L>(T+H15) M),

Démonstration. La preuve est juste une relecture de la démonstration du théoréme B.§. Plus précisé-
ment, on constate que pour démontrer l’existence d’une suite ¢,, tendant vers 0 telle que

lim 9Is.,, (e, (v)) =0,
n—oo Js,

il suffit que V., u et i (v) soient L?. Quand v = Vu comme c’est le cas ici, ces deux conditions
reviennent & une seule, & savoir V., u € L2

On applique cela & I'égalité (H)

/ 9(Vu, Vu) :/ g(u, V*Vu)—/ gz, (u, Ve, u).
M; M ¢

n n ZJn

Comme u et V*Vu sont L?, le terme \[Mt g(u, V*Vu) converge vers (u, V*Vu) quand ¢, tend vers 0,
et comme le deuxieme terme de droite tend vers 0, on a

lim 9(Vu,Vu) = (u, V*Vu).

n—oo Mt
n

L’existence de cette limite, plus le fait que g(Vu, Vu) est partout positif, montre que Vu appartient
a L% et que ||Vu||? = (u, V*Vu). O

Le résultat suivant, moins anecdotique, nous renseigne encore sur la dérivée covariante (je remercie
chaleureusement Gilles Carron pour m’avoir donné 'idée de la preuve) :

Théoréeme 3.9. L'image de Uopérateur V : LY2(TTS)I M) — L2(TU+19)) est fermée.

Démonstration. On va procéder en deux temps : on va regarder ce qu’il se passe en dehors du lieu
singulier, puis au voisinage du lieu singulier. On reprend les notations de la démonstration du théoreme
B.§. Soit @ un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé du lieu singulier ¥ dans
M soit tubulaire, et on suppose donné un réel b tel que 0 < b < a (on verra ensuite comment choisir
b). Pour t < a, on note U; le t-voisinage de ¥ dans M, ¥; = 9Uy, et My = M \ U;. On pose aussi
Q= M,=M\U,.

Commencgons par regarder ce qui se passe sur ). C’est un domaine de M, a bord lisse. On va
montrer que I'image de V (ou plutot de son extension maximale) y est fermée.
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Sur €, les extensions minimales et maximales de la dérivée covariante sont distinctes. On considére
alors I'opérateur Ly = V;‘m.nlﬂ o Vinaz| ; il s’agit de 'extension de Neumann du laplacien de connexion
V*V sur €. 1l est auto-adjoint (corollaire B.J), positif, de spectre discret. Pour tout v appartenant &
D(Ly), on a

/g(LNv,v) :/g(vmammvavmammv);
Q Q

le noyau de Ly coincide donc avec celui de V44|, ¢’est exactement 'ensemble des sections paralleles
sur €. Notons A la premiere valeur propre non nulle de L. D’apres la classique formule du minimax,

\ = inf { fQ g(vmax\ﬁ v, vmamm U)
Jag(v,v)

En particulier, si v appartient & D(V,,q.0) N (ker Vmamm)l, alors

| CAS D(vmamm) N (ker vmamm)J—a v 7& 0} :

oIl < )21V smaaja 0|l (6)

(il s’agit des normes L? sur Q). Cette inégalité suffit & montrer que I'image de Vinaz| est fermée.
En effet, soit (v,) une suite de D(V,,440) telle que la suite (V4410 vn) converge en norme L? vers
une limite /. On note p,, le projeté orthogonal de v,, sur (ker Vmax‘Q)L. Alors V4210 Pn = Vinaa|a Un,
et la suite des V4510 pn est donc de Cauchy. En appliquant I'inégalité @) & pnik — pn, on montre
directement que la suite (p,,) est de Cauchy, donc converge vers une limite p. Maintenant, comme
V maz|o €st un opérateur fermé, la limite p appartient a D(Vmaxm) et Vazjop = 1, ce qui termine de
montrer que l'image de V4,0 est fermée.

On va maintenant montrer que sur U,, 'image de ’extension minimale de la dérivée covariante est
fermée. On utilise pour cela la méme majoration (ff) que pour la démonstration du théoréme B.5, qui
donne, pour toute section u lisse, L?, & dérivée covariante L2,

t t
[P <22 [ P2 [ 9P
2 aJs, a Ju,

En fait cette inégalité est pour une métrique plate sur le cone. Dans le cas général la méme majoration
est vraie, & un facteur multiplicatif ¢ pres. Si w est & support compact dans Uy, alors u est nul sur
Ya, et en intégrant ce qu'il reste entre 0 et a, on obtient ||u|| < %HVUH, ot ||.|| désigne la norme L2

sur U,. Par passage a la limite, on a
ac
[Jul| < Evain\UauH (7)

pour tout u appartenant & D(V,, 1, ). Cette inégalité (une sorte de lemme de Poincaré) implique,
comme précédemment, que I'image de V,,;,, est fermée. En effet, soit (vy,) une suite de D(me‘Ua)
telle que la suite (V,,in0, vn) converge en norme L? vers une limite . La suite (Vmin|u, vn) est donc
de Cauchy, et en appliquant l'inégalité () & v,k — v, on montre directement que la suite (vy,) est de
Cauchy, donc converge vers une limite v, qui vérifie (I'opérateur Vv, ) étant fermé) v € D(V,in 0, )
et Viinju, v =, ce qui termine de montrer que I'image de V1, est fermée.

Voyons maintenant comment en déduire un résultat sur tout M. Soit w un point de ’adhérence
de I'image de V. Il existe alors une suite (u,) d’éléments de D(V), que l'on peut tous choisir C*,
telle que la suite Vu, converge vers w. On regarde alors la restriction de u, a § : u, o appartient a
D(Vm(wm), et Vinae|Q Unjo converge vers wg. Alors on a vu que la suite des projections orthogonales
des uyq sur (ker V,mmm)l était convergente, c’est-a-dire qu’il existe une suite h,, de sections paralleles
sur © telle que la suite (u,)q — hy) converge en norme L? sur Q.
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Si tous les h,, sont nuls (par exemple si le fibré n’admet pas de sections paralleles locales), ou si
tous les h,, se prolongent en des sections paralleles sur tout M, on peut terminer la preuve facilement.
A la place de la suite (uy,), on s’intéresse a la suite des v, = u, — hy, et on vient de voir que cette
suite converge en norme L? sur €.

On choisit ensuite une fonction de coupure p, telle que p soit lisse, a support dans U, et identique-
ment égale & 1 sur U,. Alors pour tout n, pv, appartient & D(V pip v, ), et

Vnin|Ua PUn = Vpon = pVu, +dp @ vy, = pVuy, + dp @ vp,.

Comme Vu, converge vers w et que p est bornée, la suite (pVu,) converge en norme L? sur U, vers
pw. D’autre part dp est bornée, a support dans U, \ U, qui est inclus dans €2; et comme la suite
(vpn) est convergente sur €2, donc sur U, \ Uy, la suite (dp ® v,,) est aussi convergente en norme L2
sur U,. La suite (me‘Ua puy,) est donc convergente sur U,, ce qui implique directement a 'aide de
I'inégalité ([]) la convergence de la suite pv,, sur U,. Comme p est identiquement égale a 1 sur Uy, on
en déduit la convergence de la suite (vyy,) en norme L? sur Uy. Or on a vu qu’en plus (Un|§2) converge
sur Q = M \ Up. La suite (v,) converge donc en norme L? sur M entier vers une limite v. Et comme
lopérateur V est fermé, v appartient a D(V) et vérifie Vv = w, ce qui termine de montrer dans ce
cas que ImV est fermée.

Pour conclure, il suffit de montrer que 'on peut toujours choisir b tel que toute section parallele
sur £ = M\ Uy se prolonge en section parallele sur tout M. Pour cela, on utilise les deux faits suivants.
D’une part, 'espace des sections paralleles sur My = M \ Uy est un espace vectoriel de dimension finie.
En effet, une section parallele sur (une composante connexe d’) un ouvert est entierement déterminée
par sa valeur en un point. D’autre part, si 0 < t < t’ < a, alors My C My, et espace des sections
paralleles sur M; est inclus dans Iespace des sections paralleles sur My (plus formellement, s’injecte
via 'application de restriction dans...). Ainsi quand ¢ tend en décroissant vers 0, I'espace des sections
paralleles sur M;, qui est de dimension finie, décroit aussi, donc finit par étre constant. C’est-a-dire qu’il
existe un réel tg, 0 < ty < a, tel que pour tout ¢ inférieur a tg, 'espace des sections paralleles sur M,
et sur My, coincide : toute section parallele sur My, se prolonge en section parallele sur M;. Et comme
cette derniere propriété est vraie pour tout t €]0, ], on en déduit que toute section parallele sur My,
se prolonge en une section parallele de M. On choisit alors b = tg pour terminer la démonstration. [J

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.10. On considére opérateur ¥V : LY2(TTS) M) — L2(TT+19)). 11 existe une constante
c telle que pour tout élément & € ImV, il existe une section { € L172(T(T’S)M) vérifiant V{ = & et
[ICI < ell€l-

Démonstration. L’espace LM2(T"*)M) est un Hilbert pour le produit scalaire (u,v)s = (u,v) +
(Vu, Vo). L’application V est alors continue pour la norme ||.||2 associée. Sa restriction & (ker V)* (ot
Porthogonalité est au sens du produit scalaire sus-cité) est une application linéaire, continue, bijec-
tive ; c’est donc un isomorphisme d’apres le théoreme de I'image ouverte. Il existe alors une constante
d telle que [|¢|]2 < ¢[|V¢]|| pour tout ¢ € (ker V)*. Comme ||¢[|2 = [|¢||? + ||V(|[?, on en déduit
immédiatement que |[¢|| < ¢||V(¢|| pour tout u € (ker V)*, avec ¢ = ¢/ — 1. Pour conclure, étant
donné ¢ € Im V, il suffit de prendre pour ¢ son unique antécédent dans (ker V)=*. U

4 Normalisation par la jauge de Bianchi

Comme on ’a vu dans la section P.3, pour se débarrasser des déformations triviales on cherche &
imposer la condition de jauge de Bianchi. Montrer qu’une déformation infinitésimale hy peut se mettre
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sous une forme normalisée vérifiant la condition de jauge revient a trouver une 1-forme 7 telle que
ho — 6" € ker 3,
ce qui équivaut & résoudre 'équation de normalisation (fj) :

ﬂ o 5*77 = ﬁho
Cette équation peut se mettre sous une forme plus lisible. Pour cela, on utilise le fait que
" 1

(il s’agit juste de la décomposition du 2-tenseur V7 en partie symétrique et anti-symétrique), que o
est toujours la restriction de V* au sous-fibré correspondant, et donc que

on =V'n=—trVn=—trdn,
la trace de dn étant nulle puisque dn est anti-symétrique. On obtient alors
26(6"n) = 286" n+dtrd*n
= 2V*(Vn-— %dn) — ddn

= 2V*Vn —ddn — don
= 2V*Vn— An.

Ici A = do + dd est V'opérateur de Laplace-Beltrami sur les 1-formes. Or A et V*V (parfois nommé
laplacien de connexion) sont reliés par la classique formule de Weitzenbock

An = V'V + ric(n), (8)
voir [B] §1.155. En utilisant cette formule, on trouve

26(0"n) = An—2ric(n)
= V*Vn —ric(n).

Pour une métrique Einstein, ric(n) = cn, et 'expression ci-dessus se simplifie encore. Dans le cas qui
nous intéresse, la constante ¢ vaut —(n — 1), et

26(6"n) = V*Vn + (n —1)n. 9)

On sera donc amené & étudier 'opérateur L : n— V*Vn+ (n — 1)n.

4.1 Un premier résultat

Le théoréme suivant montre que pour toute déformation infinitésimale h € L?(S2M), il existe une
(unique) 1-forme n € D(6},;,
Bianchi §(h — §*n) = 0. On peut donc normaliser en un certain sens toute déformation infinitésimale
L?, de facon unique. Ce résultat est assez général puisqu’on suppose juste que la métrique conique est
FEinstein a courbure de Ricci négative ; il n’y a pas de limitations a la valeur des angles coniques.

) telle que h — §*n vérifie (distributionnellement) la condition de jauge de

Théoréeme 4.1. Soit M une cone-variété Finstein a courbure de Ricci négative. On a la décomposition
sutvante
L*(S?M) = ker Brgz ® Im &7

min
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Quitte & multiplier la métrique g par une constante (voir section .3), on va supposer dans la suite
qu’elle vérifie E(g) = ric(g) + (n — 1)g = 0. La démonstration de ce théoréme nécessite plusieurs
résultats intermédiaires, regroupés dans la proposition suivante.

Proposition 4.2.
1. Le sous-espace Im 6% .~ est fermé dans L?(S*M).

min
2. Les domaines D(6%,.), D(V) et D(8.,.,) sont égaux.

min
3. Les deux sous-espaces Im % . et ker Bpaq sont en somme directe (i.e. Im &7, . Nker Brqes = {0}),

et la projection canonique de ker Bpqr © Imd*

rin Sur le deuziéeme facteur est une application
linéaire continue.

Démonstration du 1. Sin appartient a Cg°, alors

6 n|[> = (0%n,&*n)
= (60"n,n)

= (V'(Vn - %dn),m
= (V'Vn— %5d77,77>.
On utilise la formule de Weitzenbock (§) An = dén + ddnp = V*Vn — (n — 1)n :
I nll> = (v~ dn, )
= (dén+ddn+ (n—1)n— %&ln, n)

1
= (dén+ 0dn + (n — L)n,n)

1
[[8n11* + 5 lldnll* + (o = D)[|n]|? (10)

et donc
o n||* > (n— 1)[n|[.

Cette inégalité est encore vraie si n € D(0

mm) ; il suffit de considérer une suite 7,, d’éléments C§° avec
limy,— 00 Nn =1 €t lim;, o0 5*77n = 5:m'n77‘

est fermée dans L2. En effet, si z,, € Im 0 in

) telle que x,, = 0,7 ; la suite (z,)

Cette inégalité implique immédiatement que Imd; .,

converge vers x dans L?, alors il existe une suite 7,, dans D6}
est de Cauchy, et comme pour tout n, p on a

|zp = 2]l = [163in (np = Il 2 Vo = 1|7 = 70,

la suite (17,,) est aussi de Cauchy, donc converge vers un élément 1 de L2. On a alors lim, oo p = 7

et limy, o0 87, n = x; comme l'opérateur 0; . est fermé, on en déduit que n € D(J},,) et que
x =0, .1, donc que x appartient a Imd; ., ce qui montre que Imd; . est fermée.

Démonstration du 2. Revenons au calcul ([[]) : si on utilise différemment la formule de Weitzenbock,
on trouve

lolP = (" - Sadnn)
%(V*Vn + An+ (n—1)n — ddn,n)
%(V*Vﬁ + (n — 1)n+ don,n)

= (Il + (0 = )l + 1omlP)
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et donc ||6*n|[2 > L[|Vn||?, ceci étant valable pour n € C§°. Sin € D(8},,), on prend une suite 7,
d’éléments C§° avec lim,, o0 1y, = 1 €t limy, oo "1y, = 67,1 La suite (6*n,) est donc de Cauchy, et
I'inégalité ci-dessus implique que la suite (Vn,,) est aussi de Cauchy, donc converge vers un élément x
dans L?. Comme 7, € C3° C D(V) et que 'opérateur V est fermé, on en déduit que 7 = limy, .o 7y,
appartient & D(V), et donc que D(V) C D(67,;,,)- On en déduit aussi que I'inégalité ||6*n||* > 2||Vn]|?

min
est vraie pour tout n € D(d;,,.)-

Maintenant, 0*n étant la partie symétrique de Vn, on a aussi [|0*n|| < ||Vn]], et le méme argument
montre que D(87,.,.) C D(V), et donc D(57,,,) = D(V). Au passage on a aussi

1
SIVall® < {65l < [1Vnll®

pour tout n € D(V) = D(7,:,,)-
Montrons ensuite que D(6%,,,) = D(8!,,,)- On rappelle que 3 est 'adjoint formel de 3, c’est-a-dire
que pour 1 € C§°, Bln = 6*n + %(5n)g. Maintenant si n € D(d},,,), on prend une suite 7, d’éléments
5 avec limy, o0 1, = 1 et limy o0 6*ny, = 07, m. Comme (61,)g = —(tr (6*ny))g, la suite ((01,)g)
est aussi convergente, donc 'n, = 6*n, + %(677,1)9 converge dans L?. Ceci implique que n € D(8 . )
par définition de 'extension minimale 3% . . et donc D(8%,,.) C D(BL;..)-

Réciproquement, si n € D(3! ), on prend une suite 7, d’éléments C§° avec lim, oo 1, = 7 €t

limy, o0 B, = BL,;,n- Comme tr 'y, = "772577” et que n > 2, on en déduit que la suite (7,) est
aussi convergente, ainsi donc que §*n, = B'n, — %(577,1)9. Par suite, 'opérateur oy, . étant fermé, n
appartient bien & D(6%,,.), et D(BL...) C D(8%,..)-

Remarque : On peut démontrer exactement de la méme fagon que D(8,,.) = D(0!,4.); il suffit
juste de remplacer C§° par C* dans les deux derniers paragraphes.

Démonstration du 3. Soit n € D(67,,,,) tel que 67 . n € ker B4, Alors on a (au sens des distributions
au moins)

0=p6n= %(V*Vﬁ + (n —1)n).

Comme 7 est L2, V*Vn est aussi L?; et comme n € D(6% . ) = D(V), V7 est aussi L2. On peut alors

min
faire une intégration par partie contre n pour trouver

IVall* + (n = D][nll* = 0

*

et doncn =0 et o;,,.17 = 0. Cela montre que Im¢; ;. et ker 3,4, sont en somme directe.

Pour démontrer la deuxieme partie de ce point on aura besoin du lemme technique suivant :

*

Lemme 4.3. [l existe une constante ¢ > 0 telle que quel que soit n appartenant a D(57,.,

), on a

Démonstration du lemme. On commence par une majoration : si n est C§°, alors
t * 1
185l = [l8"n + 5 (6m)gl|

n. 1
< |5 —||=(& .
< o nll + 511~ @n)gl|

Comme 6*n et %(577)9 sont respectivement la partie symétrique et la partie en trace de Vg, on a
6%l < [[Val| et |5 (6mgll < [IVnl|, done

n-+ 2
2

18]l < [Vl
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Ensuite, toujours pour n € C§°, on a

(0"n,B'n) = (Bod*n,m)
= %W*Vn + (n—1)n,n)
-1

1 2 M 2
= SVl + 2=l

Y

1
~IVnl[?.
2|| ull
Comme ||Vn|| > [|6*n]| et |[Vn|| > 725]|8"n]], on a

* 1 *
(6%, B'n) > n——|—2H5 nl|-118 .

*

Maintenant si n appartient a D(5},..) = D(V), on prend une suite 7, € Cg° telle que 7, tend
vers 1 et Vn,, tend vers Vn; alors §*n, et 3'n, convergent respectivement vers 8%, n et 8. n, et en
passant a la limite dans I'inégalité ci-dessus on trouve le résultat voulu avec ¢ = U

n+2°

Revenons a la démonstration de la continuité de la projection canonique de ker 8,4, ®Imd; ..
le deuxieme facteur. Ce que le lemme précédent nous montre, c’est que pour tout élément de Imé; .,
il existe un élément de Im /3

sur
*
L C (ker Baz )t tel que Pangle entre les deux reste éloigné de /2. Cette
propriété va permettre d’estimer la norme du projeté sur Im¢y . a partir de la norme du projeté
orthogonal sur (ker ﬁmax)l. C’est ce qui va assurer la continuité.

Soit = h + 0}, € ker Bpae @ Im 3}, (avec h € ker B4,), on veut montrer qu’il existe une
constante C' > 0 telle que ||67,; a|| < C||z||. Notons p le projeté orthogonal de d*,, 1 sur (ker Bae )™

onadk. n=ptkaveck € ker(Baz). Par définition de la projection orthogonale, ||k||? = inf{||d%,,;,n—
yll? | y € ker(Bmaa) " }-
; en particulier

Pour majorer ||k||?> on va choisir un bon y. On sait que ker(Bpaz)t = Im 3¢, ;
! Tl € ker(Brmaz )™ Si ! 7 =0, alors en prenant la trace on trouve én = 0 puis 07,,,n = 0, et dans
ce cas on a bien ||6% . n|| < C||z||.
Si 3 ,.n# 0, on note p’ le projeté orthogonal de 4%, n sur Vect(3% ., n); on a
t ¢

/ * min'l minl
P’ = (Gl ) )
Bl 1B hinnl|

et [|6% . nll? = [IP'||? + ||6%,:,m — P'||*. Comme p' € (ker Baz)t, d’apres la définition de la projection
orthogonale on a

IEIP < Nomimn — /I

< & minll* = 1PIP
2 (o in] >2
< lominnll” = (Gin; :
e 1Bl

En utilisant le lemme précédent, on trouve

2 * 2 1 * 2
" < [l6mamnnl| —mH(Smm??H

1
< 1— ———— ) 1651
< (1= g Il
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d’ou

pll* = ||65mnl® — |kI>
1 *
> <1 - (1~ m)) 165,12
1 *
m”%mﬁ”z-

Ensuite, comme z = h+6,..n = h+k+p, avec h et k dans ker 5,4, et p dans (ker Brmaz)™, on a

=1 = |[h+E|* + [IpI|
> lpl]?
1 *
> m”fsmmUHQa

soit [[6%..nl] < (n+2)||z||, et on a bien montré ce qu’on voulait, & savoir la continuité de la projection

canonique de ker 3,4, ® Im o) . sur Imoy .. . =

Démonstration du théoréme [f.]. La démonstration se fait en deux étapes. On montre d’abord que
C§° est un sous-espace de ker B4, @ Imdy,,., puis que ker 3,4, ©Im ;. est un sous-espace vectoriel
fermé de L?. La densité de C§° dans L? permet ensuite de conclure.

Montrons que C§° C ker Byqe @ Imo; . -
Soit ¢ € C§°. On cherche a écrire ¢ = k46,1 avec k € ker Bpq,. Or comme 2G06* = V*V+(n—1)Id,
on peut trouver une solution de Iéquation B3(¢) = B(6*n) avec n, Vi, V*Vn dans L2. Mais si 7 et

Vn sont L2, alors n € D(V) = D(d%,,), et on a alors la décomposition voulue en écrivant ¢ =
(& = Opin) + Orin -

Avec tout le travail préparatoire qui a été fait dans la proposition [£.Z, il est maintenant facile de
montrer que ker Bz ® Im 8* . est un sous-espace vectoriel fermé de L2. En effet, si x,, = hy, + 0 inTn

man
. * 2 . * .
est une suite de ker 3,4, @ ImJ; ;. convergeant vers x € L=, alors la suite ¢, . 7, converge aussi

et ker Bq. sont des

par continuité, ainsi par conséquent que la suit h, = x, — 0., 7. Or Im?d,
c’est le 1. de la proposition .9 ci-dessus; et pour

man
sous-espaces vectoriels fermés de L? (pour Im d%,,
ker Bnaz, ¢’est parce que par définition ker B4, = (Im Bfmn)L) Donc les limites des suites (67,;,,7n)
et (hy) sont respectivement dans Im &7, . et ker 3,45, €t par suite z = limx,, = lim h,, + lim 6 ;. 7,
appartient a ker 8,4, ®© ImJ;,,; qui est par conséquent fermé.
Pour conclure, comme ker 3,4, ®Imd; . est fermé et contient C§°, il contient aussi son adhérence

qui est espace L? tout entier, donc ker Bnqz @ Im 0 in = L?. O
Dans le cas ou la métrique est hyperbolique, on peut encore raffiner un peu ce résultat.

Proposition 4.4. Si M est une cone-variété hyperbolique, alors Bmaz = Bmins Opaw = Opmin- ON note

ces opérateurs simplement (3 et 6%, et le théoréme précédent devient L?(S?M) = ker 8 ® Im §*.

La démonstration de cette proposition demande de connaitre le comportement des solutions de
I’équation Sod*n = 0, ce qui est 'objet des sections suivantes. Pour cette raison, la preuve est reportée

en 53, p. B3,

Ces résultats sont encourageants : ils nous montrent que la condition de jauge de Bianchi est une
“bonne” condition de jauge, puisqu’elle permet de normaliser toutes les déformations infinitésimales
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L?. Malheureusement, ils ne sont pas suffisants, au sens ot ils ne nous apprennent rien sur la régularité
de la déformation normalisée. En particulier, si 'on part d’une déformation infinitésimale h € L2 (ce
qui est le cas d’une déformation préservant les angles), alors on a aucune garantie que la déformation
normalisée correspondante soit encore L2, Ce phénomeéne de perte de régularité est due au caractere
singulier de la métrique, qui interdit 'utilisation des résultats classiques de régularité elliptique.

Pour bien comprendre ce phénomene, on va procéder a une étude détaillée de ’équation de normal-
isation et de l'opérateur correspondant L = V*V + (n — 1)Id au voisinage du lieu singulier, pour une
métrique hyperbolique. On verra que le comportement des solutions est intimement relié a la valeur
des angles coniques. On pourra alors donner des résultats plus précis sur la régularité des déformations
normalisées dans le cas ou les angles coniques sont suffisamment petits.

4.2 Etude de I’équation de normalisation

On supposera désormais dans toute la suite de cet article que la métrique conique g est hyperbolique.
Le fait de connaitre explicitement la forme de la métrique au voisinage du lieu singulier va nous
permettre de travailler en coordonnées cylindriques locales et d’effectuer des décompositions du type
séries de Fourier, ramenant ainsi une équation aux dérivées partielles a des équations différentielles
ordinaires sur les coefficients.

Considérons donc Vopérateur L : n — V*Vn + (n — 1)n. La premieére chose a remarquer sur
Popérateur L est qu’il est elliptique. En particulier, si ¢ est C° et que Ln = ¢ au sens des distri-
butions, alors n est C'*°. Cependant, le caractere singulier d’une cone-variété nous empéche d’utiliser
directement les inégalités de type Schauder ou Garding. Par exemple, on peut montrer qu’il existe des
1-formes 7 appartenant & L? telles que Ln = 0 au sens des distributions avec V7 qui n’est pas dans
L?. 11 va donc falloir faire attention aux domaines sur lesquels on se place.

Le théoréme B.9 nous un tel domaine : avec les conventions de la section B.1|, 'opérateur V* o V +
(n —1)Id est auto-adjoint et inversible. Son domaine est par définition

D={neD(V)|Vne DV"}= {77 € L?|Vn, V*Vne L2}

(dans la deuxiéme expression, il faut considérer V et V*V au sens des distributions). Il s’agit en fait de
'extension de Friedrichs de L. Ainsi, pour tout ¢ € L?(T*M), il existe une unique 1-forme 7 telle que
Ln = ¢ et que n, Vn et V*Vn soient dans L? (ce qui peut aussi se démontrer directement). Mais ces
propriétés ne sont toujours pas satisfaisantes. On va dans cette section procéder a I’étude de 'opérateur
L, dans le but d’arriver a démontrer, au moins dans certains cas, des propriétés supplémentaires sur
les solutions de I’équation de normalisation.

4.2.1 Expression du laplacien de connexion en coordonnées cylindriques

Soit a un réel positif suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé de ¥ dans M soit un voisinage
tubulaire. Si 7 est plus petit que a, on note U, le r-voisinage de 3 dans M et Y, le bord de U,.

Par définition, si x est un point de X, il existe un voisinage V de x dans U, et un voisinage U de
x dans 3, tels que U = VN Y et V ~ U x D?, et dans les coordonnées cylindriques locales adaptées &
la décomposition V ~ U x D?, la métrique est de la forme

g = dr?® + sh(r)2d6* + ch(r)?gs,

ou 0 est défini non pas modulo 27 mais modulo ’angle conique . On utilisera les notations suivantes :

e" =dr, e =sh(r)df, e, = (e")! = %, et eg = () = Shb)%.

22



Soit 7 une section de T*M. Au voisinage de ¥ on peut faire une décomposition orthogonale et on
écrit
n=fe +ge’ +w,
avec f, g, deux fonctions de M dans R (ou C, on sera souvent amené dans la suite & complexifier les
fibrés sur lesquels on travaille), et w une 1-forme. On remarque que bien que les coordonnées ne soient

que locales, les formes e” et e’ sont bien définies sur tout Uy, ainsi que la décomposition orthogonale
précédente.

Au vu de la forme de notre voisinage tubulaire, sur tout ouvert V de U, du type ci-dessus et
suffisamment petit, on peut définir localement des champs de vecteurs e, ...e,_o de telle sorte que
(er,€q,€1,...€,_2) forme un repere mobile orthonormé (local), vérifiant

Ve, = Veyep =0

pour tout k dans 1...n — 2. On définit de méme des 1-formes locales e!,...e" 2 telles que le repere
6 1

(e, e’ el, ... e"2) soit le repére mobile dual du précédent.

Avant de commencer les calculs, introduisons encore quelques notations. On note N le (sous-)fibré
vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre au-dessus de x € U, est le sous-espace vectoriel de T M
orthogonal & e’ et e”, et N* le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre au-dessus de = € U,
est le sous-espace vectoriel de T,M orthogonal a ey et e.. La 1-forme w introduite plus haut est
naturellement une section de N. Les sections (eq,...,e,_2) forment localement une base de N*, de
méme pour (e!,...,e""2) et N. Si s est une section de N*, et ¢ une section de N ou de N*, on note
Vs st, ou de fagon plus lisible (Vy)(s,t), la projection orthogonale sur N ou sur N* de Vt.

Si f est une fonction de U,, on pose

n—2
dsf =" (ex-f)e,
k=1

et

n—2
Asf = ch?r Z(Vg)(ek, er).f —ex.ex.f

k=1
(c’est & un facteur pres 'opposé de la trace de la hessienne de f restreinte & N*). Ces deux opérateurs
sont indépendants du choix des e;. En fait, avec les notations ci-dessus, dans V' on a une identification,
aretffixé de U x{r,0} aU C X, et N* et N restreints a U x {r, 0} s’identifient de la méme fagon
a TU et T*U. Les opérateurs ci-dessus correspondent via ces identifications a la différentielle et au
laplacien de U C ¥ (en fait la métrique gs, sur U et la métrique ch(r)2g, sur U x {r, 8} different d’un
facteur ch(r)2, qui se retrouve dans Iexpression de Ay).

Il en est de méme pour Vy, et pour les deux opérateurs suivants. Si w est une section de N, on
pose

n—2
dp(w) = —ch?r Z Vs (e, w)(ex)
k=1
n—2
= ch?r Z w(Vs(eg, er)) — ex.w(ex),
k=1
et
n—2
(V*V)sw = ch?r Z Vx(Vs(ek, ex),w) — Vs(ek, Ve(eg,w)),
k=1

qui correspondent & la codifférentielle et au laplacien de connexion pour les 1-formes de X.
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On est maintenant armé pour le calcul explicite de V*V17. En utilisant notre repére mobile, on a

n—2

V*VTI = _vervmn - veeveen + vverern + vveeeen + Z vvekekn - vekvekn'
k=1

Comme la métrique conique est hyperbolique, on a les expressions suivantes :

1
Verer =0, Ve,e9 = “E et Ve,er = Vs(eg, er) — th(r) e;.
On vérifie aussi que
Ve,e" =0 Ve e =0 Ve, el =0
V€' = th%r) el V66€9 = — hb) e’ Ve,e? =0

0 Vel = —th(r)d;je" + Vs (e, el).

On trouve alors que

n—2
N 1
\Y% V77 = —Verveﬂ? - veeveen - (m + (’I’L - 2)th(’l“))ver’l7 + Z sz(elmek)n - Vekv%n'
k=1

En remplacant 7 par fe + ge? + w, un calcul explicite nous donne I'expression suivante pour les
composantes de V*Vn; selon e :

ok (n— Q)th(r)> g—f + <th(1r)2 +(n - 2)th(7“)2> f+ ﬁAzf
2 0g 2th(7’)
sh(r)th(r) 96  ch(r)?

+ Oxw,

1 dg g 1 2 of

or?  sh(r)? 00?

0%g 1 0% (
et selon la composante incluse dans N :

1
ch(r)?

—Ve,Ve,w—Ve,Ve,w — < +(n— 2)th(r)> Ve,w + th(r)?w + (V*V)sw — 2th(r)ds f

th(r)

Pour pouvoir manipuler cette expression, on va effectuer dans la section suivante une sorte de
décomposition en séries de Fourier généralisées.

4.2.2 Décomposition en série de Fourier généralisée

On sait qu’au voisinage du lieu singulier, la métrique g se met localement sous la forme

g = dr? + sh(r)2d#? + ch(r)%gs.
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Si la coordonnée 6 était définie (toujours modulo l'angle conique «) sur tout un voisinage du lieu
singulier, on pourrait faire des décompositions en séries de Fourier, du type

f(r,0,z) = an(r, z) exp(2imnd/a).

Mais en général la coordonnée d’angle 6 n’est définie que localement, ce qui empéche d’écrire de telles
décompositions. On va donc procéder a une autre sorte de décomposition ; on obtiendra finalement
des écritures du type

Fr,0,2) =" fu(r)ibn(0, 2)
ou les (1),,) forment une base hilbertienne bien choisie du bord d’un voisinage tubulaire du lieu singulier.

Une base hilbertienne adaptée

On se place maintenant au voisinage d’une composante connexe du lieu singulier. Pour simplifier
les notations, la notation ¥ désigne ici la composante connexe en question du lieu singulier, et e ’angle
conique correspondant.

Comme précédemment, on choisit un réel positif a suffisamment petit pour que le a-voisinage fermé
de ¥ dans M soit un voisinage tubulaire. Si r est inférieur ou égal a a, on note U, le r-voisinage de X
dans M et X, le bord de U,.

On va particulierement s’intéresser a la sous-variété ¥,. Pour pouvoir faire les décompositions
voulues, on veut trouver une “bonne” base hilbertienne sur X,, pour les fonctions comme pour les
1-formes, ou plus précisément pour les sections du sous-fibré N défini précédemment (pour mémoire,
N est le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre au-dessus de z € U, est le sous-espace
vectoriel de Ty M orthogonal a e? et e). Pour faciliter les calculs, on sera amené & considérer plutét
les complexifiés de ces fibrés.

Tout point z de ¥, admet un voisinage V de la forme U x S', ot U est un ouvert de ¥. Dans ce
voisinage, la métrique de ¥,, induite par celle de M, s’exprime comme une métrique produit; plus
précisement on a, dans les coordonnées adaptées,

ga = sh(a)?db? + ch(a)?gs,

ou la variable 6 est définie modulo 'angle conique «. La variété ¥, est donc localement un produit,
avec la métrique correspondante. C’est un cas simple de submersion riemannienne a fibres totalement
géodésiques, la base étant ¥, munie de la métrique ch(a)?gs, et la fibre S, muni de la métrique
sh(a)?dh?. La théorie spectrale de telles variétés a déja été étudié, voir par exemple B, [. En partic-
ulier, les laplaciens sur une telle variété se décompose en somme d’'un “laplacien vertical” (ici —V,,Ve,)
et d'un “laplacien horizontal” (ici ch(a) 2Ay, ou ch(a)~2(V*V)s), commutant entre eux. Le lien entre
les fonctions et les 1-formes est donné par la relation de commutation suivante. La métrique sur X
étant hyperbolique, on peut utiliser la formule de Weitzenbock (§)

(V*V)z = Ay + (TL — 3)Id = ds 0y + dnds + (’I’L — 3)Id,
valable pour les sections de N. On a alors
(V*V)Z ody = (AZ + (n — 3)Id) ody, =ds o (AE + (n — 3)Id),

et donc
(V*V)s(dsf) = ds(Asf) + (n = 3)ds f. (11)

On pose v = %ﬁ; cette quantité interviendra tres fréquemment dans la suite. La proposition

suivante se déduit directement des résultats des articles [E]Eet [f] cités et de la relation de commutation

(@
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Proposition 4.5. Il existe une base hilbertienne (1;)jen du complexifié de L2(%,), telle que pour tout
indice j, il existe un réel A\; > 0 et un entier relatif p;, pour lesquels

{Az%’ = Aj¥;

e0-V; = ;.

Soit J U'ensemble des j pour lesquels \j > 0. Il existe une base hilbertienne (¢;)jes U (¢j)jen du
complexifié de L?(N), telle que :

— pour tout indice j appartenant a J, ¢; = &%dgﬂ)ﬁ et donc
(V*V)soj = (Aj +n—3)¢;

Voot — 250,

— pour tout indice j € N, il existe un réel u; et un entier relatif p}, pour lesquels

{(V*V)z%‘ = wip;
wp
Veoi = ey i

et on a de plus oxp; = 0.

On va utiliser ces résultats pour procéder & la décomposition de n = fe” + ge? + w sur tout U,.

Pour passer de ¥, a ¥, on utilise le transport paralléle et le flot le long des géodésiques, intégrales
du champ de vecteur e,. Cela revient a étendre a tout U, les fonctions 1; et les formes ¢;, ¢;, en
demandant seulement que e,.1); = 0, et que V., ¢; = V.. ¢; = 0. On note encore v¥;, ¢; et ¢; ces
extensions.

En procédant a de simples changement d’échelle, on montre que ces fonctions et formes étendues
se comportent de la facon suivante :

( O
gt ="
2a%i = iV
Axyj = Ajip;
OO
d2¢] - Ch(’l“) ¢_]’
Vo ;=0

V%% = ip;Y ¢

(V*V)so; = (Aj +n—3)¢;

Sng; = ch(r)(\)" 4,

et

V%(pj =0
Vo 0j = Dy @
(V*V)sp; = uje;
Osp; =0

Pour un r fixé, on note f, la restriction de f a ¥,. On peut de méme étendre f, en une fonction
fr définie sur tout U, en utilisant le flot du champ de vecteur e,, c’est-a-dire en demandant seulement
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que e, fr soit identiquement nul ~(et évidemment que fr = f; sur 3,). En particulier, on peut regarder
la restriction & ¥, de f,, notée f.|s, . On peut maintenant utiliser les résultats de la proposition [£]
pour décomposer f,|x, sous la forme d’une série : fy|z, = 3. fl 1;. Finalement, en réutilisant le flot
pour se ramener & Y., on obtient la décomposition suivante, valable sur 2, : f, = fﬂ ;. En faisant
cette manipulation pour tout r, et en posant f;(r) = fﬂ, on obtient

F=Y"filr);.

jEN

On effectue évidemment une décomposition similaire pour la fonction g. Pour la section w, le méme
procédé fonctionne, en remplagant le flot par le transport parallele, et on obtient une décomposition

w= ij(r)qu + ij(r)goj.

jedJ jeN

On peut vérifier facilement que si 7 est C°° alors les coefficients f;, gj, w; et w; le sont aussi (en
effet, f;(r) = fEa Y fr et on peut dériver sous 'intégrale ; il en est de méme pour les autres coefficients).

On a finalement obtenu l’expression suivante pour 7 :

no= > filrie+ ) g e

JeN JeN
+ ) wilr)gi + > @)
JjeJ JeN

Il est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la fagon suivante, faisant
apparaitre des “blocs élémentaires” de méme fréquence :

no= > <fj(7“)7!)j e+ gj(r)i; ¢’ +wj(7“)¢j)
jeJ
+ o <fj(7°)¢j " +9;(r)v; €0>
JEN\J
+ Y wi(r)e;. (12)
jEN

La norme L? de 7 sur U, s’exprime bien dans cette décomposition : on a

I, % = Z/Oa (1£; % + 1g;* + lw; [ + ;%) EEEZ; (Ch(r)>n_ dr.

Expression du laplacien dans cette décomposition

En partant de cette expression pour 7, on va effectuer la méme décomposition pour V*Vn+(n—1)n.
2

On note toujours v pour o

On obtient alors, pour la composante de V*Vn + (n — 1)n en ¢je", sij e J :

" 1 / 1 p272 Aj
—fl - (m + (n— 2)th(r)> I+ <W + (n — 2)th(r)? + shj(r)2 + ch(:”)Q +n— 1) f;
2ip;y 2th(7“)()\-)1/2
sh(r)tjh(r) 93~ ch(r)J wj (13)
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sijégJ:

2.2
- (ﬁ + (n— 2)th(r)> fi+ <th(1r)2 + (n — 2)th(r)? + sij(:)Q +n— 1) fj

Sl ()
pour la composante en wjee :
— g - <% +(n— 2)th(r)> g; + (th(lr)2 + i?(:; + ch)(\i)Q +n— 1> gj
pour la composante en ¢; :
—wj - ( = +(n— 2)th(r)> W' + (th(r)2 + p?f + Ajtn—3 +n— 1) wj
th(r) : sh¥(r) © ch(r)?
- BRI )
et pour la composante en ¢; :
- — <thtr) + (n — 2)th(7°)> w; + (th(r)2 + :}3(2:; + ch/(ivj;)Q +n— 1) ;. (17)

4.2.3 Comportement des solutions de I’équation homogéne au voisinage de la singularité

On va maintenant chercher a résoudre I’équation Ln = 0 au voisinage de 3. Si la 1-forme 7 vérifie
Ln = 0 au voisinage du lieu singulier, alors par régularité elliptique 1 est localement C'°°; cela justifie
la décomposition en série ([[J), qui converge uniformément sur tout compact du voisinage du lieu
singulier.

La décomposition de Ln ci-dessus permet alors de passer d’une équation aux dérivées partielles
a une infinité d’équations différentielles ordinaires. Résoudre I’équation Ln = 0 au voisinage du lieu
singulier revient donc a résoudre une équation différentielle linéaire pour chaque coefficient de la
décomposition. On peut ainsi étudier le comportement de chacun des termes du développement de 7,
et il est ensuite relativement aisé d’en déduire des propriétés du type L? pour 7 et ses dérivées au
voisinage du lieu singulier.

Pour chaque indice j, I’équation (ou plutot le systéme) que I'on obtient présente une singularité
“réguliere” en r = 0. On sait (voir [BF], cf aussi [[[7]) que les solutions dune telle équation sont des
combinaisons linéaires de fonctions de la forme r* f(r) avec f une fonction analytique, ol les exposants
k s’obtiennent comme racines de ’équation indicielle (en cas de racines multiples ou séparées par des
entiers, il faut éventuellement rajouter des termes en Inr dans I'expression des solutions).
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On pose donc, pour un entier j donné,

fitr) = r*(fo+ fir+ for? 4 --),
gi(r) = (g0 + gir + gar? + -+,
wi(r) = 18wy +wir +wor? +--+),
wi(r) = rk(wo—i—wlr—l—erQ—{—---).

A partir des expressions ([[J) & ([[7), on obtient les systémes d’équations indicielles suivants : si
Jjed,

(—k*+1+p)fo + 2ip;90 =0
~2ipjvfo + (K +1+p)g = 0
(=k* +pi)wo = 0,
sijéJ,
{ (=k*+1+p57)fo + 2ip;v40 =0
~2ipjvfo + (K +1+p)g = 0,
et enfin

(—k? +p}272)w0 =0.

Commencons par étudier le premier systeme, le plus compliqué. Son déterminant vaut (au signe
pres) (k2 — p?'yQ)(k:2 — (pjy + 1)?)(k* — (pjy — 1)?). Les valeurs de Pexposant k pour lesquelles le
systeme admet des solutions non triviales (racines indicielles) sont donc £p;y = 1 et %p;vy. Plus
précisément, pour k = £(pjy + 1), les coefficients dominants ( fy, go,wo) sont engendrés par (1, —i,0),
pour k = *(pjy — 1), par (1,4,0), et pour k = %p;~, par (0,0,1). On remarque que I'on a toujours
des racines séparées par des entiers, ce qui peut rajouter des termes logarithmiques, mais on n’aura
pas a en tenir compte car seul 'exposant dominant va nous intéresser.

Le cas des racines doubles est un peu plus compliqué. Elles apparaissent si p; = 0, p;v = %1, ou
Py = :I:%. En fait si pjy = %, les solutions correspondant a k = p;y et a k = 1 — p;~y sont linéairement
indépendantes, on n’a donc pas besoin de termes logarithmiques ; méme chose pour p;y = —%.

Pour p;y = 1, les solutions pour k = p;jy — 1 et k = —(pjy — 1) sont les mémes. On a donc besoin
d’un terme logarithmique. Méme chose si p;jy = —1.

Enfin, pour p; = 0, il y a trois dégénérescence. Cependant pour k = 1 ou k = —1, on n’a pas de
perte de dimension et donc pas besoin de termes logarithmiques. Par contre, pour k = 0, le terme en
logarithme est nécessaire.

On remarque que les deux premiers cas de racines doubles ne se rencontrent que pour des valeurs
particulieres de l'angle conique. Par contre le dernier cas se rencontre quel que soit 'angle. C’est
I'existence de ces solutions logarithmiques, qui sont dans L? mais dont la dérivée covariante ne l’est
pas, qui fait que 'opérateur L n’est jamais essentiellement auto-adjoint dans notre cadre.

Les deux systemes restant sont plus simples a étudier et ne présentent rien de nouveau par rapport
a ce qui précede. La proposition suivante regroupe tous ces résultats :

Proposition 4.6. Soit n une solution de I’équation Ln = 0 sur un voisinage d’une composante connexe
de Y, d’angle conique a.. Alors chacun des termes apparaissant dans la décomposition

no= Y (F e+ gy ¢+ wi(r)s;)
Jj€J
+ > <fj(7“)¢j€r+9j(7“)¢j66>
JEN\J
+ Y wi(r)e;

JjeN
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est solution de l’équation Ln = 0 au voisinage de la composante connexe du lieu singulier.

Soit j un indice appartenant a J. L’ensemble des solutions du type
Fi(rywg e + gi(r)w; € + w;(r)e;

forme un espace vectoriel (de dimension 6). Sip;y ¢ {—1,0,1}, alors on dispose d’une base constituée
de solutions élémentaires pour lesquelles v(r) = (f;(r), g;(r),w;(r)) est de la forme r*(vo +vir+---),
avec k € {£pjy+1,E£pjv}. Pour k = £(pjy+1), on peut prendre vy = (1, —14,0), pour k = £(p;jv—1),
(1,4,0), et pour k = £pj~v, (0,0,1). Si pjy = —1, resp. 1, resp. 0, les deux solutions élémentaires ci-
dessus correspondant a k = 0 sont identiques, il faut donc rajouter une solution de la forme In(r)(vg +
vir+ -+ ) avec vg = (1,—14,0), resp. (1,4,0), resp. (0,0,1).

Maintenant si lindice j n’appartient pas a J, I’ensemble des solutions du type
Filrys e+ gj(r)i; ¢

forme un espace vectoriel (de dimension 4). Si pjy ¢ {—1,1}, alors on dispose d’une base constituée
de solutions élémentaires pour lesquelles v'(r) = (f;(r),g;(r)) est de la forme ¥ (vl +vir +---), avec
k= 4pjy£1. Pour k = £(p;y+1), on peut prendre vy = (1, —1), et pour k = £(pjy — 1), vj = (1,4).
Sipjy = —1, resp. 1, les deux solutions élémentaires ci-dessus correspondant a k = 0 sont identiques,
il faut donc rajouter une solution de la forme In(r)(vj + vir +--+) avec v, = (1,—1), resp. (1,7).

Enfin, pour tout indice j, l’ensemble des solutions du type w;(r)p; forme un espace vectoriel (de
dimension 2). Si p;» % 0, alors on dispose d’une base constituée de deux solutions élémentaires pour

lesquelles w;(r) = r¥(1+wir+---), avec k = £pjy. Si p' = 0 les deux solutions élémentaires ci-dessus
sont identiques, il faut donc rajouter une solution pour laquelle w;(r) = In(r)(1 4+ wir +---).

Dans la suite, on supposera toujours que p; et p;» sont positifs; en effet une simple conjugaison
permet de passer de p; a —p;.

4.3 Cas des angles coniques inférieurs a 2w

Dans cette sous-section, tous les angles coniques seront supposés strictement inférieurs
a 27. En particulier, si p est un entier, alors soit py = 0, soit |py| > 1.

On va étudier maintenant quels sont les exposants dominants possibles pour une solution de
I’équation Ln = 0 au voisinage du lieu singulier, en fonction des différentes conditions imposées a

n.
Le premier résultat est le lemme suivant :

Lemme 4.7. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2m. Soit n une I-forme telle que Ln soit égal a 0 au voisinage du lieu singulier et que n
et Vn soient dans L?. Alors Vdn est dans L?.

Démonstration. Commencons par montrer que V*Vdn est dans L?. Pour cela on utilise la formule de
Weitzenbock suivante, valable pour une métrique hyperbolique, qui est un analogue de la formule (§)
pour les 1-formes que l'on a déja utilisée a plusieurs reprises (voir [g] §1.1) :

Yw € Q*M, V*Vw = Aw + 2(n — 2)w.
En particulier,

V*Vdn = Adn + 2(n — 2)dn = dAn + 2(n — 2)n = d(Ln) — 2dn.
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Au voisinage du lieu singulier, on a alors V*Vdn = —2dn, et donc V*Vdn est dans L?.

D’apres la proposition B.§, comme dn et V*Vdn sont L2, il suffit juste de montrer que V. dn est
dans L? pour prouver que Vdn est dans L2.

Pour cela, on regarde comment les conditions n € L?, Vi € L? se traduisent sur la développement
de 1. On choisit un réel a suffisamment petit pour que Ln soit nul sur U, ; c’est ce a que 'on utilise
pour la décomposition de 1 (voir proposition [L.5). On écrit alors

o= <fj(7°)¢j e+ gj(r); e’ + wa‘(?“)¢j)
jeJ

+ > <fj(7°)¢j e +g;(r)Y; €6>

JEN\J
+ D wir)es.
JjeN

La norme L? de n sur U, est donnée par

2 _ ¢ |2 |2 wil? w;|? Sh(?“) Ch(?“) " T
] —Z/ (57 + o + ool + =) S (G3) o

Comme Ln = 0 au voisinage du lieu singulier, les fonctions f;, g; etc. sont équivalentes a cri (ou
cr¥iIn(r)) quand r tend vers 0. Pour que la quantité ci-dessus soit finie, tous les exposants dominants
apparaissant dans la décomposition de 7 (donné par la proposition @) doivent étre strictement plus
grand que —1. Or on a vu que k est de la forme £p;v £ 1 ou £p;7, ot p; est un entier que 'on peut
supposer positif, et v vaut 27 divisé par I’angle conique de la composante connexe du lieu singulier.
Par conséquent le fait que 1 soit dans L? élimine d’emblée les solutions avec k = —pjy — 1, avec
k = —pjvy pour p; # 0, et avec k = —p;v + 1 pour p; > 1 (et aussi p; = 1 si v > 2, c’est-a-dire si
langle conique est inférieur ou égal a ).

Le fait que V7 soit dans L? impose aussi des conditions sur les exposants possibles. A partir de la
décomposition ci-dessus de 7, on obtient I’écriture suivante pour Vn :
'pj’}/ f _ Lg. 1/)'60(8)671
sh(r)”?  th(r)” )"’
1 i 0 o 0 2
+ (th(r)fj + sh(r)gj> bje” @€+ fith(r)y;ch(r) gs

Vn = Z<f]{¢jer®er+g;¢jer®ee+<

jeN

r ipiy p ()\)1/2 ) ()\A)l/2 )
+ ;(wé'e ®¢j+shzr)wj€ ®¢j+<c1]1(r) fi —th(r)w; |¢; @ e” + d]l(r) gidj ®e
! r ij’Y 0 .
+ Z Wje ®@j+mtﬂj€ ®(,Oj—th(7“)wj(pj®e +wjv2¢j ) (18)
JEN

Chacun des termes de cette expression doit étre L?; de la méme facon que ci-dessus, cela impose que
tous les exposants k apparaissant dans la décomposition de 7 (donné par la proposition [.4) doivent
étre supérieurs ou égaux a 0, et qu’il n’y ait pas de termes logarithmiques. Comme les angles coniques
sont supposés inférieurs & 27, cela revient a dire que les fonctions f;, g;, etc. sont des combinaisons
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linéaires des seules solutions élémentaires définies a la section précédente pour lesquelles 'exposant k&
vaut 0, 1, pjy — 1, pjy, pjy ou pjy + 1.

Regardons maintenant V.. dn € L2. De la décomposition en série ([[§) on déduit facilement
Iécriture suivante de dn :

dy = <93‘ * thtr) ' pgv)fj> He e
+3 ((w; + th(r)w; — (jﬁzi/)z fj) e"Noj+ (SZ}]:ZZ) Wi (jﬁz;/; & > 19 )

Z‘I
—|—Z<<w + th(r)w >e Np;+ }]f{y)wje Agpj—l—wjﬁg(b])

JeN

En dérivant par rapport a e, on aboutit a 'expression suivante :

_ oo Lo, 1 apyy WY o\ a8
Ve din = Z<gj+th(r)gj+(1 th(r)Q)gj shé )f +sh(r){ch(r)f]> viet ne

jEN
A2 )Y 2th(r
+ je%J <w§»’ + th(r)wj + (1 - th(r)*)w; — (cljlzr) fi+ ( ])ch(:) ( )fj> e’ No;
iy iy OW)YE )RR
: JEZN%J <Sh(7“) 7 Shr)h() eh(r) T () gj) "o
+ > ( (@) + th(r)w) + (1 — th(r)*)w;) e A p;
jEN
(%w; - % ) (AN ©j + (w; — th(T’)Wj)dztpj>

Dans cette somme, seules des combinaisons de solutions élémentaires dont les exposants dominants
sont positifs apparaissent. Un simple calcul montre alors que tous les termes de cette série sont d’ex-
posant supérieur & —1, et donc appartiennent L?. Il reste cependant & vérifier que la série converge en
norme L2.

Une méthode pour cela est d’utiliser les résultats tres généraux de la théorie des “opérateurs
d’arétes” ou opérateurs sur des variétés a bord dégénéré, dont L est un exemple typique. L’article [[L7]
traite en particulier des opérateurs elliptiques, qui est le cas qui nous intéresse ici.

Une autre méthode consiste a majorer directement les termes apparaissant dans la série, en utilisant
les majorations des solutions élémentaires d’exposant positif données dans [[[§. Comme 'opérateur
L est elliptique, la 1-forme 7 est C*° au voisinage du lieu singulier. En particulier, comme ¥, est
compacte, toutes les dérivées de 7 sont de norme L? finie sur ¥,. On en déduit que pour tout polynéme
(ou fonction majorée par un polynoéme) a deux variables P, la série

> 1P(psy A fi(a) P
ik

converge, et qu’il en est de méme en remplagant f;(a) par g;(a), wj(a) ou w;(a). Ce résultat, combiné
aux estimations de [I§], lemme 2.1.3, montre directement que la série donnant 1’expression de V.,dn
converge en norme L2 sur U,.

Récapitulons : si n est une solution de ’équation Ly = 0 au voisinage de 3, telle que n et Vn
soient dans L2, on a vu que seuls les solutions élémentaires ayant un exposant dominant supérieur
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ou égal a 0 apparaissent dans la décomposition de 7. Par conséquent les termes apparaissant dans la
décomposition de Vdn ont tous des exposants dominants strictement supérieurs a —1. Ce fait, et le
caractere C™ de 1 pres du lieu singulier, suffit & prouver que Vdn est dans L?. O

A partir de ce lemme, on va pouvoir passer de ’étude des solutions de ’équation Ln = 0 au voisinage
du lieu singulier a celle des solutions de ’équation Ln = f sur M entiére. Le théoréme suivant montre
que quand les angles coniques sont inférieurs a 2w, on peut controler le comportement de certaines
combinaisons des dérivées premieres et secondes des solutions de ’équation de normalisation; ce
controle sera en fait suffisant pour démontrer la rigidité infinitésimale.

Théoréme 4.8. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2m. Soit ¢ une section de L*>(T*M). Alors il eviste une unique section n de L*(T*M),
solution de 'équation Ln = ¢, telle que n, Vn, don, et Vdn (au sens des distributions) soient dans
L2

Démonstration. On sait depuis le début de la section .3 (p. B que I'on peut résoudre de fagon unique
Iéquation Ln = ¢ avec 1, Vi et V*Vn dans L%. Le seul point qui reste & montrer est que Vdn est
aussi L?; en effet, si Vdn est dans L?, alors automatiquement ddn est dans L?, et donc c’est aussi le
cas pour dén = V*Vn — ddn — (n — 1)n, voir la formule de Weitzenbock ().

Les formes C™ & support compact étant dense dans L?, on peut trouver une suite (¢) de 1-formes
C™ & support compact telle que ¢ — ¢ dans L? quand k — oo. Soit (1) la suite d’éléments de D
telle que pour tout entier k, Ln, = ¢5. On applique alors le théoreme B.2 (avec, & un facteur pres,
A=V et A* = V*) : les transformations (V*V +(n—1)Id)~! et V(V*V +(n—1)Id)~! sont continues,
donc

Jim g = Jim (VY + (n = DId) " (ér) = (V'V + (n = D)Id) " (¢) =1

et
lim Vi = lim V(T + (n = DId)" () = V(Y'Y + (n = 1)1d) () = V1,

les limites étant au sens L?. Comme dn est la partie antisymétrique de Vg, la suite (dng) est
aussi convergente, avec limg_,o dng = dn. Maintenant, comme ¢ est a support compact, Ln; est
identiquement nul au voisinage du lieu singulier, et n; rentre donc dans le cadre de la proposition [£.§.
Comme 1, appartient & D(= D'), n; ainsi que dn, sont dans L%, et on a vu au lemme [.q qu’alors
Vdn € L?. On va maintenant montrer que (Vdny), suite de sections du fibré T*M ® A2 M, est bornée
dans L2.

Pour cela, on considere £, section C™ & support compact de T*M ® A?M (“section test”), et on
s’intéresse au produit scalaire (Vdny, ). Le but est d’arriver & monter que

ou M ne dépend pas de k ni de &.

La restriction de la dérivée covariante & Q?M nous donne un opérateur (non borné) V : L?(A2M) —
L3*(T*M ® A*M); son adjoint est la restriction de V* & L}(T*M ® A2M), et les résultats de la
section ] s’appliquent. Maintenant, en utilisant la définition de I'adjoint d’un opérateur, on a 1’égalité
ker V* = (ImV)L. Le théoreme B.J nous garantie que l'image de V est fermée, et on a donc la
décomposition orthogonale suivante :

LX(T*M ® A*M) = ker V* @ Im V.

On peut donc écrire £ = k + V( dans cette décomposition, et d’apres le corollaire on peut méme
choisir ¢ de telle sorte que

[ICIF < e[Vl < e[l
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pour une constante ¢ donnée ne dépendant pas de £.

Retournons au produit scalaire :

(Vdng, &) = (Vdny, V(+k)

Pour pouvoir faire une intégration par parties, il faut vérifier que tous les termes impliqués sont L2.
On sait déja que ¢, V(, Vdn le sont, reste a montrer que c’est aussi le cas de V*Vdn,. Pour cela
on utilise la formule de Weitzenbock suivante, valable pour une métrique hyperbolique, qui est un
analogue de la formule pour les 1-formes que l'on a déja utilisée & plusieurs reprises (voir §1.1) :

Vw € Q*M, V*Vw = Aw +2(n — 2)w. (19)

En l'appliquant a 7, on trouve
V*Vdny, = Adng + 2(n — 2)dny, = dAng + 2(n — 2)dny,
car d et A = dd + dd commutent. D’autre part

Ang = L, —2(n — 1)ng = ¢r, — 2(n — 1)ng.
Finalement,

V*Vd’l?k = dqbk - 2d77k.

Comme ¢y, est & support compact et que 1, € D, les formes doy, et dny, sont L?, donc V*Vdn, est
L?, donc on peut donc intégrer par parties (théoreme B.5) :

(Vdn, &) = (Vdng, V()
= (V"Vdn, ()
= (dor — 2dny, C).

Comme V(¢ est L2, §¢ = —tr ,V( est aussi L?, on a méme ||6¢|| < /n||V(]||. D’autre part ¢y, doy
et ¢ sont L?, on peut encore intégrer par parties :

(Vdng, &) = (dor — 2dny, ()

Pour finir on majore avec Cauchy-Schwarz :

[(Vdng, §)] rHI0CH =+ 2[[dng|H[<]]

<
< (Vnllgwll + 2c]ldnk|]) [V C]|
< Mgl

car les suites (¢y) et (dn) sont convergentes, donc bornées, dans L2. Cette majoration, valable pour
toute section test &, implique directement que la suite (Vdny) est bornée dans L2

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite, encore notée (Vdny), qui converge faiblement vers
une limite [ € L? : c’est-a-dire que quel que soit & € L2(T*M ® A2M),

lim (Y, ) = (1€).
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Mais alors, si £ est C'°° & support compact,

(Vdng, §) = (dnk, V*E),

et
lim (dny, V*¢&) = (dn, V*E)
k—o0

car (dny,) converge dans L? vers dn. Par conséquent, on a

(dn, V*&) = (1, €)
pour tout £ € C§°, ce qui signifie exactement que
= Vmaxdn = Vdna

et par suite Vdn appartient & L2, O

Notons que si en plus ¢ est C'™°, alors par régularité elliptique la solution n ci-dessus est aussi de
classe C*°.

4.4 Cas des angles coniques inférieurs a m

Si on suppose que tous les angles coniques sont inférieurs a m, il est alors possible d’avoir un
meilleur contréle sur le comportement des solutions de ’équation de normalisation Ly = ¢, ou ¢ € L?.
Plus précisément, on a le théoreme suivant :

Théoréme 4.9. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a mw. Alors l'opérateur

L=V*V+(n—-1Id : L**(T*M) — L*(T*M)
est un isomorphisme.

On retrouve donc quand les angles sont suffisamment petits une propriété toujours valable sur une
variété compacte. Une application immédiate est que si 'on part d’une déformation infinitésimale L2,
par exemple préservant les angles, alors la déformation normalisée correspondante sera aussi dans L2,

La démonstration est en fait complétement analogue & celle du théoréme [1.g; on ne redonnera
donc pas tous les détails. Elle repose elle aussi sur un lemme :

Lemme 4.10. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a m. Soit 7 une 1-forme telle que Ln soit égal a 0 au voisinage du lieu singulier et que n et
Vn soient dans L?. Alors VN1 appartient ¢ L?.

Démonstration du lemme. La preuve est en tout point similaire & celle du lemme 7. Comme on sait
déja que Vdn est dans L?, il suffit de le montrer pour V&*n. D’apres la proposition B.8, on a juste &
montrer que V*V(5*n) et V., d*n sont dans L2.

Pour V*V(§*n), cela résulte d’une relation de commutation entre V*V et 6*. Soit o une 1-forme
(lisse) sur M. On sait que la déformation 6*o est triviale, c’est-a-dire que l'on a toujours E'(6*c) = 0,
soit

V*V(6*0) — 2R(6*0) — 26*36*0 = 0,
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voir ([l). La métrique étant hyperbolique, on peut utiliser les relations (f]) et (J) pour simplifier cette
expression. On obtient alors la relation suivante :

V*V(§* o) =260+ 2(60)g + 6" (V*Vo + (n — 1)o). (20)
En appliquant cette formule a 1, on obtient au voisinage du lieu singulier
VIV (6™ n) = 26"+ 2(0n)g

car Ly = V*Vn + (n — 1)n = 0 prés du lieu singulier. Comme 7 est L2, on vérifie facilement que le
terme de droite, et donc V*V§*n, appartiennent & L?(S?M).

Pour montrer que V., 0*n est dans L?, I'idée est la suivante. Le fait que n appartient & L2 impose
que seules les solutions élémentaires d’exposant dominant positif apparaissent dans la décomposition
de 1 donnée par la proposition [L.f. Et comme tous les angles coniques sont supposés plus petits que
m, les exposants dominants positifs sont soit nuls, soit plus grands que 1. Cela donne suffisamment
de contrdle sur les solutions élémentaires pour montrer que tous les termes apparaissant dans la
décomposition de VV7 sont dans L?. On utilise ensuite le fait que P est elliptique, donc que u est
C™ prés du lieu singulier, pour assurer comme dans la preuve du lemme [£.7 la convergence en norme
L? de la décomposition en série sur un voisinage du lieu singulier de V. 6*n, & I'aide des résultats de

7] ou de [L). O

Pour passer de Ln = 0 au voisinage du lieu singulier & Ln = ¢ sur M, I'idée est encore de prendre
une suite de 1-formes ¢y, C* & support compact, convergeant vers ¢ en norme L?. On prend alors
une suite 7y, telle que Ly, = ¢y et np € LY2. On sait déja que 1, et Vi, convergent en norme L2
vers 1 et V1 respectivement, et que Vdny converge faiblement vers Vdn € L?. Il ne reste plus qu’a
considérer V§*n;,. Pour montrer que cette suite est bornée, on regarde encore le produit scalaire contre
une section test (i.e. C°° & support compact) ¢ de T*M ® S?M. Grace a plusieurs intégrations par
partie et a la relation de commutation (R0), on aboutit & l'existence d’une constante M telle que
(Vo n, £)| < M|[¢]| pour toute section test £, ce qui justifie que la suite Vd*n est bornée. On finit
en montrant qu’elle converge faiblement vers une limite, qui est alors égale a V§*n, ce qui termine de
démontrer que Vé*n € L2,

Remarque : Bien qu’on ne le montre pas ici, il est intéressant de noter que les théoremes [.§ et
B9 cessent d’étre vrai dés qu'un angle conique est plus grand que respectivement 27 ou 7. Il devient
alors beaucoup plus difficile de trouver un “bon” domaine pour résoudre I’équation de normalisation,
cf [[4] et [[] pour des résultats dans cette direction.

5 Déformations Einstein infinitésimales

5.1 Rigidité infinitésimale des cone-variétés

Nous avons maintenant en main tous les outils pour montrer le théoréme suivant :
Théoréme 5.1. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont strictement
inférieurs a 2m. Soit ho une déformation Einstein infinitésimale (i.e. vérifiant I"équation Ey(ho) =0)
telle que hy et Vhy soient dans L?. Alors la déformation hg est triviale, i.e. il existe une forme
n € QM telle que hy = 6*n.

Dans toute cette sous-section on supposera donc que les angles coniques sont toujours inférieurs a
2.
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Démonstration. La premiere étape de la démonstration consiste a normaliser hg, ¢’est-a-dire a chercher
n tel que h = hy — §*n vérifie la condition de jauge G(h) = 0, ce qui revient a résoudre I’équation
B o d*u = Bhy. Comme Vhy est dans L2, Bhg lest aussi, et d’apres le théoréme [L§ cette équation
admet une unique solution 7 telle que 7, Vn, dén et Vdn soient dans L. On pose h = hy — 6*1.
Notons que 'on a perdu des informations en normalisant : en effet, rien ne garantit que la déformation
normalisée h vérifie encore Vh € L?, puisqu’on ne connait rien pour I'instant sur V§*n.

La déformation h vérifie alors : .
V*Vh —-2Rh =0
oh+dtrh =0

En prenant la trace par rapport a g de la premiere équation, on obtient
A(trh) +2(n — 1)trh =0,

ce qui incite a intégrer par parties, mais pour le faire il faut d’abord vérifier que les termes impliqués
sont L2, avant de pouvoir appliquer le théoréme B.4. Comme hg et §*n sont L?, h est bien L?, donc
tr h aussi, et donc Atr h aussi. Maintenant,

dtr h = dtr hg + dtr 0*n = dtr hg — dom,
donc dtr h est L? (dtr hg est L? car Vhg I'est). Par suite, on trouve en intégrant contre trh :
0 = (trh,A(trh)+2(n —1)trh)
= ||dtr h|]* + 2(n — 1)|tr b|?
et donc trh = 0, ce qui, avec 3(h) = 0, implique aussi §h = 0. Finalement, on a
V*Vh —2Rh =0

oh =0
trh=0

La deuxiéme étape de la démonstration consiste & utiliser une autre formule de Weitzenbdck (cf [g],
§12.69). Un 2-tenseur peut toujours se voir comme une 1-forme a valeur dans le fibré cotangent 7M.
Ce fibré étant muni de la connexion de Levi-Civita V, on note dV la différentielle extérieure associée
sur les formes & valeurs dans T*M. L’opérateur adjoint est la codifférentielle notée §V. Notons que si
u est une O-forme & valeurs dans T*M (c’est-a-dire une 1-forme usuelle), alors d¥u = Vu; de méme
pour une 1-forme & valeurs dans T*M, 6Vh = V*h. On a alors la formule suivante, valable pour tout
2-tenseur symétrique :

V*Vh = (6VdY +dV6Y)h + Rh — horic. (21)
Pour une métrique hyperbolique, cela se simplifie en
V*Vh = (6VdY +dV6V)h+nh — (trh)g.
En combinant avec ce qui précede, on obtient

§VdVh+ (n—2)h =0
§h =0
trh=0

Pour conclure, “il suffit” d’une intégration par parties contre h. Comme h est dans L2, 6Vd" h est
aussi dans L2 ; si VA, ou méme seulement V. h, était L? on pourrait conclure en utilisant une méthode
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analogue & celle employée dans la démonstration du théoréme B.5. Malheureusement on ne sait rien
sur le caractere L? ou non de V§*n. On va donc devoir contourner cette difficulté pour montrer qu’on

a bien (6VdVh,h) = ||dVh]*.

Avant toutes choses, il faut montrer que d¥h est bien L?. Comme Vhq est L%, dY hg est L?; il ne
reste qu’a regarder dVvé6*n. Or

1 1
§n =V — =dn=d"n— sdn,
2 2
donc 1
dvV oty = (dV)?n — 5dvdn.
L’opérateur (dV)? est bien connu, ce n’est rien d’autre que 'opposé de la courbure, i.e.

(dV)*n(z,y) = —R(z,y)n = VaVyn — VyVan = Vi -

C’est un opérateur borné, c’est-a-dire continu, pour les normes L?; par conséquent (dv)2n est L2. 11
ne nous reste donc que la terme dVdn; or le théoreme [.§ nous garantit que Vdn, et donc d¥dn, sont
bien L2.

Le tenseur dYh est donc bien dans L?. Malheureusement, on n’a pas d’analogue du résultat de
Cheeger (théoreme B.4) pour les formes & valeurs dans un fibré, du fait que dV o dV ne s’annule pas
nécessairement, a la différence de d o d. Cependant, en écrivant

1
h=ho =8 =ho + dn —d"n,
on a

(h,6VdVh) = (ho + %dn, 6VdVh)y — (dVn,sVdV h). (22)

Le théoréme [f.§ nous assure que V(ho—i—%dn) est dans L?. Ceci nous permet de montrer, exactement
de la méme facon que dans la démonstration du théoréme B.H, qu’on a bien

1 1
(ho + 5dn, 6VdVhy = (dV (ho + 5dn), dV h). (23)

Pour le terme qui reste, comme 7 et V1 sont L2, on peut trouver d’apres le corollaire B.q une suite
(nK), C>° & support compact, telle que limg_. . = 1 et limg_ oo Vi = V7. On a alors

Jim (dV g, 6V dVh) = (dVn, 8V dV h).
On peut faire 'intégration par parties avec 7 :
(dV g, 6V dY hY = ((d)*ng, dY h).
Mais comme (dV)? est continue, on a

tim (dV)?m, = (d¥)*n,

k—o0

et donc
lim ((d%) 2, d¥ k) = {(d% )2, d7 h).

k—o0

On en déduit que
(dVn,6VdYh) = ((dV)*n,dV h),
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et avec (PJ) et () on a établi I'égalité

(h,6VdVh) = ||dV hl?.

Par conséquent, comme 6¥dYh + (n —2)h =0, on a

0 = (h,dVdVh+ (n—2)h)
= [|dVh|? + (n - 2)| ||

et donc le tenseur h est identiquement nul. Par suite hg = §*n, la déformation est triviale. ]

Corollaire 5.2 (Rigidité infinitésimale). Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles
coniques sont strictement inférieurs a 2mw. Alors M est infinitésimalement rigide parmi les cénes-
variétés Finstein a angles coniques fixés.

Démonstration. En effet, on a vu que toute déformation infinitésimale de la structure de cone-variété
préservant les angles pouvait se mettre sous la forme d’un 2-tenseur symétrique hy appartenant a L?,
dont la dérivée covariante Vhg est aussi dans L2. On peut alors appliquer le théoréme ci-dessus pour
montrer que toutes les déformations Einstein de ce type sont triviales. ]

5.2 Constructions de déformations Einstein modifiant les angles

On vient de voir que sur une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques sont inférieurs
a 2w, les déformations Einstein infinitésimales préservant les angles étaient triviales. A l'inverse, on
va maintenant s’intéresser aux déformations Einstein infinitésimales réalisant (au premier ordre) une
variation donnée des angles coniques. Pour cela, on aura besoin du théoreme [i.9; en conséquence on
se restreindra au cas ou les angles coniques sont tous inférieurs a 7. On aura aussi besoin du théoreme
[i1, ou plutot de sa variante donnée par la proposition .4, et dont la démonstration suit :

Théoréme (B0, B.4). Si M est une cone-variété hyperbolique, alors les extensions minimales et
mazximales des opérateurs 3 et 6* sont égales : Bmaz = Bmin, Opmaz = Omin- ON note ces opérateurs
simplement 3 et 6*. On a alors la décomposition en somme directe L?(S?M) = ker 3 @ Im §*.

Démonstration. Le seul point laissé de coté a la section |1 est 1’égalité des extensions minimales et
maximales dans le cas ol la métrique est hyperbolique.Prenons 1 € D(6},,,)- D’apres le théoreme [E.1,
il existe k € ker Baq et 7 € D(8,,) tels que 0),,.1m = k +6%,;,.n" = k. La section v = n — n vérifie

Brmaz (0500 (1)) = 0, et donc (au sens des distributions)
V*Vu+ (n—1)u=0.

La section u admet alors un développement du type donné & la proposition [.6. Le fait que u et
8% .0 soient dans L2 impose que seuls les termes ayant un exposant dominant supérieur ou égal &
0 apparaissent dans cette décomposition. On peut alors appliquer le raisonnement utilisé dans les
preuves des lemmes [£.7 et pour montrer que Vu est dans L?, et donc que u appartient & L2, Or
le noyau de V*V + (n — 1)Id dans L%? est réduit & {0} ; par conséquent u = 0, et n = 7’ appartient &
D(67 ..). Cela montre que D(5},,.) = D(67 . ), et donc que 67,,.. = 6

min max min mazx min

D’autre part on a vu (proposition .9 et la remarque p[l9) que D(B8..,) = D(8%,,) et que
D(B0z) = D(05as). Alors D(BL . ) = D(BL,42), soit B . = gt . En passant a 'adjoint, on trouve
directement que Brnaz = Bmin- O

Le principe de construction d’une déformation infinitésimale Finstein est assez simple. On part
d’une déformation infinitésimale (non Einstein) hg réalisant la variation voulue des angles coniques, et
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on cherche & la “corriger” par un 2-tenseur symétrique h dans L'? (donc ne modifiant pas les angles
coniques), de telle sorte que la nouvelle déformation ho—h soit Einstein, c’est-a-dire que E’(hg—h) = 0.
Cela revient donc a résoudre ’équation

E'(h) = E'(ho),

avec h dans L'2. Le probleme est qu’il sagit d’une “mauvaise” équation : 'opérateur Einstein linéarisé
E' = V*V — 2R — 2§* o G est fortement dégénéré, au sens ou son noyau, qui contient ’espace des
déformations triviales Im 6*, est de dimension infini. L’idée est alors de chercher & résoudre a la place
le systeme suivant :
* _ /
{v Vh—2Rh = E'(hy) o)
B(h) =0

L’opérateur P = V*V — 2R est nettement plus sympathique : il est elliptique, symétrique, coercif,
non dégénéré. En particulier, on peut montrer sans trop de difficultés que pour toute section ¢ de
L?(S?M), il existe un unique h dans LY2?(S?M) tel que Ph = ¢. Pour pouvoir résoudre le systeme
(B4), on va considérer la restriction de P au sous-espace vectoriel fermé ker 8, dont les propriétés qui
nous intéressent sont données par la proposition suivante :

Proposition 5.3. Soit D(P) = {h € ker 8 | Vh € L? et V*Vh € L?}. L’opérateur

P:D(P)Cker — kerf
h — V*Vh—2h+2(trh)g

est auto-adjoint et positif, et donc inversible.

Démonstration. Vérifions avant toute autre chose que 'image de P est bien incluse dans ker 5. On
sait que pour toute section lisse h de S2M,

B(E'(h)) = B(V*Vh — 2Rh — 26* 3h) = 0. (25)
Donc 5(V*Vh — 2]32h) = 2036*Bh, et si fh = 0, on a immédiatement 3(V*Vh — 2éh) = 0. On va
montrer que c¢’est aussi le cas (au moins au sens des distributions) si h appartient a D(P).

Soit ¢ une section test de S2M, C°° & support compact, et h un élément de D(P). Alors

(Ph,B'€) = (h, (V*V — 2R)(8'€)) = (h,23'63'€) = 0

car h appartient a ker 4. Cela montre que Ph € ker 8 pour tout h € D(P).

On aura ensuite besoin du lemme suivant :

Lemme 5.4. Le domaine de Uopérateur V, restreint a ker 3, est dense dans ker 3 pour la norme L? :

D(V|ker g) = ker 5.

Démonstration du lemme. Ce résultat découle des deux théoremes [L.]] et [l.9. On utilise la décompo-
sition L? = ker 3 @ Im6* et le fait que la projection p; sur le premier facteur est continue. Comme
(° est un sous-espace dense de L?, son image p1(C§°) est dense dans ker 3.

Maintenant soit k € p1(C§°). 1l existe ¢ € C§° et n € D(5*) tels que k = p1(¢) et ¢ = k+ 5*n. On
alors 3(¢) = B(6*n). Or B(¢) est & support compact, donc dans L?. D’apres le théoreme [I.g, VV7 est
L?, et par conséquent 6*n € D(V). Comme ¢ est C™ & support compact, elle est aussi dans D(V), et
donc k = ¢ — 0" n € D(V). Par suite p;(C§°) € D(V), et D(V) Nker 3 = D(V|ker3) est dense dans
ker 3. O
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Le fait que le domaine de V|ke; g soit dense permet de considérer son adjoint (V|kerg)*. On note
i linclusion ker 3 — L?; on a évidemment Vlkerp = V 0 i. Son adjoint est donc p o V*, ot p est la
projection orthogonal de L? sur ker 3. De plus on déduit facilement que I'opérateur Ve, g est fermé du
fait que V et ker 3 sont fermés. Cela implique que (V|ker 3)* © Vlker 3 = po V* 0 V|ker g €st auto-adjoint.

Maintenant, 'opérateur po ]O%|ker5 : h— p(h— (trh)g) est un endomorphisme borné (i.e. continue)
et auto-adjoint de ker 3, donc po V* o Ve g — 2p 0 R|ker 3 €5t encore auto-adjoint. Or

po V*o v|kerﬁ —2po é|kerﬁ = po (V* o v|kerﬁ - 2é|kerﬁ)
po P
= P

puisque I'image de P est incluse dans ker 5. On a ainsi montré que P était auto-adjoint.

La positivité découle de la formule de Weitzenbock utilisée pour démontrer la rigidité infinitésimale
1 : pour tout 2-tenseur symétrique h,

V*Vh=dV6Vh+6VdYh +nh — (trh)g.
Si h est C3°, on a

IVAI? = (V*Vh,h)
= (dVoVh+6VdVh +nh — (trh)g, h)
= [16VRI* + [|dV R[> + n|[Al[* — ||t hl[*.

Cette égalité est encore vraie si h € D(V); il suffit de considérer une suite h,, de 2-tenseurs symétriques
C§° telle que pour la norme L?, h,, converge vers h et Vh, vers Vh.

Soit h € D(P). Comme h, Vh, et V*Vh sont dans L2, on peut intégrer par partie :

(Ph,h) = (V*Vh—2h+2(trh)g, h)
= |IVAI? = 2/A]* + 2[[tr
= (6VRIP + [[dVR|[* + (n = 2)[|R][* + [|tr h|?,

et donc (Ph,h) > (n — 2)||h||?. O

Corollaire 5.5. Soit hg une déformation infinitésimale telle que E'(ho) soit dans L?. Alors il existe un
unique 2-tenseur symétrique h € D(P) tel que la déformation hy+ h soit Finstein, i.e. E'(ho+h) = 0.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que E'(hg) € ker § et de résoudre Ph = —FE'(hg) dans D(P).
Et comme h € ker 3, E'(h) = V*Vh — 2Rh(—26*3h) = Ph. O

Ce corollaire n’a d’intérét que si la déformation hg n’est pas LY2. Sinon, d’apres le théoreme de
rigidité infinitésimale, h + hg est une déformation triviale, c’est-a-dire que h est (au signe pres) la
composante dans ker 3 de hg. Mais si hg est bien choisi, on peut montrer ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 5.6. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques i, ..., sont
strictement inférieurs a m. Soit & = (a1, ... dyp) une variation donnée du p-uplet des angles coniques.
Alors il existe une déformation Einstein infinitésimale normalisée h (i.e. telle que E'(h) = 0 et Sh =0)
induisant la variation des angles coniques donnée.
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Démonstration. Sans perdre de généralités, on peut se limiter au cas ou un seul des «; est non nul, ce
qui revient & ne considérer qu’une seule composante connexe Y du lieu singulier.

Soit hg une déformation infinitésimale telle que hg soit égal & sh(r)2df? pres de X, et que hg soit
nul en dehors d’un voisinage de cette composante connexe. C’est le modele de déformation conique
modifiant un (seul) angle conique. C’est aussi une déformation hyperbolique (donc Einstein) pres du
lieu singulier : en particulier, E’(hg) est C°° & support compact. Par contre hg n’est pas normalisée,
et méme pire que ¢a puisque Sho ¢ L2

On va commencer par normaliser localement hg, c’est-a-dire que 'on cherche une 1-forme 7 telle
que B(hg — 0*n) soit nul pres du lieu singulier. Si on prend 7 de la forme f(r)e”, alors la fonction f
vérifie ’équation différentielle (ordinaire)

1
th(r)?

2

+(n— 2)th(r)2 +n—1f(r) = thr)

~10) = (G + (= D)) +

Cette équation différentielle est & singularité réguliere (selon la terminologie de [RJ)); elle admet au
voisinage de 7 = 0 une solution de la forme f(r) = —rln(r) + 73(f1(r) + In(r) f2(r)), ou fi et fo
sont développables en séries entiéres. On définit alors x(r) comme étant un fonction lisse égale a
—rIn(r) + r3(fi(r) + In(r) fo(r)) pres de ¥y, et nulle en dehors d’un certain voisinage de .

On note maintenant hy = hg — §*(x(r)e"); prés du lieu singulier, on a encore E’'(h) = 0, et en
plus Bhy = 0. Au premier ordre, hy = (1 + In(r))(dr? + sh(r)2d6?) + O(r?In(r)), c’est-a-dire que hq
ressemble asymptotiquement a une déformation conforme de la métrique du cone, et hy appartient a
L?. Par contre Vh; n’est pas L2.

On va maintenant normaliser globalement hy, c’est-a-dire que 1'on va résoudre I’équation (56*n =
(Bhy sur tout M et non plus seulement sur un voisinage du lieu singulier. Comme Bh; est C* a support
compact et que les angles coniques sont inférieurs a w, d’apres le lemme I’équation admet une
unique solution n dans L>?(T*M) (et son comportement au voisinage du lieu singulier est assez bien
compris).

On pose alors hy = hy — 6*n. Cette déformation est dans L2, mais Vhy n’est pas dans L? (puisque
Vé*n € L% et Vhy ¢ L?). On a aussi E'(hg) € C§°(S2M) et Bhy = 0.

On peut maintenant appliquer le corollaire. On construit ainsi une déformation Einstein in-
finitésimale hg, normalisée, et qui ne differe de hy que par un élément de D(P) c L'2. Cette
déformation hs modifie donc les angles coniques de la méme fagon que hs et que hg; elle induit
donc bien la variation voulue des angles coniques. O

Comme on I’a mentionné dans I'introduction, ces deux résultats montrent que dans un certain sens,
I’espace tangent & une cone-variété hyperbolique parmi les structures de cones-variétés Einstein est de
dimension finie, paramétré par les variations du p-uplet des angles coniques. On voudrait maintenant en
savoir plus sur le comportement des déformations Einstein infinitésimales que 1’on vient de construire.
En fait celui-ci est relativement facile & comprendre; cet étude est I'objet de la section suivante.

6 Comportement des déformations

On a vu (théoréme p.6) qu’a toute variation du p-uplet des angles coniques correspondait une
unique déformation Einstein infinitésimale normalisée. Cette déformation est de la forme h; —d*n —h.
On connait le terme h; : il ressemble asymptotiquement & un certain changement conforme de la
métrique du cone. Le terme en §*n est une déformation triviale correspondant a la normalisation. On
sait que Ln = 0 pres du lieu singulier ; les résultats de la section détaillent son comportement.
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Le terme h est moins bien connu. On sait cependant qu’il vérifie la condition de jauge de Bianchi ainsi
que I’ équation Ph = 0 au voisinage du lieu singulier.

On peut alors procéder avec I'opérateur P = V*V — 2]36, agissant sur les 2-tenseurs symétriques,
comme on 'a fait avec l'opérateur L = V*V + (n — 1)Id, agissant sur les 1-formes. La connaissance
du comportement des solutions de I'équation Pu = 0 pres du lieu singulier nous permettra d’obtenir
des résultats sur la régularité des déformations Einstein infinitésimales ; on montrera en particulier a
la section [p.3 que la déformation induite de la métrique du lieu singulier est C°.

6.1 Etude de 'opérateur linéarisé

Soit u une déformation infinitésimale Einstein. Si elle est normalisée (c’est-a-dire si elle vérifie la
condition de jauge de Bianchi 3(u) = 0), elle vérifie I'équation

V*Vu — 2Ru = 0.

L’étude des déformations Einstein est donc fortement reliée a ’étude de I'opérateur P = V*V — 2]36, le
linéarisé de I’équation d’Einstein pour une déformation normalisée. Dans le cas général, son étude peut
étre assez compliquée. Cependant si la forme quadratique <Ru, u) n’est pas trop positive, I'opérateur
P est coercif, ce qui permet d’obtenir des résultats intéressants. Et les propriétés voulues de R peuvent
se déduire de certaines hypotheses de courbure sur la métrique (voir [Jf] §12.67 et 12.71). Dans le cas
qui nous intéresse ici, la métrique est hyperbolique, et on a ’expression plus simple

Pu=V*Vu—2u+ 2(tru)g.
L’opérateur P présente de nombreuses similarités avec l'opérateur L = V*V + (n — 1)Id agissant

sur les 1-formes, dont '’étude approfondie était I'objet de la section 2. Il y a donc de nombreuses
ressemblances dans le plan, les résultats et les formulations entre les deux sections.

6.1.1 Expression de 'opérateur en coordonnées cylindriques

On voudrait maintenant avoir plus de précisions sur les solutions de ’équation Pu = 0 au voisinage
du lieu singulier. Pour cela, on va se placer en coordonnées cylindriques au voisinage d’une composante
connexe du lieu singulier.

On utilisera les mémes notations que dans la section [£.2.1. Pour rappel, les notations ey, ... e, 2
désignent des champs de vecteurs locaux tels que (e, eg,e1,...¢e,-2) forme un repére mobile or-

thonormé (local), vérifiant V.. e, = Ve = 0 pour tout k dans 1...n — 2. On définit de méme
des 1-formes locales e!,...e" 2 telles que (", e el ... €"~?) soit le repere mobile dual du précédent.
La notation N désigne le (sous-)fibré vectoriel au-dessus de U,, dont la fibre au-dessus de = € U, est
le sous-espace vectoriel de Ty M orthogonal a e? et €7, et N* désigne le (sous-)fibré vectoriel au-dessus
de U,, dont la fibre au-dessus de x € U, est le sous-espace vectoriel de T, M orthogonal & eg et e,.. Les
sections (e1,...,e,_2) forment localement une base de N*, de méme pour (e!,...,e" 2) et N. Si s est
une section de N*, et ¢ une section de N ou de N*, on note Vs 4t, ou de fagon plus lisible (Vyx)(s, 1),

la projection orthogonale sur N ou sur N* de Vt.

On introduit en plus le sous-fibré S2N, engendré par les e; ® ej,1<i<n—-20<j<n-2
(Si a et b sont deux 1-formes, on note a ® b, ou plus simplement s’il n’y a pas de risque de confusion,
a.b ou ab pour %(a ®b+b® a). En particulier, z ® z = x ® x.) Si k est une section de S?N et s est
une section de N*, on définit de méme Vx(s, k) comme étant la projection orthogonale sur S2N de
la dérivée covariante Vk prise dans S?(M).
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Si w est une section de N, on définit §&w, section de S?N, par

n—2

dyw = Z e ® Vs(ej,w).
i=1
Enfin, si k est une section de S?M, on définit dxk, section de N, et try k par

onk = —Ch ZVE ela

et

Si u est une section de S2M, on peut la décomposer orthogonalement au-dessus de U, en
uw=fe.e" +ge e + he" e + o +n.e +k

oll o et n sont des sections de N, et ou k est une section de S?N. Quelques calculs élémentaires
permettent d’appliquer la méme décomposition & V*Vu—2Ru = V*Vu—2u+2(tru)g. En regroupant
les termes on obtient alors, pour la composante suivant e”.e”

Af+2 (th(lr)Q - 2)th(r)2> e+ (2 - th(2r)2> g+ ffl?:; - z:(lf)g (6s0) + %ﬁ;@(trx )

pour la composante suivant e?.e? :

P P %9.h 2
o 2 Yiin _ trs: k
( th(r)2> THRI G~ ey T e

pour la composante suivant e.el :

ep.f 1
—4m+4egg thr )+Ah+<

+ (n — 2)th(r)? — 2> h — 3;1(17{;3 (0sm)

4
th(r)?2
pour la composante incluse dans N.e"

—4th(r)ds f — Ve, Ve, 0 — Ve, Ve, 0 — <thtr) + (n — 2)th(r )) Ve, 0+ ch(lr) (V*V)so

+ <—th(1r)2 + (n+ 1)th(r)? — ) o+ ﬁ(v 1) — jfll(lgg ok

pour la composante incluse dans N.e?

1 1,
— 2th(r)dsh — V¢, Ve,n — Ve, Ve,n — <m + (n— 2)th(7“)> Ve, n+ W(V V)sn

+ <ﬁ + th(r)? — 2> n— ﬁ(vwa)
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et enfin pour la composante incluse dans SN :

(2—- 2th(r)2) fch(r)?gs + 29 — 2th(r)0%0 — Ve, Ve, k — Ve, Ve, ki — ( + (n — 2)th(r))Ve, k

L
th(r)
(V*V)sk + (2th(r)? — 2) k + 2trs k g5

ch(r)?

Pour pouvoir manipuler cette expression, on va effectuer dans la suite une sorte de décomposition
en séries de Fourier généralisées, c’est-a-dire une décomposition sur des vecteurs propres d’opérateurs
elliptiques du second degré. Mais il faut une décomposition suffisamment astucieuse pour qu’elle se
comporte bien avec les opérateurs ds, ds,, etc. qui apparaissent dans les expressions ci-dessus.

6.1.2 Décomposition en série de Fourier généralisée

Lors de 'étude de 'opérateur V*V 4 (n—1)Id agissant sur les 1-formes, on va déja eu besoin d’une
décomposition bien choisie des espace L?(M) et L?(N). Ce qu’il nous faut maintenant est une base
hilbertienne de L?(S?N), dans laquelle le comportement des opérateurs 6%, trs etc. se comprennent
bien.

On va utiliser la proposition suivante, qui compléte la proposition [L5 (voir la section pour
certaines notations).

Proposition 6.1. Il existe une base hilbertienne (1;)jen du complexifié de L2(%,), telle que pour tout
indice j, il existe un réel \; > 0 et un entier relatif p;, pour lesquels

{Aﬂbj = Aﬂ/)J

ipjy
69'¢j sh(a) ¢J

Soit J U'ensemble des j pour lesquels \j > 0. Il existe une base hilbertienne (¢;)jes U (¢j)jen du
complexifié de L?(N), telle que :

— pour tout indice j appartenant a J, ¢; = (Ch ?/2 ds)j, et donc

( V' V)sd; = (Aj +n—3)d;

ip
60 (b] shZa ¢j

— pour tout indice j € N, il existe un réel pu; et un entier relatif p;», pour lesquels

{VWE%—M%
Veo i p(v)%’
et on a de plus oxp; = 0.

Il existe une base hilbertienne (a;)jenU (bj)jesU(cj)jenU(dj)jen du complexifié de L?(S2N), telle
que :
— pour tout indice j €N, aj = mch(a)Qgg, et donc

5gaj = —Chr(f_)zdzwj (: —ch(a)(%)lﬂéj si )\j 7& O);
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~ pour tout indice j € J, bj = \C}%(% +1)71/2 <5§¢j + ﬁ((Sz(ﬁj)gE), et donc

vaebj - sllzl)ga) b]
try, bj =0

dxb; = ch(a)v/n — 3(% + 1)1/2¢j;

uj+2n—3)—1/25

— pour tout indice j € N, ¢; = ch(a)( S, et donc

(V*V)zej = (i +n— 1)y
iply
VeoCi = sayCi

try ¢; =0
+n—3
dscj = Ch(a)(%)lﬂ%;

— pour tout indice j € N, il existe un réel v; > 0 et un entier relatif p;-’, pour lesquels

{(V*V)gdj = v;d;
ip!ly
vee@j = mdj

(5Edj =0
try d; = 0.
Cette proposition, comme la proposition [L.H, se démontre & laide des résultats sur la théorie
spectrale des submersions riemanniennes a fibres totalement géodésiques, voir [J] et [[]. Les liens entre
les fonctions, les 1-formes et les 2-tenseurs symétriques sont donnés, en plus de la relation ([L1]), par

les relations de commutations suivantes, qui utilisent le fait que la métrique sur le lieu singulier ¥ est
hyperbolique : pour toute section w de IV,

et on a de plus

V'V (dsw) = (n — 1)05w + 2(0xw)gs + 05 (V* Vaw)
et

V*'Vs((dsw)gs) = As(dsw)gs
= (62(V*'Vzw) — (n = 3)(dzw))gs.-

(]

La premiere est la relation (R0) vue p.Bd, appliquée a la métrique gx. Elle découle directement de
Iinvariance par difffomorphisme du tenseur de Ricci. Dans la deuxiéme relation, la premiere égalité est
élémentaire, et la deuxieme utilise le fait que Ay et dy commutent ainsi que la formule de Weitzenbock
(B). En combinant les deux relations de commutations on trouve une derniére relation :
1
V*Vy(0sw + m(égw)gg) = (n—1)o5w +2(0xw)gs, + 05(V ' Vyw)
1
+m(5Z(V*Vzw) = (n—3)(dxw))ys
* 1 * *
= (n=1(0zw + —— (dsw)gs) + 05(V' Vrw)

1
——(0x(V*'Vsw .
T 2( =(V'Vsw))gs
Maintenant, comme dans la section [£.2.2, on prolonge ces sections & tout U, par transport parallele

le long des géodésiques intégrales du champ de vecteurs e,.. Par simple changement d’échelle, on observe
que les tenseurs prolongés se comportent de la facon suivante sur le voisinage U, de X :
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et enfin

(0

g ="
%%‘ = 1p;Y V;
Asthj = Ajib;
d w‘:w¢‘ (ou 0siAj =0)
g ch(r) /j J
) 1/2
\%‘gz = (nchT;?aj’

'vg@:o

V. ¢j =ip;yd;

(V*V)s¢j = (Aj +n —3)d;
spj = ch(r)(\j) %

85,65 = ch(r) ™ (n — 3)!2(~
VQQOJ‘ =0

or
Vo o) =ipjve;
(V*V)sps = pip;

52(,0]‘ =0
1M tn—3
05,0 = ch(r) 1(%)1/2 Gy
V%a]‘ =0

V%aj = ip;y aj

(V*V)sa; = Aja;

dxa; = —ch(r)(—

[ trs a; = \/mCh(T)Q%‘?
(Vb =0

Vo bj = ipj1b
(V*V)sb; = (\j +2(n — 2))b;

)\A
bubj = ch(r)v/n = 3(=—- + 1)1/

try, ijO,

V%Cjzo
~:./. -

V%c] iP5y ¢

(V*V)sej = (45 +n — 1)ej

wi+n—3
520]' = Ch(’l“)(ﬂf)l/%pj
try ¢ = 0,
(Vod =0
A

/i
V%dj =1ip;vd;
(V*V)sd; = v;d;
oxd; =0
\tl"g dj =0
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L’existence de ces bases hilbertiennes va permettre de réduire ’équation aux dérivées partielles
Pu = 0 en une infinité d’équations différentielles ordinaires. On rappelle la décomposition orthogonale
d’un 2-tenseur symétrique v au voisinage d’une composante connexe du lieu singulier :

w= fe.e" +ge e + he".e? + o +n.e +k

ol o et 1) sont des sections de N, et ol k est une section de S2N. En utilisant les résultats de la section
précédente, on peut écrire :

u = Zf] %erer—i—Zgj w]eeeg—i-Zh (r)y e e

JEN JEN jEN
+ ZUJ )¢ +ZJ] r)p;-€
jeJ jeN
+ D omi(r)gse’ + Y ()
jed JEN
SR+ D k)b + Y ke + > ki (r)d,
jeN jeJ jeN jeN

Il est plus judicieux de regrouper les termes de cette décomposition de la facon suivante, faisant
apparaitre des “blocs élémentaires” de méme fréquence :

u = Z <fj(r)1,bje7".er + gi(r)jel. e + hi(r)yie e’ + ai(r)g;.e” 4+ n;(r)e;.e’
jed
+ k‘]l(r)aj + k‘]?(r)bj)
+ Z <fj(r)1,bjer.er + gj(r)quee.ee + hj(T)¢j€r.6€ + kjl-(r)aj>

JEN\J
+ Z <Ej(r)goj.er + ﬁj(r)goj.ee + k;-’(r)cj)
jEN

+ Y kHr)d;. (26)

jEN

Maintenant, on fait la méme décomposition pour V*Vu — 2u + 2(tru)g, dont lexpression en
coordonnées cylindriques est donnée & la section p.1.1. On obtient alors, pour la composante en pie.e’,
sijed:

2.2
— - (ﬁ +(n— 2)th(r)> I+ <—th(2r)2 +2(n — 2)th(r)? + Sﬁﬂ(Z)Q + Ch? E ) £

2 2ip;y 2th(r)(\;)"/?
2% e T T )

oj + (2 = 2th(r)?)(n — 2)/2k}, (27)
sijégJ:

e (tht e 2)th(r)> it (th(i)z +2(n — 2)th(r)? + Spj(w) )fj

2 2ip;y
229+ mmm e —2th(r)*)(n — 2)"/°k}, (28)

+(2-
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pour la composante en ;e”.

. <ﬁ +(n— 2)th(r)> g+ (m(zr)? i

+(2-

969:

P A

pour la composante en wjer.ee, sijed:

sh(r)?
2

ch(r)?

e )

)

2ip,
BT _p; +2(n - 2)2kL,

- (2 + (n —2)th(r) ) b + 4 + (n — 2)th(r)? + Lkl + A —2|hy
J th(r) J th(r)?2 sh(r)?2 = ch(r)? J
B dipjy £t dipiy o 2th(r)()\j)1/2 |
sh(r)th(r)”? * sh(r)th(r) 9 ch(r) A
sijé¢J:
! . + (n—2)th(r) ) B/, + + (n —2)th(r)* + ikl 2| h;
J th(r) " ") th(r)?2 " " sh(r)? J
_ dipjy ‘ dipjy ‘
sh(r)th(r)”’ " sh(r)th(r)"’
pour la composante en ¢;.e” :
ot (L)) ot [ b s e s B A8 o)
J th(r) J th(r)? sh(r)? ch(r)? J
B 4th(7°)()\j)1/2 ‘ 2ip;y - 4th(7’)( Aj )1/2k1- B 4th(r)(n — 3)1/2( Aj n 1)1/2k2
ch(r) 7" sh(r)th(r)” ~ ch(r) ‘n—2 J ch(r) n—2 7
pour la composante en qﬁj.ee :
1 1 P Nj+n-—3
_ /! _ - _ /' - 2 J J _ .
1 <th(7°) + (n 2)th(r)> n; + <th(7°)2 + th(r)* + RNSE RNESE 2) n;
B 2th(7°)()\j)1/2 C Zipjy o
ch(r) 7 sh(r)th(r) 7’
pour la composante en ¢;.e” :
1 P22 1
T _ —/ 2 J J _ —
J <th(r) + (n 2)th(r)> o+ (th(r)2 + (n+ D)th(r)” + ()2 + ()2 2) 7j
2iply . 4th(r) (Pt 3)1/%3
sh(r)th(r) " ch(r) 2 -
pour la composante en ¢;.e? :
1 1 il
-/ — 9)th = - h 2 J J —9217.
i (th(r) =2t (7“)) it <th(r)2 T G0 T e ) i
2iply
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pour la composante en a;, si j € J :

R (ﬁ +(n - 2)th(r)> K+ <2th(r)2 +

+2(n =231 = th(r)D)S; + 2n —2) 2, +

+(n— 2)th(r)> k}’ + <2th(r)2 +

2.2
—24+2(n—2) | k;
sh(r)? + ch(r)? +2(n )> J
2th(7’)( )\j
7 ch(r) ‘n—2

)1/20,‘

Jo

P’

sh(r)?

—2—|—2(n—2)> kj

+2(n —2)"2(1 = th(r)®) f; + 2(n — 2)'/?g;,

pour la composante en b; :

e (ﬁ +(n— 2)th(r)> K+ <2th(r)2 +

pour la composante en ¢; :

s 1
g (th(r)

+ (n— 2)th(r)> k;-’, + <2th(7°)2 +

et pour la composante en d; :

1
A
’ (th(r)

+(n— 2)th(r)> k:?" + <2th(r)2 +

P At2An—2) 2
sh(r)? ch(r)? J
2th(r) 12, A 1/2
Ch(?”) (TL 3) (’I’L—2 + ) U]a
12 2
p; 7y i +n—1 EPARE:
sh(r)? ch(r)? J
_2th(r) pi+mn =3,

ch(r) ( 2 )77,

p;!Q,.YQ Vi)
sh(r)2 =~ ch(r)? 7"

6.1.3 Comportement des solutions de I’équation homogene

(36)

(37)

(38)

Comme a la section [1.2.3, on constate que pour chaque indice j, ’équation (ou plutét le systeme)
que 'on obtient présente une singularité “réguliere” en r = 0. Les solutions de ces équations sont
donc des combinaisons linéaires de fonctions de la forme 7* f(r) avec f une fonction analytique, ou les
exposants k s’obtiennent comme racines de I’équation indicielle (en cas de racines multiples ou séparées
par des entiers, il faut éventuellement rajouter des termes en Inr dans Iexpression des solutions).

On pose dong, pour un indice j donné,

i)y =r5(fo+ fir+ far? + ),
g;(r) =1"(go + 17 + gar® + -+ ),

etc.
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A partir des expressions (P7) & (fi(), on aboutit aux systémes d’équations indicielles suivants : si

JeJ,
( (- +2+p)fo — 290 + 2ipjyhe = 0
—2fo + (=R*+2+P7)0 - 2ipjvho = 0
—4ip;vfo + 4ipivgo + (=K +4+py)ho = 0
(=&*+14+p*)oo + 2ipjyno = 0
—2ipjyoo + (K> +1+piy°)p = 0
(—&2+pHky = 0
(—r2 1+ P22 = 0,
sijéJ,
(-2 4+ 24+ fo — 290 + 2ipjyhog = 0
—2fo + (=R*+2+177")90 — 2ipjyho = 0
—dipjvfo + 4ipjvgo + (=2 +4+piy)he = 0
(_’%2 +p§72)k(1] 07
et )
(=& + 1450 + 2ipiymy = O
—2ipinTo + (—%2+1+P}§72)ﬁ0 =0
(= + P ks = 0,
et enfin,

2
(=K% + 0%k = 0.

Un simple calcul de déterminant donne maintenant les racines indicielles, c’est-a-dire les valeurs

de x pour lesquelles les systemes ci-dessus admettent des solutions non triviales. On trouve que les
exposants dominants sont de la forme +p;vy, £pjy£1 et £p;jy£2, ip;fy et ip;-fyi 1, et ip;"y. La seule
racine multiple posant probleme est en 0 (uniquement) si pj, p;» ou p;»’ est nul (ce qui arrive toujours),
ou si pjy € {~2,—1,1,2} ou ply € {~1,1} (ce qui n’arrivera jamais avec nos conditions d’angles). Il
faut dans ces cas rajouter une solution logarithmique.

Plus précisément :

si k = £(py + 2), alors (fo, go, ho) est multiple de (—1,1,2i);

si k = £(py — 2), alors (fo, 9o, ho) est multiple de (1, —1,2i);

si k = £py, alors (fo, go, ho, k¢, k3) est combinaison linéaire de (1,1, 0,0,0), (0,0,0,1,0) et (0,0,0,0,1) ;
si k = £(py + 1), alors (0, 70) est multiple de (1, —7);

si k = £(py — 1), alors (0¢, 1) est multiple de (1,7).

Si k = £(p'y + 1), alors (To, 7, k3) est multiple de (1, —i,0);
si k= £ (p'y — 1), alors (T, 7y, k§) est multiple de (1,4,0) ;
si k = £p'vy, alors (5,7, k§) est multiple de (0,0, 1).

Enfin, I’équation pour k* donne deux solutions d’exposants dominants x = +p”~.

On obtient ainsi toute une famille de solutions élémentaires, que 'on pourrait regrouper dans un

énoncé inutilement long, similaire & celui de la proposition [L.q. Rappelons juste que si u est solution de
I’équation Pu = 0 au voisinage d’une composante connexe du lieu singulier, alors chacun des termes
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de la décomposition en série ()
u = Z <fj(r)wje”.er + gj(r)i/}jee.ee -+ hj(r)i/}jer.ee +oj(r)pj.e" + nj(r)@.e@
jeJ
+ kjl-(r)aj + kf-(r)bj)

+ Z <fj(r)wjer.er + gi (el e + hy(r)pier e + k}(r)aj)
JEN\J

+ Z <Ej(r)cpj.er + ﬁj(r)cpj.ee + k;-’(r)cj)
jeN

+ Y kj(r)d;
jeN

est une solution de I’équation Pu = 0, et est une combinaison linéaire des solutions élémentaires
correspondantes.

6.2 Régularité des déformations induites

La connaissance des exposants dominants permet de comprendre ce qu’il se passe au voisinage du
lieu singulier, quand r tend vers 0. En particulier, on va démontrer la proposition suivante :

Proposition 6.2. Soit u un 2-tenseur symétrique, appartenant o LY? et solution de I’équation Pu = 0
au voisinage d’une composante connexe 3 du lieu singulier, dont l’angle conique o n’est pas un multiple
de 7. Alors u induit sur X2 un 2-tenseur symétrique ux, qui est C'°.

Démonstration. Le fait que soit u soit dans L'? impose des restrictions sur les solutions élémentaires
apparaissant dans la décomposition de u. Comme dans la démonstration du lemme [L.7, on trouve que
les composants de u sont combinaisons linéaires des seules solutions élémentaires d’exposant dominant
K > 0, sans terme logarithmique.

Par conséquent, tous les termes de la décomposition en série de u sont bornés, et les seuls termes
ne tendant pas vers 0 quand r tend vers 0 sont ceux d’exposant dominant x nul. On a vu que k était
de la forme +p;y, £p;y £ 1, £pjy £ 2, £py, £piy £ 1, ou £pj~y. Sil'angle conique o = 27” n’est pas
un multiple de 7, les exposants dominants nuls sont donc ceux de la forme +p;~, ip;fy et ip;/ ~ pour
pj =0, p;» =0et p;’ = 0. Il s’agit donc uniquement de termes ne dépendant pas de la variable d’angle

0, ce qui permet de regarder leur limite quand r tend vers 0.

On peut alors considérer le tenseur induit sur X, qui s’écrit formellement comme une série

ug = Y (kj(0)a; +EF0)b;) + D> K (0)e;+ Y Kk} (0)d; (41)
jEN jEN jEN
;=0 p;:O p;/ZO

Notons que comme les sections de SZN aj, bj, cj et d; qui apparaissent ici ne dépendent pas la variable
d’angle 6, elles s’identifient naturellement avec des sections de S2¥, et forment une base hilbertienne

de L2(S2%).

On va maintenant montrer que la série ([]) définit bien un 2-tenseur symétrique C* sur X. De
méme que dans la démonstration des lemmes [1.7 et [l.1(, cela peut se faire de deux manieres : soit en
utilisant les résultats de [[L7] sur les opérateurs d’arétes elliptiques, soit en majorant les termes de la
série, & la fagon de [[L§].

Cette deuxieme méthode est ici assez simple. Rappelons que pour r assez petit, on note 3, le
bord d’un r-voisinage (tubulaire) de X. Il hérite naturellement d’une structure de fibré en cercle sur
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Y, dont la projection canonique sur 3 est (& une homothétie de facteur ch(r) pres) une submersion
riemannienne & fibres totalement géodésiques. La métrique sur ¥, induite de celle de M, est localement
celle d’un produit, et le fibré tensoriel S2NN est trivial le long des fibres de la submersion. Cela permet
de considérer l'intégrale le long des fibres de la submersion d’une section de S2N au-dessus de 3, ; le
résultat est une section de S23.

Si on integre ainsi, le long des fibres de la submersion, la composante selon S?N de la restriction
4 ¥, du tenseur u, on obtient une section ux(r) de S23, qui s’exprime sous la forme d’une série

un(r) = ash(r)ch(r)2< Z (k}(?“)aj + k]?(r)bj) + Z k?(r)cj + Z k;‘(r)dj),
jEN jJEN jEN
p;=0 p;=0 py=0

les termes pour lesquels p; (ou p;-, ou p;-’ ) est différent de 0 disparaissant lors de l'intégration.

Or comme l'opérateur P est elliptique, le tenseur u est C°, ainsi que la composante selon S2N de sa
restriction a X,.. Le tenseur uy(r) est donc lui aussi C°, ce qui implique en particulier une décroissance
rapide de ces coefficients : pour tout polynéme P, les quantités \P()\j)kjl- (r)| et ]P()\j)k:]z(r)] tendent
vers 0 quand j parcourt 'ensemble {j € N | p; = 0}, et il en est de méme pour \P(,uj)k?(r)\ et
|P(l/j)k‘;~l(7“)| en remplacant p; par respectivement p; et p/.

On utilise ensuite le fait que les solutions élémentaires d’exposant dominant nul, c’est-a-dire
précisément celles apparaissant dans l’expression en série de uy et ux(r), sont croissantes en mod-
ule sur un voisinage de 0, sauf éventuellement pour un nombre fini d’indice j; les techniques a
employer pour la démonstration sont exactement celles de [[§]. Pour tout polynéome P, on a donc
\P()\j)k:]l»(O)\ < \P()\j)k:]l» (r)|, sauf éventuellement pour un nombre fini d’indice j, indépendent de P,
et il en est de méme avec \P()\j)k?(O)] etc.

On en déduit que les coefficients de uy; décroissent plus rapidement que tout polynome, ce qui
démontre que la série en question définit bien une section C>® de S?¥. O

Cette proposition permet de démontrer immédiatement le théoréeme suivant :

Théoréme 6.3. Soit M une cone-variété hyperbolique dont tous les angles coniques o, ..., sont
strictement inférieurs a m. Soit & = (a1, ... dp) une variation donnée du p-uplet des angles coniques,
et soit hg la déformation Finstein infinitésimale normalisée correspondante. Alors la déformation
infinitésimale hy, de la métrique du liew singulier, induite par hg, est C™.

Démonstration. La déformation Einstein infinitésimale hg, telle qu'on 'a construite au théoreme f.4,
est de la forme h; —0*n— h. Le tenseur hy est asymptotique a une déformation conforme de la métrique
du cone; c’est lui qui réalise la variation des angles coniques au premier ordre, mais il ne contribue
pas a la déformation induite hy.

L’autre terme h+ §*n vérifie, par construction, P(h+ ¢*n) = 0 au voisinage du lieu singulier. Donc
d’apres la proposition .4 précédente, il induit une déformation C™ de la métrique du lieu singulier,
dont la partie provenant de h est a priori non triviale. O

Les déformations Einstein infinitésimales sont donc C°° sur le lieu singulier. Notons néanmoins
qu’a cause du terme hy, de la forme (1 + In(r))(dr? + sh(r)2d6?) + O(r? In(r)), certaines composantes
divergent prés du lieu singulier. Mais cela est en partie di au fait que la déformation est normalisée :
on peut trouver des déformations non normalisées, dans la méme classe, qui reste bornées pres de X
(il suffit de supprimer le terme en §*(x(r)e”) qui apparait dans la construction). Notons aussi que,
comme on pouvait s’y attendre, la déformation hs ne se contente pas de changer les angles coniques :
le fait de rester Einstein impose aussi de modifier de fagon non triviale la métrique du lieu singulier.
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Pour conclure cet article, je voudrais dire un mot des possibilités d’intégration des déformations
Einstein infinitésimales modifiant les angles coniques. Le fait que, en un sens, I’espace tangent a une
cone-variété hyperbolique parmi les structures de cones-variétés Einstein est aussi simple, paramétré
par les variations du p-uplet des angles coniques, est encourageant, ainsi que le comportement régulier
des déformations infinitésimales. Un autre point positif est donné dans [I§] (théoréme 3.2.4) : U'opérateur
Einstein linéarisé pour les déformations normalisées, P = V*V—2R, est un isomorphisme de L>2(S2M)
dans L2(S?M) si tous les angles coniques sont inférieurs & 27 /3. Tous ces résultats vont dans le sens
d’un théoreme d’inversion locale.

A cela s’oppose deux difficultés. Premierement, il y a de bonnes raisons de penser que le cadre
des espaces de Sobolev (qui est celui de cet article) n’est pas le plus approprié pour travailler avec
des déformations qui ne sont plus infinitésimales. Les espaces de Holder sont mieux adaptés a ce
genre de problémes, mais les estimées nécessaires y sont plus difficiles a établir. Deuxiemement, les
espaces fonctionnels considérés (que ce soit de Holder ou de Sobolev) dépendent de la valeur des angles
coniques ; travailler avec des angles variables implique donc de travailler avec des espaces fonctionnels
variables. Ces deux points contribuent a rendre le probleme d’analyse géométrique plus compliqué,
mais c’est justement cela qui le rend plus intéressant.
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