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� W�U~W�Yua�[\��U~MPOVU`bB��aTSNMPQ~b���Q~W���W�Q���[^W�Q Þ Q�b9W Þ a�U~�9W�]^[\Y�W�U Þ QÆ�Ë[^��O9]^W�����O bB��a/êPMP[^Q`aT���
��W�L.UX}{b9WÆQXaTL9LNMPQèUXW�QÀ��WÆ��a�YAOV�~��Q�[^U ß�� WÆQ~W���W�Q���[^W`}�_taT]^W���W�YtU Þ Q Þ a��~�å����W�� Þ Q&��]Òa���[^Q W�UÞ Q��ÆWZMPQ~_PWZ�&bB� a/êTMP[\Q&aT�Z��WZLVUX}{b9W��3aT[\Q�WÝLuaTQèUX[^W`b9WÆ��MPY���O9Q��
b9WÆ�~MTOVUXWZYuaTY9�ZW ß

� WÆ�~MTO9�uaT[ UåaT[^�¾}�_ta�]\W���W�YtURêA[^êTW���W�YtUnQ~WZ��WZQ~��[^W�Q&]\WZ�R��WZ�¢S9Q�W��&b9O%L9Q~M ��W�UnW�O9Q�MPLy}ZW�Y é [ �
��MPY9MT�!�PWZY�L9aTQ�U~[\��OV]\[\WZQ,È W�Q~Y9aTQ~b"ÈÀQ�MP_P]^[Òa�U~M�b9[^Q~W���UXWZO9QÎb9O"LNM ��WZU È ��Õ#"`Õ$�Ý] � �����&��� �n�V�PY9W��
��]\LNW��%�t_PQ'&���W(�`��O9[)�Z� a�[9L9O�Sy}ZY9}%*u�Z[\WZQ b���O9Y+*uYua�Y9��WZ��WZY�U aTO��~WZ[\Y"b9W&��W&L9Q�M ��WZU b9OVQXaTYtU ��WZ�
UXQ~MT[\� aTY9YV}�W�� ß.Þ W�Q���[=}�_ta�]\W���W�YtU#�ÆÈÀW�Q�YuaTQ�b Ô �~LV[ÒaTO�LyMTO9Q �~MPY�aT���ZO9W�[^]=aTO��~W�[^Y�bVWn]������Ë�n���
�n�9�TY9W�����]\LNW�� ß îÀW��ËaTY9Y9}ZW��nb9W`UX�9ÇZ�~W{MPYtUn}ZUX}{LuaTQèUX[^��O9]^[\Ç�Q�W���W�YtURQ�[\�å�9WZ�nWZYeW ð LN}�Q�[\WZY9��WZ�ËW�U
W�Y,�;MTQ~��a�UX[^MPY9� ß-� W$Q�W���W�Q���[\W
U~Q~Ç����~[^Y9��ÇZQ~WZ��WZY�U�WZU�UXMTOVU�LuaTQ�U~[\�ZO9]\[^Ç�Q~WZ��WZYtU"Õ�[\W�Q�Q~W­��ÈÀQ�[\��W. [\W�SNW�Q%�5WZY9�/a�b9QXaTYtU�b9W��ZWZU~U~W�UX�VÇ��~W)�,LNMPO9Q{�XaeL9a�UX[^W�Y9�ZW��8�~W���W�Y9�ZMPO9QXa�_PW���W�YtUX��aT[\YV�~[ �AOVW
LyMPOVQ¢�Xa Q~[^_PO9WZO9Q¢[\YtU~QXaTY9��[\_PW�aTYtUXWg��O9[À�$��aeSNW/aTO9�ZMPO9L aTL9LVQ~[\��W ß0/ a SNMPY9Y9WgaT�¢S9[\aTY9��W�Q~}��
_PYuaTYtU buaTY9� ]\WRL9Q�M ��WZUÀÈÀ��Õ1"`ÕKa{SNW/a�O9��MPOVL���MTY�U~Q~[^S9O9}ËaTO�U~Q~ÇZ� SNMPY�bV}�Q~MTO9]\WZ��WZY�U b9Wn��W�U~U~W
UX�9ÇZ�~W�����W"_taTQ�b9W�Q~aT[�W�Y
LuaTQèUX[\�ZO9]\[^W�QÝbVW��{�~MPOVêTW�Y9[^Q~�h[\Y9MPOVS9]\[\aTS9]\WZ��b9WZ�32�SyMPO54�WZ�hÈ ��Õ�2 �8��M��
��WZY�U~�&bB��W ð UXQ76Z��W{��MTY�êA[ ê.[\aT]\[ UX}ËLuaTQ�UXaT_P}Z�Ëa/êTW��{]\W��R��W���S9Q~WZ�nbVO$L9Q�M ��WZUËÕ1"`Õy��� ¦`ß

/ a�SNMPY9Y9WR��O9��W�OVQÎ��O9MTUX[^b9[\WZY9Y9W¾}Z��a�YuaTYtU�b9W¾��W��,��MP]^]\Ç�_TO9W��ÎbVO�S9O9Q~W�aTO�aÝaT���~O9Q�}���W�YtU
��MPO9}ÆO9Y%Q~�P]^W8�;MPY9buaT��W�YtUXaT]\WÆaTO%��MTO9Q~�&b9W{��WZ�nU~Q~MP[^�&aTY9Y9}ZW��nb9W`UX�9ÇZ�~W ß î�� W��èU�WZYeW%4yWZUËa/êPWZ�
O9YgL9]\aT[\��[\Q�Y9MPYA��b9[^�~�~[^�¢O9]^}n��O9W9��W�Q�WZUXMTO9Q~Yua�[\� �å�uaT��O9W1��MPOVQ:�{] � �����&��� ßVÞ W�Q���[Nb9MPY9�;�{êPMTO9�
UXMPO9�%�yWZY�LuaTQèUX[^��O9]^[\W�Q(�=<�aT��MPO9b9[�LNMPO9Qn�~WZ�ÝSNMPO9QXa)�A�%�
�8> W�YuaTWZ],LNMPO9Qn]Òa"�9MTU~]\[\YVW / ����?A@B�Þ a�U~U~�9[\WZO
LyMTO9Q U~MPO9�DC3W�UR��W�YB��WZ��U&�E6���W�Lua��¾�~OGF��~aTYtUIHJ� Þ aTQ~[^W�LNMPO9Q¾��MPY
�~WZY9�Rb9W`] � MPQ�_ta��
Y9[\�~a�UX[^MPY�U~MPOVU¾��Ly}Z��[K*u��O9W���W�YtU&LNMPO9QÀ]^W��¾��MP[\Q�}�WZ�!� � W/aTY.� Þ a�U�UX�9[^W�O
LNMPO9QÀ�~a�SNMPY9Y9WÝ��O9��W�OVQ
WZU ]\WZ�Î_ta�U~W/aTO ð b9W � W�aTY9[^Y9W�� Ô ]^M.b9[^W LNMPO9Q,�~MPY"QXaL�TMPY9Y9WZ��WZY�U W�U��Xa`LNMPY9�ZU~OuaT]^[^UX} ]\}Z_PW�YVbuaT[\Q�W��Å a/ê.[^b�LNMPO9Q �~MTY�LNW�Y9�å�9aTYtU¾�/a�]\[\��}�Q�M��PÈ ]ÒaTY9bV[\Y9WRLNMPO9Q���W��À�ZM.�M�tUXaT[\]^�!� � }ZQ~MP��W&LyMPOVQ ]\a`�9MTU��
]\[\YVW�LN}�buaT_TMP_P[\��O9W�W�YK��a�UX�
� Ô ��[^] LNMPO9Q��~W��N�3aTSVO9]\WZO9�~WZ�¢UåaTS9]^WZU�UXW���b9Wg�å�9MA��MP]\a�UL� é W�S �Vß
LyMPOVQ`�~MPY<�~MTOVUX[^W�Y
aTO
Õ é �+� Þ aTQ�[ÒaT� LyMTO9Q`�~MPY<Q��P]\W¢[^Y9[\��[^UXaTS9]^W{bVW�] � }�]\Ç�êPW���M.bVÇ�]\W)� é WZSOÀß LNMPO9QR�~a¢��]Òa�[\Q~W�U~U~W�� � W�aTY.��È¾aTLVU~[\��U~WÝLNMPO9Q¾]^W��:�;MAMTUX[^Y9_P�%�V�&M.bVMP]\L9�VWÝLyMTO9Q¾�~MTY%��[\�¢OV]Òa�U~W�O9Q
b9W¢Lua�UXa�UXM)P�b9W)� O ]\MPQ�W�Y9�ZW�LNMPO9Q���W��ÝQQ6ZêTW��ÝêPWZY�O9�`bB��aT[\]^]\W�OVQ~�!�uW�U���U~MPO9�Ë]\W���aTOVU~Q~W��%� é MTQXaL�taG�é W�Q�L9[\]R� Ô ]^êA[\�%� Þ a�U~�9[\WZO
� O QXaTYV�M�S� Å aT��[^W�Y
�9Õ,aT���/aT] ß^ß ß
Ô YG*uYT����W��~MTO9�uaT[ UåaT[^�{bV}�b9[^W�QÆ��W�UXQXa/ê�aT[^]U�%��W��{b9W�O ð ��MP]\WZ[\]^�!�TV aT]^[\WZQ`WZU Ô ����a�YVMTUXQ�W

LyW�UX[^U~WA*9]\]\WnY9}ZWÝaTOgSNW/a�Og��[^]\[^W�O�b9WZ�¾YuaTY9M�����U~Q~O9��UXO9Q�W��¾W�U¾b9WZ�À���.�èUXÇZ��WZ�RbG�AYuaT��[\��O9W�� Y9MPY.�
Q~}�_TO9]\[^W�Q~� ß
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6 ß 6 ��YtU~Q~MAb9O9�ZU~[\MPY ß{ßhß{ßhß{ßÆßhß{ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß ¡
6 ß £ Þ M.b9}Z]\[^�Xa�U~[\MPYgbVW��n��MPYtUåa��ZUX�&Y9MTY.��LNW�Q���aTYVW�YtUX� ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 7

6 ß £ ß 6 Å MP��aT[^Y9WÝb9WZ�ËLNMP�~[ UX[^MPY9�RaTbV��[^�~�~[^S9]\WZ� ß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 7
6 ß £ ß £ / W��&���TY9W��nQ~WZ]\[\}Z�&aTO�b9MP��aT[\YVW`aTb9��[\���~[\SV]\W ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 686

6 ß:9 / a�bG�AYuaT��[\��O9WÆY9MTY.��Q�}�_PO9]^[\ÇZQ~W ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 9
6 ß;9Vß 6 / a�bG�AYuaT��[\��O9WËY9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^Ç�Q�W��AO9Y9WÝ}Z�AO9a�UX[^MPYgb9[K4�}ZQ~W�YtU~[\W�]^]\W�����W��

�~OVQ~W�� ß{ßhß{ßhß{ßÆßhß{ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 9
6 ß;9Vß £ / a¢ê.[ UXWZ�~�~W)�=O9Y9W��;MPY9��UX[\MTY��¢ê�aTQ�[Òa�U~[\MPYg]^M.��aT]\WZ��WZYtURSyMTQ~Y9}ZW ßhß{ß{ßhß 6 9

6 ß=< �ËO$��O ��WZUnb9WZ�&��MPYtUåa��ZUX� ßÆßhß{ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 ¥
6 ß:<9ß 6 Å WZ�Ë�ZMPYtUåaT��UX�&O9Y9[^]Òa�U~}�QXa�O ðlßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 ¥
6 ß:<9ß £ ?ËYVW{]^MP[BbB� [\��LuaT��U ß{ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 ¥
6 ß:<9ß:9 / a�Y9MTUX[^MPY�bB� [\��LuaT�ZU¾�¢O9]^U~[\L9]^W ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 ¡
6 ß:<9ß=< Å ��aTOVU~Q~W��n��M.b9ÇZ]\WZ�¾b9WÆ��MPYtUXaT�ZU ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6?>

6 ß ¥ / WZ�(�;MTQ~��WZ�&b9W��;Q~MTU�UXW���W�YtU ß{ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6?>
6 ß ¥ ß 6 / W��;Q~MTU�UXW���W�YtU&b9WhîÀMPOV]\MP�¢S ß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6?>
6 ß ¥ ß £ / W��&[\��LuaT��UX�&a/êPWZ�D�;Q�MTU~U~W���W�YtU ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß £ 6
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£ ß 6 ��YtU~Q~MAb9O9�ZU~[\MPY ß{ßhß{ßhß{ßÆßhß{ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß £ 9
£ ß £ ?nY9W{aTOVU~Q~W��;MPQ~��O9]Òa�U~[\MPY�LyMT�~�~[^S9]\W ß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß £ <
£ ß £ ß 6 / W��&�Q�A�èUXÇ���W��n� �AS9Q~[^b9W�� ß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß £ <
£ ß £ ß £ Å WZ�Ë��MPO9�è����]\aT�~��W��nb9WÆ�Q�A��U~Ç���W��n� �AS9Q�[\b9WZ� ß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß £T¥
£ ß £ ß:9 / W��&�Q�A�èUXÇ���W��nbG�AYuaT��[\��O9WZ�&]ÒaT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�ÀY9MPY.��Q~}�_TO9]\[^W�Q~� ß{ßhß{ß{ßhß £GF

£ ß:9 ?nY$�ZMP��LyMPQèUXWZ��WZY�U¾�~LN}���[K*u��O9W ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß £T¡
£ ß;9Vß 6 / W��naT�Z��O9�¢OV]Òa�U~[\MPY9�ÀbB��[^��L9aT�ZU~� ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß £T¡
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£ ß;9Vß £ / ��[^YtUX}�QQ6ZUnb9WZ�n���A��UXÇZ��WZ�Ëb5�.Y9aT��[^��O9W��&Y9MPYA��Q~}Z_PO9]^[\W�Q�� ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 9 6
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9Vß 6 ��YtU~Q~MAb9O9�ZU~[\MPY ß{ßhß{ßhß{ßÆßhß{ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 9 ¥9Vß £ é UåaTS9[^]\[ UX}�bVW����uMTU~� ßhß{ßÆßhß{ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 9 F9.ß £ ß 6 � O9W�]^��O9W��&Y9MTUXa�UX[^MPY9� ß{ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 9 F9.ß £ ß £ �naTL9LNW�]Bb9W{]Òa¢bV}%*uY9[ UX[^MPY
b9WÆ]Òa���UXaTS9[^]\[^U~}ÝaTO%�~WZY9�nb9W / �PaTL9O9YVMzê ßhß 9 F9Vß:9 é UåaTS9[^]\[ UX}Ýa�O%��W�Y9�nb9W / �taTLVO9Y9M�ê ß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 9 ¡9.ß;9Vß 6 ?ËY�UX�V}�MPQ�Ç���W`b9WÆ��Uåa�S9[\]^[^UX}ÝaTO��~W�YV�Ëb9W / �ta�L9O9Y9M�ê ß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 9 ¡9.ß;9Vß £ �Ë}Z��WZ�~�~[ UX}{bB� O9Y9WÆ��MPYVb9[^U~[\MPY
_P]^MPSuaT]^W ß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß�< ¤

� J -�+9251�:31Ù-�6�+u�B3*x�7*-�(u-z13@B4*C � 5
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bB� MPY9b9WZ���=Ft¥�� ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 7
6 ß > Ô,ð W���L9]^W`b9O$SNW�Q���W�aTOeb9W{�nW%>RUXMTY ß�ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 7
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£ ß ¥ Ô,ð W���L9]^W`b9WÆ��MP����a�Y9b9W`bB� O9Y%��MPYtêPWZQ�U~[\�~��W�O9QËS9O9�M�P��SNMAMP��U	��£ < � ß ß{ßhß{ß{ßhß 9 6
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9Vß ¥ Ô,ð W���L9]^W��¢b9W�UXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W��{êP}�Q�[ *=a�Y�U C 9Vß £ HJ� x1(t)
O9Y9W�U~QXa ��WZ�ZU~MP[\Q�W���MTY�U~[ �

Y�O9W)� x2(t)
O9Y9W�UXQ~a ��W���UXMP[^Q~WÎb9[^�~�ZMPYtUX[\Y�O9W���O9WZ]\�ZMPY9��O9W�� x3(t)

O9Y9WÎU~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~W
bV[\�~�ZMPYtUX[^YAOVWÆêT}�Q�[ *=aTYtU d(X−(t, x),S) ≥ d(X+(t, x),S)
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<9ß £ ?nY W ð W���L9]^W�b9W��Q�A��U~Ç���W�bG�AYuaT��[\��O9W¢]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y�M�� ]^W���U~QXa ��WZ�ZU~MP[\Q�W��ÝY9W
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F ß £ È [\L
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F ß:9 �&W���aTQ��AOVW��&�~O9Q&]^W��R��Q�[^U~Ç�Q~WZ�&b9WÆ��Uåa�S9[\]^[^UX} � 7 ¥ � ß�ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 7 F
F ß=< Å W�O ð U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WZ�RQ~WZ]Òa�U~[^êPWZ��WZYtU&L9Q~MA�å�9W�� ß�ßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß > ¤
F ß ¥ Å W�O ð U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WZ�RQ~WZ]Òa�U~[^êPWZ��WZYtU&L9Q~MA�å�9W�� ß�ßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß >�6
¡ ß 6 é UXQ~OV�ZUXOVQ~WÆbB� O9Y$���A��UXÇZ��W{� �AS9Q~[^b9W ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß > 7
¡ ß £ é �.�èUXÇZ��WÆb9WÆ��MT��L9]^}���W�YtUåa�Q~[^U~} ßhß{ßhß{ß{ßhßÆß{ßhß{ßhß{ß{ßhß{ßhßÆß{ßhß{ß{ßhß 6 ¤T¤
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îÀW�U~QXa/ê�aT[\]8b9W¢U~�9Ç���W"ag}ZUX}�Q~}/a�]\[\��}B�g]������Ë�n��� �&�9�PYVW����Ë]\LNW��ËbuaTY9�`]^W�L9Q�M ��WZU{ÈÀ��Õ1"`Õ ß/ a UX�V}���a�UX[^�AOVW
b9W���WZU�UXW%}���O9[^LyW�W��èU���W�YtU~Q~}�W$aTOVU~MPO9Q"b9WZ�����A��UXÇZ��WZ��bG�AYua���[^�AOVW��"Y9MPY.�
Q~}�_TO9]\[^W�Q~�%��]\WZO9Q"��MAb9}�]^[\�~a�UX[^MPY
�8]\W�OVQ��ZMP����aTYVb9W�aT[\YV�~[R��O9We]^W�O9Q"��[\�¢O9]\a�UX[^MPY�Y�O9��}�Q�[\��O9W ß/ � [\YtU~}�Q76�U,bVWÀ��W�U~U~W U~�9}���a�UX[^��O9W Q�}���[\b9W buaTY9�8]\W _PQ~aTY9b{Y9MP�¢S9Q�W b�� aTLVL9]\[^�/a�U~[\MPY9����O9[ALNW�OVêTW�YtU
6ZUXQ�W"��MAb9}�]^[\��}�W���LuaTQ`]\W�S9[ÒaT[^�Ýb9W��ZW��Æ�Q�A��U~Ç���W�� ß5Ô Y
W%4yWZU!��]Òa�L9]^O9LuaTQèUÆb9W��Æ���.�èUXÇZ��WZ�{��}��
�/aTY9[^��O9W��R��MPO9��[\�#�¢b9W��¾�ZMPYtUåaT��UX�¾YVMPY.��LNW�Q���a�Y9W�YtUX�ÀLyWZOVêPWZY�UA6�UXQ~W���MAb9}�]^[\��}�� LuaTQÀbVW��R�Q�A���
UXÇ���W���b5�.Y9aT��[^��O9W��¢]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�{Y9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^W�Q�� ß / WZ�"aTL9L9]^[\��a�UX[^MPY9�{��MPY9�ZW�Q�Y9W�YtU�aT[\YV�~[ O9Y
_PQXaTYVb�Y9MT�¢S9Q~W&b9Wnb9MP��aT[^Y9W����ZMP����W&] ��aTOVU~MP��MTS9[\]^W���]\W�� ���.�èUXÇZ��WZ�À}�]^W���UXQ~M�����}��/a�Y9[\��O9WZ� MTO
S9[\WZY$]\a¢Q~MPSNMTUX[^��O9W ß
Å a�Y9�`] ��aTL9L9Q�M.�å�VW�b9W�]Òa�b5�.Y9aT��[^��O9W�]ÒaT_TQXaTY9_T[\W�YVY9W��NY9MPO9�Æ�ZMPY9�~[^b9}�Q�MPY9�`��O9W"]\WZ�Ý[\YtU~W�Qè�

aT�ZU~[\MPY9�,W�YtUXQ�WR]\WÀ���A��UXÇZ��W&W�U��~MPY�WZYtê.[^Q~MPYVY9W���W�YtU �~MTY�U ��MAb9}�]^[\�~}ZW��5LuaTQÎb9WZ����MPYtUXaT�ZU~��W�YtUXQ�W
�~MP]^[\b9WZ�`LuaTQQ�3a�[^UXWZ��WZYtUÝQ~[^_P[\bVW�� ß îÀWZU�UXW"� �.LNMTU~�9Ç���W�Q�WZêA[\WZY�UD�
�ZMPY9�~[^b9}�Q�W�Q`]���[^Y9b9}%�;MTQ~��aTS9[\]^[^U~}
b9W��&�~MT]\[\bVW��¾WZY$�ZMPYtUåaT��U ß �nMPO9�RêPWZQ~Q~MTY9�&�AO���O9YVWh�ZMPY9�~}Z��O9W�Y9�ZWhbV[\Q~WZ�ZU~W`b9WÆ��WZU�UXWÆ� �ALyMTU~�9Ç���W
�~W�Q~a�] ��aTL9L9aTQ~[ UX[\MTYKb9W$bV[\�~�ZMPYtUX[^YAOV[^UX}Z����O9Q�]\a<êA[ UXW����~W)� �ZWe��O9[&W�Y9_TW�Y9b9Q�W�Q~a�b9WeYVMP�¢S9Q�W�O ð
L9Q~MPSV]\Ç���W�� Y9MTUXaT����WZY�U ��O9QÀ]\a8�;MPQ~�¢OV]Òa�U~[\MPY�b9Wn]ÒaÆbG�AYuaT��[\��O9WnL9O9[^�~��OB� W�]^]\W �3aT[^U a�L9LyWZ]S�h]Òa
Y9MTUX[^MPY�bB��aT���Z}�]\}ZQXa�U~[\MPY ß
��]5W ð [\�èUXW¢b9W�YVMP�¢S9Q�W�O ð L9Q~MTS9]\ÇZ��WZ��MPOVêTW�QèUX�ÆbuaTY9����W�b9MP��aT[^Y9W�a�O9�~��[ÎS9[\WZY aTO Y9[ êPW�aTO

UX�9}ZMPQ~[^�AOVWh��O9W{�~O9Qnb9WZ��aT��LyWZ�ZU~��Y�O9��}�Q~[^��O9W�� ßyÅ aTY9�n��WÆUXQXa/ê�aT[^] �VYVMPO9�nY9MPO9�nLyWZY9�å�9MPYV���~OVQ
]Òa���O9WZ��UX[^MPY�b9W�]Òa��èUåaTS9[^]\[ UX}Æb9W��`���A��UXÇZ��WZ�`bG�AYuaT��[\��O9WZ�ÝY9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^W�Q�� ß ��],W ð [^��U~W¢W�Y WJ4�W�U
b9W<Y9MP�¢S9Q�W�O ð MPOVUX[^]\��LyWZQ~��WZU~UXaTYtU�bB��aTYuaT]K�.��W�Q
]\a���Uåa�S9[\]^[^UX}$b9W������.�èUXÇZ��WZ�$bG�AYua���[^�AOVW��!�
��MP����W�]\a�UX�9}ZMPQ~[^W�b9W"]Òa
��UXaTS9[^]\[^U~}¢aTO
�~WZY9�{b9W / �PaTL9O9YVMzê ß5Þ aT[^�`��WZ�hMPO.UX[\]^�ÝY9W"�~MTY�U{Lua��
aTL9L9]^[\�/a�S9]\WZ�¾buaTY9�R]^WÝ�/a�b9Q~WÆb9WZ�n���A��UXÇZ��WZ�Ëb5�.Y9aT��[^��O9W��RY9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ~� ß �ËMPOV�R�~W�Q�MPY9�&b9MPYV�
aT��WZY9}��1�ÆL9Q~MTLyMP��W�Q O9Y9WnW ð U~W�Y9��[\MPY�b9W&��WZ� U~�9}�MPQ�Ç���W�� O9�~OVW�]\� LNMPO9Q ] � }ZU~O9b9W&b9W&]Òa`�èUåaTS9[^]\[ UX}
b9W��n�Q�A��U~Ç���W��nbG�AYuaT��[\��O9WZ�nb9aTY9�&]\W`��aT�&b9W��n�Q�A��U~Ç���W��nbG�AYuaT��[\��O9WZ�nYVMPY.��Q�}�_POV]\[\WZQ~� ß
Å a�Y9�ÀO9Y��~MPO9�Z[\� b9W��ZMP��LVQ~}��VW�Y9��[\MPY
��b9WZO ð W ð W���L9]\WZ�ÀQ�W�]Òa�UX[^êTW���W�YtU �~[\��L9]^W�� �~MPYtUÀL9Q~M��

LyMP��}��¢U~MPOVU"aTOK]^MPY9_$b9W
��W�U~QXa/ê�aT[\] LNW�Q~��WZU�UåaTYtU�b���[^]\]\OV��UXQ�W�Q{]\WZ�¢��MPYV��W�L.UX��[\YtU~Q~MAb9O9[^U~� ß / W
L9Q~WZ��[^W�QgW ð WZ��LV]\W��ZMPQ~Q�W��~LNMPY9b �KO9Y9W S9aT]\]^W$��MPO9��[\�~W � ]�� a��ZUX[^MPY bVW ]Òa�_PQ~a/ê.[ UX} ß / W��~W­�
��MPY9b{W ð WZ��L9]^W L9Q~}Z�~W�YtU~W ]\a¾��MP����a�Y9b9W�bB� O9Y{S9QXaT�*��aTY9[^L9O9]Òa�UXW�OVQ���MT��L9]^ÇZU~W���W�YtU8aT�ZU~[\MPYVY9} ß
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/ � }ZU~O9b9WgbVW�]\a$��UXaTS9[^]\[^U~}�b9W��ZW����A��UXÇZ��W���MPY9�èUX[ UXO9W�O9Y�Q�}��~OV]^Uåa�U�Y9MTOVêPW�aTO
�,LVO9[\���AOVW�Y9MPOV�
��MPYtU~Q~MPY9�
]\a���UXaTS9[\]^[^U~}eb9W ]\a�]\MP[Ëb9W ��MP����aTY9b9W�bVO S9Q~aT�
��aTY9[\LVO9]Òa�U~W�O9Q��XaTYV�$a�O9��O9YVW
�~O9L9LNMP��[^UX[^MPY��~O9Q&]���}�Uåa�U&b9WZ�&��MPYtUåa��ZUX� ß

/ W¾�å�9MT[ ð b9WR] ��aTL9LV]\[\��a�UX[^MPY{aTO¢��aT��b9W��,Q~MPSNMTUX�,��aTQ��å�9W�OVQ~��a�}�UX}R��MTUX[ êP} bB��OVY9W¾LuaTQèU�LuaTQ
]\W-�3aT[ UB��O9W ]\WÎL9Q�M ��WZU5ÈÀ��Õ1"`Õeb9[^�~LNMP�~W�b���O9Y{Q~MTSyMTU�aTYtUX�9Q�MPLyMT��MPQ�L9�9W)�/]\WÎQ�MPSNMTU*ÈÀ��Õ ��bB� a�OVUXQ�W
LuaTQ�U�LuaTQ���W¢��O9W�]^W���}�UXO9bVW��`W ð [^��Uåa�Y�U~W��`��O9QÝ]Òa���UXaTS9[\]^[^U~}{bVW��`Q~MTSyMTU~����aTQ~�å�VW�O9Q��Ý����a/êPÇ�Q�W�YtU
]ÒaTQ�_PW���W�YtU8[\Y9�ZMP��L9]\Ç�UXW�� ß�Ô Y�W%4yWZUL����WZ�,}�UXO9b9WZ�ÎY9W L9Q~WZYuaT[\WZYtU,_P}ZY9}�Q~aT]\WZ��WZYtU,Lua��,W�Y���MP��LVUXW
b9W�����MTY�UXaT�ZU~�$YVMPY.��LNW�Q���a�Y9W�YtUX�%�¾LNMPOVê�aTYtU%�~W<��Q�}�W�Q�MPO b9[^�~Lua�QXa��^UXQ~W �KU~MPOVU�[^Y9��UXaTYtUL�¾�ZW
�AOV[ WZ��UhLyMTO9Q�UXaTYtUh[^Y9}ZêA[ UåaTS9]^W¢buaTYV�h]���}�UXO9b9W"b9W�]Òa
��aTQ~�å�VW�bVW��{Q~MPSNMTUX�Æ��aTQ~�å�VW�O9Q�� ß �ËMPOV�
W���U~[\��MPY9�ÝbVMPY9�¢��O9W"]Òa��/aTb9Q�W¢b9W�]\a�bG�AYuaT��[\��O9W¢YVMPY.��Q�}�_POV]\[\ÇZQ~W�agL9]\WZ[\Y9WZ��WZY�U��~MPY<Q��P]\W��
��MPO9W�Q&bua�Y9�&��WZU�UXW{aTL9LV]\[\��a�UX[^MPY ß

� ¬Z©{¶

¦ Q~MP[^�RLuaTQèUX[\WZ�RLyWZOVêPWZYtU;6�UXQ~WÆ[^b9W�YtUX[K*u}�WZ�&buaTY9�&��WÆUXQ~a/êTa�[\],�
� / a�L9Q�W���[\ÇZQ~WÆLuaTQèUX[\WÆL9Q�}���W�YtUXWh]\WÆ�/aTbVQ~W{b9W�]\a"b5�.Y9aT��[^��O9WÆY9MPY.��Q~}�_TO9]\[^Ç�Q~W`W�U�Q�W���[^UXOVW
��WÆ�/a�b9Q~W{aTO%�~WZ[\Y�b9O�êTa���UXWÆb9MT��aT[^Y9WÝb9WZ�Ë���A��UXÇZ��WZ�Ë� �AS9Q�[\b9WZ� ß

� Å aTY9��O9Y9W$b9W�O ð [^Ç���WeLuaTQèUX[^W�� Y9MPO9��]ÒaT[^�~��MPY9�"b9We�Z�TUX}$]\W%�/aTbVQ~WebVW$]\a�bG�AYuaT��[\��O9WY9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^Ç�Q�W�LNMPO9QhY9MPO9�h[\YtUX}ZQ~WZ�~�~WZQ�aTO���aTb9Q�W�L9]^O9�h_T}�Y9}ZQXaT] b9W����Q�A��U~Ç���W��¢bG�AYuaz�
��[^��O9W��Æb9}Z��Q~[ UX�{LuaTQ{b9W�� �uMTU~�hLNMPOVê�aTYtU{�~OVS9[\Q{b9W��{b9[^�~��MTY�U~[\Y�O9[ UX}��%�*��W��AOV[ WZY9_P]^MPSyW
]\WZ�Ý�Q�A��U~Ç���W��ÆbG�AYuaT��[\��O9WZ�ÝY9MPYA��Q~}Z_PO9]^[\W�Q���W�U`]\WZ�Ý�Q�A��U~Ç���W��Æ� �AS9Q~[^b9W�� ß �ËMPOV�`L9Q~MPLNM��
�~WZQ~MPY9�ËaT]^MPQ~�Rb9WZ�ËU~�9}�MPQ�Ç���W��&LNW�Q~��WZU�UåaTYtUn] � }ZU~O9b9WÆb9W{]Òa���UXaTS9[^]\[^U~}ÝWZUnb9W{]Òa��èUåaTS9[^]\[ UX}
aT�Q�A��LVUXM�UX[\��O9W`bVWh�ZW��&�Q�A��U~Ç���W��nbG�AYuaT��[\��O9WZ� ß

� / a%UXQ�MP[\��[\ÇZ��W�Lua�Q�UX[^W�a$LNMPO9Q{S9OVUhbB� a�L9L9]\[^��O9W�Q{]\WZ�{U~�9}�MPQ�Ç���W��{b9W��èUåaTSV[\]\[ UX}�}�UåaTS9]^[\�
buaTY9��]\aeLuaTQèUX[^WgL9Q~}Z��}Zb9W�YtUXW%aTOK��aT��b9WZ�����A��UXÇZ��WZ�"bG�AYuaT��[\��O9W���]ÒaT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�hY9MPY.�
Q~}Z_PO9]\[^W�Q��!�V�ZWÆ�AOV[BY9MPO9�naT��Ç�YVW�QXaN�B�;MPQ��¢O9]^W�QÀOVY�U~�9}�MTQ~Ç���W`b9W / aT_PQ~aTY9_PW­� Å [^Q~[\�å�V]\WZU ß
�ËMPOV��OVU~[\]\[^�~WZQ~MPY9�ÆWZYKLuaTQ�U~[\�ZO9]\[^W�Q`��W�UX�9}ZMPQ~ÇZ��W�LyMTO9Q�}�UXO9b9[^W�Q{]Òa%��Uåa�S9[\]^[^UX}�bVW�UXQ�MP[\�
�Q�A��U~Ç���W��&bG�AYuaT��[\��O9WZ�¾]Òa�_PQXaTYV_P[\WZY9�ÀY9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ~���.O9Y9WÝS9aT]\]^W�Q~WZSyMTY9b9[\���XaTYtUR��O9QR]\W
�~MP]R�9O9Y%S9QXa��n��aTY9[^L9O9]\a�UXWZO9QÀ�ZMP��LV]\ÇZU~W���W�YtUnaT��UX[\MTY9Y9}`WZUnO9Y%Q~MTSyMTU&��aTQ��å�9W�O9Q ß
Þ a�[\YtUXWZYuaTYtU"L9Q~}Z�~WZY�U~MPY9��S9Q~[^ÇZêTW���W�YtU"�å�uaTL9[ UXQ�W
LuaTQ��å�uaTLV[^UXQ�W
]\Wg�ZMPYtUXWZYAO b9W���W
��}��

��MP[^Q~W ß
�nMPO9��êTW�Q�Q~MPY9��a�O �å�uaTL9[ UXQ�W 6 ��OB� [\]nW ð [\�èUXW$O9Y �/aTbVQ~We��a�U~�9}���a�UX[^��O9W$W ð UXQ76Z��WZ��WZYtU

Q~[\_TMPO9Q~WZO ð LNMPO9Q"b9}Z��Q�[\Q~W
]���}�êPMP]^OVUX[^MPYKb9WZ�����.�èUXÇZ��WZ��bG�AYua���[^�AOVW��"]ÒaT_TQXaTY9_T[\W�YV�¢�~MPOV��[^�+�
b9W��&��MTY�UXaT�ZU~�ËYVMPY.��LNW�Q���a�Y9W�YtUX�RWZYtUXQ~WÆ��MP]\[^b9W��RLua�QQ�3aT[ UXW���W�YtURQ�[\_P[^b9W�� ß îÀWÆ�/a�b9Q~W��3aT[ URaTL9LNW�]
�gb9W��`MPO.UX[\]^����a�UX�V}���a�UX[^�AOVW���[^Y9�uaTSV[^UXOVW�]\�ËbuaTY9��]\W¢��aTb9Q~W�bVW¢] ��aTOVU~MP��a�UX[\��O9W{��MT����W¢b9WZ�
}���Oua�U~[\MPY9�`bV[ 4y}�Q~WZYtUX[\WZ]\]^W����g��WZ�~O9Q�W��`MPO b9WZ���;MPY9�ZU~[\MPYV�8��ê�aTQ~[\a�UX[^MPYeSNMPQ�Y9}�W ß îÀW¢L9Q�W���[\W�Q
�å�uaTL9[ UXQ~W{W��èU�bVMPY9�ÆW�YtUX[^Ç�Q�W���W�YtU��ZMPY9�~aT��Q�}��"]Òa"L9Q~}Z�~WZY�UXa�UX[^MPY%b9Oe��aTb9Q~W{b9WÆ]Òa"bG�AYuaT��[\��O9W
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Y9MPY.��Q~}�_TO9]\[^Ç�Q~W ß
/ W����Q�A��U~Ç���W��g��}���aTY9[^�AOVW����~MPO9��[\� ��bVW����ZMPYtUåaT��UX��Y9MPY.��LyWZQ~��aTY9W�YtU~��W�YtU~Q~We��MP]\[^b9W��

LuaTQQ�3a�[^UXWZ��WZYtU�Q�[\_P[^b9W��"��MPYtUgLuaTQ��;MP[\�+�;MPQ��¢O9]\}
��MPO9�g]\a��;MTQ~��W%bVWe�Q�A�èUXÇ���W���� �AS9Q�[\b9WZ� ß#/ W
b9W�O ð [^Ç���Wg�å�uaTL9[ UXQ�W
a�b9MPY9��LyMPOVQ�MPS ��WZ�ZU~[ �nb9WD��O9�èUX[K*uW�Q¢]^W��å�9MT[ ð b9OK�/aTbVQ~W
b9Wg]\a$bG�AYuaz�
��[^�AOVW Y9MPY.��Q~}�_TO9]\[^Ç�Q~W �ZMP����W ��aTb9Q~W<bB� }ZU~O9b9W ß �nMPO9�
êPWZQ~Q~MTY9�$��O9W
��W
�/a�b9Q~W<�~W<UXQ�MPOVêTW
W�Y�WJ4�W�U�Lua�Q�UX[^��O9]^[\ÇZQ~W���W�YtUnaTb9aTLVUX}{LNMPO9Qn] � }ZUXOVb9WhbVW������A��UXÇZ��WZ�ÝbG�AYuaT��[\��O9WZ�Ë]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�
LyMP���~}ZbuaTYtU�bVW��ËaT���ZO9�¢O9]\a�UX[^MPY9�¾bB� [\��LuaT��UX� ß

/ W
UXQ�MP[\��[\Ç���W��å�9aTL9[^U~Q~W�L9Q�MPLyMT�~W�O9Y9W%W ð UXWZY9�~[^MPY b9O U~�9}�MTQ~Ç���W�b9W���UXaTS9[\]^[^U~}gaTO �~WZY9�
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b9W��¾���A��UXÇZ��WZ�¾bG�AYuaT��[\��O9WZ� �ZMPYtUX[^YAOV�ÀbuaTYV�À]\W&UXWZ��LV�!�AY9}��ZW��~��[^U~WËUXMTOVUXWJ�;MP[\� b9W�� � �.LNMTU~�9Ç���W��
L9]\O9� �;MPQèUXWZ�R�~O9Qn]Òa��;MPYV�ZUX[^MPY
b9W / �taTLVO9Y9M�ê ß

/ W{�AO9a�UXQ�[\Ç���W{�å�uaTL9[ UXQ~Wh�~W¢LNW�YV�å�9W¢�~OVQ�]Òa���O9W��èUX[\MTY�b9W�]\a��èUåaTSV[\]\[ UX}{aT���.��LVU~MTUX[^�AOVWhW�U
L9]\O9��LuaTQèUX[\�ZO9]\[^Ç�Q�W���W�YtU"�~O9Q�] � W ð UXWZY9�~[^MPY b9O UX�9}ZMPQ~ÇZ��W$b9W / a é a�]\]\W ß �ËMPOV��êPWZQ~Q�MPY9�g��OB� [\]
W���U�LNMP���~[\SV]\W�b9WeL9Q~MPLNMP��W�Q
O9Y UX�V}�MPQ�Ç���W�b9W / a é aT]^]\W%LyMTO9Qgb9WZ�
�Q�A��U~Ç���W���bG�AYuaT��[\��O9WZ�
b9[\����MPYtUX[^Y�O9���Z��[^]\�"LyMT�~�~ÇZb9W�YtU
]\a
LVQ~MPL9Q�[\}�UX}�b9We�ZMPYtUX[^YAOV[^UX}�b9WZ��U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WZ��L9aTQ�Q~aTL9LNMPQ�U
aTO ð �ZMPY9b9[ UX[^MPY9�g[^Y9[^U~[ÒaT]^W�� ß �nMPO9�gêPWZQ~Q�MPY9��W�Y LuaTQèUX[\�ZO9]\[^W�Q�buaTY9����O9WZ]\�
�/a��
]\W��
���A��UXÇZ��WZ�
bG�AYuaT��[\��O9W��&]\aT_PQXa�Y9_P[\WZY9�¾Y9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ~�¾�~a�UX[^�Q�;MPYtUn��W�U~UXWÆL9Q�MPL9Q�[\}ZU~} ß

/ WÀ�Z[\Y9��O9[^Ç���W �å�9aTL9[^U~Q~W¾�ZMPY9��[\b9ÇZQ~WÀ]^WÀ��aT�Îb9WZ�Î�Q�A��U~Ç���W���bG�AYua���[^�AOVW��,]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�8Y9MPY.�
Q~}�_TO9]\[^W�Q~� ß �ËMPOV��êTW�Q~Q�MPY9�g��O9W%] � }�YVW�Q~_T[\W�b9W%��W����Q�A��U~Ç���W��g�ZMPQ~Q�W���LyMPYVb Yua�U~O9Q~WZ]\]^W���W�YtU �
O9Y9W=�;MPYV�ZUX[^MPY�bVW / �taTL9OVY9M�ê ßÎÔ YKO.UX[\]^[\�~aTYtUh]^W��{UX�9}ZMPQ~ÇZ��WZ�¢L9Q~MTLyMP��}��¢b9aTY9�¢]^W����å�9aTL9[^U~Q~WZ�
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Lua�QQ�3aT[ UXW���W�YtU
Q~[\_T[\b9WZ�!�t]\WR��aTb9Q�WËb9WZ�À���.�èUXÇZ��WZ�ÀbG�AYuaT��[\��O9WZ� ]ÒaT_PQ~aTY9_P[^W�Y9��YVMPY.��Q�}�_POV]\[\WZQ~��WZ��U Q~W�]\a�UX[ êPWZ��WZY�U
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��MP����WRL9aTQ�W ð W���L9]^WnbVW��9�;MPY9��UX[\MTY9�1�`ê�aTQ�[Òa�U~[\MPY�SyMPQ�Y9}�W)�tMPO�b9W�� }���Oua�UX[\MTY9� b9[ 4y}�Q�W�YtUX[^W�]\]^W��
����WZ�~O9Q�W�� ß îÀW
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��MP��L9]\Ç�UXW`b9WÆ�ZW��&UX�9}ZMPQ~[^W�� ß
¦ MPOVUgaTO ]\MTY9_�b9We��W��å�ua�L9[^U~Q~WeWZYtUX[\ÇZQ~WZ��WZY�Ug��MPY9�~aT��Q�}���]Òa
L9Q~}Z�~WZY�UXa�UX[^MPY b9O ��aTb9Q�W

b9W��¾���A��UXÇZ��WZ�RbG�AYuaT��[\��O9WZ�ÀY9MPYA��Q~}Z_PO9]^[\W�Q��!��]\WZ�ÀMPO.UX[\]^� ��a�U~�9}���a�UX[^��O9W�� ��MP��L9]^W ð W�� OVUX[^]\[\��}��
�~W�Q�MPYtUg[^]\]\OV��UXQ�}��"LuaTQ�b9WZO ð W ð W���L9]\WZ����[\��L9]\WZ�!��]���W ð WZ��LV]\W%bB��OVY9WeSua�]\]\W
��O9[nQ~WZSyMTY9b9[^U�W�U
] � W ð W���L9]\W`b���O9Y%S9Q~aT�&��aTYV[\L9O9]\a�UXWZO9QÀ�ZMP��L9]\Ç�UXW���W�YtUnaT��UX[^MPY9Y9} ß
knm C���CAx�75:3Ce|8C :;+<25+9:�:;Ce@�451À0zC�2�(N�5|81Ù-t)
"`Y���MPY9��[\b9ÇZQ~WÝOVY9W�Sua�]\]\Wnb9WË��aT���~W m Q~W�SNMPY9bV[\�~�~aTYtU¾êPWZQ�U~[\�/a�]\W���W�YtU �~O9Q O9Y
L9]\aTY��9MTQ~[\ñZMPY.�UåaT]9��MPO9� ] ��aT��UX[\MTY¢b9WR]ÒaÝ_TQXa/êA[^UX})�P��MT����W¾[\]^]\O9�èUXQ�} �Ý]Òa;*9_PO9Q~W 6 ß 6 ß îÀWZU W ð W���L9]^WR��MPQ�Q~W���LyMTY9b
L9Q~MPS9aTS9]\WZ��WZYtUÝaTO%�/a���]\WÆL9]^O9�n�~[\��L9]^W`b9Wh���A��UXÇZ��W�bG�AYuaT��[\��O9WÆ]ÒaT_TQXaTY9_T[\W�Y�Y9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ!�
[\],LNW�Q���W�U~U~QXagb9MPYV��bB��[^]\]^O9��U~Q~W�Q�]\W���Y9MTUX[^MPY9�`a�S9��U~QXaT[ UXW��`O.UX[\]^[\��}�W���buaTY9�`]^W¢�/aTbVQ~W"b9W�]Òa�bG�t�
YuaT��[\��O9W¢Y9MTY.��Q�}�_PO9]^[\ÇZQ~W ß �ËMPOV�ÝêPW�Q�Q~MPYV�{b9aTY9�`]\W��å�uaTL9[ UXQ~W���O9[^ê�aTYtU`��O9W"�ZW��Q�A��U~Ç���W�LNW�O.U
L9Q~}Z�~W�YtU~W�Q¢b9WZ��a�����OV�¢O9]Òa�UX[\MTY9�`bB� [\��LuaT�ZU~�!������WZ��U��%b9[^Q~W"O9Y�Y9MP�¢S9Q�W"[\YG*uYV[�bB��[^��L9aT�ZU~�{WZY
O9Y�U~W���L9�9*uY9[ ß îÀWË�ZMP��LNMPQèUXW���W�YtU ��MT��L9]^W ð WRYB� W��èUÀ��MPOVêPWZYtU¾LuaT� L9Q�[\� W�Y���MP��LVU~Wnb9aTY9� ]\W��
aTYuaT]K�.��W��&b9WÆ��UXaTS9[^]\[^U~}��A��a�[\�¾Y9MTO9�RêPW�Q�Q~MPYV�n��O9WÆ]^W`�/aTb9Q�WÆb9WÆ]Òa¢bG�AYuaT��[\��O9W`YVMPY.��Q�}�_POV]\[\ÇZQ~W
�~W���S9]\WÆLuaTQèUX[^��O9]^[\Ç�Q�W���W�YtURa�buaTLVU~}{LNMPO9QR]�� a�YuaT] �A��W`b9WÆ��Uåa�S9[\]^[^UX}�b9W`UXW�]^�R�Q�A��U~Ç���W�� ß
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knm C���CAx�75:3Ce|54 280z+u��x�+u�51;7545:;+V-�CA4*0A)
�ËMPO9�5aT]^]\MPY9��}Z_taT]^W���W�YtU8}ZUXOVb9[\WZQ8]\aR��Uåa�S9[\]^[^UX}�b���O9YVW ]^MP[Pb9W ��MP����aTY9b9W LNMPO9Q*]ÒaRQ~}Z_PO9]\a�UX[^MPYD�
O9Y9WÝLNMP�~[ UX[^MPY�b9}Z�~[^Q~}�W qd

WZU �¢b9W��:�;MTQ~��WZ�¾b9}Z�~[\Q�}�WZ� rd
b���O9Y
Q�MPSNMTU¾��aTY9[^L9O9]Òa�UXW�OVQ ß îÀMP����W

��W�]\a�a<}ZU~}$LVQ~MPLNMP�~}�bua�Y9� � 7 £ �R��Y9MPOV���å�9MT[\�~[^�~��MPY9��O9Y9W%]\MP[¾bVW$�ZMP����aTY9bVW
Q~W�]\a�UX[ êPWZ��WZY�U
�~[\��L9]^W$�ZMP��LNMP��}�W�bB� O9Y L9Q�MPLNMPQ�U~[\MPY9YVW�]nb9}�Q�[^êP}�a�êTW�� O9YVW���MP��LNW�Y9�~a�UX[^MPY b9WZ�3�;MPQ~�ZW��gbVW
��MPYtUåa��ZUX� rd

WZUÆb9WZ�ÆaTOVU~Q~W��8�;MTQ~��WZ�`Y9MPY.����MPYtU~Q~�P]^}�W�� fu
C;U~W�]\]^W��Ý��O9W�]^W��;�;MTQ~��WZ�`b9W�_PQ~a�êA[ UX} H

�AOV[��~MPYtUË�~O9L9LNMP��}�W��nLuaTQ��3aT[^U~W���W�YtU&��MTY9Y�O9W��{�

f c = −W (q − qd) − T q̇ − rd − fu,
C 6 ß 6 H

a�êTW�� W WZU T bVW�O ð ��a�UXQ�[\�ZW��Æ�Q�A��}ZUXQ�[\��O9WZ�hb9}J*uY9[^W��{LyMP��[^U~[^êPWZ� ß �nMPO9�{Q~WZêA[^W�Y9b9Q�MPY9�hL9]\O9�W�Y%b9}ZUXaT[\]B��O9Q&]\W`�å�9MT[ ð b9WÆ�ZWZU~U~WÆ]\MP[BbVW{�ZMP����aTYVb9W`aTO%�å�uaTL9[ UXQ�W{¥ ß
4
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ºh¶�»9Á °¾¼,µ ©h¶
°&¶�¨8±
�	��
��
� � ' ���(!#��� ������� '(��! ��!1'(�&���(� ��!1����! � 01���
îÀMPYV�~[\bV}�Q~MTY9��O9Y��Q�A��U~Ç���WgbG�AYuaT��[\��O9W � n b9W�_PQ�}��¢bVW�]\[^SyWZQ�U~}���b9MPYtU�]Òa�LyMP��[^U~[\MPY
W��èUb9}��ZQ~[^U~W¢LuaTQËO9Y�êPWZ�ZU~W�O9QÆb9W¢�ZM.MTQ~b9MPYVY9}�WZ�`_P}�Y9}ZQXaT]^[\��}�W�� q : R → R
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g q

� ÐÙÍ�� 6 ß 6 � ?nY9WÆSuaT]^]\WÝ��MPO9��[\�~W �"] ��aT��UX[\MTYgb9W{]Òa¢_PQ~a�êA[ UX} ß

]\WRUXWZ��L9� b9W q W���U Q~WZ]\[^}�W(�h]\aÝê.[ UXWZ�~�~Wnb9O��Q�A��U~Ç���W q̇ : R → R
n LuaTQ ]Òa`Q�W�]Òa�UX[\MTY���O9[^ê�aTYtU~W{�

∀ t, t0 ∈ R, q(t) = q(t0) +

∫ t

t0

q̇(τ) dτ.

/ a�LNMP�~[ UX[^MPY
b9O%�Q�A��U~Ç���W{ê�aTQ�[\W`b9MPYV�`b9Wh��aTY9[^Ç�Q�WÝ��MPYtU~[\Y�O9WÆbuaTY9�&]^WÝUXW���L9� ß
Å a�Y9�h�ZW�U~QXa/ê�aT[\]�Y9MTO9�hYVMPO9��[^YtUX}�Q�W����~MPY9��aTO���aT��bVW������A��UXÇZ��WZ��bG�AYua���[^�AOVW���]\aT_PQ~aTY.�

_P[\WZY9����MPO9��[\�8��b9W��Ý�ZMPYtUåaT��UX�ÝYVMPY.��LNW�Q���a�Y9W�YtUX��W�YtUXQ�W¢b9W����~MP]^[\b9WZ��LuaTQ��3aT[^U~W���W�YtUËQ~[\_T[\b9WZ� ß
�Æ}ZMP��}�UXQ�[\��O9W���W�YtUÆLua�Q~]Òa�Y�U!��]^WB�3aT[^U`��O9W"]^W��`�~MT]\[\bVW��`Q~[^_P[\bVW��ÝY9W"LNW�OVêTW�YtUh��� [\YtUXWZQ~LN}�Y9}�UXQ~WZQ
�~W`UXQ~aTb9O9[ URLuaTQ¾OVY9WÆ��MPYtUXQ~aT[\YtU~W`�~O9QR]\a¢LyMP��[^U~[\MPYgbVO%���A��UXÇZ��WÆbG�AYua���[^�AOVW��9O9YVW{�ZMPYtUXQ~aT[\YtUXW
L9Q~WZYuaTYtUÎ]\aA�;MPQ���W bB� O9Y¢WZY9�~WZ�¢S9]\W1�;W�Q���} Φ ⊂ R

n b9aTY9�,]^W���O9WZ].]^W êTW��ZU~W�O9Q,b9W��Î�ZM.MTQ~b9MPYVY9}�WZ�
_P}�Y9}ZQXaT]^[\��}�W��&WZ��UnMPS9]^[\_P}ÝbVW{Q�W��èUXW�Q ��¥ 7 � �

∀ t ∈ R, q(t) ∈ Φ.

��[\YV�~[ �N]\WZ��L9�9aT�~WZ�`b9W¢��MTY�UXaT�ZUÝW�YtUXQ�W�aTO ��MP[\Y9�nb9WZO ð ��MP]\[^b9W��Ë��MPQ�Q~WZ�~LNMPY9b9WZY�U{a�O ð LV�uaT�~WZ�
M�� q(t) �~WRUXQ�MPOVêPWR��O9Q ]\WZ�-�;Q~MPYtUX[^Ç�Q�W���b9W Φ WZU ]\WZ�ÎL9�ua��~W�� b9WRY9MTY.���ZMPYtUåaT��U ��MPQ�Q~W���LyMTY9b9W�YtU:�
q(t) ��W UXQ�MPOVê�aTYtU0�Ë] � [\YtU~}�Q~[^W�O9Q�bVW Φ ß)/ W�� *9_PO9Q~WZ� 6 ß £(� 6 ß ¥&[^]\]^O9��U~Q~W�YtU8b9WZ�5UXQ~a ��W���UXMP[^Q~WZ�5bua�Y9�
]\W�bVMP��a�[\Y9W Φ ��UXQXa/êTW�Q~�`bVW��ÝW ð WZ��LV]\W����~[\��L9]^W�� ßyÅ aTYV�Ý��W�U~UXW�}�UXO9bVW¢Y9MPO9�`YVMPO9�Ý]^[\��[^UXMTY9�
aTO �/a���b9WZ���Q�A�èUXÇ���W��gaTOVUXMTY9MP��W��!� �T� W��èU�� ����b9[^Q~W%b9W����Q�A��U~Ç���W��gbVMPYtUg]Òa<bG�AYuaT��[\��O9W$W��èU
[\Ytê�aTQ~[\aTYtUXW buaTYV�%]^W�UXWZ��L9� ß �ËMPOV�$��O9L9LNMP�~WZQ~MPY9�%b9MPYV�
L9aTQ�]Òa��~OV[^UXW<��O9W
��W�U$WZY9�~WZ�¢S9]^W
�;W�Q~��}`W��èU�[^YtêTa�Q~[Òa�Y�U¾W�Y �;MPY9�ZU~[\MPY
bVO%U~W���L9� ß
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� ÐÙÍ�� 6 ß £ � �¾U�UXW�Q�Q~[^�~�Xa�_PWÆb9WÆ]Òa�SuaTQ�Q~W`�~[^�¢O9] UåaTY9}Z��WZYtUR�~O9Qn]\WZ�Rb9W�O ð LyMP[^YtUX�Rb9WÆ��MTY�UXaT�ZU ß

� ÐÙÍ�� 6 ß:9 � �¾U~UXWZQ~Q�[\�~�~aT_PW�b9W�]\a
SuaTQ~Q�W���[\�¢O9] UåaTYV}���W�YtUÆ�~O9Qh]\WZ�hb9WZO ð LyMT[\YtUX�Æb9W���MPYtUåa��ZUL�L9O9[\�&Sua��~��OV]\W���W�YtUËaTOVU~MPO9QRbB� O9Y%LyMT[\YtU&b9WÆ��MPYtUXaT�ZU ß

� ÐÙÍ�� 6 ß=< � ÈÀaT�~�ZO9]\WZ��WZY�U�b9W�]\a�Sua�Q~Q~W�aTOVU~MPO9QnbB��OVY�LyMT[\YtU�bVW���MTY�UXaT�ZU!�yLVO9[\��a�U~U~W�Q~Q�[\���XaT_PW�~O9Q&]\W`bVW�O ð [\ÇZ��WÆLNMP[\YtU&b9WÆ�ZMPYtUåaT��U ß

� ÐÙÍ�� 6 ß ¥ � ÈÀaT�~�ZO9]\WZ��WZY�U�b9W�]\a�Sua�Q~Q~W�aTOVU~MPO9QnbB��OVY�LyMT[\YtU�bVW���MTY�UXaT�ZU!�yLVO9[\��a�U~U~W�Q~Q�[\���XaT_PW�~O9QÎ]^WÀb9WZO ð [\ÇZ��W LyMP[^YtUÎb9W ��MPYtUåa��ZU�W�U�L9[^êTMTUXWZ��WZYtU�aTOVU~MPO9Q5b9W¾��WZ�Îb9WZO ð LNMP[^Y�U~�,b9WÀ��MPYtUåa��ZU ß
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	=) @ ) � d�c � k o�J w E{o d"'Ic HhJ f"d�' E wgf E"J '<d�' 4Xq HÝj�� w
' H ' E"J 	E	

�	��
�� 
 �
��� 
��(�&����+.��01!1-�� �($ �&' ���(!1�&� �(�&��!#����! �&01�
�nMPO9�¢LNMPOVêTMPY9��W�YV�~O9[ UXWgb9}J*uY9[^Q¢LyMTO9Q�UXMTOVU q ∈ Φ ]^W��Z�PY9WgUåa�Y9_PW�YtU � < 6 �¾b9W Φ � q �

T (q) �

T (q) =
{

v ∈ R
n : ∃ τk → 0, τk > 0, ∃ qk → q, qk ∈ Φ, a�êTW�� qk − q

τk

→ v
}

,

WZU�]���MPY���MPY9�èUåa�U~W¾��O9WR�~[.]Òa&ê.[ UXWZ�~�~W q̇(t) LyMT�~�~ÇZb9WRO9Y9WR]^[\��[^U~WU��b9Q~MT[^UXW WZUU�Ë_taTO9�å�9W(�Ë�å�uaT��O9W
[\Y9�èUåaTYtU t �9[\]�W���UËaT]^MPQ~�R}�êA[\b9WZY�Un��O9W −q̇−(t) ∈ T (q(t)) W�U q̇+(t) ∈ T (q(t))

ß
�&W���aTQ~��O9MTY9�Àa�O9�~��[y��O9WÝ]^MPQ~����O9W q �~WË�~[ UXO9W;�h] � [\YtU~}�Q~[^W�O9Q b9O�b9MP��aT[\YVW Φ � T (q) = R

n �
WZUh]\MPQ��~��O9W q ��W�U~Q~MPO.êPW���O9Q{O9Y9W+�;Q~MPYtUX[^Ç�Q�W�bVW Φ �5aT]\MTQ~�`]\W"�Z�PY9W"UåaTY9_TW�YtU���W�Q�}�b9O9[ UÆUXMPOVU
aTO�L9]\O9� �"OVY%bVW���[ ��WZ�~Lua���WEC O [\_ ß 6 ß F HË�9��[B]\WÝ���A��UXÇZ��W{a�U�UXWZ[\YtURO9Y9W��;Q�MPYtUX[\ÇZQ~WÝbVO%bVMP��a�[\Y9W
a�êTW���O9Y9W¢êA[^U~W����~W q̇− /∈ T (q) �B[\]5Y9W"LyMPOVQ~QXagL9aT�ÆLyMPOVQ~�~OV[^êAQ~W���MPY<��MPO.êPW���W�YtU{a/êPWZ��OVY9Wê.[ UXWZ�~�~W q̇+ = q̇− WZUh�~[\��O9]^UXaTY9}���W�YtUÆQ�W���U~W�Q{buaTY9�Æ]^W�bVMP��a�[\Y9W Φ C O [^_ ß 6 ß F H ß / agêA[^U~W��~��W
b9WZêAQXa�b9MPY9�{�~OVS9[\Q&O9Y9WÆb9[^�~�ZMPYtUX[\Y�O9[ UX})�u��MPQ�Q~W���LyMTY9buaTYtU;��O9Y$[\��LuaT��URW�YtUXQ�WhbVW��n�~MP]^[\b9WZ�nWZY
��MPYtUåa��ZU ß
�nMPO9�nLyMPO.êPMPY9�n}�_PaT]\WZ��WZY�Unb9}J*uY9[^QnLNMPO9QRU~MPOVU q ∈ Φ �=]^W{�Z�PY9W{Y9MPQ���aT] � < 6 �5bVW Φ � q �

N (q) �
N (q) =

{

v ∈ R
n : ∀ q′ ∈ Φ, vT (q′ − q) ≤ 0

}

,

WZU"Y9MPOV�¢êPW�Q�Q~MPYV��buaTY9��]���[^Y9��]^O9�~[^MPY C 6 ß 6 ¤ H ��]\ae�~WZ�ZUX[^MPY 6 ß=< �,��O9W�]^W����TY9W
Y9MPQ���aT] [\YtU~W�Qè�
ê.[^W�YtU b9[\Q�W��ZU~W���W�YtU buaTY9� ]\aÆbVW��~�ZQ~[^LVUX[^MPY�bVW��U�;MPQ~�ZW�� ��Q�}�}�WZ�À]^MPQ~��b9WZ� �ZMPYtUåaT��UX� W�YtUXQ�WË��MP]\[^b9W��
Q~[\_T[\b9WZ� ß
é MTO9]\[^_PY9MPY9�{��O9W N (q) =

{

0
} ]^MPQ~���AOVW q �~W��~[^U~O9W �e]���[^YtUX}�Q�[\WZO9Q�b9OKbVMP��a�[\Y9W Φ �,W�U

]\MPQ��~��O9W q �~W�UXQ~MTOVêPW��~O9Qh]\W��D�;Q~MPYtU~[\Ç�Q�W��{b9W φ �8�ZW��Z�PY9W�YVMPQ~��aT] ��MPYtU~[\W�YtU¢aTO���MP[\YV�hO9YVWb9W���[ ��b9Q~MP[ UXW{b9W
R

n C O [^_ ß 6 ß F HJ�B�ZW���O9[ÎY9MPOV�ÆaT��ÇZY9WN�g]\agQ~W���aTQ��AOVW¢}ZêA[\bVW�YtUXW"�~OV[^ê�aTYtUXWg�
b9W����;MPQ���W��Æb9W"�ZMPYtUåaT��UÆbB��[^YtUXW�YV�~[^U~}"Y9MPY.��YAOV]\]\W�Y9W�LyWZOVêPWZYtU���O9Q�êTW�Y9[^Q{��O9W"]^MPQ~���AOVW q(t) ��WUXQ~MTOVêPW{�~O9Q&]^W�� �;Q~MTY�U~[\ÇZQ~W��&b9O%b9MP��aT[^Y9W Φ �u�T� W��èU���b9[^Q~W`]^MPQ~���AO���O9Y%��MTY�UXaT�ZUnWZ��Un}ZUXaTS9]\[ ß

knm C���CAx�75:3Ce|8C :;+<25+9:�:;Ce@�451À0zC�2�(N�5|81Ù-t)
Å aTY9�n]\W`��aT�&b9WÆ]Òa¢SuaT]^]\WÝ��O9[�Q�W�SNMPY9b9[ UL�9bVW{bV[\��W�Y9��[\MPY 1 �u��W��&WZY9�~WZ�¢S9]\WZ�Ë�Z��}Z��Q�[^êPWZYtU��

Φ = R
+

T (q) =

{

R
��[ q > 0,

R
+ ��[ q = 0.

N (q) =

{

{0} �~[ q > 0,
R

− ��[ q = 0.

4

te
l-0

00
11

98
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 M

ar
 2

00
6



	 @ f F wgq oZEhjgH 	u) k w c Ü 'ew � o��"i�H ' d�' 4 j � r i�k o �ÝjgH

Φ

q(t)

q̇−

N (q)

T (q)

T (q)

N (q)

� ÐÙÍ�� 6 ß F � Ô,ð W���L9]\WZ�*b9W �Z�PY9WZ�8UXaTY9_PWZY�U~� T (q) W�U,bVW �Z�PY9WZ�,Y9MPQ���a�O ð N (q) b9W ]���WZY9�~WZ�¢S9]^W
Φ

knm C���CAx�75:3Ce|54 280z+u��x�+u�51;7545:;+V-�CA4*0A)
Å aTY9�n]\W`��aT�&bB��OVY$S9Q~aT�&��a�Y9[\L9OV]Òa�U~W�O9Q%�.]���WZY9�~WZ�¢S9]\W Φ LyWZOVUA6ZU~Q~WÆb9}%*9Y9[*LuaTQ m [\Y9}Z_taT]\[ UX}Z�

Φ = {q ∈ R
n| ϕk(q) ≥ 0, k ∈ {1, 2, . . . , m}},

M����å�uaT��O9W ϕk(q) : R
n → R

W��èU&O9Y9W��;MPY9��UX[^MPY C1 b9MPYtU&]\W�_PQXaTbV[\W�YtURWZ��U&b9[K4�}ZQ~WZY�U&bVW`ñ�}�Q�M
aTO$��MP[^Y9�¾buaTYV�nOVY%êTMP[\��[\YuaT_TW`b9WÆ]Òa¢�~OVQQ�3aT�ZW{�ZMPQ~Q�W���LyMPYVbuaTYtUXW ϕk(q) = 0

ß
/ a���a�UXQ~[^��W1�~a���MPS9[^W�Y9YVW`b9W�� m �ZMPYtUXQXa�[\YtUXWZ�nOVY9[\]\a�UX}ZQXaT]^W��¾LNW�OVU(6�UXQ�W{W ð L9Q~[^��}ZW{L9aTQ

C(q) = [∇ϕ1(q), . . . ,∇ϕm(q)], C 6 ß £�H
WZUnW�Y%[\YtUXQ�M.bVO9[\�~aTYtU&]\W�� �;MTY9�ZU~[\MPY9�R[^Y9b9[^�/a�U~Q~[\�ZW��¾bVW��n��MPYtUXQ~aT[\YtU~W��naT�ZU~[^êTW�� δk(q) �

{

δk(q) = 1 ��[ ϕk(q) = 0,
δk(q) = 0 ��[ ϕk(q) > 0,

Y9MPO9�nLyMTOVêPMPYV�Ëb9}J*uY9[^Qn]\a���a�U~Q~[^��W#�~aT�ZMPS9[\WZY9Y9WÆb9WZ����MTY�U~QXaT[^YtUXW��naT��UX[ êPW�� Cδ(q) b9Wh]\a���a��Y9[\ÇZQ~WÆ�~O9[ ê�aTYtUXW
Cδ(q) = [δ1(q)C1(q), . . . , δm(q)Cm(q)

]

. C 6 ß;9 H
��[\YV�~[ ��]^W
���PYVW%UXaTY9_PWZY�U�WZU�]\W
�Z�PY9W%Y9MPQ���aT](�<] � W�YV�~W���S9]\W φ aTO LyMP[^YtU q LNW�OVêTW�YtU36�UXQ�W
b9}%*uYV[\�&LuaTQ

T (q) =
{

v ∈ R
n : CT

δ (q)v ≥ 0
}

N (q) =
{

− Cδ(q)λ : λ ∈ R
+m

}

. C 6 ß:< H
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� ������� ��!1" $�� �&'(��) +.-�/($&01!1��+.��� $��&� -�" $�� � !1'(���&!�� -�+ ��� ��!1��0#01�
� ������$�+ ���

/ aKbG�AYuaT��[\��O9W<b9WZ�$���.�èUXÇZ��WZ�ebG�AYuaT��[\��O9WZ��]ÒaT_PQ~aTY9_P[^W�Y9���~MPO9��[\���Kb9WZ���;MPQ���WZ� / W��
SyWZ�~_PO9WZ�è��[\YtUX}Z_PQXaTSV]\W���WZ��U8_P}ZY9}�Q~aT]\WZ��WZY�UBW ð L9Q~[^��}ZW��~MPOV��]Òa:�;MPQ���WÎb���O9YVW	� ��Oua�UX[\MTY Å [ 4y}�Q~WZY.�
UX[\WZ]\]^W "ÝQ~b9[^YuaT[\Q�W

M (q)
dq̇

dt
+ N(q, q̇) q̇ = f ,

M�� M(q) ��MPQ�Q~W���LyMTY9b=�Ý]\aÝ��a�UXQ~[^��W¾b���[^Y9W�QèUX[\WÀb9O"�Q�A��U~Ç���W����T� W��èU OVY9WR��a�UXQ~[^��W¾���A��}�UXQ~[^��O9W
b9}%*uYV[\WRLNMP�~[ UX[^êTW¾��O9WRY9MPOV���~O9L9LNMP��W�Q~MTY9�U6ZUXQ�WRO9Y9W �;MPYV�ZUX[^MPY C1 b9W q � N(q, q̇) q̇ QXa��~�~WZ�¢S9]^W]\W���WJ4�W�UX��Y9MPY.��]\[^Y9}/aT[^Q~WZ� C;U~W�]^�
�AOVW�]^W��
W%4yWZU~����W�YtU~Q~[ �;OV_PW��%�n_)�.Q�MP�~�ZMPL9[^�AOVW���WZUeîÀMPQ�[\MP]^[\�MHI�
f Q�W�L9Q�}���W�YtUXW�]\W����;MPQ���WZ�hW ð U~}�Q�[\W�OVQ~W�� / W�SNW��~_TO9W���[\YtUX}Z_PQXaTSV]\W��{aT_T[\�~�~aTYtU{�~O9Q{]Òa
bG�AYuaT��[\��O9W
C3LuaTQnW ð WZ��L9]^W�]^W��(�;MPQ~�ZW���bVW�_PQ~a�êA[ UX} HI� dt ��MPQ�Q~WZ�~LNMPY9buaTYtU ��]Òa"��WZ�~O9Q�W�b9W / W�SNW��~_TO9W ßT/ WZ��~MP]^OVUX[^MPY9�¾b9WÆ�ZWZU~U~WÆ}���Oua�U~[\MPY�b9[K4�}ZQ~W�YtU~[\W�]^]\WËMPQ~b9[^YuaT[^Q~WÝ�ZMPQ~Q�W��~LNMPY9bVW�YtU8��b9WZ�&��MPO.êPW���W�YtU~�
�AO9aT]\[K*u}`b9WÆQ~}Z_PO9]\[^W�Q��RLuaTQ ��¥8F �*a/êPWZ�hbVW��&ê.[ UXWZ�~�~WZ�Ë]^M.��aT]\WZ��WZYtURaTS9��MP]\OV��WZY�U&�ZMPYtUX[^YAOVW�� ß
îÀWZLyWZY9buaTYtUL��YVMPO9�"a/êPMPYV��MTS9�~WZQ�êP}�bua�Y9��]Òa���W��ZU~[\MPY 6 ß £���O9W
]\MTQ~�~��O9W
]^Wg�Q�A�èUXÇ���W�W��èU

��MPYtUXQ~aT[\YtUhb9W�Q~W��èUXWZQB�$]���[^YtUX}�Q�[\WZO9Q`bB� O9Y�W�YV�~W���S9]\WE�;W�Q~��}���]\a�êA[ UXW����~W�LyWZOVU¢a/êTMP[\Q �$��O9S9[\Q
b9W���b9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}�� ß1/ a�b5�.Y9aT��[^��O9W$YVW$LNW�OVU�b9MPYV�eL9]^O9� 6�UXQ�W$b9}Z��Q�[^UXW%�~[^��LV]\W���W�YtU�LuaTQ
]\W{S9[ÒaT[^�&bB��OVY9W�}Z�AO9a�UX[^MPYeb9[K4�}ZQ~WZY�U~[\WZ]\]\W`MTQ~b9[^YuaT[\Q�W��uWZ]\]\WÆ�Z��}Z��Q~[ UÝ��aT[\YtU~W�YuaTYtUn�~MTO9��]\a+�;MPQ���W
bB��OVY9W ����Oua�U~[\MPY Å [K4�}ZQ~WZY�U~[\WZ]\]\W8� Þ W��~OVQ~W��BC Þ W�aT�~OVQ~W Å [ 4yW�Q�W�YtUX[\aT] Ô ��Oua�UX[^MPY�H ��¥ 7 �N¥ > �

M (q) dq̇ + N(q, q̇) q̇ dt = f dt + dr, C 6 ß ¥ H
M�� dr �ZMPQ~Q�W���LyMPYVb aTO ð �;MTQ~��WZ�g_P}ZY9}�Q�}�W���]^MPQ~��b9W��
�ZMPYtUåaT��UX�
W�YtU~Q~W b9WZ�
�~MP]^[\b9WZ�gQ~[^_P[\b9WZ�!�
�T� W���U�O9Y9W$��WZ�~O9Q�WeaTSV��UXQ~aT[^U~W$��O9[&LNW�OVU�Y9W%LuaT�E6ZUXQ�WeO9YVW$��W���O9Q~W / WZSyWZ�~_POVW���[^YtUX}�_TQXaTS9]^W ß/ MTQ~�~��O9WÀ��WZU�UXW¾��W���O9Q~WÀaTS9�èUXQXa�[^UXW W��èU / W�SNW���_PO9W���[\YtUX}Z_PQXa�S9]\W)������WZ��Uè� ����b9[\Q�W ]^MPQ~���AOVWÀ]\WZ� �;MPQ���WZ�
Y9MPQ~��aT]^W���bVW���MPYtUåa��ZUX�`��MPYtU / W�SNW��~_TO9W���[\YtUX}Z_PQXaTSV]\W��%�BY9MPOV�`Q~WZU~MP�¢SNMPY9�ÝbVMPY9�¢��O9Q`]\W¢��aTb9Q�W
��]Òa��~�~[^��O9WhbVWh]\a"b5�.Y9aT��[^��O9WhQ�}�_POV]\[\ÇZQ~W ßNÞ aT[\� dr LNW�O.U�Y9W{LuaT�A6ZU~Q~W / W�SNW��~_TO9W���[\YtUX}Z_PQXaTSV]\W��
aTO9��O9W�]*��aT�Ë]\a���WZ�~O9Q�W�aT�Z��}Z]\}�Q~a�UX[^MPY dq̇ Y9Wh��W�Q~a�}Z_taT]\WZ��WZYtUËL9aT� / WZSyWZ�~_POVW���[^YtUX}�_TQXaTS9]^W��uW�U]Òa¢êA[^UXWZ�~��W q̇ YVW{��W�Q~a�L9]^O9�naTS9��MP]\O9��W�YtU&�ZMPYtUX[\Y�O9W ß

�	� � � 
 �
�	� ! ����������� $��&��
 '(� 
 ��!1' � � � �(+ !1� ��!1'(� 01'�
 �(01������� � � ' +.�&-��
��] W ð [\�èUXW
O9Y9W���MP]\OVU~[\MPY ����WZU�UXW
}Z�AO9a�UX[^MPY b9W
]Òaeb5�.Y9aT��[^��O9Wg}��ZQ~[ UXW
�~MTO9��O9Y9W3�;MPQ���W

bB��}Z��Oua�UX[^MPY�bV[ 4y}�Q~WZYtUX[\WZ]\]^W+�%��W���O9Q~WZ���~[ ] � MPY<��MTY9�~[^b9Ç�Q�W���O9W�]\agê.[ UXWZ�~�~W q̇ Y���WZ��UhL9]\O9�haTS.��~MP]^O9��WZYtU"��MPYtUX[^Y�O9W$��aT[^�¢�~WZO9]\WZ��WZY�U ��ê�aTQ~[\a�UX[^MPY�]^M.��aT]\WZ��WZY�U¢SyMPQ�Y9}�W)� q̇ ∈ ]\Stê (R, Rn)� ¥ 7 � � ¥ > � ß�/ WZ�(�;MTY9�ZU~[\MPY9�(�¢ê�aTQ�[Òa�U~[\MPYg]^M.��aT]\WZ��WZYtURSyMTQ~Y9}ZW{bV}%*uY9[^W��&LuaTQ

c�6
�,�51Ù-z1;(N� 	����������������������
f

� ���"!#�$���&%('�)#*+��)#�������-,.�/�0)#,.��12���3�54���*+��6 �7��89*
R
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'�)#*���)#������� ��8 *5� � )��;8 � �$�3����*+'�)#,$,.�5� ��1�� ) ���
[t0, tn]

� �������3���	�

var(f ; [t0, tn]) = sup
t0≤...≤tn

n
∑

i=1

||f(ti) − f(ti−1)|| < +∞,

LyMP���~ÇZb9W�YtURO9YVW�]\[^��[ UXW �{b9Q~MT[^UXWnWZU:�h_PaTO9�å�9W��{�å�uaT��O9WË[\Y9�èUåaTYtUL�AWZU W�]^]\WZ� êT}�Q~[K*uW�YtUÀ�~O9Q UXMPOVU
�~MPO9����[^Y�U~W�QèêTa�]\]\W���MP��LuaT��U [σ, τ ] ⊂ R

∫

[σ,τ ]

dq̇ = q̇+(τ) − q̇−(σ).

é [�]���MPY���MPYV�~[\bVÇ�Q~WË] � [\YtUX}Z_PQXa�]\W&b9WÝ]���}Z�AO9a�UX[^MPY�b9[K4�}ZQ~WZY�U~[\WZ]\]\WA����W���O9Q~WZ� C 6 ß ¥ H��~OVQ¾O9Yg��[\Y9_P]^W��
UXMPY {τ} �VY9MPO9�&MPSVU~W�Y9MTY9�

∫

{τ}

M (q) dq̇ = M(q)

∫

{τ}

dq̇ = M(q)
(

q̇+(τ) − q̇−(τ)
)

,

∫

{τ}

(

N(q, q̇) q̇ − f
)

dt =
(

N(q, q̇) q̇ − f
)

∫

{τ}

dt = 0,

��Wg��O9[ Y9MPO9��a���ÇZY9W �e]\a$Q~WZ]Òa�U~[\MPY��~O9[ ê�aTYtUXW�WZYtUXQ~W
]^W��h}ZêPWZYtUXO9WZ]\]\WZ��b9[\����MPYtU~[\Y�O9[^U~}��hb9Wg]Òa
ê.[ UXWZ�~�~W{WZUn]^W��R}ZêTW�YtUXOVW�]\��a�UXMT��WZ�Rb9W�� �;MPQ���W��&b9WÆ�ZMPYtUåaT��U

M(q)
(

q̇+(τ) − q̇−(τ)
)

=

∫

{τ}

dr, C 6 ß F H

M(q) }ZUåa�Y�Un[^Y�êTW�Q��~[\SV]\W��uMTY%MTSVUX[^W�YtU

q̇+(τ) = q̇−(τ) + M(q)−1

∫

{τ}

dr. C 6 ß ¡�H

knm C���CAx�75:3Ce|8C :;+<25+9:�:;Ce@�451À0zC�2�(N�5|81Ù-t)
Å aTY9�n]\W`��aT�&b9WÆ]Òa¢SuaT]^]\WÝ��O9[�Q�W�SNMPY9b9[ UL�9]���}Z��Oua�UX[^MPY�b9WÆ]Òa¢bG�AYua���[^�AOVW{��WÆQ~}�bVO9[^UA�

m dq̇ = −mg dt + dr,

M�� dq̇ W���U8]\a&��W���O9Q~W aT�Z��}Z]\}�Q~a�UX[^MPYÝêPWZQ�U~[\�/a�]\W�b9W ]ÒaRSua�]\]\W,WZU dr W��èU8]Òa¾��W��~OVQ~W ��MPQ�Q~W���LyMTY9buaTYtUaTO ð �;MPQ���WZ�nbVW{�ZMPYtUåaT��U ß
4

knm C���CAx�75:3Ce|54 280z+u��x�+u�51;7545:;+V-�CA4*0A)
Å aTY9�*]\W,�/aT��b9OÆS9Q~aT����aTY9[\LVO9]Òa�U~W�O9Q%�Z]^W��T�;MTQ~��WZ�*W ð UX}ZQ~[\WZO9Q~WZ�8aT_P[\���XaTYtU���O9Q�]Òa¾b5�.Y9aT��[^��O9WAC 6 ß ¥ H
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LyWZOVêPWZY�U���Wgb9}��ZMP��LyMP��W�Q¢WZYKb9W�O ð LuaTQèUX[^W��!�8]\WZ� �;MPQ���WZ����MP����a�Y9buaTS9]^W�� f c
W�U¢]\WZ��aTOVU~Q~WZ�

�;MPQ~�ZW��&Y9MPY.����MP����aTY9buaTSV]\W�� fu
�

f = f c + fu.

�8êTW��&]Òa�]^MP[Ab9W¾��MT����aTY9b9W8C 6 ß 6 HI�T]ÒaËbG�AYuaT��[\��O9W¾WZY�SyMPOV��]\W#�;W�Q~��}�WÀb9O�S9QXa�����aTYV[\L9O9]\a�UXWZO9Q
��� }���Q�[^Unb9MPYV�

M(q) dq̇ + N(q, q̇) q̇ dt = (−W (q − qd) − T q̇ − rd)dt + dr. C 6 ß:7 H

4

aYb�� � ¸ ±*¸��B°¾¨²¯
°&±²ÂÀºh¶�¨8©hÂ ¨8±

�	��� �
� � ��� 
 '(� ���	
 ��� $&��!#01� ��-�+.�($��
é OV[^ê�aTYtU ��¥ 7 �R�9Y9MPO9�&�ZMPY9�~[^b9}�Q�MPY9�&��O9WÆ]\WZ�R[\YtUXWZQXaT��UX[\MTY9�Ra/êPWZ�h]^W��R��MTY�U~QXaT[^YtUXW��R��MPYtUnLuaTQè�

�3aT[^U~W���W�YtUnO9Y9[\]\a�UX}ZQXaT]^W�� ß=Ô Y$W ð L9Q�[\��aTYtU�]\a���W���O9Q~W dr ��MP����W{]^WhLVQ~MAb9O9[^UnbB� O9Y9Wh��WZ�~O9Q�WQ~}�WZ]\]^W`Y9MPY.��Y9}�_ta�UX[^êTW dµ WZUnbB� O9Y9W��;MPY9��UX[\MTY%bVW
R

n � r′
µ ∈ L1

loc(R, dµ; Rn) �

dr = r′
µ dµ, C 6 ß > H

] � O9Y9[\]\a�UX}ZQXaT]^[^U~}Ëb9WZ�&��MPYtUåa��ZUX�nLNW�OVUn��� }��ZQ~[^Q~WÆ�~MPOV�n]\a��;MPQ~��W`bB� O9Y9WÆ[\YV��]\OV�~[\MTY
�

∀ t ∈ R, −r′
µ(t) ∈ N (q(t)) C 6 ß 6 ¤ H

��Wg��O9[ [\��L9]\[^��O9W"W�Y�Lua�Q�UX[^��O9]^[\WZQ{OVY9WgQ~WZ]Òa�U~[\MPY
b9W���MP��L9]\}Z��WZYtUåaTQ�[^UX}"WZY�U~Q~Wg]^W��D�;MPQ~�ZW���bVW
��MPYtUåa��ZU r′

µ(t)
W�UÀ]^W�� ��MAMPQ~b9MTY9Y9}�WZ�Àb9O��Q�A��U~Ç���W q(t) U~W�]^]\WR��O9W�YVMPO9�À]�� a/êTMPY9� [\Y9b9[^��O9}�W��h]\a

�~W���UX[^MPY 6 ß £$��b9WZ�8�;MPQ~�ZW��ÝbVW¢��MPYtUXaT�ZU~�`Y9MPY.��YAOV]\]\WZ�ËYVW�LyWZOVêPWZY�U{a�L9LuaTQ~a��\U~Q~W���O9W�]\MPQ��~��OB� O9Y
��MPYtUåa��ZUnW��èU�}�UåaTS9]^[ �.�T� W���U��"b9[\Q�W`]\MPQ��~��O9W q(t) �~W`U~Q~MPOVêTWÆ�~O9Q&]\W`SNMPQ�b$b9O%b9MP��aT[^Y9W Φ

ß

�	��� � 
 	 �&� 0#'(! ��
 !#� � �	
E�
�nMPO9� ��MPYV�~[\bV}�Q~MTY9� b9WËLV]\O9� ��O9W&]\WZ� �ZMP��LyMPQèUXWZ��WZY�U~� [\��L9O9]\��[\MPYVY9W�]^�,]\[^}��U�`��WZ� [^YtUXW�Q~aT���

UX[\MTY9� MPSy}Z[\���~W�YtU:�{OVY9WË]^MP[ub9WnQ~WZ��UX[ UXOVU~[\MPYN�3aT[^�XaTYtU [\YtU~W�Q�êTW�Y9[^Q O9Y��ZM.WJF��Z[\WZY�U b9WnQ~WZ��UX[ UXOVU~[\MPY
e ∈ [0, 2]

ß / W��
���å�9MA�����"LuaTQ��3aT[^U~W���W�YtU`}Z]ÒaT�èUX[\��O9WZ�Æ��MPQ�Q~W���LyMTY9b9W�YtUB� e = 1 ��WZU{�ZW�O ð Lua�Qè��3aT[^U~W���W�YtU&[\Y9}Z]ÒaT�èUX[^�AOVWÝ��MPQ�Q~WZ�~LNMPY9b9WZY�U;� e = 0 C;Y9MTU~MPY9�R��O9W e > 1 ��MPQ�Q~W���LyMTY9b9QXa�[^UA�"b9W��
Q~W�SNMPY9bV�Ëa�Q�UX[K*u��[^W�]^]\W���W�YtUÀW ð ��[ UX}��'H ß=Ô Y%[\YtUXQ�M.b9OV[\�Xa�Y�U&OVY9W`ê.[ UXWZ�~�~WÆ��M �PW�YVY9W q̇e(t)

LNMPY9b9}­�
Q~}�WÆLua�Qn]^W`��MAW%F���[^W�YtUnb9WÆQ~WZ��UX[ UXOVU~[\MPYT�

q̇e = q̇+ −
e

2
(q̇+ − q̇−), C 6 ß 6 6 H

te
l-0

00
11

98
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 M

ar
 2

00
6



	 � f F wgq oZEhjgH 	u) k w c Ü 'ew � o��"i�H ' d�' 4 j � r i�k o �ÝjgH

]ÒaKQ~WZ]Òa�U~[\MPY ��O9[^ê�aTYtU~W
LNW�Q���W�U�� �å�9aT��O9W�[^Y9��UXaTYtU�b9W<L9Q~WZY9b9Q�W�WZY �ZMP��L.UXW O9Y }ZêTW�YtUXO9WZ]
��MP��LyMTQ�UXWZ��WZYtU&[\��L9O9]\��[\MPYVY9W�]Nb9O%�Q�A��U~Ç���W

∀ t ∈ R, q̇e(t)
T r′

µ(t) = 0. C 6 ß 6 £ H
îÀWZU~U~W Q�W�]\a�UX[^MPYÝ��MTQ~Q~WZ�~LNMPY9b �nOVY9W Q~W�]\a�UX[^MPYÝb9W �ZMP��LV]\}���W�YtUXaTQ~[ UX}ÎWZY�U~Q~W ]\WZ� �;MPQ~�ZW��*Y9MPQ���aT]^W��
b9WÆ��MPYtUåa��ZU r′

µ(t) WZUn]Òa¢êA[^U~W����~W q̇e(t)
ß

/ W���MPOVUX[^]\�h�AOV[ÀMPYtU"}ZU~}gL9Q�}��~WZYtUX}�����MTY9��U~[^UXOVW�YtU�]\WZ�¢��MTY9YuaT[^�~�Xa�Y9��WZ����[^Y9[\��aT]\WZ�Æ[\Y9b9[^�è�
LyWZY9�XaTSV]\W���LyMPOVQ�] � }ZU~O9b9W¢bVW�]Òa���Uåa�S9[\]^[^UX}Æb9WZ�Ý�Q�A�èUXÇ���W��`b5�.Y9aT��[^��O9W��ÝYVMPY.��Q�}�_POV]\[\WZQ~�%�NLNMPO9Q
O9Y9W�L9Q�}��~WZYtUåa�U~[\MPY L9]^O9�`aTLVL9Q~M��;MTY9b9[\Whb9W¢�ZW��`��MTY9��WZLVUX�ÆWZUÝb9W¢��WZ�`}���Oua�U~[\MPYV�Ý��O9[ÎLNW�OVêTW�YtU
a�êTMP[\QRbVW��n[\��L9]\[^�/a�U~[\MPY9� �~OVSVUX[^]\W��%�9Y9MPOV�n�ZMPY9��W�[\]^]\MPYV�ÀêA[^êPWZ��WZYtU�]\a¢]\W���UXO9Q�WÆb9W � ¥ 7 � ß
knm C���CAx�75:3Ce|8C :;+<25+9:�:;Ce@�451À0zC�2�(N�5|81Ù-t)
Å aTY9�Æ]\W��/aT�`b9W�]\agSuaT]^]\W���O9[�Q�W�SNMPY9b9[ UL�y]Òa�Q�W�]Òa�UX[\MTY�b9W���MT��L9]^}���W�YtUåa�Q~[^U~}�[^��L9]^[\��O9}ZW�LuaTQ
] � [\Y9�Z]\O9��[\MPY C 6 ß 6 ¤ H [\Y9bV[\��O9W���O9W`]^MPQ~����O9WÝ]Òa{SuaT]^]\WnYB��WZ��U&Lua��¾W�Y
�ZMPYtUåaT��U&a/êPW��Æ]^W��~MT] � q > 0 �aT]\MPQ�� N (q) = {0} �ZW%��O9[&��[\_PY9[K*uW
��OB� [\]¾YB� � a LuaT�"b9W �;MPQ���W���b9W���MTY�UXaT�ZU!� r

′

µ = 0 �ÎW�U]\MPQ��~��O9Wg]\a%Sua�]\]\W�W��èU��~OVQ�]\W��~MP]R� q = 0 �8MPY�LNW�OVU¢a/êPMP[^Q�O9Y9W �;MPQ~�ZW�b9Wg�ZMPYtUåaT��U¢LNMP�~[ UX[ êPW��
r

′

µ ≥ 0
ß

/ a
Q~WZ]Òa�U~[\MPY�bVW��ZMP��L9]\}Z��WZY�UXaTQ~[ UX}h[\�~��O9W"b9W"] � }���Oua�U~[\MPY C 6 ß 6 £ H�[\��L9]^[\��O9W���O9W"]^MPQ~���AOVW
r

′

µ 6= 0 �N�T� W��èU�� ����b9[^Q~Wh]\MPQ��~��O9W¢b9WZ�8�;MPQ~�ZW��ÝbVW¢��MPYtUXaT�ZUÆ��MPYtU`_P}�YV}�Q~}ZW��%��aT]\MTQ~� q̇e = 0
ß îÀWZU~U~W

�~[^U~Oua�U~[\MPY$�~W¢Q�W�Y9�ZMPYtUXQ~W��~MP[ UÝ]\MTQ~�~��OB� O9Y�[^��L9aT�ZUË�~W¢LVQ~MAb9O9[^U!�=�AO9aTY9b q̇− 6= 0 �N�~MP[ U�]^MPQ~����O9W]Òa�SuaT]^]\WÝWZ��UËaTO�Q~WZLyMP�&��O9Q&]\W`�~MT] �9��OuaTYVb q̇− = 0
ß / a�Q~WZ]Òa�U~[\MPY C 6 ß 686 H Y9MPOV�Ëb9MTY9Y9WÆb9MPY9�

q̇+ =
e

(e − 2)
q̇−. C 6 ß 6 9 H

��[\YV�~[ � q̇+ = 0 b9aTY9��]^W��/aT��bB��[^��L9aT�ZU~��Lua�QQ�3aT[ UXW���W�YtU�[\YV}�]Òa���UX[^��O9W��%� ��Oua�Y9b e = 0 � MPO]\MPQ��~��O9W{]Òa�SuaT]^]\W`W��èUÝa�OeQ~WZLyMT�n��O9Qn]\WÆ�~MP]R�uWZU q̇+ = −q̇− b9aTY9�n]\WÆ�/aT�nbB� [\��LuaT��UX�RLuaTQ��3aT[^U~W����WZY�Un}Z]ÒaT�èUX[\��O9WZ�!�u��OuaTYVb e = 1
ß

4

knm C���CAx�75:3Ce|54 280z+u��x�+u�51;7545:;+V-�CA4*0A)
Å aTY9�¾]^W&�/aT� b9OgS9Q~aT�À��aTY9[^L9O9]Òa�UXW�OVQ!�P]^WË�Z�PY9W�YVMPQ~��aT]uW��èU¾W ð LVQ~[\��}���LuaTQèUX[\Q b9WË]ÒaÆ��a�UXQ~[^��W
�~aT��MPSV[\W�YVY9WÝb9WZ�¾��MPYtU~QXaT[^Y�U~W��Ra��ZUX[ êPWZ� Cδ(q) _PQ'&���W8�h]Òa�Q�W�]Òa�UX[\MTY C 6 ß:< H ß5/ � [\YV��]\OV�~[\MTY C 6 ß 6 ¤ H
�AOV[5]^[\W`]\WZ�A�;MTQ~��WZ�ËbVW���MTY�UXaT�ZU~��a�Oe���TY9W�Y9MTQ~��aT]BLNW�OVU�b9MPY9�D6ZU~Q~W{W ð L9Q~[^��}{W�Y$OVUX[^]\[^�XaTYtU&]Òa
Q~W�]\a�UX[^MPY C 6 ß;9 HÀL9aTQ

r
′

µ = Cδ(q)λ =

m
∑

k=1

δk(q)Ck(q)λk.
C 6 ß 6 < H

"`Y�LNW�O.U�MPS9��W�Q�êTW�Q�UXMTOVUÎbB��aTSNMPQ~b���O9WÀLuaTQÎb9}J*uY9[ UX[\MTY
��]^W��Î��O9]^U~[\L9]^[\�/a�UXW�OVQ~��b9W / aT_PQ~aTY9_PW λkWZUn]\WZ�RLuaTQXa���Ç�UXQ~WZ� δk(q) �~MPYtU&UXMTO ��MPO9Q��RLyMP��[^U~[ �;�ÀMTO%Y�O9]^� ß=Å MTY9�Æ]Òa��¢OV]^UX[^L9]\[^�/a�U~[\MPY�b9W`�ZW��LuaTQXa���Ç�UXQ~WZ�¾LuaTQ ]\WË_PQXaTbV[\W�YtURbVW��¾�ZMPYtUXQXa�[\YtUXWZ�¾[\��L9]\[^��O9W�YtU �AOVW`]\W��1�;MPQ~�ZW��Rb9W���MPYtUåa��ZUR��MPYtU

te
l-0

00
11

98
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 M

ar
 2

00
6



	=) � ) w i J�i Û H`E c HhJ f"d�' E w
f E"J 	 5

q̇

r′
µ ∈ −N (q)

� ÐÙÍ�� 6 ß ¡ � Ô,ð WZ��LV]\W`bB� O9Y%�Q�A��U~Ç���Wh_P]^[\���XaTYtU&�~OVQnOVY9WÆ��MPYtUXQ~aT[\YtU~W ß

UXMPO ��MTO9Q~��b9[\Q�[\_P}ZW��¢êTW�Q~��] � [\YtUX}ZQ~[^W�O9Q�b9O b9MP��aT[^Y9W
b9W���LyMT�~[^U~[\MPYV�"aTb9��[\�~��[\S9]^W�� Φ
ß �nMTUXMPYV�

}�_taT]^W���W�YtU ��O9WËL9aTQ ]Òa`b9}%*9Y9[^U~[\MPY�b9W��U�;MPY9��UX[^MPY9� [\Y9bV[\�/a�UXQ~[^��WZ� δk(q) ��O9Y9W(�;MPQ~�ZW&b9WË�ZMPYtUåaT��U
Y9W�LNW�OVU�6ZU~Q~Wh_P}�Y9}ZQ~}ZW�LuaTQnO9Y9Wh��MPYtU~QXaT[^Y�U~W ϕk

�=��O9W�]^MPQ~����O9W��ZWZU~U~Wh�ZMPYtUXQ~aT[\YtUXW{W��èU`aT��UX[ êPW��
ϕk = 0 �V]\W`LuaTQ~aT��ÇZUXQ�W λk

�ZMPQ~Q�W��~LNMPY9b ��] � [\YtUXWZY9�~[ UX}`b9WÆ��W�U~U~W �;MTQ~��W ß
�&W���aTQ~��O9MTY9�R��O9Wh�ZMPYtUXQ~aT[\Q�W���W�YtUnaTO��/aT�&O9YV[\b9[^��WZY9�~[^MPY9Y9WZ]�b9WÆ]Òa¢S9aT]\]^W��VLNMPO9QR]^W`S9QXa��
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b9WZ� �;MPQ~�ZW��&b9W{��MPYtUåa��ZU

Ô Y
_P}ZY9}�Q~aT] �B]^W"���PY9W"b9W�îÀMPOV]\MP�¢S �Z��}Z��Q�[^U{W�Y
OVUX[^]\[^�XaTYtU`]\agb9}��ZMP��LNMP��[^UX[^MPY b9WZ�D�;MPQ���WZ�{bVW
��MPYtUåa��ZUËW�Y%�~W��n��MT��LNMP�Xa�Y�U~W��nY9MPQ���aT]^W��RW�UnUXaTY9_PWZYtUX[\WZ]\]^W�� ß ��[\YV�~[�]\W8�3a�[^U&��O9W{]\W�� �;MTQ~��WZ�ËbVW
��MPYtUåa��ZUÆb9MP[ êPWZY�U�UXMPO ��MTO9Q~�`a�L9LuaTQèUXW�YV[\Q`aTO �Z�PY9W¢bVW�îÀMPO9]\MT�¢S��~W¢U~QXaTbVO9[^U�LuaTQÝ]\a�Q~WZ]Òa�U~[\MPY
�~O9[ êTa�Y�U~WÆW�YtUXQ�Wh]\a��;MPQ~�ZWÆUXaTY9_PWZYtUX[\WZ]\]^W s WZUn]\a��;MPQ~�ZW{YVMPQ~��aT]\W r

||s|| ≤ µ0r,

M�� µ0
WZ��U{]\W"��MAW%F��Z[\W�YtU{b9WN�;Q~M�U~UXWZ��WZYtUL��O9Y9W"�ZMPY9��UXaTYtUXW�b9}�LNW�YVbuaTYtU�LVQ~[\YV��[\L9aT]\WZ��WZY�UÝb9O

U �.LNW¢b9WZ�Ý��a�UX}ZQ~[Òa�O ð W�Ye��MPYtUåa��ZU ßT/ MPQ~���AOVW¢]\WZ�A�;MPQ���WZ�Ýb9W��ZMPYtUåaT��U`a�U�UXWZ[\_PY9WZYtUÝ]\W{SNMPQ~b$b9O
���PY9W$b9W îÀMTO9]\MP��S
����WZ]Òa���[\_PYV[ *uW���OB� W�]\]^W���Y9We��MPYtUgL9]^O9���~OGF��Xa�Y�U~W��gLNMPO9Q�W���LS6��å�9WZQ�]\W
_P]\[^�~�~WZ��WZYtUÀb9WZ�À��O9QQ�3aT�ZW�� W�Yg�ZMPYtUåaT��U ß5/ WZ�ÀWJ4�W�UX�ÀbVW��#�;Q�MTU~U~W���W�YtUX� �~O9Q b9W�� �~MP]^[\b9WZ� _T]\[\���XaTYtU
] � O9Y LuaTQ`Q~aTL9LNMPQ�U8��]�� a�OVUXQ�W��~MTY�U{a�]\MPQ��Ýb9}��ZQ~[ UX�`LuaTQ�O9Y9W�]\MT[5b9WB�;Q�MTU~U~W���W�YtUÆb9W�îÀMPOV]\MP�¢S
Q~W�]^[ÒaTYtU ]Òa`êA[^U~W��~��W�Q�W�]Òa�UX[^êTWRUåaTY9_TW�YtUX[^W�]\]^W v W�YtU~Q~W�]^W�� b9W�O ð ��MP]\[^b9W�� WZY���MTY�UXaT�ZUÀWZU ]\WZ�1�;MPQ���WZ�b9W�Q�}/aT��UX[\MTY ß8Å aTY9�¢YVMTUXQ�W��/a���Y9MPOV����MTY9�~[^b9}�Q�MPY9����O9W�]\W��{��MTY�U~QXaT[^YtUXW��hO9Y9[^]Òa�U~}�QXa�]\W��Æ��MPYtU
[\Ytê�aTQ~[\aTYtUXW�� buaTY9�À]\WËU~W���L9�!�.]Òa�]^MP[=b9WÆîÀMPOV]\MP�¢S�Y9MPO9�¾bVMPY9Y9WÝbVMPY9�ÝO9YVWÝQ~WZ]Òa�U~[\MPY�W�YtUXQ�W`]\W��
�;MPQ~�ZW��&Y9MPQ���aT]^WÝWZU&UXaTY9_PWZY�U~[\WZ]\]\W�WZUn]Òa�êA[^U~W����~W q̇

s = −µ0r
q̇

||q̇||
.

"`YKLNW�O.U¢Q~WZ��a�Q~��O9W�Q��AOVW
]Òa��;MTQ~��W�b9W=�;Q�MTU~U~W���W�YtU���� W%4yW���UXO9W
b9aTY9�¢]^W��~WZY9��MPL9LNMP��} �e]Òa
b9[\Q�W��ZU~[\MPY"b9Wn_P]^[\�~��W���W�YtUL�t�ZWË��O9[=WZY �3aT[ U 89��� ����* � � !#�.� ��� � )#� �$'#� �T�T� W���U �{bV[\Q~W&��OB� W�]^]\WRêP}ZQ~[ *9W
�"U~MPOVU&��MP��WZYtU

sT q̇ ≤ 0. C 6 ß 6 ¥�H
Ô YG*uYT�NLVQ~}��Z[\��MPY9�n�AOVW�]Òa�L9Q�[\��WhWZYe��MT��LVU~WÆb9O��;Q�MTU~U~W���W�YtU�bVW¢îÀMPOV]\MP�¢S�bua�Y9�Ë]���}�UXO9bVW

b9W��"�Q�A�èUXÇ���W��"��}���aTY9[\��O9WZ���~MPOV��[^�N� b9W����ZMPYtUXQXa�[\YtUXWZ��OVY9[\]\a�UX}ZQXaT]^W��{�~MPO9]^ÇZêTW%OVY �ZW�QèUåaT[^Y
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n

� ÐÙÍ�� 6 ß 6 6 � ��]\]^O9��U~QXa�U~[\MPY�b9O$�Z�PY9WÆb9WhîÀMPO9]^MP�¢S

Y9MP�¢S9Q�W b���[^Y9b9}ZU~W�Q���[^Yua�UX[^MPY9�*WZU5bB� [\Y9�ZMPY9��[\��UXaTY9�ZW��,]^[\}ZW�� �Ë]Òa&b9[KF��ZO9]^U~} b���MPS.UXW�YV[\Q8b9W��5Q~}���O9] �
Uåa�U~�R�~O9Q&] � W ð [^��UXWZY9��W`W�U&] � O9Y9[^��[^U~}Ýb9WZ�n��MP]\O.UX[\MTY9�!�.��MP����WË] � W ð L9]^[\��O9W�YtU&�Z]ÒaT[^Q~W���W�YtUR]^W��ÀU~QXa��
êTa�O ð b9W � 9 FG� 9 £ � 7 > �*��O9Q&] � W ð W���L9]\W`�Z]ÒaT���~[^�AOVW`b9O$L9aTQXaTbVM ð WÆb9W{Õ,a�[\Y9]^WZêP} ß
Å a�Y9��]\a��~OV[^UXWhb9W¢Y9M�UXQ~Wh}ZU~O9b9W��yY9MPO9��OVUX[^]\[\��W�Q�MPY9�&O9Y9[^�AOVW���W�YtU`]Òa�L9Q~MTL9Q~[^}ZUX}{b9W¢bV[\�~��[ �

Lua�UX[ êA[^UX}`bVW�� �;MPQ~�ZW��&b9W��;Q~M�U~UXWZ��WZYtU ß

�	� 2 � 
 �
����!#� �&��
E��� ���(� 
 
 + ' ����������� �
/ a3�;MPQ~��O9]Òa�U~[\MPY$b9W"]ÒagbG�AYua���[^�AOVW�C 6 ß ¥ H�LNW�Q~��WZUÆbVW�L9Q~WZY9b9Q~W�W�Y
��MT��LVU~W�b9W����;MPQ���WZ�

b9W;�;Q~M�U~UXWZ��WZYtU ß9Ô Y
WJ4�W�UL�VYVMPO9�¾�ZMPY9�~[^b9}�Q�MPY9�¾��O9W`�ZW��:�;MTQ~��WZ�R[\YtUXWZQ�êA[\WZY9Y9WZY�U¾buaTY9�¾]\ahbG�AYuaz�
��[^�AOVW C 6 ß ¥ HÝLuaTQÆ]\W�S9[\aT[\�`bVW�� �;MTQ~��WZ�hW ð UX}�Q�[\WZO9Q~WZ� f

ß Õ OV[\�~��O9W�Y9MPO9�{a/êPMTY9����O9L9LNMP�~}��AOVW
��W�� �;MTQ~��WZ�¾W ð U~}�Q~[^W�O9Q�W��¾}�UåaT[^W�YtU / W�SNW���_PO9W­��[\YtU~}�_PQ~aTS9]\WZ�!�A]\WZ�:�;MPQ~�ZW��¾bVW��;Q~M�U~UXWZ��WZYtUX�¾YB� [\YtU~W�Qè�
ê.[^W�Y9YVW�YtU¾b9MTY9�ËL9aT� ]^MPQ~� b9WZ�À[^��Lua��ZUX� ß ��]uW��èU¾��WZLyWZY9buaTYtUÀLyMP���~[^S9]\W&b9Wn]\WZ� [^Y9��]^O9Q~W&buaTYV� O9YVW
]\MP[*b9W{Q~WZ��UX[ UXOVU~[\MPYT�N����WZ��U���W���O9[8W��èUÝL9Q�MPLNMP�~}hLuaTQnW ð W���L9]\WhbuaTY9���:FP¥��5M��e]^W��(�;Q~MTU�UXW���W�YtU~�
b9W{îÀMPO9]^MP�¢S
�~MTY�U&�ZMP�¢S9[^Y9}�� �¢O9Y9WÆ]\MP[Nb9W`Q�W���U~[^U~OVUX[^MPYgb9WÆÕ8MP[\���~MPY
�VO9Y9W{aTOVU~Q~WÝLNMP�~��[\S9[^]\[ UX}
W���U L9Q�MPLyMT�~}�WnbuaTYV� �=FP¤ �R��M���]Òa`]\MP[Vb9WËQ�W��èUX[^U~OVUX[^MPY"b9WË�ËW%>RU~MPY�WZ��UÀaT�~��M.�Z[\}ZW��Æb9WZ� }Z]\}���W�YtU~�
[\��L9O9]\��[\MPYVY9W�]^�¢[\���~O9��b9O ��MAb9Ç�]^W
b9W��;Q�MTU~U~W���W�YtUX��b9WeîÀMPO9]^MP�¢S
��a�SyMPO.UX[\���XaTYtU �<O9Y9We]^MP[
b9WhQ�W��èUX[^U~OVUX[^MPY��"U~Q~MP[^�nL9aTQXaT��ÇZU~Q~WZ� ß îÀWZU�UXW{]\MP[R�9��O9[*OVUX[^]\[\��W`]Òa"b9}��ZMP��LyMP��[^U~[\MPY
Y9MTQ~��aT]\W`W�U
UåaTY9_TW�YtUX[^W�]\]^W¢b9W�]\a�ê.[ UXWZ�~�~W"Q�W�]Òa�UX[^êTW+�gO9Y
LyMP[^YtU`b9W"��MPYtUXaT�ZU α �BL9Q~MTLyMP��W�b9W��Æ�ZM.WJF��Z[\WZY�U~�
b9WÆQ~W��èUX[ UXOVU~[\MPY9�R��O9Q&�å�uaT�ZO9Y9W{b9W��n��MP��LNMP�XaTYtU~W��&b9WÆ]Òa�êA[^U~W����~W��

q̇eN =
ρ

1 + ρ
q̇−

N +
1

1 + ρ
q̇+

N ,

q̇eT =
τ

1 + τ
q̇−

T +
1

1 + τ
q̇+

T ,

]\W�� LuaTQ~aT��Ç�UXQ�W�� ρ WZU τ �~MTY�U¾aTL9LNW�]^}�� � �/���-�������3� ! �:* � �����$� 8 ������� ����*+1 )#,.� ��� � �/��� �������3� ! �
* � �����$��89������� � )#��� ���3������,$,.��ß
îÀW�U~UXWh]\MP[�b9W�Q�W���U~[^U~OVUX[^MPY$LNW�Q���W�Unb9W�L9Q�W�Y9bVQ~W�WZYe�ZMP��L.UXW{b9W���aTY9[^Ç�Q~WÆ�ZMPYG�;MPQ���W % , )

* 60)#, �$��6 ��W�QèUåaT[^Y9�n��MP��LyMTQ�UXWZ��WZYtUX�nb9W��Ý���A��UXÇZ��WZ�Ý]Òa�_PQXaTYV_P[\WZY9�&Y9MPY.��Q~}�_TO9]\[^W�Q~�%�=aT]\MTQ~�&��O9W¢]Òa
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]\MP[Ab9WR�nW%>RUXMTY��~WRQ~}�êPÇZ]\W¾[^YuaTLVU~W �Ý��M.b9}Z]\[^�~W�Q*b9W¾U~W�]^�,��MT��LNMPQ�U~W���W�YtUX� ß Õ�Q�W�Y9MPYV��] � W ð W���L9]\W
b9W<]ÒaKSuaT]^]\W�b9W U~W�Y9Y9[^�!�R]\a ]^MP[�bVW��nW%>RU~MPY Y9MTO9��_taTQXa�Y�U~[\Q~a�O9Y9W UXQ~a ��W���UXMP[^Q~W [\bVW�YtUX[^�AOVW
�AOVW�]`��O9W �~MT[^Ug]^W���MPOVêPWZ��WZYtU
b9W Q~M�Uåa�U~[\MPY ��OB� W%4yW���UXO9W<]\a�SuaT]^]\W�a�OVUXMPOVQgbB� W�]\]^We�E6���W��
aT]\MPQ����AOVW�UXMTOVUB��MPO9W�OVQ$b9W<UXWZY9Y9[^�$�~aT[^U%��O9W
]ÒaKUXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W<bB��OVY9W�Sua�]\]\W ��]\[K�ÙUX}�W ��MTO ]Òa
UXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W�bB� O9Y9W�S9aT]\]^W
����MPOVLy}ZW ���~W�Q~agQXaTbV[\�/a�]\W���W�YtUËb9[ 4y}�Q�W�YtUXW ß ?nY9W¢]\MT[8bVW¢Q~WZ��UX[ UXOVU~[\MPY
LyWZQ~��WZU~U~QXaÝb9WRLVQ~W�YVb9Q~W&W�Y"�ZMP��L.UXWRb9W¾U~W�]\�,��MP��LyMTQ�UXWZ��WZYtUX� ß îÀ[^UXMTY9�Î}�_PaT]\WZ��WZY�UÎ] � W ð W���L9]\W
�3aT��[^]\[^W�Q�b9O S9]^M.� Q�W���UåaTY9_TO9]ÒaT[^Q~W���O9[{a�U�UXWZ[\YtU��~MPY }���O9[^]\[^S9Q~W<aTLVQ~Ç���b9WZ�ea�]^UXWZQ~Yua�Y9��WZ�%bVW
L9[^êTMTUXWZ��WZY�U%a�OVUXMPOVQ
b9W�����MT[\Y9�
[^YG�;}�Q�[\W�OVQ~� ß ��]`aK}ZUX}<��MPYtUXQ�} �AOVW
]\a�]\MP[Ëb9W<Q~WZ��UX[ UXOVU~[\MPY
�<U~Q~MP[^��LuaTQXa���Ç�UXQ~WZ� C3a/êPW��%b9WZ���ZM.WJF��Z[\WZY�U~��bVW$Q�W���U~[^U~OVUX[^MPY YAOV]\�MH��;MPOVQ~Y9[ U"b9W���Q~}Z�~O9] Uåa�U~�
��MPYG�;MTQ~��W�� aTO ð MPS9��W�Q�ê�a�U~[\MPYV� �=F > �R�.aT]\MPQ�� �AOVW�]\MTQ~�~��OB� O9Y���MP[^Y�êA[\WZY�U �9WZO9Q�U~W�QÀ]\a{��O9QQ�3a���W��A]Òa
�~[\��L9]^W�]\MT[5b9W"�nW%>RU~MPY<Y9W¢LNW�Q~��WZUÝLuaT� �g] ��aTOVU~Q~Wh��MP[^Y b9W�b9}��ZMP]\]^W�Q%�y�ZW��AOV[ÎW��èUÆLyMPOVQ�Uåa�Y�U
��W{�AOVWh]���MPY�MPSV�~W�QèêPWhL9� �.��[\��O9WZ��WZY�UËWZUË��WÆ��O9[*W��èU�MTSVUXWZYAO%W�Y$QXa ��MTOVUåaTYtUnb9WZ� �+* ����� ��12���3�$�
�$1�� 89, �������3����, ��ß
��] �3aTOVUÎ�ZW�LNW�Y9b9aTYtU LVQ~}��Z[\��W�QÎ��O9WR�ZWZU~U~WR]\MP[AbB� [\��LuaT��U,YB� W��èU aTbuaTL.UX}�WR��O9WÀLyMPOVQÎb9W����ZMPQ~LV�

b9MPYtUÆ]Òa=�;MPQ���W�_P}�Y9}ZQXaT]^W��~W�Q~aTL9L9Q�M.�å�9W"b9W�]\ag�~L9�VÇ�Q~W ß Õ5MPOVQ`]\W��`�ZMPQ~LV�ha�]\]\MTY9_P}��%�NU~W�]^�`�AOVW
]\W���S9aTQ~Q�W��!�tOVY9W&�~[\��L9]^W¾]\MP[.b9WRQ~WZ��U~[^UXO.UX[\MTY��~W&Q~}�êPÇ�]^W&[\YuaTb9aTLVUX}ZW��P��aTQ ] � [\���~O9WRbB� O9Y9W&�ZMP]\]^[\�~[^MPY
b9}�LNW�Y9b$W�YtUXQ�W{aTOVUXQ�WÆb9WÆ]Òa¢LNMP�~[ UX[\MTY
b9W��nLyMT[\YtUX�RbB� [\��LuaT��U ��¡P¥ � ß
��Y9bV}�LNW�Y9bua�����W�YtUËb9W��n��MP��LNMPQ�U~W���W�YtUX�&[\��L9O9]^�~[^MPY9Y9WZ]\�!�.Y9MPO9�Ëa/êPMPYV�ËêAOebua�Y9��]\a"��W��­�

UX[\MTY LVQ~}��Z}�b9WZYtUXWe��O9W�]���[^Y�U~Q~MAb9O9��UX[\MTYKb9O �;Q�MTU~U~W���W�YtU"b9W$îÀMPO9]^MP�¢S Y9W�_taTQ~aTYtUX[^�~�Xa�[^U�Lua��
�Q�A��U~}���a�UX[^�AOVW���W�YtUÝ]���W ð [^��U~W�Y9�ZWhW�U�]���O9YV[\��[ UX}`b9WZ�Ë��MP]\O.UX[\MTY9� ß ��]*W��èU�bVMPY9�{}ZêA[\b9WZYtUÝ��O9W�]���[^Y.�
UXQ~MAb9O9��UX[^MPYgb9O �;Q~M�U~UXWZ��WZYtU¾b9W{îÀMPOV]\MP�¢S�buaTY9�¾]\a�]\MT[yb9W`Q�W��èUX[^U~OVUX[^MPYgY9W��~[\��L9]^[ *uWZQXa�a�O9��O.�
Y9W���W�YtUÝ]���MTSVUXWZY�U~[\MPY�b9W{Q~}Z�~O9] Uåa�U~�Ëb���W ð [^��U~W�Y9�ZW¢WZUËbB� O9Y9[\�Z[^U~} ß=Å WZ��Q~}Z�~O9] Uåa�U~�ËLVQ~}�]^[\��[\Yua�[\Q~WZ�
bB��W ð [\��U~W�Y9�ZW�W�U{bB��OVY9[\�Z[^UX}�MPYtU{U~MPOVUÆb9W"�E6���W¢}ZU~}"}ZUåa�S9]\[^�ÝbuaTY9�Æ]^W¢�/aT�Æb9WZ�Æ�Q�A��U~Ç���W��{bG�t�
YuaT��[\��O9W��`]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�Ë�~MPO9��[\�;�
O9Y9W���MTY�U~QXaT[^YtUXW�O9Y9[^]Òa�U~}�Q~aT]\Wha/êPW��N�;Q�MTU~U~W���W�YtUÆb9W�îÀMPO.�
]\MP�¢S � 7 � 6 ¤ �N¥ < � ß
Ô YG*uYT�,�~MTO9]\[^_PY9MPY9�{]\WE�3aT[^Uh��O9Wg]���[^Y�U~Q~MAb9O9��UX[\MTY�b9WZ���;MPQ���W���b9W=�;Q~M�U~UXWZ��WZYtU¢��MT��L9]^[\��O9W

] ��aTYuaT]K�.��W
b9W���UXaTS9[\]^[^U~}�Y9MTUXaT����WZY�U"bVO LNMP[\YtU�bVW�êAO9W%b9W�]Òa�bV}ZUXWZQ~��[\Yua�UX[\MTY�b9W���LNMP[\YtUX�
bB��}Z��O9[\]^[\S9Q�W$b9O ���A��UXÇZ��W � 6 6 �¾¡ > � ßÀÅ aTY9����W$U~QXa/ê�aT[\]&Y9MTO9�
a/êPMPYV�gb9MPY9�eb9}��Z[\b9}$b9W�Y9MPOV�
[\YtUX}ZQ~W����~WZQ a�O��/aT��b9WZ��[\��LuaT��UX�,�~aTY9�-�;Q�MTU~U~W���W�YtUL����aT[^�,O9YVWRW ð UXWZY9�~[^MPY�aTO��/aT�,b9W�� [\��LuaT��UX�
a�êTW�� �;Q~MTU�UXWZ��WZY�U&YVWhY9MTO9�&�~W���S9]\W`Lua��n[^��LNMP���~[\SV]\W ß
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�~O9[ êTa�Y�Un[^�~�~OV�nbVW��&b9MP��aT[\YVW��Rb9WÆ] ��aTOVU~MP��MPS9[\]^WËW�Unb9WÆ]Òa¢b9MP��MTU~[\��O9W ß
H ��CAx�75:3C=)
� (B|8?A:;C | m 48�8Ce2�(��;-�Ce|8C%-�0z+u�5��x�1����/13(N� x�+u�B4*CA:�:;C
�ËMPO9�ËL9Q~}Z�~WZY�U~MPY9��U~MPOVUnbB��aTSNMPQ~b$O9Ye��M.bVÇ�]\WÆ��[\��L9]\[K*u}ÝbB� O9Y9WhSyM �^UXWÆb9W{UXQXa�Y9�~��[\���~[\MTY%��a��
YAOVW�]\]^WgbB� O9Y9WgêTMP[^U~O9Q~W ��£ > � 6 ¡�� ß é MP[ U x1

]ÒaeLNMP��[^UX[^MPY�bVW
]Òa$êTMP[^U~O9Q~W)� x2
]Òa$êA[^U~W����~W�b9W
]Òa

êPMP[ UXO9Q�W�b
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ẋ1 = x2

ẋ2 =
1

1 + β(p)
[−α(x2) + u]
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Q~}�_TO9]\WZQ{]\a�UXWZ��LN}�Q~a�UXO9Q�W xt

bB� O9Y9W�L9[\ÇZ��WE�
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xt > m xt < M

m

M

ẋ = K(u − xt)

xt ≤ m

xt ≥ M

ẋt = −Kxt

xt
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MPO�}�UXW�[^YtUÀO9Y�QXaTbV[Òa�U~W�O9Q W�Y �;MPY9�ZU~[\MPY�b9Wn]Òa`UXWZ��LN}�Q~a�UXO9Q�WË��W���O9Q~}ZW�bua�Y9� ]\a{LV[\Ç��ZW ß / MPQ~����O9W
]\W�Q~aTb9[\a�UXWZO9Q WZ��UR}�UXWZ[\YtUL�.]Òahb5�.Y9aT��[^��O9W�b9W�]Òa{U~W���Ly}ZQXa�U~O9Q~WË��MPQ�Q~WZ�~LNMPY9b ��O9Y
���A��UXÇZ��W�b9O
L9Q~WZ��[^W�QRMPQ�b9Q~W)�

ẋt = −Kxt,
a�êTW�� K > 0 ��b9MPY9�"]Òa�U~W���Ly}ZQXa�U~O9Q~W�bV[\��[\Y�O9W ßT/ MPQ~���AOVW�]^W�QXaTb9[\a�UXWZO9QÝWZ��UhW�Y
��aTQ��å�9W����XabG�AYuaT��[\��O9WÆW��èUËbVMPY9Y9}ZW{L9aTQ

ẋt = K(u − xt),
M�� u W��èU"L9Q~MTLyMPQèUX[^MPY9Y9WZ] � ]Òa�L9OV[\�~�~aTY9�ZW
b9O �å�9aTOG4�aT_PW mu ≤ u ≤ Mu
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"ÝY LNMPO9Q~Q~aT[^UgaT]\MTQ~�36�UXQ~W�U~W�YtUX} b���W ð LVQ~[\��W�Q
]^W��g���A��UXÇZ��WZ��bG�AYuaT��[\��O9W��
]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�
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îÀW�LNW�Y9bua�Y�U ��MT����W¾[\]VW���U W ð L9]\[^�AOV}nb9aTY9� � 6,> � �t]^W¾�/aTbVQ~W&b9W�� ���.�èUXÇZ��WZ� � �AS9Q~[^b9W�� M�4yQ~WRO9YVW
�;MPQ~�¢OV]Òa�U~[\MPY
W ð UXQQ6���W���W�YtU"�~[^��LV]\[\�èUXW�b9Wg]\aebG�AYuaT��[\��O9WgW�U"b9OK��M.b9ÇZ]\W�b9Wg��MTY�UXaT�ZU"��O9[
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LyWZQ~b9WZY�UÝaT[\YV�~[BUXMTOVUXWZ��]\WZO9Q&�~[^_PY9[ *9�/a�U~[\MPY
L9� �A�~[^��O9W ß "`Y%LNW�OVUËUXQ~MTOVêPWZQËbua�Y9��� 6,> �8bB��aTOVU~Q~WZ�
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�;MPQ~��WÀbB� O9Y�L9Q�MPS9]^Ç���W b9WÀ��MP��L9]\}Z��WZYtUåaTQ�[^UX} buaTYV�Î]\WZ�5UXQ~a/êTa�O ð ��O9[^ê�aTYtU~� ��£ 9 � 6 ¥ � 6 < � ßPÅ aTYV�
��W��`}�UXO9bVW��!�y]\WZ��L9�ua��~W��`bVW¢��UXaTS9[\]^[\�~a�UX[^MPY��~O9QË]\W��Ë��MPYtU~QXaT[^Y�U~W��Ý��MPYtU`b9[^��UX[^Y9�ZU~W��Ëb9W��ÝLV�uaT�~WZ�
b9W
��MPYtUXaT�ZU~��WZU�b9WZ��L9�uaT��W���b9W�êPMP] ß �ËMTO9�¢L9Q�}%�;}�Q�W�Q�MPY9��b9MPYV�
Y9MPO9�¢LNMP��[^UX[^MPY9Y9WZQ�bua�Y9�¢]\W
�/aTb9Q�W�bVW�]\a
bG�AYuaT��[\��O9W"Y9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^Ç�Q�W¢��O9[ L9Q~MPLNMP��W�OVY9W"bG�AYuaT��[\��O9W"[\Y9bV}�LNW�Y9bua�Y�U~W�bVW
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	$b���O9YVW
LuaTQ�U;��]\a+�;MTQ~�¢O9]\a�UX[^MPY
b9Wh]Òa"bG�AYuaT��[\��O9W{�~MPO9�Ë]ÒaN�;MPQ~��WÆbB� O9Y9W�}Z��Oua�UX[^MPYebV[ 4y}�Q~WZYtUX[\WZ]\]^W �
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��[^�~�~[^S9]\WZ� ßT/ W���aTb9Q�W�b9W�]ÒagbG�AYua���[^�AOVW¢Y9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^Ç�Q�W¢�~W¢U~Q~MPOVêTW"b9MPY9��Lua�Q�UX[^��O9]^[\ÇZQ~W���W�YtU
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/ W��,�Q�A��U~Ç���W�� bG�AYuaT��[\��O9WZ��� �AS9Q�[\b9WZ��LyWZOVêPWZYtU W ð �9[\SNW�Q�O9Y��ZMP��LyMPQèUXWZ��WZY�UÎLuaTQ�U~[\�ZO9]\[^W�Q

�AOVW¢] � MPYeYVW�Q~W�UXQ�MPOVêPW�LuaT���å�VW�ñ¢]^W������A��UXÇZ��WZ�ÝbG�AYuaT��[\��O9WZ���ZMPYtUX[\Y�O9�h�y]^Wh�ZMP��LyMPQèUXWZ��WZY�U
b9WnU �ALNW � 6������ �AOV[u��MPQ�Q~W���LyMTY9bgaTO+�3aT[ U���O9WË]^WR�Q�A��U~Ç���W���O9S9[^U OVY9WË[^YG*uY9[ UX}RbB� }ZêT}�Y9WZ��WZYtUX�
b9[\����Q~W�UX� C;MPO�b���[^��Lua��ZUX� buaTYV�À]\Wn�/a��Àb9WZ�¾�Q�A��U~Ç���W��¾��}���aTY9[^�AOVW��MH W�YgOVY�UXWZ��L9�U*uY9[ ß îÀW�U~U~W
b9}%*uYV[^UX[^MPYK��O9W
] � MPYKQ�WZUXQ�MPOVêTW
buaTY9��O9YVW
�¢O9]^U~[^U~O9b9W�bVWgUXQXa/ê�aTO ð Q~WZ��UXW
�ZW�LNW�Y9b9aTYtU�a��~�~WZñ
�uMPO9W ß �ËMPO9�{aT]^]\MPYV��b9MPYV��[^]\]^O9��U~Q~W�QË��W"��MT��LNMPQ�U~W���W�YtUÆbuaTYV�{]^W¢�/a��{b���O9Y
W ð WZ��L9]^W���}Z�/a��
Y9[\��O9W)�N�ZWÆ�AOV[8LNW�Q���W�U~U~QXa"b9WÆ�XaT[^�~[\QRLV]\O9�&��]\aT[\Q�W���W�YtU&]Òa¢YVMTUX[^MPY�b9WhLNMP[^Y�U&b�� aT�Z��O9��O9]Òa�U~[\MPY
WZUnb9WÆ��MP��LNMPQ�U~W���W�YtU&b9W`U �ALyW���}�YVMPY ß
knm C���CAx�75:3Ce|8C :;+<25+9:�:;Ce@�451À0zC�2�(N�5|81Ù-t)
îÀMPY9�~[^b9}�Q�MPY9��]Òa��å��OVU~W�bVW
]\a�SuaT]^]\W��À]Òa�SuaT]^]\W�WZ��U%] &��å�9}�W b9W<]\a�LyMP��[^U~[\MPY q(0) = 1 �
t = 0 �=a/êTW��{O9Y9WÆê.[ UXWZ�~�~W{[\YV[^UX[\aT]\WnY�O9]\]^W q̇(0) = 0

ß�/ a"U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~W`bVWh]\a¢SuaT]\]^W��9MTSVUXWZYAOVWhWZY
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[\YtUX}Z_PQXaTYtU&]\a"b5�.Y9aT��[^��O9W`b9WÆ]Òa�SuaT]^]\W)�V��MTQ~Q~WZ�~LNMPY9b�UåaTYtUn��O9W q > 0 �

q̇(t) = −gt + q̇(0),

q(t) = −
g

2
t2 + q̇(0)t + q(0).

C £ ß 6 H

/ MTQ~�~��O9W`]\ahSua�]\]\WËa�U�UXW�[^YtU¾]\WË�~MP]R�G� q(t) = 0 �AO9Y
[\��LuaT��UÀ��WÝL9Q�M.b9OV[^U ß5/ ahêA[^U~W��~��WÆaTL9Q�Ç��¾�ZWZU[\��LuaT�ZU&WZ��UËb9}ZU~W�Q���[^Y9}�WÆ_PQ7&T��WD�"]Òa�]\MP[�bB��[^��L9aT�ZU C 6 ß 6 £ HJ�uWZ]\]\W`bV}�LNW�Y9b$b9MPY9�{b9WÆ]Òa¢êA[^U~W��~��W
a�ê�aTYtU�]���[^��L9aT�ZUhWZU�bVO �ZM.WJF���[\WZYtU�b9W
Q~WZ��U~[^UXO.UX[\MTY ß "ÝYK�ZMPY9�~[^b9Ç�Q�WgbuaTYV����WZU¢W ð W���L9]\W�O9Y
��MAW%F���[^W�YtU�bVW�Q�W���U~[^U~OVUX[^MPY e = 0.5 ��]\WZ�Æ[\��LuaT�ZU~�`�~MPYtUhb9MPY9�"�èUXQ~[^�ZU~W���W�YtU�bV[\�~��[\Lua�UX[ �;� ß
/ WL9Q~WZ��[^W�QÝ[^��Lua��ZU`��W�LVQ~MAb9O9[^U�� ti1 = 0.45 �B]\a�ê.[ UXWZ�~�~W"LNMP��Uè��[^��Lua��ZUÝ��W�Q~a$aT]^MPQ~� q̇+(ti1) =
egt = 2.02 ��a�êTW��"��WZ�`��MPYVb9[^U~[\MPY9��[\Y9[ UX[Òa�]\W��%�u]Òa�U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~W�b9W�]Òa�S9aT]\]^W¢aTL9Q�Ç��`�ZWZUÆ[\��LuaT��U�~W�Q~a�bVMPY9Y9}ZW

q̇(t) = −g(t − ti1) + q̇(ti1),

q(t) = −
g

2
(t − ti1)

2 + q̇(ti1) + q(ti1),

��O9�~��OB� ���ZWÆ�AO���O9Y%Y9MPO.êPW�]�[^��L9aT�ZUR��W`L9Q~MAb9O9[^�~W ß / aN*9_PO9Q~W{£ ß £¢L9Q�}��~WZYtUXW{]\W��R}�êPMP]^OVUX[^MPY9�¾bVW
]Òa�LNMP�~[ UX[^MPY�WZUÝb9W�]Òa�êA[ UXW����~W�WZY��;MTY9�ZU~[\MPY�bVO<U~W���L9�ÝW�UÆ]Òa *u_TO9Q~W"£ ß;9 ��MPYtUXQ�W¢]\W¢LV]ÒaTY�bVW
L9�uaT��Whb9W{]Òa�Sua�]\]\W)�9�T� W��èU8�"b9[^Q~WÆ]Òa¢êA[^U~W��~��WhWZY��;MPYV�ZUX[^MPY�b9W{]Òa�LyMT�~[^U~[\MPY ß "ÝY$LNW�O.U�b9W�êA[\Y9WZQ
bB� a�L9Q~ÇZ����WZ��b9WZO ð *u_PO9Q�W��Ë�AOVW�]Òa"SuaT]^]\WÝê�a��Z��[^����MPS9[^]\[^�~W�Q �~O9Qn]\WÆ��MP]5WZY$U~W���L9�A*9Y9[ ßNÅ aTYV�
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0 .
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q̇+
k = lim

k→∞
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Evolution temporelle de la vitesse et de la position pour e=0.5
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Portrait de phase de la balle pour e=0.5
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x ∈

, 4;'
(I, R

n) � y ∈
, 4;'

(I, R
n) �

���
Φ(x, y) : R

n ×R
n → R

� ��� 8 ���
� )#*0)#126���*+�.�;)#� ����� 4;�$, �$��60)#�$* � ��� � ���3���$�38 �

�
)#,.��* �

Φ(x(t), y(t)) ∈
, 4;'

(I, R)
���

dΦ(x, y) = Φ(dx,
y+ + y−

2
) + Φ(

x+ + x−

2
, dy).
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YB��WZ��UÆ�9WZO9Q~WZO9�~WZ��WZYtUhL9aT�`]\[^}�W �g��WZU�UXW�Y9M�UX[\MTY�b9W¢�ZMPYtUX[\Y�O9[ UX})��WZUÝY9MPO9�ÆaT]^]\MPYV�nêTMP[\QÝL9aTQÝ]Òa
�~O9[ UXW%�AOVWeb9WZ��Q�}��~OV]^Uåa�UX��b9W$�èUåaTSV[\]\[ UX}
LNW�OVêTW�YtU�U~MPOVU�b9W%� 6Z��W 6ZU~Q~W%MPSVU~W�Y�O9��LNMPO9Q�b9WZ�
�Q�A��U~Ç���W���b5�.Y9aT��[^��O9W�� ß
Å a�Y9���ZW��å�uaTLV[^UXQ�W��=Y9MPOV��]Òa�[\�~��MPY9�n��MT��WZY�UXaTY9}Z��WZY�Un]^Wh��aTb9Q~Wh�~LN}��Z[ *u��O9Whb9W�]\a�bG�AYuaz�

��[^�AOVWÝY9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^Ç�Q�W�LNMPO9Q¾�ZMPY9�~[^b9}�Q�W�Q%�u��MP����WËbuaTY9� � < ¤ ��MPO � > < �R�9]\WÝ��aTb9Q�W`L9]\O9�À_P}�Y9}ZQXaT]
b9W��{�Q�A��U~Ç���W��hbG�AYuaT��[\��O9W��{b9MPYtU{] � }ZêTMP]\O.UX[\MTY
WZ��Uhb9}��ZQ~[ UXW"LuaTQÆb9WZ� �uM�UX�{[\Ytê�aTQ~[\aTYtUX�`buaTYV�
]\WgUXWZ��LV���AOV[RbuaTY9�"Y9MTU~Q~W
��aT�!��LNMPO9Q�Q~MPYtU"�~OVS9[\Q"b9WZ��bV[\�~�ZMPYtUX[^YAOV[^UX}Z��buaTY9�"]^W�UXWZ��L9� ßU/ a
�~W���UX[^MPY 9Vß £{�~W�Q~a�b9MPY9�`WZY�U~[\ÇZQ~W���W�YtUR�ZMPY9�~aT��Q�}�WD�¢]Òa�bVW��~�ZQ~[^LVUX[^MPYgb9W`�ZW����uMTU~�!�9a�[\Y9��[���OB��aTO
QXaTL9LNW�]8b9Wh]Òa"b9}%*uYV[^UX[^MPYebVW�]Òa"��UXaTS9[^]\[^U~}ÆaTO���W�Y9�ÝbVW / �taTLVO9Y9M�ê ß Õ�O9[\�%�yb9aTY9���ZW���aTb9Q~Wh_P}��
Y9}�Q~aT] �uY9MTO9��a�]\]\MTY9�RL9Q~MTLyMP��W�QnbuaTY9�n]Òa"�~WZ�ZU~[\MPY 9Vß:9 �uO9Y$U~�9}�MTQ~Ç���W{b9Wh�èUåaTSV[\]\[ UX}ÆaTO%�~WZY9��bVW/ �PaTL9O9YVMzêgLyMPOVQR]\W��À�Q�A��U~Ç���W��nbG�AYuaT��[\��O9W��RbVMPYtU&] � }ZUåa�URLyWZOVU&L9Q�}��~WZYtUXW�Q&b9WZ�&b9[\����MPYtUX[^Y�O9[ �
UX}�� ß

� b�� §"¨8©{ª�«�¬Z«­¨*® ¯
°&±��%ºÆ¨8±

� ��
��
� � $���01" $&�����&' ��� ��!#'(���
îÀMPYV�~[\bV}�Q~MTY9��O9YeW��~L9aT��W¢��}ZU~Q~[^�AOVW X buaTYV��]\WZ��O9W�]8MPY�b9}J*uY9[ U�O9Y �uMTU`a�OVUXMPYVMP��W{LuaTQO9Y9W{aTL9L9]^[\��a�UX[^MPY X : R × X → X êP}�Q�[ *=a�Y�U

−∀ x ∈ X , X(0, x) = x,
−∀ x ∈ X , ∀(t, s) ∈ R

2, X(t, X(s, x)) = X(t + s, x).

"`Y LNW�OVU"Q�W���aTQ~��O9WZQ¢��O9W���W�U~UXW
bV}%*uY9[ UX[^MPYKY9W
�~OVL9LyMT�~W%aTO9�ZO9Y9W
��MTY9b9[^U~[\MPY�b9W
b9[ 4y}�Q�W�Y.�
UX[Òa�S9[\]^[^UX}"Y9[À� 6Z��WgbVW%�ZMPYtUX[^YAOV[^UX} ß "ÝY LyWZOVU�aT[^Y9�~[ b9}%*uYV[\Q�]Òa$Y9MTUX[^MPYKbB� [\Ytê�aTQ~[\aTY9�ZWgbB� O9Y
W�Y9��W��¢S9]^W M ⊂ X �Vb9WÆ]Òa���a�Y9[\ÇZQ~WÝ��O9[^ê�aTYtUXW

∀ x ∈ M, ∀t ≥ 0, X(t, x) ∈ M.

�ËMPO9�¢êTW�Q�Q~MPY9�+��]\ae�~WZ�ZU~[\MPY <9ß:9 ��O9W
��W
��W�Q~a<OVY9W
Y9MTU~[\MPY��Z]\WJ�&buaTY9��]���}�UåaTS9]^[\���~W���W�YtU�b9O
UX�9}ZMPQ~ÇZ��WÆbB� [\Ytê�aTQ~[\aTY9�ZW`b9W / a é aT]\]^W ß

îÀW�URW���LuaT��WÆ��}ZU~Q~[\��O9WËW��èU&�¢O9Y9[ybB��OVY9W8�;MPY9��UX[\MTYgb9[\�èUåaTYV��W d(., .) �AWZU&YVMPO9�¾Y9M�UXW�Q�MPY9�R]\a�;MPY9�ZU~[\MPY�b9[^��UXaTY9��WÆbB� O9Y%LyMT[\YtU x �"O9Y%W�Y9��W��¢SV]\W S ⊂ X LuaTQ d(x,S) = inf
y∈S

d(x, y)
ß

� ��
�� 
 � � � � ��0 ����01� �&-�� ��! � !1'(� ����01� ������� !101! ��- �($ �����&� ����� �(� )
�&$&�&'��

/ W���Y9MTUXa�UX[^MPY9����O9W$Y9MPO9��a/êPMPY9��[\YtU~Q~MAb9O9[^U~W���êPMTY�U�Y9MPOV��LNW�Q���W�U~UXQ�W���aT[^YtUXW�Y9aTYtU�bVW
QXaTL9LNW�]^W�Q¾]\a�b9}J*uY9[^U~[\MPY�b9W`]Òa��èUåaTSV[\]\[ UX}ËaTO
�~WZY9�Rb9W / �ta�L9O9Y9M�ê
bB� O9Y
WZY9�~WZ�¢S9]\W S �9[^]\]\OV��UXQ�}�W
buaTY9�&]ÒaB*u_TO9Q~W 9Vß 6 �
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D ) D ) J�E w�� o�k o�E � w i JBH ' J c HlkNÜ wgq i ' d � D 5

X(t, x)

x

S

δ
ε

� ÐÙÍ�� 9Vß 6 � é UåaTSV[\]\[ UX}�aTO$��W�Y9�nb9W / �taTLVO9Y9M�ê�bB� O9Y$WZY9�~WZ�¢S9]^W S

c�6
�,�51Ù-z1;(N� D ��� ��� �/��1 4;,.� ����*+1265�$�3'�)#*+��)#�3�
S ⊂ X

� ��� ����)
4;,.����� �3��89*�� ��8 �
ε > 0 ��$, ��� �.��� �

δ > 0
� ��, �;83�

d(x,S) ≤ δ =⇒ ∀t ≥ 0, d(X(t, x),S) ≤ ε.

� b�� � ¶ ¨8Ä�®RºÆ¼5´&µ ° ¯
° ±B¨8©Æª%«�¬�«�¨*® ©{¸ ±�°&¶%± ¯�° � ³¢©{Á%¸�¶
º 

Á ºh¸
¼ ¯
°&±l±B³g±B¨*´&µ °&±l¯�«Z±*ÂÀºh¶"¨*«Z¶�¸�±

� � � �
� 	 � � ��-�' +.����� ��� ��� ���&!#01! ��- �($ �����&����� � �(� � $��&'��
Å a�Y9�Æ]\W��/a�b9Q~W"_P}ZY9}�Q~aT]�b9W��{�Q�A�èUXÇ���W��{bG�AYuaT��[\��O9WZ�Æb9}��ZQ~[^U~�ÆLuaTQ`b9WZ� �uM�UX�Æ[\Ytê�aTQ~[\aTYtUX�

buaTY9� ]\W¾U~W���L9�!�T[\]VWZ��U LNMP�~��[\S9]^WRb9WRL9Q~MTLyMP��W�Q ]\W UX�9}ZMPQ~ÇZ��W&�~OV[^ê�aTYtU [\Y9��L9[\Q�}¾b9O"UX�9}ZMPQ~ÇZ��W 6 £
buaTY9� � > < � �

E >*6A(=0z?Ax�C � ��� ��� �/��1 4;,.� ����*+126
S ⊂ X

� ��� ����)
4;,.� )#8 �/��� � ! ��� �#) � 89����' ��� �����/��8 ,.���
12���3����� �$, ��� �.����� 8 ������������� �����

V : X → R
�3�/� �/60!
)#�3� ,.� � � * � � *+��6�� 6 �:��8 �$'�)#�3��� �	�
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� ���
V

� ��� 89�3� ����*+126�12���3� �3�/���$� �$'#� ,.���$� ! �
S �

∀ ε > 0, ∃ γ > 0
����, �;83�

∀ x ∈ X , d(x,S) ≥ ε =⇒ V (x) ≥ γ,

� �$���
V

� ��� 89�3� ����*+126�12���3� � ���3� �$�383��!
)#� � 8 � '#���.���$� ) � ��! � ,�� ��� �/��1 4;,.�
S �

∀ γ > 0, ∃ δ > 0
����, �;83�

∀ x ∈ X , d(x,S) ≤ δ =⇒ V (x) ≤ γ,

� �$�$���
V

� ����8 ��� ��������� ����� ����� �0��* ���.� �;)#�3� � !#8"� ��1��3� ,.��* � �;83� , )���* )���� ��� ���$* � � ��1 12����� �
!
)#� � 89� '#���.���$� ) � � ! � ,�� ��� �/��1 4;,.�

S �

∃ d0 > 0
����, �;8 �

∀ x ∈ X , d(x,S) < d0 =⇒ ∀ t ≥ 0, V (X(t, x)) ≤ V (x).

� ��� ���������������
V

�;)#���.� � )#�.�;)#�3�5� � � � ��� !#�$� ����� � � ���5) ���3��,.6 �78 ��� ���������������-! � � � ) � 8 ����'
�3��89* ,�� ��� �/��1 4;,.� ����)
4;,.�

S �

q{0zC.4�ANC � é [A[\]tW ð [\��U~WÀO9YVW1�;MPYV�ZUX[^MPY V (.) �Xa�U~[\�Q�3a�[\�Xa�Y�U8]\an�ZMPY9b9[ UX[\MTY3C;[\[\[ Hyb9O{UX�9}ZMPQ~ÇZ��W)�
aT]\MPQ��R[\]yW ð [\�èUXW d0 > 0 U~W�]���O9W

∀ x ∈ X , d(x,S) < d0 =⇒ ∀ t ≥ 0, V (X(t, x)) ≤ V (x).

é [y�ZWZU�UXW��;MTY9�ZU~[\MPY��Xa�U~[\���3aT[^U }Z_taT]\WZ��WZYtUÀ]^W�� ��MPY9bV[^UX[^MPY9��C3[ HÎWZU8C3[\[ HÎaT]\MTQ~� LyMTO9Q �å�9aT��O9W ε > 0[\]BW ð [^��U~W γ > 0 UXWZ]B��O9W
∀ x ∈ X , d(x,S) ≥ ε =⇒ V (x) ≥ γ,

��WÆ��O9[*LyWZOVUA6ZUXQ�WÆ}���Q�[^U&}Z_taT]\WZ��WZYtU
∀ x ∈ X , V (x) < γ =⇒ d(x,S) < ε,

WZUnLyMTO9QR��W γ > 0 [\]BW ð [^��U~W 0 < δ < d0
UXWZ]��AOVW

∀ x ∈ X , d(x,S) ≤ δ =⇒ V (x) ≤
γ

2
< γ

aT[\Y9��[ �.MPY$MTSVUX[^W�YtU
∀ x ∈ X , d(x,S) ≤ δ =⇒ ∀ t ≥ 0, V (X(t, x)) ≤ V (x) < γ

=⇒ ∀ t ≥ 0, d(X(t, x),S) ≤ ε,

te
l-0

00
11

98
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 M

ar
 2

00
6



D ) D ) J�E w�� o�k o�E � w i JBH ' J c HlkNÜ wgq i ' d � D��

��WÆ��O9[*[\Y9b9[^��O9W`��O9WÆ] � W�Y9��W��¢S9]^W S W���Un�èUåaTS9]^WÆaTO%�~W�YV�Ëb9W / �ta�L9O9Y9M�ê ß
Þ a�[\YtUXWZYuaTYtUL�9��O9WZ]*�AOVWh��MP[^UR]���WZY9�~WZ�¢S9]^W S �u[\]�W ð [\�èUXW`UXMPO ��MPO9Q~�ROVY9WD�;MTY9�ZU~[\MPY

V (x) = sup
τ≥0

d(X(τ, x),S).

��]�W���Un}�ê.[^b9W�YtUË��O9W
∀ x ∈ X , V (x) = sup

τ≥0
d(X(τ, x),S) ≥ d(X(0, x),S) = d(x,S),

]Òa���MPYVb9[^U~[\MPY C;[ H WZ��Unb9MPY9�ÆYua�UXO9Q�W�]\]^W���W�YtU&�Xa�UX[\���3aT[^U~W¢�
∀ ε > 0, ∀ x ∈ X , d(x,S) ≥ ε =⇒ V (x) ≥ ε.

Å WhLV]\O9�%�
∀ x ∈ X , ∀ t ≥ 0, V (X(t, x)) = sup

τ≥0
d(X(τ, X(t, x)),S)

= sup
τ≥0

d(X(τ + t, x),S)

= sup
τ≥t

d(X(τ, x),S)

≤ sup
τ≥0

d(X(τ, x),S) = V (x),

]ÒaK��MPYVb9[^U~[\MPY C;[\[\[ H�WZ��U$b9MPY9�<}�_PaT]\WZ��WZY�U�Y9a�UXO9Q�W�]^]\W���W�YtU��~a�UX[^�Q�3aT[ UXW�LNMPO9Q
UXMTOVU d0 > 0
ß

Þ aT[\YtU~W�YuaTYtU!� ��[&] � W�Y9��W��¢S9]^W S WZ��U���UXaTS9]\W%aTO �~WZY9��bVW / �ta�L9O9Y9M�êS� LyMPOVQ"U~MPOVU γ > 0 [^]W ð [\�èUXW δ > 0 UXWZ]���O9W
∀ x ∈ X , d(x,S) ≤ δ =⇒ ∀ t ≥ 0, d(X(t, x),S) ≤ γ

=⇒ V (x) ≤ γ,

b9MPY9�Æ]Òa��ZMPY9b9[ UX[\MTY C3[\[ H WZ��Un}�_ta�]\W���W�YtU&�~a�UX[^�Q�3aT[ UXW ß
��naTL9LNW�]^MPY9�¾UXMTOVU&bB��aTSyMTQ~b�]Òa�b9}J*uY9[^U~[\MPY
bVW�� �;MPY9��UX[\MTY9�&b9WÆ��]Òa��~�~W K �

c�6
�,�51Ù-z1;(N� 
 ����� ��������� ����� � ���3���$�383�
α(·) : [0, a) → [0,∞)

� ��� !#�$���2! � ��, )�� �/�
K

���
��,$,.� � ��� ����*+����� ��12���3� ��* ���.� �;)#�3� � ���

α(0) = 0 �

Å aTY9�&]\W`��aTb9Q�W{bVW�� �;MPY9��UX[\MTY9�Rb9WÆ��]\aT�~��W K ]\WZ�R��MPY9bV[^UX[^MPY9� C;[ H W�U�C3[\[ H b9O�UX�V}�MPQ�Ç���W < ��MPYtU
��UXQ�[\��UXW���W�YtU,}���O9[^ê�aT]^W�YtUXWZ��aTO ð �ZMPY9b9[ UX[\MTY9� C;[ � H*W�U(C;[\[ � HB�~O9[ ê�aTYtUXW��À��[^]AW ð [\��U~W¾b9WZO ð �;MTY9�ZU~[\MPY9�
b9WÆ��]Òa��~�~W K � α(·) W�U β(·) U~W�]^]\W��R��O9W
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C;[ � H ∀ x ∈ X , V (x) ≥ α(d(x,S)) �
C;[\[ � H ∃ d0 > 0 U~W�]���O9W ∀ x ∈ X , d(x,S) < d0 =⇒ V (x) ≤ β(d(x,S))

ß
/ W��h��MPYVb9[^U~[\MPY9�h��O9Wgb9MP[ U��~a�UX[^�Q�3aT[^Q~W�]Òa �;MPY9�ZU~[\MPY�b9W / �PaTL9O9Y9M�ê��~MPYtU�[^b9W�YtUX[^��O9W����,]Òa

��MPYtUX[^Y�O9[^U~}�O9Y9[K�;MPQ~��WnbuaTY9�RO9Y�êPMP[^�~[\Y9aT_PW�bVWÝ] � W�Y9��W��¢SV]\W S WZU¾]\a�LNMP�~[ UX[^êA[ UX}&O9Y9[K�;MPQ~��WË]^MP[\Yb9WÆ��WZUnWZY9�~WZ�¢S9]\W ß
"ÝY�LNW�OVUÝQ~W���aTQ��AOVW�QÝ��O9W¢�ZW�UX�V}�MPQ�Ç���W¢W��èU`Q~WZ]Òa�U~[^êPWZ��WZYtUÝL9Q�M.�å�9W�b9W¢��WZ]\O9[5L9]\OV����]\aT�è�

�~[\��O9W�}�UåaTSV]\[PLNMPO9QBbVW��*�Q�A��U~Ç���W��*bG�AYuaT��[\��O9WZ����MPYtU~[\Y�O9�#C3�ZMP����W,]^W,UX�V}�MPQ�Ç���W 6 £ÀbuaTY9� � > < � H,�
]Òa���W�O9]^WÝb9[ 4y}�Q�W�Y9�ZW`Q~}Z�~[\bVWÝbuaTY9�À]Òa��ZMPY9b9[ UX[\MTY C3[ H ��O9[BbVMP[^U Y9}��ZW����XaT[^Q~W���W�YtUA6ZU~Q~WÝ�~a�UX[^�Q�3aT[ UXW
�~O9Q�U~MPOVU�] � W��~L9aT��W¢W�U`Y9MPYeL9]\O9���~W�OV]\W���W�YtU�buaTY9�ÝOVY�êPMP[^�~[\Y9aT_PW{b9W¢] � W�YV�~W���S9]\W S �B�ZMP����W
Y9MPO9�naT]^]\MPY9�À] � W ð L9]\[^��O9W�QRbua�Y9�&]Òa¢�~WZ�ZU~[\MPY%�~O9[ ê�aTYtUXW ß

� � � � 
 � - 
 ������! ��- � 
 $&��� 
C' ���&! ��!1' � /(0#'��&� 01�
¦ MPOVUnbB��aTSNMPQ~b
�=WZ�~�XaL�TMPY9�ÝbB� MPS9��W�QèêPW�Q�]Òa"Y9}��ZW��~��[^U~}�bB� O9Y9Wh��MPY9bV[^UX[^MPY�_P]\MTSuaT]\W ��UXQ~a/êPW�Q��

] � W ð W���L9]\W`bVO$���.�èUXÇZ��W{bG�AYuaT��[\��O9W`��O9[^ê�aTYtU{�
H ��CAx�75:3C=)
?ËY9W`êPWZQ~��[\MPY%]\MA�/aT]^WÝb9WÆ]Òa¢�ZMPY9b9[ UX[^MPY C3[ HÀb9O%U~�9}�MTQ~Ç���W < �~W�Q~aT[^U&��O9WÆ]\aN�;MTY9�ZU~[\MPY V �~MT[^UÆ�C3[ � HÀO9Y9[K�;MPQ~��}���W�YtURLNMP��[^UX[ êPW`bua�Y9�&O9Y%êTMP[\��[\Yua�_PWÝb9WÆ] � W�YV�~W���S9]\W S �

∃ ε∗ > 0, ∀ ε > 0, ∃ γ > 0 UXWZ]���O9W ∀ x ∈ X , ε∗ ≥ d(x,S) ≥ ε =⇒ V (x) ≥ γ.

îÀMPY9�~[^b9}�Q�MPY9� b9MPYV�n]^WR�Q�A��U~Ç���WËb5�.Y9aT��[^��O9WR�~O9[ ê�aTYtU bVMPYtU ]\W���ê�aTQ�[Òa�U~[\MPY9�8UXWZ��LNMPQ~WZ]\]^W��Î��MPYtU
Q~W�LVQ~}���W�YtUX}ZW��Ýb9aTY9�&]Òa�*u_TO9Q~W 9Vß £¢W�Y �;MPY9�ZU~[\MPY�b9WZ�&��MPY9bV[^UX[^MPY9�R[^Y9[^U~[ÒaT]^W����



































dx

dt
= −1 ��[ x < −1 MPO 0 < x ≤ 1,

dx

dt
= 0 �~[ x = 0,

dx

dt
= 1 �~[ x > 1 MTO −1 ≤ x < 0.

C 9.ß 6 H

��] W���U�}ZêA[\bVW�YtU���O9W�]\W"LNMP[\YtU {0} W��èU¢��UXaTS9]^W�LNMPO9QÆ��W��Q�A��U~Ç���W�bG�AYua���[^�AOVW�W�U�WZY�W%4yWZU!��~[¾]���MPYK�å�VMP[\��[^U¢]\a��;MPY9��UX[^MPY V �~O9[ ê�aTYtUXWg�ZMP����Wg��aTY9b9[^bua�UXW�LyMPOVQB6ZU~Q~W
O9Y9W3�;MTY9�ZU~[\MPY�bVW/ �PaTL9O9YVMzê
{

V (x) = |x| ��OuaTYVb |x| ≤ 1

V (x) = 2 − |x| ��Oua�Y9b |x| > 1,

aT]\MPQ��
MPY LyWZOVU�êPMP[^Q
�~O9Q%]Òa *u_TO9Q~W 9Vß=< bVW
_PaTO9�å�9W
��O9W��ZW���ê�aTQ~[\a�UX[^MPY9�gbua�Y9��]\W�UXWZ��LV�
�Xa�U~[\�Q�;MTY�U¢]Òae�ZMPY9b9[ UX[\MTY C3[^[\[ H`b9O�U~�9}�MPQ�Ç���W <9ß Õ�O9[^�~��O9W
]^W�����MTY9b9[^U~[\MPYV� C3[�� HÆWZU�C;[\[ H`b9W
�ZW
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D ) D ) J�E w�� o�k o�E � w i JBH ' J c HlkNÜ wgq i ' d � � 	

x(t)
2

1

0

−1

1 2 t

−2

x(t) = −t + x(0)

x(t) = t + x(0)

x(t) = −t + x(0)

x(t) = t + x(0)
x(t) = 0

� ÐÙÍ�� 9Vß £ � / WZ�nê�aTQ�[Òa�U~[\MPYV�ÀbuaTYV�n]^WÝUXWZ��L9�&b9O%�Q�A�èUXÇ���W{bG�AYuaT��[\��O9WEC 9.ß 6 H

UX�9}ZMPQ~ÇZ��WË�~MPYtUR}Z_taT]\WZ��WZYtUÀ�Z]ÒaT[^Q~W���W�YtU �Xa�U~[\���3aT[^U~W��!���ZWZU~U~W;�;MPY9��UX[^MPY�WZ��URb9MTY9�ÝO9Y9WA�;MPY9��UX[\MTY
b9W / �ta�L9O9Y9M�ê�LyMTO9Q ]^WËLNMP[^Y�U �èUåaTS9]^W x = 0

ß / a{��MPY9bV[^UX[^MPY�]\MA�/aT]^WDC3[ � HÎW��èU¾�~O5F��~aTYtUXWÝ[^��[=�/a�Q
[\]�Y�� ��a¢LuaT�Rb9W�b9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}Ý�~O9QÀ] � }ZUåa�U ßuÞ aT[\YtUXWZYuaTYtUL�Va ��MPOVU~MPY9�RO9YVW`b9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}�buaTYV�
]Òa�bG�AYuaT��[\��O9W`b9WÆ�ZW{���A��UXÇZ��W��

∀ x− ∈ ] 0,
1

2
], x+ = 2 − |x−|,

] � }ZêPMT]\OVU~[\MPY�U~W���LyMTQ~W�]^]\WËb9WÆ��WÆ�Q�A��U~Ç���WÆbG�AYuaT��[\��O9W`W��èU&��a�[\YtUXWZYuaTYtU&Q~WZL9Q~}Z�~W�YtU~}�W{buaTY9�&]Òa
*u_PO9Q�W 9.ß;9 �VWZUn] � MPY�LyWZOVUnMPS9��W�Q�êTW�Qn��O9WÆ]\W`LNMP[\YtU x = 0 YB��WZ��UnL9]^O9�&O9Y$LNMP[^Y�U¾��Uåa�S9]\W ß

/ � }ZêPMT]\OVU~[\MPY"buaTYV� ]^W&U~W���L9� b9WË]\a8�;MPY9�ZU~[\MPY��/a�Y9b9[\b9a�UXW V W���U ��aT[\YtUXWZYuaTYtU Q~WZL9Q~}Z�~W�YtU~}�WbuaTY9�{]Òa3*u_POVQ~W 9Vß=< b9W�b9Q�MP[^U~W ß ��] W��èU{��]Òa�[\Q`bB��aTL9Q�Ç��{��WZU�UXW+*u_PO9Q�W"�AOVW�]^W��Æ��MPYVb9[^U~[\MPY9�EC;[ � HJ�
C3[\[ H W�UDC3[^[\[ H�bVOgUX�9}ZMPQ~ÇZ��W < ��MPYtU¾UXMTO ��MPO9Q��¾�Xa�U~[\���3aT[^U~W��ÀL9aTQ¾��W�U~U~W8�;MPY9�ZU~[\MPY V

ß îÀWZLyWZY9buaTYtU!�
��MP����W YVMPO9�%] ��a�êTMPY9��MPS9��W�QèêP}�b9aTY9�%]Òa *u_PO9Q�W 9Vß;9 �RLyMPOVQ%Y���[^��LNMPQ�U~W���O9W�]^]\W<��MTY9b9[^U~[\MPY
[\Y9[ UX[Òa�]\W x > 0 ��]\W��Q�A�èUXÇ���W$U~W�Y9b êPW�Q�� +∞ ��b9MTY9�$]^W�LyMP[^YtU x = 0 YB� W��èU�LV]\O9����UXaTS9]\W ß/ a��ZMPY9b9[ UX[^MPY ]\MA�/a�]\W C3[ � H�WZ��U�b9MTY9� ��[^�~W$W�Y b9}%�3a�OVU
�/a�Qg]Òa�bV[\�~�ZMPYtUX[^YAOV[^UX}eb9O �Q�A��U~Ç���W
L9Q~M�êPMA��O9W<O9Y �XaTO.U
b9W ] � }ZUXa�UL� b9W ] � [\YtU~}�Q~[^W�O9Q�b9W YB� [\��LNMPQ�U~We��O9W�]ÝêTMP[\��[\Yua�_PWeb9W x = 0êPW�Q��Æ] � W ð UX}ZQ~[\WZO9QÝb9W��ZW¢êPMP[^�~[^YuaT_PW ß ?ËYVW���MPY9bV[^UX[^MPY�_P]^MPSuaT]^W{U~W�]^]\W���O9W"]\a���MPYVb9[^U~[\MPY	C;[ H&b9O
UX�9}ZMPQ~ÇZ��W < W��èU&b9MPY9�Æa�S9�~MP]^O9��W�YtU&Y9}��ZW����XaT[^Q~W"�9Y9MPOV�RLyMPO.êPMPY9�&WZY%WJ4�W�U&��MPYV��Uåa�UXW�Q&��O9WÆ]Òa
��MPY9bV[^UX[^MPY�_P]^MPSuaT]^W�C3[ H5YB� W��èUÀLua����Xa�U~[\�Q�3a�[^UXWÀ[\��[R�T�ZWn��O9[uY���[^Y9b9O9[ U�LuaT��b9W&�ZMPY9��]^O9�~[^MPY�aTS9O9��[^êTW
�AO9aTYtU8��]Òa¢�èUåaTSV[\]\[ UX}ÝbVW{�ZWÆ�Q�A��U~Ç���WhbG�AYua���[^�AOVW ß
îÀW�UÎW ð WZ��L9]^W¾YB� W��èU�LuaT�0��L9Q~MTL9Q~WZ��WZY�UÎLuaTQ~]^W�Q8O9Y��Q�A�èUXÇ���W¾bG�AYua���[^�AOVWÀ]Òa�_PQXaTYV_P[\WZY
����W­�

LyWZY9buaTYtU ]\W�� ���.�èUXÇZ��WZ� bG�AYua���[^�AOVW�� ]ÒaT_TQXaTY9_T[\W�YV��LyWZOVêPWZY�U L9Q�}��~WZYtUXW�Q b9W�� ��MT��LNMPQ�U~W���W�YtUX�
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���������
���������
���������

���������
���������
���������

x(t)
2

1

0

−1

1 2

−2

1
2

x(t) = t + x(0)

x(t) = −t + x(0)

x(t) = −t + x(0)

x(t) = t + x(0)

x+(t) = 2 − |x−(t)|
t x(t) = 0

� ÐÙÍ�� 9Vß:9 � / WZ�Ëê�aTQ�[Òa�U~[\MPY9�&bua�Y9��]^WÆU~W���L9��bVOe�Q�A�èUXÇ���W¢bG�AYua���[^�AOVW3C 9Vß 6 Hna/êPWZ�¢b9[^�~��MTY�U~[ �
YAOV[^UX}

V

x

0−1 1

1 1

V

x

0−1 10.5

� ÐÙÍ�� 9.ß:< � / W��¢ê�aTQ�[Òa�U~[\MPYV�hbua�Y9��]\W�U~W���L9�¢b9W
]\a��;MPY9��UX[^MPYK�/aTYVb9[\bua�UXW V (x(t)) LNMPO9Q¢]^W�Q�A��U~Ç���W�bG�AYuaT��[\��O9W�C 9.ß 6 Hg�~aTY9�ebV[\�~�ZMPYtUX[^YAOV[^UX},C � _ta�O9�å�9W HI�ËW�U�a/êTW���bV[\�~�ZMPYtUX[^YAOV[^UX},C �
b9Q~MP[ UXWLH
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D ) D ) J�E w�� o�k o�E � w i JBH ' J c HlkNÜ wgq i ' d � �CD

�~[\��[\]\aT[\Q�W�� LuaTQ&W ð WZ��L9]^W`]\MPQ��~��O9WÆ]\W`�ZM.WJF���[\WZYtUËbVW{Q�W��èUX[^U~OVUX[^MPY��Xa�U~[\���3aT[^U
q+

q−
→ +∞.

��W���O9[ LNW�OVU 6ZU~Q~W�]^W"�/aT�h]\MPQ��~��O9W e > 1 MPO�]^MPQ~���AOVW�]Òa
��a�UXQ�[\�ZW�b���[^Y9W�QèUX[\W"WZ��U¢��[\Y9_TO9]\[^Ç�Q~WC3]\MTQ~�~��O9Wn]\WZ��êTa�]\W�OVQ~� L9Q~MTL9Q~WZ� b9Wn]Òa`��a�UXQ�[\�ZWRbB��[^Y9W�QèUX[^W¾UXW�YVb9W�YtUÀêTW�Q��Àñ�}ZQ~MhMPO�êTW�Q��À] � [\Y5*uY9[ H ß

4

�nMPO9��êTW�Y9MPYV�{bVW���MPYtU~Q~W�Q��AO���[^],W��èUÆLyMT�~�~[^S9]\Whb9W¢UXQ�MPOVêTW�Q`b9WZ�`�Q�A��U~Ç���W��ÆbG�AYuaT��[\��O9WZ�
]ÒaT_PQ~aTY9_P[^W�Y9� Y9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^W�Q��¾LyMTO9Q¾]\WZ�~��O9WZ]\�&O9Y9W`�ZMPY9b9[ UX[\MTYg_P]\MTSuaT]\WËW��èUËYV}���WZ�~�~aT[\Q�W ß îÀW�LNW�YA�
buaTYtUL�z]Òa¾Q�W���aTQ~��O9WÀ¡¾buaTY9� ��¡ 7 ��L9Q�}���[^�~W ��OB� O9Y9WÀ�ZMPY9b9[ UX[^MPY`]\MA�/aT]^WÎLNW�OVU 6ZU~Q~W �~OGF��~aTYtUXWÀLNMPO9Q
L9Q~MPO.êPW�Q�]Òa"��Uåa�S9[\]^[^UX}ÆbB� O9Y����A��UXÇZ��W�bG�AYuaT��[\��O9W�]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y�Y9MPY.��Q~}Z_PO9]\[^W�Q ß �ËMPO9�nêPWZQ~Q~MTY9�
LuaTQÝ]\a��~O9[ UXWh�AOVW��~MPO9�`�ZW�QèUåaT[^Y9W��Ý� �ALNMTUX�9ÇZ�~WZ�!��O9Y9W��ZMPY9b9[ UX[^MPYe]^M.��aT]\W=C3[�� H&b9O�UX�9}ZMPQ~ÇZ��W <
LyWZOVU%W�Y WJ4�W�U�6ZUXQ�W<�~OGF��Xa�Y�U~W�LNMPO9Q
L9Q�MPOVêTW�Q%]ÒaK��UXaTS9[\]^[^U~}eb9W<��WZ�$���A��UXÇZ��WZ� ßËÔ �~�XaL�TMPY9�
bB��[^b9W�YtU~[ *uWZQnb9aTY9�&��O9W�]^�n��aT�&��WZ]Òa"�~W�Q~aT[^U&��OGF��XaTYtUËW�Y%Q~WZL9Q~WZYuaTYtU�]\a�L9Q~WZ��[^Ç�Q~W`L9aTQ�U~[\W`b9WÆ]Òa
b9}���MPY9�èUXQXa�UX[\MTY%bVO�U~�9}�MTQ~Ç���W < �

"ÝY"�~O9LVLyMP��W&b9MPY9�R��OB� [\]9W ð [\��U~W&O9Y9W �;MPY9��UX[^MPY V (.) �~a�UX[^�Q�3aT[^�XaTYtU�]^W�����MTY9b9[^U~[\MPYV� C3[�� HI��C3[^[ HWZU�C3[^[\[ H b9O�UX�9}ZMPQ~ÇZ��W < �=a�]\MPQ��¾[\]BW ð [\��U~W d0 > 0 U~W�]B��O9W

∀ x ∈ X , d(x,S) < d0 =⇒ ∀ t ≥ 0, V (X(t, x)) ≤ V (x).

WZUnLyMTO9Q¾UXMPO.U ε ∈ [0, ε∗] [^]BW ð [\�èUXW γ > 0 UXW�]���O9W

∀ x ∈ X , ε∗ ≥ d(x,S) ≥ ε =⇒ V (x) ≥ γ,

��WÆ��O9[*LyWZOVUn��� }���Q�[\Q�W{}Z_taT]^W���W�YtU

∀ x ∈ X , V (x) < γ =⇒ d(x,S) < ε MPO d(x,S) > ε∗,

WZUnLyMTO9QR��W γ > 0 [\]BW ð [^��U~W 0 < δ < d0
UXWZ]��AOVW

∀ x ∈ X , d(x,S) ≤ δ =⇒ V (x) ≤
γ

2
< γ

MPY$MTSVUX[^W�YtUnaT[\YV�~[

∀ x ∈ X , d(x,S) ≤ δ =⇒ ∀ t ≥ 0, V (X(t, x)) ≤ V (x) < γ

îÀW�LNW�Y9bua�Y�U!�=MPYea�Q~Q~[ êPW`��aT[\YtU~W�YuaTYtUA�

∀ x ∈ X , d(x,S) ≤ δ =⇒ ∀ t ≥ 0, d(X(t, x),S) ≤ ε
(N4

d(X(t, x),S) > ε∗. C 9.ß £ H
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� � f F wgq oZEhjgH D ) JBE w�� oZk oZE � c HhJ J�Ü�JBE � � HhJ c o�J f�d"' Eho ' ieJ

îÀW�U~UXW�[\��L9]\[^�/a�U~[\MPY"��MPYtUXQ~WnUXQ�Ç��R��]\aT[\Q�W���W�YtU �AOVW`] � }ZUåa�U X(t, x) LNW�OVU¾�~W�U~Q~MPOVêTW�QRbua�Y9�b9W�O ð WZY9�~WZ�¢S9]^W���b9[\�èUX[\YV�ZUX� ß ��]RW��èU�}�ê.[^b9W�YtU���O9W$b9aTY9�"]\W��/a���bVW �uM�UX�"��MPYtU~[\Y�O9��buaTY9�"]\W
UXW���L9�%�T]\MTQ~�~��O9WÀ]ÒanU~QXa ��WZ�ZU~MP[\Q�W¾b9}�SVOVUXW¾b9aTY9�ÎO9Y¢êTMP[\��[\Yua�_PWÀb9WÀ] � W�Y9��W��¢S9]^W S �T]\WZ�ÎW�YV�~W���S9]\WZ�
YB� a�L9LuaTQèUXW�Y9aTYtU L9aT� aTO�êPMP[^�~[\Y9aT_PW¾b9WR�ZWZU W�YV�~W���S9]\W&Y9WRLNW�OVêTW�YtU LuaT�U6ZU~Q~W&a�U�UXW�[^YtUX�!�t�ZMP����W
[\]\]^O9��U~Q~}&LuaTQ ]Òa`UXQ~a ��W���UXMP[^Q~Wn��MPYtU~[\Y�O9W x1(t)

buaTY9� ]Òa�*u_PO9Q�W 9Vß ¥ ß "ÝY�êPMT[^U b9MPY9�ËS9[\WZY���OB� O9Y9W
��MPY9bV[^UX[^MPY�]^M.��aT]\W W��èU �~OGF��~aTYtUXWRbuaTYV��]\WÀ��aT�Îb9W UXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W¾��MTY�U~[\Y�O9W¾b9aTY9�Î]^W UXWZ��LV� ß î�� W��èU
W�Y�W%4yWZU&�ZW`�AOVW{YVMPO9�&a/êA[\MPY9�ÀL9O�MPS9�~WZQ�êTW�Q&buaTY9�R]���W ð W���L9]\WÝ�Z[ ��b9W����~O9�%�u]\MPQ��~��O9WÝ]^WÝ�Q�A��U~Ç���W
bG�AYuaT��[\��O9W C 9Vß 6 HÀY9WÆLNMP�~��}�bua�[^U&LuaT�&b9WÆb9[^�~�ZMPYtUX[\Y�O9[ UX} ß
Þ a�[\YtUXWZYuaTYtUL�.]\MPQ��~��O9W�]^W �uM�URLyWZOVUR��O9S9[\Q b9W��RbV[\�~�ZMPYtUX[^YAOV[^UX}Z�Àbua�Y9�R]\WnUXW���L9�%�.]���}�Uåa�UÀb9O

�Q�A��U~Ç���W¾LyWZOVUÎ�~aTOVU~W�QÎb9W YB� [\��LyMPQèUXW ��O9W�]AêPMP[^�~[^YuaT_PW b9W S êPWZQ~�Î]���W ð U~}�Q�[\W�OVQ,b9W ��W êTMP[\��[\Yua�_PW����MP����WÀ]\WR��MPYtUXQ~WR]\aËUXQ~a ��W���UXMP[^Q~W x2(t)
buaTY9� ]\a;*u_PO9Q�W 9Vß ¥ ßtÅ aTY9� �ZWn��aT��] �5�TO9Y9W&�ZMPY9b9[ UX[\MTY

_P]\MPS9aT]\W�C3[ HÆ��W�Q~aeY9}��ZW����XaT[^Q~W
buaTYV��]\W�UX�9}ZMPQ~ÇZ��W < a)*9Y�b9WgY9W�LuaT��U~[\Q�W�Q{b9W��¢�ZMPY9�Z]\O9��[\MPY9�
aTS9O9��[^êPWZ�À��OuaTYtU �{]\a{�èUåaTS9[^]\[ UX}Rb9Wn] � W�Y9��W��¢SV]\W S ß î�� W���UÀ}�_ta�]\W���W�YtU ��Wn��O9W�YVMPO9� a�êA[^MPY9� L9OMPS9�~WZQ�êTW�Q&buaTY9�À] � W ð W���L9]\WË��[p��b9WZ�~�~OV�!�9]^MPQ~���AO���O9YVWÝb9[\����MPYtU~[\Y�O9[^U~}�}�UåaT[ URa ��MPO.UX}�WÆa�Og�Q�A��U~Ç���W
bG�AYuaT��[\��O9W C 9Vß 6 H ß
�&W���aTQ~��O9MTY9�Î��O9WR]\W��uMTU�LNW�O.UÎUXMPO.UU���3aT[ UÎ�~OVS9[\QÎbVW���b9[^�~��MTY�U~[\Y�O9[ UX}��5��O9[9_taTQ�b9W�YtU�]���}�Uåa�U

X(t, x) ��]���[^Y�U~}�Q�[\W�OVQ¾bB� O9Y%êTMP[\��[\Yua�_PW`b9WÆ] � W�Y9��W��¢SV]\W S �N�ZMP����WÝ]^W`��MTY�U~Q~WÆ]Òa�U~QXa ��WZ�ZU~MP[\Q�W
x3(t)

buaTY9�h]Òa *u_PO9Q�W 9.ß ¥ ß / MPQ��~��O9W�]^W����A��UXÇZ��W�bG�AYuaT��[\��O9W�LyMT�~�~ÇZb9Wgb9WZ��b9[^�~�ZMPYtUX[\Y�O9[ UX}Z�
a �PaTYtU�bVW��&L9Q~MTL9Q~[^}ZUX}Z�&LuaTQ�U~[\�ZO9]\[^Ç�Q~WZ�¾��MT����W`LuaTQRW ð WZ��LV]\WÆ]Òa¢L9Q�MPL9Q�[\}ZU~}`�~O9[ ê�aTYtUXW��

d(X−(t, x),S) ≥ d(X+(t, x),S) C 9Vß;9 H
aT]\MPQ��Ë[^]�W��èUÝ��]\aT[\Q&��OB� O9Y9W¢�ZMPY9b9[ UX[^MPY$]^M.��aT]\WÆLNW�OVUË����a/êP}ZQ~W�Q`��OGF��XaTYtU~W ßBÅ aTY9��]^Wh�å�9aTL9[^U~Q~W¢¥
Y9MPO9��êPWZQ~Q�MPY9� �AOVWË]\aÝ��MPY9bV[^UX[^MPY�C 9.ß;9 HÎLNW�OVUU6�UXQ�WË�~a�UX[^�Q�3aT[ UXW¾Lua�Q�b9W�� �Q�A��U~Ç���W�� bG�AYuaT��[\��O9WZ�
]ÒaT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�ÆY9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ~� ß8Ô Y�WJ4�W�UL�,YVMPO9�¢a/êTMPY9�¢b9} �7�e��MPYtUXQ~}�aTO��å�9aTL9[^U~Q~W�L9Q~}Z��}Zb9W�YtU
�AOVWR]\W��5b9[\����MPYtU~[\Y�O9[^U~}��5b9W¾] � }ZUXa�UÎ}�UåaT[^W�YtUÎ]^[\}ZW��-�ËO9Y9W¾]^MP[.b���[^��Lua��ZUL�zY9MTO9�,êPWZQ~Q�MPY9� aT]^MPQ~�5�AOVW
]Òa�L9Q~MTL9Q~[^}ZUX}EC 9Vß:9 HÀb9}�LNW�YVb9QXa"W�Y%LuaTQèUX[\�ZO9]\[^W�Q b9WÆ]Òa�ê�aT]\WZO9QRb9O%��MAW%F���[^W�YtUnb9WÆQ~WZ��UX[ UXOVU~[\MPY ß
Å W$��a�Y9[\ÇZQ~W�_P}�YV}�QXa�]\W�� LNMPO9Q�]\WZ�����.�èUXÇZ��WZ�gbG�AYuaT��[\��O9WZ��b9}Z��Q~[ U3�<UXQ~a�êTW�Q��gb9W�� �uMTU~�

LyMPO.êTa�Y�UÆLVQ~}���W�YtUXWZQ�b9WZ�Æb9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}��!��O9Y9W"��MPYVb9[^U~[\MPY�_T]\MPSua�]\W¢��O9Q`]Òag�ZMPY9b9[ UX[\MTY C3[ Hnb9O
UX�9}ZMPQ~ÇZ��W < �~WZQXa�Y9}Z��WZ�~�Xa�[\Q~W ß "ÝY�LNW�O.U¢Q~WZ��a�Q~��O9W�Qh��OB��OVY9Wg��MTY9b9[^U~[\MPY
_P]^MPSuaT]^W�a�L9LuaTQ~a��\U
}�_taT]^W���W�YtU&buaTYV�	��£ < � > 9 �N¡ 7 �*LyMPOVQR]Òa¢�E6���W`QXaT[^�~MPY ß
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ε∗

x3(t)

x2(t)

x1(t)

ε

S

� ÐÙÍ�� 9Vß ¥ � ÔÎð WZ��L9]^W��hb9W�U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WZ�{êT}�Q�[ *=aTYtU C 9Vß £ HJ� x1(t)
OVY9W�U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~W���MTY�U~[\Y�O9W)�

x2(t)
O9Y9WÆUXQ~a ��W���UXMP[^Q~WÆb9[\����MPYtU~[\Y�O9W{�AOVW�]\�ZMPY9��O9W)� x3(t)

O9YVW{U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WÆb9[^�~�ZMPYtUX[\Y�O9WÆêP}ZQ~[p�
*=aTYtU d(X−(t, x),S) ≥ d(X+(t, x),S)
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/ WeU~�9}�MPQ�Ç���W < ��O9W Y9MPOV��êPWZY9MPY9��b9W�LVQ~MPLNMP�~WZQ3�;MPO9Q�Y9[^U�O9Y MPOVU~[\]nbB� a�YuaT] �A��W�b9W ]Òa

��Uåa�S9[\]^[^UX}�aTO �~WZY9�Æb9W / �taTL9OVY9M�ê b9W��`���A��UXÇZ��WZ�hb5�.Y9aT��[^��O9W��`Y9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ~� ß ��]ÎLNW�OVU 6�UXQ�W
}�_taT]^W���W�YtU [\��LyMTQ�Uåa�Y�UÎb9W&LyMP���~}Zb9W�Q b9W�� MPOVU~[\]\��LNW�Q���W�U~UXaTYtU b���}�UXO9b9[^W�Q ]Òa`�èUåaTS9[^]\[ UX}RaT���A��L.�
UXMTU~[\��O9W b9W ��W��8�Q�A�èUXÇ���W�� ßTÅ aTY9�,]^W��/aT�8b9WZ�5���.�èUXÇZ��WZ�,bG�AYuaT��[\��O9WZ�5�ZMPYtUX[^YAOV�!�z[\]PWZ��U5LyMT�~�~[^S9]\W
b9WË�ZMPY9�Z]\O9Q�Wn��O9Q ]Òa`��UXaTS9[\]^[^U~}RaT�Q�A��LVUXM�UX[\��O9W&bB� O9Y�W�Y9��W��¢S9]^WËWZY�[^��LNMP�~aTYtU b9W�� � �.LNMTU~�9Ç���W��
L9]\O9�1�;MPQ�U~W�� �~O9Q ��WnUX�9}ZMPQ~ÇZ��WËb9W��èUåaTS9[^]\[ UX} ß / a{L9Q~WZOVêPW�b9W�]\a{�èUåaTS9[^]\[ UX}naT�Q�A��LVUXM�UX[\��O9WnbuaTYV�
]\W¾UX�V}�MPQ�Ç���WnbVWË�èUåaTS9[^]\[ UX}¾a�O���W�Y9� b9W / �PaTL9O9YVMzê"Q�W���O9[^W�Q�U ]���OVU~[\]^[\�Xa�UX[\MTY�b9W&]Òa`b9}ZQ~[ êP}�W&b9Wn]Òa
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�;MPY9�ZU~[\MPY
bVW / �taTL9OVY9M�ê ß�/ � W ð UXWZY9�~[^MPY%b9WÝ��W�U~U~W{L9aTQ�U~[\W�bVO�U~�9}�MTQ~Ç���W`aTO���aT�¾b9WZ�n���A��UXÇZ��WZ�
bG�AYuaT��[\��O9W���b9[\����MPYtUX[^Y�O9����W��¢S9]^WgaT]^MPQ~�{]\MT[\Y�b�� 6�UXQ~W�UXQ~[ êA[ÒaT]�L9OV[\�~��O9W�Y9MPO9�¢YVW�b9[^�~LNMP�~MPYV�
L9]\O9�&bB� O9Y�UXWZ]�MPOVUX[^] ß

?nY�aTOVU~Q~W U~�9}�MTQ~Ç���WÀ��W¾Q~}�êPÇZ]\WÀ[^Y9b9[^�~LNW�Y9�~aTS9]\W LNMPO9Q,LVQ~MPOVêTW�QÎ]\aË�èUåaTS9[^]\[ UX} aT�Q�A��LVUXM�UX[\��O9W
buaTY9�&]\W��/aT�Rb9WZ�&�Q�A��U~Ç���W��&bG�AYuaT��[\��O9WZ�R��MPYtUX[^Y�O9�!�u]^W�UX�9}ZMPQ~ÇZ��W`b���[^Y�ê�aTQ�[ÒaTYV��WÝb9W / a é aT]\]^W ß
�ËMPO9�ÝêTW�Q�Q~MPY9� �g]\a��~WZ�ZU~[\MPY <9ß:9 �y�AO���[^],W��èUÆLyMT�~�~[^S9]\WhbB��aTbuaTLVU~W�Q`]^WhUX�V}�MPQ�Ç���W¢bB� [\Ytê�aTQ~[\aTY9��W
b9W / a é a�]\]\W�LNMPO9Q{]\WZ�Æ�Q�A��U~Ç���W��¢LNMPOVê�aTYtUh�~O9S9[^QhbVW���bV[\�~�ZMPYtUX[^YAOV[^UX}Z�!�*��aT[\�Æ��WZ]Òa�Y9}��ZW����~[^U~W
b9W��Æ� �ALyMTU~�9Ç���W��Æ�~OVL9L9]\}Z��WZYtUåaT[^Q~W��`��O9Q`]\WZ�ÝL9Q�MPL9Q~[^}ZU~}��`��O9W�b9MP[ êPWZY�U`êT}�Q�[ *uWZQ`]\W��`���A��UXÇZ��WZ�
bG�AYuaT��[\��O9W��
YVMPY.��Q�}�_POV]\[\WZQ~� ßÀÔ Y W%4yWZU!�¾��WeU~�9}�MTQ~Ç���W Y9W ��W�QXaKa�L9L9]\[^�/aTSV]\W%�AOVW
LNMPO9Q�]\W��
�Q�A��U~Ç���W��¢bG�AYua���[^�AOVW��{LyMP���~}ZbuaTYtU¢O9YVW�L9Q�MPL9Q~[^}ZU~}�S9[^W�Y
LuaTQèUX[\�ZO9]\[^Ç�Q�W
�8]\a%�ZMPYtUX[^YAOV[^UX}�b9WZ�
UXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W���LuaTQ
Q~aTL9LNMPQ�U
aTO ð �ZMPY9b9[ UX[\MTY9�g[\YV[^UX[\aT]\WZ� ß îÀW�LNW�Y9b9aTYtU$]^MPQ~����OB��MTY �Z��[^Y�U~}�Q�W��~��W
aTO ð ���A��UXÇZ��WZ�`bG�AYuaT��[\��O9WZ�Ýb9MPYtUÆ] � }ZUXa�UÝLNW�O.U`�~O9SV[\QÝb9WZ�Ýb9[^�~��MTY�U~[\Y�O9[ UX}��%���ZWZU~U~W�L9Q~MTL9Q~[^}ZUX}
YB��WZ��URL9aT� MTS9]\[^_ta�UXMT[\Q~WZ��WZYtU��Xa�U~[\���3aT[^U~W ß �ËMTO9� êTW�Q~Q�MPY9�¾b9aTY9�À]\a{��W���UX[\MTY <9ß ¥5��buaTY9� ��O9W�]^�À�/a��
]\W��R���A��UXÇZ��WZ�&bG�AYuaT��[\��O9W��R]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9� Y9MPY.��Q~}�_TO9]\[^W�Q~� ��MPYV�~W�QèêPWZY�UË��W�U~U~W{LVQ~MPL9Q�[\}�UX} ß �ËMPOV�
��MPY9�èUåa�U~W�Q�MPY9��WZY�Lua�Q�UX[^��O9]^[\WZQ`�AOVW�] � MPY
LyWZQ~b�_P}�Y9}ZQXaT]^W���W�YtU{��W�U~UXW�L9Q~MTL9Q~[^}ZUX}�]\MTQ~�~��O9W�b9WZ�
[\��LuaT�ZU~�5��O9]^U~[\L9]^W��8�~W¾L9Q�M.bVO9[\��W�YtUL����W¾��O9[.W��èU���a�]\�9WZO9Q~WZO9�~WZ��WZY�U,]\W �/aT�ÎL9aTQ,W ð WZ��LV]\WÀLNMPO9Q
]\W��&Q�MPSyM�UX�R��aTQ~�å�9WZO9Q~�&]^MPQ~���AOVW{]^W`L9[\WZb�b9O$Q�MPSNMTU&L9Q~WZY9b$aTL9L9O9[���O9Q&]\W`��MP] ß
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¦ MPOVU�bB��aTSyMTQ~b
� QXa�L9LyWZ]\MPYV��]\a
b9}J*uY9[ UX[\MTY b9W%]Òa
��Uåa�S9[\]^[^UX}�a��Q�A��L.UXMTU~[\��O9W$aTO ��W�Y9�gbVW/ �PaTL9O9YVMzê�b���O9Y%W�YV�~W���S9]\W
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S ⊂ X
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d0

����,$,.�	�;83�

d(x,S) ≤ d0 =⇒ d(X(t, x),S) −→ 0
�;8 )#� !

t → ∞ .

/ a�Y9MTU~[\MPY
b9WÆ�èUåaTS9[^]\[ UX}`aT���A��LVU~MTUX[^��O9W`W��èUË[^]\]^O9��U~Q~}�W�buaTY9�&]ÒaB*u_TO9Q~W <9ß 6 ß
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Å a�Y9�&]\W`�/a��Rb9W��n�Q�A��U~Ç���W��nbG�AYuaT��[\��O9WZ�n�ZMPYtUX[^YAOV�nb9aTY9�&]\W�U~W���L9�!�u]^WÝUX�9}ZMPQ~ÇZ��W`OV�~O9WZ]

LyWZQ~��WZU~UXaTYtU&b9W`��MPYtUXQ~WZQR]Òa��èUåaTSV[\]\[ UX}�aTO��~W�YV�nbVW / �PaTL9O9YVMzê�b���O9Y�WZY9�~WZ�¢S9]\W S LNW�O.U&}�_ta��]\W���W�YtU!�À�~MTO9��Q~}���W�QèêPW
bB��OVY9W ��MPYVb9[^U~[\MPY ��O9L9L9]^}���W�YtUåa�[\Q~W)�¾LNW�Q~��WZU�UXQ�W�b9W ��MTY9��]^O9Q~W��K]Òa
��Uåa�S9[\]^[^UX}¢aT�Q�A��LVUXMTU~[\��O9W�b9W"�ZWZU{W�Y9��W��¢SV]\W ß*Ô Y
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x

S

X(t, x)

d0

� ÐÙÍ�� <9ß 6 � é UåaTS9[^]\[ UX}Ýa��Q�A��L.UXMTU~[\��O9W{aTO��~WZY9�ËbVW / �PaTL9O9Y9M�ê�bB� O9Y$W�Y9��W��¢S9]^W S

��� *+��������12���3� ! 6 ��* ���.� �;)#�3��� b9O�U~W���L9�¾aT]^MPQ~� ]\WnUX�9}ZMPQ~ÇZ��WËb9W��èUåaTSV[\]\[ UX}&LNW�Q~��WZUÀb9W��ZMPY9�Z]\O9Q�W
�AOVWh]���WZY9�~WZ�¢S9]\W`�èUåaTSV]\W`W��èUÝa��Q�A��L.UXMTU~[\��O9W���W�YtU&�èUåaTS9]^W � <8< � ß

/ a b9}���MPY9�èUXQ~a�UX[^MPY b9W���W�UX�9}ZMPQ~ÇZ��W�Q~WZLyMT�~W��~O9Q�]Òa �ZMPYtUX[\Y�O9[ UX}
b9W%]Òa�bV}�Q~[ êP}ZW$b9W%]Òa
�;MPY9�ZU~[\MPY�b9W / �PaTL9O9Y9M�ê V W�U¾OVU~[\]\[^�~W&] � [\YtU~}�_PQ~a�UX[^MPY"buaTY9� ]\W&UXW���L9� b9W��ZWZU~U~W��;MPYV�ZUX[^MPY ß ?ËYVW
W ð UXWZY9�~[^MPYeb9W{��W{UX�9}ZMPQ~ÇZ��W{aTO$�/aT�nb9WZ�Ë���.�èUXÇZ��WZ��b9[^�~��MTY�U~[\Y�O9�nW��èU��ZW�LNW�Y9bua�Y�U�]\MP[^Y�bB� 6�UXQ�W
UXQ~[ êA[ÒaT]^W ß îÀMPY9��[\b9}ZQ~MPY9� ]^W¾�/aT��bVW����Q�A�èUXÇ���W�� bG�AYua���[^�AOVW���]Òa�_PQXaTYV_P[\WZY9�,Y9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ~�!��Y9MPOV�
êPW�Q�Q~MPYV� a�O¢�å�uaTL9[ UXQ�W&¥���O9WR]Òa�bV}�Q~[ êP}ZWRb9W¾]ÒaA�;MPY9�ZU~[\MPY�b9W / �taTLVO9Y9M�ê V WZ��U b9}J*uY9[\WÀLuaTQÎO9YVW��WZ�~O9Q�Wha�S9��U~QXaT[ UXW dV ��O9[��~WZQXa"L9]\O9� �;MTQ~��}Z��WZYtU / WZSyWZ�~_PO9W­��[^Y�U~}�_PQ~aTS9]^W ß / W��&ê�aTQ~[\a�UX[^MPY9� b9W
dV YVWn��W�Q�MPYtU bVMPY9�&L9]\OV� MTS9]\[^_ta�UXMT[\Q~WZ��WZYtU,�ZMPYtUX[\Y�O9WZ� buaTY9� ]\W¾U~W���L9� ß / � W ð UXWZY9�~[^MPY�b9[\Q�W��ZU~Wb9O
UX�9}ZMPQ~ÇZ��W`b9WÆ�èUåaTS9[^]\[ UX}nYB��WZ��Unb9MPYV�`LuaT�RLNMP�~��[\S9]^WÝ�XaTYV�n� �ALNMTUX�9ÇZ�~W{�~O9LVL9]\}Z��WZY�UXaT[\Q�WÝ�~OVQ
dV
ß*Ô Y<��a ��MTQXaTYtU dV LuaTQ`O9YVW���W���O9Q~W��èUXQ�[\�ZU~W���W�YtUÆY9}Z_ta�UX[ êPW)��[\],��W�Q~aT[^U`LNW�O.U�� 6�UXQ�W�LNMP����~[\SV]\WÝb9WÆL9Q�MPLNMP�~WZQRO9Y9WÆW ð UXWZY9�~[^MPY%b9O
UX�9}ZMPQ~ÇZ��W`b9W / �ta�L9O9Y9M�ê
LNMPO9QRL9Q�MPOVêTW�Q&]Òa¢�èUåaTS9[^]\[ UX}

aT�Q�A��LVUXMTU~[\��O9WÆb9WZ�n���A��UXÇZ��WZ�Ëb5�.Y9aT��[^��O9W��&]Òa�_PQXaTYV_P[\WZY9�¾Y9MPYA��Q~}Z_PO9]^[\W�Q�� ß
îÀWZLyWZY9buaTYtUL��]^W�UX�V}�MPQ�Ç���W�b9W���UXaTS9[\]^[^U~}¢aTO<�~WZY9�Æb9W / �taTLVO9Y9M�ê<Y9W��~W�Q�}ZêTÇ�]\W"Lua��ÝUXMPO.�

��MPO9Q~�N�3aT�Z[\]^W �
OVU~[\]^[\�~WZQ ß,Ô Y W%4yWZU�LNMPO9Q"��WZQ�Uåa�[\Y9�"�Q�A�èUXÇ���W���bG�AYuaT��[\��O9WZ��a��Q�A��L.UXMTU~[\��O9W��
��WZY�UÀ��UXaTS9]\WZ�!��[\]=WZ��U¾L9aTQQ�;MP[^� bV[ F���[^]\W&b9WËU~Q~MPO.êPW�Q O9Y9WA�;MPY9�ZU~[\MPY�b9W / �PaTL9O9Y9M�ê���U~Q~[\��UXWZ��WZY�U
b9}��ZQ~MP[^�~�Xa�Y�U~W
buaTY9��]\W�U~W���L9� ß îÀWZU~U~Wg�~[ UXOua�UX[\MTY�W��èU"�~MPO.êPW�YtU"[^]\]\OV��UXQ�}�W�LuaTQ�]���W ð W���L9]\W�b9O
LyWZY9b9O9]^WËa/êTW��(�;Q~MTU�UXW���W�YtU � < < � ß�Å aTY9� ]^WR�/aT� b9WZ� ���.�èUXÇZ��WZ� bG�AYua���[^�AOVW�� ]ÒaT_TQXaTY9_T[\W�YV�ÎY9MPY.�
Q~}�_TO9]\[^W�Q~�%��YVMPO9�,êTW�Q~Q�MPY9��a�O��å�uaTL9[ UXQ~W¾¥Ë��O9WR��W�U~U~W¾�~[ UXOua�U~[\MPY{W��èU Q~WZY9��MPYtU~Q~}�WÀbuaTY9�Î]^WÀ��[\��L9]\W
W ð W���L9]\W`bVW{]\a¢SuaT]^]\WÝ��O9[�Q�W�SNMPY9b9[ UR]\MPQ��~��O9W`]^W��R[\��LuaT��UX�R��MPYtU&b9[\���~[\L9a�UX[K�;� ß �nMPO9�na/êPMPYV�nWZY
W%4yWZUhMPS9�~WZQ�êT}gaTO
�å�uaTL9[ UXQ�Wg£
��O9W�]^W"�Q�A��U~Ç���W�}ZUXaT[^U{a��Q�A��L.UXMTU~[\��O9W���W�YtU{��UXaTS9]^W���WZUhY9MPOV�
êPW�Q�Q~MPYV�g��OB��[^]&W���U�Q~WZ]Òa�U~[^êPWZ��WZYtU���[\��L9]\W
b9W%UXQ�MPOVêPWZQ�O9YVW��;MPY9��UX[^MPY bVW / �taTLVO9Y9M�êS�À��aT[\�
��W�]^]\W­����[�YB��WZ��UnLuaT�&�èUXQ~[^�ZU~W���W�YtUnb9}��ZQ~MP[^�~�Xa�Y�U~W ß
î�� W��èUhLNMPO9Q���O9MP[ÎY9MTO9�Æa/êPMPY9�Æb9}Z��[^b9}"b9W�Y9MPO9�8�;MA�/a�]\[\��W�QË�~O9QÆO9Y
aTOVU~Q~W�MPO.UX[\]5LyMTO9Q`b9}��

��MPYtU~Q~W�Q8]ÒaR�èUåaTS9[^]\[ UX} aT���.��LVU~MTUX[^�AOVW b9WZ�,���.�èUXÇZ��WZ�,bG�AYuaT��[\��O9WZ�,b9[^�~�ZMPYtUX[\Y�O9� �z]\W�UX�V}�MPQ�Ç���W
b9W / a é a�]\]\W ß=Å aTY9��]Òa"�~W���UX[^MPY��~OV[^ê�aTYtUXWhY9MPO9��aT]\]^MPY9�&b9MPY9��W��~�~aL�PW�Q`bVW�L9Q�MPLyMT�~W�QËO9YeU~�9}�M��
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Q~Ç���W��~[\��[\]\aT[\Q�W�a�O�UX�V}�MPQ�Ç���W�b���[^Y�ê�aTQ�[ÒaTYV��W"b9W / a é aT]\]^W�LyMTO9QÆ]\W��{�Q�A�èUXÇ���W��hbG�AYuaT��[\��O9WZ�
b9}��ZQ~[^U~�&LuaTQRb9WZ� �uM�UX�&[\Ytê�aTQ~[\aTYtURbuaTYV�n]^WÝUXWZ��L9� ß

�Gb�� � Ä
®RºÆ¼,´&µ ° ¯���«Z¶ 
Ý©Æ¼5«Z©h¶�ÂÀ° ¯
° � ©"§�©Æ¬Z¬�° Á ºh¸
¼ ¬�°&± ±B³g±�»
¨*´&µ °&±l¯
³�¶�©hµ «Z·�¸�°&±l¯
«�±*ÂÀºh¶�¨*«�¶�¸�±

� � � �
� � + ' ��+.!1- ��- � 
 !1� � �(+ !1� � 
 � ��� 0 
 ��������� � 01� 01!#��! ���
/ W�U~�9}�MPQ�Ç���WÝbB� [\Ytê�aTQ~[\aTY9�ZWÝb9W / a é a�]\]\WË��� [\YtUX}ZQ~WZ�~�~WD�¢]\a���MPYtêTW�Q~_TW�Y9�ZW{bVW��RUXQ~a ��W���UXMP[^Q~W��

b9W��n�Q�A��U~Ç���W��nbG�AYuaT��[\��O9WZ�n��O9[���MPYtUnb9}%*uYV[\W��nLuaTQ

c�6
�,�51Ù-z1;(N� 5�� � )#�3� ! ���3��6 89� 6�� )#�
x0 �

���&) ���3��,$,.�:, ) ��������� �����
t → X(t, x0)

8 �&12��8 �
'#��12���3�"!#8 ���/��� ��12�&! ��� )#1 � �;8 �

�
���5,�� ��� �/��1 4;,.�&! � � �3�/���$� ����� �

{X(t, x0), t ∈ R
+}

, )
� * )���� �������$* � � ��*+* � � �3��� !
)#�3� % � � 12��8 '#��12���3�

�

/ a�Y9MTUX[^MPY<b9W���Uåa�S9[\]^[^UX}"a��Q�A��L.UXMTU~[\��O9W"Y9}��ZW����~[^U~W�bB� MPS9��W�QèêPW�Q�]\W��`U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WZ�h��Oua�Y9b
]\W`UXWZ��L9� t UXW�YVb$êPWZQ~�n] � [\YG*9Y9[ ß ��]8YVMPO9�&�~WZQXa�a�]\MPQ��¾UXQ~ÇZ�ËO.UX[\]^WÝb9W{��MPYV�~[\bV}�Q~WZQË]^W��&W�YV�~W���S9]\WZ�]\[\��[^U~W�� b9WÆ��W��&UXQ~a ��W���UXMP[^Q~WZ� L+ �ub9}J*uY9[\�&Lua�Q

c�6
�,�51Ù-z1;(N� � � � )#�3� ! ���3��6 �:89� 6���)#���$�3�$� ��)#,
x0 �

8 � �3���$�3�
p

� ��� ) ���3��,.6:89� �3���$�3� , �$1 �$���
�3�/���$� � � !#8 12��89'#��12���3�

X(t, x0)
��� �$, ��� �.��� � 8 ��� �/6 �;83����� �

{tn}
� ��,$,.� �;83�

tn → +∞���
X(tn, x0) → p

�;8 )#� !
n → ∞ �

� � ��� �/��1 4;,.� ! � � ��8
� ,.� � �3���$�3� � , �$1 �$��� � �3�/���$��� � � � ���
) ���3��,.6 ,�� ��� �/��1 4;,.� , �$1 �$��� �3�/���$� � �

L+ �

/ W"UX�V}�MPQ�Ç���W�b���[^Y�ê�aTQ�[ÒaTYV��W�b9W / a é aT]^]\W¢OVU~[\]^[\�~W�]\W��ÆL9Q�MPL9Q�[\}ZU~}��Æb9W���WZ�hWZY9�~WZ�¢S9]\WZ�h]^[\��[^U~W��
LyMP��[^U~[ �;� L+ ß�Ô Y{WJ4�W�UL��bua�Y9�*]\WÎ��aT�*b9W��*�Q�A�èUXÇ���W��*bG�AYua���[^�AOVW��*b9}��ZQ~[ UX��LuaTQ�bVW�� �uMTU~�*ê�aTQ�[ÒaTYtU
��MPYtUX[^Y 	9��WZYtU5b9aTY9�*]\W,U~W���L9�!��]^W,UX�V}�MPQ�Ç���W 9 b9W � > < �P��MPYtU~Q~W���O9W b9W�UXWZ]\��W�YV�~W���S9]\WZ�8]^[\��[^U~W��
�~MPYtU �;W�Q���}Z��WZU*[\Ytê�aTQ�[ÒaTYtUX� ßL/ MPQ��~��OB� MPYh�ZMPY9��[\b9ÇZQ~W�O9Y{�Q�A��U~Ç���W bG�AYuaT��[\��O9W�b9MPYtU*]���}�Uåa�U�LNW�O.U
L9Q~}Z�~W�YtU~W�Q b9W�� b9[^�~��MTY�U~[\Y�O9[ UX}��%�PMPY"LNW�OVU ��MPYtUXQ~WZQÎb9W&��aTY9[\ÇZQ~W¾[^b9W�YtU~[\��O9WR��O9W&��W�U WZY9�~WZ�¢S9]^W
W���U(�;WZQ~��}��u��aT[\�¾MTY%YVW{LNW�O.UËQ�[\WZY%�ZMPY9�Z]\O9Q�W{��Oua�Y�U��"�Xa�L9Q�MPL9Q~[^}ZU~}{b���[^Y�ê�aTQ�[ÒaTYV��W ß
Å a�Y9�¾]\WË�/aT�Àb9W��R���.�èUXÇZ��WZ�RbG�AYuaT��[\��O9W��Àb9[\����MPYtUX[^Y�O9�!�.[\]N�~W�Q~a¢b9MPY9��Y9}��ZW��~�~aT[\Q�W`bB��a�êTMP[\Q

O9Y9WnL9Q~MPLVQ~[\}�UX}R��O9L9L9]^}���W�YtUåaT[^Q~W��t�ZW�]^]\WRb9Wn]Òa`��MTY�U~[\Y�O9[ UX}Rb9WZ� U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WZ� LuaTQ QXaTLVLyMPQèU aTO ð
��MPY9bV[^UX[^MPY9�R[^Y9[^U~[ÒaT]^W��!�

∀ x0 ∈ X , ∀ t ∈ R, x → x0 =⇒ X(t, x) → X(t, x0).
C <Vß 6 H

te
l-0

00
11

98
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 M

ar
 2

00
6



� ) D ) E�F � d j � � H c mpo ' �`w jgo w
'<f H c H¹k w J w k k H 
 	

Õ8MPO9Qn]\W��n�Q�A�èUXÇ���W����AOV[5�~a�UX[^�Q�;MPYtUË��WZU�UXWhL9Q~MPLVQ~[\}�UX})�N]���[^YtêTa�Q~[Òa�Y9��W`b9Wh] � W�Y9��W��¢SV]\W{]\[\��[^U~W
LyWZOVUA6ZUXQ�WÆL9Q~MPO.êP}�W{b9WÆ��aTY9[\ÇZQ~WÆaTY9aT]\MP_TO9W`aTO�]\WZ����W 9Vß 6 b9W � <8< � �

k CAx�x�C � � ���$� 89��� ���
X(t, x)

� ���3���$�38 � )#* * ) ���3��*+� )#8 �(� ��� !#�$� ����� �2�$�3�$����)#,.� �
�
)#,.��* �

�;8 ��, �;83� �/���$� ,.� 12��89'#��12���3�
�
,�� ��� �/��1 4;,.� , �$1 �$� � � ��*+* � � �3��� !
)#�3� %

X(t, x0)
� ��� �$�3'�)#*+��)#�3�

�

q{0zC.4�ANC � îÀMPY9�~[^b9}�Q�MPY9�¾OVYg��MTOVêPWZ��WZY�U X(t, x0)
WZU¾O9YgLNMP[\YtU p buaTYV�¾] � W�Y9��W��¢SV]\W�]^[ ���[ UXWÎ�ZMPQ~Q�W��~LNMPY9b9aTYtU L+ �/[^]TW ð [^��UXW�OVY9W �~}���O9WZY9��W {tn} U~W�]^]\WÎ��O9W tn → +∞ W�U X(tn, x0) →

p ��OuaTY9b n → ∞
ß �`Q'&T�ZW���]\a��ZMPYtUX[\Y�O9[ UX}{b9W��ËUXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W��ËLuaTQ�Q~aTL9LNMPQ�U�aTO ð ��MTY9b9[^U~[\MPYV�

[\Y9[ UX[Òa�]\W�� WZUnOVU~[\]\[^�XaTYtUÀ]Òa¢b9}J*uY9[^U~[\MPY�b9WZ�&W�Y9��W��¢S9]^W��n]\[^��[ UXW�� L+ �uMTY$MPS.UX[\WZYtU
∀ t > 0, X(t, p) = lim

n→∞
X(t, X(tn, x0))

= lim
n→∞

X(t + tn, x0) ∈ L+

��WÆ��O9[*L9Q~MPO.êPWÆ] � [\Ytê�aTQ~[\aTY9�ZWÝb9WÆ] � W�Y9��W��¢SV]\W`]\[^��[ UXW ß
�

� � � � 
 	 � � ��-�' +.����� ��
 !1� � � +.!1�(� 
C� �&� �
� � � 0101�
��]*W��èU`��aT[\YtUXWZYuaTYtUnLyMT�~�~[^S9]\W{b9WhL9Q~MPLNMP��W�Q�OVY9WhêTW�Q~��[\MPYeb9OeUX�V}�MPQ�Ç���WhbB� [\Ytê�aTQ�[ÒaTY9�ZWhbVW/ a é aT]\]^WRbuaTY9� ]\W&��aTb9Q~W&_P}ZY9}�Q~aT]=b9W�� �Q�A��U~Ç���W�� bG�AYuaT��[\��O9W�� b9}Z��Q~[ UX� LuaTQ b9WZ� �uM�UX� LyMTOVê�aTYtU

L9Q~}Z�~W�YtU~W�Q{b9W��Æb9[^�~��MTY�U~[\Y�O9[ UX}�� ß*Þ aT[^�ÝUXMPO.UÆbB� a�SyMPQ�b<QXaTL9LNW�]^MPY9�ÝOVY9W"L9Q~MPLVQ~[\}�UX}�b9O<]^W�����W9Vß 6 b9W � < < �*��O9[�Y9MTO9�&�~W�Q~a�O.UX[\]^WÝbuaTYV�n]\a�b9}���MPY9�èUXQXa�UX[\MTY
b9O%U~�9}�MTQ~Ç���W`b9W / a é aT]^]\W ß

k CAx�x�C 	 � � ���$� 8 ��� ���
X(t, x)

4���*+��6
�
)#,.��* � �;8 ��, �;83� �/���$� ,.� 12��8 '#��12���3�

�
,.� � � * )���� ���

� ���$* � � � ���3'#��* � ���3��'#��* � ,�� ��� �/��1 4;,.� , �$1 �$��� �3�/���$� � � � ��*+* � � �3��� !
)#�3�
L+

X(t, x0) → L+ �;8 )#� !
t → ∞,

q{0zC.4�ANC 	�� "`Y LNW�OVU%��MPYtUXQ~WZQ��AOVW X(t, x0)
aTL9LVQ~MA�å�9W L+ ��Oua�Y9b t → ∞ Lua�Q��MPYtUXQ~aTb9[^�ZUX[^MPY ßTé O9L9LNMP��MPY9�Î��O9WR�ZW¾YB� W���U L9aT�Î]\W �/aT� �PaT]^MPQ~�5[\]�W ð [\�èUXW ε > 0 W�U�O9Y9WÀ�~}���O9WZY9��W

{tn}
a/êTW�� tn → ∞ ��OuaTY9b n → ∞ UXWZ]\�{��O9W d(X(tn, x0),L+) > ε

ß Õ�O9[^�~��O9Wg]\a$��O9[^U~W
X(tn, x0)

W��èU SyMPQ�Y9}�W)�t[\]9W ð [\��U~W&O9Y9W&�~MPOV�è����O9[^U~W X(t
′

n, x0) → x∗ ��OuaTYVb n → ∞
ß / WRLyMP[^YtU

x∗ b9MT[^U`a�L9LuaTQèUXW�YV[\Q�� L+ W�UÆW�Y<� 6Z��WhUXW���L9�`[^],b9MP[ U86�UXQ~W+�
O9YVW�b9[\�èUåaTY9�ZW ε bVW L+ �B�ZW
�AOV[�W���UËO9Y9WÆ�ZMPYtUXQXa�b9[\��UX[\MTY ß9Å MTY9� X(t, x0)

aTLVL9Q~MA�å�9W L+ ��OuaTY9b t → ∞
ß

�
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/ W�U~�9}�MPQ�Ç���W¢b9W / a é aT]\]^WhWZ��UÆSuaT��}��~O9Q�] � }ZUXOVb9W�b9W��ËêTa�Q~[Òa�UX[\MTY9�Ëb9aTY9�`]\W{UXWZ��L9�`b���O9YVW
�;MPY9�ZU~[\MPY V (x) �z��W ��O9[.WZ��U5�uaTS9[ UXO9WZ]\]^W���W�YtU*Q~}�aT]\[^�~}1�Ë]�� aT[^b9W b9W ]Òa&b9}�Q�[^êP}ZWÀbua�Y9�5]^W U~W���L9�8b9W��WZU�UXW1�;MPY9�ZU~[\MPY V̇ (x)

ß Õ5MTO9Q5]^W��8�Q�A��U~Ç���W��Îb5�.Y9aT��[^��O9W��8b9[\����MPYtU~[\Y�O9�!����W�U~U~WÀb9}ZQ~[^êT}�W YB��W ð [\��U~W
LuaT� �;MPQ~�Z}���W�YtUL�*Y9MPOV�hL9Q�MPLNMP�~MPYV�hb9MTY9��OVY9WE�;MTQ~�¢O9]\a�UX[^MPY b9O
UX�9}ZMPQ~ÇZ��W"bB� [\Ytê�aTQ~[\aTY9�ZW�bVW/ a é aT]\]^W�Y9W��3aT[\�~aTYtU¾LuaT�R[^YtUXW�QèêPWZY9[\Q¾]\a�b9}ZQ~[^êT}�W`b9W`]\a �;MPY9��UX[^MPY V

ß �ËMPO9�ÀMPSVUXWZY9MPY9�RbVMPY9�`]Òa
êTa�Q~[Òa�UX[\MTYg�~O9[ ê�aTYtUXWÆb9O�UX�9}ZMPQ~ÇZ��W 9Vß=< b9W � < < � �

E >*6A(=0z?Ax�C 	E	 � �������3�
Ω ⊂ X

89�-��� �/��1 4;,.� � ��1�� ) ��� ���
V : X → R

89��� ��������� �����
� ���3� �$�383� �;)#� �.� � )#�.�;)#�3�

� ��� ,�� ��� �/��1 4;,.�
Ω

� ��� �3�/���$� �$'#��12���3���$�3'�)#*+��)#�3�
�

∀ x ∈ Ω, ∀ t ≥ 0, X(t, x) ∈ Ω,

� �$��� , ) ��������� �����
V

� ��� 8 ������������� �����2����� �0��* ���.� �;)#�3��� !#8 � ��1��3� ,.��* � �;83� , ) ��*0)���� �������$* �
� ��1 12����� � !
)#� �

Ω �

∀ x ∈ Ω, ∀ t ≥ 0, V (X(t, x)) ≤ V (x),

� �$�$��� ,.� �/��8
���0��� �/��1 4;,.�
E ⊂ Ω

*0)�� �/��1 4;,.� ����8 � ,.� � 6���)#�$� ��� , )&��������� �����
V

� ���
� ��� ��� )#�3����!
)#� � ,.� ����1��3�

�

∀ x ∈ Ω, ∀ t > 0, V (X(t, x)) = V (x) =⇒ x ∈ E .

� � ,.� ����*0)���� �������$* � �"!#8 ��� ������12�"! ��� )#1 � �;83� �/���3� � ���3� �$�383� � � )#* * ) ���3��*+� )#8 �&� ��� !#�$������� �
�$�3�$� ��)#,.� �

�
)#,.��* �:� ��8 � � � ,.� � � * )���� �������$* � � ! 6;4;89��)#�3� !
)#� �

Ω
� ���3'#��* � ���3� )���� 1�� ������� �;8 ��12���3�

�;8 )#� !
t → ∞

'#��* � ,.� � , 8 � �#* )#� !"�/��8
���0��� �/��1 4;,.� �$�3'�)#*+��)#�3�
M

! �
E �

q{0zC.4�ANC 	E	 Õ�O9[\����O9W Ω WZ��U5O9Y¢W�YV�~W���S9]\W ��MP��LuaT��U,W�U,[^YtêTa�Q~[Òa�Y�U!����O9W�]^�AOVWÀ�~MT[^U x0 ∈ Ω �
X(t, x0)

W���UÝSyMPQ�Y9}��yb9MPY9��]���WZY9�~WZ�¢S9]^W�]\[^��[ UXWÆ��MTQ~Q~WZ�~LNMPY9bua�Y�U L+ W���UÝY9MPY.� ê.[^b9W��y�T� W��èUÆO9Y
�~MPO9����WZY9�~WZ�¢S9]\W
b9W Ω �R]\W<]\WZ����W 6 ¤ Y9MPOV�$LNW�Q���W�U$WZY9�~OV[^UXW<b9W
��MTY9��]^O9Q~W<��O9W X(t, x0)aTL9L9Q�M.�å�9W L+ ��OuaTY9b t → ∞

ß
Å WRLV]\O9�%�PY9MPO9���~a/êPMPY9� bB��aTL9Q�Ç�� ]\WÀ]\W�����W > ��O9WR��W�U WZY9�~WZ�¢S9]^W L+ W��èU }Z_taT]^W���W�YtU�[\Ytê�a��

Q~[Òa�Y�U!�PY9MPOV��LyMPO.êPMPY9� b9MPYV�R��MPY9�Z]\O9Q�W&�AOVWn�å�9aT��O9WnU~QXa ��WZ�ZU~MP[\Q�W¾b9}�SVOVUåaTYtU buaTYV� Ω aTL9L9Q�M.�å�VWO9Y$��MPO9����W�YV�~W���S9]\W{[\Ytê�aTQ~[\aTYtURb9W Ω ��Oua�Y9b t → ∞
ß

��]9YVMPO9��Q~WZ��U~Wn��[\��L9]\WZ��WZYtUU�ÝL9Q~MTOVêPWZQ ��O9W&�ZWn��MPO9����W�YV�~W���S9]\W&[\Ytê�aTQ�[ÒaTYtUÎ��WRUXQ~MTOVêPW&buaTYV�
E
ßAÅ ��aTL9Q�Ç��¾]\ah�ZMPY9b9[ UX[\MTY C;[\[ HÎb9WË��WnUX�9}ZMPQ~ÇZ��W)�.MPY��XaT[ UÀ��O9W V (X(t, x0))

W��èU¾O9YVW��;MPY9��UX[^MPY
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Y9MPY.����Q~MT[\�~�~aTYtUXW�b9O U~W���L9�!�yWZU V (x) }ZUXaTYtUÆ}�_ta�]\W���W�YtU`OVY9WB�;MPY9��UX[\MTY ��MPYtUX[^Y�O9W�b9W x �BWZ]\]\WW���U{b9MTY9�"SyMPQ�Y9}�W"[^YG�;}�Q�[\W�OVQ~W���W�YtU`��O9QÆ] � W�Y9��W��¢SV]\W���MT��Lua��ZU Ω ��b9MPYV� V (X(t, x0))
a�OVY9W

]\[\��[^U~W l �AO9aTY9b t → ∞ �
lim
t→∞

V (X(t, x0)) = l.

Õ,aTQ�b9}J*uY9[ UX[\MTY
��LNMPO9Q�U~MPOVU p ∈ L+ [^]TW ð [^��UXW�OVY9W �~}���O9WZY9��W tn a/êPWZ� tn → ∞ W�U X(tn, x0) →
p ��Oua�Y9b n → ∞

ß Õ5aTQ&��MPYtUX[^Y�O9[^U~}`b9W V (x) �uY9MPO9�na/êPMPYV�
V (p) = lim

t→∞
V (X(t, x0)) = l.

Å MPY9� V (x) = l ��O9Q L+ �uWZUnL9O9[^�~��O9W L+ W��èU�OVY%WZY9�~WZ�¢S9]^W{[^YtêTa�Q~[Òa�Y�U!�
∀ x ∈ L+, ∀t ≥ 0, V (X(t, x)) = V (x),

aTO9�~��[ÎY9MPOV�`a/êPMPY9� L+ ⊂ E
ßN¦ MPOVUXWZ�`]\WZ�ËUXQ~a ��W���UXMP[^Q~WZ��b9}ZS9OVUåa�Y�UÆb9aTY9� Ω U~W�Y9b9WZYtUÝêPWZQ~�`O9Y�~MPO9����WZY9�~WZ�¢S9]\W�[\Ytê�aTQ~[\aTYtU{b9W E �*W�]^]\W��ÆUXWZY9b9WZY�U�b9MPY9��êPWZQ~�¢]^W�LV]\O9�h_PQXaTYVb��~MTO9�è��W�Y9��W��¢S9]^W[\Ytê�aTQ~[\aTYtU M bVW E �AO9aTY9b t → ∞

ß
�

�Gb�� � º�¶�¨*«�¶�¸
«�¨*®�¯
°&±�¨�¼Î©���°&Â ¨*º{«�¼5°&± Á%©`¼ ¼,©{Á�Á ºÆ¼5¨ ©{¸gÃ ÂÀºh¶�¯�«å»
¨*«�º�¶�±²«Z¶
«�¨*«Z©{¬�°&±

� ��� �
� � !1��
C'(� ��!#�%$&! ��-������ ��+ ��� � 
E� '(! +.���
/ W�U~�9}�MPQ�Ç���W�bB� [\Ytê�aTQ�[ÒaTY9�ZW�b9W / a é aT]\]^Wh��O9W¢YVMPO9�ÝêPWZY9MPY9�`bVW¢L9Q~MTLyMP��W�Q`YB� W��èUÝê�aT]Òa�S9]\W

�AOVW��~[�]^W��ÆUXQ~a ��W���UXMP[^Q~W��Æb9}ZLyWZY9b9WZY�U���MPYtU~[\Y 	9��W�YtU�bVW��{��MPY9bV[^UX[^MPY9�`[^Y9[^U~[ÒaT]^W�� ß ��YtUX}ZQ~W����~MPYV�è�
Y9MPO9��U~MPOVUËbB��aTSyMTQ~b aTO$�/aT��M��e]^W��ËU~QXa ��WZ�ZU~MP[\Q�W���YVW��~MTY�U�LuaT�Ý�ZMPYtUX[^YAOVW���L9aTQ�Q~aTL9LNMPQ�U�aTO ð
��MPY9bV[^UX[^MPY9� [\YV[^UX[\aT]\WZ� ßtÔ Y��~W�S9aT�XaTYtUÀ�~O9Q ]ÒaÆQ~W���aTQ��AOVW 9Vß £{bVW ��£8F �R��Y9MPO9� ��MPY9��[\b9}ZQ~MPYV�Àb9MPYV�
]\W`�Q�A�èUXÇ���W{bG�AYuaT��[\��O9W`�~OV[^ê�aTYtUL�=a/êPWZ� X = R

�

∀ t > 0, X(t, x0) =

{

x0 e−t ��[ x0 6= 0,
e−t ��[ x0 = 0.

"`Y
LNW�OVU{MPS9��W�QèêPW�Qh��O9W�]^W��`UXQ~a ��W���UXMP[^Q~WZ�{bVW��ZW �9MTUÆY9W��~MPYtU{LuaT�Æ��MTY�U~[\Y�O9WZ�hLua�Q{Q~aTL9LNMPQ�U
aTO ð �ZMPY9b9[ UX[\MTY9�R[\Y9[ UX[\aT]\WZ� LNMPO9Q&]Òa¢LNMP��[^UX[^MPY
[\YV[^UX[\aT]\W x0 = 0

ß
�&W���aTQ~��O9MTY9�`W�Y9��O9[^U~W���O9W"�AOVW�]���O9W"�~MP[ U x0 ∈ R

�B]\a�UXQ~a ��W���UXMP[^Q~W X(t, x0)
aTL9L9Q�M.�å�VW

] � W�Y9��W��¢S9]^W L+ = {0} �=��aT[\�&��W�U�WZY9�~WZ�¢S9]^W�YB� W��èUÝLuaT�Ë[\Ytê�aTQ~[\aTYtU&L9O9[^�~��O9W���[ x0 = 0 aT]^MPQ~�MPYea ∀t ≥ 0, X(t, x0) 6= 0 �9b9MPYV�
∀t ≥ 0, X(t, 0) /∈ L+

/ a<��MTY9��]^O9�~[^MPY b9O ]^W�����W > Y���WZ��U�b9MPY9��LuaT�"êP}ZQ~[K*u}�W�]\MTQ~�~��O9W�]^W���UXQ~a ��W���UXMP[^Q~W��"Y9W���MPYtU
LuaT�{��MPYtUX[^Y�O9W��{LuaTQÆQXa�L9LyMTQ�U{aTO ð �ZMPY9b9[ UX[^MPY9�`[\YV[^UX[\aT]\WZ� ß Õ�O9[\���AOVW��ZW�]^W�����WA��MTO9W"O9Y�Q��P]\W
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x
′′

0

x0

x
′

0

� ÐÙÍ�� <9ß £ � ?ËY�W ð W���L9]^WÝb9WÝ���.�èUXÇZ��W`bG�AYua���[^�AOVWÝ]ÒaT_TQXaTY9_T[\W�Y�M��
]\WZ�ÀUXQ~a ��W���UXMP[^Q~WZ�ÀY9W`��MPYtU
LuaT�&��MPYtU~[\Y�O9W��nLuaTQRQ~aTL9LNMPQ�Una�O ð ��MTY9b9[^U~[\MPYV�¾[\Y9[ UX[\aT]\WZ�

�/aTL9[ UåaT]�buaTY9�&]Òa�b9}Z��MTY9��U~QXa�U~[\MPY
b9O�UX�V}�MPQ�Ç���W{bVW / a é aT]\]^W��V]^MPQ~����O9WÆ]\W��¾U~QXa ��WZ�ZU~MP[\Q�W��&bB� O9Y
�Q�A��U~Ç���WËY9Wn�~MTY�U Lua�� �ZMPYtUX[^YAOVW�� LuaTQ QXaTLVLyMPQèU aTO ð �ZMPY9b9[ UX[^MPY9��[\YV[^UX[\aT]\WZ�!��MPY�Y9W&LyMPOVQ~QXa`Lua��
aTL9L9]^[\��O9W�Q,��W¾UX�V}�MPQ�Ç���W ß "ÝY�LNW�OVU �ZW�LNW�Y9bua�Y�U Q�W���aTQ~��O9WZQÎ��O9W&] � W�Y9��W��¢S9]^W¾]\[^��[ UXW L+ YB� W��èU
LuaT�R[\Ytê�aTQ�[ÒaTYtU¾b9aTY9�&��W�U&W ð W���L9]\W��/aTQR]^WÝLyMT[\YtURM��
]\a¢b9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}Ý�~W`L9Q�M.bVO9[^U!�VLNMPO9Q¾O9YVW
LyMP��[^U~[\MPY
[^Y9[^U~[ÒaT]^W x0 = 0 �9aTL9LuaTQèUX[^W�YtU��"�ZWZUnW�YV�~W���S9]\WÆ]\[^��[ UXW ß
�nMPO9�&aT]^]\MPY9� ��a�[\YtUXWZYuaTYtURY9MPOV�R[\YtUX}ZQ~W����~WZQËa�O
�/aT�Rb9WZ�&�Q�A��U~Ç���W��&bG�AYuaT��[\��O9WZ�n]\aT_PQ~aTY.�

_P[\WZY9�ÎY9MPYA��Q~}Z_PO9]^[\W�Q��!��Y9MPO9�ÎêTW�Q�Q~MPY9� M���W�U���OuaTY9b"O9YVW¾UXW�]^]\W b9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}¾LuaTQÎQ~aTL9LNMPQ�UÎaTO ð
��MPY9bV[^UX[^MPY9�R[^Y9[^U~[ÒaT]^W�� �~W{L9Q~MAb9O9[ U ß

�Gb�� � °&± ÂÀº�¶�±�®&·�¸�°&¶�ÂÀ°&± ¯
°&± «Zµ Á%©hÂ ¨8± µ ¸
¬­¨*«ZÁ�¬�°&± Á º�¸g¼ ¬Z°&±
±B³g±B¨*´&µ °&±�¬�©Æ½Æ¼Î©{¶
½h«�°&¶�±

� � 2 �
� � - � ���&�&�(� 
 � 
 '(� ��!1� $&� �&������+ ��� � 
E� '(! +.��� �&� + +.� � � ' +�� � $ �

C' ���&! ��!1' ��� !1��! ��!1�(01���

îÀMPYV�~[\bV}�Q~MTY9�,O9YVW¾SuaT]^]\W �AOV[V}ZêTMP]\OVWÀbuaTYV�ÎO9Y�W���LuaT�ZW ��b9WZO ð bV[\��W�Y9��[\MPY9�%��bVW UXWZ]\]^W ��MPQ�U~W
�AO���WZ]\]\WRLVO9[\���~W&LyWZQ~�ZOVUXWZQ O9Y���MT[\Y ß / a8*u_POVQ~W <9ß £Æ��MPYtUXQ�WRO9Y"W ð W���L9]^WnbVW&U~Q~MP[^�ÎUXQ~a ��W���UXMP[^Q~W��
LyMPOVQ{U~Q~MP[^�`��MPY9bV[^UX[^MPY9�Æ[\YV[^UX[\aT]\WZ� x0

� x
′

0
W�U x

′′

0

ß / MPQ��~��O9W�]\a
SuaT]\]^W�a�U~U~W�[\YtU{O9Y�SyMPQ�b
��Y9MPOV�
��MPY9��[\b9}ZQ~MPYV���AO���WZ]\]\WÀQ~W�SNMPY9bV[^U���O9[^ê�aTYtU�]\aÝ]\MP[AbB� [\��LuaT�ZU C 6 ß 6 ¤ H��JC 6 ß 6 £ H5a/êPWZ� e = 1

ß / MPQ��~��O9W
]ÒaÆ��MPY9bV[^UX[^MPY"[\Y9[ UX[\aT]\W x′′

0
UXWZY9b�êTW�Q~�À]Òa`��MPYVb9[^U~[\MPY"[\YV[^UX[\aT]\W x0

��aT]\MPQ�� ]Òa`UXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W X(t, x
′′

0)UXW�YVb�êPW�Q�� X(t, x0)
ßBÞ aT[\�Ë]\MPQ��~��O9Wh]Òa��ZMPY9b9[ UX[^MPYe[^Y9[^U~[ÒaT]^W x

′

0
UXW�YVb�êPW�Q�� x0

�y]\a�U~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~W
X(t, x

′

0)
Y9WR��MPYtêTW�Q~_TWnL9aT��LyMTO9QÎUXMPO.U t êTW�Q�� X(t, x0)

�PO9Y9WRb9[^�~�ZMPYtUX[\Y�O9[ UX}¾bVW���UXQ~a ��W���UXMP[^Q~W��
LuaTQ�Q~aTL9LNMPQ�UÝaTO ð ��MPYVb9[^U~[\MPY9�n[\YV[^UX[\aT]\WZ�&aTL9Lua�QXa��^UL�=�/aTQË] � [\��LuaT��UËbVW¢]Òa�SuaT]\]^Wh�Z��WZ��UÆL9Q�M.bVO9[^U
buaTY9�&O9Y%��MP[^Y ß

/ MPQ��~��O9W�]\W��ZMP[\Y`WZ��U*MPQèUX�9MT_PMPYuaT]R�Z�ZMP����WÎb9aTY9��]Òa:*9_PO9Q~W <Vß;9 MPOÆ]^MPQ~���AOVW�] ��aTY9_P]^W,W��èU5aT[\_PO
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x
′′

0

x0

x
′

0

� ÐÙÍ�� <Vß;9 � ?ËYKW ð W���L9]\W
b9W
���A��UXÇZ��W�bG�AYua���[^�AOVW
]ÒaT_PQ~aTY9_P[^W�Y�M�� ]\W��hUXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W�����MPYtU
��MPYtUX[^Y�O9W��nLuaTQRQ~aTL9LNMPQ�UnaTO ð ��MPYVb9[^U~[\MPY9�R[^Y9[^U~[ÒaT]^W��

WZUR]^W��¾[^��Lua��ZUX� LuaTQ��3aT[^U~W���W�YtUÀ[^Y9}�]\aT��U~[\��O9WZ�!� e = 0 �.MPY
LNW�O.UR��MTY�U~Q~WZQÀ��O9W`]\WZ�ÀUXQ~a ��W���UXMP[^Q~WZ��~MPYtU UXMPO ��MTO9Q~� ��MPYtU~[\Y�O9W�� LuaTQ QXa�L9LyMTQ�U aTO ð �ZMPY9b9[ UX[\MTY9��[\Y9[ UX[\aT]\WZ� �:F � �:F 9 � ß î�� W��èU¾}�_PaT]\WZ��WZY�U
]\W �/aT�5LyMPOVQ,]\WZ�5���A��UXÇZ��WZ�U�ËO9Y�b9W�_PQ�}Àb9W ]\[^SyWZQ�UX} ��¡ 9 �.MPO�]^MPQ~����O9WÀ]���WZY9�~WZ�¢S9]\W Φ W��èUÎ��MTY�êTW ð WWZUn�~WZ�ËSNMPQ~bV�n��MPYtU C1 aTO ð LNMP[\YtU~�RbB��[^��L9aT�ZU~� �:F � ß
knm C���CAx�75:3Ce|8C :;+<25+9:�:;Ce@�451À0zC�2�(N�5|81Ù-t)
/ � W ð WZ��L9]^Wgb9Wg]\aeSuaT]^]\W���O9[ÀQ�W�SNMPY9b9[ U�êPWZQ�U~[\�/a�]\W���W�YtU�}ZUåa�Y�U¢O9YK�Q�A��U~Ç���W ��O9YKb9WZ_PQ~}gbVW
]\[\SNW�QèUX})��]Òa
��MPYtU~[\Y�O9[^U~}"b9W��{UXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W��{LuaTQÆQXa�L9LyMTQ�UhaTO ð �ZMPY9b9[ UX[\MTY9�Æ[\Y9[ UX[Òa�]\W���W���Uhb9MPYV�
UXMPO ��MTO9Q~�&�Xa�UX[\���3aT[^U~W ß

4

knm C���CAx�75:3Ce|54 280z+u��x�+u�51;7545:;+V-�CA4*0A)
Å aTY9�&]\W��/aT�RbB� O9Y%S9QXa��R��aTYV[\L9O9]\a�UXWZO9Q!�AY9MPOV�&a�êTMPY9�&�~OVL9LyMT�~}Æ��O9WÆ]\W��À��MPYtUXQ~aT[\YtU~W��&}ZUXaT[\WZY�U
b9W��9�;MPY9��UX[^MPY9� C1 ß / W��ÎU~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WZ��b9W�� ���.�èUXÇZ��WZ� b5�.Y9aT��[^��O9W���]\aT_PQXa�Y9_P[\WZY9�,YVMPY.��Q�}�_POV]\[\WZQ~�
�~MPYtURb9[^�~�ZMPYtUX[\Y�O9WZ�ÀO9YV[\��O9W���W�YtUÀ]\MPQ��~��O9W�OVYg[\��LuaT��UÀ��W�L9Q�M.b9OV[^U buaTY9� O9Yg��MT[\YgWZY�U~Q~WËb9W�O ð
��MPYtUXQ~aT[\YtU~W�� ß ��]�WZ��Unb9MPYV�{LNMP���~[\SV]\W`bB��aTL9L9]^[\��O9WZQRY9MTUXQ�W`êPW�Q��~[^MPY$bVO%U~�9}�MPQ�Ç���W`bB� [\Ytê�aTQ~[\aTY9��W
b9W / a é a�]\]\W�UXaTYtU¢��OB� O9Y�UXWZ] }�êP}�YVW���W�YtU�Y9W��~WgL9Q�M.bVO9[^U{LuaT�hbuaTY9�hO9Y�êTMP[\��[\YuaT_TW�b9W�] � W�Y.�
�~W���S9]\WÆ]\[^��[ UXW ß

4/ W���*u_PO9Q�W�� 6 ß £z� 6 ß ¥�[^]\]^O9��U~Q~W�YtU�O9Y<��W�QèUåaT[^Y�Y9MP��S9Q~W¢bVW��~[^U~Oua�U~[\MPY9�ËbB� [\��LuaT�ZU��¢O9] UX[\LV]\W
[\��L9]\[^�AO9aTYtU`b9W�O ð ��MPYtUXQ~aT[\YtU~W�� ß "ÝY
�~W�Q~WZY9b�SV[\W�Y
��MT��LVU~W"�AOVW���O9[^ê�aTYtUÆ]Òa
LNMP�~[ UX[^MPY9�`b9WZ�
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� ÐÙÍ�� <9ß=< � é [ UXOua�U~[\MPY�bB��[^��L9aT�ZU&�¢OV]^UX[^L9]\WË]\MPQ��~��O9W`]^W`L9[\WZb$b9W{ÈÀ[^L
�~W{LyMT�~WÆ�~O9Q&]^W`�~MP] ß

��MPYtUXQ~aT[\YtU~W��!��[^]9LyWZOVU W ð [\�èUXWZQ O9Y���WZQ�UXaT[\Y"Y9MP��S9Q~W&b9W&�~[ UXOua�UX[\MTY9��LyMTO9Q ]\W�����O9W�]^]\W�� ]^W�����MTY9b9[ �
UX[\MTY9�,Y9}Z��WZ�~�Xa�[\Q~WZ� LyMPOVQÎaTL9LV]\[\��O9WZQ,]^W UX�V}�MPQ�Ç���W¾b9W / a é a�]\]\W Y9WR��MPYtU�LuaT�ÎQ�W���L9]\[^W�� ßTÅ a�Y9�Î]\W
�/aT�&bB� O9YeQ�MPSNMTU&��a�Q~�å�9WZO9Q!�u]\a¢��Uåa�S9[\]^[\�Xa�UX[\MTYgb9O%L9[\WZb%��O9Q&]\WÆ�~MT]���MPQ�Q~W���LyMTY9b$L9aTQRW ð W���L9]^W
��O9Y$[\��LuaT��UR�¢O9] UX[\LV]\WÝL9OV[\�~��O9W{] ��aTL9LVO9[�b9O%L9[\WZb$��O9QË]^W`�~MP]*[^��L9]^[\��O9W`a�O$��[\Y9[^�¢O9� UXQ�MP[\�
LyMP[^YtUX�"b9W%��MPYtUåa��ZUg�ZMP����W
]^W%]\aT[\���~W�L9Q�}��Xa�_PW�Q�]Òa *u_POVQ~W <9ß:<Vß ��]RWZ��U�LyWZO L9Q�MPSuaTS9]^W��AOVW
UXMPOVU~W��Ë]\W��n��MTY9b9[^U~[\MPYV�n��MP[\WZYtU�Q�W���L9]\[^W��RLNMPO9Qn�AOVW�buaTYV����W{�/a���] �5�u]\W��RU~QXa ��WZ�ZUXMT[\Q~WZ�Ë��MP[\WZYtU
��MPYtUX[^Y�O9W��{LuaTQ`Q~aTL9LNMPQ�U{aTO ð ��MTY9b9[^U~[\MPYV�`[\Y9[ UX[Òa�]\W�� ßS/ a
�èUåaTS9[^]\[^�Xa�U~[\MPYeaT�Q�A��LVUXMTU~[\��O9W"Q~WZ��U~W
b9MPY9�ËO9YgL9Q�MPS9]\ÇZ��WnY9MPYA��Q~}Z�~MP]^O�bua�Y9�À�ZW�Q�UXaT[\YV�À�/a��Àb9WË�Q�A��U~Ç���W��¾bG�AYua���[^�AOVW��À]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�
Y9MPY.��Q~}�_TO9]\[^W�Q~� ß

"ÝYKLNW�OVU"Q�W���aTQ~��O9WZQ��AOVW%�ZWZU�UXW
�~WZY9�~[^S9[\]^[^U~}�b9WZ�����A��UXÇZ��WZ�"bG�AYuaT��[\��O9W���]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�
Y9MPY.��Q~}�_TO9]\[^W�Q~�nW��èU`]\[^}�W ��] � W�YtêA[\Q�MPY9Y9WZ��WZYtUÝQ~}ZW�]5b9O �Q�A��U~Ç���W��T��UXQ~a�êTW�Q��`]Òa�_T}�MP��}ZU~Q~[\W{b9WZ�
��MPYtUXQ~aT[\YtU~W�� ß&Ô Y W%4yWZUL�Rb9aTY9��]\WZ�
�/aT��bB� [\��LuaT��UX�
�¢O9] UX[^L9]\WZ�!�À]\a���MT[\Y9b9Q�Weê�aTQ~[\a�UX[^MPY b9WZ�
��MPY9bV[^UX[^MPY9�8[\Y9[ UX[\aT]\WZ�*aTSyMTOVUX[^QXa&_P}�Y9}ZQXaT]^W���W�YtU9�ËO9Y9W U~QXa ��WZ�ZU~MP[\Q�WÀ��MT��L9]^ÇZU~W���W�YtU,bV[ 4y}�Q~WZYtUXW ß
îÀWZU~U~WÝ�~WZY9�~[^S9[\]^[^U~}RW���UÀ��MAb9}Z]\[\��}�W&buaTYV�À]ÒaÆ]\MT[ubB��[^��L9aT�ZU;C 6 ß ¥ H��JC 6 ß 6 £ HÎLuaTQ O9Y9W�LVO9Q~WËb9[\����MPY.�
UX[\Y�O9[ UX} ß
�&W���aTQ~��O9MTY9�
��O9W<��WZU�UXW
�~WZY9�~[^S9[\]^[^UX}$b9W���UXQ~a ��W���UXMP[^Q~WZ�
LuaTQ
QXa�L9LyMTQ�U%aTO ð ��MPY9bV[^UX[^MPY9�

[\Y9[ UX[Òa�]\W��ËY9W"LyWZQ~��WZUÆLua��{]^W��/aT]^��O9],b9W"�~MP]^OVUX[^MPY9�`aTLVL9Q~MA�å�9}�WZ�hLVO9[\���AOVW�]^W��`�~WZO9]\WZ�ÆW�Q~Q�W�O9Q��
bB� a�L9L9Q~M ð [\��a�U~[\MPY9�ÀLyWZOVêPWZY�U���MPYVb9O9[\Q�W ��O9Y9WÆUXQXa ��W��ZU~MP[\Q�W`QXaTbV[\�/a�]\W���W�YtURbV[ 4y}�Q~WZYtUXW ß
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/ W��nUX�9}ZMPQ~ÇZ��WZ��L9Q�MPLNMP�~}Z�ÝaTO$�å�uaTL9[ UXQ~WhL9Q~}Z��}Zb9W�YtU`��MPYtUÝQ~WZ]Òa�U~[^êTW���W�YtU�_T}�Y9}ZQXaTO ð L9OV[\�è�

�AO���[^]\�¾�Z� aTLVL9]\[^�AOVW�YtU(��UXMTOVUR�Q�A�èUXÇ���WÆbG�AYuaT��[\��O9WÝbV}���Q�[^URL9aTQ¾b9WZ� �uMTUX�ÀLyMPO.êTa�Y�U&LVQ~}���W�YtUXWZQ
b9W��Ëb9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}��nbuaTY9�n]\WÆUXWZ��L9� ß îÀW�LNW�Y9bua�Y�U8��]���[^Y9��UXaTQ&b9W��nUX�9}ZMPQ~ÇZ��WZ�ËO9��O9W�]^��}�UåaTS9]^[\�
LyMPOVQ`b9W��`���.�èUXÇZ��WZ�hbG�AYua���[^�AOVW��`��MTY�U~[\Y�O9�ÆbuaTYV�`]\W�U~W���L9�!�BOVY
LVQ~MPS9]^Ç���W¢Y9MPYA��UXQ�[^êA[Òa�]5��W
LyMP��W��N��WZ]\O9[8bB� [\b9WZY�U~[ *uWZQËOVY9W �;MPYV�ZUX[^MPY%b9W / �ta�L9O9Y9M�êS���ZW���O9[8Q~W�YVb��~MPO.êPW�YtU`bV[ F���[^]\WÆ] ��aTL.�
L9]\[^�/a�U~[\MPY"b9WË��W�� UX�9}ZMPQ~ÇZ��WZ� ß ��]yW ð [^��U~W���WZLyWZY9buaTYtURbVW��À�Z]ÒaT���~WZ�¾b9W����A��UXÇZ��WZ�¾LNMPO9Q ]\W�����O9W�]^�

¥ >

te
l-0

00
11

98
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 M

ar
 2

00
6



� � f F wgq o�E{jgH 
 ) J�E w�� o�k o�E � c HhJ JyÜ�J�E � � HhJ k w
r j w
'<r oZH ' J

b9W`UXW�]^]\WZ� �;MPY9�ZU~[\MPYV�Rb9W / �PaTL9O9YVMzê���MPYtUnO9Y$LNW�O%L9]^O9�&�~[\��L9]^W�� �¢UXQ�MPOVêTW�Q ß
/ W������A��UXÇZ��WZ� bG�AYuaT��[\��O9W���]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�5LyMP���~ÇZb9W�YtU O9Y9W �;MPY9��UX[^MPY¢�/a�QXaT��UX}�Q�[\�èUX[\��O9W¾U~Q~ÇZ�

[\YtUX}ZQ~W����XaTYtU~W¢��O9[5�ZMPQ~Q�W���LyMPYVb L9� �.��[\��O9WZ��WZY�U���] � }�YVW�Q~_T[\WÆb9O����.�èUXÇZ��W ß È¾aT��}���O9Q�]^W��nL9Q~M��
L9Q~[^}ZUX}Z�Rb9WÝ�ZWZU~U~W��;MPY9�ZU~[\MPY�}�Y9WZQ~_P[^W��V]^W�UX�V}�MPQ�Ç���WÝb9W / aT_PQ~aTY9_PW­� Å [^Q~[\�å�V]\WZU1�;MPO9Q�Y9[^UÀO9Y
MPOVU~[\]
bB� a�YuaT] �A��WÀb9W ]Òa&��UXaTS9[\]^[^U~}�b9W��5�Q�A��U~Ç���W��ÎbG�AYua���[^�AOVW��,]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9��L9]^O9�8L9QXa�U~[\��O9W bB� OVUX[^]\[\�~a��
UX[\MTY���O9WË]\WRUX�9}ZMPQ~ÇZ��W&b9WË��UXaTS9[\]^[^U~}RaTO���W�Y9� b9W / �PaTL9O9YVMzê ß ��L9Q�Ç�� O9Y�L9Q�}�]^[\��[\YuaT[^Q~W �~O9Q ]\W��
��WZ�~O9Q�W��Îb9W é U~[\W�] ��W��8buaTY9�5]Òa&�~WZ�ZUX[^MPY"¥ ß £ ß 6 �zY9MPO9�5L9Q~MTLyMP��W�Q�MPY9�,OVYhUX�V}�MPQ�Ç���WÀb9W / a�_PQXaTYV_PW��Å [\Q�[\�å�9]^WZUÝLNMPO9Q�]\W����Q�A��U~Ç���W��ÆbG�AYuaT��[\��O9WZ�Ý]ÒaT_TQXaTY9_T[\W�YV��Y9MPYA��Q~}Z_PO9]^[\W�Q���WZY [\b9WZY�U~[ *=a�Y�UÝ]\W��
L9Q~MPLVQ~[\}�UX}Z�n��O9Wh] � }�Y9WZQ~_P[^WÝUXMTUXaT]\W`bVO$���.�èUXÇZ��W{b9MP[ U&�Xa�U~[\�Q�3a�[\Q~W ß Õ�Q~}Z��[\��MPY9�n��OB��OVY$UX�V}�MPQ�Ç���W
b9W / aT_PQ~aTY9_PW­� Å [^Q~[\�å�V]\WZUhaebV} �7�e}�UX}gL9Q�MPLNMP�~}gb9aTY9� ��£ 6 �ÀLyMTO9Q�]^W������A��UXÇZ��WZ��bG�AYuaT��[\��O9WZ�
Y9MPY.��Q~}�_TO9]\[^W�Q~� ß5Þ aT[\�h��W�U~�9Ç�MTQ~Ç���W�YVW�����aTL9LVOG�taTYtU"Lua����~OVQ¢O9Y�U~�9}�MPQ�Ç���W�b9W / �PaTL9O9YVMzê
W ð [\�èUåaTYtUL�VMPY
LyWZOVU&aT]^MPQ~� Q~WZ]\WZêTW�QR��O9WZ]\��O9W��R}�UåaTLNW��R[^Y9��MT��L9]^ÇZU~W��Àb9aTY9�¾]\a�L9Q~WZOVêPW ß=Å W`L9]^O9�!�
Y9MPO9�ÝLVQ~MPLNMP�~MTY9��bua�Y9�Ý]Òa��~WZ�ZUX[^MPY<¥ ß=< b9W���MP��L9]\}�UXWZQË�ZW¢Q~}Z�~O9] Uåa�UËW�Y L9Q�}��Z[\�Xa�Y�U�]\WZ����MTY9b9[ �
UX[\MTY9����O9L9L9]^}���W�YtUåa�[\Q~WZ����O9W�]^W$���A��UXÇZ��Web9MP[^U��~a�UX[^�Q�3aT[^Q~W$a)*uY bVW�_POuaTQ~aTYtUX[^Q�]\a��èUåaTS9[^]\[ UX}
aT�Q�A��LVUXMTU~[\��O9W ß

/ � }�Y9WZQ~_P[^W#��MPO9WÆO9YeQ��P]\W`�Z]\WJ�,bua�Y9�Ë]\a¢b9}���MPY9�èUXQ~a�UX[^MPY�b9WÆ]Òa���UXaTS9[\]^[^U~}`aTO%�~W�YV�Ëb9W / �ta��
L9O9Y9M�ê%b9W��n�Q�A�èUXÇ���W���bG�AYuaT��[\��O9W��n]Òa�_PQXaTYV_P[\WZY9� ßuÅ aTY9�n]\WÆ�/aT�nb9WZ���Q�A�èUXÇ���W��ËbG�AYuaT��[\��O9WZ�
��MPYtUXQ��P]\}Z�!�B]^W��`�ZMP����aTY9bVW��ÝSua��~}�WZ�Æ�~O9Q`]\agLuaT�~��[^êA[^U~}��~WZ�¢S9]\WZYtUÆbB��OVY
_TQXaTY9b [^YtUX}�QQ6ZUÆL9OV[\�è�
�AO���WZ]\]\WZ� êA[\��W�YtU(�{L9Q~}Z�~W�QèêPWZQR]\W�� L9Q~MTL9Q~[^}ZUX}Z� bVWÝ]Òa��;MPY9��UX[\MTY�}�YVW�Q~_T[\W�bVOg�Q�A��U~Ç���WÝW�Y�SyMPOV��]\W
�;W�Q~��}�W ß�Å aTYV��]Òa��~WZ�ZU~[\MPY ¥ ß ¥�Y9MPO9��LVQ~}���W�YtUXWZQ~MPYV��S9Q�[\Ç�êPW���W�YtU"]\a$UX�9}ZMPQ~[^Wgb9WZ�����A��UXÇZ��WZ�
LuaT�~��[ �;��WZU�]Òa<��MP����a�Y9b9W�SuaT��}�We��O9Q�]Òa<LuaT�~��[^êA[^U~} ß Ô Y OVU~[\]\[^�XaTYtU"O9YVW%U~W��å�9Y9[^��O9W�b9W �3� �
� ���3����)#, ������* � � � � ) � �$��� � Y9MPO9�
��MPYtUXQ�W�Q~MTY9�
��MP����W�YtU
Y9MPOV��a�êTMPY9�%aTSNMPOVU~[8�K]Òa�]^MP[�bVW
��MP����a�Y9b9WEC 6 ß 6 H¾L9Q�}���W�YtUX}ZW¢aTO�b9}ZS9OVUËb9O$�å�9aTL9[^U~Q~W 6 LyMPOVQR]Òa�Q~}Z_PO9]Òa�UX[\MTY
W�Y%LyMP��[^U~[\MPY
W�U
W�Y �;MPQ~�ZW{bVO$S9Q~aT�&��a�Y9[\L9OV]Òa�U~W�O9Q ß

�Jb�� � © ��ºh¶%Â ¨*«Zºh¶ ®&¶
°¾¼,½{«Z° Á ºh¸g¼ ¬Z°&± ±B³�±B¨*´&µ °&± ¬Z©{½Æ¼Î©{¶�»
½{«Z°&¶�±

2 ��
��
� 	 � �&+.-�01!#��!1�&�(! +.� ��$�+ 0#��� ������$�+ �����&� � ��!#��0 � ���
"ÝYeLNW�O.U�UXMTOVUÝbB��aTSNMPQ~b$Q~WZ��aTQ���O9W�QË�AOVW�]\WZ��b9WZO ð UX�9}ZMPQ~ÇZ��WZ� < W�U 6 6 �~MPYtU�SuaT�~}Z�Ý�~OVQ

] ��aTYuaT]K�.��W�bua�Y9�¾]\W&UXWZ��LV�¾b9W�� êTa�Q~[Òa�UX[\MTY9� bB��OVY9W8�;MPY9��UX[\MTY V (.)
ß9Å aTY9�¾]^W��/a��¾b9W��À�Q�A��U~Ç���W��

bG�AYuaT��[\��O9W��`]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�ËY9MPY.��Q~}�_TO9]\[^W�Q~�%�yYVMPO9�{a/êPMPY9�ÝêAO �
]Òa���W���UX[\MTY 6 ß £���O9W�]���}�Uåa�U`bVW
��W����Q�A��U~Ç���W�� x(t) = (q(t), q̇(t)) WZ��UgbV}���Q�[^U�LuaTQ�b9W��E�;MPY9�ZU~[\MPYV�=�<êTa�Q~[Òa�UX[\MTY SNMPQ�Y9}�W��
x ∈ ]\Stê (R, R

n × R
n)
ß,é [ O9Y9WE�;MPY9��UX[\MTY V : R

n × R
n → R

WZ��U�]\MA�/aT]^W���W�YtU / [\L9���å�9[^U~ñ
��MPYtUX[^Y�O9W��&LuaTQ�W ð WZ��LV]\W<�~[ÆW�]^]\W WZ��U%��MPYtêTW ð W�MPO C1 �&aT]^MPQ~� V (x(t)) �~WZQXa }�_taT]^W���W�YtU��
êTa�Q~[Òa�UX[\MTY�SNMPQ~Y9}ZW�� (V ◦ x) ∈ ]\Stê (R, R)

ß9Å aTY9�R�ZW`�/aT�%�uW�Y�OVUX[^]\[^�XaTYtU ]\W��RQ�Ç�_P]^W��¾b���[^Y�U~}�_PQ~a��
UX[\MTY�C 6 ß F HJ�y]\W��`ê�aTQ�[Òa�U~[\MPY9�Ëb9W V ◦ x �~W�Q�MPYtU{b9[\Q�W��ZU~W���W�YtU{Q~WZ]\[\}ZW��ÆaTO<��[\_PY9W�bVW�]\ag��WZ�~O9Q�Wb9W é UX[^W�] ��W��¾a��~�~MA��[^}�W d(V ◦ x)

ß "ÝY
LyWZOVURQ~aT�~��W��¢S9]^W�QR�ZW��RQ~}Z�~O9] Uåa�U~�¾buaTYV�R]\WÝ]^W�����W&UXQ�[^êA[ÒaT]
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�~O9[ êTa�Y�Un��O9[�Y9MTO9�&�~W�Q~a"U~Q~ÇZ�nO.UX[\]^WÝLuaTQ&]\a¢�~O9[ UXW"�

k CAx�x�C 	 @ � �������3�
x ∈

, 4;'
(R, R

n ×R
n)

8 ��� ��������������� % '�)#*+��)#������� ,.�/�0)#,.��12���3� 4���*+��6 �
���

V : R
n × R

n → R
89��� ��������� �����&,.�/�0)#,.��12���3� � � �3�/� � �$���"� ���3� �$�383�

�
)#,.��* �

� V ◦ x
� ��� ����� �0��* ���.� �;)#�3� � ��� �����/��8 ,.��12���3� ���

d(V ◦ x) ≤ 0
� V ◦ x

� ��� � ��� ��� )#�3���:��� ��� �/��89,.��12���3� ���
d(V ◦ x) = 0 �

2 ��
�� 
 � 
 -��&��+ /(!#��� $��&� 
 ' � 
 ��!1'(� �&'(��) 
C+ ' !1�����(� ��� ��$ ����� �&�
îÀMPYV�~[\bV}�Q~MTY9�Æ��aT[^YtUXW�Y9aTYtU`��O9W"]\W��8�;MTQ~��WZ�ÆW ð UX}ZQ~[\WZO9Q~WZ� / WZSyWZ�~_PO9W­��[^Y�U~}�_PQ~aTS9]^W�� f aT_P[^�è��XaTYtU{�~O9Q{]Òagb5�.Y9aT��[^��O9W�C 6 ß ¥ H�b9}ZQ~[^êTW�YtU{bB� O9Y�LNMTUXWZYtUX[\WZ] P (q) ��W�Uhb���O9Y<UXWZQ~��W�b9[\���~[^Lua�UX[K�

h �

f = −
dP

dq
(q) + h, a�êTW�� q̇T h ≤ 0, C�¥ ß 6 H

P (q) }�UåaTYtUnO9Y9W��;MPY9��UX[^MPY C1 ß
é [�] � MPY��~MP����W`]���}ZY9W�Q�_P[\W���[\YV}ZUX[^��O9WÆb9WÆ]Òa¢bG�AYuaT��[\��O9WÆ]\aT_PQXa�Y9_P[\WZY9Y9W+C 6 ß ¥ HJ�

K(q, q̇) =
1

2
q̇T M(q) q̇

WZU*] � }�YVW�Q~_T[\WÎLNMTUXWZYtUX[\WZ]\]^W��ZaT]\MPQ��BMPY`LNW�OVU*��MPYtUXQ�W�Q���O9W�]���}ZY9W�Q�_P[\W,U~MTUåa�]\WÎb9OÆ���.�èUXÇZ��W K(q, q̇)+
P (q) W���UÎO9Y9W:�;MPYV�ZUX[^MPY¢Y9MTY.���ZQ~MP[^�~�Xa�Y�U~W¾b9O¢U~W���L9�Îb9W¾]\aË��aTY9[^Ç�Q~W �~O9[ ê�aTYtUXW ß�¦ MTOVU�bB��aTSNMPQ~b
�MPYeLNW�OVUnQ�W���aTQ~��O9WZQË��O9WÆUXMPO.UXW��n]\WZ�&��MPY9bV[^UX[^MPY9�&b9O%]\WZ����W 6 £��~MPYtUËQ~W���L9]^[\W��%�9MPY%LyMTO9Q~Q~a
b9MPY9�¢�Z��[^YtUX}�Q�W����~W�Q`bV[\Q~WZ�ZU~W���W�YtU���]\a���W���O9Q~Whb9W é U~[\W�] ��W��ËaT�~��M.�Z[\}ZWB��]\a��~MT����WhbVW��Ý}ZY9W�Q��
_P[\WZ� �Z[\Y9}�UX[^�AOVWnW�U LyMTU~W�YtUX[^W�]^]\W ßTÔ Y�aTLVL9]\[^�AO9aTYtU W�Y9��O9[^U~WË]^W���Q~ÇZ_P]\WZ� b9W&�/aT]^��O9]u��Ly}Z��[ *9�AOVW��¾a�O
�/aT]^��O9]yb9W��¾bV}�Q~[ êP}ZW��Rb9WZ� �;MPY9�ZU~[\MPYV� �hê�aTQ�[Òa�U~[\MPY�SyMTQ~Y9}ZWÝL9Q~}Z�~WZY�U~}�WZ�Ëbua�Y9�¾]Òa{L9Q~MTLyMP��[^U~[\MPYg£
WZUn]\W8�3aT[ UR��O9W 1

2
(q̇+ + q̇−) dt = q̇ dt �uMPY�MPS.UX[\WZYtUËbVMPY9�

dK =
1

2
q̇T Ṁ(q, q̇) q̇ dt +

1

2
(q̇+ + q̇−)T M (q) dq̇.

Ô Y�Q~W���L9]\a��/aTYtU M(q) dq̇ LuaTQ ] � W ð L9Q~WZ�~��[\MPY�MPSVUXWZY�O9W�WZYgOVUX[^]\[^�XaTYtU ] � }���Oua�UX[\MTY�bVW�]Òa`bG�AYuaz���[^�AOVWEC 6 ß ¥ HJ�V��W�]\a�Y9MPO9�&b9MPYVY9W

dK =
1

2
q̇T

(

Ṁ(q, q̇) − 2 N(q, q̇)
)

q̇ dt +
1

2
(q̇+ + q̇−)T dr + q̇T f dt,
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��aT[^�ÝL9O9[^�~��O9W"]\WhêPW���UXWZO9Q q̇T
(

Ṁ(q, q̇) − 2 N(q, q̇)) q̇ W��èU{}�_taT]-��ñZ}�Q�M � <�7 � 7 F �R� dK ��WQ~}�bVO9[^UA���
dK =

1

2
(q̇+ + q̇−)T dr + q̇T f dt, C�¥ ß £�H

��Wg��O9[¾Q�W�]^[\W�]\W��{ê�aTQ~[\a�UX[^MPY9�{b9Wg] � }�YVW�Q~_T[\W���[\YV}ZUX[^��O9W dK �e]\a$L9O9[^�~�~aTY9��W
W ð W�Q~�Z}�W
Lua�Q¢]\WZ�
�;MPQ~�ZW��&W ð UX}ZQ~[^W�O9Q�W�� dr WZU f dt

ß
Þ a�[\YtUXWZYuaTYtUL� [\YtU~}�Q~WZ�~��MPY9�è��Y9MPO9��L9]\OV��Lua�Q�UX[^��O9]^[\ÇZQ~W���W�YtU�aTO L9Q~WZ��[^W�Q�UXWZQ~��W ß �&W���aTQè�

�AOVMPY9�&UXMPOVU&b�� aTSNMPQ�b%��O9W
1

2
(q̇+ + q̇−) = q̇+ −

1

2
(q̇+ − q̇−),

L9O9[\�%�uW�Y%OVUX[^]\[^�XaTYtU¾]\a�Q~W�]\a�UX[^MPY�C 6 ß 686 HJ�9Q�W���L9]Òa ��MPY9� q̇+ LuaTQ

q̇+ = q̇e +
e

2
(q̇+ − q̇−),

MPY$MTSVUX[^W�YtU&b9MPY9�
1

2
(q̇+ + q̇−)T dr = q̇T

e dr −
1 − e

2
(q̇+ − q̇−)T dr. C�¥ ß;9 H

Ô Y�OVUX[^]\[\�~aTYtU�]Òa`Q�W�]Òa�UX[\MTY C 6 ß ¡ HJ�P��O9[=Q�W�]\[^WR]Òa`b9[^�~��MTY�U~[\Y�O9[ UX}&LyMT�~�~[^S9]\WRWZY�êA[^U~W����~WËa�êTW��Ë]\W��
�;MPQ~�ZW��&b9WÆ��MPYtUXaT�ZU dr �uMPY%a+���å�ua��AOVWh[^Y9��UXaTYtU τ

1

2
(q̇+ + q̇−)T dr = q̇T

e dr −
1 − e

2

[

∫

{τ}

dr
]T

M (q)−1dr,

��WÆ��O9[*b9MPY9Y9W�*uY9aT]\WZ��WZY�U&WZY$O.UX[\]^[\�~aTYtUR]Òa¢Q�W�]Òa�UX[\MTY�C 6 ß > H
1

2
(q̇+ + q̇−)T dr = q̇T

e r′
µ dµ −

1 − e

2
r′

µ
T
M(q)−1r′

µ

[

∫

{τ}

dµ
]

dµ. C�¥ ß:< H

/ W
L9Q�W���[\W�QgU~W�Q���W<W��èU%YAOV]{bVW�Lua�Q�U%]ÒaK]\MT[�bB� [\��LuaT��U$C 6 ß 6 £ H ß&Å aTY9�%]\W ��W���MTY9b UXWZQ~��W��
MPY LyWZOVU%Q~W���aTQ��AOVW�Q
��O9W dµ W��èU$OVY9W<��WZ�~O9Q�W
YVMPY.��YV}�_ta�U~[^êTW�� M(q) WZ��U%O9Y9W<��a�UXQ�[\��WLyMP��[^U~[^êPW%b9}J*uY9[\W)� b9MPY9�$�~[ e ∈ [0, 1] ����We��W��ZMPY9b U~W�Q~��W%W���U�UXMPO ��MPO9Q~��Y9MPYA��Y9}Z_ta�UX[K� ßU/ W���;MPQ~�ZW��&Y9MPQ���aT]^W��Rb9WÆ�ZMPYtUåaT��U dr �~MPYtUnb9MPYV�{L9aT�~��[^êPWZ�!�=] � }���Oua�UX[\MTY C�¥ ß £ HÀ�Xa�U~[\���3aT[^UÀb9MPY9�

dK ≤ q̇T f dt.

�8êTW��{b9W��(�;MPQ~�ZW�� f êP}ZQ~[K*=aTYtUn]Òa�b9}%*9Y9[^U~[\MPY C�¥ ß 6 HJ�9MPY%LNMPO9Q~Q~a�b9MPY9�Æ}��ZQ~[^Q~W

dK ≤ −q̇T dP

dq
(q) dt + q̇T h dt,
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 ) @ ) � ' H�j r oZH c H{J J�Ü�JBE � � H{J k wgr j w
'<r o�H ' J �ED

WZUn]Òa¢b9}ZQ~[ êP}�W{b9WÆ] � }�YVW�Q~_T[\W`LNMTUXWZY�U~[\WZ]\]\WË}ZUXaTYtU

dP = q̇T dP

dq
(q) dt,

Y9MPO9�&MPSVU~W�Y9MTY9�A*9YuaT]\WZ��WZYtU
dK + dP ≤ q̇T h dt ≤ 0. C�¥ ß ¥ H

îÀWZU~U~W�}���Oua�U~[\MPYe[\��L9]\[^�AOVW ��U~QXa/êPWZQ~�`]^Wh]^W�����W 6 £���O9W�]���}ZY9W�Q�_P[\Whb9O �Q�A��U~Ç���W K(q, q̇) +
P (q) W���UgO9Y9W �;MPY9��UX[^MPY Y9MPYA����Q�MP[\���XaTYtU~Web9O U~W���L9� ß "ÝY LNW�O.U
Q~WZ��aTQ���O9W�Qg��O9W b9aTY9�g]^W
�/aT��bB��[^��L9aT�ZU~��Lua�QQ�3aT[ UXW���W�YtU�}�]\aT��U~[\��O9WZ�!� ]\MPQ��~��O9W e = 1 � �ZWZU�UXWe}ZY9W�Q�_P[\W$W��èUgO9Y9W��;MPY9�­�
UX[\MTY ��MPYtUX[^Y�O9W�b9O UXWZ��L9�`SV[\W�Y<��O9W�]\a�ê.[ UXWZ�~�~W"b9O<���.�èUXÇZ��W"L9O9[^�~��W�W�Y9�ZMPQ~W"L9Q�}��~WZYtUXW�Q{b9WZ�
b9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}�� ß
knm C���CAx�75:3Ce|8C :;+<25+9:�:;Ce@�451À0zC�2�(N�5|81Ù-t)
Å aTY9�
]^W��/aT��b9W ]Òa
SuaT]\]^We��O9[ÝQ�W�SNMPY9b9[ UL� [\]nYB� � a�LuaT��b9WeUXWZQ~��W�b9[^�~�~[^Lua�U~[ � h �¾b9MTY9���~[] � MPYe�ZMPY9�~[^b9Ç�Q�W�]\a���MP����WÆb9W�]���}ZY9W�Q�_P[\WÆ�Z[\Y9}�UX[\��O9WhWZUËb9W�]���}ZY9W�Q�_P[\W{LNMTUXWZY�U~[\WZ]\]\W`bVW�]Òa"SuaT]^]\W
V (q, q̇) = 1

2
mq̇2 + mgq � �Xa�bV}�Q~[ êP}ZW�W��èUgO9Y9[^��O9W���W�YtU
Q�W�]\[^}�W$aTO ð �;MPQ~�ZW���Y9MPQ~��aT]^W���b9W

��MPYtUåa��ZU dr �

dV = m
1

2
(q̇+ + q̇−)dq̇ + mgq̇dt

= −mg
1

2
(q̇+ + q̇−)dt +

1

2
(q̇+ + q̇−)dr + mgq̇dt

=
1

2
(q̇+ + q̇−)dr

= −
1 − e

2
(q̇+ − q̇−)dr. C�¥ ß F H

��].WZ��UÎ�Z]ÒaT[^Q*bB� a�L9Q~ÇZ�Î]Òa&Q~WZ]Òa�U~[\MPY=C ¥ ß F H���O9WÀ�ZWZU~U~W¾}�YVW�Q~_T[\W Y9WÀ��W�QXaÝOVY9W#�;MPYV�ZUX[^MPY{b9}��ZQ~MP[^�~�Xa�Y�U~W
b9O�UXW���L9�Î��O9WR]^MPQ~����O9W¾]\WZ�,UXQ�MP[\�5��MPYVb9[^U~[\MPY9�5�~O9[ ê�aTYtUXW�����W�Q�MPYtU �~[\��O9]^UXaTY9}���W�YtU5�Xa�U~[\���3aT[^U~W��À�
b9W��g[^��L9aT�ZU~���èUXQ~[^�ZU~W���W�YtUgb9[^�~��[\Lua�U~[ �;�%� e < 1 � O9Y9Web9[\����MPYtUX[^Y�O9[^U~}$b9W$]Òa<ê.[ UXWZ�~�~W)� q̇+ 6=
q̇− �&W�U$bVW����;MTQ~��WZ�$bVW��ZMPYtUåaT��Ueb9[K4�}ZQ~WZY�U~W��%b9W
ñ�}�Q�M�� dr 6= 0

ßnÅ ��aTL9Q~ÇZ�$]\a Q�W�]\a�UX[^MPY b9W
��MP��L9]\}Z��WZYtUåaTQ�[^UX}�[\Y9b9OV[^UXW�LuaTQ�]Òa Q�W�]Òa�UX[\MTY C 6 ß 6 ¤ HI�ÎY9MPOV���~a/êPMPY9����O9W dr 6= 0 [^��LV]\[\��O9W
q = 0 �B��W���O9[ÎYVMPO9�ÆaT��Ç�Y9W+�g]\ag��MPYV��Uåa�Uåa�U~[\MPY�}�êA[\b9WZY�U~W"�~O9[ êTa�Y�U~W
�B]Òa�SuaT]\]^W�Y9W�LNW�Q�b<b9W
] � }�Y9WZQ~_P[^W`�AOVW{]^MPQ~����OB��OVY$[^��Lua��ZURb9[^�~��[\Lua�U~[ �8�~WÆL9Q�M.bVO9[^U&]^MPQ~�Rb9WZ�&Q~W�SNMPY9bV�n��O9Q&]\W`��MP] ß
��]ÆLNW�OVU�6ZU~Q~W
[\YtUX}ZQ~W����XaTYtUe��aT[^YtUXW�Y9aTYtU$b���[^b9W�YtUX[K*uW�Q�]^W��%�~[^U~Oua�U~[\MPY9�
M � ] � }�YVW�Q~_T[\W<W��èU

��MPY9�èUåaTYtU~W��z�/aTQ*�ZW ��aT�G��MPO9WZQXa&O9YhQ��P]\W��ZW�YtUXQ~aT]tbuaTYV�5]�� aTY9aT] �A�~W,b9W ]\a¾��UXaTS9[\]^[^U~}�aT�Q�A��LVUXM�UX[\��O9W
b9W"]Òa
SuaT]^]\W ß�Ô Y���W�S9aT�XaTYtU{�~OVQ{]^W��ÆMPS9��W�QèêTa�UX[\MTY9�`L9Q~}Z��}Zb9W�YtUXWZ�!�5MPY<�XaT[ UÆ�AOVW�]���}ZY9W�Q�_P[\W�bVW
]ÒahS9aT]\]^WËWZ��UR�ZMPY9��UXaTYtUXWÝ]^MPQ~����O9W�]^W��À[^��L9aT�ZU~� ��MPYtURLuaTQ��3aT[^U~W���W�YtUÀ}Z]ÒaT�èUX[^�AOVW��!�A��OuaTY9b e = 1

ß
Å aTY9�{]\W���aT�ÆbB��[^��L9aT�ZU~�`��UXQ�[\��UXW���W�YtU{b9[^�~�~[^Lua�U~[ �;�!�y��OuaTY9b e < 1 �B]���}ZY9W�Q�_P[\W�WZ��U{��MTY9��UXaTYtUXWb9O9QXa�Y�U"]^W��¢LV�uaT�~WZ�"b9W�êPMT]\��b9Wg]\aeSuaT]^]\W)�5��OuaTYVb q > 0 �5MPOK]\MPQ��~��O9Wg]\aeSuaT]^]\W�Q~W�LNMP��W
b9W��aTYV[\Ç�Q�W`LyWZQ~��aTY9WZY�U~WÆ�~O9Q&]\W`��MP] �V�AO9aTY9b q = 0 WZU q̇ = 0

ß
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�nMPO9�`Q~W�êA[\W�YVb9Q~MPYV�`�~O9Q`]���W ð WZ��LV]\W¢b9O<S9Q~aT�`��aTY9[\LVO9]Òa�U~W�O9Q��g]Òag��W���UX[\MTY
¥ ß ¥���aTQ`Y9MPOV�
êPW�Q�Q~MPYV����O9W�]���}ZY9W�Q�_P[\W�U~MTUåa�]\W�bVO ���A��UXÇZ��W�b9}ZLyWZY9b	�;MPQ�U~W���W�YtU�b9W
]\a�]\MP[ b9W
��MT����aTY9b9W
�å�9MP[\��[\W ß Õ8MPO9Q���O9We]���}ZY9W�Q�_P[\W
UXM�UåaT]^W%bVO �Q�A�èUXÇ���We��MP[^U�O9Y9W �;MPY9��UX[^MPY YVMPY.���ZQ~MP[^�~�~aTYtUXW%b9O
UXW���L9�%�yY9MTO9�ÝL9Q�MPLyMT�~W�Q�MPY9��aT]\MPQ��ËOVY9W¢]\MT[8bVW���MT����aTY9b9W{SuaT��}�W¢��O9QÝ]\a�Lua��~�~[ êA[^UX} ßT/ a���W��­�
UX[\MTY ¥ ß ¥���W�Q~a WZYtUX[\ÇZQ~WZ��WZY�U��ZMPY9�~aT��Q�}�W �K]Òa�L9Q�}���W�YtUåa�U~[\MPY b9W ]\a�UX�9}ZMPQ~[^W�b9WZ�%���A��UXÇZ��WZ�
b9[\���~[\L9a�UX[K�;�`WZU��%]���}Z]ÒaTSNMPQXa�UX[\MTY�bB� O9Y9W�]^MP[Îb9W���MT����aTY9b9W"Sua��~}�W��~OVQh]\a%Lua��~�~[ êA[^UX}"LNMPO9QÆ]\W
S9QXaT�&��aTY9[^L9O9]Òa�UXW�OVQ ß

�Jb�� � ¶ ¨8Ä
®RºÆ¼,´&µ ° ¯
° � ©Æ½Æ¼Î©{¶
½h°À» � «­¼,«ZÂ�Ä
¬Z°¾¨ Á ºh¸g¼ ¬�°&± ±�³�±�»
¨*´&µ °&±l¯
³�¶�©hµ «Z·�¸�°&±l¶
º�¶�».¼,®R½h¸
¬Z«�°¾¼,±

2 � � �
� � 
 -��&��+ /(!#� 
 ' � ��� 
 '(� 
 ��!1' � �&� � �(� � $&��' �
/ � }�Y9WZQ~_P[^W�bVW��{�Q�A��U~Ç���W���]\aT_PQ~aTY9_P[^W�Y9�`Y9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ~�ÆaTOVU~MPY9MP��W��Æ}�UåaTYtUhO9Y9WN�;MPY9��UX[\MTY

Y9MPY.����Q~MT[\�~�~aTYtUXW{b9O$U~W���L9�!�=WZ]\]\W`�~a�UX[^�Q�3aT[ U&b9MPY9�ÆUXMTOVUnYua�UXOVQ~W�]^]\WZ��WZY�U&]\a��ZMPY9b9[ UX[^MPY$C3[\[^[ H b9O
UX�9}ZMPQ~ÇZ��W < LNMPO9QRU~MPOVU d0 > 0

ß=Ô ]\]^W`�~WZ�¢S9]\W{b9MPYV� 6�UXQ~W{O9Y9W{SNMPY9Y9W{�/aTYVb9[\bua�UXWÆLyMTO9Q(6ZUXQ�W
O9Y9W��;MPY9��UX[\MTY%bVW / �PaTL9O9Y9M�ê ß
Õ8MPO9Qn�AOVW�] � }�YVW�Q~_T[\WÆb9Oe���A��UXÇZ��W��~MP[ UËOVY9WD�;MTY9�ZU~[\MPY%b9W / �PaTL9O9Y9M�êS�N[\] �3aTOVUn}�_PaT]\WZ��WZY�U

�AOVWn]^W����ZMPY9b9[ UX[\MTY9�(C3[ H5WZU�C;[\[ H8b9W&��W¾U~�9}�MTQ~Ç���WR�~MT[\W�YtU �~a�UX[^�Q�3aT[ UXW�� ß îÀWZ� �ZMPY9b9[ UX[\MTY9�ÎLNW�OVêTW�YtU
�~W¢Q�W%�;MPQ��¢O9]\WZQËbV[\��U~[\Y9��UXWZ��WZY�UË�~OVQÝ] � }�Y9WZQ~_P[^Wh�Z[\Y9}�UX[^�AOVW�WZU��~O9Q�] � }�Y9WZQ~_P[^WhLNMTUXWZYtUX[\WZ]\]^W��uY9MPOV�
MPSVUXWZY9MPY9��aT[\YV�~[ ]\W"UX�9}ZMPQ~ÇZ��W��~OV[^ê�aTYtU�bVW / aT_PQ~aTY9_PW­� Å [^Q~[\�å�V]\WZUÆLNMPO9QÆ]^W������A��UXÇZ��WZ��bG�AYuaz�
��[^�AOVW��&]ÒaT_TQXaTY9_T[\W�YV�ÀY9MPYA��Q~}Z_PO9]^[\W�Q��`�

E >*6A(=0z?Ax�C 	 D � �:,�� 6�����* �#��� ���$��6�� � �;83�
K(q, q̇)

! � 8 � ��� ������12� ! ��� )#1 � �;8 � , ) �#* )#���#�����
����� ��* 6 �#8 , ����* � ��� 89�3� ����*+126�12���3� � ���3� �$�383��!
)#� � 8 � '#���.���$� ) � � ! � ,�� ��� �/��1 4;,.�

Φ × {0} �

� ) �
∀ γ > 0, ∃ δ > 0

����, �;8 �
∀ (q, q̇) ∈ Φ × R

n, ||q̇|| ≤ δ =⇒ K(q, q̇) ≤ γ,

��� 8 �3� ����*+126�12���3� �3�/���$���$'#� ,.���$� ! � � ��� ��� �/��1 4;,.�
�

� 4 �
∀ ε > 0, ∃ γ > 0

����, �;83�
∀ (q, q̇) ∈ Φ × R

n, ||q̇|| ≥ ε =⇒ K(q, q̇) ≥ γ,

��� ��� ,.� � ����* � � �
f

) �#�.� �;)#�3� ��89* � � ��� ������12��! 6�*+�$'#���3� � ��1 12� !
)#� � ���
��� � ! � 8 ��� ���������������

�3��� ���3������,$,.�
P (q)

�;89� ) 89� 1 �$�3�$1 8 1
min

Φ
P (q)

����, �;83��, ) ��������� �����
P (q) − min

Φ
P (q)

�/���$� 8 �3� ����*+126�12���3� � ���3���$�383��!
)#� � 8 � '#���.���$� ) � � ! � ,�� ��� �/��1 4;,.�
S ′ = Arg min

Φ
P (q) �
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� � �
∀ γ > 0, ∃ δ > 0

����, �;8 �
∀ q ∈ Φ, d(q,S ′) ≤ δ =⇒ P (q) − min

Φ
P (q) ≤ γ,

��� 8 �3� ����*+126�12���3� �3�/���$���$'#� ,.���$� ! � � ��� ��� �/��1 4;,.�
�

� ! �
∀ ε > 0, ∃ γ > 0

����, �;83�
∀ q ∈ Φ, d(q,S ′) ≥ ε =⇒ P (q) − min

Φ
P (q) ≥ γ,

)#,.��* � ,�� ��� �/��1 4;,.�
S = S ′ × {0}

� ��������)
4;,.��)#8 �/��� ��! � � � ) � 8 ����'
�

q{0zC.4�ANC 	 D �nMPO9�na/êPMPYV�ËSNW���MP[\Y�b9WÆ��MPYtUXQ~WZQ&�AOVW{]\a��;MPY9��UX[\MTY

V (q, q̇) = K(q, q̇) + P (q) − min
Φ

P (q)

a�êTW�� K(q, q̇) W�U P (q) �Xa�U~[\�Q�3a�[\�Xa�Y�Un]^W����ZMPY9b9[ UX[^MPY9� C3a HJ� C;S�HJ� C;� HnW�U+C;b�HJ�=W��èUÝO9YVW �;MPY9��UX[^MPY
b9W / �taTLVO9Y9M�êS�ÀW�]^]\W%b9MP[ U�bVMPY9�eêT}�Q~[K*uW�Q�]\WZ����MTY9b9[^U~[\MPYV��b9O UX�9}ZMPQ~ÇZ��W <9ß "`Y a�êAO ��]Òa
�~W���UX[^MPY�L9Q�}���}Zb9W�YtU~W���O9W�]Òa"��MPY9bV[^UX[^MPY C;[\[^[ HÀ}ZUXaT[^UnUXMTO ��MPO9Q����Xa�UX[\���3aT[^U~W��u[^]5Y9MTO9��Q�W���U~W¢b9MPYV�
�g��MPYtU~Q~W�Q��AOVW�]\W�����MPY9bV[^UX[^MPY9�+C;[ H&WZUEC;[\[ HRb9O UX�V}�MPQ�Ç���W < �~MPYtUÆ}Z_taT]\WZ��WZYtU`Q~WZ��L9]^[\WZ��LuaTQ
QXaTL9LNMPQèUA�"]���WZY9�~WZ�¢S9]^W S = S ′ × {0}

ß
îÀMP����WR] � W��~L9aT��WnbB� }ZUåa�U WZ��U O9Y�W��~L9aT��WnêPW���UXMPQ�[\WZ]NQ�}�WZ]NbVWnbV[\��W�Y9��[\MPYN*uY9[R��aT]\MTQ~�ÎUXMTOVUXWZ�

]\W��ÀY9MPQ~��W��R��MPYtUR}���O9[ ê�aT]\WZY�U~W�� ß "ÝY%O.UX[\]^[\��W�QXa{b9MPY9��]Òa¢Y9MPQ���WË�~O9[ ê�aTYtUXW ||(q, q̇)|| = ||q||+
||q̇|| �9]Òa�b9[^��UXaTY9��W`b���O9Y$}ZUXa�U (q, q̇) ��] � W�YV�~W���S9]\W S ��W�QXa�aT[^Y9�~[BbVMPY9Y9}ZWhLua�Q

d
(

(q, q̇),S
)

= d(q,S ′) + ||q̇||,

��WÆ��O9[*�~[\��L9]^[ *uWZQXa�]\a¢L9Q~WZOVêPW ß
�ÎUåa�Y�Unb9MTY9Y9}ÆO9Y γ > 0 ��O9WZ]\�ZMPY9��O9W��=�å�9MT[\�~[^�~��MPY9�&O9Y δ1 > 0 U~W�]���O9W

∀ (q, q̇) ∈ Φ × R
n, ||q̇|| ≤ δ1 =⇒ K(q, q̇) ≤

γ

2

bB� a�L9Q~ÇZ�BC3a HJ�9W�UnO9Y δ2 > 0 UXW�]���O9W

∀ q ∈ Φ, d(q,S ′) ≤ δ2 =⇒ P (q) − min
Φ

P (q) ≤
γ

2

bB� a�L9Q~ÇZ�BC;� H ß=Å }%*uY9[^�~��MPY9� δ = min {δ1, δ2} > 0 �9Y9MPOV�Ëa/êTMPY9�nb9MPY9�

∀ (q, q̇) ∈ Φ × R
n, d

(

(q, q̇),S
)

≤ δ =⇒

{

||q̇|| ≤ δ1

d(q,S ′) ≤ δ2

=⇒ V (q, q̇) = K(q, q̇) + P (q) − min
Φ

P (q) ≤ γ,
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]Òa���MPYVb9[^U~[\MPY C;[\[ H b9O�UX�9}ZMPQ~ÇZ��W < W��èUËbVMPY9�Æ�Xa�U~[\���3aT[^U~W ß
�ÎUåa�Y�Unb9MTY9Y9} ε > 0 �9�å�9MP[^�~[^�~�~MTY9� γ1 > 0 UXWZ]B��O9W

∀ (q, q̇) ∈ Φ × R
n, ||q̇|| ≥

ε

2
=⇒ K(q, q̇) ≥ γ1

bB� a�L9Q~ÇZ�BC;S�HJ�9W�U γ2 > 0 U~W�]���O9W

∀ q ∈ Φ, d(q,S ′) ≥
ε

2
=⇒ P (q) − min

Φ
P (q) ≥ γ2

bB� a�L9Q~ÇZ�BC;b�H ßuÅ }%*uY9[^�~��MPY9� γ = min {γ1, γ2} > 0 �9Y9MPOV�nMTSVUXWZY9MPY9�&b9MPYV�

∀ (q, q̇) ∈ Φ × R
n, d

(

(q, q̇),S
)

≥ ε =⇒











�~MP[ U ||q̇|| ≥ ε

2
�~MP[ U d(q,S ′) ≥

ε

2��aT[^�¾MPY%MPSVUX[^W�YtU&buaTYV�n]^W��&b9WZO ð �/a��

=⇒ V (q, q̇) = K(q, q̇) + P (q) − min
Φ

P (q) ≥ γ,

b9MPY9� ]ÒaË�ZMPY9b9[ UX[^MPY3C;[ HBb9O�U~�9}�MTQ~Ç���W < W��èU�}�_ta�]\W���W�YtU5�Xa�U~[\���3aT[^U~W W�UÎY9MTO9�,LNMPOVêTMPY9�,�ZMPY9�Z]\O9Q�W
�AOVWh]���WZY9�~WZ�¢S9]\W S WZ��UË��UXaTS9]\WÆa�O%��W�Y9�nb9W / �taTLVO9Y9M�ê ß

�/ � [\YtUX}ZQ76ZUÎb9W¾Q~}ZLuaTQèUX[\Q5]\WZ�Î��MPYVb9[^U~[\MPY9� C3[ H8WZU(C3[\[ H8b9O¢U~�9}�MTQ~Ç���W < ��O9QÎ] � }�YVW�Q~_T[\W¾�Z[\Y9}�UX[\��O9W
WZU{] � }�Y9WZQ~_P[^W"LyMTU~W�YtUX[^W�]^]\W¢Q�}��~[^b9W"buaTY9�{]\WB�3a�[^U`��O9W�]\WZ�{�ZMPY9b9[ UX[^MPY9�`�~OVQ{]���}ZY9W�Q�_P[\W"�Z[\Y9}�UX[\��O9W
�~MPYtU`UXMTO ��MPO9Q���êP}ZQ~[ *9}�W��%� ��] � W ð �ZW�LVU~[\MPY b9W���O9WZ]\��O9WZ�`�/aT�`Lua�UX�9MP]^MP_P[^�AOVW��NC;]\MPQ��~��O9W¢]^W���ê�a��
]\W�OVQ~��LVQ~MPL9Q�W��ÝbVW¢]Òa���a�U~Q~[^��WÆbB� [\Y9WZQ�UX[^W M(q) UXWZY9b9W�YtUÝêTW�Q��`ñ�}�Q�MgMPOeêTW�Q��`] � [\YG*uYV[ H ß ��]8W��èUb9MPY9�ÆO9Y9[^��O9W���W�YtUnY9}��ZW����XaT[^Q~W{b9W`êP}�Q�[ *uWZQ&]\W��&�ZMPY9b9[ UX[\MTY9�¾�~OVQn]���}ZY9W�Q�_P[\W`LNMTU~W�YtUX[^W�]\]^W ß
�nMPO9�"a/êPMPYV����MPYtU~Q~}
buaTYV��]Òae��W��ZU~[\MPY ¥ ß £ ß £e��O9W�] � }�Y9WZQ~_P[^W�}ZUXaT[^U¢O9Y9W3�;MPY9��UX[^MPYKY9MPY.�

��Q~MT[\�~�~aTYtUXW¢bVOeUXWZ��L9�ËbuaTY9�Ë]\W{�/aT�ËbB� [\��LuaT�ZU~�ËbV[\�~��[\Lua�UX[ �;�nMPO$}�]Òa���UX[^��O9W��%� e ∈ [0, 1]
ß �nMPO9�

LyMPO.êPMPY9�n}�_PaT]\WZ��WZY�U&�ZMPY9�èUåa�U~W�Q&��O9WÆbuaTY9�&��W{�/a��n] �G�VYVMPO9�na/êPMPY9�n]Òa¢LVQ~MPL9Q�[\}�UX}Æ�~O9[ ê�aTYtUXW
d(q̇−, 0) ≥ d(q̇+, 0)

b9MPY9�
d((q, q̇−),S) ≥ d((q, q̇+),S).

�ËMPO9�¾a�êA[^MPY9�ÀQ�W���aTQ~��O9}ËbuaTY9�À]Òah��W���UX[\MTY 9Vß:9 ���AO���O9YVW`��MPY9bV[^UX[^MPY�]\MA�/aT]^WËLNMPO9Q�QXaT[ U#6�UXQ�WÝ�~OG�Ò�
*u�XaTYtU~WhLNMPO9Q¾]^W��R���.�èUXÇZ��WZ�ËbG�AYua���[^�AOVW��&b9[\����MPYtU~[\Y�O9�&�Xa�U~[\���3aT[\�~aTYtUR��W�U~UXWÆL9Q�MPL9Q�[\}ZU~} ß îÀW�U~U~W
��MPY9bV[^UX[^MPY�]^M.��aT]\W"��W�QXa�[^U�aT]\MPQ��hQ�}�LNW�Q���OVU~}�W
W�Y�b9W��¢�ZMPY9b9[ UX[^MPY9�{]\MA�/aT]^W�� C�a HÆWZU C3� HÆ�~O9Q�]\W��
}�Y9WZQ~_P[^W��&��[^Y9}ZU~[\��O9W��&W�UËLNMTU~W�YtUX[^W�]\]^W�� ß
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Õ�Q~}Z��[^�~MPY9���AO���O9Y U~�9}�MTQ~Ç���WebVW / aT_PQXa�Y9_PW�� Å [\Q�[\�å�9]^WZU�a�b9} �7��}ZU~}�L9Q�MPLyMT�~}eb9aTY9� ��£ 6 �
LyMPOVQh]^W��{�Q�A��U~Ç���W���bG�AYuaT��[\��O9WZ�hYVMPY.��Q�}�_POV]\[\WZQ~� ß îÀW�LNW�Y9bua�Y�U!�,�ZW�UX�VÇ�MPQ�Ç���W�Y9W�����aTL9L9OG�TW
LuaT�¢��O9Q¢O9Y�U~�9}�MTQ~Ç���Wgb9W / �taTL9OVY9M�ê�W ð [^��Uåa�Y�U!�,MPY�LyWZOVU"aT]^MPQ~�{Q~WZ]\WZêTW�Q¢��O9WZ]\��O9WZ��}ZUåa�LyWZ�
[\Y9�ZMP��LV]\ÇZU~W��Rbua�Y9�&]Òa�L9Q~WZOVêPW ßNÅ WhLV]\O9�%�9]\WZ�nQ�}���O9]^UXa�UX�&MPSVU~W�Y�O9�ËaTO ð �å�9aTL9[^U~Q~WZ�nLVQ~}��Z}�b9WZYtUX�
êPMPYtU Y9MPO9��LNW�Q���W�U~U~Q~W¾bB��a ��MPO.UXW�Q�OVY9W&aTYuaT]K�A�~W¾b9WR]\aÝ��UXaTS9[\]^[^U~}ÀaT���A��LVU~MTUX[^��O9W¾b9WZ� ���A��UXÇZ��WZ�
bG�AYuaT��[\��O9W��&]\aT_PQXa�Y9_P[\WZY9�¾Y9MTY.��Q�}�_PO9]^[\WZQ~� ß

2 � � � 
 � 
 -��&��+ /(!#� � ' ����� ��!1��010#�
��]ÎWZ��U{b9MPYV��O9Y9[\��O9WZ��WZYtUhYV}���WZ�~�~aT[\Q�W�bVW"êT}�Q�[ *uWZQ{]^W��`�ZMPY9b9[ UX[\MTY9�Ý�~OVQ{]���}ZY9W�Q�_P[\W�LyMTU~W�Y.�

UX[\WZ]\]^W�� WZU�Y9MPO9�gLNMPOVêTMPY9�gMTS9�~WZQ�êPWZQ
��O9W���WZ�
��MPYVb9[^U~[\MPY9���~MTY�UgQ~W���L9]^[\W���LNMPO9Q�OVY _PQXaTYVb
Y9MP�¢S9Q�W¢b9W��Z]ÒaT���~W��`bVW��;MPY9��UX[\MTY9�!�y��MP����WhLuaTQÝW ð W���L9]\W¢]^W��;�;MTY9�ZU~[\MPY9� � �/��* ���$'#� � �yb9}J*uY9[^W
buaTY9� � < 6 �*LuaTQ

c�6
�,�51Ù-z1;(N� 	 � � ������������������� � ���3���$�38 �
f

� ��� � �/��* ���$'#� ��� ��,$,.�:�;)#���.� � )#�$�

f(x) → +∞
�;8 )#� !

||x|| → +∞.

/ WZ� �;MPYV�ZUX[^MPY9����O9[&�Xa�U~[\�Q�;MTY�U���W�U~U~WeL9Q�MPL9Q~[^}ZU~}$��MPYtUgb9[ UXW���}�_PaT]\WZ��WZY�U * )
!#��)#,.��12���3� ����� �
4���*���6 � � � < < � ß

?nY9W �;MPYV�ZUX[^MPY%��MPYtUX[^Y�O9W��ZM.WZQ~��[ êPWhLyMP���~ÇZb9W�UXMTO ��MPO9Q��ËO9Ye��[^Y9[\�¢OV���Va�êTW��hO9Y Arg min��MP��LuaT��UL�*aT[^Y9�~[Î]\ag��MPYtU~[\Y�O9[^U~}�O9Y9[K�;MPQ~��W¢buaTYV�hO9Y<êPMT[\�~[^YuaT_PW�b9W��ZWZU Arg min W���U{[^����}��b9[Òa�U~W ß / a���MAW�Q���[^êA[ UX}{}ZUåa�Y�UÝO9Y9W¢� �ALyM�UX�9ÇZ�~W�L9]^O9���;MPQèUXWh�AOVW¢]Òa�LVQ~MPL9Q�[\}�UX}
��O9Y9[K�;MPQ~��}���W�YtU
LyMP��[^U~[^êPW �M�9]\a¢��MPYVb9[^U~[\MPY C;b�H¾�~W`UXQ�MPOVêPWÆb9MTY9�Æ}�_taT]^W���W�YtUnaTOVU~MP��a�UX[^�AOVW���W�YtUR�Xa�UX[\���3aT[^U~W ß

f�(=0z(N:�:;+u1;0zC 	 
�� �9��, 8 )#�3� ,.� �"� ��1��3��*�����12���3�$� � )#� � ��,.� �#� �;83� � ! �5,�� 6�����* �#���"���$��6�� � �;83� � ���
,.� � � ��� !#�$������� � � ) � ��� � 4 � !#8(� � 6 ��*���12� ��� �/���3� �;)#���.� � )#�$� � � �

�
��� ,.� � ����* � � �

f
) �#�.� �;)#�3�

��89* 8 � ��� ������12��! ��� )#1 � �;8 �:, ) �#* )#���#����� ����� ��* 6 �#89, ����* ! 6�*��$'#���3� � ��1 12� !
)#� � ���
��� � ! � 8 ���

��������� ����� �3��� ���3������,$,.�
P (q)

� �/��* ���$'#� ���
C1 �

)#,.��* � ,�� ��� �/��1 4;,.�
S = {Arg min

Φ
P (q)}×{0}

� ��������)
4;,.� )#87�/��� � ! � � � ) � 8 ����'
�

knm C���CAx�75:3Ce|8C :;+<25+9:�:;Ce@�451À0zC�2�(N�5|81Ù-t)
��]RW���U�}ZêA[^b9W�YtU��AOVW$]���}ZY9W�Q�_P[\W
LNMTUXWZYtUX[\WZ]\]^Wgb9W%]Òa�SuaT]^]\W)� P (q) = mgq �ÎW��èU�O9YVW �;MTY9�ZU~[\MPY��MAW�Q~�Z[^êTW{��O9Q Φ = R

+ �=a/êPWZ�
Arg min

Φ
P (q) = {0}.
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/ WÆ�ZMPQ~MP]^]ÒaT[^Q~W 6 ¥¢L9Q~MPO.êPW{aT[\YV�~[B��O9W{]Òa¢LNMP�~[ UX[^MPY q = 0 WZ��UË��Uåa�S9]\WÆaTO���W�Y9�nb9W / �taTL9OVY9M�ê ß
4

�Jb�� � ¨�¨�¼,©{Â ¨*«�
�«­¨*® ¯
°&± Á º{«�¶�¨8± ¯���®&·�¸
«�¬Z«�ª
¼,° °¾¨ ±�¨8©Æª�«Z¬�«­¨*®
©{±�³�µ Á
¨*º{¨*«Z·�¸�°

2 ��� �
� � � ��+.�	
 ��!���! ��� ������� '(!1� ����� 
���" $&!101! �&+ ���
�����	�
���
�
�+�����
�������������������������������������! 
�����#"%$
�!�'&)(+*��
�#�-,��.�! 
���Q�/�-��0#"%�21�*����K*3�2�
�	�����

���#&�&.��"2���
�4&.�5�����
 
�6���.��� C��.� H7 
�8��9�*#���-0#"%� 6 6;: �
�#& : �
�<�-�����4&=(>�#�����#"@?
&.� Ω A�B ���
�C$D����1������*#,���&��#"%�#���2��?
�����-1��#�E F(+��$
�-0#�2&.�G&.�#"%"%� 6IH ���8&J�K�#���� 
�����.��� C=L A L H : �
�M�-�N&)(+*��
�#�-,��.�G�#�O�
�#���
�O�����������-�
�P�
�Q�������#�O1	��&.&��R 
�S����"2$
�P�	&.���-�T���
�P�#���;�.�������-1	��&.&��

dK + dP = 0 =⇒ q̇T h dt = 0.

U ���.�����#�3�����#V3���W&.�R���#�-"2�S 
�����-�.$3�	����X h ���-�;�-�����.������"2���
�; 
�����-�.$3�	����XYV

q̇T h = 0 =⇒ q̇ = 0.

Z ���
�P�#�S�#���#V�&J�@�����
 
�6���.���K[\���.�^]_ 
�`��9�*#���-0#"%� 6 6 �#�O�P���	���.�-X\�	�����N$3���a&)(+���
����"b?
&��S 
�#�T*����	���
$D���-��*� 3�����<���
�S1��6���������5�
�
&.&���V

E = Ω ∩ (Φ × {0}).

c �S$�&.�
�a,������
 8�#�
�-�#"b?
&��S�.��1	�����.�����a 
�<�#���P���
����"b?
&�� E ���-�P$3�	�a�#�����-���-�
�����.���`&)(+���
����"b?
&��
 
�#�R$d�����
���< F(>* : �
��&.��?
��� : �
�7�-�@���-����1��fe2&)(+���
��*#�-�.�#���N 
� Ω VD��� : �
�7�����
�R�	"20��
�be8&)(g�	$
$
&.�h��i�	���.���j������1	�������k 
�j��9
*�����0�"2� 686%l

m@n'o/prqts/uwv 	 � � ��,.� � ����* � � �
f

) �#�.� �;)#�3� ��8 *�8 �&��� ������12�5! � � )#1 � �;83��, ) �#* )#���#�����&����� �
*�x �#8 , ����*7!/x�*+�$'#���3� � ��1 12� !
)#� � ���

��� � ! � 89��� ��������� ����� �3��� ���3������,$,.�
P (.)

� �/��* ���$'#� ���
C1

)#'#� � 8 � ����*+12� �O���-�.�����#"%�#��� !#�.� ��� � )#��� � ��� ��� ,.� � � * )���� �������$* � � ! � � ����� ������12� �/���3� � ���3� �$�383� �
� )#* * ) ���3��*+� )#8 � � ��� !#�$������� � �$�3�$����)#,.� �

�
)#,.��* ��� � �$, ��� �.����� 8 � ��� �/��1 4;,.� � ��1�� ) ���

Ω ⊂ Φ×R
n

�;89� � ��� �3�/���$���$'#��12���3���$�3'�)#*+��)#�3�
�
����89��� � ,.� � � * )���� �������$* � � � ��1 12���ry )#�3� !
)#� � � ������� �/��1 4;,.�

� ���3'#��* � ���3�:)���� 1�� ������� �;8 ��12���3� �;8 )#� !
t → ∞

'#��* � ,.� � �3���$�3�$� ! �zx �;8 �$, ��4;* � !#8 ��� ������12�
�;89� �/� ��* ��89'#���3� !
)#� �5� ��� ��� �/��1 4;,.�

�

c (>�#�
�-�#"b?
&�� S V : ���M�
�����E�i1������8"%��������*G{������Q�
�|���
����"b?
&.�Q�-����?
&.�j���}������&.���������!&.�
��9
*�����0�"2� 6 9 V~�#�O�`�
�}���
����"b?
&.�Q 
�M$d�����
���2 �(+* : ���.&.��?
��� A Z ���
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���8 F(+�����������
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 "$#

$D���������  F(+* : �
�.&��.?
�-�4 
���
� �
��1����.�-�.�3��,��4����"%$3����� $d�����6����1��#"%�#��� �.��1	�����.�����' 
�4�#���7�#�
�-�#"b?�&.��V
&.�E��9�*#���-0#"%�&%('K$d�#�-"2���2��&.���-�b 
�j�#���
�#&��
��� : �
�G�#���%���
����"b?
&.�j���-�8���-�/"%$�������� : �
��"2���
�
�-���	?
&.� A) ���
�a&.���a9��/$D����9
0#�-�#�P 
�j�#������&�&J�������*%tL�V/���`$d�#���T��?
�����-1���� : ��(+��&��,+����-���S ��#�T�#�����#"@?
&.���
 
�k�����
�Y���
�61��#���-+G F(>*#�
����,����

Ωλ = {(q, q̇) ∈ Φ × R
n | K(q, q̇) + P (q) ≤ λ}

: ���_�������5�3�	���
����&.&.��"2�����R 
���k1����.�-�.�3�	,��#�S$d�����6���61��#"%�#���S����1��	���J�	�
���R���5����"2$
�������S 
�f&=(>�#���
���#"@?
&.� S ArB ���
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�N��&.���-�a$
�-��$D�����#�P&��S�#���-��&.&.���.�-�<������1	����� l

� prqtp/.0.2143�qtv6587 � ��8
� ,.� � � � �3��� � � �/� � !#8 � ��* ��,$, )#�$* � �
�
�
��� ,.� ����*+12� !#�.� ��� � )#� � � !
)#� � ���

��� �� ������� *+��������12���3��!#�.� ��� � )#� � �
�
��� ,.� � ��* )���� ��� ���$* � � !#8 ��� ������12� ! ��� )#1 � �;8 ���/���3� � ���3���$�38 � � � )#*

*0) ���3��*+� )#8 � � ��� !#�$������� � �$�3�$����)#,.� �2��� � � �$, � � � ) � )��"! � )#89��* � � �3���$�3�$� ! �zx �;8 �$, ��4;* �"!
)#� �58 �
'#���.���$� ) � �"! � ,�� ��� �/��1 4;,.�

S = {Arg min
Φ

P (q)} × {0} �
)#,.��* � � ��� ��� �/��1 4;,.�"� ��� )���� 1�� �

� ����� �;8 ��12���3� ����)
4;,.� )#8 �/��� � ! � � �#) � 8 ����'
�

�9�hv � v/u;:<.\v>= v�.21@?<1A.0.�v>BDC<3 qtvE?_p/F<=G3IH �
J �%&=(+��?
�-�#�
���P F(+���%���#��"%�T�-������������"2�����~ 
�.�-���.$
�	���6Xr 3���
�~&J�R ����
��"2� : �
�T 
�P&J�R?3�	&.&.�	V	��&
�F(>�#�O�
$3���E$d�����-�.?
&��M 
�M�#���
��&.�
�-� �����E&J� �-���	?
�.&�����*G���O�/"2$�������� : �
�  
�}$d�����
�8 F(>* : �
�.&��.?
�-� (0, 0)�#�|�����.&��.�������f&.�j�#������&�&J�������K%ML ����&.�`��9�*#���-0#"%�&%(' AON �#$d�#�
 
�����iV4�
���
�%$D����1������2�������i���#� F(g�	$
$
&.� : �
�#�P 
�����#������"2���
�N&.�S��9
*#���-0#"%�� �(+���
1	���-�J�����#�k 
� c � ) ��&.&�� A4P ���
�;�#��&J�!�#���
�-�. 
*���������
�Q���
����"b?
&��5 ��5�-���
�Y���
�61��i�	�-+G F(>*#�
����,���� V (q, q̇) = 1

2
mq̇2 + mgq  
�k&J�b?3��&�&.�

Ωλ = {(q, q̇) ∈ R
+× R | V (q, q̇) ≤ λ},

: ���5���-�G�3�	���
����&.&��#"%�#���j�#��"%$3�����j���G�.��1	���-�J����� ARQ �
�#&�&.� : �
�K�����6�j&J� �#���
 
�����.��� ���
�����J��&��
x ∈ Ωλ

V7�
���
�%�i1������%?d�#�-���.�  F(>�. ��#�����TS3�#�f&)(+���
����"b?
&.� E ⊂ Ωλ

: �
�T�������-�#"b?�&.�E�����
�!&.�#�
*���� ���!�VU &J� X����
��������� V (.) ���-�%�-���	�������
�3�������E 
���
�!&.�E���#"%$
�#V�����"%"2�`���#&J� �K*���*j 
*�S3���
 3���
�P&.�R��9
*#����0#"%��%V% AW �����C F(+��?D���� FV
�#���
���� 
*#�-���
� &��N�#���  �(+��"2$3�	�����4�-������������"2�����  
�����-�.$3�	����X���V : �
���
 e < 1

l
�
���
�7�I1����
�71/�b 
���
�7&.�N�-�#�����.���bL A H A HP: �
�a&=(>*#���#��,��.�4 
� &.�;?3�	&.&.�~*������6�7�����
�-���������C 3���
�  
�#�-+�������3�	���.���
�C 
�.�O�����
�����#�#V� 
�
�������T&.���a$
93���-�#�T 
�R1���&� ��S&J��?
��&.&���V : �
���
 q > 0 V����P&.���-� : �
�R&.�?3��&.&��@�-�#$d�����f��� $d�#�-"8�	�
�#�
���f���
�S&��@�-��&=V : �
���
 q = 0 ��� q̇+ = q̇− = 0 A c (+���
����"b?
&.� E$D�����4��&.�����7��(+*��#�-�.���T����"%"2�C&=(>�
�
�.���b 
�T 
���-+!�����
�O� �#�
�-�#"b?
&��#�_ 
� Ω  
���2X-�����
���#V E = E1∪E2

V
 
*�S3���.�P$3���

E1 = {(q, q̇) ∈ Ωλ : q > 0}

E2 = {(0, 0)}.
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� &F�
���
�T�-�#�O���k"8�	�.�������3�����Peb�. ��#�����TS3�#�T&��R$
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 j�����
�Y�����
����"b?
&.�S����1��	���J�	�
� M  �� E A� � $d�#���@�������b F(g�	?D���- �#���
�O���	���#� : �
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�� 
�E&=(>�#�����#"@?
&.� E1�#���-���#�-$D���
 
�#���<e

q(t) = q(0) + q̇(0)t −
1

2
gt2.

P ���.� : �F(>�.&D�,+��.�O���S��?�&.�.,��	����������"2���
�4�
�`���
�-������� t �VUj�#���a����� X-�#�������.�-�#� 1�*#�-� S3��������� q(t) = 0 V�#&.&��#�S�-�#�����
�5 
���
�!��?
&.��,�*#���R 
� : �
���-����� E1
VW 
���
� E1

�F(>�#�-�5$3�	�5����1��	���J�	�
� A J �
�-�
������VW�
������I1����
�51��� 3���
��&J�`���������.����$
��*��#*# ��#����� : �
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���
�%�.��1	�����.����� l�#�#&.�R�#���-������$d���
 f 
�����T���f$
&��
��,������
 b�-���
�O� �#�
�-�#"b?�&.�T 
� E A Z ���
�a&�� ��9�*#���-0#"%� %V%a$d�#�-"2��� 
�f�#�����#&.����� : �
�f&��b$D���.���R F(>* : �
��&.��?
��� (0, 0) ���-�5���O�/"2$�������� : �
�#"%�#���S�O����?
&��b 3�����R&.�b�#��� F(+��"2$
�������T�-���-�.�����#"%�#���; 
��������$3�	����X�� A
� �M$d�#���R����"8�	� : �
�#�N�#��$D���
 3����� : �
�� 3���
�N&.�5�i���N F(+��"2$
�����;$3���OX\�������#"%�#���N*#&J�	�-��� : �
��V

: �
���
 e = 1 V�&)(+*��
�#�-,��.�C 
�T&J�<?
��&.&��C���-�_����� X-���
�-���#�����-���	�
����V� 
���
�a&=(>�#�����#"@?
&.� E �#�O�~*#,��	&
e
&=(>�#�
�-�#"b?
&�� Ωλ

V : �����#�O�T&.���6��"%{#"%�T�.��1	���-�J����� A Z ���
�a���R�i����V���&d���-�T��"2$d���-���.?�&.�P 
�<�����
��&.�
�-�: �
�����4e<&J�<�O����?��.&.�6��*4���O��"%$�������� : ���a 
�a&)(+*����	� (0, 0) A J �f���D���#V����b$d�#�������#"2��� : ���#� : �
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���7�	�-�/"2$�������� : �
�#"%�#��� �-����?
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� &.�~�i���  F(>�."%$3�������W$3���OX\�������#"%�#���'*#&.���-��� : �
���
$
�
�.� : �
��&.�b?3��&�&.�R�-�#?d���
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&.��0#����"2�����T���;�.�� 
*�S3���."%�#���P���
�P&��S����& A
J �8S3��VVS3�
�.�-�������4$
���_�
�%?
����XF�#��"2"%�#�����	�.��� ���
�~�#�������;�O����?��.&.�6��* ���-�/"%$�������� : �
� l�: �
��&.&.�

: ���;�-�����~&.�R�#���� 
�����.���b���
�����J��&��C 
���
� Ωλ
V�&.��������� X-�#�������.�-�#�_������1��#�-,��#�-�����C1��#�-� (0, 0) �#��"%"%��
���
�G&=(+�i1����
�G"%��������*K 3�	�
�Q&��K��93��$
�6����� H A c (>*#�
����,����� 
� &J� ?3�	&.&.�  ��."%�.�
�
�#��� X-�
� : �F(+e

�#(+���
�
�
&.��� A U ���.�4�
�����T�i1����
�C1�� : ���R&=(>*#�
����,����N ��."%�.�
�3���6�~�
�
� : �
��"2�����a&.����� : �F(>�
�E��"2$
�����
���!$
���/ 
�
�������6�iVd���k,������#�!eE&.�8����&J�	���.��� [ % A %���] V��
�����S$D����1����
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�f&)(+*��
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�G�."%$3����� V +(τ) ���;&=(>*#���#��,��.�S 
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V +(τ)

V −(τ)
=

e2

(e − 2)2
< 1.
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�6� : �
�R�O����?
��&.�����Q���-�/"%$�������� : �
��"2���
�E&=(>*���� �
 F(+* : �
�.&��.?
�-� (0, 0) A

B ���
���i1����
����?����#�O1�*T�	�b��93��$
�6���-� H;: �
� &J�P?3��&.&��~���a�O����?
��&.�������6�'���-�/"%$����	��� : �
��"2�����������&.�;����&r�#�2���#"%$
��S3�
� A c ��� �������.&��4�����-�
�C ��<&J�S��9�*#���-�.�; 
�<&.�5�O����?
��&.�6��*P���2���#���  
� c ����$
�
���t1: �����
���
�<�i1����
�;$
����$d���-*#�;�
�������
�P$D����"%���-���#���N$3���P 
�5�#�����#&.�����k���
�P&.�!������1�����,����
�#�b���
���#"%$
� S3�
� A

4

te
l-0

00
11

98
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 M

ar
 2

00
6



� � � � � � 
 
 � � ��
 � � � � � � � �G�D	 � 	�m�
 7D5

M(q) dq̇ + N(q, q̇) q̇ dt = f dt + dr

−

−f =
dP

dq
(q) − h

−f q̇

X����
�����.���G ��5�O���/��� ��,�� P (q)

X��������������` 
�k�-������� ��,�� K(q, q̇)

&����� ��5�������������f[ ��]�� [=L�]

�����
	 L A %���
N�
�k�#���
����� ����*#�������.���j�
*�,��	����1��S���������5 
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����� ����� � �����������! #"$� ����%&%&')(*',+&-
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/0.1/32 46587:9 �<;>=@?BADC�A<EFEHG
E 7@I&J A<EFCK?BE:EL?NM 5O7 ?QP�E
c � �����
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�����/ 
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�6�  
���
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dK ≤ fT q̇ dt,
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�4���4�i�w�§�¥� ¡ �i�I��¬7¤§� ¡£¢ �i�d� ¢ ���@�¥ D�I�4���I� �*¤ + �"�7���¥�D�|�D���M�*�	�e�*¤L�¥�i�M�*�|�D�4©
¶P�[�|�*�I���M�`°R¦M�Z�]�*�~�D�D���¥�d�I¤M�D�4�D�I�I���i� ¦§���§�]�*�I�D��¦M�d�I���w� ¡ �s�I¤§�M�A�*���w�D��¦M�d¦M�*¤M¨ ¡ �

�I¤M�M�	�i�µ�T°B�A�D�I�w�D� ¦ ¢ � � �4�D�I¤M�4� ¤M�f¦§ 4� ¡ �*�4�D�|�D�W� ¦]�*�§� ¡\¢ �D�I�]�*�D�*© � ¡ �4�µ�{�4�D�A�D�M¦]�*�@�� Dª7��¦M�D�@�
¬7¤§� �D�D���¥�p� �D�|�f�I¤M�D�4�4���I���i�n¦§� �w�i¤§ª*�4�w�4�@�¥�Z� � �D�D�I¤M 4� �¥�*�§���D�i�@���*�x���Tªi�4� ¡ �f�I� ¡ �§�
¦M�i�M�M�D�¥�*�J�Z�]�*� ¡ ���D¤ ±�¤M� ¦M D� ¡ �`�4�4�w�4�@�Z¦M�*�M� ¡£¢ �4���]�*�D�*°b� ¢ �D��� ¡ ���T�*�Z�M�*�m� + �D�|� ¡ �[¦M�D�
�4�i���|�i�M�*¤§�¥�D�m�4�#�*�A�D�¥�*�@�I�4¤M�D© J � � � �D�4° ¡ �D�s�`�D�¥���i�M�|¦M¤#�M���4¦#��¤M� ¡ ���I� ¡ ­  D�M�4���4�@�d¦M�D�
«1�i�I�D�4��¦M� �4�i�@�¥�*�D�b¬7¤§� X �i¤M�D�@��¤M�Z� Ri¡ �Y�T�`�M���¥� ¡ ¦]�*�M� ¡ � �� T� ¡ ���¥�h�¥���*�w¦§��¦M D� ¡ �*�D�4�w�4�@�¥� U^`[V X ©

Simple supportPremier double support

P HASES

% du cycle

Sous-Phases
Balancement initial Balancement finalSecond double support

85%
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50% 100%0% 12% 25% 62%
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Evénements

P P

Contact du talon Mi-appui Décollage du talon Décollage des orteils Accélération Contact du talonPlante plate Décélération
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	 ' © %�� PR�]�*���4�}¦ ¢ ¤M��� �7� ¡ �z¦M�z�|�*�I���§� UW`8%,X

� �`���@�¥�D�]�*�@�T°U�I�D�M�I�D�M�i�M� ¡\¢ � + �D�|� ¡ �s¦§¤_���7� ¡ �m¦M�m�|�*�I���§�s�D�����|� ­ ���§�i�M�z¬W¤M� ¡ ���I¤M� �
�4�4���I���i�p¦M�4�{�§�]�*�I�D�y¦M¤p���7� ¡ ���I�*���{�� T� ¡ ���� 4�&��¤M�{¤M�!��� ¡ ¬W¤M�,� ¢ �D���y«K�*�J��¬W¤M�~¦§� ­i¡ �`�4� ª7�Jªi�*©� �W�I¤M���I��ª*�4�w�4�@�T°h�i���I�*���/¬W¤M� ¡£¢ �i� �I�4�I��¦]�*�§� ¡£¢ ���M�4�*�]�*�D���I  ¦§�b�I 4� ¡ ���I�D�/¤M�&¦M 4� ¡ �*�4�D�|�D�@�q¦]�*�§�¡£¢ �4�I�M�*�4�`©q¶��w���7�	�m¦M�|�4�i�@���`�D�~�Tª*�4� ¡ �|��� ¡ �`¤M�¥�f¦§�i�M�s  ­ � ¡ �4�w�4�@�&¤§�M�s� ¡ �*�4�w�M�� 4�	�i�M¦M  �
�¥�*�@�¥�|¦]�*�M� ¡ �d�I 4� ¡ ���¥�`�I���i�p¦ ¢ ¤M��¦§ 4� ¡ �*�4�D�|�D�W�4©,¶��D� «1�I�`�I�¥�D�|�D�@�¥�&���@�¥�4�µª7���4�§�M�4�@�����i¤§ª*�4�@�
¦M���|�*�M���D�I�l�M�i�	� �M  ­*¡ � ­ �T�*¨ ¡ �z�I¤M� ¡ �&�D�i�|�	�i�µ�¥�4�w�4�@� ¦��7�]�*�w��¬W¤M� ¦M�4�y�"�L�µ�¥�D�|�D�4©  {�`�M� ¡ �
�T�*�}¦M¤��I�i¨	�*� 
 � PU°]�M�I D�I�4�@�I &¦]�*�§� ¡ � S]­ ¤M��� ' © ®L°§�4� ¡ ���w� ¡ �*���I�4�w�4�@�� x�¥ z�w�����4�� Dª7��¦M�4�M�D�
�4� ��¦M�D�@�¥� S �*�@� ¡ �g�M�� 4���4�M�D�u���|�	�i���¥�*�@�¥��¦M�p¦M��ª*�4���m���L�	�4�d¦M�[«1���*�I�I�4�w�4�@�¥� U 'a`YX © � �4�w�
�I�£°U¦M�m�|�*�M���4��� ­  D�M 4�I� ¡ �|�i�_�*¤M�I�f� ¡ ¤§� R � �¥�D�M¦]�*�M�D�Z±[�4���¥� �i�D�~¦M� ¡ ���w���¥�D� ¡ �4�l«1�i�I�D�4��¦§�
«1�I�*���¥�4�w�4�@�I� ¬W¤M���I�*�W��± ¡\¢ �*�I� ­ ���M��¦ ¢ ¤M�§�|¦M���I�����]�`�I���i�p¦ ¢  4�§�4� ­ ���*°P¦]�`�M� ¡ ���4�i�@�¥� + �¥�m¦M� ¡ �
�s�*�����M�*° ¡ �4���M�M D�M�i�w�4�M�D�³¦M�Y«1�I�`�I�¥�D�|�D�@�¥� �4�@�¥��� ¡ ���M���D¦s¦M¤w�I�i¨	�*� �D� ¡ �}��� ¡ � ¢ �Tªi�D�I�4�@� �x�¥���
���M¦M���I�	�4�M�I�*¨ ¡ �4�Y�A�*¤M� ­  4�§ 4�I�D�Y¤M��¦§ 4� ¡ �*�4�D�|�D�W� UW`8% ° ` 'hX ©
� / �1/�� � A J 5 =�
 ��A E � = 	BA<E P�; =�� A<E CKA = �<5 � 7 ?B; �

� ¡ �4�µ�R���@�¥ D�I�D�I�¥�`�W��¦§�b�¥�`�M�A� ¡ �D�,¬W¤M���D�4�q«1�i���4�4�,¦M�b�D�i�@���*�x�R�I�i�@�R�M�*��«1�i���,�`�M�A� ¡  D�4�,«1�i���4�D�
¦M�b�� T�*�x�¥���*��© Nb�D���¥�b¦§ 4�M�i�w���M�`�¥���i�z� �	�i¤M�U�i�I� ­ ���§� ¡ �R�¥���i�������4�w�R�M�����M�D���	� ¦§�b²}�����¥�*��°`¦§�i�@�¡£¢  4�M�i�§�4�4�Y�D���l´
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 {�`�M���D�&�M�����M�D���	�*°]� ¡ �D���{� ¡ �*���I�D�|�D�W�}���M¦M��¬W¤M l¬W¤M� ¡ �4�}«1�i�I�D�4��¦§� �� T�*�x�¥���*�f� ¢ �i�M�	�i���4�@�
±u¤M�M���*�x�¥���*��©�¶��4��«1�i�I�D�4�w¦M���� T�*�x�¥���i�r�§���	�4¤§ª*�4�@�Z¦M�*�M���M�*� �x�¥��� ­  D�M 4�� 4�D�s�¥�`�M�s¤M�§�
�*�D�I���i�w�M�I 4� ¡ �`¨ ¡ �`°@¦M� ���4�w�Y¬W¤ ¢ � ¡�¡ �4� �M� �	�4¤Lªi�4�@���M�*� �x�¥����± ¡£¢ �i�I� ­ ���M�b¦M� ¡ �l��¤M�§�I¤M�I�}¦ ¢ ¤M�
�4�i�@���`�D�T©/PU�i¤M�}¬7¤§� ¡ �l�§���4¦�¦M D�4� ¡�¡ �z¦M¤��I� ¡ � ¡ «K�`¤M¦M�¥��¦M�i�§� ¡\¢ �`�D�¥���i�d¦ ¢ ¤M�M�l�M�i¤§ª*� ¡�¡ �y«1�i�I�D�
� + �¥ D�I���D¤M�I�`©  {�*�M� ¡ �Z�4�*��¦M�4�w�I�*¨A�*�I�~�s�`�I���M�D¤M�I���]�*���I�J«1� U �-% ° � � ° �[V ° LhVhX °q�D�d�I�i�@� ¡ �4�
«1�i�I�D�4��¦M� ­ �¥�Tª7���I Y�I¤M��¤M�w�I� ¡ ���M� ¡ ���§ �¬W¤M�B�M�I�3ªi�7¬W¤M�4�@� ¡ �{��¤M�§�¥¤§�I�Y¦M¤w�4�i�@���`�D�T©� {�`�M� ¡ ���T�`�
¦M�4� � �7���I�4�w�4�~�*�x�¥���i�M�M D�4°U�M�i¤M�zªi�D�I�I�*�M�~± ¡ �����4�x�¥���*� ' © � ©¯®�¬W¤M� ¡\¢ �`�M�A�*���z¦ ¢ ¤M�M�m D�M�4� ­ ���
� + �¥ D�I���D¤M�I���*¤f�"�L�µ�¥�D�|���	�4���|�x�I�I�¥��¦M� ­  D�M 4���4�{¤§�M� «1�i���4� 
$�
� � �����-� � � � �A�*¤§ª`�*�@�����4��ª7���
¦]�*�M� ¡ �y�4�*�Y¦M�4�}�I�*¨A�*�I���s�`�I���M�D¤M�I�}�*¤�¦M 4�D� ¡�¡ � ­ �{¦§¤��M���4¦�©

� �#" $ ����� � ����',+&',��� �&%N-('w��',",'*)� � %P�  ",� % � �e q� � % ����� � � + �l��+

� / � /32 4 A E:; ��E,+ 5 � 7 ?B; �0� A J A ��7 C�A<E =@; � ; 7 E J 5 =�� 9 A
� = E
- �i¤§�&¦ ¢ �`¨A�i��¦�°,�§�*�¥�i�§��¬W¤M� ¡ �wªi�D�D�¥�D¤M�~¦M�D�~�4�7�i�I¦M�*�M�M 4� ­  4�M D�¥� ¡ ���� 4�4� q ¦ ¢ ¤M�_�I�*¨A�*�

�s�*�����M�4¤§�}�	�4¤L� �x�¥���l�w���b�I�i¤M� ¡ �&«1�*�I�w�y�I¤M�Jª*�`�W�I� U^` 'hX

q =

[

q1

q2

]

,

�3ª*�4� q1 ¤§�Sª*�4�D�I�4¤M�|�¥�*���I�D��¨ ¡ �`�W� ¡ �D���A�i�����I���i�M�~¦§�4�|�*���I���4¤ ¡ �`�I���i�M�&¦M¤ ���i¨A�`���D� q2 ¤M�ªi�4�x�¥�D¤M�z¦M 4�D�I��ª`�*�@� ¡ �|�	�i�����¥���i�f�x� ¡£¢ �i�����4�@�¥�`�¥���i��¦ ¢ ¤M�!¦§�4�{��� ¡ ��¦M�4� ¦M¤!�I�i¨	�*���]�*���I�*�M�	�i���
±����i�d�4�@ª7�����i�M�M�D�|�D�W�4©  {�*�M� ¡ � S]­ ¤M��� ' ©¯®L°M�i�d�	�4¤§�Y�i¨§�I�4�µªi�D� ¡\¢ � + �4�w� ¡ �{¦§� ¡ �&���I�I¤M�x�¥¤M���
¦M¤[�I�*¨A�*� ¨M���A�D¦M� 
 � P �	�i�I�� 4¦]�`�W� 21 ¦§� ­ �� 4��¦§� ¡ ��¨A�D���¥ `© J �[� � �D��� ¡ �4�µ�{�4�*�M���I���¥¤§ &¦M� 15
�*���I���4¤ ¡ �`�I���i�M�/. ' ¦]�*�M�����]�`¬7¤§� X �*��¨	�Z�D� � �4�@�I�I� ¡ �Z¨]�*���I���r�x� ¡ �m�¥���i�M�10~�*¤ + ¬W¤M� ¡�¡ �4��� ¡
«K�*¤§���`¦ X �i���§¦M�I� 6 ª`�*��� �*¨ ¡ �4���M�� 4�4���¥�*�@� ¡ � �	�i�I�J�¥���i�|�x� ¡\¢ �i�����D�W�¥�`�¥���i��¦ ¢ ¤M�Z¦M�4�b�I� ¡ ��¦M�D�³¦]�`�M�¡£¢ �4�I�M�*�4�`©  ��*�M� ¡ �Z�]�*�µ�¥���~¦§�I�i�J�¥�~¦M� ¡ � S]­ ¤§�I� ' ©¯®L° ¡ �~ªi�D�D�I�4¤M� q1 �4�i�@�¥���4�@� ¡ �D�l�	�i�����¥���i�M��*���I���4¤ ¡ �*���I�4� [q1, . . . , q15] °/�x� ¡ �wª*�4�x�¥�4¤§� q2 ¦M 4�D�I��� ¡ ���	�i�I�J�¥���i�u�x� ¡\¢ �*�I���D�@���`�I���i�!¦M¤��M���D¦¦M�I�i�J� [q16, . . . , q21] ©/P�¤§���I¬W¤M� ¡ �D���*�x�¥���i�M�M�D¤M�I�}¦M¤[���i¨A�`� �§�I�7¦M¤M�����4�@� ¦M�4� �4�i¤M� ¡ �4� τ � ­ ���"�
�¥�*�@�q¤§�M��¬W¤M�D�|�D�W�/�I¤§� ¡ �D�P�A�i�����I���i�M�U�*�µ�¥���4¤ ¡ �*�����4�4°4�i�&�	�4¤§�/�w�i�@�¥�I�D� U^` �YX ¬W¤M� ¡ ���4�*�|�|�*�M¦M�
¦M�z�4�4� �*�x�¥���*�M�M�4¤§�I� u �*¤M�I� ¡ �����I�I¤M�x�¥¤M��� ��¤M��ª`�*�@�¥�

u =

[

τ
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+

q9

q15

q11

q8

q7

q19q21

q20

q16

0.903 + q17

q18

�T���
	-, ©¯® � 
³����°M�D�@�¥�I� ¡ ���� T� ¡ ���I {�D� ¡ ���M�*�¥�*�w D�I�I���¥�`�I���i�

� / � /�� 4 A<EFP�; =�� A<E C�A � ; ��7:5 � 7 5 �/. M ;>E:? 7 ?B; � E C � � 
 ��?*	B? � = A

¶P�s¦��7�]�`�|��¬7¤§��¦M¤p�I�i¨	�*���A�D¤§� �D�I�I��¦M D�4�����¥��±m�M�*���I���}¦ ¢ ¤§� �w�7¦M� ¡ ��¶P� ­ �I�*� ­ ���4� UfV!� °
® `hX °M� ¡�¡ �y� ¢  4�D�I�J� ¦§�i�M�z�I�i¤§� ¡ �&«1�i�I�w�y¦ ¢ ¤M�M�z 4¬W¤]�h�¥���*��¦M� �  D�I�D�W�I��� ¡�¡ ��±w�w�4��¤M�I�D�

M(q) dq̇ + N(q, q̇) q̇dt + g(q)dt = udt + dr + sdt, . , ©¯®,0
�10u�§�i¤M�l�A�i¤Lªi�i�M�l�¥�`�M�A� ¡ �D�y¬7¤§� M(q) �4�µ� ¡ �Z�s�h�¥�I���4�~¦ ¢ ���§�4���I���`° N(q, q̇) q̇ �¥�`�I�I�D��¨ ¡ �¡ �4�}� � �D�I�{�M�i��� ¡ ���M T�`���I�D� .1�I� ¡ �}¬W¤M� ¡ �4�}� � �D�I���4�D�@�¥�I�J«1¤ ­ �D�4° ­ �7�I�i���4�i�M��¬W¤M�4�{�x��¦§�32b�i����� ¡ ����0 °
g(q)dt �I�D�M�I D�I�D�W�I� ¡ �4��«1�i���4�D�~¦M� ­ �¥�Tª7���I *° u �4�i���I�D�I�	�i�M¦r± ¡ �f�D�i�|�|�*�M¦§�m�4�@ªi� �* 4�f��¤M�¡ �4���*�D�I���i�M�§�4¤M����¦M¤d�I�i¨	�*�4°L�D�54]� dr �D� sdt ���i�@� ¡ �D�b«1�i�I�D�4���§�i�I�|� ¡ �4�b�x�����`� ­ �4�@�I��� ¡�¡ �D�b¦M�
�4�i�@���`�D�T©

� �`���@�¥�D�]�*�@�T°B«K�*�����i�M� �*�M�]�`�¥� � �¥�I� ¡ �w�µ�¥�I¤§�D�¥¤§�I��. , ©7610Y¦M¤�ªi�4�x�¥�D¤M�y¦M� ¡ �w�D�i�w�s�*�§¦M� u
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¦]�*�M� ¡£¢  4¬W¤]�h�¥���*��¦§� ¡ ��¦��7�]�*�w��¬W¤M�z¦M¤��I�i¨	�*�4°

M(q) dq̇ + N(q, q̇) q̇ dt + g(q)dt =

[

τ

0

]

dt + dr + sdt.

² �i¤M�s� ¡�¡ �i�M�~�M�*¤M�s���W�I 4���4�I���4�Z�`¤	�S�A�*���@�¥�w¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨M���d¦M�f�D�D�I�I�f D¬7¤M�`�¥���i��°�� ¢ �4�µ�Z±u¦§���I�¡ �i���I¬W¤M� q̇ = 0 �D� dq̇ = 0 °

dr + sdt = g(q)dt −

[

τ

0

]

dt

�i¤
[

dr1 + s1dt
dr2 + s2dt

]

=

[

g1(q) − τ

g2(q)

]

dt. . , © � 0
 ¢ �`�M�I�D� . 6i© ] 0x°`�i�~�	�4¤§�R�
�L�M�I���|�D� ¡ �D�,«1�i���4�4�,¦M���4�i�@�¥�*�D�R�§�i�I�|� ¡ �D�,���i¤M� ¡ �Y«1�i�I�w�b��¤M��ª`�*�@�I�
dr1 = r

′

µ1dµ �D� dr2 = r
′

µ2dµ °��10 dµ �4����¤M�M�p�w�4��¤M�I�p�I D� ¡�¡ �!�M�i��� �M  ­ �`�¥�Jªi�`© 2b�D�I�I�
 4¬W¤]�`�I���i�d¦M�l�|�D�I¤M���4�Y�4�µ�}�¥�`�I����«K�`���¥���I� dµ = dt �x�

[

r
′

µ1 + s1

r
′

µ2 + s2

]

=

[

g1(q) − τ

g2(q)

]

. . , © V 0
¶P����� ¡ �h�¥���*� . , © V 0w�4�*�I�I�D�I�	�i�M¦>±�¤M�§�[�4�i�§¦M���I���i�r¦ ¢  D¬W¤M� ¡ ��¨M�����D�W�I�I� ¡ �4�|�I�I�i���|«1�i���4�D�

¬7¤§�R� ­ ���I�I�D�@�y�I¤M� ¡ �|¦��7�]�`�|��¬7¤§��¦M¤p�I�i¨	�*� . 6i© � © 6 0l´ ¡ �4� «1�i�I�D�4�y¦M���D�i�@���*�x� .K�M�*�I�|� ¡ �D� �x�
���*� ­ �4�@�¥��� ¡�¡ �4��0x° ¡ �!«1�i���4��¦M� ­ �¥�Tª7���¥ ��D� ¡ �p�4�*�|�|�*�M¦M�d¦M�D�m�*�x�¥���i�M�M�D¤M�I�D©  ¤ «K�*����¦§� ¡ �
���¥��¤M�D�I¤M�I�|¦M� ¡ �Z�4�i�w�|�*�M¦M� . , ©76 0 ° τ �*�§�]�*�¥� � �z¤M�M��¬W¤M�4�w�4�@� ¦]�*�M� ¡ �Z�]�*�µ�¥���w��¤M�	 4�I���4¤M���
¦M� ¡ ���D�i�M¦M�J�¥���*�u¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨M�I� . , © V 0 ©/²}�i¤M�lªi� �i�i�§�~�*���§�I��¬W¤M�s¦]�`�M� ¡ �����4�4�*�M¦M�m�]�`���¥���|¦§�
�4�D���¥�z�4�*�M¦M���I���i�Z¦ ¢  D¬7¤§� ¡ ��¨M�I�`°§���4¤ ¡ �}���4�@�¥���4�@�}�4� X �4¤	� ¡ �&«1�i���4�y¦M� ­ �I�3ª7�J�¥ y�D� ¡ �4��«1�i���4�D�}¦§�
�4�i�@���`�D�T°]���M¦M D�A�D�M¦]�*�w�|�D�@�Y¦M� ¡ �~�4�i�w�|�*�M¦M��´

r
′

µ2 + s2 = g2(q). . , © � 0
2b�x�I�¥���4�i�M¦§���¥���i� ¦ ¢  D¬7¤§� ¡ ��¨M�I�u�A�D¤§� �x�¥���g�I� ¡ �� D�g± ¦§�4�!�4�*�M¦M���I���i�§��¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨M�I�u� ¡ ¤M�

¤M�I¤M� ¡�¡ �4�w�A�i¤§�|¦M�D�|�"�7���¥�D�|�D�m�w 4�T�`�M��¬W¤M�D� U�� 6i° ` �YX ©��R� � � �x�s���]�`�4¤M�#¦§�4�s  ¡  D�|�D�W�I�|¦§�¡£¢  4¬W¤]�`�I���i�Z¦M� ¡ �&¦��7�]�*�w��¬W¤M� . 6i© � ©7610³�A�D¤§�����l¦§ 4�4�*¤M�A�D���I� ¡ �i� ¡ � � �D�|�{�µ�¥��¤M�D�I¤M�I�z¬W¤M� ¡ �
ªi�4�x�¥�D¤M� q �i¤ ¡ �{�D�i�M¦M�J�¥���*�w¦ ¢  D¬7¤§� ¡ ��¨M�I� . , © V 0 U^` , X ° ¡ �y¦��7�]�*�w��¬W¤M�Y�A�D¤§� ¦M�i�M�Y� ¢  D�4�I���I�}�I�i¤§�¡ ��«1�i�I�w�{��¤M��ª`�*�@�¥�
[

M 1(q)
M 2(q)

]

dq̇ +

[

N 1(q, q̇)
N 2(q, q̇)

]

q̇dt +

[

g1(q)
g2(q)

]

dt =

[

τ

0

]

dt +

[

dr1 + s1dt
dr2 + s2dt

]

.

. , © , 0
�3ª*�4�

M(q) =

[

M 1(q)
M 2(q)

]

, �D� N(q, q̇) =

[

N 1(q, q̇)
N 2(q, q̇)

]

.
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� ¡ �� x�¥ y�w�i�@�¥�� y¦]�*�M� UW`[VhX ¬7¤§� ¡ �&�I�D�4�i�§¦M� �M�*���I���{¦M� ¡\¢  D¬W¤]�`�¥���i�m¦M� ¡ �&¦��7�]�*�w��¬W¤M�y���
�4�i�w�A�*�I�s¦ ¢ ¤M�§�m 4¬W¤]�`�I���i�u¦M�m²}�����I�i�_�D�&¦ ¢ ¤§�M�m 4¬W¤]�h�¥���*��¦ ¢ �R¤ ¡ �D�&¬W¤M�b�w�D���¥�D�W�&�4� X �D¤
�I�4���A�D�D�I��ªi�D�|�D�@� ¡£¢ �*�4�D  ¡  4�¥�h�¥���*�l¦§¤��4�D�W�I�I�³¦M�b�|�*�I���³¦§¤��I�i¨	�*�U�D�,�I�i� �|�*�|�D�W�/¦��7�]�*�w��¬W¤M�
¦M�y�I�*�¥�`�¥���i��© 2b�4�Y D¬7¤M�`�¥���i�M�b«1�i¤§�I�M���I�I�D�@�Y¤M�M�{�D�i�M¦M�J�¥���*�m¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨M����¬W¤M����� ¡ ��� ¡\¢ �`�D�¥���i�s¦§�¡ � ­ �¥�Tª7���I b�*¤ �z«1�i�I�D�4�,¦§�b�4�*�W�¥�*�D�I� U�� 6 X ©h¶ ¢ � �L�D�|� ¡ �³¦ ¢ ¤M�&�I�i¨	�*�U¨M���	�4¦§�³¦]�`�M�,¤M�&� ¡ �*�l�M�i¤§�
�A�D�I�w�D�I�I�¥��¦M�|«K�*���I� ¡ � ¡ ���4���3ª*�4�m¤§�M�s�D�i�M¦M�J�¥���*�u¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨M�I��� �L�������`�W�I�m�I�*¤§ªi�D�W��¤§�¥� ¡ ���� 4�
¦]�*�M� ¡£¢  D�I¤M¦M�z¦M� ¡ ���µ���*¨§� ¡ �J�¥ {¦§�4�Y�I�i¨	�*�I�}�|�*�����M�4¤M���4©�0, ��������� �
	 ���4�M�*�M� ¡£¢ � �L�4�w� ¡ �&¦ ¢ ¤§� ���i¨	�*�y¨M���A�D¦M�~¦M 4�D�I�J�y¦]�*�M�z¤M�p�D�I�]�*�D�w±m¦M�4¤	�!¦M���w�4�M�����i�§�4°:¦§�
�s�*���I� m ¦§�i�@� ¡ �}�4�D�@�¥�I�y¦§���|�*�I�����4�µ���I�J�¥¤M �± ¡ �l�A�*�I���I���i� (xG, yG) © 2b� �I�i¨	�*�4°L���i¤M�w���³±¡£¢ �*�D�I���i�~¦M� ¡ � ­ �¥�Tª7���¥ Y¦M���I� ­  4����� ¡ �i� −gey °@�I�Y�¥�I�*¤§ªi�Y�4�| 4¬W¤M� ¡ ��¨§�I����¤M� ¡ ���I� ¡ ª7��� k �	�i���@�I�
¦M�z�4�i�@���`�D�T©


 ¤§�M�A�*�I�i�M�l�	�i¤M�z�I���|� ¡ �74]�D� ¡ �4�l�T� ¡ �4¤ ¡ �y¬7¤§�|�D�4�l�A�i���@�¥�z¦M�w�4�i�@���`�D�l�I�w�I�J�¥¤M�D�W� ¦]�*�§�¡ �m���4�w�s� ¡ �*�_�M�i��� � �i�@��� ¡ °,± ¡ �f�A�*�I���I���i� (xp k, 0) °/�D��¬W¤M� ¡ �D�&«1�i���4�4�~¦§�Z�4�i�@���`�D�¥�~���i�@�
¦M����� ­  D�4�qªi�D���I���T� ¡ �4�w�4�@� ¡ � ¡ �i� ­ ¦§� ey ° ¡ �{�4�i�w�A�*�¥�*�@�¥���¥�*� ­ �D�W�I��� ¡�¡ �b¦M�4�R«1�i���4�4��¦M�Y�D�i�@���*�x�
s �4�µ� ¦M�i�M��  ­ � ¡ ��± �  4���M© 	 ¤M����¬W¤M� ¡ �4�,�4�i�@���`�D�¥��¬W¤M�]� ¢ �
�§�D�I�D�4�@�b�D�@�¥�I� ¡ ���I�i¨	�*�R�x���I�i�w�4�@ª7�
�
�I�i�M�§�4�w�4�@�����i�@��¤M�M� ¡ �`�I 4�¥�`¤	�A° ¡ �4�³���@�¥�D�M�I�J�¥ 4�³¦M�4�³«1�i�I�D�4�b¦§���4�*�W�¥�*�D���I�i�@���§ 4�4�D�I�I�*�����4�w�4�@�
r2 = λiey °B�Tªi�D� λi ≥ 0 ©
¶��4�/ 4¬W¤]�`�I���i�§�q¦M� ¡ � ¦��7�]�`�|��¬7¤§�b¦M�b² �����I�i�~�D� �R¤ ¡ �D�q�*�M� ¡ ��¬W¤M D�4�,�*¤��4�D�@�¥�I��¦§�b�|�*�I���

¦M���4�w�I�i¨	�*�y�D�u D¬7¤§� ¡ ��¨M�I�~�D�i�I���4���A�i�§¦M�4�@�&±d¤§�M���I 4��¤ ¡ �¥�*�@�¥��¦M�~�¥�I�*�M� ¡ �`�I���i�[ª*�4���I���4� ¡ �~�x�
¤M���w�i�w�4�@�Y¦M�z�I�`���`�I���i�Z�M�*�I� � �i�@��� ¡























−mg +

m
∑

k=1

λk = 0,

−xp kmg +
m

∑

k=1

xp kλk = 0.

 ��³�D�4�/¦M�4¤	�  D¬7¤M�`�¥���i�M�4°3�*�&�i¨§�I���D�W� ¡ �Y�D�i�M¦M�J�¥���i�z¦ ¢  D¬W¤M� ¡ ��¨M���R�I¤M�Jª*�`�W�I�*°;�I� ¡ ���*�@� ¡ ���A�*�I���I���i�
�M�i�I� � �i�@�¥� ¡ ��¦M¤ �4�D�W�I�I�!¦M�f�s�*���I�!¦M¤ ���i¨	�*�Z± ¡ �u�	�i�I�J�¥���*� �M�i��� � �i�@��� ¡ �f¦M�D�Z�A�i���@�¥�s¦§�
�4�i�@���`�D�}�D� ± ¡£¢ ���@�¥�D�M�I�J�¥ y¦M�D��«1�i�I�D�4�}¬7¤§� �Z�I�i�@� ­  D�M 4�� 4�4�

xG =

m
∑

k=1

xp kλk

m
∑

k=1

λk

. . , ©��,0

� �m�	�4¤§�b�¥�i¤§�b¦ ¢ �*¨A�*�I¦m�D�i�M���¥�`�¥�D��¬W¤M�{�4�x�I�I�{�4�i�§¦M���I���i�|¦ ¢  D¬W¤M� ¡ ��¨M����� ¢ ���w�A�*�I�{�`¤M�4¤M�§�
�4�i�@�¥�I�*���@�I� ¬W¤]�`�W��± ¡ �g�D�L�*�I¦M�i�§�M 4�!ªi�D���I���T� ¡ �!¦M¤>�4�D�W�I�I�p¦M�p�|�*�I���*© � �@�¥ D�I�4���I�i�§�"� �§�i¤M�
�s�*���@�¥�4�M�*�@� ± ¡ �{�4�7�i�I¦§�i�M�M D�}�§�i�I� � �i�@��� ¡ ��¦M¤w�4�D�@�¥�I�}¦M�Y�|�*�I���*©! {�*�§� ¡ ���T�*��¦ ¢ ¤M�w¤M�M��¬7¤§�
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�4�i�@���`�D�T° k = 1 °M�4�x�I�I�l�
�L�M�I�D�I�I���i�f��� �� 4¦M¤§���}±
xG =

xp 1λ1

λ1

= xp 1,

�4�d¬W¤M���¥�¥�`¦M¤M��� ¡ �m«K�*�J�~¬W¤M� ¡ �4���D�L�i��¦M�i�M�§ 4�4���M�*�I� � �i�@��� ¡ �4�~¦M¤S�4�D�@�¥�I�d¦M� ­ �I�TªL�J�¥ Z�x�|¦§�¡£¢ ¤M�M��¬W¤M�|�A�*���@�&¦§�m�4�i�@�¥�*�D�~���i�@�~��¦§�4�@�¥��¬7¤§�4�4©,¶ ¢ ���W�I�4�M�����I s¦M� ¡ ��«1�*�I�4�s¦M�s�D�i�@���*�x�~�4�_�D�
�A�i���@�Y�4��� λ1 = mg ©
¶��i���I¬W¤M� ¡ �~� �7�µ�¥�4�w�s¦§���I�	�i���w¦§�|¦M�D¤	� �	�i���@�¥�z¦M�w�4�*�W�¥�*�D� k1 �x� k2 ° ¡ ���I�i¨	�*�z�4�µ�&�D� 4¬W¤M� ¡ ��¨M��� ¡ �i���I¬W¤M� ¡ �~�D�L�i��¦M�i�M�§ 4�z�M�i��� � �*�W�¥� ¡ ��¦M¤f�D�4�@�¥��� ¦M� ­ �I�TªL�J�¥ z�¥�h�¥���µ«K�*��� ¡ ���I� ¡ �`�I���i�

�I¤M�Jª*�`�W�I�
xG =

xp 1λ1 + xp 2λ2

λ1 + λ2
.

�10 xp1 �D� xp2 �I�i�@� ¡ �D� �	�i�����¥���i�M�R�M�*�I� � �i�@��� ¡ �4�R¦M�D�³�	�i���W�I��¦M� �D�i�@���*�x�b�x� λ1 �D� λ2 �I�i�@� ¡ �4����@�¥�D�M�I�J�¥ 4�Y¦M�D�}«1�*�I�4�D� ¬W¤M� �d���i�@� ­  4�M D�I D�4�4© � ���	�4¤L� ���4�|�*�I¬W¤M�D�Y¬7¤ ¢ ¤M�§� ���4�w�y�A�*�I���I���i�
�M�i�I� � �i�@�¥� ¡ �[¦§¤n�D�4�@�¥���u¦M� ­ �I�TªL�J�¥  xG �A�D¤§� � �D�I�I�p�i¨§�I�4�W¤M�p�A�*¤M�Z¦M� �  4���4�@�¥�D���	�i�����¥���i�M��M�i�I� � �i�@�¥� ¡ �D� ¦§�4�b�	�i���W�I��¦M� �D�i�@���*�x����� ¡ �4� ���@�¥�D�M�I�J�¥ D�³¦M�D�³«1�i���4�D�³¬W¤M�B�I�*�W�b� �L�4���4 D�4���D�s�4�D�
�A�i���@�¥��¦M�z�4�*�W�¥�*�D�Yª* 4�I� 4]�4�@�

λ1 = mg
(xG − xp 2)

(xp 1 − xp 2)
≥ 0 �x� λ2 = mg

(xG − xp 1)

(xp 2 − xp 1)
≥ 0.

� �Z�	�4¤§�Y���4�|�*�I¬W¤M�D��¬7¤§�l�	�i¤M�b�4�y� �7�µ�¥�4�w�z� ¡ �`��° ¡ �4�� D¬7¤M�`�¥���i�M��¦M�z²}�����¥�*���x� ��¤ ¡ �4�
�M�w«1�*¤M�I�M���I���4�@�l¬7¤§�|¦M�D¤	�  4¬W¤]�h�¥���*�M�4°��]�`�y�4�i�M�� 4¬W¤M�D�W�&�I� ¡ �~���i¨	�*�z�A�*�I�I�D¦M���¥�I�*���y�	�i���@�¥�
¦M�|�D�i�@���*�x�T°P�4�D�&¦M�D¤	� �I� ¡ �`�I���i�§�y�I�i�@� ���M��¤��w�¥�*�@�¥�D�&�	�i¤M�l¦M D�I�4���|���M�4� ¡ �D�z���@�¥�D�M�I�J�¥ 4�l¦M�D�
«1�i�I�D�4��¦M�Z�4�*�W�¥�*�D���D���4�4���	�i���@�I�4© ) �*�M�	� ¡ �i�M��¬W¤M� ¡ �4�� D¬7¤M�`�¥���i�M�~¦M�d²}�����¥�*�r�x� ��¤ ¡ �4�
�4�i���I�4���A�*�M¦M�4�@� ± ¡ � �]�*���I���{���§«1 4�����D¤M�I� ¦M� ¡ �&�D�i�M¦M�J�¥���i�m¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨§�I� . , © V 0³¦M¤d�I�*¨A�*�4© 2 ¢ �4�µ�
¦M�i�M� ¡ �~�]�`���¥���{�I¤§�A D�I���D¤M�I�l¦M�,. , © V 0

r
′

µ1 = g1(q) − τ ,

¬7¤§�,�	�4�I�w�D���¥�I�|¦M� ¦M D�I�4�I�w���§�4�}�4�i�w� ¡ �x�¥�D�|�D�W� ¡ �D�����W�I�4�M�����I 4��¦§�4��«1�i���4�D��¦M� �4�i�@���`�D�T© � �
�A�D¤§�����4�|�*�I¬W¤M�D�b¬W¤M���D�D���¥�� D¬W¤]�`�¥���i�m��� ¡ ��� ¡ �z�]�*���I��� r1 ¦M�4� «1�i�I�D�4�³¦M���D�i�@���*�x���*¤	�w«1�i���4�D�¦M� ­ �¥�Tª7���I w�x� ± ¡ �Z�4�i�w�s�`�M¦M�*°��*���M���q�]�*� ¡ �~¨M� �*���{¦M� ¡ �Z�D�i�|�|�*�M¦§� τ °��i� �A�*¤M�I�I��� ­ ���
�]�*���I��� ¡�¡ �D�|�D�@���I¤M� ¡ �y���M�i� �m¦M�4�Y«1�i���4�4�Y¦M�z�D�i�@���*�x� r1 ©) �*�M�	� ¡ �i�M��¬W¤M� ¡ �D��«1�i�I�D�4�}¦M�z�4�i�@���`�D�}¦M�i�Jªi�4�@�}�¥�h�¥���µ«K�*�����

[

r
′

µ1

r
′

µ2

]

∈ N (q),

�i�_�i¨M���4��ª*�d¦]�*�M�~�D�D�I�I�Z�I� ¡ �`�I���i�u¤M�_�4�i¤§� ¡ � ­ �m�M�i�	� ¡ ���M T�*���I���4�@�I�I� r
′

µ1 �x� r
′

µ2 ° ¡ �s���§�i� �¦M�4�Y«1�i�I�D�4�Y¦M�z�4�*�W�¥�*�D�}¦M D�I���I 4�D� r1 �I�D�¥��¦M�i�M�z D�I�I�i�J�¥�D�|�D�W� ¡ �� y± ¡ ���M�*���I��� r
′

µ2 ¦M�D�}«1�i���4�D�

te
l-0

00
11

98
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 M

ar
 2

00
6



��� � � ����� � �3�3	�� ��� 
 

���
	�� � �

¦M�z�4�i�@���`�D�T© �R�d¤§�I� ¡ ���¥�*�@� ¡ ���I� ¡ �`�I���i��. , © � 0x°§�i�d� ¢ �*�A�D� 2 �i���Y¬W¤M� ¡ �D��«1�i�I�D�4�Y¦M�y�D�i�@���*�x� r
′

µ2�I�i�@� ¡ �� 4�4�Y± ¡£¢ �*�x�¥���*�m¦M� ¡ � ­ �I�3ª7�J�¥  g2(q) ©]¶ ¢ � �L�M�I�D�I�����i���M�I D�4 4¦§�4�@�¥� �A�D¤§�}¦M�i�M�z� ¢  4�D�I���I�
[

r1

g2(q)

]

∈ N (q), . , © ` 0
¡ �Y���M�i� ��¦M� r1 ¦M 4�	�4�§¦M�¥�l¦M�i�M�Y«1�i���I�4�w�4�@� ¦M� ¡ �y�A�*�I���I���i�~¦§¤s�I�*¨A�*� q © 2b�i�@�¥�¥�`���I�D�|�D�@�b�`¤�T�*�y¦M¤ ¨M�I�*�y�s�`�M���M¤ ¡ �`�I�4¤M�D° ¡ ���T�`�¥�*�x�¥�4�����I�i¤M���e�*�x�¥���i�M�M �¦§�4�z�I�i¨	�*�I�{�s�`�I���M�D¤M�I�z���w�	�i�I�
¤M�M�y D�I�I�i�J�¥� �I� ¡ �`�¥���i�s�D�@�¥�I� ¡ � �	�i�I�J�¥���i�s¦M¤Z���i¨	�*���x� ¡ �D�b«1�i�I�D�4��¦M���4�i�@���`�D��¬W¤M��� ¢ �
�L�4�I�D�4�@�
�4�@�¥��� ¡ �y�I�i¨	�*���x� ���i���4�@ª7���I�*�M�M�4�w�4�@�4©

4
¶P����� ¡ �`�¥���i� . , © �,0z�D�i�I���4���A�i�§¦�±�¤M�g�D�I�J�¥�4���s¦M�|���¥�*¨M� ¡ ���I w¤L�¥� ¡ ���� w�	�i¤M� ¡£¢  D�I¤M¦M�|¦M� ¡ �

�����`¨M� ¡ ���¥ l¦M�D�y�I�i¨	�*�¥� �s�`�I���M�D¤M�I�y¬W¤M�/�I�~¨]�*���~�I¤M� ¡ �s�M��� X �4�x�¥���i�[¦M¤p�4�D�@�¥�I�~¦§���s�`�I�I�&¦M¤
� �7���I�4�w�|´

� �
!� !�� � � � �$!�� ������
����(�'� � � �$��� !�� ��� ! � � � � � ����� !�� � � �&� � � � 
���� ��������� ��� 
 ��� � �(� ! ���

$������� � �(� � ��!$! � ! � ��� �
����� ����	 �'����
���� � �(� �(� ��	 ��������� �$�-��� 
$��������� �
	 ��� � 
$���%���0! �$!������'���'!
�(� 
$������� 
��� 

2b�D�A�D�M¦]�*�@���D�i�w�|� ¡ �Y���i¤ ¡ � ­ �M� UW` � X °7�D� �D�I�J�¥�4��� �§� � ¢ �*�§� ¡ ��¬7¤§� ¬W¤M� ¡ �i���I¬W¤M� ¡ �4� �	�i���@�¥�
¦M�[�4�*�W�¥�*�D�I�m�I���I�J�¥¤M�D�W�m¦]�*�M�|¤M�#���4�w�f� ¡ �*� �M�*�I� � �i�@��� ¡ °R�4�i�w�w��¦]�`�M� ¡\¢ �
�§�D�|� ¡ �f�D�
�
¦M�4���I¤M�D©M¶P� 4 ­ ¤M�I� , © � �M�� 4���4�@�¥�{¤§�s� �L�D�|� ¡ � ¦§��� �7�µ�¥�4�w���I�`�¥����«K�*���¥�*�@� �4�}�4�����I�4�I� . ­ �*¤M���M� 0
�M¤M��� ¦M�D¤	�|� �L�4�w� ¡ �D�b�M� ¡ �}�¥�h�¥���µ«K�*���I�*�@� �]�*�4©� {�`�M� ¡ � 4 ­ ¤M�I� ¦M¤s�D�4�@�¥��� ¡ �}�I�*¨A�*� � ¢ �4�µ���]�`�
�4�g D¬7¤§� ¡ ��¨M�I�w�|�*��� ¡ �d�M��� X �4�x�¥���*�g¦M¤g�D�4�@�¥���m¦M�s�|�*���I�|ª* 4���74]�|¨M���D���4�s�4�I�J�¥�D�I�*©  {�`�M� ¡ �4 ­ ¤M��� ¦M�l¦M���i���I�*° ¡ �z�"�L�µ�¥�D�|�l�4�µ�{�4�� 4¬W¤M� ¡ ��¨M�I� ­ � � �4�l�*¤	�d«1�*�I�4�D� ¦§�l«1���*�I�I�4�w�4�@�¥�}�s�`��� ¡ �
�M�I� X �D�D�I���i�[¦§¤[�4�D�W�I�I�~¦M� �s�`�I�I� �M�������I�J�¥¤M� �]�*��¦M�*�M� ¡\¢ �D�@ªi� ¡ �i�M�	���4�*�Wª*� �L��«1�i���| D�&�]�*�
�I�4�l�	�i���@�¥�z¦M���D�i�@���*�x�¥�4© 2b�w�4�����¥�D�I���M���	�4�I�w�D�l¦M�*�M���]�*�l¦M��¦M D�I�4�I�w���§�4�z�4�i���I�D�D�¥�D�|�D�@�¡ �4�Y�4�*�Y�10 ¡ �y� �7�µ�¥�4�w�l�I�4�µ�¥�z�4�� 4¬W¤M� ¡ ��¨§�I�{¦M�D�Y�T�*�Y�10�� ¡ �M� ¡ �{�	�4¤§�}�]�*�D©

� � � �D�m�f�D�D�&� �L�4�w� ¡ �s�I���w� ¡ �w�§�i¤M�~�Tªi�*�M�~�M¤g��� ¡ ���4� ¡ ���4�i�M¦§���¥���i��¦ ¢  D¬7¤§� ¡ ��¨M�I� . , © � 0
±u¤M�M���4�i�§¦M���I���i�S¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨M���d�4�@�¥��� ¡ �d�4�D�@�¥�I�f¦M�f�|�*�I����¦§¤#� �7���I�4�w�f�x� ¡ �D�|�	�i���W�I�|¦§�
�4�i�@���`�D�T©  ��4�~�D�i�M¦M�J�¥���*�M��¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨§�I�s�	�i¤M�&¦M�4�~�"�L�µ�¥�D�|�D�w�w 4�4�*�M��¬7¤§�4��� ¡ ¤M���D�i�|� ¡ � �L�D�
�I�i�@�}� �L� ¡ ���4�J�¥ D�4�Y¦]�*�M� U�� 6 X ©

� �
� $ ��� " ��'���� ����� � ������� � � �  " � %  � ) �e+ % � �e ,�����Y�� %

� / � /32 � � A 	Q;>? CKA	� ; J J 5�� CKA � 5 E � A E �K=
	 5 M 5 E:EL?��
? 7	�

²}�i¤M�b¦§ 4�I���I�i�§�b�I 4� ¡ ���I�D�³¤M�§���I  ­ ¤ ¡ �`�¥���i�|¦§� ¡ �l�A�*�I���I���i���x��¦M�D�b«1�i�I�D�4�³¦M�{�4�*�W�¥�*�D�b¦ ¢ ¤M�
�I�i¨	�*�R�|�*�I���§�4¤M��±y¤M�M���	�i�����¥���i��¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨M�I��¦§ 4�I���I D� qd �D� ¦M�4�q«1�*�I�4�D��¦M���4�i�@�¥�*�D��¦M D�I���I 4�D�
rddt ©L² �i¤§���4�i�M����¦M D�I�i�§���A�*¤M��¦M�D���¥�*���I�i�M� �¥�D���M�M��¬W¤M�D�Y¬7¤§�y¦]�*�M� ¡ �&�I¤§���¥��� ¡ � ¢ �s���]�*�b¦M�
«1�I�*���¥�4�w�4�@�����4�z�*¤ �Z�	�i���@�¥�³¦M�y�4�*�W�¥�*�D���*���M��� ¡ �&�A�*�I���I���i�|¦M 4������ 4�{�D�i�I���4�I�	�i�M¦�±�¤M�Z�	�i���W�
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	-, © � � ) �4�|�*�I¬W¤M�D�}��¤M� ¡ �D�}�D�I�J�¥�4���4��¦M�l���¥�*¨M� ¡ ���I  UW` � X ©

¦ ¢  D¬W¤M� ¡ ��¨M���y���I� ¡  *©
¶P���	�i�I�J�¥���*�s�D� ¡ �4�b«1�*�I�4�D��¦M�{�D�i�@���*�x�Y¦M 4�����I D�4� qd �x� r

′

µd ¦M�i��ª*�4�@���I�`�¥����«K�*���I� ¡ �&�4�*�M¦M�
��¥���*��¦ ¢  D¬7¤§� ¡ ��¨M�I� . , © ` 0x°M± ¡ ���A�i�����I���i�Z¦M D�I���I 4�z�i���*¤§�¥�~¦M�i�M�
r

′

µd =

[

r
′

µ1d

g2(q)

]

∈ N (qd), . , © ] 0

 �M� «1�*��� ¡ ���	�i�I�J�¥���*�l¦§ 4�I���I D� qd �D� ¡ �4�P«1�i���4�4�U¦M� �4�i�@�¥�*�D�,¦M 4�����I D�4� r′

µ1d ¦M x�¥�D�I�w���M D�4�4° ¡ ��4�i�w�s�`�M¦M� τ �A�D¤§� �D�I�I�Y���M�i���I�����A�i¤§�R�4�i�w�A�D�M�I�D� ¡ �{�]�`���¥��� g1(qd) ¦M� ¡ ��«1�*�I�4��¦§� ­ �¥�Tª7���¥ �D� �*���§�I���	�i¤§ª*�i�����i¨L�¥�4�§��� ¡ �D��«1�i�I�D�4�}¦M�z�4�i�@�¥�*�D�}¦M D�I���� 4�D� r
′

µ1d ± ¡ ���	�i�I�J�¥���i�Z¦M 4������ 4� qd

τ (qd) = g1(qd) − r
′

µ1d.

²}�i¤M�����M�i���I�����I�i�§�³¤M�§� ¡ �i�M¦M�}�4�*�|�|�*�M¦M��¨M�*�I D� ��¤M� ¡ �y�]�*���I��ª7�J�¥ Y�4�i�w�w���M�i¤M� ¡£¢ �Tªi�i�§�
«K�*����¦]�`�M� ¡ �z���4�x�¥���*� � © � �	�i¤M� ¡ � ¨M�I�*� �s�*�§���M¤ ¡ �`�¥�D¤M�4°`�M�i¤M� ���M�i���I���I�I�*�M�b¦M�*�M� ¡ �Y�A�*�I�4�@�¥��� ¡
�I¤M�Jª*�`�W�

�	
(q1) =

1

2
(q1 − q1d)

T W (q1 − q1d) + (r
′

µ1d − g1(qd))
T (q1 − q1d),

�10 W �D����¤§�M�m�|�`�¥�����4���	�i�I�J�¥�Jªi�w¦M �4]�§���s�x� q1d �4�i���I�D�I�	�i�M¦�± ¡ ���	�i�I�J�¥���i�p¦M 4�����I D�m¦M�D��*���I���4¤ ¡ �`�I���i�M�³¦M¤��I�i¨	�*�T©
¶P�~¦M 4����ª* 4�z¦M�z�4�l�A�`�¥�4�@�I��� ¡ �M�i¤M�Y¦M�i�§�M�

d
�	

dq1

(q1) = W (q1 − q1d) + r
′

µ1d − g1(qd),

± ¡ �`¬7¤§� ¡�¡ �Z�M�i¤M�|� � �i¤L�¥�i�M�|¤M�r�I�4���|�d¦M���I�I���]�`�I��« T q̇1 °��10 T �4�µ�s¤§�M�f�|�`�¥�����D�Z�A�i�����I��ªi�
¦M �4]�§���*°B� 4]��¦ ¢ �i¨L�¥�4�§��� ¡ � ¡ �i��¦M�z�D�i�|�|�*�M¦§�{�I¤M�Jª`�*�@�¥�

τ = −W (q1 − q1d) + g1(qd) − r
′

µ1d − T q̇1, . , © 6 b 0
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¬7¤§�L�� T� ¡ ���I� ¦M�i�§�b¤M�M�b�*�D�I���i� ¦M�b�§�I�i�	�i���I���i�§�M� ¡ ¦M D�I�Jªi ��Tªi�D���M��  � �D�i�w�A�D�M�¥�`�I���i�l¦M� ¡ ��«1�i�I�D�
¦M� ­ �¥�Tª7���I y�D�}¦M�4�Y«1�i���4�4�Y¦M�z�D�i�@���*�x� ¦§ 4�I���I D�4�4©

� ���A�D¤§���I�D�s�`�I¬W¤M�4�R¬W¤M� ¡ �����M�i� ��¦ ¢ ¤M�M� ¡ �i�L¦M�Y�4�i�w�|�*�M¦M���*¨§�¥�D�7¤§�}�M�*� ¡ ���I�4���M�M��¬W¤M�
¦M¤ �����*����������� !$#%���&�'�(� �M�m�§�i¤M�~�	�4�I�w�D�&�]�*��¦§�m�4�i�w�	�4�M���4� ¡ �f�]�*�µ�¥��� g1(q) ¦M�4��«1�*�I�4�D�
¦M� ­ �¥�Tª7���I z±��I�i¤§�Y���§�����`�W�4© �R��� � �x� �	�i¤M���*¨§�¥�D�M����¤M�§� ¡ �i��¦M�z�D�i�|�|�*�M¦§�y¦M 4����ª`�*�@�Y¦ ¢ ¤M�
�A�*�I�4�@�¥��� ¡ °U�*�g�M�m�	�4¤§�&�4�i�w�	�4�M���4��¬W¤M� ¡ �|�I�4���|�|�4�i�M�µ���*�@� g1(qd) �D�i�I���4�I�	�i�M¦M�*�@��± ¡ ��]�*���I��� g1(q) ¦M�4�Y«1�i���4�4�Y¦M� ­ �I�TªL�J�¥ y¬W¤ ¢ ± ¡ �~�A�i�����I���i�m¦§ 4�I���I D�*©
� / � /�� ��7@5�� ? 	B? 7	� C�A 	 5 	B;>? C�A � ; J J 5 � C�A

¶��4��«1�*�I�4�D�P¶��4¨	�4� ­ ¤M� � ���@�¥  ­ �¥�*¨ ¡ �4�P� ­ �����¥�*�@�P�I¤§� ¡ �b¦��7�]�`�|��¬7¤§�R¦M¤z�I�i¨	�*���|�*�I���§�4¤M� . , © ® 0
¦M 4����ªi�D�@��¦M¤��	�*�¥�D�W�I��� ¡ P (q) ��¤M��ª`�*�@�

P (q) = G(q) +
�	
(q1),

�10 G(q) �4�*�I�I�D�I�	�i�M¦��*¤d�A�`�¥�4�@�I��� ¡ ¦§�4��«1�i�I�D�4�}¦M� ­ �¥�Tª7���I *©
¶����4�i��� ¡�¡ �*������6 � ¨]�`�I f��¤M� ¡ ���I�M 4�*�I�4�w��¦M�[¶P� ­ �I�*� ­ � �� ����I����� ¡ �x�|�	�4¤L�s¦M���I�D�D�¥�D�|�D�@�

� ¢ �*�M� ¡ ��¬W¤M�4�D°b� ¡ �	�4���|�x�m¦M�f�4�i�M� ¡ ¤M���[¬W¤M� ¡£¢ �4�§�I�4�&¨ ¡ � S = S ′ × {0} �D���d���¥�*¨ ¡ �*°³�3ª*�4�
S ′ = Arg min

Φ
P (q) © � ¦M�D�W�I�74]�*�M� ¡ �D���A�i�����I���i�M� ¦M¤d�I�*¨A�*�I���*�M�M�*���I�4�]�*�@�}± ¡\¢ �D�M�I�D��¨ ¡ � S ′ ©

	 �*���4�*�M���I�I¤M�x�¥���*��° ¡ �l«1�i�M�D�I���i� �	
(q1) �D���Y�D�L�D�I�4�Jªi�`°M� ¡�¡ ���	�i���I�4¦§�l¦§�i�M�y¤M�d�w���M����¤M��©2b� �w���M����¤M� �~ D�I l���§�i�������A�i¤§� �D�¥���l�`�I�I�4���@�}± ¡ �~�	�i�I�J�¥���i�m¦M D�I���� 4� q1d °

Arg min
Φ

�	
(q1) = q1d.

� �S�	�4¤§�|�I�D�s�*��¬W¤M�4��¬W¤M� ¡ �Z�w���M����¤M� ¦M� �	
(q1) �4�µ�|�`�I�I�4���@�w���§¦M 4�	�4�M¦M�*�|�w�4�@��¦M� ¡ ��A�i�����I���i� q2 ©:¶U�m�M�*���I���&¦§� ¡£¢Arg min ¦M� P (q) �D�i�I���4�I�	�i�M¦M�*�@�z± q2 �I�D�¥�m¦M�i�§�����w�A�*�I 4��]�*�

Arg min
Φ

G(q).

� �d�I¤M�§�A�i��� ¦M�*�M� ¡ ����¤M���I�l¬W¤M�
Arg min

Φ
G(q) = S

′′

�10
S

′′

=
{

qd =

[

q1d

q2d

]

∈ Φ | Arg min
Φ

G(q) = qd

}

.

) �*�M�	� ¡ �i�M�z¬W¤M� ¡ ��ª*�4�x�¥�4¤§� q2 ¦M 4�D�I��� ¡ �d�	�i�I�J�¥���*� �x� ¡\¢ �*�I���D�@���`�I���i�p¦ ¢ ¤M��¦§�4�&��� ¡ ��¦M�4�¦M¤_�I�i¨	�*� �]�*� �¥�*�M�	�i�µ�~±f���i�g�4�@ª7�����i�M�M�D�|�D�@�T©� {�`�M� ¡£¢ � �L�D�|� ¡ �|¦§¤_�I�i¨	�*� �4�_ 4¬W¤M� ¡ ��¨M�I�
�I¤M�|¤M�#� ¡ �*�r�§�i�I� � �i�@��� ¡ �I�i¤M�w���|± ¡\¢ �`�D�¥���i��¦M� ¡ � ­ �¥�Tª7���¥ `°��A�i¤§�|¤M�§�f�	�i�I�J�¥���*�S¦§ 4�I���I D�
¦M�i�M�M D� q1d ° ¡£¢ �4�M���4��¨ ¡ � S ′′ �D�i�@�¥���4�@�Z¤M� �D�M�I�D��¨ ¡ �f���54]�§��¦M�[�	�i�����¥���i�M� q2d © �R� � � �x�
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±u� ¢ ���w�A�*���¥�Z¬W¤M� ¡ �D�M¦M���i���w�I¤§� ¡ �d��� ¡ ° ¡ �����i¨A�`�|���4�I�u�4�  4¬W¤M� ¡ ��¨M���*©� ��*�M�s�D�D�|� �L�4�w� ¡ �¡£¢ �4�M���4��¨ ¡ � S ′ = Arg min
Φ

P (q) �D�i�I���4�I�	�i�M¦�¦M�i�§� ±

S ′ =
{

qd =

[

q1d

q2d

]

∈ Φ | ∀x ∈ R, q2d =

[

x
0

]

}

.

¶��{�D�i�I� ¡�¡ �*���I� 6 � �	�4���|�x��¦M�*�M�y¦M�{�D�i�M� ¡ ¤M�I��¬7¤§� ¡£¢ �4�M���4��¨ ¡ � S = S ′ ×{0} �D���Y�µ���*¨ ¡ �
�*¤d�I�4�§�}¦§�z¶ �i�*�M¤M�§�;ª	©-2b�x�Y�4�M���4��¨ ¡ �y D�¥�*�@�Y���@ª`�*�I���*�@�T°§� ¡ �D�i�I���4���A�i�§¦f±�¤M�d�D�M�I�D��¨ ¡ �y¦§�
�A�i�����I���i�M�b¦ ¢  D¬W¤M� ¡ ��¨M���y�A�i¤§� ¡ �4��¬W¤M� ¡�¡ �4� ¡\¢  D¬7¤M�`�¥���i� . , ©¯®,0b���l�� 4¦M¤§���}±

0 = −

[

r
′

µ1ddt
g2(qd)dt

]

+ dr

����� �L�M�����|�*�@� dr = r
′

µdµ °M�D�D�I�I�  D¬W¤]�`�¥���i�d¦M�z�|�D�I¤M���4�}�4�µ� �I�`�¥����«K�*�J�¥�{��� dµ = dt �x�}�I�

0 = −

[

r
′

µ1d

g2(qd)

]

+ r
′

µ,

¦ ¢ �`�M�I�D� . , © ] 0 ¡ �D�&«1�i���4�4�~¦§�Z�4�i�@���`�D���4�*�I�I�D�I�	�i�M¦M�D�@�s¦M�*�M�Z¨M���D���*¤	��«1�i�I�D�4�~¦M�Z�D�i�@���*�x�
¦M 4�����I D�4� dr = rddt ©

2b�i�w�w� �	�i¤M� ¡ �l¨M�¥�*� �s�`�M���M¤ ¡ �`�I�4¤M� ¡ � �4�i��� ¡�¡ �*�����36 �|�M�*¤M���	�4���|�x�{¦M���D�i�M� ¡ ¤M���&�I¤§�¡ �u�µ���*¨§� ¡ �J�¥ ��*� �7�w�§�¥�`�¥��¬W¤M��¦M� ¡ �u�	�i�I�J�¥���*�r¦ ¢  4¬W¤M� ¡ ��¨M�I��¦M 4�����I D� ¡ �*�I�I¬W¤ ¢ � ¡ � ¢ � ���]�*�m¦§�
�I���I¤]�`�I���i� ¦ ¢ ���w�]�*�x�Z��¤ ¡ �¥��� ¡ ���M�{¦M�p�	�i���@�Z¦ ¢  D¬7¤§� ¡ ��¨M�I�f¦]�*�M�d¤M� ªi�*���I���]� ­ �f¦M� (qd, 0) ©� �*��� �4�i�w�w�l�§�i¤M� ¡\¢ �Tªi�*�M���
�§� ¡ ��¬W¤M &�*¤[���]�`�M���I�I� V ° ¡ �|�µ���*¨M� ¡ ���¥�`�I���i�Z¦M¤f�M���D¦[�I¤M� ¡ �l�I� ¡
�4�i���I�4���A�*�M¦p�]�*���
�L�4�w� ¡ �~±|¤M�!���w�]�*�x����¤ ¡ �¥��� ¡ �l�D��� ¡ �4�µ�z�A�D¤!�M�I�i¨M�*¨ ¡ � ¬W¤M�&�¥�*¤§�¥�D� ¡ �4�
�4�i�M¦§���¥���i�M�}�I�i���4�@� �I�4�w� ¡ ���4�}�	�i¤M�}¬7¤§��¦]�*�M� �4� �T�*� ¡ ±§° ¡ �D�}�I�¥� � �D�D�I�i�����4�����i���D�@���D�i�@�¥���W¤M�D�
�]�*�~�¥�`�M�A�*���w�*¤	�_�4�i�M¦§���¥���i�M�����M���I� � ¡ �4�D©,¶P�!���¥�*¨M� ¡ ���I�`�¥���i�g�*�"�7�|�§�I�*�¥��¬W¤M�Z�I�D���¥�d¦M�*�M�d¤M�
�M�I�i¨ ¡ �4�w�y�M�i��� �I D�I� ¡ ¤d¦]�*�M�Y�4�D���¥�*���d�M�i�&¨M�I�y¦M�z�4�*�4©
� / � /�� 4 A M�= ; � 	 I&J A C�A 	 5 M ; �K= E ��? 7 ADCKA 7 = 5�� A � 7 ;T?N=@A

2b�i�§� ¡ ¤§�i�M���4�z���]�`�M���I�I�y�]�*��¤§�f�*�	�4� 2 ¤�¦M�4�Y¦M� �w�4¤ ¡ �¥ 4��¬W¤M�P�`�M�]�*�I�*�����I�4�@�Y¦]�`�M� ¡£¢ �*�]� �¡ �7�I� ¦M�p���¥�*¨M� ¡ ���I  ¡ �i���I¬W¤ ¢ �i�>�4�i�M����¦M�D�I� ¡ �p�M���i¨ ¡ �4�w�!¦M� ¡ �_�A�*¤M�I��¤M���I� ¦§�p�I�¥� � �D�D�I�i�����4�4©) �D�M�I�D�M�i�M� ¡ �D�l�§�*���`�I���i�§�{���@�¥���L¦§¤M���I�4�z�*¤ ���]�*�M�J�¥��� � °��10 ¡ �D�z�I�¥� � �D�D�I�i�����4�z�I�i�@�l¦M D�4�I�J�¥�D�
�4�Z¤§�I� ¡ ���¥�*�@� ¡ �l�M�*�I���i�|¦M���]�`� X(t, x) ° x �4�i���I�D�I�	�i�M¦]�*�@�Y± ¡£¢  D�¥�`�b���M���I� � ¡ ©  {�*�§� ¡£¢ �i¨ � �D�D�¥�J«
¦M� ¡ �m�	�i¤M���I¤M�J�¥��¦M���I�¥� � �D�D�I�i�����*°A�I�i¤§�I�4� ¡ �D���¥�I� � �4�x�¥�i���I�D� X(t, .) ¦§�i��ª*�4�@�z�4�i�@ª*�4� ­ �4�yªi�D�I�
¤M�M�d�¥�¥� � �4�D�I�i�����Z¦M���I D«1 D�I�D�M�4� Xd(t) °R�*�r�M�d� ¢ ���W�I 4���4�I���f� ¡ ¤M�w� ¡ �*�I��± ¡ �!���¥�*¨M� ¡ ���I m¦ ¢ ¤M��A�i���@�³¦ ¢  D¬7¤§� ¡ ��¨M�I�`°i�i�|� ¢ ���@�¥ D�I�4���I��± ¡ �l�µ���*¨M� ¡ �J�¥ �¦M� ¡£¢ �4���I�D¤M��¦M� �	�i¤M���I¤M�J�¥� X(t, .)−Xd(t) ©

� � �A�D¤§�&���4�|�*�I¬W¤M�D�z¬7¤§� ¡ �*�I�I¬W¤ ¢ �i� � ¢ ���@�¥ D�I�D�I�I�s± ¡ �d�	�i¤M���I¤M�J�¥��¦M���¥�I� � �4�x�¥�i���I��¦ ¢ ¤M�
� �7���I�4�w�l¦	�L�M�*�|��¬W¤M�*°L�i�Z�I�y� ¡ �*�4��¦]�*�M� ¡ �{�T�*¦§�I�y¦M�D��� �7���I�4�w�4�Y�M�i�	� �*¤§�I�i�M�i�w�4���§¤M����¬7¤§�
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¡ �|¦	�L�M�*�|��¬W¤M��¦M¤[�"�7���¥�D�|��ª`�*�����l�4�[«1�i�§�D�¥���i�f¦§¤[�¥�4�w�M�D° ¡ �|�I x«1 4���4�M�D�~¦M¤[�¥�D�|�M� ���M�J�¥��� ¡
t0 ¦M�*���Y�|�*���@�¥�D�]�*�@� �D�I�I�z���§� ¡ ¤§�{¦]�*�M� ¡ �D���4�i�§¦M���I���i�M�b���M�J�¥� � ¡ �4�D©

� �@�¥ D�I�D�I�I�*�M�"� �M�i¤M��± ¡ �g¬W¤M�4�µ�¥���i� ¦M� ¡ ���µ���*¨M� ¡ �J�¥ *©  {�*�§� ¡ �!�T�*�Z¦§�4�d� �7���I�4�w�4���M�i�	�
�*¤§�¥�*�M�i�w�4�4°B� ¡ �§�i¤M� «K�`¤§���§�I 4�D�����4� ¡ �w¦§ �4]�M�J�¥���i� � ¦M� ¡ �w�µ���*¨§� ¡ �J�¥ z�*¤��I�D�M�{¦M�&¶ �i�*�M¤M�§�;ª
� 4]�&¦§� «K�*���I���*�§�]�*�¥� � �¥��� ¡ ��¦M D�A�D�M¦]�*�M�D�b¦M� ¡ ���µ���*¨M� ¡ �J�¥ q�]�`�/�I�*�M�	�i���U�*¤l�¥�D�|�M�P���M���I� � ¡@UWVaV X ©
	������	��
���
�� ��� � � ���%! � ��� � � 	 ��� � 
 �'��������������� S ⊂ X �$!��

� !���� � � � !�� ���
�(� �*�
�(� ε > 0 ���'� ��� � !���� δ = δ(ε, t0) > 0 ����� ��� �

d(X(t0, x),S) ≤ δ =⇒ ∀t ≥ t0 ≥ 0, d(X(t, x),S) ≤ ε.

� � ��� 	 ��� � 
 � ����� !�� � � � � !�� ���
�(� �*�
�(� ε > 0 ���'� ��� � !��*� δ = δ(ε) > 0 �'����
��������-�����
�(� t0

�*��� �����

d(X(t0, x),S) ≤ δ =⇒ ∀t ≥ t0 ≥ 0, d(X(t, x),S) ≤ ε.

¶P�����¥�*¨M� ¡ ���I ,¤M�§��«1�i���|�q�D���P¦M�*�M���i¨§�¥�D�W¤M� ¡ �i���I¬W¤ ¢ ¤M� �D�M�I�D��¨ ¡ �R�4���U�µ���*¨ ¡ �R���M¦§ 4�	�4�M¦]�`� �
�|�D�W�}¦M¤d�¥�D�|�§�����M�J�¥� � ¡ t0 ©
²}�i¤M�P�Tªi�i�§�/�M���i�	�i�I ��*¤z���]�`�M���I�I� � ¤M�z�¥�M D�i�I�D�|�R�	�4���|�x�I���`�W� ¡\¢ �`�]� ¡ �7���q¦M� ¡ ���µ���*¨M� ¡ �J�¥ 

¦M�4�}� �7���I�4�w�4�}¦��7�]�*�w��¬W¤M�D� �`¤§�¥�i�§�i�|�D�����M¦§ 4�	�4�M¦]�`�W�}¦M� ¡ �~�4�i�M¦§���¥���i�Z¦M�z�4�*�W�I���W¤M�J�¥ y¦M�D�
�¥�¥� � �4�D�I�i�����4�Y�]�*���I�*�M�	�i���}�`¤	�d�4�*�M¦M���I���i�§�����M�J�¥� � ¡ �4�D°

∀ x0 ∈ X , ∀ t ∈ R, x → x0 =⇒ X(t, x) → X(t, x0).

² �i¤M�{�3ª*�i�M�{ª7¤p�*¤[���M�*�M���I�I� V ¬7¤§�~�4�D���¥���D�i�M¦M�J�¥���i�f� ¢ �Tªi�D�I�~���M¦M�����A�D�M�¥�`¨ ¡ � ¤M�M��¬W¤M�D�|�D�@�¡ �i���I¬W¤M� ¡ ��¬W¤M�D���¥���i��¦M� ¡ �~���¥�*¨M� ¡ ���I {�*�"�L�w�§�I�*�¥��¬7¤§�y�4�����*¨	�i�I¦§ 4�*©
 {�*�M� ¡ ���T�*�}¦M� ¡ �~�A�i¤§�I�I¤§���¥�l¦M�l�¥�¥� � �4�D�I�i�����*° ¡\¢ �D�M�I�D��¨ ¡ � S � ¢ �D��� � ¡ ¤§� ���Wª`�*��� �*�@�4© � ¡ �D�i�"�
�I�4���A�*�M¦�± ¡ � �I�¥� � �D�D�I�i������¦M D�I���� 4� Xd(.) ¬W¤M�:�4�����s�*���@�¥�4�M�*�@��¤M�M�{«1�*�M�D�I���i�m¦§¤m�¥�4�w�M�D©M¶P�¦M �4]�§���¥���i� ¦M� ¡ �d�µ���*¨§� ¡ �J�¥ ��*¤u�I�D�M�&¦M�s¶ �@�*�M¤§�M�3ªu�D�i�I���4���A�i�§¦_� ¡ �*�I�z¦M�����4�x�¥�4�w�4�@�&±�¤M�§�
�4�i�M¦§���¥���i�s¦§�{�4�i�@�I���W¤M���I {¦M�D�b�¥�I� � �4�x�¥�i���I�4�b�]�*�b�I�*�M�	�i�����*¤	�s�4�i�§¦M���I���i�M�³���M�J�¥��� ¡ �D� �§¤M����¬7¤§�¡ ���D�i�M¦M�J�¥���i�p¦M�s�µ���*¨M� ¡ �J�¥ ��A�D¤§� � ¢  4�4�������s�I�*¤M� ¡ �Z«1�i���|�w�I¤M�Jª`�*�@�¥��´/�	�i¤M�z�¥�i¤L� ∀ ε > 0 °
∃ δ > 0 �¥� ¡ ¬7¤§�

d(X(t0, x), Xd(t0)) ≤ δ =⇒ ∀t ≥ t0 ≥ 0, d(X(t, x), Xd(t)) ≤ ε.

¶U�d�4�*�W�I���W¤M�J�¥ ~¦M�D�l�I�¥� � �D�D�¥�*���I�D�z�]�*�y�¥�`�M�A�*��� �*¤	�p�D�i�M¦M�J�¥���i�M�{���M���I� � ¡ �4��� ¢ �D��� �4�4�	�4�§¦]�*�@�
�]�*�b¤§�M� �D�i�M¦M�J�¥���i���I¤��w�¥�`�W�I�{�	�i¤M� �M�I�i¤Lªi�4� ¡ �y���¥�*¨M� ¡ ���I �¦M�4�³� �7���I�4�w�4��¦	�L�M�*�|��¬W¤M�4� �M�i�	�
�*¤§�¥�*�M�i�w�4���D�}�M�*�	� ��  ­ ¤ ¡ ���D�I���D�i�|�w� ¡ �y�w�i�@�¥��� ¡£¢ � �L�4�w� ¡ �y�I¤M�Jª*�`�W�4©
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q1(t0)

q2(t0)

�T���
	 , © V��  �4¤	�d�I�¥� � �D�D�¥�*���I�D�Y�I� ¡ �`�¥�Jªi�D�|�D�W���M�I�7���M�4�D©

�0, ��������� �

	 �I�D�M�i�M� ¡£¢ � �L�D�|� ¡ �R¦ ¢ ¤M�M� ¨]� ¡�¡ �R�*�M���| D�R¦ ¢ ¤M�M��ªL�J�¥�D�I�I� �4�*�M���¥�*�@�¥� �I�4¨	�i�M¦§���I�I�*�@�,�D�i�@�¥���
¤M�M�}�]�*�I�*���R� ¡ �*�M�*°*�i�|�D�i�M����¦M�D�I� ¡ �����M�7�}�]�*��«K�`���¥�D�|�D�@�R  ¡ �*���I��¬W¤M�*©W¶P�{�¥�I� � �4�x�¥�i���I��¦M�}�4�x�I�I�
¨]� ¡�¡ ��¦M 4¨M¤L���*�@��± t0 �3ª*�4� ¡ �4� �4�i�M¦§���¥���i�M�z���§���¥��� ¡ �D� (q1, q̇0) �D���~���4�M�� 4�I�D�@�¥ 4�Z¦M�*�M� ¡ � 4��­ ¤M�I� , © V © � �Z�4�i�M����¦M�D�I�y¤M�§�y�I�4�D�i�M¦M�{�I�¥� � �D�D�I�i�����{¦M 4¨§¤§���*�@�}�*¤d���4�w�����M���¥�*�@� t0 �3ª*�4� ¡ �� �D�|�zª7���¥�D�I�������M�J�¥��� ¡ �{�|�*����±w¤M�M���	�i�I�J�¥���i� ¡   ­ �D�I�D�|�D�W� � ¡ ¤M��  ¡ �i� ­ �M 4�l¦M� ¡ �|�D�i�@�¥�I�*���@�¥�
(q2, q̇0) °M�¥�~�¥�I� � �4�x�¥�i���I�y�D���}�I�D�A D�I 4�z�]�`��¦M�4�Y�	�i���@�¥� ¡�¡  4�b¦M�*�M� ¡ � 4 ­ ¤M�I� , © V ©]¶P��4 ­ ¤§�I� , © �
�I�4�§�I 4���4�@�¥� ± ¡ �}«1�i��� ¡£¢  Dªi� ¡ ¤§�I���i��¦§�4�R�	�i�I�J�¥���*�M�,¦M�D�R¦M�4¤ ��¨]� ¡�¡ �4� q1(t) �D� q2(t) �4��«1�i�M�x�¥���i�¦M¤��I�4�w�M���D� ¡\¢  xªi� ¡ ¤§�¥���i�m¦M�D�}�D�I���4¤M��� ¦M�y�	�i�����¥���i�Z�D�Y¦§�zª7�J�¥�4���I�z� �L�������`�W�}�D�W�I�I�z�4�D�Y¦M�4¤	�
�¥�¥� � �4�D�I�i�����4�D© 2b�D�&¦M�D¤	�u�4�i¤§�I¨	�4�&�	�4���|�x�I�I�4�@�&�D�M�I¤§���¥�|¦M�w¦M D�I�4�I�w���§�4� ¡£¢ �4�I���4¤M� / ­i¡ �i¨M� ¡ � 1
�4�@�¥��� ¡ �4��¦M�D¤	�d�¥�I� � �4�x�¥�i���I�4�D°]¦M �4M�M���y�]�`�

e(t) = ||q1(t) − q2(t)|| + ||q̇1(t) − q̇2(t)||.

) �Dª*�4�M�i�§�y�s�*���@�¥�4�M�*�@�z± ¡ �|¦M �4]�§���¥���i�[¦M� ¡ �s���¥�*¨M� ¡ ���I &�`¤!�I�4�§�y¦M��¶ �@�*�M¤§�M�3ªA© � ¡ �4�µ�
���w�| D¦M� �`�l¦M�s�4�i�M�µ���`�I�4�~¬W¤M� ¡ �f�4�*�M¦M���I���i�u¦M�m�µ���*¨M� ¡ �J�¥ w 4�M�i�§�4 4�Z¦M�*�M� ¡ �f¦M �4M�M���I���i�g�D�
�
¦M�4���I¤M�y���|� ¡ ��¬W¤M� ¡ �|�4�*�M¦M���I���i���I¤§��ª`�*�@�¥� �4�[�M�*�I�w� ∞ ´ ∀ε > 0, ∃δ = δ(ε, t0) > 0 �¥� ¡
¬7¤§� �	�i¤M���I�i¤§� t ≥ t0

d(X(t0, x), Xd(t0)) ≤ δ =⇒ ||X(., x) − Xd(.)||∞ ≤ ε.
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�I�4�&¨ ¡ �{¦ ¢  x���`�4°M�A�*�I���I���i��� ª7���I�4�I���*°7¦M�i�@� ¡ �4���	�i�I�J�¥���i�M� �I�i�@�Y¦M x�¥�4���|���M 4�D���]�*� ¡£¢Arg min ¦M�¡ � «1�i�§�D�¥���i�~�	�*�¥�D�W�I��� ¡�¡ �`© � ¡ � �L���µ�¥��¤M�~�I�M 4�i���4�w��¦ ¢ �*�]� ¡ �7�I���4�*�Wª*� �L�Y«1�i¤M�I�§���I�I�*�@� ¡ �D�q�4�*�M¦M�
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�� � �����������������! �"$#&%('*)�+, .- � � � �(���
� ���*� #( � �����(� �$!�� ��
0/���� 
$�
� � � 
��������
� ��� 
$���'� � 
���� ��� (Q, X, I, f, E) � �21 Q ��� X ! ����� �(�$! ���%! � ��� � �$! �(� ����� ��� � � �$! ��� ! 
������*�$!
��� 
$�������'� � �$! � �$!���� 
���� ��� � ����� � I �$!�� �(� ���%! � ��� � � �(� 
$�������'��� ���%! �'���'������� �$!�� ���./�� f ��� E
��
 
���� ��������� �$!���� 
���� ��� � ����� ��	 
 ����� �(��� ��� 
$�������'� ��� ��� ��� ! 
�������� �(�$! 
�� ���'!! 


 �  D�¥�`�m¦§���I�D�I�x�m�4�*��¨M���§ f�Tªi�D�[¤M�r D���h�m�����I¤#¦ ¢ ¤M�§�f¦��7�]�*�w��¬W¤M���4�i���I�D�I�	�i�M¦ ± ¤M�
�M�L�D¤M¦_¦M� ¡\¢ �`¤§�¥�i�|�`�I�*©P¶ ¢ ��¦M 4� ­  4�§ 4�¥� ¡ �s¦§� ¡ �����¥��¤M�D�I¤M�I�s¦ ¢ ¤§���*¤§�¥�*�s�`�I�|� �7¨M����¦M�m�	�4¤L�
�D�¥���yªL¤�± ¡ � 4 ­ ¤§�I� �L© � ¡ �D�i�@ªL���4�@� ¦ ¢ � � �i¤§�¥�D�Y±w�D�D���¥�z¦M �4M�M���I���i� ¡ ��¦§ �4]�M�J�¥���i�Z�I¤M�Jª`�*�@�¥�
	������	��
���
�� � �3�54,'6�879 ;:9�!��)<'; �+� ��� *�>=@?�",#&%('*)�+, .- � ��� ��� ��� � 
��*���'� � �(� ��� �0��! #( � � ���(�
�$!�� � ��� ! � �'���A/���� ���
� �'�./���� � �
	 �'������� �����'� �$! �(� � � ���$���'��� ��
$���'� ��� τ = {Ii}

� i ∈ N
! ����� !��

	 ��� ! ����� � �$! 
$�������'��� ���%! ! �(� �������*�$! �
� Ii

�$!�� 	 ��� � 
�� ! � � 	 !�� τ �$!�� �(��� ! � �'���B/���� � ��� Ii
�$!���� � �(��� ��� ��� �'������� �����'� � � ���������


 ��! �'�%��� � �DC����$� �
������� ��! �(� � ����� ���'�*�
�FE ���'� Ii = [τi, τ

′

i ]
� ��� ��� ! ���
�(� ���
�(� i � τi ≤ τ

′

i
��� ���
�(� ���
� � i > 0 � τi = τ

′

i−1
 

¶��4���I�¥� � �D�D�¥�*���I�D�Y¦M�y�¥�4�w�M�Y� �7¨M�I��¦M�4�}�A�D¤§ªi�D�@���¥�D�M¦M���zª*�4��� ¡\¢ ���54]�M����� τ �D���}¤M�M�l�I¤§���¥�
���54]�§���m�i¤_��� τ �4�µ��¤M�M�d�I¤§���¥� 4]�M���s¬7¤§���I�Z�¥�D�I�w���M�|�]�*�~¤M�_���@�¥�4�µª`� ¡�¡ �s¦M�m�I�4�w�M�~¦M� ¡ �
«1�i�I�w� [τN ,∞) © ��� 4]��°B�i�d¦M �4M�M��� ¡£¢ � �L D�4¤§�I���i�d¦ ¢ ¤M���*¤§�¥�*�s�`�I�
	������	��
���
�� ���G�IHKJ�L;:*����)M��NO+DPQ�	NR�S���!���T�&�� .- � ��� ��� 
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	 �(�"� � ���
� ����� #( �
� �����(� H �$!�� �(��� 
$���'� � 
���� ��� X = (τ, q, x) � ! ����� ! 	 ��� ! �����

� 
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q q
′

(x, q, q) ∈ E

(x, q, q
′

) ∈ E

(x, q
′

, q) ∈ E

ẋ = f(x, q
′

)ẋ = f(x, q)

�����
	 �L©76 � 
 �I�I¤M�x�¥¤M��� ¦ ¢ ¤M��� �7���I�4�w� � �7¨M����¦M�

� 
 ����� � ��� ��� ��� ! 
������*� � (x(τ
′

i−1)q(τ
′

i−1), q(τi)) ∈ E � ���
�(� �*�
�(� i
� 
 ����� � ��� ��� 
$�������'� ��� �����
�(� ���
� � i � ��� 
 τi < τi

′ � x ��� q ! ����� 
$�������'� �-! ! � � [τi, τ
′

i ]��� ���
�(� �*�
�(� t ∈ [τi, τ
′

i )
� ��� �

dx

dt
(t) = f(q(t), x(t)).


 �M�p� �L 4�D¤§�¥���i� X = (τ, q, x) �D����¦M�J�¥�p���54M�M���`°��I� τ �4�µ��¤M�M� �I¤M�J�¥�p���54M�M���`°��i¤>�I�
∑

i(τ
′

i − τi) = ∞ ©  ��s� ¡ ¤M�4°�¤§�M�|�
�L 4�4¤L�¥���*���4�µ��¦M�J�¥���*¦§�|���I�I��¨ ¡ �~��� ∑i(τ
′

i − τi) = ∞ °
�D��� ¡�¡ �[�D���d¦M�J�¥�!¦M�!���7�A��� � � 
�� �I�y� ¡�¡ �f�4���d���54]�M���!�s�`���s�§�i�	�e�`¦M�|���I����¨ ¡ �*© 	 �i¤M�d¤M�§�
� �L 4�D¤§�¥���i�g¦M�����7�A� �  4�M�*� X = (τ, q, x) °��i�u¦M �4]�§��� ¡ �~�¥�D�|�§� ¦M¤ ���7�A� �  4�M�i�u�4�i�w�w�
τ∞ =

∑

i(τ
′

i − τi) < ∞ ©52b�{¬W¤M�A�I� ­ �M�74]� ¬W¤M� ¡ � � �7���I�4�w�{� �7¨M�I��¦M�y�&¤M�Z�§�i��¨M������� 4]�M�	¦M�
�¥�¥�`�M�I�J�¥���*�M��¦M�����4���D�¥�D�Y�4��¤M���I�4�w�M� 4]�M�\° τ0, τ∞ ©
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¶��4���M���i¨ ¡ �4�w�4��¦M�d�4�i�w� ¡  4�w�4�@���*�����I m�I�i�@� ­  D�M 4�I� ¡ �D�|�D�W�w�M�� 4���4�@�¥ D�s¦M� ¡ �!�|�*�M���D�I�
�I¤M�Jª*�`�W�I� U ® b °B®i® X ©�©
	������	��
���
�� � ����� '8�S%	��
*�  
�D)<N L.��)<'8 +, �� ���>=�� L*�F *N � �S'*)I��L.- ����� � q � M � � � �'��� ���� �
�0�&� � � ��������� �'�� � � � � � � �����+! ���'� � � ��� 
��*� �(� q �(� ��� � ���%!�� ��� m ��� � ��� � ������� 
$� m×m �
��� ��� � � ��� �
������� � � ��� 
���� � � λ �(� ��� � ���%!�� ��� m ����� �����

λ ≥ 0; w := q + Mlambda ≥ 0; λT w = 0.� � ����� � q � M � ��� �(��!�	 
 
�� �'� � 
 �-��� � � ����� ! �
� ! � � 	 ��� � � �&� � ! 
$�
�0�%� 
���� ! �(� �������*�

0 ≤ λ ⊥ q + Mλ ≥ 0.

¶U� �M�*���h�¥���*� w ⊥ λ � �L�M�����w� ¡ �l�I� ¡ �`�I���i�w¦ ¢ �i���I�M� ­ �i�M� ¡ �J�¥ �¬W¤ ¢ � ¡ � �L���µ�¥�{�D�W�I�I� ¡ �4� ªi�4�x�¥�D¤M�I�
w �D� λ °@�x� ¡ �4�����M  ­ � ¡ ���I 4�q¦§�i��ª*�4�@� �D�¥���Y���@�¥�D�I�M�� D�¥ D� �� 4�]�`�I 4�w�4�@�³�	�i¤M�R���]�*�D¤M�s¦§�}�D�4� ¦M�4¤ �
ªi�4�x�¥�D¤M�I�D©
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� ¡ �4�µ�Z�	�i�I����¨ ¡ ��¦ ¢  D�I�4�M¦§�I� ¡ ���M���i¨ ¡ �4�w� ¡ ���M 4�*�����d¦M�f�D�i�|� ¡  4�w�4�@�¥�*�I�J�¥ d�*¤	�r�4�*�m¦M�D�

� �7���I�4�w�4�Y¦��7�]�*�w��¬W¤M�D���M�i�	� �I  ­ ¤ ¡ ���4���4©52b�4��� �7�µ�¥�4�w�4�D°B�*�M�	� ¡  4���"�L�µ�¥�D�|�D�}¦§�{�4�i�w� ¡  4�w�4�	�
���*�����¥  . 2 
 0��A�D¤§ªi�D�@�{� ¡ �i�I�����z�|�x�I�¥���y�I�i¤§� ¡ �&«1�i�I�w�y�I¤M�Jª`�*�@�¥�

ẋ = f(x, u, λ),
w = g(x, u, λ),
0 ≤ w ⊥ λ ≥ 0
¤M�M� ¡ �i�A¦M�z�I D���M�J�¥� � ¡ ���I�`�¥���i��¦M� ¡£¢  D�¥�`� x
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−
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u2

ξ 0
ξ

w(t)
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 {�`�M���4�x�I�¥�l�*�§�M� �L�*°]�§�i¤M�Y� ¡�¡ �i�M�³�M�I D�I�D�W�I�4� ¡ �D���M�I���M�4���]� ¡ �4�b¦§ �4]�M�J�¥���i�M���x�Y�M�I�i�§�I�� x�¥ D�
¦M�4�}� �7���I�4�w�4�}¦M�����I���]�`�¥�J«1� UfVg`hX ©

	������	��
���
�� � � � � !� !���� � � � ��� 
 �(��� ��������
$� u ��� �(���0! ��� ��� � y �21 u(t) � y(t) ∈ R
n �$!��

�%��!$!�� 	0!�� �'� ��� � !���� � ��� 
$���%!�� �����*� β �*���'� � �����
∫ T

0

yT (t)u(t)dt ≥ 0

���
� � �*�
�(�*�$! 	 ��� 
���� ���%! u � �������
�(� T ≥ 0  E � �(� �&� �-!�� �'� ��� � !��*� �(�$! 
$���%!����������$! δ ≥ 0 ���
ε ≥ 0 �����'� �$! �����

∫ T

0

yT (t)u(t)dt ≥ β + δ

∫ T

0

uT (t)u(t)dt + ε

∫ T

0

yT (t)y(t)dt,

���
� � ���
� ���$!
	 ��� 
���� ���%! u � �����*�
�(� T ≥ 0 ����� ��� ! � �0!� !���� � � �$!�� !���� � 
���� � ����� ��� !$!�� �%����� 	 ���
��������
$�0!�� δ > 0 � !���� � 
��*� � ����� �%��!$!�� 	 ��� ! ������� �0!�� ε > 0 ��� !���� � 
���� � ����� �%��!$!�� 	 !�� δ > 0 ���
ε > 0  

2b�i�§�I��¦§ 4�I�*�M���|�*���@�¥�D�]�*�@��¤§�S�"�7���¥�D�|�Z�4�*¤M�I� ¡ �D���M�i�	� ¡ ���§ T�*���I� ∑

: u(t) → y(t)
�A�i���I D¦]�*�@��¦M�*�M� ¡£¢ �4���]�*�4�z¦ ¢  D�¥�`� ¡ �����4�M�� 4�I�D�@���`�I���i���I¤M�Jª*�`�W�I�

(
∑

)
{ ẋ = f(x) + g(x)u

y = h(x) + j(x)u

�10 x ∈ R
n ° u, y ∈ R

m ° f g �D� h ���i�@� C∞ �D�Y«�. b 0��{� . b 0�� b ©
� �r�*�M�	� ¡�¡ � w(t) ¡ �Z���`¤	��¦ ¢ �*�M�M���3ªL���I���i�M�M�D�|�D�W�4° � #�� ! � �-�&�  � ����� °R¬W¤M�Y�4�µ�|�I� ¡ ¬W¤M�

�A�i¤§�Y�I�i¤§� u �D� x(0) �D�}�A�*¤M���¥�i¤L� t ∈ R
+

∫ t

0

|w(s)|ds < ∞.
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−

y1

u2

u1

y2

H1

H2

�����
	 �L© � � ¶��4�}� �7���I�4�w�4� H1 �x� H2 �4��¨	�i¤M� ¡ �{«1�4���| D�*©
	������	��
���
�� ��� � � !� !�� � � � ∑ �$!�� ��� !$!�� �%����� 	 !�	 �'� ��� � !���� �(��� 	 ��� 
���� ��� �(� !���� 
���� �(�
V (x) ≥ 0 �*��� ����� ��	 �'� 
����%����� ���"! �(� ��������� ! ���'� � 
�� � / 
$�

V (x) ≤ V (x(0)) +

∫ t

0

w(s)ds; ∀u, ∀x(0), ∀t ≥ 0.

� ��-
�� @� � � % %P�  " � ��� %&%<',(*')+&-
��� � 
���� ��� ��� E � �-��� ! ���%! ����� �(� � � !� !���� � �$! H1

��� H2
� �$!���� 
���� ��� � ����� �
	 ��������
$� u1��� u2

��� �(� ! ��� ��� �$! y1
��� y2


$�
� � � ��	 �'�'� �-!����$� � � / � � � �
	  ���� ! ��������! � ���(� � !���� � 
��*� � �����
�%��!$!�� 	 !����  ��! 

∫ T

0

yT
1 u1dt + β1 ≥ δ1

∫ T

0

uT
1 u1dt + ε1

∫ T

0

yT
1 y1dt

∫ T

0

yT
2 u2dt + β2 ≥ δ2

∫ T

0

uT
2 u2dt + ε1

∫ T

0

yT
2 y2dt

� ��� 
 δ1 + ε1 ≥ 0 ��� δ2 + ε2 ≥ 0  � � !� !���� � � H1 − H2
��� ���
� 
�� � 	 ��� � 
$� �$!�� !���� � � � �

�-���'�%! /���� ! !�� � δ1 ≥ 0 � ε2 ≥ 0 ��� ε1 + δ2 > 0 � � ��� 
 ε1
�
� δ2

��� !$!�� � � � � ������� 
 �-����� 	* 

� 
���
 � ��
 ��� � � � � � !� !�� � � �$! H1 − H2
��� ���
� 
�� � 	 ��� � 
 �$!���!�� � � � � � �-���'�%! /���� !0!�� �

� ����� H1
�$!�� �%��!$!�� 	 ��� H2

�$!�� !������ 
���� � ����� �%��!$!�� 	 ��� ��������
$� �  ��! ε1 ≥ 0 � ε2 > 0 �
δ1 ≥ 0 δ2 ≥ 0  

� ���!� H1
�$!�� !���� � 
���� � ����� �%��!$!�� 	 ��� ! ��� ��� � ��� H2

�$!�� �%��!$!�� 	��  ��! ε1 > 0 � ε2 ≥ 0 �
δ1 ≥ 0 δ2 ≥ 0  
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