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$:nf�:2A���Í�f.'g�(_$l���+��(")7�\�9,~&'��/���b5�]$����0=���,-�fr�4+���fYJ�?������uv$^�0�������6$^/0�f(\�6$^.�.]$^(_$N�`��(��
���ì/��0�+�ì�+�5��(\�z/`$�2���,-,6� �w$l���on9�o��gz�;��/`$�. �������_$^�32���! �+�A��.'g+(_$l���+��(\�-!9�xQ±�t�+.�/0�o��MfY
@K�:2������f���?$6.'�+(�,����S! �X���0,-.�/0�oa3�+(U/0�+�U(�g+����/`$^���S! � ï@H� ï2��f�Nn9��ðX���<R?$^��!3$����1æ �:Ç ç	���
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�?�f� ��$:nf�f���A2_=����0���B! �z2���,-,-�+�32;�+(A2��z2_=3$�.��o��(\�z�������k��(��t! ���0�w$^�5�A/0�+�~�f.'g+(�$li
���+��(��A! �zG±$^��(��+�5�A����(

L2(T)
YÕ@K�+�A! �+(\�����+(\�Ag��w$^�5�~�+�ì(\�+/`$^�������ìg;��(����o���x$:nf�:2�/0�+�

�f.'g+(�$^���+��(��S! �WQ±�5�+.�/0�0��M1bk�c#e�0/0�U.'�+(�,����������5�S! 4+�B/���(��U! ��! g;a3����(+Y�CL�z���{���U/å#d�f.'g+(�$li
���+��(L! �SQ±�5�+.�/0�0��MS����(

H2(T)
�c#e�+�\�F$�� ��(��Sbk�c#e������.'g+(�$^������(p! �UGj$^��(����5�p�����on9��! �U/`$

.�(���Z[�:2w���0�f��! �1RU���+��MfY3�?�����?! �0(������?bk����/h#e��.'g+(_$l������(?! ��Q±�t�+.�/0�o��M��+�\�S/`$A2��f,�.�(��+�}i
���0���Ó! ��/h#d�f.'g+(�$^���+��(1! �-G±$�� (��+�5�")7/å#d�+��.]$�2��-! ��>D$^(�!t�5YJO $�2_=]$^�5�"b5���A/���.�(\�9! ���o�
! �-! �+�t8P��.'g+(_$l���+��(\�1! ��G±$^��(��+�5�������:s	!	#d�����A.]$�(}�����P�f.'g+(�$^���+��(�! �-G±$^��(����5�Ns{���
!	#�$^� ��(��X.]$^(\�S2���,-,~� �_$^����u[s9b5�c#e���x�+�\�\i��0/	! �x.�(\�9! ���o�?!9��! �+�98z��.'g+(�$^���+��(��S! ��QJ�t�;i
.�/��o��M±äSG±$D(\g+.'�������S)X2����\���Ub5�������������-$Dg���gS!9�f����g+�B�+� �:Æ È�ÃX.]$^(pEH(��:è?���;�F>D$^/�,��f�
æ � Ã�ç�sfb5�����f�5�p����$:nf�:2Ug+/0g+r5$^�32��<! �������+(p�����?2:$^(_$�2;��g+(\���_$l���0�f��2��f,�.�/�4;���?! �S/|$W.3$��0(��
!	#e��.'g+(_$l���+��(\�F! �UQ±�t�+.�/0�o��MS! �f�k�p/0�U.�(\�9! ���o�p�+�\�L������.'g+(_$l���+��(L! �SQ±�t��.�/��o��MU���-2��+/0/0�
! �f�5�W/0�~.�(��9!9���0�W�+�\��2���,-,6� �w$l���0u[Y	�?�����Dnk�+(\(������1)-��(_$+nk�+(\�X/�����! �+�98�.�(��0�32��0.]$^�98
(�g+����/o�w$l���K! �~æ � Ã�çås5QB=�g+�f(\4+,-� � Y Â Y � ���KQU=�g+��(�4�,-� � Y%È Y � stb5�c#d�0/'�+�\�H(_$^(��<b5���</0�<.�(\��i
! ���0�A! �7! �+�98���.'g+(�$�(\���+��(��A!9�zQ±�5�+.�/0�0��M7����(6/å#d�+��.]$�2��7! �x>D$^(�!t�*�����o�A���32��f(\�7���
�f.'g+(�$^���+��(<! �"Q±�t��.�/��o��M�Y{�m$�(S/0�1,-����ò?(_$^(��?ô{s����f���Snf�f��/0�����D! �0(��"b5����/��1.�(\�9! ���o�
�c#e�+�\�"���Ó��.'g+(�$^���+��(6! ��Q±�5�+.�/0�0��M7bk����!3$^���6!9�+�62:$��1&������Ó.]$^(\����2���/0�0�+(��6b5���-���f� �
! ����2�� ���+(������?.�/0���S�_$�(�!	Y

Ot�f�0�+�5�
T
/0�S2��+(�2�/0�U�����o��gU! �

C
���
dµ = dθ

2π

/|$<,-�+����(��U! �UGc�+&'�+��r����U����(�,�$�/0�0��g��
����(

T
! �����f(}���1b5���

µ(T) = 1
Y

TD�z�������X.]$^(
L2(T)

/å#d�+�����+,~&�/0�W! �+�Bu����32;���0�����S! �X2:$�(\(�gX�0�5��g+rf(�$�&�/0�X����(
T
.]$^(

(_$�. .'�f(\�F)D/`$D,-�+����(\�
dµ

Y�I�/ �+�\�L&��0�+�-2������t��b5���
L2(T)

,6������! �A.�(��t! ���o�p��2:$�/`$^��(\�
! g�a3���c.]$^(

〈f, g〉 =

∫

T
fḡ dµ

�+���~�����+��.]$�2��z! �z>?�0/�&'�+(}�~���Ab5����/|$������o���7! �+�6u����32;���0�f���
(en)n∈Z

sj! g�a3���0�+�~.]$^(
en(z) = zn

s��+�\�?��� �1&]$^���1��(\��=��f� �f(\,-g+�1! �
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TD����������(_$A.]$^( ‖.‖2

/|$~���f(\,-�1!3$^���
L2(T)

Y

����� � �"!$#&%('*),+-#&.0/1)324%5+-#*)�67'
8 ·:9 ªj²`«^²|­{ª ´<;v´
;h´>= ú^þ?�@�3ÿ

φ A �B�DC+úE��ù�ÿØþåúE��÷kö���ý
L2(T)

��ÿ
D(Lφ)

õGF �@� ý��;ûIH+õJ�D÷K�wýC+úE�{ù�ÿvþåúE� ý
f
÷köE� ý

L2(T)
ÿL�+õ�õJ�wýNM A �~õO�SüP��úN÷ A þ�ÿ φf ý:ú^þØÿS÷kö���ý

L2(T) QSR ��ö_üfü
�+õ�õO�
ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�IT±ö A ���@�3ÿVU"ú A �@�{ù_úE�W��ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A ��÷X�xû A õ ÿvþ%ü�õ�þåù_ö^ÿvþåúE�YU6÷X�zý[Z�û\H_ú�õO�

φý A � L2(T)
õGF ú�ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷fø^]_�3þ{ü3öE�

Lφ : D(Lφ) ⊆ L2(T) −→ L2(T)

f 7−→ Lφf = φf.
I�/]�+�\�K2�/`$^��(Hb5���

D(Lφ)
�+�\�K! �+�����D!3$^���

L2(T)
.�� ����b5�c#d��/'2����5���0�+�5�H/h#e�+��.]$�2��D! �+�

u����32;���0�����<2����5���0�t���+�<)A����.�.'��(\�<2���,-.]$�2;�?����(
T
b5���c/0���c�+�\�<! �������1!3$^���

L2(T)I��3! ��b5�������B���7(�g+����/o�w$l�U2�/`$�������b5���W! �+�K�f.'g+(�$^���+��(��U!9�WG±$^��(��+�5�Ubk���D���f���K� ���0/��íi
���+(������<!�$����S/`$A�����0���"!9��2_=]$�. �0��(��fY
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª ´<;v´
;|É T*�wý6ölý_ý��@�;ÿvþhúE��ýWý A þ�`�öE�3ÿL�wýWý+úE�]ÿUøWM A þ�`�ö�õO�@�]ÿL�_ýþba

φ
�wýwÿ$H_úE�[��øWý A � T Qþ|þca

D(Lφ) = L2(T) Qþ|þ�þca
Lφ
�wý;ÿSH_úE�@�{ø�ý A � L2(T) Qd5e�fhgji
flk

� ã ⇒ �0� ã I�/L�+�\�"g�n9��! �+�5�6b5���-���L/��-�\�9,~&'��/0�
φ
�+�\�"&'�f(\��g�����(

T
$^/���(��1/��-.�(��^i

! ���o�
φf

�+�\�?!3$����
L2(T)

$+nk�:2 ‖φf‖2 ≤ ‖φ‖∞‖f‖2
2��:2��c.'����(U���f� ����u����32wi

�������
f ∈ L2(T)

Y
�0� ã ⇒ �0�0� ã I�/���� ê��F! �U,-�f�k��(���(pb5���U/h#e��.'g+(_$l���+��(F!9�?G±$^��(��+�5�:sf! g�a3���32����\���Su|�f�0�}i
2��3����(

L2(T)
���f� �F�+�5�����+(+sk�+�\�Fu��+(�,�g?.����0�K!	#d� ���0/0�����+(F/0�S��=�g+�f(\4+,-�<! ��r�(_$^.�=��

u|�+(�,-g?.'�f��(H2��f��2�/���(\�Xb5���
Lφ

�+�\�H&'�f(\��gfY Ot���o�
(fn)n

�����<��� �0���D!3$����
L2(T)���+/�/0�1b5���

{
fn → f

�+������(�,-� ‖.‖2,
Lφfn → g

�+������(�,-� ‖.‖2.TD�ñnk�+� ��,��f�k��(��+(�b5���
f ∈ L2(T)

sS2��*b5�����+�\��g�n9��! �+�k��2:$^(
L2(T)

�+�\�
2���,-.�/0���Ns5���Ubk���

g = Lφf
Y @H�f,�,-�

(fn)n
2����5nk�+(\rf�D�+�7����(�,�� ‖.‖2

nk�+(��
f
s

���ì.'�+� ��$^/���(��A�;89��(�$��0(��z� ���z�������}i������0���
(fnk)k

! �
(fn)n

���+/0/0��bk���
(fnk)k2����5nf�+(�r��1���0,-.�/0�+,-�+�5�Unk�+(\�

f µ
i�.�(��+��b5����.3$�(\���f�9�NY'@H�:2��c�0,-.�/0�`bk���"bk���

φfnk −−−−→
k→+∞

φf µ− .�(\�+��b5����.]$^(\����� �
. é � Y �lã

�<�</`$1,-q+,��<,�$^���04+(�� é b5���o�����X)��;89��(_$^��(\�<�����X$��9��(��<�������}i������o��� ã �f��,-���5��(��
b5� �

Lφfnk = φfnk −−−−→
k→+∞
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�D� é � Y �Nã ��� é � Y Áfã ���z! g:! ���o�Sb5���
g = φf µ

i�.�(\�+��b5���X.]$^(\���f� �B�hYe�fY
g = Lφf

Y
���0� ã ⇒ � ã Gp#�$^�����32��1! �W/|$~.�(\�+� nk�W�+�\�<!9���")����f(\(��0�DO92_=�(\�+��&'�+(S2��f,�,-�W/��W.�(�g;i
2������+�k��/0�+��$^� ���+��(\��! ��æ � Ã^çåY<Ot�

Lφ
�+�\��&'��(���gÍ����(

L2(T)
$^/���(��x��/W�;89���\���

������2��������_$��k���
c > 0

���+/0/���b5��� ‖Lφf‖2 ≤ c‖f‖2
.'�f� (������ ���-u����32;���0���

f!3$����
L2(T)

Y3CL��.]$^(\���`2;��/��0�+(
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⊆
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Men = MLne1e0 = Lne1Me0 = Lne1φ = enφ = φen = Lφen
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L∗e1���?� ���0/0���_$^�5�?/0�1uØ$��o�<b5���
Le1
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TD���+�P! g:! ���o��b5���
Men = Lφen

.'�f��(<����� �
n ∈ Z YD�X(W��2���)�/`$�/0�0��gN$�(\�o��gA! �

M���
Lφ

s]���P$-�+��2��f(\�
Mp = Lφp

.'�f��(?����� �D.'��/0�9���f,-�"��(��0rf������,-g���(\�`b5� �
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����b5���

Lφ = M
����(

L2(T)
YHTD(�.]$^(-=k�9.'����=�4+���
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∫ 2π

0

φ(t)e−int
dt

2π
.

GJ�H��=�g+�f(\4+,-�B! �URU�0�+��Mwi[ëj�0��2_=��+(Õ!	#e��� �B.]$^(\�m���L! �U�Õ$^(�����n�$^/ !	#%$�� ��(��K.]$^(\�p$lê-(�,-�+�5�
b5����/h#�$^.�.�/0�`2+$^���0����! �

L2(T)
!3$^���

`2(Z)
sc/h#e�+��.]$�2���! �7>?�0/0&'�+(\�6! �+�"�����o���+�62���,Ai

.�/��;89�+�S! �W2:$^(�(\gX����,-,�$^&�/0�fs9b5���c)1����� ���Xu����32;���0���
φ
/0���c$^�����t2��0�W�_$"�����o���W!9�W2��t�+u�i

a]2������5���D! �6ë��f� (��0�+(
(φ̂(n))n∈Z

�����<����������,-�f(\.�=��0��,��7æ Á�Æ s].	Y ÆkÁ ç�Y'�<��2�����.cs������ �
�f.'g+(�$^���+��(D! �"G±$^��(��+�k�<&'�f(\��g"����(

L2(T)
.'�+� �<q���(���n9��2���,-,-���f.'g+(�$^���+��(<&'��(���g

! �
`2(Z)

!3$^���Õ/0���íi�,-q+,-�fY�CL�~���{���m�0/9��� ê-�Õ! �B2��������`! g�(��+(m�_$<,�$^��(���2��B!3$^���m/|$?&]$^���
�f(\��=������f(\,-g+�~! �

`2(Z)
b5�c#d�f���������+(_$

(en)n∈Z
�fâ

en = (. . . , 0, . . . , 1, . . . , 0, . . .)���?/`$
n
i���4�,-�12��5�f(�! �f����g��1n�$^� �

1
Y

@K�:2;�c�������D$^,-4+���")A�0�5��(\�9! � ��(\�1/0�+�?,�$^��(���2��+�?! �1G±$���(\�+�5�6æ �NÂ s�.cY3Ã^çåY
8 ·�9 ªj²`«l²|­{ª ´
;|ÉB;v´>= ú^þ�ÿ
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÷Kt@������õ0ö�û�ö�ÿV�;þhù���H;þvõ0ö^ÿ�ø@��ö�õO�;û\�@�]ÿFþw��]_�3þu��ý A þw`�öE�]ÿL�7�

A =



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· · · a1 a0 a−1 a−2 a−3 · · ·
· · · a2 a1 a0 a−1 a−2 · · ·
· · · a3 a2 a1 a0 a−1 · · ·
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. . . φ̂(0) φ̂(−1) φ̂(−2) . . .

. . . φ̂(1) φ̂(0) φ̂(−1) . . .

. . . φ̂(2) φ̂(1) φ̂(0) . . .

. . . . . . . . . . . . . . .



.

@K��,-,-��/0�����t,~&'�f/0�
φ
�+�\��&'�f(\��gfsF/h#e��.'g+(_$l���+��(7! ��G±$^��(��+�k�

Lφ
�+�\��&'�f(\��gfYK�<�

.�/0���?�_$~,�$^��(���2��1!3$^���?/`$A&]$^�����f(}��=������f(\,-g+�
(en)n∈Z

! �
`2(Z)

�+�\�S/|$~,�$l��(���2��
A
Y

�<�f�32
A

! g�a����0�?&��0�+�������f.'g+(�$^���+��(S&'�f(�� g1����(
`2(Z)

Y �V?� ��! ���98 �04+,-��2:$^(_$�2;��g+(\���_$l���0�f�Í! ���W��.'g+(_$l���+��(\��! ��G±$^��(��+�k�W�+����!9�f����g+�~.]$�(
/0�W��=�g+��(�4+,-�������on�$��k�~æ � Ã s�.cY ÆfÁ çåY
»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹ ´<;`ÉB; Î � � ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A �sH�úE�@�{ø1  ÷K�

L2(T)
÷kö���ý�õ A þV��û\�;ûI�n�wýwÿ A �ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �6÷X��T±ö A �W�@�]ÿÕýwþ���ÿÕý�� A õO�;ûI�[�]ÿÕýwþjý:öAû�ö^ÿ^�;þhù��6÷köE��ý�õoö¡H_öNý��6úE�;ÿV¢�úE�{úE�;û�ø��

÷K�
L2(T)

�wý;ÿ A �B��û�ö^ÿ^�;þhù��A÷K��T±ö A ���@�3ÿ Qd5e�fhgji
f£kXOt�
Lφ

������.'g+(_$l���+� (A! �7Gj$^��(\�+�5�A&'��(���g����~���
A = (aij)i,j∈Z

�����~�_$
,�$l��(���2��1!�$����S/|$~&]$������f(}��=������f(\,-g+�

(en)n∈Z
Y��D/0�f(\�

{
aij = 〈Lφej, ei〉 = 〈φej, ei〉,
ai+k,j+k = 〈φejek, ekei〉 = 〈φej, e−kekei〉 = 〈φej, ei〉.
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´<; Î � ¸ «l¬^²�°�¹9º-®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«:½ ´ ×

�D���32
aij = ai+k,j+k

.'����(U����� �
k
!3$^���

Z
���
A

�+�\�?������,�$l��(\�`2��1! �1G±$^��(��+�5�:Y
RUg:2��0.�(��9bk���+,-�+�5�:sJ���f�o�

M
���Ó��.'g+(_$l���+��("&'��(���g�����(

L2(T)
! ���5�"/|$x,�$l��(���2��

!3$����F/`$W&]$����S�f(\��=������f(\,-g+�<! �
L2(T)

�+�\�F�����?,�$l��(\�`2��?! �?Gj$^��(����5�?þ Q � Q .'�f��(L����� �2��f��.�/0�
(i, j) ∈ Z2 s 〈Mej+1, ei+1〉 = 〈Mej, ei〉.

�±�f� (m.�(\�f�9nk�+(mb5���
M

�+�\�Õ& ���+�~���
�f.'g+(�$^���+��(D! �"G±$�� (��+�5�<�0/J��� ê-�:s]!	#%$�.�(\4+�</0�6QB=�g+��(�4+,-� � Y � YdÅ3s]! �1.�(\�f� nf�+(<b5���

M2��f,-,6� ���1$:nf�:2W/|$6��(_$^����/|$l���0����& ��/`$^��g+(_$^/0�
Le1

s�2��1b5���	�+���Un9(_$^�J2+$�(1á

〈MLe1ej, ei〉 = 〈Mej+1, ei〉
= 〈Mej, ei−1〉
= 〈Mej, L

∗
e1
ei〉

= 〈Le1Mej, ei〉,
.'����(U����� �

(i, j) ∈ Z2.

�

���G¤ � %('*#�����),. /1)¦¥l§\)$��¨��['*©
8 ·�9 ªj²`«l²|­{ª ´
; Î ;v´ R �ìö_ükü
�+õ|õO�Aû�ö^ÿ^�wþåù���÷K�sª'ú���ü�õ%þØÿ�«�ÿ�ú A ÿL�Aû�ö�ÿ^�wþåù�� A �3þvõ0ö^ÿ�ø@�_ö�õO�¬�ûI�@�]ÿLþw��]_�3þu�[UH÷kø^]_��þ?�Kü3öE� A ���Xý A þ�ÿL�6÷K����ú^û\H@�W�wý"ù_ú^û<ü�õO�����wý (an)n∈Z

��ÿHöEZ5öE�]ÿpõ0öC+úE�wûI��ý A þ�`�öE�3ÿL���



a0 a−1 a−2 . . .
a1 a0 a−1 . . .
a2 a1 a0 . . .
. . . . . . . . . . . .




@K��,-,-��!�$����W/���2:$^�1! �+�W,�$^��(���2��+��! �-G±$^��(��+�k�Ns��0/Õ�+�\���0�5��g�(��+���_$��5��! �A�w$+nk���0(
b5�]$��3!��+�\�\i�2��Pbk�c#e������,�$^��(\��2��P! �PQ±�t��.�/��o��M�.'�+� ��! g�a3���0(z��� ��.'g+(_$l���+��(z&'��(���g
����(

`2(Z+)
äSG±$D(�g�.'�f�����?)X2��������Sb5���+�\���0����$Xg���gS! ������g+�U.]$�(Õ/0�B��=�g+��(�4+,��U��� �0n�$^�5�

! �~T<�\���-Q±�t��.�/��o��M�æ � Å3s�.	Y � ç�Y
»7~ · ­'¬�� ÌP¹ ´
; Î ;`É­� ���Wû�ö�ÿ^�wþåù��"÷K�¡ª'ú���ü�õ�þØÿw«

A = (an)n∈Z
÷kø^]_�3þ�ÿ A �Íú_ü3ø[�_ö�ÿx� A �H_úE�@�{ø�ý A � `2(Z+)

ýwþ(��ÿDý�� A õO�;û\�@�]ÿDý
F þØõ$����þ|ý;ÿL� A �B��C+úE��ù;ÿvþåúE�®H_úE�[��ø�� φ
ý A � TÿL�+õ�õO�7M A �6õO�_ý(��ú^û\H@�W�wý an (n ∈ Z)

ý:ú��]ÿpý��_ý~ù_ú��^��ù;þu�@�]ÿØý6÷K���±ú A �wþ?�@��þ Q � Q �

an =
1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθ)e−inθdθ, n ∈ Z.

q6ö���ý~ù��Aù�ölý"õoö¯��úE�wû\�A÷K�6õzF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �7�@�°v��[��÷E��øUü3ö�� A �wý;ÿBøxv5ö�õO�7±
‖φ‖∞ := supesst∈T |φ(t)|.
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d5e�fhgji
f®kXOt���o�
φ ∈ L∞(T)

/`$�u|�f�32w���0�f��! �f�k�~/0�+�~2��t�;ê�2��0�+�5���A! �7ë��f��(\���+("�����5�
/0�+�6g+/�g+,��+�5���

an
! ��/`$�,�$^��(���2��

A
���6���f�o�

Lφ
/h#e��.'g+(_$l���+��(~! ��G±$���(\�+�5�~! ���\�9,Ai

&'�f/0�
φ
YjTD�*�_$^�0�"b5���

Lφ
�+�\�"&'��(���g-���L���1���+� /��+,��+�5�

φ
�+�\�~$^�������p&'��(���gfsJ$��3b5����/

2:$^� ‖Lφ|| = ‖φ‖∞ Y9TD���������<.]$�(
Mφ

/`$1,�$l��(\�`2;�D! �</å#d�f.'g+(�$^���+��(
Lφ

!3$�� �K/`$1&]$^���
�f(}��=�������(�,-g+�

(en)n∈Z
! �

`2(Z)
á

Mφ =




. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . a0 a−1 a−2 a−3 a−4 . . .

. . . a1 a0 a−1 a−2 a−3 . . .

. . . a2 a1 a0 a−1 a−2 . . .

. . . a3 a2 a1 a−0 a−1 . . .

. . . a4 a3 a2 a1 a0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




.

�6#�$^.�(�4+��/0��QU=�g��f(\4+,-� � Y Á Y Á s
Mφ

! g�a3���o��������.'g+(_$l���+��(-&'��(���g�����(
`2(Z)

���S�;�
���+��/0�+,-�+�5�~���

φ ∈ L∞(T)
���A!3$^���A2��72:$^� ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞

Ym�m$�(~$��0/�/0�+��(\�~�f��(��;i
,�$^(�b5���Sbk���S/`$X,�$l��(���2��

A
�c#d�+�\�H$�� ��(��Sb5���U/��Sb5�]$^(\�p�0��u�g+(\������(F! (\�f�o�F! �U/|$X,�$l��(\�`2;�

Mφ

}F$��9��(��+,��+�5��! �o�NsL���S������������.]$^( P+

/|$P.�(\��Z[�:2;���������f(}��=���rf���]$^/���! �
`2(Z)!3$^���

`2(Z+)
$^/0�f(\�

A = P+Mφ

Y]@K�:2��c�0,-.�/0��b5���1b5�������
φ ∈ L∞(T)

$^/���(��
‖A‖ ≤ ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞. (1)

RUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�Nsl���~����.�.'�����Bb5���
A
! g�a3���o�Õ���6�f.'g�(_$l���+��(j&'�f(\��gK����(

`2(Z+)
Y

�j����(B����� �S�+�5�����+(U.'�����0����u
n
s �f��2���������! 4+(\�

Sn
/|$~. (���Z[�:2w���0�f��! �

`2(Z)
!3$^���

`2(Z)! g�a3���0�1.]$^(1á
Sn : (tk)k∈Z −→ (. . . , 0, . . . , t−n, t−n+1, . . . , t0, t1, t2, . . .).

G±$B,�$l��(\�`2;�p! �L/å#d�f.'g�(_$l���+��(
SnMφSn

!3$����c/|$K&]$����L��(\��=�������(�,-g+�
(e−n+i)i≥0

! �
ImSn(�g+����/o���X! �</|$1,�$l��(���2��

Mφ

�+�7����.�. (��0,�$��k�K���f� ���+�K/��+�K/0�0rf���+�K���K/��+�B2���/��������+�B!	#e�0�9i
! ��2��+� {−(n+ 1),−(n+ 2), . . .} }5�+/0/0�D�c#d�+�\�U$��9��(��X$^/���(��Kb5���</|$1,�$^��(���2��

A
st2;�Xb5���

,-���5��(\�1b5���-á
‖A‖ = ‖SnMφSn‖,

.'����(U����� �
n ∈ N. (∗)�6#�$^� ��(���.]$^(\�7�0/?�+�\�z2;/|$^�0(:sF.]$^(7! g;a3���0��������,-q+,-��! �
Sn

sFb5����/`$*�����o���
(Sn)n≥02����5nk�+(\rf�Su���(\����,-�+�5�Lnk�+(��p/h#e��.'g+(_$l���+��(p��! �+�5���o��g<! �

`2(Z)
b5�]$^�3!

n
���+��!�nf�+(��

+∞ Y
@K�:2;�c�0,-.�/0�`b5� �"b5���

(SnMφSn)n≥0
2����5nf�+(�r��1u|�f(}���+,-�+�k�Snk��(��

Mφ
�;�<! �f��2-á

‖Mφ‖ ≤ lim inf
n
‖SnMφSn‖. (∗∗)

Gc�+�?(\�+/`$^���������
(∗) ��� (∗∗) �0,-.�/0�`b5� �+�5�<b5���-á

‖Mφ‖ ≤ ‖A‖, (2)
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´<;oÑ�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½ ´ �

���"$�/0��(��:s�.]$^(W/���QB=�g+�f(\4+,-� � Y Á Y Á s{/��+�
an

���f�5�W/��+��2��5��ê�2��0�+�5���"!9�-ë��f� (��0�+(�!	#e�����
u��f�32w���0�f�

φ
&'��(���g+������(

T
Y

ëj���]$^/0�+,-�+�5�K/`$�,�$l��(���2��
A = (an)n∈Z

! g�a3���o�K�����f.'g+(�$^���+��(H&'��(���g<����(
`2(Z+)���c���S������/��+,��+�5�?�N#d�0/c�;8 �0�\���

φ ∈ L∞(T)
����/�/0�"bk���1.'����(U����� �?�+�5���0�+(

n
s
φ̂(n) = an���<!3$^���<2��12:$^�?/0�+�Sg+rk$�/0�o��g+� é �Nã ��� é Áfã ! �������+�5�<bk��� ‖A‖ = ‖φ‖∞

Y �

���³² �´�"!,#*%('&),+1#�. /1)¦¥l§¯),��¨���'&©
8 ·�9 ªj²`«l²|­{ª ´
;0Ñ�;v´ TµF �wý�ü3ökù��<÷X�{¶1öE�_÷�Z

H2(T)
�wýwÿ±õGF �wý�ü3ökù��<÷K�wýBC+ú���ù�ÿvþåú���ý

φ
÷föE��ý

L2(T)
ÿL�+õ|õO�wý7M A � φ̂(n) = 0

ü3ú A �1ÿ�ú A ÿ n ≤ −1 QGp#e�+��.]$�2��p! �H><$�(�!t�
H2(T)

�+�\�J�����������\i��+��.]$�2��pu|�+(�,-gL! �
L2(T)

$:�5$��k�
(en)n∈Z+.{����(�&]$^�����f(}��=�������(�,-g+�fYJ�S�����f����.]$�(

P+

/|$z.�(\��Z[�:2;���0�f�*��(\��=��fr����]$�/0��! �
L2(T)!3$����

H2(T)
!9�0���6$^�������c.�(\��Z[�:2;��������! �"RU�0�+��MfY

8 ·�9 ªj²`«l²|­{ª ´
;0Ñ�;`É·= ú^þ�ÿ
Lφ A �Íú�ü3ø@��ö�ÿL� A �1÷K�¸TJö A �W�@�]ÿ�H_úE�[��øDý A � L2(T) Q¹R ��ö_ü��

ü
�+õ�õO��ú_ü3ø[�_ö�ÿL� A �W÷K�¯ª'ú���ü�õ�þØÿw«�÷K�?ý[Z�û\H_ú�õO� φ ��ÿpúE�-�{ú�ÿL� Tφ õGF ú�ü3ø@��ö�ÿL� A �W÷kø^]º�3þ�ü3öE���
Tφ : H2(T) −→ H2(T)

f 7−→ P+Lφf = P+(φf).

Gp#�$^.�.�/���2:$l���0����bk���B)����f� ����u��f��2;���0�f��&'�f(\��g+�
φ
$^�����t2�����/å#d�f.'g�(_$l���+��(~! �zQJ�t�;i

.�/��o��M
Tφ

�+�\�K�0��Z[�:2;���0nf�fY CL�z!	#%$�� ��(��+�H���+(�,-���Ns5���
Tφ = 0

$^/0�f(��K��g:2��+���_$^��(\�+,-�+�5�
φ =

0
YtCL�����{���Nsk���].'����(p����� ���?u��f��2;���0�f�

f
!3$����

H2(T)
s
Tφf = 0

$�/0��(��H�+��.]$�(}����2���/0���+(
Tφen = 0

.'����(F���f� �H�+�k���0�+(
n ≥ 0

sk�fâ�/0�+�
en

���f�5�H/0�+�Hg+/0g+,-�+�5���K! �</`$1&]$^���<��(\��= ��i
���f(\,-g+��! �

H2(T)
Y3Ot�

φ =
∑+∞
−∞ aiei

�+�\�U/0�1! g;nk�+/0�f.�.'��,-�+�5�S�+�x��g+(\����!9��ë3����(��0�+(
! �
φ
�fâ

ai = 〈φ, ei〉
$^/0�f(\�K.'�f��(F���f� �H�+�5���0�+(H.'�����o���0u

n
/0�D! g�nk�+/0��.�.'�+,-�+�5�K�+�7��g+(\���

! �Wë3����(��0�+(U! �
φen

�����
φen =

∑+∞
−∞ aiei+n

Y9�D�0(��Wbk���
Tφen = P+(φen) = 0

.'����(
���f�9�S�+�k���0�+(U.'�����0����u

n
(\��n9�0�+�5�?)~! �0(���b5� �W/0�+�

ai
�����5�B�������U�t��/0�U.'�f� (

i ≥ −n Y3TD��+��! g+! ���0�<! ���32�b5���
ai = 0

���<2��:2;�c.'�f��(U���f� �
i ∈ Z ���?! �f�32

φ
�+���S�t��/0/0�fY

�?�f� �?$^/�/0�����Unf�f�0(U!3$^���U/0�W.�(��t2_=]$^�0��2_=]$^.��0��(��Wb5����2����\���X.�(���.�(��0g���gW(��+�\���Dnt(_$^���
.{����(S/0�+�?��.'g+(_$l���+� (��<! �1Q±�5�+.�/0�0��M"! g�a3� ���?����(U/å#d�+��.]$�2;�"! �"EH�+(\rf,�$^�

L2
a(D)

Y
�?�f� �~$+nk��������(���� nkgWZ[�3! ��2��0�+�98Ó!	#d�������0�\���+("!3$^���1/`$x(���,�$�(�b5���������on�$��k���-����(�/��

/��0�+��bk���c�;8 �0�\�����+�5��(���/0�+�?��.'g+(_$l������(��<!9�1Gj$^��(����5�?���<! �1Q±�5�+.�/0�0��MfY
o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹ ´
;oÑ�; Î þca = ú^þ�ÿ H A �\�wý�ü3ökù��B÷K�_¶DþvõOH��@�;ÿVU K A �~ý:ú A ý@�G�wý�ü3öfù��<C��@�wû�ø

÷K� H ��ÿ P õ0ö�ü<�_ú³»��_ù�ÿvþåú���úE�;ÿV¢�úWvkúE��ö�õO�z÷K� H ÷köE��ý K Q y úE��ýwþå÷fø@�_úE� ýz÷K� A �ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �wý S ÷X� H ÷köE��ý H ��ÿ T ÷K� K ÷köE��ý H Q�R �x÷^þØÿ&M A � S �wý;ÿ A �B�<÷lþvõ0ö	�ÿ�ö�ÿvþåú���÷K�
T ¼ ú A �@��ù_úE�W�(M A � T �wý;ÿ A �B��ù_ú^û<üP���wý�ýwþåúE��÷K�

S
a"ý_þ

Tf = PSfü3ú A �7ÿ�ú A ÿ"ø+õoø;ûI�@�3ÿ f ÷K� K Q�½ ��ü3öE�;ÿvþåù A õ�þ?�[��ýwþ H �_ý;ÿ�õzF �wý�ü3ökùW� L2(T)
U K�wý;ÿ<õGF �wý�ü3ökù��

H2(T)
U
P
�wýwÿ<õ0ö6üP�_úL»��_ù�ÿvþhúE��÷K�7¾Bþ?�wýW«

P+
U
S
�wý;ÿ?õGF ú�ü3ø@��ö�ÿL� A �

te
l-0

00
11

95
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ar
 2

00
6



É3Ù µ-¶Õ· ¬N¸ «:¹9¯±¬lº-®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²|«:½�ºN¯±¬ ¼�¾ ¹tº ¶ ¸]°�¹�®±¹�¿�¸]¬l®JÀ

÷K�-TJö A �W�@�]ÿ Lφ ��ÿ T �wý;ÿ~õGF ú_ü3ø[�_ö�ÿx� A �P÷K�¿ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«
Tφ
UAö�õ0ú��wý

Lφ
�wý;ÿ A �B�÷^þØõ0ö�ÿ�ö�ÿØþåúE�Ó÷K�

Tφ Q{R �Óö�õzF þå÷K�[�]ÿvþØÿ�ø�C�úE��÷kö^û\�@�]ÿ�ö�õO��ý A þ�`�öE�3ÿL���
P+TφP+f = P+LφP+f

ü3ú A �1ÿ�ú A ÿL�¹C+úE�{ù�ÿvþåúE� f ÷köE��ý
L2(T) Qþ|þcaÁÀUú A �"ÿ�ú A ÿUù�ú A ü�õJ�A÷K��C�úE��ù�ÿvþhúE��ý

f
��ÿ
g
÷köE��ý

H2(T)
úE�Óö¡�

〈Lφf, g〉 = 〈Tφf, g〉.

½ �"�^Â¸��ÿFù_úlûAû\�
f
��ÿ
g
ý+úE�]ÿp÷köE��ý

H2(T)
��ÿ
P ∗+ = P+

ULúE��ö6ÿ�ú A ÿF÷K�?ý A þØÿx�M A ���
〈Lφf, g〉 = 〈Lφf, P+g〉 = 〈P+Lφf, g〉 = 〈Tφf, g〉.þ|þ�þcaÃT�F ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A � Tφ �wý;ÿmü3úlýwþ�ÿvþÄC"ýwþ¸��ÿBý�� A õO�;ûI�[�]ÿBýwþ Lφ �_ý;ÿÕü3úNýwþØÿvþÄC Qº½ �Å�VÂ���ÿVUù_ú^û~ûI�

〈Tφf, f〉 = 〈Lφf, f〉ü3ú A �1ÿ�ú A ÿL�¹C+úE�{ù�ÿvþåúE� f ∈ H2(T)
UpþØõB`Nþ?�@�]ÿSM A �7�

〈Tφf, f〉 ≥ 0, ∀f ∈ H2(T) ⇐⇒ 〈Lφf, f〉 ≥ 0, ∀f ∈ H2(T).

 Íö^þw�]ÿL�@�{öE�]ÿFþØõ{ý A ��ÿU÷X�1û�úE�]ÿL�@�"õGF ø�M A þ�`�ö�õO�@��ùW��ý A þw`�öE�]ÿL�
〈Lφf, f〉 ≥ 0, ∀f ∈ H2(T) ⇐⇒ Lφ

�wý;ÿcü3úNýwþØÿvþÄC
.

ÀUú A �Uÿ�ú A ÿ n ∈ Z UjúE�\�_ö_üfü
�+õ�õO�¸M A �SõGF ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A � Lne1 �_ý;ÿ A ��þØÿ�ö^þw��� Q qnF úEÆXü3ú A �ÿ�ú A ÿL��C�úE��ù�ÿvþhúE� f ∈ H2(T)
��ÿHÿ�ú A ÿ$�@�]ÿØþ?�@� n ∈ Z �

〈Lφf, f〉 ≥ 0 ⇐⇒ 〈Lne1Lφf, Lne1f〉 ≥ 0.

 Íö^þ`ý�U6÷�F ö_üP�Wtwý�õJ�Áªj¢�ø_ú���t;û\�nÇ Q Ç QbÈ U Lφ ù_úlûAû A ÿL��öE`	�_ù
Le1 Q q"úE�{ù~ü3ú A �ÿ�ú A ÿL��C�úE��ù�ÿvþhúE� f ∈ H2(T)

��ÿHÿ�ú A ÿ$�@�]ÿØþ?�@� n ∈ Z ú��Óö¡�
〈Lφf, f〉 ≥ 0 ⇐⇒ 〈Lne1Lφf, Lne1f〉 ≥ 0 ⇐⇒ 〈LφLne1f, Lne1f〉 ≥ 0.

½ ��ü3öE�;ÿvþhù A õ�þu�@��ý_þ f = e0

UKúE�*úKH�ÿvþ?�@�3ÿ$M A �7�
〈Lφen, en〉 ≥ 0, ∀n ∈ Z.

R �"õJ�Wý:ú A ý@�G�wý�ü3öfù��5�@�:v��@��÷E��øKü3öE��õO�wý {en}n∈Z �wý;ÿK÷K�@��ý��6÷föE��ý L2(T)
UH÷�F ú�Æ

〈Lφf, f〉 ≥ 0
ü�ú A �<ÿ�ú A ÿL�*C+úE�{ù�ÿvþåúE� f ∈ L2(T)

UÕù���M A þ��wý;ÿLø�M A þ�`�ö�õO�@�]ÿ_±�÷lþ����M A � Lφ �wý;ÿ A �*ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �Bü3úlýwþØÿvþ CXý A � L2(T) QRU�+rk$^(�! �����?,�$^�0�5���+�]$^�5�?/0�+�S.�(���.�(��0g���g+�Sg+/0g+,-�+�k�w$^��(\�+�<! ��/h#e��.'g+(_$l���+��(?! �1Q±�5�;i
.�/0�0��MfY
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´<;oÑ�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½ É	´

Ð1¬N­ ¶ ¬^² · « · º ´<;oÑ�;0Ñ ö�alT�F ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �1þh÷K�@�]ÿvþ�ÿ�ø I ÷K�
H2(T)

�wý;ÿHõGF ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A �~÷K�ª'ú���ü�õ%þØÿ�«Ó÷K��ý[Z�û\H_ú�õO�
e0 ¼ õ0ö1C+ú���ù�ÿvþåú�� ù_úE��ý;ÿ�öE�]ÿL�4M A þ5`�ö A ÿ 1

ý A � T
aÉ��ÿ

õGF ú_ü3ø[�_ö�ÿx� A �(� A õ��wý;ÿKõzF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷K�-ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«A÷K�Wý[Z�û\H_ú�õO��Ê QHLalTµF ú�ü3ø@��ö�ÿL� A �W÷K�\ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«��wý;ÿÕõ�þ���ø�ö^þ��W�;ûI�@�3ÿF÷kø�ü
�@�{÷köE�]ÿp÷K�?ý:úE�zý[Z�ûIH_ú�õO�Dþ Q � Qýwþ
(α, β) ∈ C2 ��ÿLýwþ φ �wý;ÿ A �B��C�úE��ù�ÿØþåúE�4H_úE�[��ø��~ö�õ0úE�_ý Tαφ+β = αTφ + βI QùLalTµF öf÷³»:ú^þw�]ÿ<÷�F A �ìú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷X�sª'ú���ü{õ�þØÿ�«

Tφ
�wý;ÿUõGF ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A �-÷K�sª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«�÷X�

ý[Z�ûIH�ú�õO�
φ̄
U6õJ�Pù_úE��» A v A øP÷X�

φ Q,½ �Ë�^Â¸��ÿ1ý:ú^þu�@�]ÿ f ��ÿ g ÷X� A �¡C�úE��ù�ÿvþhúE��ý÷köE��ý
H2(T) Q qsF ö_üP�Wtwý1õO�Uü3ú^þw�]ÿFþ�þ|þcaz÷K�6õoöN¾$�;û�ö���M A �NÇ QbÈPQÍÌ ú��Óö

〈f, Tφg〉 = 〈f, Lφg〉.
R �"õGF ök÷L»:ú^þ��3ÿU÷K�6õGF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A � Lφ �wý;ÿ Lφ̄ ö�õ0úE�_ý

〈f, Tφg〉 = 〈Lφ̄f, g〉.ÀSöE�"õJ�1ûI�;û\�AöE�?v A û\�@�]ÿBúE�Óö
〈f, Tφg〉 = 〈Tφ̄f, g〉,��ÿ6ù��_ù;þpü3ú A �xÿ�ú A ÿL�_ý�C+úE��ù;ÿvþåúE��ý f ��ÿ g ÷köE��ý

H2(T) Q y �ÎM A þFü<�_ú A `h�sH;þu�@�M A � T ∗φ = Tφ̄ Q÷�alTµF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �z÷K��ª]ú���ü�õ%þØÿ�«
Tφ
�wý;ÿ�¢Y�@�wûAþ�ÿvþ?�@��U�ù<F �wý;ÿu�G±	�\÷lþ����

T ∗φ = Tφ
U?ý_þ��;ÿ

ý�� A õO�wûI�@�]ÿAýwþ
φ = φ̄ Q�½ � ÷�F ö A ÿ^�W�wýPÿL�@�wûI�wýÍõzF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�Ïª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«Á�_ý;ÿ¢Y�@�wûAþØÿvþu�@��ýwþ���ÿpý�� A õO�;û\�@�]ÿpýwþmý:úE��ý[Z�ûIH�ú�õO���_ý;ÿ���ø��+õ Q�LalT±öSû�ö�ÿ^�wþåù��B÷�F A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �B÷K��ª'ú���ü�õ%þØÿ�«U÷kö���ýHõ0ö�H_ölý��BúE��ÿ�¢�úE��úE�wû�ø��U÷X�

H2(T)�wý;ÿ A �B�zû�ö�ÿ^�wþåù���÷K�Ãª'ú���ü�õ�þØÿ�« QS½ �£�^Â���ÿVUDý:úlþØÿ (aij)i,j∈Z+

õoöPû�ö�ÿ^�wþåù���÷�F A �ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�¯ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�« Tφ ÷köE� ýDõ0öNH_ölý���úE�;ÿV¢�úE�{úE�;û�ø��
(en)n∈Z+

÷K�
H2(T)

U
ö�õ0úE�_ýBü3ú A �1ÿ�ú A ÿS�@�]ÿvþ?�[�Bü3úlýwþØÿvþ C k úE�*ö1�
ai+k,j+k = 〈Tφej+k, ei+k〉 = 〈φej+k, ei+k〉 = 〈φej , ei〉 = 〈Tφej, ei〉 = aij.@K��,-,-�1����n9�0�+�5�D! �1/0�1nf�f�0(<!�$����?/|$A.�(���.�(��0g���g1.�(�g:2;g:! �+�5����s]/`$�,�$l��(\�`2;�6!	#d���

�f.'g+(�$^���+��(S! �WQ±�5�+.�/��o��Mfs�!3$^���U/`$6&]$^���X��(\��=�������(�,-g+�
(en)n∈Z+

! �
H2(T)

s9�+�\�U�����
,�$^��(���2��6! �~Q±�5�+.�/0�0��MfY��X$^���Aæ Á È�çås{�?�0�f��/0���5�j! g�a3���o� é �Dg;a3���0��������Å�Y � Y � s].cY Á ÅkÃ ã /����
�f.'g+(�$^���+��(��B! �DQ±�t�+. /��o��MX2;�f,-,��<g��w$^�5�K/����K��.'g+(_$l���+��(\�B&'��(���g+�H����(

H2(T)
!9�f�5�K/`$

,�$^��(���2��~!3$�� �X/`$�&3$����6�f(}��=�������(�,-g+�
(en)n≥0

�+�\�D�����6,�$^��(���2��~! �~Q±�5�+.�/0�0��Mfs'.����0�
��/],-���5��(�� é QB=�g+��(�4+,-�?Å3Y � YdÅ3sk.cY Á Å�Å ã b5���?���f� �H�f.'g�(_$l���+��(K! �DQJ�t�+.�/0�o��M<��� (

H2(T)�+���?! ��/|$~u���(�,-�1! ������g+��.]$�(S/`$��Dg;a3���0��������Ã Y � È�Y
Gc�6��=�g��f(�4�,-�~�����on�$��k�-æ � Ã�s'.cY Æ Ã�çm,-���5��(\�Abk���~���j/|$�,�$l��(\�`2;�A!	#e�����f.'g+(�$^���+��(

&{��(�� gX����(
H2(T)

�+�\�B�����X,�$l��(\�`2��X! �XQ±�t�+.�/0�o��M�$�/0��(��B��g+2��+���w$^�0(��+,-���5�S2����B��.'g+(_$Ni
���+��(S�+�\�?� ���f.'g+(�$^���+��(?! �1Q±�t�+.�/0�o��MfY
»7~ · ­'¬�� ÌP¹ ´
;0Ñ�; ³�ª]ú A ÿ?ú�ü3ø@�_ö^ÿL� A �NH_ú��@�{ø"ý A � H2(T)

UU÷kúE�]ÿBõ0ö�û�ö�ÿ^�wþåù���÷köE��ý6õ0öH_ölý��1ú���ÿV¢ úE��úE�wû�ø���÷K�
H2(T)

�wý;ÿ A �B�<û�ö�ÿ^�wþåù���÷K�\ª'ú���ü�õ�þØÿw«[U¹�wý;ÿ A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�ª'ú���ü�õ%þØÿ�« Q
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d5e�fhgji
flkFOt���0�
T
�����f.'g+(�$^���+��(S&'�f(\��g1����(

H2(T)
���+/cb5���

〈Tej+1, ei+1〉 = 〈Tej, ei〉 ∀i, j ≥ 0.

�j����(X���f� �W�+�5���0�+(
n ≥ 0

s��f�Í2���������! 4+(���/h#e��.'g+(_$l���+� (
Tn = L∗

n

e1
TP+L

n
e1

! g�a3���Õ���
&'�f(\��g1! �

L2(T)
!3$^���

L2(T)
Y3�j����(B����� �<2�����.�/0�

(i, j)
!	#e�+�k���0�+(��S.'�f���o���0u��:s��f��$zá

〈Tnej, ei〉 = 〈L∗ne1 TP+L
n
e1
ej, ei〉

= 〈TP+L
n
e1
ej, L

n
e1
ei〉

= 〈TP+ej+n, ei+n〉
= 〈Tej+n, ei+n〉
= 〈Tej, ei〉.

Ot�
i
���
j
�����5�U���f���S/0�+�?! �+�98z��g+r5$l���0u��:s��0/	�;8 �0�\���W���f��Z[�f��(\�S�����+�5���0�+(S.'�����0����u

N
���+/

b5����.'�f� (W����� �1�+�5�����+(
n ≥ N

s�/����1�+�5�����+(\�
i + n

���
j + n

�����0�+�5����������/����"! �+�98
.'�f���o���0u��S���<! ���32

〈Tnej, ei〉 = 〈TP+ej+n, ei+n〉 = 〈Tej+n, ei+n〉.
�L���0��b5���1/|$�,�$^��(���2��"! �

T
�+�\�<�����",�$^��(���2��"! �"Q±�t�+.�/0�o��Mfs3/������+(\,-�6)-!9(����0���6!�$����

/h#eg+rk$�/0�o��g".�(\g:2�g:! �+�k���"�����?�0�3! g+.'�+�3!3$^�5�X!9�
n
Y3I�/	n9�0�+�5�X$^/0�f(\�Db5����.{����(S���f���

i
���
j!3$^��� {0,±1,±2,± . . .} sL/|$P�����0���

(〈Tnej, ei〉)n≥0

�+�\��2��f���\�_$��5����)P.]$^(\���0(�!	#e� �
2��+(\�_$��0��(_$^��rz�;��! �f��2A2����5nf�+(�r��+�5����Y	�Õ$^(W2;�f����g:b5�����5�Ns{���

p
���
q
�����5�W! �+�98�.'�f/o�5i

�Y��,-�+�?��(\�0rf�����f,�g���(���b5�����W$^/0�f(\�</|$���� �0���
(〈Tnp, q〉)n≥0

�+�\�D2����5nk�+(\rf�+�k���fY{@K��,-,-�
/h#e�+�����+,~&�/0�W!9�+�B.'�f/o�9�Y��,-�+�K��(\��r������f,�g���(���b5���+�B�����U! �+�����X!3$����

L2(T)
s $�/0��(��B.'����(

����� �U2��f��. /��W! �Xu����32;���0�����
f
���
g
!3$^���

L2(T)
/`$"�����o���

(〈Tnf, g〉)n≥0

�+�\�U2��f�knk�+(}i
rf���5���fY	@H�:2��j��,�.�/���b5���Abk���~/`$������0���

(Tnf)n≥0

2��f�knk�+(�r��6uv$��0&�/0�+,-�+�k��!3$^���
L2(T)

Y
TD���������

T∞f
�_$A/0�0,-�o����uv$^�0&�/��fY

Gp#d�f.'g+(�$^���+��(
T∞

! g�a3���J! ��/`$A,�$^����4�(��������0n�$^�5���-á

T∞ : L2(T) −→ L2(T)

f 7−→ T∞f

�fâ
T∞f

�+�\�?/`$A/0��,��0���1uv$^�0&�/0�"! �
(Tnf)n≥0

!3$^���
L2(T)

s �+�\�?�����f.'g+(�$^���+��(S&'�f(\��gfY
CL���;�����S/|$�2;�f�5nf�+(�r��+�32���uv$^��&�/0�"! �

(Tnf)n≥0

nk��(��
T∞f

�0,-.�/0�`bk���"b5���-á

‖T∞f‖2 ≤ lim inf
n
‖Tnf‖2,

�f(
lim infn ‖Tnf‖2 ≤ ‖T‖‖f‖2

s32+$�( ‖Tn‖ ≤ ‖T‖ Y
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´<;oÑ�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½ É Î

�j����(U���f���
i, j ∈ {0,±1,±2,± . . .} s�����$xá
〈T∞ej, ei〉 = lim

n→+∞
〈Tnej, ei〉

= lim
n→+∞

〈L∗ne1 TP+L
n
e1
ej, ei〉

= lim
n→+∞

〈L∗n+1

e1
TP+L

n+1
e1

ej, ei〉

= lim
n→+∞

〈L∗ne1 TP+L
n
e1
ej+1, ei+1〉

= lim
n→+∞

〈Tnej+1, ei+1〉
= 〈T∞ej+1, ei+1〉,

2��Fbk���f.�(���� nk�Lb5���L/|$K,�$^��(���2��p! �L/h#e��.'g+(_$l���+��(
T∞

!3$^���J/`$B&]$^���L��(\��=��f����(�,�g+�
(en)n∈Z! �

L2(T)
�����X�����~,�$l��(\�`2��~! �AG±$���(\�+�5�X���W! �f�32�s{.]$�(D/0�AQU=�g+��(�4+,�� � Y Á YeÃ�s'/h#e��.'g;i

(_$^���+��(
T∞

�+�\�?������.'g+(_$l���+��(?!9�"G±$^��(��+�5�:Y
�j����(U���f� �?2��f� .�/��1!	#e�+�k���0�+(��S.{�����o���0u��

(k, j)
s �f��$xá

〈P+T∞ej, ek〉 = 〈T∞ej, ek〉
= lim

n→+∞
〈L∗ne1 TP+L

n
e1
ej, ek〉

= lim
n→+∞

〈TP+L
n
e1
ej, L

n
e1
ek〉

= lim
n→+∞

〈TP+ej+n, ek+n〉
= lim

n→+∞
〈Tej+n, ek+n〉

= 〈Tej, ek〉.
�L���0�_bk����/h#e�+�����+,~& /���! �+�6.'��/0�t�Y�f,-���"��(��0r��f����,-g���(���b5���+�6�+�\�~! �+������!3$����

H2(T)
s

�f��! g:! ���o�<! ��2:$�/�2���/c.�(\g:2�g:! �+�5�<b5����s�.'�f� (S���f�9����u����32;���0���
f
!3$�� �

H2(T)

P+T∞f = Tf.

�X(���2���)�/`$zRU�+,�$^(�b5��� � YeÅ�Y%Ã s{���P2��f�32;/�� ��b5���
T

�+�\�W�����A2���,-.�(��+�����0�f�Í)
H2(T)! �1/h#e��.'g+(_$l������(<! �1G±$^��(��+�k�

T∞
���<! ���32

T
�+�\�?������.'g+(_$l���+��(?! �1Q±�+��.�/0�0��MfY

�G±$*,�$^��(���2���!	#e������.'g+(_$l���+��(7! ��QJ�t�+.�/0�o��M�!9g�a3���<����(�/å#d�+��.]$�2���! ��EH�+(\rf,�$^�
L2
a(D)

�c#d�+�\�H.]$^�Hu|�f(�2�g+,-�+�5�F�����?,�$l��(���2��<! �<Q±�t��.�/��o��M�s5�_$�� u��N#d��/3�:#�$^rf�o�K! �?/h#e��.'g+(_$Ni
���+��(?�t��/c����! �1/h#e��.'g+(_$l������(<��! �+�5���0��g6! �

L2
a(D)

Y]�<��2;�f��.�/|$�2:$^(_$�2;��g+(\���_$l���0�f��! �+�
�f.'g+(�$^���+��(��1! ��Q±�5�+.�/0�0��M-! ������g+��.]$^(W/0�~��=�g+��(�4+,-�A.�(\g:2�g:! �+�k�1�c#d�+�\��.�/0���Wn�$^/|$^&�/0�
.{����(S/0�+�?��.'g+(_$l���+� (��<! �1Q±�5�+.�/0�0��M1����(S/h#e����.]$�2��1! �"EH�+(�r�,�$^�cY
o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹ ´
;oÑ�;`î·= ú^þØÿ

(aij)i,j≥0

õoö*û�ö�ÿ^�wþåù��P÷jF A � ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�Ðª'ú���ü�õ�þØÿw«
Tφ Qy ú^û~ûI�@�]ÿ	ü
� A ÿu�\úE�s�_ø_ù A ü3ø@�W�@�1õO�Wý[Z^ûIH_ú�õJ� φ ±Xü3öE�;ÿvþ��6÷K�~ù���ÿvÿL��û�ö�ÿ^�wþåù��SÑ ½ �4�^Â¸��ÿ
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ü3ú A �1ÿ�ú A ÿUù�ú A ü�õJ�A÷�F �[�]ÿvþ?�@�_ýBü3úNýwþØÿvþÄC�ý
(i, j)
UKúE�*ö1�

aij = 〈Tφej, ei〉 = 〈φej, ei〉 = 〈φ, ei−j〉.
y �_ù;þº��ú A ýBü
�@�wûI�;ÿU÷�F öE`�ú^þ��"õJ�wý~ù_ú��^��ù;þ?�[�]ÿØý6÷K��C�ú A �wþ?�@�~÷K� φ ü A þ|ý�M A ���

{
φ̂(i) = 〈Tφe0, ei〉 = ai0
φ̂(−j) = 〈Tφej, e0〉 = a0j.

q"úE��ù�õO�zý�Z�ûIH_ú�õO�
φ
�_ý;ÿ"õ0ö�C+úE�{ù�ÿvþåúE�ñ÷kúE�]ÿ1õO�_ý�ù_ú��^��ù;þu�@�]ÿØý�÷K�I�Jú A �wþ?�@��÷�F þ���÷^þåùW�

ü3úlýwþ�ÿvþÄC1ý:úE�3ÿSõJ�wý~ÿL�@�wû\�wý-÷K�Aõ0ö
0
��þ?t;ûI�-ù_ú�õ0ú��
�B�\�;ÿ<ù�� A ��÷�F þw��÷^þåù��7�{øxv5ö�ÿvþ C1ý:úE�3ÿSõO�wý

ÿL�@�wûI�wýz÷K�7õ0ö
0
��þ?t;û\�zõ%þÒv	�B� Q TµF A �3þåùwþØÿ�ø�÷K�

φ
�wý;ÿ�ölý_ý A �_øW�NvE��Ókù��-±�õGF A �3þåù;þ�ÿ�ø�÷K�wý

ù_ú��^��ù;þ?�[�]ÿØý6÷K���Jú A �;þu�@� Q
Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹ ´
;0Ñ�; ×ÔT�F ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �W÷K�¯ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«?ý A � H2(T)

�wý;ÿpù_úlûDü3ökù;ÿ±ýwþº��ÿJý�� A õO�@�ûI�@�3ÿpýwþmý:úE��ý�Z�ûIH_ú�õO���wýwÿ�� A õ Qd5e�fhgji
f�kLOt���0�
Tφ

���x��.'g+(_$l������(U! ��QJ�t�+.�/0�o��M�2;�f,-.]$�2;�:Y��j��� �B���f� �U���5���0�+(
k ∈ Z���S���f�9�?�+�5���0�+(

n ≥ 0
���+/0�?b5���

n+ k ≥ 0
s �f��$zá

〈Tφen, en+k〉 = 〈φen, en+k〉 = 〈φ, ek〉.
�6#�$^� ��(��U.]$^(\�:s�.����0��b5���S/`$X�����0���?! �Uu����32;���0�����

(en)n≥0

2����5nk�+(\rf�Uuv$^�0&�/��+,��+�5�pnf�+(��
0���J2��f,-,��L.]$�(	=5�9.'����=�4+���

Tφ
�+�\�J������.'g+(_$l���+��(J2���,-.]$�2;�Ns:$�/0�f(\�

(Tφen)n≥0

2����5nk�+(\rf�
�+�*����(�,-� ‖.‖2

nk�+(\�
0
Y±�6#e��â*.'����(������ �

ε > 0
sc�0/L�;8 �0�����

Nε ∈ N
���+/Fbk���-.'����(

����� �
n ≥ Nε

����$xá
‖Tφen‖2 < ε.Ot���0�

ε > 0
Yc�j����(X����� ���+�5�����+(

k ∈ Z s����Õ���Í.�(����3!
n ≥ sup{Nε,−k}

s��f��nk���o�
b5���

|φ̂(k)| = |〈φ, ek〉| = |〈Tφen, en+k〉| ≤ ‖Tφen‖2 < ε,
!	#e��â

φ̂(k) = 0
.'�f� (~����� �

k ∈ Z ���-! ���32
φ
�+�\�A/å#%$�.�. /���2:$l���0�f����! �+�5���`b5� �+,-�+�5�

�t��/0/���Y
RUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�Nsj���K/0�z�\�9,6&'�f/0�z�+�\�A�5��/U$�/0��(��A/h#e��.'g+(_$l���+��(A! �zQ±�t�+.�/0�o��Mz�+�\�

�t��/	��� (
H2(T)

���<! ���32�2���,-.]$�2w�NY �

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹ ´
;0Ñ�; Ö � ��ú�ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�"ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«z÷fø^]_�3þKý A ��õGF �wý�ü3ökù���÷K��Õ¸�@�xv�û�öE�
ü
� A ÿ���ÿ^�W�7ù_ú^û<ü3ökù�ÿBý:öE��ýIM A �Aý:úE�Óý[Z^ûIH_ú�õO�Aý:ú^þ�ÿ,� A õ Qº½ �Å�^Â¸��ÿVU$��ú A ý�ö�õ|õ0úE��ý�`�ú^þw�±�ÿ^��öE`h�@�_ý-õ0ö-À��_ú_ü�úlýwþØÿvþhúE�ÁÖ QÒÌ:Q ÖXU�M A ��ýwþ?õJ��ý[Z�û\H_ú�õO�1�_ý;ÿ A ���¸C�úE��ù�ÿvþhúE�É±zý A ükü3ú���ÿù_ú^û<ü3ökù�ÿLý A � D ö�õ0ú��wý1õGF ú_ü3ø[�_ö�ÿx� A �~÷K�-ª]ú���ü�õ%þØÿ�«Aölý�ý:úNù;þåø7�wý;ÿBù_ú^ûDü�ökù�ÿ QG±$�2����5nk��(�r��+�32���uv$^�0&�/���g;�w$^&�/��0�7!3$^���6/`$�.�(��+� nf�7! ��QU=�g+��(�4+,�� � YeÅ�Y Â �+�\�NsJ���
(�gN$^/0�0��gfs������12��f�knk�+(�r��+�32���u���(\���12;�f,-,���/0�1.�(\�f� nf��/��W��=�g+�f(\4+,-�������onf$^�5�:Y
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»7~ · ­'¬�� ÌP¹ ´
;0Ñ�; � = þ
φ
�wý;ÿ A �B�¹C+úE�{ù�ÿvþåúE�*÷kö���ý

L∞(T)
UBö�õ0úE�_ý1õ0ö�ý A þØÿL�~÷K�wý6ú_ü�ø¬��_ö�ÿL� A �_ý (L∗

n

e1
TφP+L

n
e1

)n
ÿL�@�{÷�C+ú���ÿL�wûI�@�]ÿ¹`h�@�_ý

Lφ
M A öE��÷ n ÿL�[��÷¯`h�[�wý

+∞ Qd5e�fhg�i
f4kF�m$^(?! g�a3���o��������! �
Tφ

���?.�� ����b5���
Le1

�����S�����o�w$^��(\�fs��f��$zá
L∗ne1 TφP+L

n
e1

= L∗ne1 P+LφP+L
n
e1

= (L∗ne1P+L
n
e1

)(L∗ne1LφL
n
e1

)(L∗ne1P+L
n
e1

).�j����(U����� �
i ∈ Z s��0/c�;89���\���������+�k���0�+(

N
���+/cb5��� ∀n ≥ N

á
i+ n ≥ 0�W$^���<2��12:$^�1á

L∗ne1 P+L
n
e1
ei = L∗ne1 P+ei+n = L∗ne1 ei+n = ei,2�#e�+�\��)�! ��(\�Ab5���6.'����(D���f� �
i ∈ Z s (L∗ne1 P+L

n
e1
ei)n

���+�3!��+������(�,-� ‖.‖2

nk��(��
ei
Y

@K��,-,-�Í/0�*�������\i��+��.]$�2��*�+��r��+�3! (\g*.]$^(�/0�+�
(ei)i∈Z

�+�\��! �+�����Ó!�$����
L2(T)

���
2��f,-,��

L∗ne1 P+L
n
e1

�+�\�J&'��(���gL.'�f��(	���f� ���
n
�f�W�+�"! g+! ���0�±b5���L/`$B�����o���

(L∗ne1P+L
n
e1

)n���+�3!xu���(\����,-�+�5�Unk�+(��S/h#e��.'g+(_$l������(S�`! ���5���o��g1! �
L2(T)

Y
�~#%$��9��(��6.3$�(}�X.����0��b5���

Lφ
�����D������.'g+(_$l���+��(D! �~Gj$^��(\�+�5�Ns]�0/±nt���+�k�W!	#%$�.�(\4+�D/��

QU=�g+��(�4+,�� � Y � YeÅ�sLb5���
Lφ

���
Le1

2���,-,~� ���+�5�NYp@K��,-,-�
Le1

�+�\�-�����o�w$^�0(��fsÕ����$
&����+��b5����.'����(U����� �

n ≥ 0
á

L∗ne1LφL
n
e1

= Lφ.@K�+�W!9�+�98P$^(�r���,-�+�k���D.'�+(�,-�;�����+�k�W! �~2����32�/���(\�Ab5���
(L∗

n

e1
TφP+L

n
e1

)n
���+��!�u���(\���;i

,-�+�5�Unk�+(��
Lφ

Y �
o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹ ´
;oÑ�;h´tÙ T*�1ÿV¢�ø_úE�Wt;ûI�BüP��ø_ù_ø_÷K�@�3ÿcü
�[�;û\��ÿUö A ý_ýwþH÷K�A÷kø;û�úE�]ÿV���@�5M A �

‖Tφ‖ = ‖Lφ‖ = ‖φ‖∞.
½ �l�VÂ���ÿVU�ü3öE�~÷kø^]º�3þØÿvþhúE��û\�;ûI�A÷X�6õGF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷K�-ª'ú���ü�õ�þØÿw«[Upþvõ±ø@`:þå÷K�@�]ÿSM A �7�

‖Tφ‖ = ‖P+Lφ‖ ≤ ‖Lφ‖. (∗)qnF ö_üP�Wtwý"õO�-ªD¢�ø_úE�Wt;ûI��Ç QbÈPQw× UBú��Óö¡�
L∗

n

e1
TφP+L

n
e1
f −−−−→

n→+∞
Lφf,

ü3ú A �1ÿ�ú A ÿL��C�úE��ù�ÿvþhúE� f ∈ L2(T). é � Y%Ã ã
qnF ö A ÿ^�W�Uü3öE�;ÿVULþvõ*�wý;ÿBù+õ0ö^þw��M A ���

‖L∗ne1 TφP+L
n
e1
‖ ≤ ‖Tφ‖. é � YeÅ ãT*�wý7öE�xv A ûI�@�3ÿØý ¼ Ç QÒÌ aØ��ÿ ¼ Ç QcÈ a�U?û�úEZ��@�Y��öE�]ÿXõJ��ÿV¢�ø_ú���t;û\�x÷K�NÕ<öE��ökù[¢�� = ÿL�;þ���¢�ö A ýÙ Ç�ÖXU	ü Q Ç°ÚxÛ�ULþ�ûDü{õ�þ?M A �@�]ÿ$M A �7�

‖Lφ‖ ≤ lim inf
n
‖Ln∗e1 TφP+L

n
e1
‖ ≤ ‖Tφ‖. (∗∗)

½ ��]º� (∗) ��ÿ (∗∗) ÷kúE�Y�B�@�]ÿ ‖Tφ‖ = ‖Lφ‖ = ‖φ‖∞ QÀSö��~ù_úE��ý:ø�M A �@�]ÿVUKúE�n���_÷fø;û�úE�3ÿ^���7M A �6õGF ö�ükü�õ�þhù_ö�ÿvþåúE� φ 7−→ Tφ
�wý;ÿFþw��»��_ù�ÿØþ�`h� Q
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V?�z�f.'g�(_$l���+��(
V

����(U� �x�+��.]$�2���! �1>?�0/0&'�+(\�
H

�+�\�?$�.�.'�+/0gW��(_$^����/|$l���0������� ��/`$Ni
��g+(�$�/0� é nf�f�0("æ ÁfÂ s�.cY Á ç ã �:#e�0/	nfg+(��oa3��/����<2����3! �o���0�f� �<�����on�$��k���+�"á� ã

V
�����S������������,-g���(��0��þ Q � Q V ∗V = I

�fâ
I
�+�\�S/å#d�f.'g�(_$l���+��(S�`!9�+�5���o��gfY

�0� ã I�/Õ�;89���\����� �Í�������\i��+��.]$�2���u|�+(�,-g
L
! �

H
���+/Lb5�	#e���Ó$^�0�

V nL ⊥ L
s�.'����(

���f� �S�+�5�����+(
n ≥ 1

s��;�
H =

+∞⊕

0

V nL
Y

Gp#d�f.'g+(�$^���+��(K! �XQ±�5�+.�/0�o��MX! �<�\�9,~&'��/��
e1

�+�\�K�����?��(_$�� ��/`$l���0�f�������0/|$l��g+(�$�/0�fY CÕ�
���{���Ns{��/Õ������2�/`$��0(1bk���A.'�f��(X���f� ��2��f� .�/���! ��u|�f�32;���������

(f, g) ∈ H2(T) × H2(T)�f��$zá
〈Te1f, Te1g〉 = 〈e1f, e1g〉 = 〈f, e1e1g〉 = 〈f, e−1e1g〉 = 〈f, g〉.

�j����(S/0�1���f���}i��+��.]$�2��
L
! �

H2(T)
s���/c��� ê-�<!9�1.�(��+�3! (\�1/0�1���f� �\i��+��.]$�2��1�+��r��+�3! (�g

.]$^(S/��Wnf�:2;������(
e0

! ��/`$A&]$^������(\��=��f� �f(\,-g+�1! �
H2(T)

Y
G±$x��(_$^����/`$^�������������0/`$^��g+(_$^/��7�+�\�6.'�f��(6/0�+�~��.'g+(_$l���+� (��A! �7Q±�5�+.�/0�0��Mz2��zbk����/|$

��(�$�����/`$^��������&���/`$l��g+(�$�/0�1�+�\�?.'����(S/0�+�?��.'g+(_$l���+� (��<! �1G±$^��(��+�5�:Y
�?�����"����,-,-�+�1,�$^�0�5���+�]$^�5�"�+�Ó,��+����(���!	#eg+�����32��+(1������! �+�989��4+,���2:$�(�$�2w��g+(��íi

�_$^��������! �+�B�f.'g+(�$^���+��(��S! �WQ±�t�+.�/0�o��M-æ � Ã�s9.cY ÆfÂ çJb5� ��uv$��o�U���k���+(}nk�+���0(U/`$"��(_$^����/`$^�������
�����0/|$l��g+(�$�/0�

Te1
Y'@H��(�g+����/o�w$l�?�+�\�D$^�]$^/���r����6$���QB=�g+�f(\4+,-� � Y � YeÅ�Y

»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹ ´<;oÑ�;h´]´Ü� � ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �4H_úE�[��ø T ý A � H2(T)
�wý;ÿ A � ú_ü�ø@�_ö�ÿx� A �*÷K�ª'ú���ü�õ�þØÿ�«Wýwþ{��ÿLý�� A õO�wûI�@�]ÿLýwþ T ∗e1TTe1 = T Qd5e�fhgji
flk¹�X(���2��"$^��QB=�g+��(�4+,�� � YdÅ3Y Â s �f�x�w$^�o�<b5���

T
�+�\�?� ���f.'g+(�$^���+��(?! �1Q±�5�;i

.�/0�0��M1���	���?���+��/0�+,-�+�5�S���	.'�f��(B����� �<2�����.�/0�"!	#d�+�5���0�+(��S.'�f���o���0u��
(i, j)

s �f��$zá
〈Tej+1, ei+1〉 = 〈Tej , ei〉.TD(1á

ej+1 = P+e1ej = P+Le1ej = Te1ej.�6#e��â*á
〈Tej+1, ei+1〉 = 〈TTe1ej, Te1ei〉 = 〈T ∗e1TTe1ej, ei〉.@K��,-,-�6/0�~���f���}i��+��.]$�2��~�+��r��+�3! (�g~.]$^(X/0�+�

(en)n≥0

�+�\�W! �+�����A!3$^���
H2(T)

s'���Í$
! ���32�&��0�+�

T ∗e1TTe1 = T
����(

H2(T)
Y �

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹ ´
;0Ñ�;v´9É�Ý õ°�_ý;ÿ{þ�û<ü3úE�;ÿ�öE�3ÿJ÷K�pýwþÒvE��ö�õO�@�$M A �KõGF ú_ü3ø[�_ö�ÿL� A �U÷K�Hÿ^��öE��ý�õ0ö^ÿvþåúE�A �3þØõ0ö�ÿ�ø@��ö�õO� Te1 �DF �wý;ÿcü�ölý A �3þØÿ�ölþ��W� Q qµ�6õO±�õoöz÷^þÄÂ<ø@���@�{ù����@�3ÿ^���"õO�wý6ù_úE��÷^þ�ÿvþåúE� ý(��ø¬�
ù��wý_ý:ö^þw���wý���ÿLý A �ìý:ö��]ÿL�wý"÷kúE�Y��ø��wýHü3öE�1õJ�1ªj¢ ø_úE��twûI�7Ç Q Ç QcÈ ��ÿFõO�1ªD¢�ø_úE�Wt;ûI�7Ç QcÈPQ ÇKÇ±�ý:ö�`�ú^þ��7�

Le1T = TLe1 ⇐⇒ T
�wý;ÿ A �*ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷K��TJö A �W�@�]ÿ ,
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d5e�fhgji
f-k��?���������Õ.]$^(
T−1
φ

/h#e�0�5nk��(����B! �B/h#e��.'g+(_$l���+��(
Tφ

YfOt�
T−1
φ

�+�\�Õ���A��.'g+(_$l���+� (
! �1Q±�5�+.�/��o��Mfscþ Q � Q �:#e�0/c�;8 �0�\����������u����32;��������&'��(���g��

ψ
���+/0/0�"b5���

T−1
φ = Tψ

s]$^/0�f(��1á
TφTψ = TψTφ = I = Te0 .

�6#e��â�!	#�$^.�(�4+�S/0�"QB=�g+��(�4+,-� � Y Â Y �




φ
�+�\�D$^�5���íi[$��]$^/o�t����b5�����f�

ψ
�+�\�D$^�]$�/o�t���`bk���

(∗)���
φ
�+�\�D$^�]$�/o�t���`b5� �1���

ψ
�+�\�D$^�5���oi[$^�]$�/o�t���`bk���fY

(∗∗)
Ot�
φ
�c#d�+�\�j.]$^�m$��5���oi[$^�]$^/0�t���`bk���B$^/0�f(\�NsN!	#�$^.�(�4+�

(∗∗) s ψ �+�\�Õ$^�]$^/0�5����b5���H���j2��f,�,-�
ψ�+�\�X����.�.'�f��g+�~�����P2������\�w$^�5���A$�/0�f(\�Xu���(�2�g+,��+�5�W��/�/0�~�c#e�����X.]$^��$^�5���íi[$^�]$�/o�t����b5���~���

! ���32�.]$^(
(∗) s φ �+�\�D$^�]$�/o�t���`bk���fY

RUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�Nsf���
φ
�����K$^�]$^/0�t���`bk���X$^/0�f(\�Nsk!	#%$�.�(\4+�F/��?QU=�g+��(�4+,�� � YdÅ3Y � Ã s

Tφ2���,-,~� ���"$+nk�:2
Te1

���?����$-$^/���(��
T−1
φ TφTe1 = T−1

φ Te1Tφ.

CL��2;�f,-.'���_$��k�D)�! (����o����.]$^(
T−1
φ

!3$�� �?/h#eg:b5�]$l���0����.�(\g:2�g:! �+�5���fs��f����& ���0�+�5�

Te1T
−1
φ = T−1

φ Te1 .

@K�:2;�c.�(���� nk��&��0�+��b5���
T−1
φ

�+�\�?������.'g+(_$l���+��(?! �1Q±�5�+.�/0�0��M6$^�]$�/o�t���`b5� �fY
Ot�
φ
�+�\�"$��k���íi[$��]$^/o�t����b5����$^/���(��

φ
�+�\�"$��3$�/o�t����b5�����;�"!�#�$^.�(�4+�12;�-b5���Õ.�(\g:2�g:! �

�f��$
T−1

φ
Te1 = Te1T

−1

φ
.

�Õ$^(S.3$����_$�r��")A/h#�$�!�Z[�����k�D!3$^���?2���������g+r5$^/0�0��gfs3����$~&����+��b5���
T ∗e1T

−1
φ = T−1

φ T ∗e1 .

�<�f�32�sBr�(���2��*$^� QU=�g��f(�4�,-� � YdÅ3Y � Ã s
T−1
φ

�+�\�x���ñ�f.'g+(�$^���+��(�! �ÍQ±�t��.�/��o��M*$^�5���íi
$��3$�/o�t����b5���fY �I�/Õ! g:2�����/0��! ��2��A2��f(\�f/0/`$��0(���b5���~/����W���+��/�����,�$^��(���2��+��! �AQ±�5�+.�/��o��MA�0�5nk�+(\����&�/0�+�
���f�5�S/0�+�?,�$l��(\�`2;�+�U��(��`$^��rf��/`$^��(\�+�:Y
Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹ ´
; ³ ; ³ � �Íú_ü3ø@��ö�ÿL� A �6÷K�¡ª'ú���ü�õ�þØÿ�« Tφ �wý;ÿ A �B��þ|ý:úlû�ø�ÿ^�wþ?�Xýwþ���ÿLý�� A õO�¬�ûI�@�3ÿpýwþ

φ
�wý;ÿUöE�{ö�õcZ�ÿØþ?M A �7��ÿ |φ| �wý;ÿKõoö�C+úE�{ù�ÿvþåúE�*ù_úE��ýwÿ�öE�]ÿL�

e0 Qd5e�fhgji
fÏkDOt�
Tφ

�+�\�"������������,-g���(��0�7$�/0��(��
T ∗φTφ = TφTφ = I

Y±�~#d�fâÓ!	#�$^.�(�4+�"/0�
QU=�g��f(\4+,-� � Y Â Y � s

φ
�+�\�~$��3$�/o�t����b5�����f�

φ
�+�\�A$^�5���íi[$��3$�/o�t����b5��� é �hYe� φ �+���~$^�]$�/o�5i

����b5��� ã ��� |φ|2 = φφ = e0
2:$^(S/h#e��.'g+(_$l���+��(

I
�c#e�����<$��9��(��1b5� �

Te0
Y
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H2(T)

Î ´

RUg:2��0.�(��9bk���+,-�+�5�?���
φ
�+�\�<$��]$^/o�t����b5���1���

φφ = e0

s3$�/0��(��

T ∗φTφ = TφTφ = Tφφ = Te0 = I.

�D���32
Tφ

�+�\�S������������,-g���(\�0�fY �

Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹ ´
; ³ ;`î T��wý~ý�� A õ%ý�ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �wý�÷K�Øª]ú���ü�õ�þ�ÿ�« A �3þØÿ�ö^þ��W�wýAý:úE�]ÿ<õO�wý7ú_ü3ø[�_ö	�
ÿL� A �_ý~÷K��û A õ�ÿvþ�ü�õ%þåù_ö�ÿvþhúE��ü3öE� A ��ý+ù_ö�õ0ö^þw���~÷K�1û�úN÷ A õJ�NÇ Qd5e�fhg�i
fÎkJOt�

Tφ
�+�\�p���-��.'g+(�$^���+��(F! �SQ±�t�+.�/0�o��MS�����o�w$^��(\�<$�/0��(��

Tφ
���
T ∗φ

�����5�L���f���
/��+�-! �+�98�! �+���0����,-g���(��0�+�:Yp�6#e��âcsL!	#%$�.�(\4+��/���2���(���/0/|$^�0(���.�(\g:2�g:! �+�5�:s

φ
�+�\��$^�]$^/0�ki

����b5���fs
φ
�����m$^�]$^/0�t���`bk���F��� |φ| �+�\�±/|$Uu����32;�������62��f���\�_$��5��� e0

Yl�D���32
φ
�+�\�j2������\�w$^�5���

��� |φ| = 1
Y �

Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹ ´
; ³ ; ×ÔT��wýXý�� A õ%ý6ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �wý6÷K�1ª]ú���ü�õ%þØÿ�«�þå÷K�;û<ü3ú�ÿL�@�]ÿ�ýXý:úE�]ÿHõGF ú�ü3ø@��ö	�ÿL� A �(� A õ���ÿKõGF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��þå÷K�@�]ÿØþØÿ�ø Qd5e�fhg�i
fÁkKV?����.'g+(_$l���+��(X!9�AQJ�t�+.�/0�o��M
Tφ

�+�\�X��! �+,-.'�����+�k�X���
Tφ =

(
Tφ
)

2 Y{�X$�� �2��X2:$��
Tφ
(
I −Tφ

)
= 0

Y9I�/]n9�0�+�5�B! ���32X!�#�$^.�(�4+�K/0��@H�f(\�f/0/`$��0(�� � Y Â Y Á bk���fs
Tφ

�+�\�B���
&����+���+�\�?�t��/hs�����&��0�+��g+rk$�/J)

I
Y �@K��2��f(\�f/0/`$��0(���.'�+(�,����~! �-(��:! g+,��f�5��(��+("b5���-/��-.�(��9!9���0�

Te1T
∗
e1

�c#d�+�\�6.3$��"���
�f.'g+(�$^���+��(�! �zQ±�t�+.�/0�o��MfYLCÕ�ì���{���A���

Te1T
∗
e1

g��w$^�o�������f.'g+(�$^���+��(�! �zQ±�5�+.�/0�0��Mz���
.�������b5���

Te1T
∗
e1
Te1T

∗
e1

= Te1T
∗
e1

s��0/L���+(�$��o�"$�/0��(������ÍQ±�t��.�/��o��M���! �+,�.'�����+�5�NYc�<�f�32
�f�

Te1T
∗
e1

= I
sD2��ìb5���6�+�\�Í$^&�����(�! �ì2:$^(��0/6�+����uØ$�2��0/0��!9��nk����(�.]$^(��;8 �+,�.�/��

b5���
Te1T

∗
e1
e0 = 0

}]���
Te1T

∗
e1

= 0
s'2��6bk���±�+�\�<g�n9��! �+,-,-�+�k�Duv$^�98�.����0��b5���"���

Te1���c���f��$�!�Z[���0�5�<�c#d�+�\�?�5��/åY

���Gè ér§µê ê +I'*%('&�[ë¡�['&!á/1),.ì§µ�"!,#*%('&),+1#�.�/1) ¥Ã§¯)$��¨��['*©
.�+1#

H2(T)
�?�f� �������������k��g+(�������������,�$^���k���+�]$^�5�6)�/|$zb5���+�\���0���*! ��/`$z2��f,�,~� �w$l���on9�o��g�! �

! �+�98���.'g+(_$l���+��(\�K! �DQ±�5�+.�/0�0��M<����(
H2(T)

Y9Ot�
φ
���
ψ

�����5�K! �+�98-���t,~&'��/��+�K$��]$^/o�5i
����b5���+�m&'��(���g+�Õ$�/0��(��

Tφ
���
Tψ

�����5�m! �+�98"�f.'g+(�$^���+��(��Õ! �H,6��/0����.�/0��2:$l���0�f�~����(
H2(T)(��+��.'�:2;���onk��,-�+�5�S.]$^(

φ
���
ψ
���?! ���32W�0/0�?2���,-,~� ���+�5�:Y3�m$^(?$^��/0/0�+��(��S���

φ
���
ψ
���f�k�

���f� �?/0�+�<!9�+�98�$��5���oi[$^�]$^/0�t����b5���+�D$^/���(��
(
TφTψ

)∗
= TψTφ = TφTψ =

(
TψTφ

)∗

���6! ���32
TφTψ = TψTφ

Y±@K��,-,-�-!3$^���1/0��2+$��"! �*.�(\�9! ���o�6! �+�1! �+�98Í��.'g+(_$l���+��(\�
! �"Q±�5�+.�/0�o��Mfs��f��$^.�.'�+/0�+(_$9s]2����<! �+�98x���o���]$l���0�����?.�(�g:2�g+! �+�5���+�:s�/0�7ù_ölý1ÿV�;þw`Nþåö�õ Q
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@H�f� ����! g+(\�f���<,�$^���5���+�]$^�5�</å#d�f.'g+(�$^���+��(D! �1��(_$^����/|$l���0����������/`$l��g+(�$�/0�
Te1

���<�����
$�!^Z[�f�0�5�

T ∗e1
Yt@H�f,�,-�S/`$X��(_$�� ��/`$l���0�f�-�����0/|$l��g+(�$�/0�?�+�\�F�����S�0���f,-g���(��0�S�f��$

T ∗e1Te1 =
I
YÕTD(

T ∗e1Te1T
∗
e1
Te1 = I 6= Te1T

∗
e1

Ym�6#e��âcsj!	#%$�. (�4+�6/��7QB=�g+��(�4+,-� � YeÅ�Y ��� s
Te1T

∗
e1�c#e�+�\�S.]$��S������.{g�(_$l���+��(?! �1Q±�5�+.�/��o��M1���<! ���32

T ∗e1Te1 6= Te1T
∗
e1

Yí ��(�$+nk�+(��12;���"�w8 �+,-.�/0�fs	��/L�+�\�"2�/`$��0(1b5���-/0��.�(��t! ���0�"! ��! �+�98P��.'g+(_$l���+��(\�6!9�
Q±�t��.�/��o��M<�c#d�+�\�H.]$^�F������Z[����(��H2��f,�,~� �w$l���0u[Y5�?�f� �B$�/0/0�f���Fnf�f�0(Hb5���+/�b5�����K/0�0rf���+�H.�/0���
/0�f�0�csBr�(���2��*$�� ��=�g��f(\4+,-�P�����onf$^�5��! �*EH(\�:è<�ñ����>D$�/0,-���*æ � Ã�çåsUbk���Í2��+/`$��c#e�+�\�
.'�f�����0&�/��1b5����(_$^(��+,��+�5�NY
»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹ ´<;�îD;h´ qµ� A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �_ý�÷K�lª'ú���ü{õ�þØÿ�«�ý A � H2(T)

ù_ú^ûAû A ÿL�@�3ÿXýwþ(��ÿý�� A õJ�;ûI�@�3ÿ~ý
F þvõeý�ý:úE�3ÿ�ÿ�ú A ýPõO�wý*÷K� A ��öE��ö�õbZ�ÿvþ?M A �wý�U�ú A ý
F þØõ%ý�ý+úE�]ÿ�ÿ�ú A ýÍõJ�wý*÷K� A �öE�]ÿvþ��\öE��ö�õbZ�ÿvþ?M A �wý~ú A ýwþFõzF A �l�wýwÿ A ����C+ú���ù�ÿvþåú��Óöz�Ð�B�~÷K�6õGF ö A ÿ^�W� Qd5e�fhgji
flkFOt���0�
Tφ

�;�
Tψ

! �+�98x��.'g+(_$l���+� (��<! �1QJ�t�+.�/0�o��M1&'��(���g+�U���+/0�?b5���
TφTψ = TψTφ.

�?���������A.]$^(
(ai−j)i,j≥0

s
(bi−j)i,j≥0

s
(cij)i,j≥0

���
(dij)i,j≥0

sj(\�+��.'�:2;���onk�+,��+�5�A/0�+�
,�$l��(���2��+�?! �

Tφ
s
Tψ

s
TφTψ

���
TψTφ

Y3�j����(U���f���S�+�k���0�+(��S.{�����o���0u��
i
���
j
s�����$





ci+1,j+1 = ai+1b−j−1 + cij���
di+1,j+1 = a−j−1bi+1 + dij

@K��,-,-�
Tφ

���
Tψ

2;�f,-,6� ���+�5�<$^/0�f(\�?��g:2;�+���_$^�0(��+,-�+�k�
cij = dij

Y3�<�f�32
ai+1b−j−1 = a−j−1bi+1 ∀i, j ≥ 0. (∗)

I�/t��� ê-�m,�$��0�5�����]$��5�Õ! �H,-���5��(���(mb5���H���t/h#eg+rk$�/0�o��g
(∗) �+�\�jn9(�$��0�U$^/���(��j���f� �m����,-,-���

u���(�2�g+,��+�5�<!3$^���S/å#d�����1! �+�S��(��f�0�S���o���]$l���0�f���S�����on�$��k���+�1á




(1) φ
���
ψ
�����5�S���f���S/0�+�?! �+�98�$��]$^/o�t����b5���+�:Y

(2) φ
���
ψ
�����5�S���f���S/0�+�?! �+�98�$��k���íi}$^�]$^/0�5����b5���+�:Y

(3)
I�/	�;8 �0�\���1! �+�98�2������\�w$^�5���+�

α
���
β
!3$����

C
���+/0/��+�?b5���

Tφ = αTψ + βTe0 .

Ot� .�.'�f�������Ub5���X/h#dg+r5$^/0�0��g
(∗) ���f�o�Kn9(�$��0�D���Ub5���D/0�+�U! ���987���o���]$l���0�f� � é �Nã ��� é Ákã���f�0�+�5�Kuv$�� �����+�:Yt�</���(��:st���

φ
�+�\�Kg+r5$^/0��)1�����X2��������_$��k���

c
$��3bk���+/�2:$^�

φ = 0.ψ+ c���W�������W����,-,-�+�W! ���32~!3$����X/|$����o���]$l���0��� é Ã ã s'�f���0/m�;8 �0�\���~���
i0 ≥ 0

���
j0 ≥ 0���+/0��b5���

ai0+1 6= 0
�;�
a−j0−1 6= 0

YcOt�L2�#d�+�\��/0��2:$^�"$^/0�f(\�Ns{�+�P.'���w$^�5�
λ =

bi0+1

ai0+1

s
�f����& ���0�+�5�D)~.]$^(\���0(S! �1/h#eg�r5$^/��o��g

(∗) b5� ��á




bi+1 = λai+1 ∀i ≥ 0,���
b−j−1 = λa−j−1 ∀j ≥ 0.
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H2(T)

Î'Î

�D�������hs5/0�+�K,�$^��(\��2��+�B!9�+�B! �+�98���.'g+(_$l������(��B! �DQ±�5�+.�/0�0��M
λTφ

���
Tψ

!9�0�{g+(����5�K������/��;i
,-�+�5��.]$^(�/��+��(\�7! �`$�r����]$�/0�+�7.�(\���32;��.]$^/0�+� é /|$Í.�(\�+,-�04+(���$

λa0

����(��_$*! �`$�r����]$�/0�
.�(��0�32��0.]$�/0�6$�/0��(��<bk����/|$~���+2��f�3! �"$

b0

����(S�_$A! �`$�r��f�]$^/0�1.�(��0�32��0.]$�/0� ã Y]�<�f�32
Tψ − b0I = λ

(
Tφ − a0I

) þ Q � Q Tψ = λTφ + (b0 − λa0)I.

RUg:2��0.�(��9bk���+,-�+�5�����
φ

�;�
ψ

���f�5����������/�����! �+�98�$^�]$^/0�5����b5���+� é (��+��.cY<$^�5���oi$��]$^/0�5����b5���+� ã $�/0�f(\��/0�+�-! ���98ì��.'g+(_$l������(��
Tφ

���
Tψ é (��+��.cYj/0�+��(���$�!�Z[���0�5���

Tφ
���

Tψ
ã �����5�~/����A��.'g+(_$l������(��A! �7,6��/0����.�/0��2:$l���0�f��(��+��.'�:2;���0nf�+,-�+�5�~.]$�(

φ
���
ψ é (�����.cY.]$�(

φ
���
ψ
ã ���S! �f�32W2���,-,6� ���+�5� é (��+��.cY /0�+��(\�?$�!�Z��f�0�5���S2���,-,~� ���+�5�U���?! ���32X�+�98

$��������J2���,-,~� ���+�5� ã Y
O{#e�0/��;8 �0�\���?!9�+�98�����,~&�(\�+�F2;�f,-.�/0�;8 ���

α
���
β
���+/0�Fb5� �

φ = αψ+β
$^/0�f(\�pr�(���2;�

)�/`$�/0����g:$�(��o��gA! �6/h#e��.{g�(_$l���+��(X! �~Q±�5�+.�/0�0��M~.]$^(D(_$^.�.'��(\��)-���f���\�9,~&'��/0�6���X.]$^(�2��
b5���

Tψ
2���,-,6� ���x$+nk�:27/0���íi�,-q+,-�7����$+nk�:2�/h#e��! �+�5���o��gfsm�f��$�& ���+��b5���

Tφ
���
Tψ2��f,-,6� ���+�k�NY �

Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹ ´
;�îD;|É T��wý1ý�� A õeý-ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �wý�÷K�Îª'ú���ü{õ�þØÿ�«7�{úE�wû�ö A �zý:úE�]ÿUõO�wý�ù_ú^ûIH;þ����ö^þ|ý:úE� ý"õ�þw�B�_ö^þ��W�wý¹]º�3þ?�wý6÷�F ú_ü�ø@�_ö�ÿx� A �_ý~÷K�1ª'ú���ü�õ�þØÿw«(¢Y�@�wûAþØÿØþ?�@��ý Qd5e�fhg�i
frk-Ot�
Tϕ

��� �f.'g+(�$^���+��(x! �PQ±�t�+. /��o��MP����(�,�$�/D�hYe�
TφTφ = TφTφ

$^/0�f(\�
!	#�$^.�(�4+�S/��W��=�g��f(\4+,-��.�(�g:2;g:! �+�5�Ns3!9�+�98x.'�f������& ��/0�o��g+�?����.�(�g+���+�5���+�5�"á





φ
�+�\�D)~/`$Au������<$��3$�/o�t����b5�������D$^�5���íi[$^�]$�/o�t����b5���

���
Tφ

�+���S������u��f��2;���0�f��$^ê-���1! �
Tφ2��"bk���c�+�\�?g+b5���0n�$^/����5�D)





φ
�+�\�<2��������_$��k��������(

T�f�
Tφ

�+�\�?������u|�f�32;��������$lê����1! �
TφOt�

φ
�+�\�Sg+rk$�/0�")6�����12������\�w$^�5���

c
����(

T
$�/0�f(\�

Tφ = cI
���S/h#d�f.'g+(�$^���+��(S��! �+�5���0��g

I�+���S=��+(�,-�o���0�+�cY
O{#e�0/c�;89���\��������2�����.�/0�

(α, β) ∈ C2 ���+/cb5���
Tφ = αTφ + βI,

$�/0�f(\�"s .]$�(U����Z��:2;���on9�o��g"!9�1/h#�$^.�.�/0�`2+$^�������
φ 7−→ Tφ

s ����$
φ = αφ+ β.

CL��! g:2���,-.'���w$^�5�
φ
�+��.]$�(}���0��(�g+�+/0/0�1���?.]$^(\�������0,�$^r����]$^�0(��fs��f����& ���0�+�5�<b5���
<φ+ i=φ = α(<φ− i=φ) + β.
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�<�f�32
(1 + α)i=φ = (α− 1)<φ+ β.Ot�

α + 1 6= 0
s]$^/���(��

i=φ =
(α− 1

α + 1

)
<φ+

β

α + 1
,

2��1b5���	��,-. /���b5���1b5���
φ =

( 2α

α + 1

)
<φ+

β

α + 1���<!9�f�32
Tφ =

( 2α

α + 1

)
T<φ +

β

α + 1
I.

TD(
T<φ

�+�\�<=��+(\,-�o���0�+��2:$^( <φ �+�\�<�����"u����32;��������(�g+�+/0/0�fY{��$��0�5���+�]$^�5�D���
α = −1$�/0��(��

<φ =
β

2���<!9�f�32
Tφ = iT=φ +

3β

2
I,

�fâ
T=φ

�+�\�S=��+(�,-�o���0�+�cY �
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�?�f� �U2���,-,-�+�
�������U2��W2_=]$^.��o��(��D.]$�(K(_$^.�.'�+/0�+(B/`$"���f.'��/0�fr����W! � A(D)
/h#e�+��.]$�2��

nk�:2;����(��0�+/]!9�+�pu��f��2;���0�f���H$^�]$�/o�t���`b5� �+�F����(
D
Y A(D)

�+�\�F,6�����3! �S/`$X���f.'��/0�fr��0�<! �S/`$
2��f�5nf�+(�r��+�32��X�����0u���(�,��X����(H����� �U2���,-.]$�2;�NY �<��(\�Wb5���D/|$"�����o���

fn
2;�f�5nf�+(�r��Dnk�+(\�

f���0r����0a3��b5���fsc.'�f��(������ �62��f,�.]$�2;� K ! �
D
sc���1����� �

ε > 0
��/p�;8 �0�\���

N
���+/Fb5���fs

���
n ≥ N

s
|fn(z)− f(z)| ≤ ε (z ∈ K).

�?�f���±$^/�/0�����cnk����(cb5���L/å#d�+��.]$�2��Lnk�+2;����(��0�+/�����.'�f/0��rf��b5��� A(D)
�+�\�J,-g���(��0�w$^&�/0�fYlOt���0� Kn�����A�����o���~�;8 =3$����\���onk�A! �A2���,-.]$�2;���W! �

D
s{2�#e�+�\�}i[)li�! �0(��Ab5��� Kn ⊂ Kn+1

s{���Wb5���
���f�9�?2��f,�.]$�2;�?! �

D
�����S2��f�k���+�t��!3$^���S/h#e����! �+� Kn Y]TD�x.'�����fs .'����(

f
���
g
!3$^���

A(D)
s

MN (F ) = sup
z∈Kn
|f(z)|, δ(f) =

∞∑

n=1

1

2n
inf(Mn(f), 1), d(f, g) = δ(f − g).

�D/���(��
d
�����W��� ��! �0���_$��32;�A��� ( A(D)

�;�W/|$����f.'��/���r�����! g�a3���0�A.]$^(W2���������! �0�\�w$^�32��
�+���S/|$6����.{��/0�fr��0�"! ��/|$A2��f�5nf�+(�r��+�32��������0u��f(\,-������(U����� �?2��f,�.]$�2;�:Y

�?�f� �?(�$�.�.'�+/0�����?/0����=�g+�f(\4+,-�������onf$^�5�<! ��ñÓ�+�0�+(��\��(�$����:Y
»7~ · ­'¬�� ÌP¹ ÉB;`ÙD; Î = þ

fk
�wý;ÿ A ���zý A þØÿL��÷K�(C+ú���ù�ÿvþåú���ý�öE��ö�õcZ�ÿvþ?M A �wý�÷köE��ý

D
M A þù_úE�
`h�@�?v�� A �3þÄC+ú��;û�ø;ûI�[�]ÿ7ý A ��ÿ�ú A ÿ�ù_ú^û<ü3ökù�ÿVU�ý+ö õ�þ�û~þØÿL�

f
�wý;ÿ�öE�{ö�õcZ�ÿvþuM A � Q qµ�ü�õ A ý�U ∂fk

∂z

ù_úE�
`	�@�xv��(`	�@�wý ∂f
∂z
A �3þÄC�úE�;û�ø;û\�@�]ÿpý A �1ÿ�ú A ÿUù_úlûDü3ökù;ÿ Q

@K�W��=�g+�f(\4+,-�"$~/��+�?2�������g+b5���+�32��+�?�����onf$^�5���+�"á
i A(D)

�+�\�<u��+(\,-g6!3$^��� C(D)
s3�+��.]$�2;�~! ���Du|�f�32;���������X2����5�����t�����D,~��� �j! �1/|$

2��f�knk�+(�r��+�32��������0u���(�,-������(S/0�+�<2;�f,-.3$�2;���NY
Ã Â
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i A(D)
�+�\�W2���,-.�/0���Ns�2�#e�+�\�W! �f��2~�����+��.]$�2��A! �~ë3(�g:2�=����NY�R?$�.�.'�+/0������b5�c#d���

�+��.]$�2��U! �Bë3(�g:2�=����Õ�+�\�L���~�+��.]$�2��Knk�:2;���f(��0�+/t����.'�f/0��rf��b5���Ub5���9�+�\�Õ/��t2:$^/��+,��+�5�
2����5nf�;8 �fs�,-g;��(��0�_$�& /������<2���,-.�/0���NY

�¯��� ò�§�å7%5+¯ó #&)$�-#&§\/-+-��.j%567'�.
V?������.]$�2��<=��0/�&'�+(}���0�+�z! �<u����32;���0�����U$��]$^/o�t����b5���+�K����(

D
�+�\�K�����������}i��+��.]$�2�� H! � A(D)

bk���c�+�\�?,6�����J!	#d�������\��(��32w����(���! �1= ��/0&'�+(\�S����/�/0�1b5����/å#d����Z��:2;���0���
H ↪→ A(D)

���f�o�-2����5���0�t����sL2��xb5� �B���z��(_$�! ���0�A.]$�(A/`$�.�(���.�(\��g���gx�����on�$��5���Pám.'�f��(~���f� ��2��f,~i
.]$�2;� K ⊂ D �0/c�w8 ���\���1�����12������\�w$^�5���

c = c(K)
���+/0/��1b5���

∀f ∈ H, ∀z ∈ K, |f(z)| ≤ c‖f‖.
V?�Í���+/p�+��.]$�2���.'������4+! �����Ó���N�t$^�*(��+.�(��t! ���0�_$��5�:Y±Gp#e����.]$�2���!9�7EH�+(\rf,�$^�*�+�Ó�+�\�
�����;8 �+,�.�/��1! ��&]$^���fY

Ot���o� H �����+��.]$�2��"=��0/�&'�+(}���0�+��! �"u����32;���0�f���X$��]$^/o�t����b5���+�D����(
D
Y'�j����(

z ∈ D s/h#�$^.�.�/���2:$l���0�f�
f 7−→ f(z), H −→ C,�+�\�X2����5�����t� �fY{�<�f�32�s'!	#�$^.�(�4+�</0�1��=�g+��(�4+,-�"! �"(��+.�(\g+���+�5�w$l���0����!9�~RS�0�+��Mfs]�0/±�;89���\���

������������b5����u��f��2;���0�f�
Kz ∈ H

���+/�/0�1b5���
f(z) = 〈f,Kz〉 (f ∈ H).

Gc�����N�t$��
K
s
K(w, z) = Kz(w),

�+���<$�.�.'��/�g1/0�����N�t$^��(\�+.�(��t! ���0�_$��5�<! � H Y
�p���`2;�	bk���+/`bk���+�B.�(���.�(��0g���g+�U2�/`$^������b5���+�U! �z���N�5$�� é nk����(WædÈ�ç�����æ �+Ú ç ã Y9Gc�D���N�t$^�(��+.�(\�9! ���0�_$^�5�

K
�����c=��+(�,-�o���0�+�����±! �Õ���9.'�L.'�����0����u�YlCÕ��.]$�(}����2���/0����(

Kz(z) ≥ 0
.'����(

����� �
z
s����

Kz(z) = 0
���c���S���+� /��+,��+�5�?���

f(z) = 0
.'�f��(U���f� ����u����32;���0�f�

f ∈ H Y
R?$^.�.'�+/0�f���<b5�c#d�������N�t$^�

K
�+�\�?! �0�

hermitien
���

Kz(w) = Kw(z),

���
de type positif

���

∀z1, · · · , zN ∈ D, ∀α1, · · · , αN ∈ C,
N∑

j,k=1

Kzj(zk)αjᾱk ≥ 0.

CÕ�������;�Ns�.]$^(?! g�a3� �0��������,-q+,��1! �����N�t$^�cs��0/c(\g+����/0���"bk���
Kz(w) = 〈Kz, Kw〉 = 〈Kw, Kz〉 = Kw(z),

Kz(z) = ‖Kz‖2 ≥ 0,
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ÉD;v´sô ­tÀ'¸'¯jõ�¬N¹ ¶ ¬N­c®m¯±²Øº+¸]ª'«Nº Î{×

���D$�� �����Jbk���
N∑

j,k=1

Kzj(zk)αjᾱk =
N∑

j,k=1

〈Kzj , Kzk〉αjᾱk =
www

N∑

j=1

αjKzj

www
2

≥ 0.

Gc�6���N�t$^��(\�+.�(��t! ���0�w$^�5�
Kz(w)

�+�\��$^�]$^/0�5����b5���~�+�
w
s{$^�5���íi[$��]$^/o�t����b5���~���

z
Y

�D� ��=�g+��(�4+,��*!9�Ó>D$^(\���fr��Óæ Â sK.cYBÅ � Ã^ç��f� ! g:! ���o��bk���
Kz̄(w)

�+�\��$^�]$^/0�t���`bk���
����(

D× D Y]CÕ��.]$�(}����2���/0����(?/0�����l�5$���(\�+.�(��t! ���0�w$^�5�?�+�\�<2����5�����5������(
D× D Y

Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«^²|­{ª ÉB;h´
;v´ ÀUú A �1ÿ�ú A ÿL��H_ölý��(¢kþvõOH��@�;ÿvþ?�[�
�B� en ÷K� H U
Kz(w) =

∑

n≥0

en(w)en(z),

õ0özù_úE�
`	�@�xvK�@��ù��~ø�ÿ�ö��]ÿUöKH_ý:ú�õ A �7��ÿ A �3þÄC+ú��;û\��ý A �1ÿ�ú A ÿUù_ú^û<ü3ökù�ÿB÷K� D× D Q
CL�z.]$^(\����2���/0�0�+(B/��X���N�t$^�z(��+.�(\�9! ���0�_$^�5�S�����B�0�3! g+.'�+�3!3$^�5�?! �x2_=����í8z! �X/|$"&]$����

=���/0&'�+(\�����������fYd5e�fhg�i
f4kL.'����(U����� �?2��f,�.]$�2;� K ! �
D
s �f��$

sup
z∈K

{[ +∞∑

n=1

|en(z)|2
] 1

2
}

= sup
z∈K

{
+∞∑

n=1

anen(z)
 :
[ +∞∑

n=1

|an|2
] 1

2

= 1
}

= sup
z∈K
{|f(z)| : ‖f‖ = 1} ≤ cK.

I�/Un9�0�+�5�7b5� ��/|$P��g+(��0� +∞∑

n=1

en(z)en(w)
2��f�knk�+(�r��������0u���(�,-�+,-���5�����

z
���
w

�����5�

!3$����A! �+�A2��f,�.]$�2;���A! �
D
YÕ��$^���k���+�]$^�5�A���

f ∈ H sÕ$^/0�f(\�
f =

+∞∑

n=1

〈f, en〉en
YjGj$

��g+(\���-2����5nf�+(�r���!3$^��� H sc! ���32-2;�f�5nf�+(�r���������u|�f(\,-�+,-�+�k�1����(�/0�+�12��f,-.3$�2;���"! �
D

é 2����5nk�+(\rf��.'����(S/|$6����.'�f/0��rf�0�"! � A(D)
ã Y3CL��.]$^(\���`2;��/��0�+(:s����

z ∈ D s3$^/���(��

f(z) =
+∞∑

n=1

〈f, en〉en(z) = 〈f,
+∞∑

n=1

en(z)en〉 = 〈f(.),
+∞∑

n=1

en(z)en(.)〉.

�L���0�_bk��� +∞∑

n=1

en(z)en(.) ∈ H s<$�/0��(���/h#e������2��o��g�! �*/`$�(\�+.�(�g+���+�k�w$^���0�f��! ��RU�0�+��M
,-�f�k��(���b5���

Kz(w) =
+∞∑

n=1

en(z)en(w).
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�<��/å#d����g�r5$^/��o��g
( q∑

n=p

|en(z)||en(w)|
)2

≤
q∑

n=p

|en(z)|2
q∑

n=p

|en(w)|2

�0/3(\g+����/0���?b5���U/|$W2����5nk��(�r��+�32��S�+�\�H$�&�����/����S���p�����0u���(�,��S����(L���f�9�H2���,-.]$�2;�F! �
D×

D
Y �

�¯�W� 2®àL),.j��%5��)�/-)�öç)$#&÷µê %56
L2
a(D)

TD����������.]$�(
dA(z) = rdr dθ

π

/`$�,��+��� (���! �PGc�+&'����r��������f(\,�$^/��0��g+������(7/0�
! �0�_bk���

D
Y

Ot���o�
L2(D, dA)

/h#e����.]$�2���! �+�Uu����32;���������
f
! ��a������+�U����(B/���! �0��b5���

D
���+/�/0�+�Sb5���

‖f‖2 :=

∫

D
|f |2dA <∞.

L2(D, dA)
�+�\�K�����+��.]$�2��D! �X>?�0/�&'�+(}�K,~�����'! ��.�(\�9! ���o�K��2:$�/`$^��(\�D�������+/{!9�f����g<.]$^(

〈f, g〉 =

∫

D
fḡdA.

TD��! g�a3���o�</h#e�+��.]$�2��"! �6EH��(�r�,�$��
L2
a(D)

2���,-,-��g��_$��5�?/h#e��������,~&�/0�"! �+�?u����32wi
���0�f� �7$^�]$^/0�t���`bk���+������(

D
b5���U���f�5��! ��2:$^(�(�g��0�5��g+rf(�$�&�/0��.]$�(-(�$�.�.'��(\��)P/`$P,-�wi

����(��
dA

s
L2
a(D) = A(D) ∩ L2(D, dA).�X$^���K/`$1�����o���<���f���B$�/0/0�f���K,-���5��(��+(Hb5���</h#e�+��.]$�2��X! �XEH�+(\rf,�$^�

L2
a(D)

�+���H���
���f���}i��+��.]$�2��1u|�+(�,-g1!9�

L2(D, dA)
Y

mF¹9ÌÓÌÍ¹ ÉD;`ÉB;h´æ= ú^þØÿ C(D)
õGF �wý�ü�ökù���÷K�wýSC�úE��ù�ÿvþhúE��ý�ù_ú��]ÿvþ�� A �wý6ý A � D Q ÀSú A �Aÿ�ú A ÿù_ú^û<ü3ökù�ÿ K ÷K�

D
UFõGF ö_üfü�õ�þåù_ö^ÿvþåúE�"�W�wý;ÿ^�wþåù�ÿØþåúE�*÷kø^]_�3þu�Uü3ö��7�

(L2
a(D), ‖.‖2) −→ (C(D), sup

z∈K
|.|)

f 7−→ f/K

�wý;ÿBù_úE�]ÿvþw� A � Qd5e�fhgji
flkFOt���0� K ����2;�f,-.]$�2;�<! �
D
s
ε = 1

2
dist(K, ∂D)

���
z0

b5���+/�2����3b5���"!3$^���
K Y�I�/	�+�\�<2�/`$^��(?b5���

B(z0, ε) := {z ∈ C ���+/cb5��� |z − z0| ≤ ε} ⊂ D
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ÉD;`É m ¾ ¹tº ¶ ¸3°f¹�®±¹�Ê6¹9¬NË{ÌÍ¸]ª
L2
a(D)

ÎP�

Ot�f�o�
f ∈ L2

a(D)
Ym@K��,-,-��/`$�u����32;���0���

f
�+�\��$��3$�/o�t����b5���z!�$����

D
$^/���(��~�+/0/0�7�+�\�

! ��nk�+/0�f. .]$�&�/0�P��� ��g+(\�����+�5����4+(\�P!3$^���
D
YUOt���o�

R > ε
���+/Xb5���

D(z0, R) ⊂ D
s

$�/0�f(\�S�0/	�;8 �0�����������W������b5���������o���
(an)n≥0

! �W���f,6&�(��+�S2���,-.�/0�;8 �+�U���+/�/0�1bk����.'����(
���f�9�

z ∈ D(zo, R)
s
f(z) =

∑

n≥0

an(z − z0)n
���A/|$�2����5nk��(�r��+�32��x! �x2;�������7���+(\���

nk�+(��
f(z)

�+�\�S������u|�f(\,-������(
B(z0, ε)

Y]�6#e��â
∫

D
|f(z)|2dA(z) ≥

∫

B(z0,ε)

|f(z)|2dA(z),

=

∫

B(z0,ε)

∑

n≥0

|an|2|z − z0|2ndA(z).

�X(���2��6)A/`$�2��f�knk�+(�r��+�32���������u|�f(\,-�"! ��/`$���g+(\�����+�5����4+(\��nf�+(��
f(z)

s �f��.'�+� �<�0�5���+(}i
nk�+(\����(U/0�+�?���0rf���+� ∑ ��� ∫ ���S�f����& ���0�+�5�"á

∫

D
|f(z)|2 dA(z) ≥

∑

n≥0

(∫

B(z0,ε)

|an|2|z − z0|2n dA(z)
)
,

≥ |a0|2mes(B(z0, ε)),

= |f(z0)|2mes(B(z0, ε)),�fâ
mes(B(z0, ε))

�+�\�S/`$~,-������(\��! �W/`$~&'����/0��u��+(\,-g+�
B(z0, ε)

Y��L���0��b5���W/0�
z0

�+�\�
2_=��f�0���±$^(�&��o��(_$^�0(��+,-�+�k�<!3$^��� K s ������& ���0�+�5�"á

sup
z∈K
|f(z)| sup

z∈K
[mes(B(z, ε))]

1
2 ≤ ‖f‖2.

�
o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹ ÉB;`ÉB;|Éø� �B�*ö A ÿ^�W��üP�W� A `h�Í÷ A õJ�;ûAû\��üP�_ø_ù�ø_÷K�@�]ÿ¯�wý;ÿAõ0öÓý A þ�`�öE�]ÿx�4�ÀSú A � z M A �+õoù_úE�BM A �-÷köE��ý

D
UHý+ú^þØÿ

rz = 1 − |z| ù ö�õoúE�wý~õ0ö1üP��ú_üP�wþåø�ÿ�ø�÷K��õoöI`�ö�õO� A �û�úEZ��[�
�B�Aö_üfü�õ�þ?M A ø���±�õ0ö�C�úE�]ÿvþhúE�
f ∈ L2

a(D)
ü
�@�wûI��ÿB÷�F ø_ù[�;þ��W���

f(z) =
1

r2
z

∫

|z−w|<rz
f(w)dA(w),

÷�F úEÆ
|f(z)| ≤ 1

r2
z

∫

|z−w|<rz
|f(w)|dA(w) ≤ ‖f‖2

r2
z

=
‖f‖2

(1− |z|)2
.

Ý õ�`Nþ?�@�3ÿ$M A �Bü3ú A �1ÿ�ú A ÿUù_ú^û<ü3ökù�ÿ K ÷X�
D

sup{|f(z)| : z ∈ K} ≤ sup{ 1

(1− |z|)2
: z ∈ K}‖f‖2

≤ 1

[dist(K, ∂D)]2
‖f‖2,
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��ÿ�ù��_ù;þ�v	�WÓkù��Pö A C�ö^þØÿNM A ��õO�Pù_ú^ûDü�ökù�ÿ K �wý;ÿ"þ���ù�õ A ý�÷köE��ý�õO�P÷^þ|ý�M A �µC��@�wû�øP÷K��_ö�Z5úE�
1−dist(K, ∂D) Q q"úE��ùjü3ú A �Bÿ�ú A ÿjù_ú^û<ü3ökù�ÿ K ÷K�

D
þvõY����þ|ý;ÿL� A ���Dù_ú���ý;ÿ�öE�3ÿL�

cK =
1

[dist(K, ∂D)]2
UB÷kø�ü
�@��÷köE�3ÿpý�� A õO�;û\�@�]ÿB÷K� K UFÿL�+õ�õO�7M A �

sup{|f(z)| : z ∈ K} ≤ cK‖f‖2.

V?� �W2�������g:b5���+�32;��! �zGc�+,-,-� Á Y Á Y � �����Ubk���X/h#e�+��.]$�2��W! �WEH�+(\rf,�$��
L2
a(D)

�+�\�
�����+��.]$�2;�"! �">?�0/0&'�+(\� é nf�f�0(1æ Á�Ú s�.	Y3Ã�çc���6ædÃ � s�.cY Å Ä ç ã Y
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª ÉD;`ÉB; Î

L2
a(D)

�wý;ÿ A ��ý+ú A ý@�G�wý�ü�ökù��¹C��@�wû�øA÷K�
L2(D, dA) Q

d5e�fhgji
fÅkUOt�f�o�
(fn)n

�����A�����o����! �-@U$^�32_=k�5s{.'����(W/`$�����(�,-� ‖.‖2

s�!3$^���
L2
a(D)

Y
�Õ$^(B/0�W/��+,�,-�X.�(�g:2�g:!9�+�5�Ns9/|$6�����0���

(fn)n
�+�\�?$��������	! �"@B$��32_=k�7.'�f� (U/`$6���f.'��/���r����

! � A(D)
���<$�/0��(��?.'����(U���f� �?2��f,-.3$�2;� K ! �

D
s �f��$

sup
z∈K
|fn(z)− fm(z)| −−−−−→

n,m→+∞
0.

TD( A(D)
�+�\��2���,-.�/0���A.'�f��(~/|$�2;�f�5nf�+(�r��+�32��z�����0u���(�,-�7����(~/0�+�A���f���}i��+�����+,~& /��+�

2���,-.]$�2w���?! �
D
Y�I�/c�;8 �0�\���"$^/���(��

f ∈ A(D)
���+/0/0�"b5� �

sup
z∈K
|fn(z)− f(z)| −−−−→

n→+∞
0 ,∀K 2���,-.]$�2;�<! �

D. (1)

�6#�$^� ��(��H.]$^(\�
L2(D, dA)

�+�\�m���6�+��.]$�2��K!	#�>?�0/0&'�+(\�NsN��/5�;8 �0�\���K! ���32F�����Hu����32;���0���
g ∈ L2(D, dA)

���+/0/��1b5���

‖fn − g‖2 −−−−→
n→+∞

0 .

yD���o�����")~�;89��(_$��0(\�������1�������}i������o���"! �
(fn)n

b5�c#d�f���������+(_$~�+�32���(��
(fn)n

s �f��$

fn −−−−→
n→+∞

g p.p. (2)

é �Nã ��� é Áfã ! �f�������5��bk���
f = g

.�(��+��b5����.]$�(}����� �~����! ���32
f ∈ L2

a(D)
YÕ@H�zb5���

.�(���� nk�1bk���
L2
a(D)

�+�\�<2���,-.�/0���?���<! ���32W���f���}i��+��.]$�2��1u���(�,-g1!9�
L2(D, dA)

Y ��<��Gc�+,-,-� Á Y Á Y � sF����! g:! ���o�7�+��.]$�(}����2���/0����(zb5� ��/å#%$�.�.�/0��2:$^���0�f��g�n�$�/0�]$l���0�f�
! �
L2
a(D)

!3$����
C
s�b5���J)6����� ����u|�f�32;�������

f
/0���±$^�����92��0���w$6n�$�/0�+��(<$^��.'�����5�

z
s������

&'�f(\��g+�fYj�6#e��âcs±!	#%$�.�(\4+�6/0����=�g+��(�4+,-��! ��(\�+.�(�g+���+�5�_$^��������!9�zRU�0�+��MfsJ��/p�;8 �0�\���������
������b5����u����32;���0�f�

Kz ∈ L2
a(D)

���+/0/��1b5����.'����(U����� ����u����32;�������
f ∈ L2

a(D)

f(z) =

∫

D
f(w)Kz(w)dA(w).
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ÉD; Î µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�ºN¯±¬
L2
a(D)

Ñj´

GJ�W���N�t$^�x(���.�(��9!9�����_$^�5�
K

! �W/h#e�+��.]$�2��1! �1EF�+(�r�,�$^�
L2
a(D)

�+�\�<$^.�.'�+/0g�/0��� �l�5$��
! �6EF�+(�r�,�$���!9�

D
Y

TD�~.'�+�9�Õ,-���5��(\�+(Õ$^������� é nk����(Bæ Ä sl.cY^Ã^ç ã bk���K.'����(j���f� � 1 ≤ p <∞ /0�+�m�+��.]$�2��+�
! �6EF�+(�r�,�$��

Lpa(D)
$�! ,-�;�����+�k�?�������N�t$^��(��+.�(\�9! ���0�_$��5�:Y

�?�f� �"$^/0/�������� ����/0�0����(�/`$x�Õ(��f.'�����o���0�f� Á Y � Y � .'�f� (�! �f��� �+(W�;8 .�/0�`2��o���+,-�+�5��/å#d�;8ti
.�(��+����������! ��� �l�5$���(���.�(��t! �����_$^�5�<! �

L2
a(D)

Y3CÕ�������;�?/����?u|�f�32;���������
en(z) =

√
n+ 1zn (n ∈ N)

2��f���\���o�����+�5�?������&]$�����=��0/�&'��(\���0�+�����"! �
L2
a(D)

���<$�/0��(��

Kz(w) =
∞∑

n=0

(n+ 1)z̄nwn

=
1

(1− z̄w)2
.

R?$�.�.'�+/0/0�f���Pb5����/h#e�+��.]$�2��ì! ��EH��(�r�,�$��
L2
a(D)

�+�\�����£�������\i��+��.]$�2���u��+(\,-g
! �
L2(D, dA)

���K! ���32?/`$�.�(���Z[�:2;���0��������=���rf���]$^/��fs5! �0���X$^�������].�(���Z[�+2;���0�f��! �XEH��(�r^i
,�$��cs:! �

L2(D, dA)
!3$^���

L2
a(D)

�+�\�±&��0�+�6! g�a3���0�fYl�?�����f���J.]$^(
P
2��������p.�(���Z��:2;���0�f�	Y

�j����(U���f� ����u����32;���0���
f ∈ L2(D, dA)

���U����� �
z ∈ D s �f��$

Pf(z) = 〈Pf,Kz〉 = 〈f, PKz〉 = 〈f,Kz〉,
! �f�32

P
�+�\�S������.'g+(_$l������(S���5��g+r�(_$^/��1! �f��� g1.]$^(

Pf(z) =

∫

D
f(w)Kz(w) dA(w). é Á Y �Nã

I����0���|$^/0�+,-�+�5�D/`$-.�(���Z��:2;���0����! �~EH�+(\rf,�$^�
P

�+�\�X! g;a3�����"����(
L2(D, dA)

s3,�$^�0�
/å#d���5��g+r�(_$^/�� é Á Y �Nã $����Ï���+� �ì���

f ∈ L1(D, dA)
s62��ñb5���7g;���+�3!Ï/0�ñ! ��,�$^�0���

! �
P

)
L1(D, dA)

Y	CL��.]$�(}����2���/0���+(W���P.'�+� �"$^.�.�/0�`b5����(
P

)����f�9���A/0�+��u|�f�32w���0�f���
!3$����

Lp(D, dA)
.'����(

1 ≤ p ≤ ∞ YH�?gN$^��,-���0����/`$Í.�(\��Z[�:2;�������
P

�+�\��&'��(���g+�
! �

Lp(D, dA)
!3$^���1/å#d�+��.]$�2���! ��EH�+(\rf,�$��

Lpa(D)
���+��/0�+,-�+�k�".'�f��(

1 < p < ∞
é nk����(U.]$�(U�;8 �+,-.�/0��æ Ä s�.cY Â çc���6ædÃ � s�.cY Â Å�ç ã Y

�¯�G¤ �´�"!,#*%('&),+1#�. /1)¦¥l§¯),��¨���'&©ú.*+1#
L2
a(D)

| �w$^�5�K! �f� ��gD�����<u����32;���0���
φ
&'�f(\��g+�D����(F/��D! �0��b5���

D
sk�f�7! g�a3���o�K/h#e��.'g+(_$l���+��(

! �"Q±�5�+.�/0�o��M
Tφ

����(
L2
a(D)

.]$^(
Tφ : L2

a(D) −→ L2
a(D)

f 7−→ Tφf = P (φf).
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G±$Au����32;�������
φ
�+�\�?! �0���1�\�9,6&'�f/0�1! ��/h#e��.{g�(_$l���+��(

Tφ
Y

Ot�
f ∈ L2

a(D)
$�/0��(��

Pf = f
���A! ���32 ‖Pf‖2 = ‖f‖2

�hYe��Yj/`$�����(�,-�7! ��/|$
.�(���Z��:2;���0���

P
�+�\�Sg+rk$�/0�6) � Y3�~#d�fâ ‖Tφ‖ ≤ ‖φ‖∞ YCÕ�6� ���0/0���_$^�5�m/`$?(\�+.�(�g+���+�5�_$^�������6���k��g+r�(_$^/��K! �

P
sl�������j.'�f� nf�f���±nk���0(

Tφ
2���,-,-�

�����f.'g�(_$l���+��(S�0�5��g+r�(_$^/0�"! ������g1.3$�(

Tφf(z) = P (φf)(z) = 〈φf,Kz〉 =

∫

D

φ(w)f(w)

(1− zw̄)2
dA(w), ∀z ∈ D.

I�/p!9g:2��f��/0��! ��/`$x! g�a3� �0�������Ó! ��/h#e��.'g+(_$l���+��(1! �-Q±�t��.�/��o��M���� (
L2
a(D)

2��+��.�(��^i
.�(��0g���g��?�0,-,-g:!9�|$l���+�:Y
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª ÉD; Î ;h´ þcalTµF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �X÷K�Nª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«W÷K�Sý[Z^ûIH_ú�õJ�Dõ0ö�C+ú���ù�ÿvþåú��sM A þ`�ö A ÿ,Ç~ý A � D �wý;ÿKõzF þå÷K�[�]ÿvþØÿ�øA÷K�

L2
a(D) Qþ|þcaÃT�F ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A �-÷K�sª'ú���ü{õ�þØÿ�«6ý A � L2
a(D)

�_ý;ÿSõ�þ��{ø_ö^þ��W�;ûI�@�3ÿD÷kø�ü
�@��÷köE�3ÿ<÷K�6ý:úE�
ý[Z^ûIH_ú�õJ� Qþ|þ�þcaÃT�F ök÷L»:ú^þ��3ÿ

T ∗φ
÷K�
Tφ
�wý;ÿ	õzF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �U÷K��ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«S÷K�Fý[Z^ûIH_ú�õO� φ̄ õJ�Sù_úE��» A v A ø÷K�

φ Qþw`�a
Tφ
�wý;ÿ�� A õ{ýwþ���ÿpý�� A õO�;û\�@�]ÿpý_þÕý:úE��ý[Z�û\H_ú�õO�

φ
�wý;ÿ�� A õ Qd5e�fhgji
fIk�� ã s:�0� ã �;�j�0�0� ã ! g:2�����/0�+�5�j�0,-,-g+! �|$l���+,��+�5�j! �p/|$S! g;a3���0�������6! �p/å#d�f.'g+(�$^���+��(

! �1Q±�5�+.�/��o��MfY
�±�f� (S�on ã s ���

Tφ
�+�\�?�5��/±$^/���(��S.'�f��(B�������

m
���
n
!3$����

N
����$

〈Tφzn, zm〉 = 〈P (φzn), zm〉
= 〈φzn, zm〉
= 〈φ, zmz̄n〉
= 0.

�6#e��â
φ
�+�\�p��(\��=��fr����]$�/0�<)X/h#e��������,~&�/0�?! �+�L.'�f/o�9�Y��,-�+�L�+�

(z, z̄)
Y5TD(L2����p�+�����+,~& /��

�+�\�<! �+� ���1!3$^���
L2(D, dA)

�;�<! �f��2
φ
�+�\�?�t� /�/0�fY ���$^/0rf(�gP2��+�z.'�f�0�5���z�+�ñ2��f,-,6��� �+�5��(���/h#e��.'g+(_$l���+� (�! �PQ±�5�+.�/0�0��MÍ! g�a3���X����(

/h#e�+��.]$�2���! �AEH�+(�r�,�$^�����W2��+/0���Õ! g�a3���Õ$��P2�=]$�.��o��(\� � ����(D/h#e�+��.]$�2��A! ��>D$�(�!9�ks{2��+�
! �+�98���.'g+(_$l������(��<! �o��g+(\�+�5�<����(S.�/0�������+� (��X$^� ��(��+�?.'�����k���<2���,-,-��/|$�2����5���0�t���o��g1���
/`$�2���,-.]$�2��0��gfY

�X$^���72���������! g�a����0��������! ��/h#e��.'g+(_$l������(7! ��QJ�t�+.�/0�o��M�����(
L2
a(D)

�������z$+nk�����
����.�.'�f��g?bk���S/0�S�\�9,~&'��/0�

φ
g��w$^�0�p&'��(���gfsf2��?bk�����������H$�$�������(�gSb5���U/å#d�f.'g�(_$l���+��(

Tφ�+�\�</0���j$��������J&'��(���gfY'CÕ��(�g:$�/0�o��g"2��f�5��(_$^�0(��+,-�+�k�X)�/å#d�f.'g+(�$^���+��(<! �"Q±�t�+.�/0�o��M6! g�a3� �
����(6/h#e�+��.]$�2��z! �z>D$^(�!9�

H2(T) é �0/H�+�\�~&'��(���g����F���~���+��/0�+,-�+�5�~���f���\�9,~&'��/0�7�+�\�
&'�f(\��gfs'���X�0/j�+�\�W2���,-.]$�2;�X���±���X���+��/0�+,-�+�5�X���±���������t,~&'�f/0�6�+�\�X�t��/ ã s]/å#d�f.'g+(�$^���+��(
! ��QJ�t�+.�/0�o��M�����(�/å#d�+��.]$�2;��! ��EH��(�rf,�$��

L2
a(D)

.'��� �7q���(���&'�f(\��g��_$�����b5���������
�\�9,~&'��/���� �������o�?&'�f(�� gfY
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ÉD; Î µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�ºN¯±¬
L2
a(D)

Ñ Î

Ot�f�o�
φ ∈ L1(D, dA)

�;�D2��������`! g+(\�f���</h#d�f.'g+(�$^���+��(
T̃φ

s]$�.�.'�+/0g~$^�������J�f.'g+(�$^���+��(
! �~Q±�t��.�/��o��Mfs{! g;a3���j����( A∞(D)

s]/h#e�+�����+,6&�/��~! ���Xu|�f�32w���0�f���W$��]$^/o�t����b5���+�D&'�f(\��g+�+�
����(

D
s .]$�(

T̃φf(z) = 〈φf,Kz〉 =

∫

D

φ(w)f(w)

(1− zw̄)2
dA(w) ∀z ∈ D. é Á Y Áfã

�L���0�_bk���D/`$".�(\��Z[�:2;�������z! �WEH��(�rf,�$��
P

.'��� �B�:#eg;���+�3! (\�W)
L1(D, dA)

sk��/]n9�0�+�5�Bb5���
.{����(±����� ���Hu����32;���0���

f ∈ A∞(D)
sN/å#dg:2�(��o����(\�

T̃φf(z) = P (φf)
)?���6���+���:Y�@K��,-,-�

A∞(D)
�+�\�z!9�+������!3$^���

L2
a(D)

�������
T̃φ

�+�\�7&'��(���g�$�/0��(��
T̃φ

����.�(���/�����r���.]$^(
2��f�5�����5���0��gA����(

L2
a(D)

YcyD�3$��3!�2�#e�+�\�W/0��2:$^�W�������W�������+(\�f� �X����� �W���0,-.�/���,-�+�5�
Tφ.{����(?! g+���0rf� �+(

T̃φ
Y

�W$^���~/`$������0���fsj� �f����$^/�/0�����A,��f�5��(��+(~bk���7���
φ
�+�\�~�����7u|�f�32;���������0�5��g+r�(_$^&�/0�

����(
D

���~)7����.�.'�f(}�62���,-.]$�2;� K ⊂ D $^/���(��1/h#d�f.'g+(�$^���+��(
T̃φ

�+���1� �f�Í������/��+,��+�5�
&{��(�� g1,�$^���<$^�������c2��f,�.]$�2;�:Y3G±$A.�(\�+� nk�1! �12��������"$������+(\����������g:2��+�����0���1/h#e�0�5��(\�9! �32wi
���0�f��! �+�<$�� ���f,��f(\.�=�����,-���<! ��! �0��b5���������0��g

D
Y

TD�-(_$^.�.'�+/0/��<bk�c#e����$^� ����,-�f(\.�=��0��,-�?! ��! ����b5� �?�����o��gS�+�\�F�����<$^.�.�/0�`2:$l���0����&��íi
Z[�:2;���onk�?&��0=���/���,-��(�.�=��<! �

D
!3$^���

D
YkQ±��� �K$�� ���f,��f(\.�=�����,-�

ϕ
! �
D
.'�+� �H�:#e�+2�(��0(��

2��f,-,��
ϕ(z) = ϕa(εz)

s ��â
a = ϕ(0) ∈ D s |ε| = 1

s ���

ϕa(z) :=
a− z
1− āz .

Gc�6�f$�2���&��0�+��! ��/h#�$^.�.�/0�`2:$l���0���
ϕa

�+�\�
dA(ϕa(z))

dA(z)
= |ϕ′a(z)|2 =

(1− |a|2)2

|1− āz|4 .

�~#%$��9��(��6.]$^(\�X/h#e�0�5nf�+(����
ϕ−1
a

! �~/h#�$^� ���f,-��(�.�=��0��,-�
ϕa

�c#d�+���W$�� ��(��~b5���
ϕa

/0���
,-q+,-�fYLGp#e�+�����+,6&�/���!9�+��$�� ���f,-��(�.�= ����,-�+��! ��! ����b5����sF$�. .'�+/�g�$��������Urf(\�f��.'��! �
�sû�&��0���:s3�+�\�S������g

Aut(D)
Y

Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«^²|­{ª ÉB; Î ;`É·= þ
φ
�wý;ÿ A �B�µC+úE�{ù�ÿvþåúE� þ��3ÿ�øxv	��öKH+õO�Ø��ÿN±Íý A üfü3úE�;ÿ-ù�ú^ûDü3öfù�ÿ

÷köE��ý
D

ö�õ0úE�_ý
Tφ
�wýwÿUù_ú^û<ü3ökù�ÿ Q

d5e�fhg�i
f>k1Ot�f�o�
(fn)

�����x�����0���x&'�f(�� g+��!3$^���
L2
a(D)

YL�j����(
z ∈ D sÕ����! g�a3���0�

σz ∈ Aut(D)
.]$^(

σz(w) =
z − w
1− z̄w

s ∀w ∈ D YF@K��,-,-�x/0�+�-u����32;���0�f���
fn

���f�5�
$��]$^/0�5����b5���+�W����!9�f�326=]$^(�,-������b5���+�W����(

D
$^/���(��X�+��.]$^(\����2���/0�0�+(W�+/0/0�+�Xnkg+(\�0a3���5�W/`$

.�(���.�(��0g���g1! ��/|$6nf$^/0�+��(S,-�N�k�+�������0�5n�$^(��`$��5���")A�_$+nk�f�0(1á

fn(z) = fn(σz(0)) =

∫

D
fn(σz(w)) dA(w).
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Ñ]Ñ µ-¶Õ· ¬N¸ «:¹ ¯J¬lº-®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬ ¼�¾ ¹tº ¶ ¸3°f¹�®±¹�Ê~¹t¬NË{ÌÍ¸'ª

Gc�12_=]$^��rf�+,��+�5�<! �Wn�$�(\�|$^&�/0�+�
y = σz(w)

! �������

fn(z) =

∫

D
fn(y)

(1− |z|2)2

|1− z̄y|4 dA(y).

TD( (1− |z|2)2

|1− z̄y|4 ≤
(1− |z|2)

(1− |z|)4
≤ 1

(1− |z|)4

Y3�D���32W.'�f��(U���f� �
n
s �f��$

|fn(z)| =
∫

D
|fn(y)| 1

(1− |z|)4
dA(y).

�j����(H����� �S2���,-.]$�2;� K ! �
D
s9I�/{�;8 �0�\���

0 < rK < 1
����/	b5��� K �����0�B���32;/����S!�$����B/0�

! �0�_bk���1u|�+(�,-g
D(0, rK)

s����<$�/0�f(\�:s�.'�f� (<2;���
rK

s �f��$
1

(1− |z|)4
≤ 1

(1− rK)4
, ∀z ∈ K.

�Õ$^(U/|$~�����0����.'�f��(B����� �?�+�k���0�+(
n
���S���f� �?2���,-.]$�2w� K ! �

D
s ��/	�;8 �0�\���

0 < rK < 1���+/cb5���
sup
z∈K
|fn(z)| ≤ 1

(1− rK)4
‖fn‖1.

�6#e��â�.{����(U����� �?2��f,�.]$�2;� K ! �
D
s �f��$

sup
n

(sup
z∈K
|fn(z)|) ≤ 1

(1− rK)4
sup
n
‖f‖1.

�6#�$^.�(�4+��/0�*��=�g+��(�4+,-�Ó! �������5���+/�æ Â sS.cY ÆfÁ çåsS/|$������o���
(fn)

$�! ,-���������*�������}i
�����0���

(fni)
b5���S2����5nk�+(\rf�������0u���(�,-�+,-���5������(����f���-/0�+��2��f,-.3$�2;��� K ! �

D
nk�+(\�

������u����32;���0���
f
$��]$^/o�t����b5��������(

D
Y

Ot���o� Kφ /0������.�.'�f(}�<2���,-.]$�2;�<! ��/|$~u��f��2;���0�f�
φ
Y3I�/	n9�0�+�5�?b5���

‖φfni − φf‖2 =
(∫

K0

|φ(z)|2|fni(z)− f(z)|2 dA(w)
) 1

2

≤ ‖φ‖2 sup
z∈Kφ
|fni(z)− f(z)|.

@H�f,�,-�
sup
z∈Kφ
|fni(z)− f(z)| → 0

b5�]$^�3!
ni → +∞ sÕ$^/���(��

φfni → φf
�+�

����(�,-� ‖.‖2

Yk�6#�$^� ��(\�S.]$^(\�L/|$X.�(\��Z[�:2;���0�f��! �?EH��(�r�,�$��
P
�+�\�F2����5�����5���S����(

L2
a(D)

s
! ���32

P (φfni)
2��f�knk�+(�r���nf�+(��

P (φf)
�+��� �f(�,�� ‖.‖2

b5�]$^�3!
ni → +∞ �hYe�fY

Tφfni2����5nk�+(\rf�Wnf�+(��
Tφf

!3$^���
L2
a(D)

Y3�<���32
Tφ

�+�\�S&�������������.'g+(_$l���+��(?2���,-.]$�2;�NY
��6#e� ���p,�$����04+(��Lr�g+��g+(�$�/0�fs+���f/0�L���t,~&'�f/0�

φ
�+�\�J�0�5��g+r�(_$^&�/0�p����(

D
���c�N#d��/��;8 �0�\���

0 <
r < 1

���+/Fb5���
φ
�����o�6&'��(���g�����(1������2�����(�������� {z ∈ D : 0 < r < |z| < 1}
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ÉD; Î µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�ºN¯±¬
L2
a(D)

Ñ ³

$�/0�f(\�K/h#e��.'g+(_$l���+��(B! �DQ±�5�+.�/0�0��M
Tφ

! g�a3���'.]$^( é Á Y Áfã �����K&'��(���gD����( L2
a(D)

sk.����0�_bk���
/����\�9,6&'�f/0�

φ
.'�+� �z�:#eg:2�(\��(\�P2;�f,-,�������,-,-��!	#d������u|�f�32;������� &'��(���g+���;�x!	#e�����

u��f�32w���0�f���0�5��g+rf(�$�&�/0�")A����.�.'��(\�<2���,-.]$�2;�"á
φ = φχ{z∈D : 0≤|z|≤r} + φχ{z∈D : r<|z|<1},�fâ

χE
�+�\�X/`$�u����32;�������P2:$^(_$�2;��g+(\���\����b5���6�������+/�/0�Ab5� �±nf$^� � � ���

z ∈ E �;� Ú ���������cY
V?������/±���t,~&'�f/0�6�+�\�W$^.�.'�+/0g�üå­{ª±°�«l²|­{ª ¶ ¬N¹tº�pc¯J¹�ýÕ­'¬^ª · ¹ÍæeÃ s].cY Á�Ú Å�ç�Y��<���32�s'���
.{��� ��g����+�3! (\�x������(\�x! g�a3���o���0����! �x/h#e��.'g+(_$l������(�! ��Q±�5�+.�/0�o��M�)�&'�N$���2��f��. é ,�$��0�
.]$��U����� ���+� ã !9�1u|�f�32;���������?�0�5��g�rf(�$�&�/0�+�?����( D Y��$�/0=��+��(\�+�����+,-�+�5�7���x)Í���f�"Z[����(��:sF�������7�c#%$+nk�f� �7.]$^��������2+$�(�$�2;��g+(��0�_$^�������
2��f,-. /�4�����! �+����.'g+(_$l���+��(\��! ��Q±�t�+. /��o��Mx&{��(�� g+�NYÕ�D� ��(��+,��+�5��!9�0�-�0/U�c#d�;8 �0�\���x.]$��
! �~2��f��! �0���������X��g:2������_$^��(\�+�X�;�X��� ê-�w$^�5���+�Xb5���±���f���W$^����� (��+�5�Xb5���"/å#d�f.'g+(�$^���+��(X! �
Q±�t�+.�/0�o��MA����(X/h#d�+��.3$�2��A! ��EH�+(�r�,�$^�P�����X&'�f(\��gfYc@X#d�+�\�W�����Ab5���+�\���0���P��� nk��(\���Abk���
(�g+�����\���1�+��2��f(\�6)~����&'��������,~&�(���! �1��.'g:2��`$^/��0�\���+�:Y

�W$^���S/`$~�����o���fs �������<$^/0/������S.�(�g+���+�5���+(Sb5���+/�b5�����?���o���]$l���0�����S�fâx�������S.'�f�9nk�f� �
$^ê-(�,-�+(Wb5���A/h#e��.'g+(_$l���+��(�! ��Q±�5�+.�/0�0��M��+�\��&'��(���g�Yc�j����(�2���/|$7�0/Õ�������Wuv$��9�����k��(��^i
! ����(\�W���f� �S!	#%$�&'��(�! ¼ ¸�«N¬N¸]ª±º�üå­'¬^ÌÍ¸�«l²|­{ª�®J¹�Ê~¹t¬N¹5½t²ØªÓb5���9Z[�����W����(G�f/0��2�(���2��|$^/
!3$����S/|$6��=�g+��(��0�1! �+�?��.'g+(_$l������(��<! �1Q±�5�+.�/0�0��MfY

�j����(?�����"u����32;���0���
f ∈ L1(D, dA)

���
z ∈ D s3/|$A��(_$^����u���(�,�$l���0����! �~EF�+(��+M+�0�

! �
f
�+�\�?/h#e��.'g+(_$l���+��(S�0�5��g+rf(�$�/0�1! g�a3���c.]$^(

Bf(z) = 〈fkz, kz〉 =

∫

D
f(w)

(1− |z|2)2

|1− zw̄|4 dA(w), é Á Y%Ã ã
�fâ

kz(w) = (1 − |z|2)2Kz(w)
�+�\�1/0�A���N�t$^�*! �-EH�+(\rf,�$^�P���f(\,�$�/0�0��g-! �

L2
a(D)

Y
I�/J�+���<�0,-.'�f(}�w$^�5�D! �6���0rf�3$�/0�+(Db5���"/0�6� �l�5$���(\�+.�(��t! �����_$^�5�D����(�,�$^/0����g

kz
.'������4:! �

�����1.�(\�f. (��0g���g�u���(\�?�0�5��g+(��+���_$��k���1b5���	�+���S/`$A�����0n�$^�5���fY
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«^²|­{ª ÉB; Î ; Î

kz
ÿx�@��÷�C�ö^þ?H+õJ�;ûI�@�3ÿ�`h�@�_ý7Ê¡M A öE�{÷ |z| ÿL�[��÷¯`h�[�wý 1 Qd5e�fhg�i
f4kF�±����(U���f� �?.'��/o�9�Y��,-�6$^�]$^/0�t����b5���

p
����(

D
s ����$

〈p, kz〉 = (1− |z|2)〈p,Kz〉 = (1− |z|2)p(z).

I�/L�+�\�"2�/`$^��(1b5���-2���������! �+(\����4�(��-�;8 .�(\�+���������Í�����3!Pnk��(�� Ú b5�]$^�3! |z| ���+�3!�nk�+(��
1
Y

@K��,-,-��/h#e�+�����+,~& /���! �+��.'�f/o�9�Y��,-�+�z$��]$^/o�t����b5���+���+�\�7! �+������!3$^���
L2
a(D)

$^/0�f(\�
〈f, kz〉 → 0

b5�]$^�3! |z| → 1
.'�f��(	���f�9���Lu����32;���0�f�

f ∈ L2
a(D)

���J.]$^(J2��f� ��g:bk���+�5�
kz���+�3!xuv$^��&�/0�+,-���5�Snk�+(\� Ú b5�]$^�3! |z| → 1

Y �@K���\���6.�(���.�(��0g���g6���f� �X���+(_$�!	#d�����~r�(_$^�3! �~� ����/0�o��g~. /����D�_$�(�!�b5�]$^�3!����f����$^�9i
���f�32���(������B���z! �+�98 �04+,��X(�g�����/o�w$l�K����(K/`$62����5�����t� �0��gW!9�+�B��.'g+(_$l���+��(\�U! �DQ±�t�+.�/0�o��MfY

�~#%$�. (�4+� é Á Y%Ã ã s ��/�n9�����5�<b5���
Bf̄ = Bf,
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Ñ{î µ-¶Õ· ¬N¸ «:¹ ¯J¬lº-®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬ ¼�¾ ¹tº ¶ ¸3°f¹�®±¹�Ê~¹t¬NË{ÌÍ¸'ª

���
f ≥ 0 =⇒ Bf ≥ 0.

Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª ÉD; Î ;0Ñ T±ö-ÿ^�_ö���ýVC+úE�wû�ö�ÿvþåúE�*÷K�(Õ¸�@�W��«;þ��4�wý;ÿpþ���»���ù�ÿvþ�`h� Qd5e�fhgji
flkFOt���0�
f ∈ L1(D, dA)

���+/0/0�"b5� �
Bf = 0

Y]�j����(U���f� �
z ∈ D s�����.'�����

F (z) =

∫

D

f(w)

|1− zw̄|2 dA(w) =
1

(1− |z|2)2
Bf(z).

�Õ$^(S=k�9.'����=�4+���fs�.'�f� (U���f�9�
z ∈ D s Bf(z) = 0

Y��D�0�����hs
F (z) = 0

���?! �f�32
∂n+mF

∂zn∂z̄m
(0) = 0.

�j����(B���f� �
z ∈ D ���

w ∈ D s �f��$
∂

∂z̄

[ 1

|1− zw̄|2
]

=
∂

∂z̄

[ 1

(1− zw̄)(1− z̄w)

]

=
1

(1− zw̄)

∂

∂z̄

[ 1

(1− z̄w)

]

=
1

(1− zw̄)

w

(1− z̄w)2
.

CL��!9g+(��onf$^�5�
m

u������S.]$^(S(_$^.�.'�f(}�D)
z̄
s������f&9���0�+�5�

∂

∂z̄m

[ 1

|1− zw̄|2
]

=
1

(1− zw̄)

m!wm

(1− z̄w)m+1
.

�<��/|$A,�q+,-�W,�$����04+(\�fs��+��! g+(��on�$��k�
n
u������S.]$�(U(_$^.�.'�f(}�D)

z
s��0/	n9�0�+�5�?b5���

∂

∂zn

[ ∂

∂z̄m

( 1

|1− zw̄|2
)]

=
n!w̄n

(1− zw̄)n+1

m!wm

(1− z̄w)m+1
.

�6#e��â
∂n+mF

∂zn∂z̄m
(0) =

∫

D
m!n!wmw̄nf(w) dA(w) = 0. é Á YeÅ ã

@K��,-,-�W/0�+�?.'��/o�9�Y��,-�+�?�+�
(z, z̄)

�����5�<! ���������<!3$^���
L2(D, dA)

s3$�/0��(��S/å#dg:b5�]$l���0���
é Á YeÅ ã ��,�.�/���b5���1b5� ��/`$Au|�f�32;�������

f
�+�\�?��(\��=��fr����]$�/0�6)6/å#d�+�����+,~&�/0�1! �+�S.'��/0�t�Y�f,-���

�+�
(z, z̄)

�;�<! �f��2 ‖f‖2 = 0
���?.]$^(S/`$A�����o��� ‖f‖1 = 0

Y �G±$���(_$^����u���(�,�$l���0����! ��EH��(��+M+�0���+�\��g���(����0���+,-�+�5�A/��0g+��$��98�$^� ����,-��(�.�=��0��,-�+�
! ��! �0�_bk���

D
Y3CL�����{���Ns����������+2;���]$^�5�<!3$^��� é Á Y%Ã ã /��12_=]$^��r��+,-�+�5�?! ��n�$^(��`$�&�/0�+�

w = ϕz(y),
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ÉD; Î µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�ºN¯±¬
L2
a(D)

Ñ ×

��/	nt���+�k�<b5���
Bf(z) =

∫

D
f(ϕz(y)) dA(y).

�D�������c/h#dg:b5�]$l���0�f� é Á Y%Ã ã �+�\�?g:bk���0n�$^/����5���6)

Bf(z) =

∫

D
f(ϕ(w)) dA(w),

.'����(U����� �
ϕ ∈ Aut(D)

���+/cb5���
ϕ(0) = z.

V?����$�� ��(��X.�(���.�(��0g���gW�0,-.'��(\�_$��5����! �X/|$"��(_$^����u|�f(\,�$l���0�f�x! �1EH�+(\�+M+�0�x�+�\�?! ���9i
��g+�~.]$^(D/`$�.�(���.'�����o���0������� �0n�$^�5���fY�CL/0/0�~� �f���D.'�+(�,-�;�W! �6��(���� nk�+(D! �+��$^�\���32����W! �
2:$�/�2���/J! �1b5���+/�b5���+�U��(_$^����u���(�,�$l���0�����<! �"EH�+(\�+M+�0���+��r�g+��g+(�$�/J! �oê�2;��/0�6)AuØ$��0(��fY

Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«^²|­{ª ÉB; Î ; ³·ÀUú A �1ÿ�ú A ÿ ϕ ∈ Aut(D)
��ÿHÿ�ú A ÿL��C�úE��ù�ÿvþhúE� f ∈ L1(D, dA)

B(f ◦ ϕ) = (Bf) ◦ ϕ.

d5e�fhg�i
f4kHO5�f�o�
σ ∈ Aut(D)

���
z ∈ D Y]TD��.'�����

ϕz(w) =
z − w
1− z̄w

���<!9�f�32
ϕσ(z)(w) =

σ(z)− w
1− σ(z)w

.

I�/�n9�����5�<b5���

ϕσ(z) ◦ σ ◦ ϕz(0) = ϕσ(z)(σ(z)) = 0

ϕσ(z) ◦ σ ◦ ϕz ∈ A(D)

ϕσ(z) ◦ σ ◦ ϕz(D) = D,
���
ϕσ(z) ◦ σ ◦ ϕz

�+�\�?������&��dZ[�:2;���0���
.

�~#d�fâcs3!	#%$�.�(\4+�S/���/0�+,-,-��! �~O92�=kèS$�(\M�æ Á�Æ s�.	Y Á Å � ç�s��0/c�;89���\���������12������\�w$^�5���12���,Ai
.�/��;89�

c
! ��,-�9! ��/0� � ���+/0/��1b5����.'����(U����� �

w ∈ D

ϕσ(z) ◦ σ ◦ ϕz(w) = cw

�j����(
f ∈ L1(D, dA)

s ����$

B
(
f ◦ σ

)
=

∫

D
(f ◦ σ)(y)

(1− |z|2)2

|1− z̄y|4 dA(y).
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Ñ Ö µ-¶Õ· ¬N¸ «:¹ ¯J¬lº-®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬ ¼�¾ ¹tº ¶ ¸3°f¹�®±¹�Ê~¹t¬NË{ÌÍ¸'ª

CL���;���:2;���]$^�5�?/��12_=]$^��r��+,-�+�5�<! �Wn�$^(��`$�& /��+�
y = ϕz(w)

s ������& ���0�+�5�

B
(
f ◦ σ

)
(z) =

∫

D
(f ◦ σ ◦ ϕz)(w) dA(w)

=

∫

D
(f ◦ ϕσ(z) ◦ ϕσ(z)σ ◦ ϕz)(w) dA(w)

=

∫

D
(f ◦ ϕσ(z))(cw) dA(w)

=

∫

D
(f ◦ ϕσ(z))(u) dA(u)

= Bf
(
σ(z)

)

=
(
Bf
)
◦ σ(z).

�

mF¹9ÌÓÌÍ¹ ÉD; Î ;`î T±öPÿV�_öE� ýVC+úE�wû�ö�ÿØþåúE�ñ÷K�IÕ��[����«;þw��õ0ölþ|ý_ý��zþ��Y`�öE�wþåöE�]ÿ1õO�_ý�C+úE��ù�ÿØþåúE��ý¢�öE�wû�ú��3þ?M A �wý Qd5e�fhgji
fskjO5�
f ∈ L1(D, dA)

�����p�����?u����32;���0����=]$�(\,-�����`b5� �?��� (
D
$�/0��(��

f ◦ϕ �+�\�
$�� �����p=]$�(\,-�����`bk����.'����(1���f� �

ϕ ∈ Aut(D)
Y±�6#�$^.�(�4+�"/`$�.�(\�f.�(\��g���g�! ��/|$znf$^/0�+��(

,-�N�k�+������s�.'����(U����� �
ϕ ∈ Aut(D)

���+/cb5���
ϕ(0) = z

s�����$

f(z) = f ◦ ϕz(0) =

∫

D
f ◦ ϕz(w) dA(w) = Bf(z).

�I�/tuØ$�� �muv$^�0(��U$l�����+�5��������$^�6uv$^�0�Õb5���
B
�c#e�+�\�m.]$^�m�����H.�(���Z��:2;���0�f�6����(±/å#d�+�����+,~&�/0�

! �+�Ku|�f�32w���0�f���K=]$�(\,-�����`bk���+�U$��9��(��+,��+�5�B! �o�
Bf

�c#e�+�\�K.]$^�H���f��Z��f��(\�K=]$�(\,-�����`b5� �fY
Ot�
Bf = g

�+�\�?=]$^(�,��f����b5���"$�/0��(��
B(f − g) = 0

Y'TD(
B

�+���S����Z��:2;���onk�fs32��"bk���
�0,-.�/���b5����b5� �

f = g
���6! �f�32

f
�+�\�6=]$^(�,-������b5���fYjCÕ��!	#�$^� ��(\�+�"���+(�,��+�

Bf
�����

=]$^(�,-�����`bk���1���	���?���+��/0�+,-�+�k�?���
f
�+���S=]$^(�,-������b5���fY

�X$^����ædÅ�ç�s{�D=��+(\�Í�;�"RU�3! ���P,-���5��(\�+�5��b5���A���Õ�����Au����32;���0���Í�0�5��g+r�(_$^&�/0�
f
�+�\�

���+/0/0�"bk���
Bf = f

$^/0�f(\�?��g+2��+���w$^�0(��+,-�+�k�
f
�+�\�?=3$�(\,-�f����b5��������(

D
Y

Ot���o�
φ ∈ L1(D, dA)

Y�I�/c�+�\�?���0,-.�/0�1! �Wnk�f�0(?)~��(�$:nf�+(�� é Á YeÃ ã b5���
Bφ(z) = 〈φkz, kz〉 = 〈φkz, Pkz〉 = 〈P (φkz), kz〉 = 〈Tφkz, kz〉.�?������$+nk������$^/0�f(\�~���ì! �+�989��4+,��7(�g+����/o�w$l�~����("/|$�2����5���0�t���o��g7! �+�~��.'g+(_$l���+��(\��!9�

Q±�t��.�/��o��M�æeÃ � s .cY �+Ú5Ä ç�Y
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª ÉD; Î ; × = þ

φ ∈ L1(D, dA)
�_ý;ÿ A �B��C+ú���ù�ÿvþåú��þ¢�öE�wû�ú��3þ?M A �xý A � Dö�õ0úE�_ý

Tφ
�wý;ÿ7H_úE�[��øzýwþ5��ÿWý�� A õO�;ûI�[�]ÿ�ýwþ φ �wý;ÿ7H_úE�[��ø��n��ÿ Tφ �wý;ÿ~ù_ú^ûDü�ökù�ÿWýwþ5��ÿý�� A õJ�;ûI�@�3ÿpýwþ φ �wý;ÿ�� A õ�õO� Q
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ÉD; Î µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�ºN¯±¬
L2
a(D)

Ñ �

d5e�fhg�i
fnkJI�/]�����K2�/`$^��(Kbk���<���
φ
�+�\�H&'�f(\��g+� é (\�+��.cY φ �+�\�H�t��/0/0� ã $�/0��(��

Tφ
�����H&'��(���g

é (��+��.cY Tφ �t��/J! ���32�2���,-.]$�2;� ã Y
RUg:2��0.�(��9bk���+,-�+�5�:sc���

Tφ
�+�\�1&{��(�� gfsc���"2���,-,-�

kz
�+�\�1�����0�_$��0(\��!3$����

L2
a(D)

s
$�/0�f(\�?.'����(U����� �

z ∈ D
|Bφ(z)| = 〈Tφkz, kz〉| ≤ ‖Tφ‖.TD(

φ
�+�\�<=]$^,-�����`bk���"�hYe��Y

Bφ = φ
s]2:$^(

B
/|$^�0�����1���knf$^(��`$^�5�</0�+�<u|�f�32;���������<=]$^(�,���i

���`b5� �+�Ns��;�<! ���32
φ
�+�\�?&'��(���g+��Y

Ot�
Tφ

�+���L2���,-.]$�2;�Ns�2���,-,-�
kz

���+�3!~uv$^��&�/0�+,-�+�k�Õnk�+(�� Ú b5�]$^�3! |z| ���+�3!6nf�+(�� 1
s

$�/0�f(\�
φ(z) = Bφ(z) = 〈Tφkz, kz〉

���+�3!�nk�+(\� Ú bk�]$��3! |z| ���+�3!�nk�+(\�
1
YL�6#e��âcs

!	#�$^.�(�4+�S/���.�(��0�32��0.'�"! ��,�$N8 �0,~��,�s
φ
�+�\�S�t��/0/������ (

D
Y �Ot�

φ
�+�\�1�����-u|�f�32;�������Ó2����5�����t� �-����(�/0��! �0��b5���������o��g-u���(�,-g

D
$�/0��(��

Bφ
�+�\�

2��f�5�����5��������(
D

���
φ
2��hÿh�32��`! ��$+nk�:2

Bφ
����(-/`$Pu�(����5����4+(\�

∂D
!9�
D
YpCL�����{���Ns

���
z0 ∈ ∂D

$^/0�f(\�1/å#%$�� ���f,-��(�. =�����,-�
ϕz(w)

���+�3!�nk�+(��
z0

b5�]$^�3!
z
���+�3!�nk�+(��

z0.{����(D����� �
w ∈ D Y	�Õ$^(X/0�~��=�g+�f(\4+,-�A! �A/`$72����5nk�+(\rf�+�32���! ��,-�0��g+��! �AGc�+&'�+��rf���fs

�f��$
Bφ(z0) = lim

z→z0

∫

D
φ ◦ ϕz(w) dA(w) = φ(z0).

@K�:2;�c�������<$�,-4+� �")~���x��(����0����4+,���(�g+����/o�w$l�?����(U/`$�2���,-.]$�2��o��g1! �+�S��.'g+(_$l���+��(\�
! �"Q±�5�+.�/0�o��M�æeÃ � s�.cY �:ÚkÄ çåY
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«^²|­{ª ÉB; Î ; Ö = þ

φ
�_ý;ÿ A �B�{C+úE�{ù�ÿvþåú���ù_úE�]ÿvþw� A �1ý A � D ö�õ0úE�_ý

Tφ
�wý;ÿSù_ú^û��

ü3ökù�ÿpý_þ{��ÿLý�� A õO�wûI�@�]ÿLýwþ φ �wý;ÿ¹� A õ|õO��ý A � ∂D Qd5e�fhg�i
fÎkJOt�
φ
�+�\�H2;�f�5�����5���S��� (

D
���p�t��/0/0�S����(

∂D
$^/0�f(\�p��/��;8 �0�\���S�����U��� �0���

(φn)! �1u|�f�32;���������<2����5�����t� �+�D)~����. .{��(\�<2;�f,-.]$�2;�?����(
D
���+/�/0�1b5���

‖φ− φn‖∞ → 0 (n→ +∞).TD(
‖Tφ − Tφn‖ = ‖Tφ−φn‖ ≤ ‖φ− φn‖∞.�~#d�fâ�/|$������o���A! �+�X��.'g+(�$^������(��

(Tφn)
���+�3!�u��f(}���+,��+�5�Dnk�+(\�

Tφ
b5�]$���!

n → +∞ Y
�L���0�_bk���B/0�+�Õ��.'g+(�$^���+��(��

Tφn
�����5�Õ2��f,-.3$�2;���Ns^! ���32

Tφ
�+�\�Õ� �~�f.'g+(�$^���+��(Õ2��f,-.3$�2;�:Y

RUg:2��0.�(��9bk���+,-�+�5�:sÕ���
Tφ

�+�\�-2���,-.]$�2;��$�/0��(��
Bφ(z) = 〈Tφkz, kz〉

�����3!�nf�+(��
Ú b5�]$^�3! |z| → 1

2+$�(
kz

2����5nf�+(�r���uØ$��0&�/0�+,-�+�5�"nf�+(�� Ú
(|z| → 1)

YJ�D�0�����
φ = 0����(

∂D
s .�������b5���

Bφ = φ
����(

∂D
Y ��~#%$��9��(��+�F(\g+��� /0�_$^���F��(_$^�0�_$��k�K! �?/`$12����5���0�t���o��g<! �+�F�f.'g+(�$^���+��(��H! �<Q±�t�+. /��o��M?����(

/å#d�+��.]$�2��"!9�"EH�+(�r�,�$^���;8 �0�����+�5�:Y �p�f�0(S.]$^(S�;8 ��,-.�/0��ædÃ � ç�Y
�W$^���X,��f����(�$+nf$^�0/j�+��2��f/0/`$�&'��(_$l���0���*$+nk�:2~CSY�O5��(��������6���WGpY	�	$^��$�(\�|$^�\�ks'���f� �

g����0�f���-2;�f��u|(��f�k��g+��)�2���������bk���+�\���0�f��! ��2����5�����t� �0��g�! �x/h#d�f.'g+(�$^���+��(-!9��Q±�5�+.�/0�0��M
����(�/h#e�+��.]$�2���! ��EH��(�rf,�$��cYF@K���\����! �oê�2���/0��g�! ��2:$^(_$�2;��g�(��0����(�/0�+�-�f.'g�(_$l���+��(���! �
Q±�t�+.�/0�o��M1&'��(���g+�S���f� �D$A.'��������g6)~�0�5��(\�9! ���0(���/|$~������������! �1/`$�»���üå­{ª±°�«l²|­{ªFY
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³ Ù µ-¶Õ· ¬N¸ «:¹ ¯J¬lº-®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬ ¼�¾ ¹tº ¶ ¸3°f¹�®±¹�Ê~¹t¬NË{ÌÍ¸'ª

8 ·:9 ªj²`«^²|­{ª ÉD; Î ; � = ú^þØÿ
φ ∈ L1(D, dA) Q TJö{C�úE��ù�ÿØþåúE� φ �wý;ÿp÷^þØÿL� A ���\ª*� C+ú���ù�ÿvþåú��ýwþpõGF ú_ü3ø[�_ö�ÿx� A � T̃φ ÷kø^]_��þ�ü3ö�� ¼ Ö Q Ö�a¡�wý;ÿSH_úE�[��ø�ý A � L2
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@K�X2�=]$�.��o��(\�D�+�\�U2������_$�2�(\g�)1/h#eg�����! �W!9�z.�(\�9! ���o�U! �X! �+�98���.'g+(_$l������(��U!9�WQJ�t�;i
.�/��o��M�����("/h#e�+��.]$�2��7! �7EH�+(�r�,�$^�

L2
a(D)

Yj�?�����~2���,-,-�+�
�;�+(������6.]$^(A$^�]$^/0�t���+("/0�+�
(�g+����/o�w$l���W!9�~�<=��+(������ ï@K� ï2����lnt�`ð6!3$�� ��ædÃ�çås'.����0�W2;�+�98�!9�~�<=��+(���!3$^���Aæ � çåY��S�f���
�+���_$+�k�+(\�f���W���f� ��/���/0����r�! �-2��-2_=]$^.��o��(��-! �-2���,-.]$^(��+(W/|$7���o���3$^�������*!3$����

L2
a(D)$:nf�:2�2��+/�/0��! �+����.'g+(_$l������(��7! ��QJ�t�+.�/0�o��M�����(-/���>D$^(�!9�

H2(T)
���7! ���32�$+nk�+2�/��

QU=�g+��(�4+,�� � Y Â Y � ! �zEF(��:è<�Ó���~>D$�/0,-���:YjCL�������o�����������6.�(\g+���+�5���+(\�f� �6�����6(�g�����/íi
�w$^���A!9�Pæ Á Ã^çBb5���p��(_$^�o���+�5�~! �+�~��.'g+(_$l���+��(\�A! �7Q±�5�+.�/��o��M7b5�]$����0=���,-�fr�4+���+�:YÕ@K���\���
���f� nf�+/�/0���������������������6.'�+(�,-���\��(�$�! �72��������`!9g+(��+(~! ���~��.'g+(_$l������(��~! �7Q±�5�+.�/0�0��Mx)
���t,~&'�f/0��.�/0���6r�g+��g+(�$�/F�;�6�����Ó.�/����"���+��/0�+,-�+�5�~)��\�9,~&'��/0��=]$�(\,-�����`bk����2��f,-,��
2�#e�+�\�</��"2:$^�D!3$�� �~æeÃ^ç±���~æ � ç�Y]�?�f� �D! �������+(������X)A��(�$:nf�+(��?/0�6QB=�g+�f(\4+,-�"Ã�Y Á Y �NÁ ! �+�
2��f�3! �o���0�����X��g:2��+���_$��0(��+�X���D���9ê��_$��k���+�D.'�f��(Xb5���6/0�6.�(��t! ���0�W! �~! �+�98���.'g+(_$l���+��(\�
! �<Q±�5�+.�/0�o��M<b5�]$^����=���,-��rf4����+�F�����o�F�+�32���(��S������.'g+(_$l���+� (H!9�<Q±�5�+.�/0�0��MfYtCÕ� a3�-���f� �
$�/0/������B�;8 .�/0�f�o���+(B2��D��= g+�f(\4+,-�X.'����(B,�������(\�D/å#%$�2+2;�+�5�U����(K/`$~! �oê�2���/0��gW! �W2:$^(_$�2;��g;i
(��0���+(?/����D.]$^�0(��+�D!	#e��.'g+(_$l���+��(\�X! �6Q±�5�+.�/0�0��M~b5�]$^���0=��f,-��r�4+���+�X! ���5�D/0�".�(��t! ���o�D�+�\�
������.'g+(_$l���+� (<!9�"Q±�5�+.�/0�o��MfY

¤I��� �´�"!,#*%('&),+1#�. /1) ¥Ã§¯)$�Î¨¬�['&© � .BåIê��"§5¨¬) �-%µ#*ê §�ã
6-�	�¯+1)

�W$^���~æ � Ã�çås{EF(��:è<�����X>D$^/�,��f�<���5�<,-�f�k��(�g"b5���".'����(D! �+�98��\�9,6&'�f/0�+�
φ
���
ψ&{��(�� g+�J����(c/0�p2��+(�2�/0�L�����0��g

T
s+/0�L.�(��t! ���o�

TφTψ
s:! g�a3� �f����(	/å#d�+��.]$�2;�F! �F>D$^(�!9�

H2(T)
s

�+���?������.'g+(�$^������(D! �"Q±�5�+.�/0�0��M"���J���<���+��/0�+,-�+�k�D���
φ
�+�\�D$��5���íi}$^�]$^/0�5����b5���"�������

ψ�+����$^�]$�/o�t����b5����YUCm8 �0�\���;iå�\i��0/D��� (�g�����/o�_$^��$��]$^/0�fr����P����(7/å#d�+��.]$�2;�Í! �PEH�+(�r�,�$^�Dä
�L/0���1.�(\g:2��0��g+,-�+�5��.'�+� �\i����P��(���� nk�+(�! �+�12;�f�3! �o���0�����1��g:2��+���_$^��(\�+�1������� ê��_$^�5���+� é�f�csk$^�-,-���0���p��g:2��+���_$^��(\�+�F���-��� ê-�_$��5���+� ã .'�f��(pb5�c#dg��w$^�5�F! ������g?! ���98���.'g+(_$l���+��(\�

Â9�
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³ É Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

! �?Q±�5�+.�/��o��M
Tφ

���
Tψ

! g�a3���0�F����(
L2
a(D)

sf! ���5�p/��S.�(\�9! ���o�
TφTψ

�+�\�F���-��.'g+(_$l���+� (
! �~QJ�t�+.�/0�o��MA$�/0�f(\�

φ
�+�\�W$^�5���íi[$��3$�/o�t����b5���6���

ψ
�+�\�W$��]$^/o�t����b5���±ä�V?�����+/±(\g+����/0�_$^�

�:#e�0/c�;89���\�������+(_$�$^.�.'�+/�gW«E~ · ­'¬��9ÌÍ¹�®±¹�«wÀ ¶ ¹�ÊA¬N­�
7ª��_¿�¸ ¼ ÌÍ­'ºfY
I�/5�+�\�Õ2�/`$��0(mb5���H���

φ ∈ A∞(D)
sl/h#d�+�����+,~&�/0�K! �+�ju��f�32w���0�f���L$^�]$^/0�5����b5���+�m&'��(���g��+�

����(
D
st$^/���(��

Tφ
�c#e�+�\�B$^� ��(��<b5���?/å#d�f.'g+(�$^���+��(K! �<,6��/o���0.�/���2:$l���0�f������(

L2
a(D)

.]$^(F/`$
u����32;���0���

φ
Y��Õ$^(D/`$������o���~���

φ
�����X�����~QHi�u|�f�32w���0�f�����X���

ψ ∈ A∞(D)
$�/0�f(\�X.'����(

����� ����u|�f�32;�������
f ∈ L2

a(D)

TφTψf = TφP (ψf) = Tφ(ψf) = P (φψf) = Tφψf.

�<�f�32S/��?.�(\�9! ���o�
TφTψ

�+�\�H/h#e��.'g+(_$l���+��(H! �<Q±�5�+.�/0�0��MD! �?���t,~&'��/��
φψ

Yt�Õ$^(K$^�0/�/0�+��(\�
���
φ ∈ A∞(D)

���?���
ψ
�+�\�?�����1QHi�u|�f�32w���0�f��$^/���(��
(
TφTψ

)∗
= TψTφ = Tψφ =

(
Tφψ
)∗
,

2��1b5���	���0r����0a3�1b5���
TφTψ = Tφψ

Y
CÕ��(\g+��� ,-gfsJ���

φ
�+���A$^�5���íi[$^�]$�/o�t����b5�����������

ψ
�+�\��$^�]$^/0�5����b5���z$�/0��(��6/0��.�(��^i

! ���o�
TφTψ

�+�\�-/h#e��.'g+(_$l������(�! ��Q±�5�+.�/0�0��M
Tφψ

YF@H�f,-,��x.'�f� (-/0�+���f.'g+(�$^���+��(���!9�
Q±�t��.�/��o��MA����(X/h#e�+��.]$�2��-! ��>D$^(�!9�ks{�������1$�.�.'�+/0/0�+(������12��+��! �+�98����o���3$^��������� ¼ ¹Ó°f¸]º
«N¬^²`Ô±²|¸ ¼ Y

�?�����D$�/0/0�f���?nk���0(<b5���"2��f�k��(_$^�0(��+,-�+�k�W)�2��"b5���J�+�\�D2��f� �t������(?/0�".�(\�9! ���o�D! �+�
�f.'g�(_$^���+��(��H! �<QJ�t�+.�/0�o��M?����(p/h#e�+��.]$�2��D!9�D>D$�(�!9�ksf.'�f��(p/��+�F��.'g+(_$l���+��(\�K! �?Q±�t�+.�/0�o��M
! g�a3���0������(~/h#e�+��.]$�2���! ��EF�+(�r�,�$^�ì��/K�;8 �0�����x! �+��QKi�u|�f�32;���������

φ
���
ψ

����/�/0�+�-bk���
/0�A.�(\�9! ���o�

TφTψ
�+�\�W���P��.'g+(_$l������(�! �AQ±�5�+.�/��o��MA,�$^���X���

φ
�+�\�1$��5���oi[$^�]$^/0�t���`bk���fs

���
ψ
�+�\�F$^�]$�/o�t���`bk���fYk�SgN$���,��f�0���:s����A.'�+� �L�f& ���+���0(L� �A��=�g+��(�4+,-�U! �K���9.'�SEH(\�Nè?�9i

>D$^/�,-���S�+���;8 �0rf�:$��5�<! ���?�\�9,~&'��/0�+�<! �Wnfg+(��oa3�+(?! ���<2����3! �o���0�f���?&��0�+��.�(�g:2��0���+�:Y
Ot�
φ
�����F�����<u|�f�32w���0�f��=]$�(\,-�����`bk���<&'��(���g+�?����(

D
$^/0�f(\�H�+/0/0�<���<! g:2���,-.'�f���<! �

/`$-,�$^����4+(\�6�����on�$��5���
φ = φ1 + φ2

s]��â�/0�+�Du|�f�32;���������
φ1

���
φ2

2���(\���"���"�����5�D.]$^�
��g:2��+���_$��0(\�+,-�+�5�1&'��(���g+�+��,�$^������/�/0�+�1�����5�"!3$^����/å#d�+��.]$�2��-! ��EH/0�92�=cY±TD�Í(_$^.�.'�+/0/��
b5���</å#d�+��.]$�2��X! �WEH/0�t2_=7�+���K/h#e�+�����+,6&�/��X! ���Bu|�f�32;���������U$��]$^/o�t����b5���+�

f
����(

D
���+/�/0�+�

b5���
sup{(1− |z|2)|f ′(z)| : z ∈ D} < +∞.

CL�����{���NsÕ�+��g:2�(��on�$��k�
φ = <φ + i=φ sL����$Íb5��� <φ ��� =φ �����5��! ���98�u|�f�32_i

���0�f� ��=]$�(\,-�����`bk���+��(�g��+/�/0�+�:YK�<���32����
f
���
g
���f�5��/��+��! �+�98������`bk���+��u����32;���0�f� �

$��3$�/o�t����b5���+�U���+/0/����<b5���
<φ = <f ���

f(0) = 0,

���
=φ = <g ���

g(0) = 0,
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Î ;v´Pµ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�
*º�À±ÌnýL­ ¼ ¹Ø~J¸3¬^ÌÍ­{ªj²�pc¯J¹ ³3Î

$�/0�f(\�
φ = <f + i<g

=
1

2
(f + f̄) + i

1

2
(g + ḡ)

=
1

2
(f + ig) +

1

2
(f − ig).

CL��.'���_$��k�
φ1 = 1

2
(f + ig)

���
φ2 = 1

2
(f − ig)

s±���ì$�&������ìb5���
φ = φ1 + φ2

Y
��$^�0�5���+�]$^�5�:sk�w$�2_=]$^�5�Hb5���?/`$W.�(���Z[�:2w���0�f��! �DEH��(�r�,�$��

P
�+�\�F������.'g+(_$l���+��(F&'��(���g

! �
L∞(D)

!3$^���p/h#e�+��.]$�2��?! �?EH/0�t2_= é nk����(Sæ Ä s�.cY � Ã^ç3���<ædÃ � s�.	Y Ä�Ç ç ã s��0/ n9�0�+�k�Fb5���U/0�+�u��f�32w���0�f���
P (φ) = φ1

���
P (φ) = φ2

$^.�.]$�(}���0�+�����+�5�W����� ���+�W/0�+��! �+�98Í)�/å#d�+��.]$�2;�
! �6EF/��t2_=cY

@K���\���S! g:2;�f,-.'�����0�������-.�(\g:2�g:! �+�k���S! �+�Lu����32;���0�f� �p=]$�(\,-�����`bk���+�p&'��(���g+���p����(
D�+���m$��]$^/0�fr����B)S/`$?! g:2���,-.'�����0�������~! �+�±u����32;���0�����m!3$^���ÕEB��T~Y^CÕ�"�����;�j.]$^(±/��p��=�g���i

(�4+,-�1!9�1ë3���{�+(�,�$^� é nk����(1æ �:Æ ç ã ������u����32;���0��� φ
�+�\�?!3$����<EK��T ���	���S������/���,-�+�5�

���	�+/�/0�"$�! ,-�;�?/`$A(��+. (�g+���+�5�_$^���0���������on�$��k���
φ = f + P+g�fâ

f
�;�
g
�����5�?!3$����

L∞(T)
s��;�

P+

/`$A.�(\��Z[�:2;���0�f��! �6RU�0�+��MfY
Ot�f�o�

φ = φ1+φ2
���
ψ = ψ1 +ψ2

��â~/��+�
φ1
s
φ2
s
ψ1

���
ψ2

�����5�L! �+�ÕQKi�u����32;���0�����
$��]$^/0�5����b5���+�~����(

D
Y±I�/K! g:2�����/��z! ��/`$�/��0��gN$^(��o��gz! ��/h#e��.'g+(_$l���+��(~! �zQJ�t�+.�/0�o��M7.]$^(

(_$�. .'�f(\�D)~���f���\�9,6&'�f/0�����<! �+�?2:$^�S��(��on9�`$��98x,-�+�k���0�f����g��D$^��.]$�(�$:n�$^�5�<b5� ��á
TφTψ =

(
Tφ1 + Tφ2

)(
Tψ1 + Tψ2

)
= Tφ1ψ1 + Tφ2ψ1

+ Tφ2ψ2
+ Tφ1Tψ2

, é Ã�Y �lã
2:$�(S��(\�f�0�D! �+�Db5�3$^��(��1���+(�,��+�D!3$^���</`$-����,-,-�6$^��! �+�������<�f�k�D����/0�".�(\�+,-�0�+(?�f.'g;i
(_$^���+��(U! �WQ±�5�+.�/0�0��MW�+�\�?)6�\�9,6&'�f/0��$��k���íi}$^�]$^/0�5����b5���+�U���x/0�X���:2����3!z�+�\�?)6�\�9,6&'�f/0�
$��]$^/0�5����b5���fYJ�D�0�����p���

Tφ1Tψ2

�+���"���Ó��.'g+(�$^���+��(6! ��Q±�5�+.�/0�0��M7$�/0�f(\�
TφTψ

/0�����+(_$
$��������åY'O5�J! ��.�/0���:s

Tφ1Tψ2
= Tφ1ψ2

$^/���(��S���f���<$^��(������
TφTψ = Tφψ

Y
�W$^���Dæ � ç�sf�D=��+(���! �������fsfnt�|$W/|$X��(_$^����u���(�,�$l���0�f��! �DEF�+(��+M+�0�csk�����<2:$�(�$�2w��g+(��0�_$li

���0�f��2��f,�.�/�4����~! �+�XQHi�u����32;���0�f� ��$^�]$^/0�5����b5���+�
φ
���
ψ
���+/0/0�+�Wbk���"/��6.�(\�9! ���o�

TφTψ�����o�H�����f.'g�(_$^���+��(H! �<Q±�t��.�/��o��MfY9Ot����(�g+����/o�w$l�H(��+.'�����?����(p/|$W.�(���.'�f���o���0���������0n�$^�5���
æeÃ�s .cY Á�Ú Å�ç�Y
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«^²|­{ª�Î ;h´
;v´>= ú^þ�ÿ

φ
U
ψ

÷K� A �Ðª*� C+úE�{ù�ÿvþåúE� ý�öE��ö�õcZ�ÿvþuM A �wý6ý A � D ��ÿ u A �B�ª*� C+úE�{ù�ÿvþåúE� Q T��wý~ölý_ý��[��ÿvþhúE��ýXý A þw`�öE�]ÿL�wýXý:úE�]ÿBø�M A þ�`�ö�õO�[�]ÿL�wý¼ þca TφTψ = Tu.¼ þ�þca φψ = Bu.¼ þ�þ�þbaÁÀUú A �1ÿ�ú A ÿUù_ú A ü�õO� (z, w) ∈ D× D úE�*ö

φ(z)ψ(w̄) = (1− zw)2

∫

D

u(ξ)

(1− ξz)2(1− ξw)2
dA(ξ).
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³ Ñ Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

d5e�fhgji
fÐk
TφTψ = Tu

���±�;�D������/��+,��+�5�D���
TφTψKz = TuKz

.'����(?����� �
z ∈ D YTD(:s .'�f��(B����� �

w ∈ D

TψKz(w) = P (ψKz)(w)

= 〈ψKz, Kw〉
= 〈Kz, ψKw〉
= 〈ψKw, Kz〉
= ψ(z)Kw(z)

= ψ(z)Kz(w).

�6#e��â
TφTψKz(w) = ψ(z)φ(w)Kz(w), ∀z ∈ D �;� ∀w ∈ D YU�D���32�.'�f��(

����� �
(z, w) ∈ D× D

TφTψ = Tu ⇐⇒ φ(w)ψ(z) =
1

Kz(w)
P (uKz)(w)

= (1− z̄w)2〈uKz, Kw〉

= (1− z̄w)2

∫

D

u(ξ)

(1− ξz̄)2(1− ξ̄w)2
dA(ξ).

CL��(\�+,-.�/`$h�+$��5�
z
.]$�(

z̄
!3$����K2����\���D! �+(\����4�(��D�;89.�(��+�����0�f�cs5���7��& ���0�+�k�B& ���+��/h#eg:b5���íi

n�$�/0�+�32����+�5��(\� é � ã ��� é �0��� ã Y��$^�0�5���+�]$^�5�Ns�����(��+,-.�/`$	�:$��k�<!3$���� é �0��� ã s w .]$^(
z
�����f& �����+�k� é �0� ã Y�±�f� (U2�/0��(��X/`$".�(��+� nf�fs9�0/�(\�+�\���W)",-�f�k��(���(Bb5��� é ��� ã �0,-.�/0��b5��� é ���0� ã Y3Ot���0� F ���

G/0�+�?u|�f�32;���������<! g�a������+�S���D$^�]$�/o�t���`b5�����?����(
D× D .]$^(

F (z, w) = φ(z)ψ(w̄),

G(z, w) = (1− zw)2

∫

D

u(ξ)

(1− ξz)2(1− ξ̄w)2
dA(ξ).

Gp#�$^�����+(}���0�f� é �0� ã �+�\�"g:bk���0n�$^/����5����)x! �0(��-b5���-/`$zu����32;���0���
F

�+�\�1g+rk$�/0��)z/`$zu����32wi
���0�f�

G
����(D/h#e�+�����+,6&�/�� {(z, z̄) : z ∈ D} Y	@H�f,-,��

F
���
G

���f�k�D����� ���+�X/0�+�W! ���98
$��3$�/o�t����b5���+�S����(

D× D s �f��$~&����+��b5���
F = G

��� (
D× D Y �

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹�Î ;h´
;`É q"öE� ý�õ0öAüP��� A `h�WüP��ø_ù_ø_÷K�@�]ÿx�¯��ú A ýzöE`�úE� ý A ÿvþvõ%þ|ý:ø7õO��C+ö^þØÿSý A þ��`�öE�]ÿ,� = þ
F
�wý;ÿ A �B�{C+ú���ù�ÿvþåú���öE��ö�õcZ�ÿvþuM A �"ý A � D × D ��ÿHýwþ F ��ÿ{� A õ|õO�"ý A �~õGF �[�<�ý��;û\H+õO� {(z, z̄) : z ∈ D} ö�õoúE�wý

F
�_ý;ÿ�� A õ�õO�<ý A � D×D QP½ �"�^Â���ÿ�U]ü3ú A �Xÿ�ú A ÿ��_øW�+õ θ]*�tø[USù_úE� ýwþå÷kø@��úE��ý~õ0ö�C+úE��ù�ÿØþåúE�

Fθ
÷fø^]_�3þ?�"ý A � D ü3ö��

Fθ(z) = F (eiθz, z) Q Fθ �wý;ÿöE��ö�õbZ�ÿvþ?M A ��ý A � D ��ÿ	ü3ú A �1ÿ�ú A ÿ���ø��+õ r ∈ [0, 1)
U¹��ú A ý~öE`�úE� ý7M A �

Fθ(e
−i θ

2 r) = F (ei
θ
2 r, e−i

θ
2 r) = 0.
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Î ;v´Pµ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�
*º�À±ÌnýL­ ¼ ¹Ø~J¸3¬^ÌÍ­{ªj²�pc¯J¹ ³]³

qnF úEÆ
Fθ
�wý;ÿ�� A õ|õO�zý A ��õO�zý��xv^ûI�@�]ÿ {e−iθr : r ∈ [0, 1)} ��ÿ~÷fúE��ù Fθ �_ý;ÿ(� A õ�õO�ý A � D Q y úlûAû\�

θ
�wý;ÿHù[¢�ú^þ`ýwþFö���H;þ�ÿ^�_ölþ��W�;ûI�@�3ÿVUÕþØõP`Nþu�@�]ÿ{M A � F (z, w) = 0

±�ù[¢�öXM A �C+ú^þ|ý7M A � |z| = |w| Q Íö^þ��]ÿL�[��öE�]ÿVUKý:ú^þ�ÿ
w0
M A �+õ0ù_úE��M A ��÷köE��ý

D
��ÿDù_úE��ýwþå÷fø@�_ú���ý�ùW��ÿhÿL�$C+ú^þ|ý[�\ù;þSõ0ö�C+úE�{ù¬�

ÿvþåúE�
Fw0

÷kø^]_��þ?��ý A � D ü3öE�
Fw0(z) = F (z, w0) Q Fw0

�wý;ÿ�öE��ö�õcZ�ÿvþuM A ��ý A � D �;ÿ� A õ�õJ��ý A �"õO�~ù��[�_ù+õJ� {z : |z| = |w0|} Q q6ú���ù Fw0

�wý;ÿ¹� A õ|õO�Wý A � D Q y ú^ûAû\�
w0
�_ý;ÿ

ù[¢�ú^þ|ýwþHöE��H;þØÿ^��ö^þ��W�;û\�@�]ÿU÷föE��ý
D
U¹�{ú A ý6÷kø_÷ A þ`ý:úE��ý5M A � F �wý;ÿ�� A õ�õO�Wý A � D× D Q

I�/�(\g+����/o���S! �U2��������U.�(\�f.'�����0�������-b5���U.'����(p! �+�t8Au����32;���0�����F$��]$^/o�t����b5���+�
φ
���
ψ
s

/��B.�(��t! ���o�
TφTψ

�+�\�Õ���A�f.'g+(�$^���+��(L! �UQ±�t��.�/��o��MB��� ���Õ���+��/0�+,-�+�5�L���
φψ = Bu

.'�f��(
�����B2���(\�w$^�0���Ku|�f�32;�������

u
b5�c#d�f�6���K! �+,�$^�3! �B)?.�(\����(��tb5���K!	#eq;��(��H�0�5��g+rf(�$�&�/0�H����(

D
Y

Ot��.�.'����������b5� �z/h#e� ���x!9�+��! �+�98Óu��f��2;���0�f���
φ
���

ψ
�+�\��2��������_$��k���x$�/0��(��

φψ�+���D��� �6u����32;���0����=]$�(\,-�����`b5� �6���X! ���32
φψ = B(φψ)

2:$^(
B

/|$^�0�����"���5n�$^(��`$��k�X/0�+�
u��f�32w���0�f���A=]$^(�,��f����b5���+�:YmI�/Hn9�0�+�5�-$^/0�f(\��b5���

B(φψ) = B(u)
s±����2���,-,-�

B
�����

����Z��:2;���onk�6�f�P$^��(_$�bk���
φψ = u

Y�@K���\���6���0���]$^��������2��f(\(��+��.'���3!P$^��2:$��<��(\�0nt�|$^/hY�CL�
�������H!3$����F/`$1! g:2���,-.'�����0�������

φ = φ1 +φ2

���
ψ = ψ1 +ψ2

sk! ��(\�<b5���
φ1

���
ψ2

�+�\�
2��f���\�w$^�5���F(���nt�����5�m)S! �0(��Fb5���

φ
�+�\�m$^�5���íi[$��3$�/o�t����b5���F���

ψ
�+�\�m$^�]$�/o�t���`bk���fY^CÕ�±! �f�32

/��X.�(��t! ���0�
TφTψ

�+�\�U/h#e��.'g+(�$^���+��(S! �WQ±�5�+.�/0�0��M
Tφψ

Y3Ot�����S2���(\�w$^�0���+�S2����3! �o���0�f���S2��
2:$��U��(��on9�`$^/c�+�\�?/h#e������b5�������o���]$^���������fâ��f��.'��� �D$:nf�f�0(

TφTψ = Tφψ
Y

V?���?(�g:2��0.�(\�9b5����òK.]$^(\���0�+/0/��Bô9! �<2��?(�g+����/o�w$l�B$�g���gD! ������g+�<.]$^(F/|$1�L(���.'�f���o���0���
Á !9�zæeÃ s].cY Á�Ú È^ç�s'b5���±uv$^�0�D�0�5���+(}nk�+���0(</��6Gj$^.�/`$�2;���+���0�5n�$�(\�|$^�5�NY{R?$�.�.'�+/0/0�f� �Wb5���"/��
Gj$^.�/`$�2��0�+���0�5n�$�(\�|$^�5�:s�������g������ nk���5�

∆̃
s��+�\�?g+rk$^/��")

(1− |z|2)2∆
Y

Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«^²|­{ª�Î ;h´
; Î = þ
φ
��ÿ
ψ

ý:ú��]ÿ7öE�{ö�õcZ�ÿØþ?M A �wý4��ÿAýwþ
φψ = Bu

ü3ú A � A �B�ù��@��ÿ�ö^þ��B�&C+úE��ù;ÿvþåúE�
u ∈ L1(D, dA)∩C2(D)

ÿL�+õ�õJ��M A �XõO��TJö_ü�õ0ökùwþ?�@�xþ��
`�öE�wþåö��]ÿF÷K�
u�wý;ÿ$H_ú��@��øWý A � D ö�õ0ú��wý

φ
ú A ψ �wý;ÿBù_úE��ý;ÿ�öE�]ÿL� Q

�?gN$^��,-�������:s�!3$^���Ó! ������,~&�(�����������$^� ��(\�+�*���o���]$l���0�f� �*��/��w8 ���\������� ��u|�f�32wi
���0�f�

u ∈ L1(D, dA)
���+/0/��zb5���

u = φψ
��â

φ
�;�
ψ

�����5�~���f� ���+�A/0�+�A! �+�98ì$��]$Ni
/0�t���`bk���+�F,�$��0�F� �

φ
sf���

ψ
�+���H2������\�w$^�5����YkGJ���H! �+�98-�w8 �+,-.�/0�+�F�����onf$^�5���:s]æeÃ sf.cY Á�ÚfÇ ç

����æ � sm.cY Á�ÚfÇ ç�sm�0/�/0���\��(����5�-&��0�+��2��+/`$9YpCL�ì�f� ��(��fsm�0/���,��f�5��(��+�5��b5���x/`$�2��f�3! �o�������
����(

∆̃u
!9��/|$A. (���.{�����o���0�f��2��íi�! �+�������?�c#d�+�\�?.]$^�?��g+2��+���w$^�0(��+�:Y

mF¹ Ì*ÌÍ¹PÎ ;h´
;oÑ þba
zz̄ = Bu1(z)

UBú�Æ
u1(z) = 1 + log |z|2 Qþ�þca

zz̄2 = Bu2(z)
UKúEÆ

u2(z) = 2z̄ − 1

z
Q

I�/{�+�\�S2�/`$^��(Ubk���X���
u1

st���
u2

�c#�$^.�.]$^(\���0�+�5�?) C2(D)
Y �<�X.�/0���U/0�+�

u1

���
u2

���X���f�5�
.]$��S&'�f(\��g+�+�?,�$^�0�?��/�/0�+�?�����5�?.�(\�+��b5���;i�&'��(���g+�+�:Y

I�/c(�g�����/o���"! ��/`$-�Õ(���.{�����o���0�f��Ã�Y � Y � b5���

TzTz̄ = T1+log |z|2
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³ î Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

���
TzTz̄2 = T2z̄− 1

z
.

�L/0���F/0�f�0�����f� �K$�/0/0�f���F.'�f� nf�f�0(pnfg+(��oa3�+(H2;�+�H! �+�98-�;89�+,-.�/0�+�K$:nf�:2S� ����(��X@H�f(\�f/0/`$��0(��
Ã�Y Á Y �lÄ ! ��æ Á Ã�çåY

RU�+,�$�(�bk���f���Ub5����!3$^���U/0�+�S! �+�987�;8 �+,-.�/0�+�U/`$6u��f��2;���0�f�
φ é b5�����+�\�Ug+rk$�/0�1) z ã���U/`$6u|�f�32;�������

ψ é b5����g�r5$^/���) z̄ .'����(B/��X.�(���,-����(B�;8 ��,-.�/0�W���
z̄2 .'����(B/0�X���:2��f�3! ã

���f�5�F����� ���+�H/0�+�B! �+�98�! �+�K.'��/o�9�Y��,-�+�U$^�]$�/o�t����b5�����U! ���5�H/��D! �+rf(\gX!9�D/0�+��(H.�(��t! ���o�
�+�\�m�0��u|g+(��0�+��(j�f�"g+r5$^/0�U)?Ã Y��m$�(m$^��/0/0�+��(��:s^!	#%$�.�(\4+�j/|$<�L(���.'�����o���0��� Á Y%Ã Y Â sl� �f���Õ$+nk�����
.'�f��(B����� �

ϕ ∈ Aut(D)

ϕϕ = B(u1 ◦ ϕ),

���
ϕϕ2 = B(u2 ◦ ϕ),

2��1b5���	�+���Sg:b5���on�$�/0�+�5�:s3!	#�$^.�(�4+�S/`$-�L(���.'�����o���0����Ã Y � Y � s])

TϕTϕ = Tu1◦ϕ,

���
TϕTϕ2 = Tu2◦ϕ.�?�����D$�/0/0�f���?nk���0(:s')~��(_$+nk�+(\�?/0�1��=�g��f(�4�,-�1��� �0n�$^�5�~æ � s3.cY Á�Ú5Ä ç�s]bk���1���f� ���+�</0�+�

u����32;���0�����7$��]$^/o�t����b5���+�
φ
���
ψ

���+/0/0�+��b5���
φψ = Bu

.'����(-������2��+(\�_$��0����u|�f�32wi
���0�f�

u ∈ L1(D, dA)
s{! ���0nf�+�5�Wq���(\�A! �A2��������Au|�f(\,-�fs{2�#e�+�\�\i[)Ni�! �0(��A2_=]$�2�������! �A2��+�

! �+�98�u����32;���0�f� �X�+�\�D/`$�2��f,�.{����g+�~!	#e����.'�f/o�9�Y��,-�A$^�]$^/0�5����b5���6���X!	#e����$�� ���f,��f([i
.�=��0��,��A! �P! �0�_bk���fY	�<�~.�/����X/0��! ��rf(�g~! �P.�(\�9! ���o��! �+�W! �+�98�.'��/0�t�Y�f,��+�W���A! ���o�
.]$^�<! g+.]$^�����+(?Ã�Y
»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹�Î ;v´
; ³ = þ

φ
��ÿ
ψ
ý:úE�3ÿÕ÷K� A ��C+úE�{ù�ÿvþåúE� ýXö���ö�õcZ�ÿvþ?M A �_ýUý A � D U±ÿ�ú A ÿL�wý?õO�wý÷K� A �-�{úE��ù_úE��ý;ÿ�ö��]ÿL�wýN��ÿBÿL�+õ|õO�wýNM A � φψ = Bu

úEÆ
u ∈ L1(D, dA)

ö�õoúE�wý"þvõ�����þ|ý;ÿx�
÷K� A �Wü3ú�õcZ	���lûI�wý1öE��ö�õbZ�ÿvþ?M A �wý���úE�Pù_úE� ý;ÿ�öE�]ÿØý

p
��ÿ
q
÷kúE�]ÿpõO�"÷K�xv	��ø"÷ A üP�_ú:÷ A þØÿ��wý;ÿþ���C�ø@�;þu� A �Xú A øxv5ö�õJ��± Ì ��ÿ±þØõ�����þ|ý;ÿL� A � z0 ∈ D

ÿx�+õ%ý�M A � φ = p◦ϕz0
��ÿ
ψ = q ◦ϕz0 .

@H�F��=�g+��(�4+,-�H�+�\�m���~(\gN$�/0�o��gK��� �Krfg���g+(_$^/��0�_$l���0�f�A! �H/|$<�L(���.'�f���o���0���AÃ�Y � YeÃ�sl.����0�}i
b5�c#d�f�-���?! g+&]$^(_$^�����?! �?/`$�2����3! �o���0��������(L/0�<G±$^.�/`$�2��0�+���0�5n�$�(��`$^�5�H! �S/|$Wu|�f�32w���0�f�

u
Y

CL�����{���Nsk���]����(��+rk$^(�! �</0�+�K! �+�t8��;8 �+,�.�/��+�K! ��Gc�+,-,-�<Ã Y � YeÅ�sk�������<(����3!�2���,-. ���
b5���K/0�+�L! �+�986u|�f�32;���0�f���

u1

�;�
u2

���K���f�5�m.]$��Õ!3$�� � C2(D)
�;�L! ���32K/0�+��(��ÕG±$�.�/`$�2��0�+�

�c#e�+�\�S,-q+,-�W.]$��?! g�a3���hY
�?�����c����,-,-���J,�$^�0�5���+�3$��5�J�+��,-�+����(��L! �F! �������+(c/|$U2:$^(_$�2;��g�(��0�w$l���0���6!9�L���f� ���+�

/0�+�SQHi�u|�f�32w���0�f���U=]$^(�,��f����b5���+�
φ
���
ψ
���+/0/��+�Sbk���W/0�X.�(��t! ���o�

TφTψ
�����0�B���x��.'g+(_$Ni

���+��(S! �1Q±�t��.�/��o��MfY
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Î ;v´Pµ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�
*º�À±ÌnýL­ ¼ ¹Ø~J¸3¬^ÌÍ­{ªj²�pc¯J¹ ³'×

Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹PÎ ;v´
;`îr= ú^þØÿ
φ = φ1 + φ2

�;ÿ
ψ = ψ1 + ψ2

UXÿL��õ�õO�wý�M A � φ1

U
φ2

U
ψ1��ÿ

ψ2

ý:úE�]ÿp÷X�wýNª*� C�úE��ù�ÿvþhúE��ýWö���ö�õcZ�ÿØþ?M A �_ý���ÿ&�3þ φ1

U*�3þ
ψ2

�wý;ÿLù_úE��ý;ÿ�öE�]ÿL� Q T��wýW÷K� A �ölý_ý��@�;ÿvþåúE� ýWý A þw`�öE�]ÿL�_ýWý:úE�3ÿUø�M A þ�`�ö�õO�[�]ÿL�wý5�þca Ý õ�����þ`ý;ÿL� A �B�-ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE� v ÿL�+õ�õO�7M A � TφTψ = Tv Qþ�þca Ý õY����þ`ý;ÿL�<÷K� A �Bü3ú�õcZ	���lûI�wý?ö���ö�õcZ�ÿvþ?M A �wý{��úE�zù_úE� ý;ÿ�öE�]ÿØý
p
�;ÿ
q
öE`h�_ùUõO�?÷K�xv	��ø

÷ A üP��úN÷ A þØÿ pq ≤ 3
��ÿÕþvõD����þ`ý;ÿL�

z0 ∈ D
ÿL��õ%ýµM A � φ1 = p ◦ϕz0

U
ψ2 = q ◦ϕz0��ÿ

v
ý:úlþØÿU÷K�"õ0ö,C+úE�wûI�

v = u ◦ ϕz0 + φ2ψ1 + φ1ψ1 + φ2ψ2,

úEÆ�õ0ö,C+úE��ù�ÿØþåúE�
u
�wý;ÿB÷kø^]_��þ?�Uü�öE�

pq̄ = Bu Qd5e�fhg�i
f4kHO5�
TφTψ = Tv

$^/���(��:s3!�#�$^.�(�4+�?/h#dg:b5�]$l���0�f� é Ã Y �Nã s �f��$
Tφ1Tψ2

= Tv−φ1ψ1−φ2ψ1−φ2ψ1
,

!	#e��âcs3!	#�$^.�(�4+�S/`$-�L(\�f.'�����0��������Ã Y � Y � s
φ1ψ2 = B(v − φ1ψ1 − φ2ψ1 − φ2ψ1). é Ã Y Áfã

I�/Ln9�0�+�5�:sc.]$�(1/0��QB=�g+��(�4+,-��Ã�Y � Y Â sJb5���
φ1 = p ◦ ϕz0

s
ψ2 = q ◦ ϕz0

$:nf�:2
p
���
q! �+�98-.'��/0�9���f,-�+�K$^�]$^/0�t���`bk���+�F���+/0�Hb5���?! �+r

pq ≤ 3
���
ϕz0 ∈ Aut(D)

YfGp#eg:b5�3$^�������
é Ã�Y Ákã ! ��n9�0�+�5�D$^/���(��

(pq̄) ◦ ϕz0 = B(v − φ1ψ1 − φ2ψ1 − φ2ψ1).

VS���0/��0�_$��k�?/0��uv$^�0�?b5���W/|$6��(�$�����u|�f(�,�$^��������! �1EH�+(��+M����
B

/`$^���������0�5n�$�(\�|$^�5�S/��+�Su|�f�32_i
���0�f���S=]$�(\,-�����`b5� �+�?���<bk�c#e�+/0/0�1�+�\�S����Z��:2;���onk�fs������f& �������5�<b5���

v = (pq̄) ◦ ϕz0 + φ1ψ1 + φ2ψ1 + φ2ψ1.

RUg:2��0.�(��9bk���+,-�+�5�:sU���
φ1 = p ◦ ϕz0

�������
ψ2 = q ◦ ϕz0

$^/���(��:sS!	#%$^.�(�4+��/`$
�L(���.'�f���o���0����Ã�Y � Y � s

Tφ1Tψ2
= T(pq̄)◦ϕz0

Y3�D���32W/å#dg:b5�]$l���0�f� é Ã Y �Nã ! ��n9�0�+�5�
TφTψ = Tφ1ψ1 + Tφ2ψ1

+ Tφ2ψ2
+ T(pq̄)◦ϕz0 ,2�#e�+�\�\i[)Ni�! ��(\�

TφTψ = Tv
Y �

o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹PÎ ;v´
; × = ú A ý"õO�wý�¢�Z_ü3ú�ÿV¢Yt_ý��wý~÷ A ù_ú��_ú�õ|õ0ö^þ��W�UüP�_ø�ù_ø_÷K�@�]ÿ�ULýwþ TφTψ = Tv��ÿcýwþ
p(z) = a0 +a1z

��ÿ
q(z) = b0 +b1z+b2z

2 UjúEÆ a1
�;ÿ
b2

ý:úE�]ÿm÷K� A ��ù_úE��ý;ÿ�öE�]ÿL�wý��úE�"� A õ�õO�wýWUBö�õ0ú��wý
v = a0b̄0 + a0b̄1ϕz0 + a0b̄2ϕ

2
z0

+ a1b̄0ϕz0 + a1b̄1|ϕz0 |2

+ a1b̄2ϕz0ϕ
2
z0

+ φ2ψ1 + φ1ψ1 + φ2ψ2.
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³3Ö Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

qsF úEÆ:UK÷�F ö_üP�Wtwý1õO�wý~÷X� A �xø�M A ö�ÿØþåúE��ý ¼LÌ:Q ÇWa�U ¼LÌ:Q Ç�a1��ÿHõ0öNÀ��_ú�ü3úlýwþØÿvþhúE�"Ö QÍÌ:Q�� UBúE�Óö

v = a0b̄0 + a0b̄1ϕz0 + a0b̄2ϕ
2
z0

+ a1b̄0ϕz0 + a1b̄1B(u1 ◦ ϕz0)

+ a1b̄2B(u2 ◦ ϕz0) + φ2ψ1 + φ1ψ1 + φ2ψ2

= a0b̄0 + a0b̄1ϕz0 + a0b̄2ϕ
2
z0

+ a1b̄0ϕz0 + a1b̄1(1 + log |ϕz0|2)

+ a1b̄2(2ϕz0 −
1

ϕz0
) + φ2ψ1 + φ1ψ1 + φ2ψ2.

R �N�W�;û�öE�WM A ��M A �Fýwþ{õ0ö�C�úE��ù�ÿvþhúE�¯`��wý;ÿ�H_úE�[��ø��Fý A � D ö�õ0úE�_ý��{ø_ù��wý_ý:ö^þw���;û\�@�]ÿ
a1 = 0ú A b1 = b2 = 0 Q  Íölþ|ý

a1 = 0
þ|ûDü�õ%þ?M A ��M A � φ1 = a0

��ÿ-÷kúE�{ù
φ
�wý;ÿ�öE�]ÿvþV�

öE��ö�õbZ�ÿvþ?M A � Q �<þ�� ýwþjú���úKH�ÿvþ?�[�]ÿ A �7ÿV¢ ø_úE��twûI�D÷K�Uÿ^Zwü
�SÕS�_ú��_�<�u¶"ö�õ�û�úNý Q q5�?õoö�û\�;û\�û�öE��þ?t@�W�7�;ÿS�[��þw�
`h�@�_ý:öE�]ÿFõO�_ý�����õO�wý"÷K�
p
��ÿ
q ¼ p ÷K�@`Nþu�@�]ÿFõO�Bü�ú�õcZ	���lûI�6÷K�6÷K�xv	��ø(Ö��ÿ

q
ùW�+õ A þH÷K�A÷X�xv	�_ø�ÇWazú���û�úE�]ÿ^�W��M A ��ýwþ v �wý;ÿSH_úE�[��ø��~ö�õ0úE�_ý ψ �wýwÿUöE��ö�õcZ�ÿvþuM A � Q
½ ���W�wý A û�ø[U±ýwþ

φ
U
ψ
ý:úE�]ÿp÷K� A �nª*� C�úE��ù�ÿvþhúE��ý�¢�öE�wû�úE�3þ?M A �wý(��ÿ v �_ý;ÿ A �B�&C+úE��ù¬�ÿvþåúE�ËH_úE�[��ø���ÿL��õ�õO�wý"M A � TφTψ = Tv

ö�õoúE�wý�ú A φ �wý;ÿ�öE�]ÿvþ��\öE��ö�õbZ�ÿvþ?M A �Íú A ψ �wý;ÿöE��ö�õbZ�ÿvþ?M A �[US�;ÿU÷köE��ý1õO�wý6÷K� A �xù_ölý~ú��Óö
v = φψ Q

V?��(�g+����/o�w$l�W�0,-,-g+! �|$l�W! g:2��f� /���!9�A2��������~(��+,�$�(�b5���fs{b5���j�+�\��b5���6/å#d�+�����+,~&�/0�
! �+�X�f.'g+(�$^���+��(��W! �AQ±�5�+.�/��o��M-)����t,~&'�f/0�~=]$^(�,-������b5���~�c#�$�! ,-���X.]$��W! �A! �on9�0���+��(��
! ��M+g+(\��æeÃ s�.cY Á�ÚfÁ ç�Y
Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹�Î ;h´
; Ö = þ

φ
�;ÿ
ψ

ý:úE�]ÿ~÷K� A �£ª�� C+úE��ù;ÿvþåúE��ýI¢�öE�wû�ú��3þ?M A �wýxÿL�+õ�õJ�wýsM A �
TφTψ = 0

ö�õ0úE�_ý(��ø_ù��_ý_ý:ö^þ��W�;ûI�[�]ÿ
φ = 0

ú A ψ = 0 Q
d5e�fhgji
f�kc�6#�$^.�(�4+�L/`$D(��+,�$^(�bk���U.�(�g+2�g:! �+�5���fs

φψ = 0
����(
D
s�,�$^���p2;�f,-,��

φ
�;�
ψ���f�5�S=]$^(�,-������b5���+�?����(

D
$^/0�f(\�D$^��,��f�0���S/å#d�����1! �+�?! �+�98xu����32;���0�f� �?�+�\�?�t��/0/0�fY

�
I�/'uv$��9�B&����+�7.�(�g+2������+(Bbk���D/��D.�(���&�/0g+,-�X! �+�U!9�0n9�0���+��(\�U! �DM+g+(��~.'����(K/0�+�B��.'g+(_$Ni

���+��(\��! ��Q±�5�+.�/��o��M�! g�a3� ��������(X/h#e�+��.]$�2��-! ��EH�+(�r�,�$^�P�+�\���+�32���(��-)������UZ��f��(\��� �
.�(���&�/04+,-�B��� nk�+(\�:YfTD�A�_$��o�L(\g+.'�f�3!9(��U!3$����L! �+�L2:$^�Õ.]$�(}����2���/0����(��p2���,-,-�K/��B,-���5��(��
/0�B2���(���/�/`$^��(\�U2��íi�! �+�������Õ���A2���,-,-�H�������L$�/0/0�f���jnk����(j.�/0���j�w$^(�!6b5�]$���!6/��+�m�\�9,~&'��/0�+�
���f�5�m!9�+�ju����32;���0�����Õb5�3$����0=��f,��fr�4+���+�:Y���$��0�m!	#e��� �H,�$^����4+(\�Hr�g+��g+(_$^/0�fslg��w$^�5�m! ������g
! �+�98PQHi�u��f�32w���0�f���

φ
���
ψ
���+/0/��+��b5���

TφTψ = 0
s�(��0�+�P�c#�$lê�(\,-��b5���

φ
�+�\�W�t��/0/��

�f�
ψ
�����?�t��/0/0�fY'RUg:2��+,-,��+�5�<!3$����6æ �lÄ ç�s?ï@K� ï2����lnt�`ð�(���r5$^(�! �1/0�1.�(��t! ���o� TφTψ = 0b5�]$^�3!
φ
�+�\�A�����zu����32;���0����b5���+/�2��f��b5���x!3$����

L∞(D)
���
ψ(z) = zj − z̄l

sj�;�A��/
,-���5��(\�1b5���

φ
�+�\�?��g+2��+���w$^�0(��+,-���5�<�5��/�/0�fY

V?� �"$�� ��(��Wnk�+(\��������! ��@K��(���/�/`$^��(\�"Ã Y � Y Ç �����S/`$A�����0n�$^�5����æeÃ s .cY Á�ÚkÁ ç�Y
Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹�Î ;h´
; � = þ

φ
U
ψ
��ÿ
v
ý:úE�3ÿ<÷X�wýÎª*� C�úE��ù�ÿvþhúE��ýµ¢ öE�;û�úE�3þuM A �wý6ÿL�+õ�õJ�wý¯M A �

TφTψ = TφTv
��ÿ
φ
��úE��þå÷K�@�]ÿØþ?M A �wûI�@�]ÿ¹� A õ|õO�Aö�õ0ú��wý

ψ = v Q
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�

d5e�fhg�i
fÏkXO5�
TφTψ = TφTv

$^/0�f(\�
TφTψ−v = 0

���~! ���32�sj!	#%$^.�(�4+�"/��z@K��(���/0/|$^��(\�
Ã�Y � Y Ç s

ψ − v = 0
�hYe�fY

ψ = v
Y �TD��(�$�.�.'�+/0/0�Pb5��������(�/h#e�+��.]$�2��P! ��>D$�(�!9�

H2(T)
sF/0�+�7���+��/��7��.'g+(_$l���+��(\�x! �

Q±�t�+.�/0�o��M���! �+,-.'�����+�k���"�����5�1/å#d�f.'g+(�$^���+��(1�t��/L���"/å#d��.{g�(_$l���+��(1��! �+�5���o��gfYJGj$z,-q+,��
���o���]$l���0�����+�\�<�+�32���(���n9(_$^���1.'����(?/��+�?�f.'g+(�$^���+��(��D! �"Q±�5�+.�/��o��M6)��\�9,~&'��/��1=]$^(�,-�^i
���`b5� �1����(S/h#d�+��.3$�2��1! �6EF�+(�r�,�$^�

L2
a(D)

Y
Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹PÎ ;v´
;h´tÙr= þ

φ
�_ý;ÿ A �B�¯ª*� C+úE�{ù�ÿvþåúE�1¢�öE�wû�úE��þ?M A �Xÿx�+õ�õO��M A �WõGF ú�ü3ø@��ö�ÿL� A �÷K�-ª'ú���ü�õ�þØÿ�«

Tφ
ý:ú^þ�ÿFþå÷K�;û<ü3ú�ÿL�[�]ÿUö�õ0úE�_ý

φ = 0
ú A φ = 11 Qd5e�fhg�i
f¿kUOt�

T 2
φ = Tφ

$^/���(��
T 2
φ − Tφ = Tφ

(
Tφ − I

)
= 0

Yc@H�f,-,��~/h#e��! �+�5���0��g
I! �

L2
a(D)

�c#d�+�\�6$^� ��(��-b5����/h#e��.'g+(_$l���+� (
T11

! ���\�9,~&'��/���/`$zu����32;���0���Ób5���Õn�$^� �
1
Y

�D�������
T 2
φ = Tφ

��,�.�/���b5���6b5���
TφTφ−11 = 0

Y'I�/cn9�0�+�5�D! ���326!	#%$�. (�4+�</0�A@K��(���/0/|$^��(\�
Ã�Y � Y Ç b5���

φ = 0
�f�

φ = 11
Y �

¤I�W� �´�"!,#*%('&),+1#�. /1)¦¥l§¯),��¨���'&©��\+1%5.��	�1§µê §µ÷��,61),.
�p�l�5$��5�pb5���U/`$Wb5���+�\���0����b5�]$^�3!A/��U.�(��t! ���o�H! �S! ���98���.'g+(_$l���+��(\�F! �SQ±�5�+.�/��o��M<)

���t,~&'�f/0�?=]$^(�,-������b5���?�+�\�H������.'g+(_$l������(K! �?Q±�t�+.�/0�o��MD$�g���g?(�g+����/0���X$+nk�:2Ug+/0g+r5$^�32��
�+��.]$^(\���0�S.]$�(p�D= �+(��-��� ï@H� ï2��f�Nn9��ð?!3$^���DædÃ�ç]. �����F.]$^(p�D=���(���!3$����<æ � ç�sf�������H$:nf�f���
������r�gA)�(��+rk$^(�! �+(</`$�,-q+,-�"b5���+�\���0����,�$^�0�<.'�f��(?�����~$�� ��(��62�/`$^�����6! �"�\�9,~&'��/0�+�:Y
Ot��(W2����\���"nk�f�0�~�;��!3$^���X������(_$+nf$^�0/j�+�P2���/�/`$�&'��(_$l���0���*$+nk�:2ACÕ/��0MN$^&'����=*O5��(\�f�����6���
GJ�Nn�$*��$���$^(��`$��\�ñæ Á Ã�ç�sm���f� �-�������-���f,�,-�+���0�5��g+(\�+����g+��)�/h#dg����3! ��! ��.�(��t! ���0��! �
! �+�98x�f.'g+(�$^���+��(��?! �"QJ�t�+.�/0�o��M6)Aº�À±ÌnýL­ ¼ ¹"p	¯J¸]ºN²V~J­{ÌÍ­]Ë<� ªc¹{Y
8 ·�9 ªj²`«l²|­{ª�Î ;|ÉB;v´�� ú A ý�÷^þ���úE��ý¯M A F A �B�$C+úE�{ù�ÿvþåúE� f �wý;ÿ¸M A öNýwþw¢�ú^û�úWv�t@����÷K��÷X�¬�v	�_ø

p ∈ Z ý
F þvõ*����þ|ý;ÿL� A �B��C�úE��ù�ÿvþhúE�"��ök÷^þåö�õO� φ ÿL��õ�õO��M A �Uü3ú A �1ÿ�ú A ÿ z = reiθ ∈ D

f(reiθ) = eipθφ(r).

= þ A �B��ÿx�+õ�õO�$C�úE��ù�ÿvþhúE�
f
�_ý;ÿ?õO�~ý�Z�ûIH_ú�õO��÷�F A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�nª'ú���ü�õ�þØÿw«�ö�õ0úE�_ý7��ú A ý÷^þ���úE��ý7M A �6õGF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �A÷X�-ª'ú���ü�õ�þØÿw«

Tf
�wý;ÿSM A ölý_þw¢�ú^û�úWv�t@�B�~÷K�A÷X�xv	��ø

p QR<$^.�.'�+/0/������<b5�c#e� ���1u|�f�32;�������
φ
�+�\�<!9�0����(_$�! �|$^/0�1���c.'����(U����� �

z ∈ D

φ(z) = φ(|z|).
�W$^���K����� ���D/`$"�����o���D���f� �S$������0,-�0/��+(\�f���B/0�+�Bu����32;���������B(_$�! �|$^/0�+�S!�$����

L1(D, dA)
)

! �+�?u����32;���������<!3$^���
L1([0, 1], rdr)

Y
�j����(�b5� �f�K(��+rk$�(�! �+(A�����7���+/�/0�x2�/`$^�����x! �z�\�9,~&'��/����{ä�Ot�f�o� R /h#e�+�����+,6&�/��x! �+�

u��f�32w���0�f���X! �~2:$�(\(�g6�0�5��g�rf(�$�&�/0�6����(
[0, 1]

.]$^(D(�$�. .'�f(\�W)-/|$-,-�+����(��
rdr

Y�@K��,-,-�
!	#e������.]$^(\�7/0�+�7.'�f/o�9�Y��,-�+�7�+�

(z, z̄)
�����5�z! �+�����+�z!3$^���

L2(D, dA)
���x!	#%$��9��(��
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L2
a(D)

.]$^(\�1.'�f��(1! �+�98Í�+�5������(��
k1 6= k2

s
eik1θR �����1�f(}��=���rf���]$^/���)

eik2θR s	��/Õn9�0�+�5�1/|$
! g:2���,-.'�����o���0���������0n�$^�5���1! �

L2(D, dA)
)A�_$+nk���0(1á

L2(D, dA) =
⊕

k∈Z
eikθR.

�D�0�����	����� ����u��f�32w���0�f�
f ∈ L2(D, dA)

$�! ,-���?/`$�! g+2��f,�.'�f���o���0�f�������onf$^�5���-á

f(reiθ) =
+∞∑

k=−∞
eikθfk(r), fk ∈ R.

�<��.�/����z���
f ∈ L∞(D, dA) ⊂ L2(D, dA)

$^/���(��z.'����(������ �
r ∈ [0, 1)

���
����� �

k ∈ Z s�����$

|fk(r)| =
1

2


∫ 2π

0

f(reiθ)e−ikθ dθ
 ≤ sup

z∈D
|f(z)|,

���<!9�f�32X����� ���+�S/0�+�?u|�f�32w���0�f���
fk

�����5�S&{��(�� g+�+�?����(
D
Y

��q+,������?2���r��+��(���! ��! g:2���,-.'�f���o���0�����c#%$Í.3$���/0�0�+��.'�f��(
L1(D, dA)

sÕ���f� �
�+��.'g+(������<b5� ��/���uv$^�o�<!	#�$+nk���0(?! �+�S(�g+����/o�w$l���S����(S/0��.�(��t! ���o�<!	#e��.'g+(_$l���+��(\�<! �1Q±�5�;i
.�/0�0��M�)z�\�9,6&'�f/0��bk�]$����0=���,-�fr�4+���fs	���f� �1.'�+(�,-���\��(�$x! �-! ��(\�-.�/0���1����(�2��+�98*! ���5�
/0�+�?�\�9,6&'�f/0�+�?�����5�?! �+�?u|�f�32w���0�f���?&'�N$^�32�����.�.�/0���?r�g+��g+(�$�/0�+�:Y

Gc�+�-���:2�=����`bk���+��� ����/0�0��g��+�7!3$�����æ Á Ã�çåsF2���,-,-�����f���7$�/0/0�f����/0��nk����(+sF! �o��g�(��+�5�
2���,-.�/04����+,-�+�k�?! ��2��+/0/0�+�?! �-æeÃ^çc���1æ � ç	.����0��b5����/`$A! g:2;�f,-.'�����0���0�f��! �x�\�9,~&'��/0�����
���f,-,��6! �~! �+�t8�u����32;���0������$^�]$�/o�t���`bk���+��$^.�.]$^(\�����]$��k��)-/h#e�+��.]$�2��~! �AEH/0�t2_=��c#e�+�\�
.�/0���Sn�$�/`$�& /��"!3$^���?������(��12:$^�<2:$�(S/0�1�\�9,6&{��/0�"b5� �1�������?(��+rk$^(�! �����?�c#e�+�\�?.�(\�+��b5���
Z\$^,�$^���?=]$^(�,-������b5���fY{@H�+�?���:2_=�����b5���+�<2����������\�����5�X)�� ����/0�0���+(?/|$ ¼ ¸*«N¬N¸]ª±º�üå­'¬^ÌÍ¸��
«l²|­�ª�®±¹ � ¹ ¼v¼ ²Øª����m/|$ ¼ ¸z°f­{ª'Ô'­ ¼ ¯c«l²|­�ª�®±¹ � ¹ ¼Ø¼ ²Øª�!3$^���m/å#dg����3! �B! �+�m�f.'g+(�$^���+��(��
! ��Q±�t��.�/��o��MfY�Gp#e��! g+�1!	#d� ���0/0�����+(S2��+�?! �+�98z�������0�f� �?!3$^���S/`$~��=�g+�f(\�0�1! �+�U�f.'g+(�$^���+��(��
! �1Q±�5�+.�/��o��M1�+�\�<!����") ï@K� ï2����lnt�`ðW���DR?$^��!3$^���6æ �:Ç ç�Y

Ot���o�
p ∈ N s φ ��� �"QHi�u����32;���0�f��(_$�! �`$�/0�����?(��+rk$^(�! �����?/0�+�S��,�$�r��+�S.]$�(U/å#d�f.'g+(�$li

���+��(j! �KQ±�5�+.�/��o��M
Te−ipθφ

! �F�������j/0�+�mg+/0g+,-�+�5���
zn é n ∈ N ã ! �H/`$?&3$����H��(\��=���r��f�]$^/0�! �

L2
a(D)

á

Te−ipθφ(ξn)(z) =

∫

D

e−ipθφ(w)wn

(1− zw̄)2
dA(w)

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

φ(r)rnei(n−p)θ
+∞∑

k=0

(k + 1)rke−ikθzk rdr
dθ

π

=

∫ 1

0

φ(r)
+∞∑

k=0

∫ 2π

0

ei(n−p−k)θ dθ

π
rn+kzk rdr.
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TD(<���
n ≤ p− 1

$^/0�f(\�D�0/J��,�.'�f�����0&�/��6!	#�$+nk���0(
n = k + p

$+nk�:2
k ≥ 0

Y'�m$�(<2����5��(\�
���
n ≥ p

$^/���(��S��/	�;8 �0�����W���f��Z[�f� (��S���
k ≥ 0

���+/cb5���
n = k + p

Y3�Õ$^(<$^��/0/0�+��(��
∫ 2π

0

ei(n−p−k)θ dθ

π
=

{
0

���
k + p 6= n,

2
���
k + p = n.

�D���32

Te−ipθφ(ξn)(z) =





0
���
n ≤ p− 1,

2(n− p+ 1)

∫ 1

0

φ(r)r2n−p+1 drzn−p
���
n ≥ p.

�D��/`$A,-q+,-�W,�$^���04+(��fs�����,-���5��(���b5����.'����(U����� �?�+�5�����+(
n ≥ 0

Teipθφ(ξn)(z) = 2(n+ p+ 1)

∫ 1

0

φ(r)r2n+p+1 drzn+p.

TD��! g�a3� �0�?/`$~��(�$�� ��u|�f(\,�$^��������! �"���+/0/��0��!	#d�����"$�.�.�/0��2:$l���0�f�
φ
.]$�(

φ̂(z) =

∫ +∞

0

φ(r)rz−1 dr.

�W$^����������(\�x2:$^�Nsj���f���~��(�$��o�������A/�����u����32;����������(�$�! �`$^/����-! g�a3���0�+������(
D

���-!9�f�32
���f���Õ/��+�L2��������`! g�(������L�t��/0/��+�Õ����(Õ/h#e�0�5����(\n�$�/0/0�

[1,+∞)
Y^�D�������9���

φ
�+�\�L�����Bu|�f�32;�������

(_$�!9�|$^/0�"!3$����
L1([0, 1], rdr)

$^/���(��

φ̂(z) =

∫ 1

0

φ(z)rz−1 dr.

I�/?������2�/`$��0(�b5� ��.'�f��(-������u����32;���0����(�$�!9�|$^/0�
φ ∈ L1([0, 1], rdr)

sL/å#%$�. .�/���2:$Ni
���0�f�

z 7→ φ̂(z)
�+�\�D&'��(���g+�"����(</0�6! �+,-�íi�.�/|$^� {z : <z ≥ 2} �;�W$��]$^/o�t����b5���"����(</0�! �+,-�íi�. /|$^� {z : <z > 2} Y

�j����(
z ∈ {z : <z ≥ 2} s�/`$zb5�]$^�5���0��g ∫ 1

0

φ(r)rz−1 dr
�+�\�"$�.�.'�+/0g+��/0�-2��5��êAi

2����+�k�U! �W���+/0/��0�x!9�
φ
!	#e�0�3! ��2��

z
���K����(_$1������g+�X! �f(\g+�]$+n�$��5�K.]$�(

φ̂(z)
Y9CL�7(\�+����,-g

���f���<$:nf�f���S/0��/��+,�,-�1! �12:$^/�2���/J�����on�$��k�<b5�����������?� ���0/0�0���+(\�f���S����� nk���5�NY
mF¹ Ì*ÌÍ¹PÎ ;|ÉB;`É·= þ

p
�wý;ÿ A �®�@�]ÿvþ?�[�6ü�úlýwþØÿvþ C���ÿ φ A �B�Ãª�� C+úE��ù;ÿvþåúE�Å�_ök÷lþåö�õO��ö�õ0úE�_ý

ü3ú A �1ÿ�ú A ÿ$�@�]ÿvþu�@� n ∈ N UKúE�*ö1�
Teipθφ(ξn)(z) = 2(n+ p+ 1)φ̂(2n+ p+ 2)zn+p,

��ÿ
Te−ipθφ(ξn)(z) =

{
0

ýwþ
n < p

2(n− p+ 1)φ̂(2n− p+ 2)zn−p
ýwþ
n ≥ p

te
l-0

00
11

95
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ar
 2

00
6



î'É Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹�Î ;|ÉB; Î·TJö?û�ö�ÿ^�wþåù��U÷�F A ��ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A �B÷X�(ª'ú���ü�õ�þØÿw«$M A ölýwþÍ¢�ú^û�úWv�t@�B�B÷köE� ý
õ0ö"H_öNý��7úE��ÿ�¢�úE��úE�wû�ø��z÷K�

L2
a(D)
U��_ý;ÿ A �B�-û�ö^ÿ^�wþåù��z÷kú��]ÿDõJ�wý7ø+õ0ø;û\�@�]ÿØý~ý:úE�]ÿ,� A õ%ýý:ö A CBý A � A �B�W÷^þåö�v5ú���ö�õO� Q ÀSö������:�;û<ü�õO�[Ucýwþ p ∈ N Ucýwþ φ A �B�Nª*� C+ú���ù�ÿvþåú��-��ök÷^þhö�õO�(��ÿýwþ

A = (aij)
�wý;ÿpõ0öAû�ö�ÿ^�wþåù��6÷X�

Teipθφ
÷kö���ý�õoöIH_ölý��"ú���ÿV¢ úE��úE�wû�ø��

(
√
k + 1zk)k≥0ö�õ0úE�_ý

aij =

{
0

ýwþ
i− j 6= p

2
√
j + 1(j + p+ 1)φ̂(2j + p+ 2)

ýwþ
i− j = p

Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª�Î ;`ÉB;0Ñ = ú^þ?�@�3ÿ
φ A ���-ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE�"��ök÷^þåö�õO����ÿ p ∈ N Q �XõoúE�wý¼ þba Teipθφ

�wý;ÿSH_úE�[��øWýwþ{��ÿLý�� A õJ�;ûI�@�3ÿpýwþ
sup
k≥0
|2
√
k + 1(k + p+ 1)φ̂(2k + p+ 2)| < +∞.

¼ þ|þca Teipθφ
�_ý;ÿUù_ú^û<ü3ökù�ÿLýwþ{��ÿLý�� A õO�;ûI�@�3ÿpýwþ

lim
k→+∞

|2
√
k + 1(k + p+ 1)φ̂(2k + p+ 2)| = 0.

d5e�fhgji
fØkÕ�?���������B.]$^(
λk = 2

√
k + 1(k+ p+ 1)φ̂(2k+ p+ 2)

Y9Gc�D.'�f�0�5� é � ã �+�\���(\�0n9�`$^/Õ.�������b5� �
sup
k
|λk|

�c#d�+���"$^� ��(\�-bk����/`$7���f(\,-�-! �A/h#e��.{g�(_$l���+��(
Teipθφ

Yc�j����(
/0� é �0� ã sk��� Teipθφ �+�\�K2��f,-.3$�2;�H���K2���,-,-�?/`$1�����o���

(
√
k + 1zk)k≥0

���+�3!-uv$��0&�/0�+,-�+�k�
nk�+(\�

0
b5�]$^�3!

k → +∞ $�/0��(��
‖Teipθφ(

√
k + 1zk)‖2 → 0

b5�]$���!
k → +∞,

�hYe�fY
lim

k→+∞
|λk| = 0.

RUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�Nsc2���������! g+(\�f���1/h#e��.'g+(_$l���+��(1! �|$^rf���]$^/F! ��(_$^��rxa3���
Tn

! g�a3� �
����(

L2
a(D)

.]$^(
Tn(
√
k + 1zk) =

{
λkz

k+p ���
k ≤ n

0
���
k > n.I�/	n9�0�+�5�?b5���

‖
(
Tn − Teipθφ

)
(
√
k + 1zk)‖2 ≤ sup

k>n
|λk|.

TD(:s
lim

n→+∞
sup
k>n
|λk| = 0

2:$^(U.]$�(U=5�t.'����= 4+���
lim

k→+∞
|λk| = 0

Y3�6#e��â�/`$~�����0���1!	#e��.'g;i
(_$l���+��(\��2���,-.]$�2;���

(Tn)
2����5nk��(�rf�zu|�f(}���+,-���5�Anf�+(��

Teipθφ
����! �f�32

Teipθφ
�+�\��/0���

,-q+,-��2���,-.]$�2;�NY �Gc�S��=�g+��(�4+,��<�����onf$^�5�Xæ Á�Ç sf.cY �:ÚfÁ çms5b5���?�������B$:nf�f���H2_=����0���'! �?(_$�. .'�+/��+(+s5�������
.'�+(�,-�;����(�$�!9�1! g:! ���0(��"bk���1/`$6��(_$^����u���(�,�$l���0����! �6���+/0/0���������S�0��Z[�:2;���0nf�fY

te
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»7~ · ­'¬�� ÌP¹PÎ ;|ÉB; ³ = úlþØÿ
φ A �B�æC�úE��ù�ÿvþhúE� öE��ö�õcZ�ÿvþuM A �ìH_úE�[��ø��Ïý A � õO� ÷K�;û~þV�

ü�õ0öE� {z ∈ C : <z > 0} Q = þ φ �wý;ÿ5� A õ�õJ��ý A � A �B��ý A þØÿL�Í÷K�-ü3ú^þ��3ÿØýP÷^þ|ý;ÿvþw��ù�ÿØý
z1, z2, . . . ,

`�ø@�wþÄ]Kö��]ÿ
¼ ÇWa inf |zn| > 0 ù
¼ Ö�a ∑

n≥1

<(
1

zn
) =∞ ù

ö�õ0úE�_ý
φ
�wý;ÿpþå÷K�@�]ÿØþ?M A �wûI�@�]ÿ¹� A õ�õJ��ý A � {z ∈ C : <z > 0} Q

Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹PÎ ;`ÉB;`îr= ú^þØÿ
(nk)k≥0 A �B�Lý A þ�ÿL�U÷�F �@�3ÿvþ?�@�_ý	ü3úNýwþØÿvþÄC�ýLý A ü3ø@�wþ?� A �_ýBú A øxv5ö�õO�_ý±¯Ö1`�ø[�;þ ]KöE�]ÿHõ0özù_úE�{÷^þØÿvþhúE�

∑

k≥0

1

nk
= +∞.

= þ
φ ∈ L1([0, 1], rdr)

�_ý;ÿWÿL�+õ�õJ�sM A � φ̂(nk) = 0
ü�ú A �zÿ�ú A ÿ k ≥ 0

U1ö�õoúE�wý
φ
�wý;ÿ� A õ�õJ� Q

d5e�fhg�i
f k-Ot�
φ̂(nk) =

∫ 1

0

φ(r)rnk−1 rdr = 0
.'����(z���f� �

k
$�/0�f(\�:sU!	#%$�.�(\4+�x/��

��=�g+��(�4+,-�1.�(\g:2�g:! �+�5�:s
φ̂(z) = 0

.'����(?���f�9�
z ∈ {z ∈ C : <z > 2} ���D! ���32 φ �+�\�

�t��/�/0�fY
�

G±$?b5�������������6b5���F�������±���f���±����,-,-�+�±.'����g��m!3$^���Kæ Á Ã�ç5�+�\�j/`$S�����on�$��5���Dá^yD���+/0/0�+�
�����5�x/0�+�x2����3! �0���������x��g:2��+���_$^��(\�+�x���z��� ê-�_$��k���+�z.'�f��(xbk����/���.�(��t! ���o��! �P! �+�98
�f.'g+(�$^���+��(��F! �?Q±�5�+.�/0�0��MD)X�\�9,~&'��/0�?b5�]$^����=���,-��rf4����?�����0�p�+�32���(��S���-��.'g+(_$l������(F! �
Q±�t�+.�/0�o��M1���S�+�\�\i�2���.'�������0&�/0�"!	#e�;89.�/���2��o���+(S/0�1�\�9,6&'�f/0�1! ��/å#d�f.'g�(_$l���+��(S.�(��t! ���o��ä

�j����(Õ(\g+.'�f��! (��S)X2��;�����Ub5� �+�����0�f�A��/9uv$^/0/|$^�o�L����� �L!	#�$^&'�f(�!~.]$������+(Õ.]$^(Õ�����Bg��_$�.'�
2�/�g�bk�����+�\�S! �W! g����+(\,-�0���+(B/|$6�]$l��� (��W! �x�\�9,~&'��/0��! �z.�(\�9! ���o�Sb5�]$���!x2��:2����+�\�U���
�f.'g+(�$^���+��("! ��QJ�t�+.�/0�o��MfY±�L/0���".�(\g:2��0���+,-�+�5�"�����}i���/L��g:2��+���_$��0(���b5���-/0�-���t,~&'��/���! �
/å#d�f.'g+(�$^���+��(?.�(\�9! ���o�?�����o�?/0���±$��������c��� �1u����32;���0����b5�]$^���0=��f,-��r�4+���jä6CÕ�S���J2�#e�+�\�S/��
2:$��?b5����/	�+�\�?������!9�+rf(\gjä1G±$~(\g+.'�f�������+�\�<$lê�(\,�$l���onk�W���S(��+.'����������(U/|$6������������! �
/|$�¬N¸3®m²|¸ ¼ ²�º+¸ «l²�­{ª é nf�f�0(1æeÃ Á ç ã YOt�f�o�

φ
�����6u|�f�32;�����������5��g+r�(_$^&�/��6��� (

D
Y�TD��! g;a3���0�X/`$�(�$�! �`$^/��0�_$^���0�f�P! �

φ
s]���

�f���������
rad(φ)

s�.]$^(

rad(φ)(z) =
1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθz) dθ. é Ã Y%Ã ã

GF#d���k��g+r�(_$^/����w8 ���\���������+�\�Wa3���0��.�(����_bk����.]$^(\����� �12:$^(
φ ∈ L1(D, dA)

Y	I�/L!9g:2��f��/0�
! ��(\�:2;���+,��+�5�X!9�62��������6! g�a3� �0��������b5�c#e�����"u|�f�32w���0�f�

φ
�+�\�<(_$�! �`$�/0�"���J���<������/���,-�+�5�

���
φ = rad(φ)

Y
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î�Ñ Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

mF¹9ÌÓÌÍ¹�Î ;`ÉB; ×ÔÀSú A �1ÿ�ú A ÿx�-ª*� C+ú���ù�ÿvþåú�� φ ��ÿFÿ�ú A ý5�@�]ÿvþu�@�wýKü3úlýwþØÿØþÄC�ý j �;ÿ k UBú��Óö

〈Trad(φ)z
k, zj〉 =

{
〈Tφzk, zk〉

ýwþ
k = j

0
ýwþ
k 6= j

d5e�fhgji
flkp�±�f��(U���f� �S�+�5���0�+(��S.'�f���o���0u��
k
���
j

〈Trad(φ)z
k, zj〉 =

∫

D

1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθw) dθwkw̄j dA(w)

=
1

2π

∫ 2π

0

∫

D
φ(eiθw)wkw̄j dθ dA(w).

CL���;���:2;���]$^�5�?/��12_=]$^��r��+,-�+�5�<! �Wn�$^(��`$�& /��+�
z = eiθw

s��f����& ���0�+�5�

〈Trad(φ)z
k, zj〉 =

1

2π

(∫ 2π

0

ei(k−j)θ dθ
)∫

D
φ(z)zkz̄j dA(z)

=
1

2π

(∫ 2π

0

ei(k−j)θ dθ
)
〈Tφzk, zj〉

=

{
〈Tφzk, zk〉

���
k = j

0
���
k 6= j

�@H��/��+,�,-���+�\�1�+�����+�5���0�+/p!3$^���1/|$z. (��+� nk�-! �P��=�g+��(�4+,��-�����on�$��5�"bk���L.'�+(�,-�;�Ns
)�.]$^(\���0(�!9�+�-��,�$^r��+��! �+�-g+/�g�,-�+�5���-! ��/|$�&]$^�����f(}��=���rf���]$�/0��! �

L2
a(D)

.]$�(����
�f.'g�(_$^���+��(U! �WQ±�5�+.�/0�0��Mfs ! �W! g����+(\,-�0���+(B����2���!9�+(����0�+(B�+�\�Sbk�]$����0=��f,��fr�4+���1$^�3b5����/
2:$^�<! �������+(S������! �+rf(\g"bk�]$����0=���,-�fr�4+���fY
»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹�Î ;`ÉB; Ö � �B��C+úE�{ù�ÿvþåúE�

f
�_ý;ÿµM A ölýwþÍ¢�ú^û�ú�v�t@�B��÷K��÷K�xv	��ø

p ∈ Z ýwþ���ÿ
ý�� A õJ�;ûI�@�3ÿDýwþpü�ú A �7ÿ�ú A ÿµ�@�3ÿvþ?�@� n ∈ N þØõS����þ|ý;ÿx� A ����ù_úE� ý;ÿ�öE�]ÿL�

λn
U1÷fø�ü
�@��÷föE�]ÿ

ý�� A õJ�;ûI�@�3ÿU÷K� f UpÿL�+õ�õO�7M A �

Tf (ξn)(z) =

{
0

ýwþ
n < sup(−p, 0)

λnz
n+p ýwþ

n ≥ sup(−p, 0)
é Ã YeÅ ã

d5e�fhgji
f"kjI�/'�+�\�U2�/`$^��(+s9!	#�$^.�(�4+�H/��XGc�+,�,-�XÃ Y Á Y Á stb5���D���
f
�+�\�Ub5�3$����0=��f,��fr�4+���X! �

! �+r�(�g
p
$^/0�f(\�?/h#eg:b5�]$l���0��� é Ã�YdÅ ã �+�\�Un9(_$^�0�fYRUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�Ns�����.�.'�����f���?b5����/å#dg:b5�]$l���0�f� é Ã YeÅ ã �+�\�Snt(_$^���fs ��/�n9�0�+�5�<b5���-á

Ot�
p ≥ 0

$^/���(��S.'�f��(U���f�9�<2�����.�/��1!	#e�+�k���0�+(��
(m,n) ∈ N× N s�����$xá

〈Tz̄pfzn, zm〉 = 〈fzn, zm+p〉 =





0
���
n 6= m

λm
m+ p+ 1

���
n = m
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���?���
p < 0

$�/0��(��?.'����(U����� �<2;�f��.�/0�"!	#d�+�5���0�+(\�
(m,n) ∈ N× N s �f��$zá

〈Tz−pfzn, zm〉 = 〈fzn−p, zm〉 =





0
���
n 6= m

λm−p
m+ 1

���
n = m.

�D�������hs����c����! g�a3���o�?�����1u|�f�32w���0�f�
φ
!	#dq���(\�

φ =

{
z̄pf

���
p ≥ 0

z−pf
���
p < 0

$�/0�f(\�:s3!	#�$^.�(�4+�S/0�"Gc�+,�,-�1Ã Y Á Y Ä s��0/	n9�0�+�5�<bk����.'�f��(U���f���S�+�5������(��
m,n ≥ 0

〈Trad(φ)z
n, zm〉 = 〈Tφzn, zm〉,

����! �f�32
Trad(φ) = Tφ

Y	�6#e��â
rad(φ) = φ

�hYe�fY
φ
�+�\�W(_$�! �`$�/0�fYcTD(:s'.]$�(X! g�a3���o���0�f�

,-q+,-�1! ��/`$Au|�f�32;�������
φ
s�2��:2��c�0,-.�/0�`bk���"b5���

f
�+�\�<b5�3$����0=��f,��fr�4+���"! �1! �+r�(�g

p
Y
�TD�Í! g:! ���o�"! ��2��~��=�g+��(�4+,���b5�������m/��A.�(��t! ���o�"! ��! �+�98���.'g+(_$l���+��(\�1! �-QJ�t�;i

.�/��o��M�b5�]$^����=���,-��rf4����+�x�����7/����<,-q+,-����� ��.'g+(_$l������(z! ��Q±�t�+. /��o��MP$�/0�f(\�z�0/D���+(_$
b5�]$����0=���,-�fr�4+���"! �1! �+r�(�g�/`$A���f,�,-�1! ���<! �+r�(�g��<! �+�?! �+�98x.�(���,-����(��:Y
Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹PÎ ;`ÉB; � = ú^þ?�@�]ÿ

f
�;ÿ
g
÷X� A �4ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE��ý7M A ölýwþÍ¢�ú^û�úWv�t@�B�wý6÷K��÷X�xv	�_ø_ý���wý�üY�_ù�ÿvþ�`h�;û\�@�]ÿ

p
��ÿ
s Q = F þvõ*����þ|ý;ÿL� A ����ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE� h ÿx�+õ�õO��M A � TfTg = Th

ö�õ0úE�_ý��ø_ù��wý_ý:ö^þw���wûI�@�]ÿ
h
�wý;ÿ$M A ölýwþÍ¢�ú^û�ú�v�t@�B�~÷K�A÷X�xv	��ø

p+ s Qd5e�fhg�i
fnkmOt�f�0�+�5�
φ
�;�
ψ
! ���98�QKi�u����32;���������K(_$�! �`$�/0�+�H���+/0/��+�Kb5���

f = eipθφ
���
g =

eisθψ
Y
Ð1¬N¹9ÌÓ²|¹t¬W°�¸]º��9�6#%$�.�(\4+�m/0�BGc�+,-,-�KÃ Y Á Y Á sl���

p
���
s
�����5�Õ! �+�986���5���0�+(��j.'�f���o���0u��

$�/0�f(\�?.'����(U����� �
n ∈ N

TeipθφTeisθψ(ξn)(z) = λnz
n+p+s,

�fâ
λn = 2(n + p + s + 1)φ̂(2n + p + 2s + 2)2(n + s + 1)ψ̂(2n + s + 2)

Y'��$��0�
���
TeipθφTeisθψ = Th

$�/0��(���.{����(-����� �
n ∈ N �f��$

TeipθφTeisθψ(ξn) = Th(ξ
n)2�#e�+�\�\i[)Ni�! ��(\�

Th(ξ
n)(z) = λnz

n+p+s, ∀n ∈ N,���<! ���32�s3!	#�$^.�(�4+�S/0�1QU=�g+��(�4+,��"Ã Y Á Y Ç s
h
�+�\�<b5�]$^����= �f,-��r�4+���"! �1! �+r�(�g

p+ s
Y8z¹ ¯jõJ²��9ÌÍ¹�°f¸3º��J��$^���k���+�]$^�5�Ns����

p
�+�\�?.'�����o���0um�;�

s
�+�\�?��g+rk$^����uÕ$^/���(��?.'����(

���f�9�
n ∈ N

TeipθφTeisθψ(ξn)(z) =

{
0

���
n < −s = sup(−s, 0)

λnz
n+p+s ���

n ≥ −s,
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L2
a(D)

! ���32~���
TeipθφTeisθψ = Th

$�/0��(��:s�!	#�$^.�(\4+�W/0�AQU=�g+��(�4+,���Ã Y Á Y Ç s
h
�+�\��b5�3$����0=��f,���i

rf4����"! �1!9�+rf(\g
p+ s

Y
»K¬N­{²�ºN²w� ÌÍ¹6°�¸]º���Ot�

p
���
s
���f�5�c�������J/��+�±! �+�98���g+rk$l���0u��±���±���

TeipθφTeisθψ = Th$�/0��(��:s�.]$^(S.]$^���w$^r��6)~/å#%$�!�Z[�f�0�5�:s3����$^��(_$
Te−isθψTe−ipθψ = Th̄,�fâ�2����\����u����0�\i�2�� −p ��� −s �����5�~.'�����o����u��6���A! ���32�sm!	#%$�. (�4+�~/0��.�(��+,-�0�+(~2:$^�6.�(�g;i

2�4:! �+�5�:s
h̄
���+(_$������<u|�f�32;�������7b5�]$^���0=���,-��rf4+���D! �D! �+r�(�g −p− s 2��Db5���]g:b5���on�$�/0�+�5�)�! �0(��1bk���
h
�+�\�<bk�]$����0=��f,��fr�4+���"! �1! ��rf(\g

p+ s
Y

Ot�
p
�+�\����g+r5$l���0uW�������

s
�+�\��.'�f���o���0u1$�/0�f(\�:sF.]$^(�.]$����_$^rf��)Í/h#�$�!�Z[�����5�:sF�������

(_$^,-4+���"$^��! �+�98 �04+,-�12:$��:Y �Gc�z2���(���/�/`$^��(\�z�����onf$^�5�A,-���5��(��zb5�	#e�0/K�c#e�;89���\���7.]$^��!	#d�f.'g�(_$^���+��(��A! �zQ±�t�+.�/0�o��M
b5�]$^����=���,-��rf4+� �+�<! �1! �+rf(\g1� �f���t��/cb5���c���������5�?��! �+,-.'�����+�5���NY
Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹�Î ;|ÉB;v´tÙ ª'ú A ÿDú_ü3ø[�_ö�ÿx� A ��÷X�nª'ú���ü�õ�þØÿw«IM A öNýwþw¢�ú^û�úWv�t@�B��÷K��÷K�xv	��ø7��úE�� A õ��B�UüY� A ÿ$��ÿV����þå÷K�wûDü3ú�ÿx�@�]ÿ Qd5e�fhgji
fÏkDOt���0�+�5�

p
���Ó�+�k���0�+("�����Ó�t��/p���

φ
������QHi�u��f��2;���0�f�Ó(_$�! �`$�/0�fYmOt�

Teipθφg��w$^�o�S�`! ��,-.'���_$��k�?�hYe�fY (
Teipθφ

)2
= Teipθφ

s ����$^��(�$��o�Ns�!	#%$�. (�4+�S/0�"@K��(���/�/`$^��(\�1Ã�Y Á Y Æ s
b5���

Teipθφ
�+�\�<b5�]$^����=���,-��r�4+���"! �1! �+r�(�g

2p
2��"bk���c�+�\�D$^&�����(�! ��Y �CL�7(\gN$�/0�o��gX/0�+�K������/��K�f.'g+(�$^���+��(��U!9�WQ±�5�+.�/0�0��MWb5�]$^����=���,-��rf4����+�U��! �+,�.'�������5���B�����5�

/h#e��.{g�(_$l���+��(S�t��/	���?/h#e��.'g+(_$l���+��(S��! �+�5���o��gfY
TD�Í�w$^�o�",�$^�0�5���+�]$^�5�"b5���-���

p
�;�
s
�����5�"! �+�98Í�+�5������(��1���

φ
���
ψ

�����5�"! �+�98
QKi�u|�f�32;���������7(�$�! �`$^/��+�����+/0/��+�zbk����/0��.�(��t! ���0�

TeipθφTeisθψ
���f�o�7�����f.'g+(�$^���+��(z!9�

Q±�t��.�/��o��M7$^/0�f(��"/0���\�9,~&'��/0��! ��2���! �+(\�����+(1���+(_$�! ��/`$�u|�f(\,-�
ei(p+s)θω

sJ��â
ω
�+�\�

�����Wu|�f�32w���0�f�x(�$�! �`$^/��fY G±$~! �+�98 �04+,-�Xg��w$^.'�W���+(_$~! ���32W! �W! g����+(\,-�0���+(B/|$6u|�f�32;���0�f�
(_$�! �`$�/0�6$^�����t2��0g+�6$^�����t,~&'��/��1b5�]$^����=���,-��rf4����"! ��/h#e��.'g+(_$l���+��(S.�(��t! ���o�NY

Ot���o�
p
���
s
! �+�98x�+�5���0�+(\�<.'�����0���0u��?����/��<b5���

p ≥ s
Y{O{#d�0/J�;8 �0�\���1�����"QHi�u����32;���0���

(_$�! �`$�/0�
ω
���+/0/0�Xb5���

TeipθφTe−isθψ = Tei(p−s)θω
s9$^/���(��H.'�f��(F���f� �K�+�5���0�+(H.'�f���o���0u

k
���

����� �
z ∈ D s �f��$zá

TeipθφTe−isθψ(ξk)(z) = Tei(p−s)θω(ξk)(z).I�/	n9�0�+�5�?! ��Gc�+,-,-�1Ã Y Á Y Á b5���
ω̂(2k + p− s+ 2) = 0

���
0 ≤ k ≤ s− 1, é Ã�Y Âkã

ω̂(2k+p−s+2) = 2(k−s+1)φ̂(2k+p−2s+2)ψ̂(2k−s+2)
���
k ≥ s. é Ã Y%È ã

O $�2_=]$��k�Wb5��� 1

2(k − s+ 1)
= 1̂1(2k − 2s+ 2)

s'��â
11
�+�\�X/`$-u����32;���0�f��b5���Jn�$�� � �

����(
D
s]$^/0�f(\�?.'����(U����� �

k ≥ s
/h#eg:bk�]$^������� é Ã�YeÈ ã �+���Sg:b5���on�$�/0�+�5���6)

1̂1(2k − 2s+ 2)ω̂(2k + p− s+ 2) = φ̂(2k + p− 2s+ 2)ψ̂(2k − s+ 2). é Ã Y Ä�ã
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Î ;`É�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½spc¯J¸]ºN²V~c­�ÌÍ­]Ë<�9ªJ¹tº î ×

CL��.'�f�_$^�5�
n = k − s s�/h#eg+b5�]$^������� é Ã�Y Äfã �:#eg:2�(\�0�?�������S/|$~u��f(\,-�������on�$��5���

1̂1(2n+ 2)r̂p+sω(2n+ 2) = r̂pφ(2n+ 2)r̂sψ(2n+ 2) ∀n ≥ 0. é Ã�Y Ç5ã
��$��0�5�����]$��5�</��". (��9! � �0�D! �+�X2;�t��ê�2������5���D! �~���+/�/0�0�

1̂1(2n + 2)r̂p+sω(2n + 2).{��� �?q���(��Wg:2�(��o�<! ��/`$A,�$^����4+(\�������0n�$^�5���-á

1̂1(2n+ 2)r̂p+sω(2n+ 2) =

∫ 1

0

∫ 1

0

r2n+1ω(t)t2n+1 dr dt.

CL�~���{�:2;���]$^�5�m/��B2�=]$���r��+,-�+�k�L! �Hn�$^(��`$�&�/0�+�
rt = u

�;�
t = v

s^/h#e�0�5��g+rf(�$�/0�U$��~! �+�������
! ��n9�0�+�5�D$^/���(��

1̂1(2n+ 2)r̂p+sω(2n+ 2) =

∫∫

0≤u≤v≤1

(u
v

)2n+1
ω(v)v2n+1du dv

v

=

∫ 1

0

u2n+1
[ ∫ 1

u

11
(u
v

)
ω(v)

dv

v

]
du.

8 ·�9 ªj²`«l²|­{ª�Î ;|ÉB;v´]´>= ú^þ?�[�]ÿ
f
��ÿ
g
÷K� A ��C+úE��ù�ÿØþåúE��ý"÷kö���ý L1([0, 1]; rdr) Q�R �Í÷kø¬�]_�3þØÿSõ0ö�ù_úE�
`�ú�õ A ÿvþåú���÷K�5 ��+õ|õ�þ�� ¼ ÷^þØÿL��ö A ý_ýwþBõ0ö�ù_ú��
`�ú�õ A ÿvþåúE�*û A õ ÿvþ%ü�õ�þåù�ö�ÿvþ�`h�La�÷X�

f��ÿ
g
ü3öE�7�

(f ∗M g)(r) =

∫ 1

r

f
(r
t
)g(t)

dt

t
.

GF#d���k��g+r�(_$^/�� ∫ 1

u

11
(u
v

)
ω(v)

dv

v

���+(�$-! ���321������g��".]$^(
(11 ∗M ω)(u)

Y��D�0�����hs]�����f&ti
���0�+�5�?/`$�2_=������1�����on�$��k���-á

1̂1(2n+ 2)r̂p+sω(2n+ 2) =

∫ 1

0

(11 ∗M ω)(u)u2n+1 du = ̂(11 ∗M ω)(2n+ 2).

�D��/`$A,-q+,-�W,�$^���04+(��fs�����,-���5��(���b5���
r̂pφ(2n+ 2)r̂sψ(2n+ 2) = ̂(rpφ ∗M rsψ)(2n+ 2).�D���32�/h#eg+b5�]$^���0�f� é Ã�Y Ç5ã �+�\�?g:bk���0n�$^/��+�k���6)
̂(11 ∗M rp+sω)(2n+ 2) = ̂(rpφ ∗M rsψ)(2n+ 2) ∀n ≥ 0.�~#d�fâcs3!	#%$�.�(\4+�S/��6@H�f(\�f/0/`$��0(��"Ã Y Á Y%È s �f��$

11 ∗M rp+sω = rpφ ∗M rsψ. é Ã Y Ækã�?�f� �Õ����,-,-�+�j,�$��0�5���+�]$��k�Õ�+�~,-�+����(��K! �K.�(�g+���+�5���+(m/0�H��=�g+��(�4+,��K.�(��0�32��0.]$�/ ! �
æ Á Ã�ç]b5���3! �f� ���?! �+�F2��f��! �0���������F��g:2������_$^��(\�+�F���p��� ê-�w$^�5�����p.'�f��(pb5���S/0�S.�(\�9! ���o�H! �
! �+�98���.{g�(_$l���+��(\��! �AQ±�5�+.�/0�0��M�bk�]$����0=���,-�fr�4+���+�W�����0�X������.'g+(_$l���+��(W! �~Q±�t�+.�/0�o��MfY
�?�f���<$+nk�����?2_=����0���c! �1! �������+(S/h#eg����f�32�g�.'�f� (?! �+�98x��.'g+(�$^������(��?! �1! �+r�(�g+�?b5�]$^���íi
=��f,-��r�4+���+�U�f.�.'����g+� é /h#e� �x�+�\�S! �W! �+r�(�gX.'�f���o���0u±���B/å#%$�� ��(��X�+�\�S! ��!9�+rf(\gW��g+rk$^���0u ã Y
�?�f���?! �0��2�� ���+(\�f���?. /����U�w$^(�!z���f���S/0�+�D$^� ��(\�+�<2+$��:Y
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L2
a(D)

»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹�Î ;`ÉB;h´9É�= þ
p
��ÿ
s
ý:úE�3ÿ±÷K� A �5�@�]ÿvþu�@�_ýJü3úlýwþØÿØþÄC�ýKÿL�+õeý,M A � p ≥ s

��ÿ'ýwþ
φ
��ÿ

ψ
ý:úE�]ÿ±÷K� A �¡ª*�cC+úE��ù�ÿØþåúE��ý���ök÷^þhö�õO�wýSö�õoúE�_ýBõO�±üP��úN÷ A þ�ÿ TeipθφTe−isθψ �wý;ÿ A �zú_ü3ø@��ö�ÿL� A �÷K�"ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«�ýwþ¸��ÿUý�� A õJ�;ûI�@�3ÿUý
F þvõ¹����þ|ý;ÿx� A �B�"ª*� C+úE�{ù�ÿvþåúE�Ã��ök÷^þhö�õO� ω `�ø[�;þÄ]HöE�]ÿ<õO�wýù_úE��÷lþØÿvþåúE� ýWý A þ�`�öE�]ÿx�wý7�¼ öWa ω̂(2k + p− s+ 2) = 0

ü3ú A � 0 ≤ k ≤ s− 1
U

¼ Hxa 11 ∗M rp+sω = rpφ ∗M rsψ Qq"öE��ý6ù��Aù_ölý
TeipθφTe−isθψ = Tei(p−s)θω QI�/±uv$^� �D(��+,�$^(�b5����(Db5���6���

s = 0
$^/0�f(��D/`$�2��f�3!9�0������� é $ ã �	#�$-.�/0���X/0�0�+��!	#eq���(��fYd5e�fhgji
flkHOt�

TeipθφTe−isθψ
�+�\�?������.'g+(_$l���+��(?! �"Q±�5�+.�/0�0��M~$^/0�f(\�?��g:2��+���_$��0(\�+,-�+�5�:s

!	#�$^.�(�4+�Õ/0�<@H��(���/�/`$^��(\�SÃ�Y Á Y Æ s^��/ �����L! �B/|$Du|�f(\,-�
Tei(p−s)θω

s^�fâ
ω
�+�\�L�����UQHi�u|�f�32w���0�f�

(_$�! �`$�/0�fYH��$^�0�5���+�]$^�5��/`$*2��f��! �0������� é $ ã �c#d�+�\�z$�� ��(���b5����/h#eg:bk�]$^������� é Ã Y Âkã ����/|$
2����3! �0������� é & ã �c#d�+�\�D$^� ��(\�1b5����/å#dg:b5�]$l���0�f� é Ã Y Ækã YRUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�����

ω
�����A�����zQKi�u����32;���0���ì(_$�! �|$^/0�7nkg+(��oa'$^�5�A/����-2;�f�3! �o���0�����

é $ ã �;� é & ã $^/���(���/h#e��.'g+(_$l���+��(�&'��(���g
Tei(p−s)θω

2��	ÿå�32���! ��$+nk�+2�/0��.�(\�9! ���o��&'�f(\��g
TeipθφTe−isθψ

����(F�������H/��+�Hg+/0g+,-�+�5���
(ξn)n≥0

! �</|$�&]$����<�f(}��=���rf���]$^/��D! �
L2
a(D)

���
! ���32�/0�+�?! �+�98x��.{g�(_$l���+��(\�<2��	ÿå�32���! �+�5�<.]$^(\���f� �:Y

�
�! Df#"�$&%^f('

�Nã �j����(U���f� �S�+�5�����+(S�������t��/
n
s�����$xá

(
Tznz̄n

)2

= T|z|2n(1+log |z|2),

���
Tzn+1z̄nTznz̄n+1 = T|z|2n[1+(n+1) log |z|2].Áfã �j����(U���f���S�+�5������(��S���f���t��/0�

m
���
n
���+/0�?b5���

m 6= n
s �f��$zá

Tznz̄nTzmz̄m =
n

n−mTznz̄n −
m

n−mTzmz̄m ,

���
Tzn+1z̄nTzmz̄m+1

n+ 1

n−mTznz̄n −
m+ 1

n−mTzmz̄m .

Ã ã Gp#e�;8 �+,�.�/��1��� �0n�$^�5�X$-g;��g6!9�f����g".]$^(D�W$^���0�+/ÕOt�*)^(��+M6!3$^���~ædÃ Ú ç±,�$��0�<�_$^���
�;89.�/���b5���+(12���,-,-�+�k���;8 .�/0�`2��o���+(1/0���\�9,~&'��/��-!9��/å#d�f.'g+(�$^���+��(�.�(��t! ���0�:YJ�j����(
2��;������(_$^���������������A$+nk�����~2_=��������H! ��/0��! g+,-���5��(\�+(:Yj�±�f��(1���f� �

0 < r < 1���X����� ���AQKi�u����32;�������Í(�$�!9�|$^/0�
φ
s{���

χr
�+�\�W/`$7u����32;���0���*2:$^(_$�2;��g+(��0�\����b5���-!9�

! �0��b5��� {z : |z| ≤ r} s]$^/���(��
TχrTφ = Tχrφ( .

r
).CÕ���;�����:s�2���,-,-�

χr
���
φ
�����5�?! ���98xu|�f�32;���0�f���S(_$�! �`$�/0�+� é 2�#d�+�\�<)A! �0(���b5�]$Ni

���0=��f,��fr�4+���+��! �A!9�+rf(\g Úkã $��0�����m���m/0�~.�(��t! ���o�
TχrTφ

�+�\�W������.'g+(�$^���+��(�!9�
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Q±�t�+. /��o��M�$^/���(��:sÕ!	#%$�.�(\4+��/0��@K��(���/0/|$^�0(���Ã�Y Á Y Æ sm�0/B�+�\����g:2��+���_$��0(��+,��+�5�-! �x/`$
u���(�,-�

Tω
�fâ

ω
�+�\�W�����Au����32;���0���Í(�$�! �`$^/��~nkg+(\�0a'$^�5�:s	!	#%$�.�(\4+��/0��QB=�g+��(�4+,-�

Ã�Y Á Y �NÁ s�/h#eg:bk�]$^��������! �12����5nk��/0� ���0�f��! �"���+/�/0�0�������0n�$^�5���-á
11 ∗M ω = χr ∗M φ.

�~#d�fâ�.'����(U����� �
0 ≤ t ≤ 1

∫ 1

t

ω(u)
du

u
=

∫ 1

t

χr(u)φ(
t

u
)
du

u

=





0
���
t > r∫ r

t

φ(
t

u
)
du

u

���
t ≤ r.

CL��.'���w$^�5�:s�.'�f��(
t ≤ r

s�/0�12_=]$^��r��+,-�+�5�<! �Wn�$^(��`$�&�/0�+�
y =

t

u

s�����$
∫ r

t

φ(
t

u
)
du

u
=

∫ 1

t
r

φ(y)
dy

y
.

�D���32
∫ 1

t

ω(y)
dy

y
=





0
���
t > r∫ 1

t
r

φ(y)
dy

y

���
t ≤ r.

CL��! g+(\�0n�$^�5�<2����\�9�\��4+,-�W.]$�(U(_$^.�.'�f(}�D)A/`$~n�$^(��`$�&�/0�
t
s �f����& ���0�+�5�

ω(t) =

{
0

���
t > r

φ( t
r
)

���
t ≤ r2��1b5���c�����Sg:b5���onf$^/0�+�5�D)�! �0(��1bk���1.'����(U����� �
0 ≤ t ≤ 1

ω(t) = χr(t)φ(
t

r
).

o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹PÎ ;`ÉB;h´ Î
þca = þ

p
�;ÿ
s
ý:úE�]ÿJ÷K� A �µ�@�]ÿvþu�@�wýcü3úlýwþØÿØþÄC�ý,��ÿ'ýwþ φ ��ÿ ψ ý:úE�]ÿJ÷K� A �Iª*� C�úE��ù�ÿvþhúE��ý���ök÷^þåö�õO�wýö�õ0úE�_ý~õO�?üP�_ú:÷ A þØÿ TeipθφTeisθψ

�wý;ÿ A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �-÷K�Îª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«"ýwþ$��ÿHý�� A õJ�;ûI�@�3ÿKýYF þvõ����þ|ý;ÿL� A �B�1ª*� C+úE�{ù�ÿvþåúE�n�_öf÷^þåö�õJ� ω ÿL�+õ|õO��M A �
rs ∗M rpω = rp+sφ ∗M ψ.

þ�þca = þ
p
��ÿ
s
ý:úE�]ÿ?÷K� A �s�@�]ÿvþ?�[�wý?ü3úNýwþØÿvþÄC�ý¯��ÿKýwþ φ ��ÿ ψ ý:úE�3ÿ<÷K� A �Áª*� C+ú���ù�ÿvþåú���ý5��ö	�÷^þåö�õO�_ý~ö�õoúE�_ý1õO�BüP��úN÷ A þ�ÿ Te−ipθφTe−isθψ

�_ý;ÿ A �*ú_ü�ø@�_ö�ÿx� A �6÷K�1ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«Wýwþ���ÿLý�� A õJ�¬�ûI�@�]ÿDý_þ?ý:úE��ök÷³»:ú^þw�]ÿ
TeisθψTeipθφ

�wý;ÿ A � ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�lª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«Î��ÿ"÷kúE�{ù�ýwþ(�;ÿ
ý�� A õO�;û\�@�]ÿJýwþjõoö�ù_úE�{÷^þØÿvþåú���÷ A ù_ölýSþca��wý;ÿ&`�ø@�;þ ]Kø��<ÿ�ú A ÿ_�@�zþ��
`h�[�wý:ö��]ÿÕõJ�wý�����õO�wýX÷K�

p��ÿ
s
��ÿB÷K�

φ
��ÿ
ψ Q
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× Ù Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

þ�þ�þca = þ
0 ≤ p ≤ s

��ÿXýwþ
φ
��ÿ
ψ

ý:úE�]ÿ"÷K� A �®ª*� C+ú���ù�ÿvþåú���ý1��ök÷^þhö�õO�wý�ö�õ0ú��wýxõO�6üP��ú	�
÷ A þ�ÿ TeipθφTe−isθψ

�wý;ÿ A �Óú_ü�ø@�_ö^ÿL� A �~÷X�-ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«�ýwþ���ÿpý�� A õO�;û\�@�]ÿLýwþÕý:úE�*ök÷L»:ú^þ��3ÿ
TeisθψTe−ipθφ

õGF �wý;ÿFö A ý_ýwþ_��ÿF÷kúE��ù?ýwþ¹�;ÿmý�� A õO�;û\�@�]ÿjýwþmõO�wý�ù_úE�{÷^þØÿvþhúE��ý�÷ A ªD¢�ø_úE�Wt;ûI�Ì:Q Ö Q Ç�Ö7ý+úE�]ÿ�`�ø@�;þ ]Kø��wý�ÿ�ú A ÿS�@��þw�
`h�@�_ý:öE�]ÿHõO�wý��+��õJ�wý~÷K�
p
��ÿ
s
��ÿU÷X�

φ
��ÿ
ψ Q�X$�����æ Ç çås	�?89/��+(W���Óï@K� ï2��f�Nn9��ðA���k��(��t! ���0�����5�Ns	.'����(

ϕ ∈ Aut(D)
s�/h#e��.'g+(_$l���+��(

Uϕ! �
L2
a(D)

!3$^���
L2
a(D)

! g;a3���J! ��/`$A,�$^����4+(\�������on�$��k���-á
Uϕf = (f ◦ ϕ)ϕ′. é Ã Y �+Ú5ã

@K���U�f.'g�(_$l���+��(
Uϕ

�+�\�?!9��nk�+�t�x���x�f� ���0/c! �W&]$�����!3$^���S/`$6��=�g��f(\����! �+�U�f.'g+(�$^���+��(��
! �?Q±�5�+.�/��o��M�Y

Uϕ
�+�\�F���-��.'g+(_$l���+� (F� ���0�_$��0(��S���

U∗ϕ = Uϕ−1

��â
ϕ−1 �+�\�p/å#%$�� ���f,��f(}i

.�=��0��,��-(�g:2;��.�(\�9b5����! �
ϕ
YJCL�*�;�����1.'�f��(W����� ���+��u����32;���0�f���

f
���
g
!3$����

L2
a(D)

s
�f��$

〈Uzf, g〉 =

∫

D
(f ◦ ϕ)(ξ)ϕ′(ξ)g(ξ) dA(ξ)

=

∫

D
f(z)ϕ′[ϕ−1(z)]g[ϕ−1(z)]|ϕ−1

′
(z)|2 dA(z),

�+��.'�f�_$^�5�
z = ϕ(ξ)

=

∫

D
f(z)ϕ′[ϕ−1(z)]ϕ−1

′
(z)g[ϕ−1(z)]ϕ−1′ (z) dA(z).

TD(
ϕ′[ϕ−1(z)]ϕ−1

′
(z) = (ϕ ◦ ϕ−1)(z) = 1

Y3�<�f�32

〈Uzf, g〉 =

∫

D
f(z)(g ◦ ϕ−1)(z)ϕ−1

′
(z) dA(z)

= 〈f, Uϕ−1g〉.
�6#�$^� ��(���.]$^(\�Ns .'�f� (U���f�9����u����32;���0���

f ∈ L2
a(D)

s ����$
Uϕ−1Uϕf = Uϕ−1 [(f ◦ ϕ)ϕ′] = (f ◦ ϕ ◦ ϕ−1)(ϕ′ ◦ ϕ−1)ϕ−1′ = f,

���
UϕUϕ−1f = Uϕ[(f ◦ ϕ−1)ϕ−1′ ] = (f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ)(ϕ−1′ ◦ ϕ)ϕ′ = f.Gc�-/0�+,-,-�-�����onf$^�5�"�+�\�"�����-.�(���.�(��0g���g�&��0�+��2������t����! ��/h#e��.'g+(_$l������("�����o�w$^�0(��

Uϕ é nk����(1æ Ç s�.cY Ä ç ã Y
mF¹9ÌÓÌÍ¹�Î ;`ÉB;h´kÑ ÀUú A � ÿ�ú A ÿL� ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE� ψ

��ÿßÿ�ú A ÿ ö A ÿ�ú^û�úE��ü<¢5þ`ýwûI�
ϕ÷K�

D
U
UϕTψU

∗
ϕ = Tψ◦ϕ Qd5e�fhgji
flkp�±�f��(

ϕ ∈ Aut(D)
s �f��! g�a3���o�?/h#e��.'g+(_$l���+��(

Vϕ
.]$^(1á

Vϕ : L2(D, dA) −→ L2(D, dA)

f 7−→ (f ◦ ϕ)ϕ′

te
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Vϕ
�+�\�U���x�f.'g+(�$^���+��(U�����o�w$^��(\� é �f�x/0�W,-���5��(\�W�w83$�2w���+,-�+�k�?! �W/`$~,-q+,-�X,�$^���04+(��

b5����.{����(
Uϕ

ã !3$^���
L2(D, dA)

���
V ∗ϕ = Vϕ−1

Y]�6#�$^� ��(\��.]$�(}�

Vϕ
/L2
a(D)

= Uϕ
�åYd�

Vϕf = Uϕf ,∀f ∈ L2
a(D).

@K��,-,-�
Uϕf ∈ L2

a(D) ,∀f ∈ L2
a

$^/���(��
Vϕ

�+�knk�f�0�
L2
a(D)

!3$^���
L2
a(D)

Y
yD�c#e�+���+�\�\i��0/j! �

L2⊥
a (D)

äAOt���0�+�5�
f ∈ L2⊥

a (D)
���
g ∈ L2

a(D)
! �+�98�u����32;���������

b5���+/�2��f�3bk���+�:s3����$zá

〈V ∗ϕ−1f, g〉 = 〈f, Vϕ−1g〉 = 0 ,
2:$^(

Vϕ−1g ∈ L2
a(D),

!	#e��âcs ∀f ∈ L2⊥
a (D)

s
V ∗ϕ−1f

$�.�.]$^(\�����+�k�-)
L2⊥
a (D)

YÕTD(
V ∗ϕ−1 = V −1

ϕ−1 = Vϕ
���

! �f�32
Vϕ

���5nk�����
L2⊥
a (D)

!�$����
L2⊥
a (D).Ot�

f ∈ L2
a(D)

VhPf = Vhf
���
PVhf = Vhf =⇒ VhP = PVh

����(
L2
a(D), é Ã�Y �f�Nã

���?���
f ∈ L2⊥

a (D)

VϕPf = Vϕ0 = 0
���
PVϕf = 0 =⇒ VϕP = PVϕ

����(
L2⊥
a (D). é Ã�Y �NÁfã

GJ�+�Sg:bk�]$^��������� é Ã Y ���Nã ��� é Ã�Y �NÁfã �0,-.�/0��b5���+�5�<b5���
VϕP = PVϕ

��� (
L2(D, dA)

Y
Ot�f�o�

f ∈ L2
a(D)

b5���+/�2����3b5���fs]$�/0��(��"á

Tψ◦ϕUϕf = Tψ◦ϕ
(

(f ◦ ϕ)ϕ′
)

= P
(

(ψ ◦ ϕ)(f ◦ ϕ)ϕ′
)

= P
(
Vϕ(ψf)

)
= Vϕ

(
P (ψf)

)

= Uϕ

(
P (ψf)

)
= UϕTψf.

�~#d�fâ
Tψ◦ϕUϕ = UϕTψ

����(
L2
a(D)

Y�@H�f,-,��
Uϕ

�+�\�P�����o�w$^�0(��ì����$�&������
! �f�32

Tψ◦ϕ = UϕTψU
∗
ϕ

Y
�CL��2���,~&��0�]$^�5�F/0�?QU=�g+��(�4+,��?Ã�Y Á Y �NÁ $:nf�:2U/��S/0�+,-,��S.�(�g:2;g:! �+�5�:sf���f� �F.'�f�9nk�f� �

�f& ���+����(~/0�7,-q�,-�7(\g+����/o�w$^�~,�$^���~.'����(~��� �z2�/|$^�����x! ��u��f��2;���0�f���~&'�N$^�32��f��.�.�/�� �
2��f,-. /���b5��g+�+�:Y
Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹PÎ ;`ÉB;h´ ³ = úlþ?�@�]ÿ

p
U
s
U
φ
U
ψ
�;ÿ
ω

ù_ú^û~ûI�-÷kö���ý~õO�ÎªD¢�ø_úE�Wt;û\� Ì:Q Ö Q Ç�Ö Q= þ
ϕ ∈ Aut(D)

U
f = (eipθφ ◦ ϕ)

U
g = (e−isθψ ◦ ϕ)

��ÿ
h = (ei(p−s)θω ◦ ϕ)

ö�õ0úE�_ý
TfTg = Th.
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× É Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

d5e�fhgji
f"kÕ@K��,-,-�
p
s
s
s
φ
s
ψ
���
ω
nk�+(��oa3�+�k�B/0�+�B2����3! �0���������U! �7QU=�g+��(�4+,��XÃ Y Á Y �:Á

$�/0��(��
TeipθφTe−isθψ = Tei(p−s)θω.@K��,-,-�

Uϕ
�+�\�S�����0�_$��0(���s3����$

UϕTeipθφUϕU
∗
ϕTe−isθψU

∗
ϕ = UϕTei(p−s)θωU

∗
ϕ,

���<!9�f�32W/��1Gc�+,�,-�1Ã Y Á Y � Å�$�2_=�4�nk��/`$A.�(\�+� nk�fY ��X$^���S.�/0�����0�+��(��?2+$��U��/��+�\�?! �oê�2��0/0�1!	#d�;8 =��0&'�+(S/0�W�\�9,~&'��/0�1! �X/å#d�f.'g+(�$^���+��(S. (��^i
! ���o�NY^CÕ�"���{���Ns:��/k�c#e�����±.]$��J������Z[����(\�juØ$�2��0/0�K! �F(\g+���f�3! (\�H/h#dg:b5�]$l���0�f�6! �H2����5nk��/�� ���0�f�
! �-���+/�/0�0�*! �A/|$72��f�3!9�0������� é & ã !9�*QB=�g+��(�4+,-��Ã Y Á Y �:Á Yc�m$�(W2��f�k��(��A���m/��A,-�+,6&�(��
! �x!9(��f�o���x! �z2��������z,�q+,-�7g:b5�]$l���0�f���+�\��! �0�{g+(\�+�5���`$^&�/���$^/���(��A�0/K�+�\�A.'�������0&�/0��!9�
! �������+(S�;8 .�/0��2��0���+,-�+�5�?/0�1�\�9,6&'�f/0�1! ��/h#e��.'g+(_$l���+� (?.�(\�9! ���o�NY
»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹�Î ;`ÉB;h´tî·= ú^þ?�@�3ÿ

p ≥ s
÷K� A �Å�@�]ÿvþ?�@�_ýAü3úlýwþ�ÿvþÄC�ý Q�R ��ù_úE� ýwþå÷Kt@�W�P÷K� A �ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE��ý(��ök÷^þhö�õO�wý

φ
��ÿ
ψ

ÿL�+õ�õJ�wý7M A �6õ0ö,C+úE��ù;ÿvþåúE� Λ
÷kø^]_�3þu�Uü3öE�7�

Λ(r) = (rpφ ∗M rsψ)(r)

ý:ú^þØÿ	üP�W�wý�M A �Bü3öE�;ÿ�ú A ÿU÷^þ ÂDø@�W�@�]ÿvþåöXH+õO�Wý A � Ù Ê�ULÇ³Û Q = ú^þ�ÿ
ω(r) = −r1−(p+s)Λ′(r),

ö�õ0úE�_ý1õO�UüP��úN÷ A þ�ÿ TeipθφTe−isθψ �_ý;ÿ A �*ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷K�1ª'ú���ü{õ�þØÿ�«�ýwþ���ÿpý�� A õO�;û\�@�]ÿpý_þ¼ öWa ω
�wý;ÿ A �B�-ª�� C+úE��ù�ÿØþåúE�YU¼ Hxa ω̂(2k + p− s+ 2) = 0

ü3ú A � 0 ≤ k ≤ s− 1 Qq"öE��ý6ù��Aù_ölý
TeipθφTe−isθψ = Tei(p−s)θω.d5e�fhgji
fnk±I�/]��� ê-�±Z[���\���D! �?(��+,�$^(�b5� �+(Kb5���

ω
�+���H�����<���f/0� ���0���z! �</h#eg+b5�]$^���0�f�7! �

2����5nk��/�� ���0�f��! �"����/�/0�0�
11 ∗M rp+sω = Λ���c���S���+��/0�+,-�+�5�?���

∫ 1

r

tp+sω(t)
dt

t
= Λ(r).

��$��0�5���+�]$��k�Ns�����! g+(��on�$��k�p2����\���Bg+b5�]$l���0�f�A.]$^(Õ(�$�.�.'��(\�p)</|$?n�$�(\�|$^&�/0�
r
s����A��& ���0�+�5�

ω(r) = −r1−(p+s)Λ′(r).

��X$^���?/`$A�����o���������"$�. .�/���2:$l���0�f�����0,-.�/0�1,�$��0�S�0�5��g+(\�+���w$^�5���"! �12��W��=�g+�f(\4+,-�fY

te
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Î ;`É�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½spc¯J¸]ºN²V~c­�ÌÍ­]Ë<�9ªJ¹tº ×�Î

Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹PÎ ;`ÉB;h´ × = þ
p ≥ s

ý:úE�]ÿ�÷K� A �Ï�@�]ÿØþ?�@�_ý�ü3úlý_þØÿvþÄC�ý4��ÿ~ýwþ
l1
��ÿ
l2

ý:úE�3ÿ
÷K� A �s�_ø��+õeý�ý A ü3ø@�wþ?� A �_ý7ú A øxv5ö�õO�wý¡± −1

UXö�õ0ú��wý�õO�WüP�_ú:÷ A þØÿ Teipθrl1Te−isθrl2 �wý;ÿ A �ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷X�-ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«�ýwþ{��ÿLý�� A õO�;ûI�[�]ÿpýwþ¼ þca l2 − p ≥ −1
U
l1 − s ≥ −1

U{��ÿ
s = 0

ú A 1
U

ú A¼ þ�þca l1 = p = 0
ú A l2 = s = 0 Qd5e�fhg�i
f1k�CL�~rk$�(�!3$��5�m/��+�m,-q+,-�+�m� ���_$^���������L! �AQU= g+�f(\4+,-�BÃ�Y Á Y � È s^���f�0�+�5�

φ(r) =
rl1

���
ψ(r) = rl2

Y�I�/j�+�\�W2;/|$^�0(Wb5���6/`$�u|�f�32w���0�f�
Λ
! g�a3���0�A2���,-,-�~!3$^���X/0�AQB=�g+�^i

(�4+,-�WÃ Y Á Y � È~�+�\�S! �o��g+(\�+�5���|$^&�/0������(Wæ Ú s � ç�Y9�D�0������/0�W.�(\�9! ���o�
Teipθrl1Te−isθrl2

�+�\�U���
�f.'g+(�$^���+��(~! ��Q±�t�+.�/0�o��M7! ���\�9,6&'�f/0�

ei(p−s)θω
���F���6���+��/0�+,-�+�k�~���F/`$�u��f��2;���0�f�

ω! �f����g+��.]$�(�á

ω(r) =





l2 + s

l2 + s− l1 − p
rl2−p − l1 + p

l2 + s− l1 − p
rl1−s

���
l1 − s 6= l2 − p

rl1−s[1 + (l1 + p) log r]
���
l1 − s = l2 − p.nkg+(��oa3��/����<2����3! �o���0�f��� é $ ã ��� é & ã ! ��QB=�g+�f(\4+,-�1Ã�Y Á Y � È Y

CL��(��+rk$�(�!3$��k�D/h#e�;89.�(��+����������! �"/`$�u����32;���0���
ω
s]����(\�+,�$^(�b5���"b5���1���

l1 − s
���

���
l2 − p

�+���D�0��u�g+(\������(W) −1
$^/���(��

ω
�c#e�+�\�D.]$^�D���k��g+r�(_$^&�/��6���X! ���32"���".'�+� �Xq;��(��

������QKi�u����32;���0���cY±�m$�(12����5��(\�fs
ω
�+�\�1&'�f(\��g+�-�f�*. (��+��b5���-&'��(���g+�-���L/`$x2��f�3!9�0�������

,.-0/ �����on�$��5���1�����S�w$l���0��uv$^�0���-á

(A) :





l1 + p 6= 0, l2 + s 6= 0, l1 − s ≥ −1
���
l2 − p ≥ −1;�f�

l2 + s = 0
���
l1 − s ≥ −1;�f�

l1 + p = 0
���
l2 − p ≥ −1;

�Õ$^(<2��f� ��g:bk���+�5�
ω
�+�\�<�����"QHi�u|�f�32w���0�f�cs3���D! ���321/`$-2����3! �o���0�f� é $ ã ! ��QB=�g+��(�4+,-�

Ã�Y Á Y � È��+�\�?�_$l���0��uv$^�0���fs����c���S���+� /��+,��+�5�?��� ,.-0/ �+�\�Snfg+(��oa3g+�fY
�Õ$^(D$^��/0/0�+��(��:s]��� ,1-0/ �c#e�+�\�<.]$^�?nkg�(��oa3g+�~$^/���(��?�f�����".'�+� �<.]$^�<.]$^(�/0�+(<! �1���f���

/��+�X2��5��ê�2;���+�k���W! �~���+/�/0�0�P! �
ω
.����0�_bk���~2����\���~! �+(\����4�(��6���6���+(�$-.]$��D�0�5��g+rf(�$�&�/0�fY

�D���32��f�Í���-.'�+� �"! �0�_2��9���+(1/`$x2��f�3!9�0������� é & ã ! �ÓQB=�g+�f(\4+,-��Ã Y Á Y � È�b5���-/0��(���b5���
,.-0/ �+�\��n9(_$^�0�fY±�X$^���"2��-2:$��:s	���Ó2+$�/�2���/p! ��(\�:2;�6! ���"2��5��ê�2��0�+�5���6! �����+/�/0�0�Ó! �

ω,-�f�k��(���b5����.'�f��(U���f�9�?�+�5���0�+(
m ≥ 2

s ����$zá
é I ã á]Ot� l1 + p 6= 0

���
l2 + s 6= 0

$^/���(��

ω̂(m) =
m− (p+ s)

(l1 − s+m)(l2 − p+m)
.

é I\I ã á'Ot� l1 + p 6= 0
���
l2 + s = 0

$�/0��(��

ω̂(m) =
l1 + p

(l1 − s+m)(l2 + s− l1 − p)
.

te
l-0

00
11

95
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ar
 2

00
6



× Ñ Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

é I\I�I ã á'Ot� l1 + p = 0
���
l2 + s 6= 0

$�/0��(��

ω̂(m) =
l2 + s

(l2 − p+m)(l2 + s− l1 − p)
.

é Iå� ã á'O5� l1 + p = 0
���
l2 + s = 0

$�/0��(��

ω̂ =
1

m− (p+ s)
.

TD��nk�f�o�P&��0�+� b5���
ω̂(m) = 0

�c#e�+�\�P.'�������0&�/0��b5���ì!3$�����/��ì2:$�� é I ã sD2�#e�+�\�}i})Ni! �0(��
ω̂(m) = 0

���S�������+��/0�+,-�+�k�����
m = p + s

s
l1 + p 6= 0

���
l2 + s 6= 0

Y
�<�f�32

ω̂(2k + p− s+ 2) = 0 ⇐⇒ k = s− 1, l1 + p 6= 0
�;�
l2 + s 6= 0.

�Õ$^(p/|$W�����o���?/`$�2��f��! �0������� é & ã ! ��QB=�g+��(�4+,-�<Ã Y Á Y � È��+�\�H�_$l���0��uv$^�0���<���3���F���+��/0�+,-�+�5�
���
s = 0 é 2��Xbk����2���(�(\�+��.'�f�3!z$^�z2:$^�B��â7/`$62����3! �o���0��� é & ã �c#%$".�/0���K/0���+�z!	#eq;��(�� ã ���

���
s = 1

���
l1 + p 6= 0

���
l2 + s 6= 0 é !3$^���?2���2:$^� k = 0

���
p− s+ 2 = p+ s

���
! ���32X/`$A2����3! �o���0��� é & ã ! �xQU=�g+��(�4+,���Ã Y Á Y � ÈA���X(�g+����,-��)A$+nk���0(

ω̂(p+ s) = 0
s 2��

b5���3�+���pn9(_$^�].]$^( é I ã\ã Y5CL��(�g+����,-gfsf���]/0�?.�(��9!9���0�
Teipθrl1Te−isθrl2

�����H� ����.'g+(_$l���+� (
! �XQ±�5�+.�/0�o��MW$�/0��(��K���7&��0�+�*ò

s = 0
�;� ,.-0/ �+�\�Hn9(_$^�0�Uô��f��&����+�Íò

s = 1
s ,1-�/ �+�\�

n9(_$^�0�fs
l1 +p 6= 0

���
l2 +s 6= 0

ô{YfI�/��+�\�F2�/`$��0(Fb5���S2��+�F!9�+�98-2����3! �o���0�f���p��,�.�/���b5�����5�
���f�o� é � ã s������0� é �0� ã YRUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�NsN/`$?2����3! �o���0�f� é � ã �0,-.�/0�`b5���F/`$?2����3! �o���0�f� ,1-0/ Y^�D���32�sl!	#%$�.�(\4+�
/0�FQU=�g+��(�4�,-�FÃ�Y Á Y � È s:/0�p.�(��t! ���o�

Teipθrl1Te−isθrl2
����(_$B���1�f.'g�(_$l���+��(±! �pQ±�t�+.�/0�o��MfY^Ot�

/`$62����3! �0������� é ��� ã �+�\�B�_$l���0��uv$^�0����$^/0�f(\�S$^�7,-�f�0���K/å#d���z! �+�B! �+�98��f.'g+(�$^���+��(��
Teipθrl1���

Te−isθrl2
����(_$�/h#e��! �+�5���o��gP����! ���32�/���.�(��t! ���0�x���+(�$��+�32���(��P���ñ��.'g+(_$l���+��(�!9�

Q±�t��.�/��o��M�Y �Ot�
0 ≤ p < s

$^/0�f(\�Nsl.]$�(j.]$����_$^rf�U)?/h#�$�!�Z[�����5�:s^���~�f& �����+�k�Õ���~(�g�����/o�w$l�p$^�]$^/���r����
$���@H�f(\�f/0/`$��0(���Ã�Y Á Y �lÄ s�)6�_$:nf�f�0(Wá

Teipθrl1Te−isθrl2
�+�\�U���z�f.'g+(�$^���+��(S! �WQ±�t��.�/��o��MW���

���?���+��/0�+,��+�5�?���
é � ã l1 − s ≤ −1

s
l2 − p ≤ −1

���
p = 0

�f�
1
s

���
é ��� ã l1 = p = 0

�f�
l2 = s = 0

Y
�?�����1(\�+,�$^(�b5�������"b5����/|$x2����3! �o���0�f� ,1-�/ ! �-/`$z.�(��+� nf�-.�(�g+2�g:! �+�5����,-���5��(��

2�/`$��0(��+,��+�5�Fb5���S/0�S. (��9! � �0�
Teipθrl1Te−isθrl2

.'�+� �Fq;��(��U���-��.'g+(�$^������(F! �?QJ�t�+.�/0�o��M<)
�\�9,~&'��/���&'�f(\��g62;�f,-,��1�0/J.'��� �<q���(\�1������.'g+(_$l���+��(?Q±�t�+.�/0�o��M6)��\�9,6&'�f/0�1.�(\�+��b5���
&'�f(\��gfY'�<�1/`)~����� �</h#e�0�5��g+(����<!	#eg;���+�3! (\�"/`$�! g�a3���o���0����! �+�?��.'g+(_$l���+��(\�D! �1Q±�t�+.�/0�o��M
)�! ���?�\�9,6&{��/0�+�?b5���c�����5�<!3$^���

L1(D, dA)
Y

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹�Î ;|ÉB;v´ Ö = þ
l1
��ÿ
l2

ý:ú��]ÿH÷K� A �¡�@�]ÿØþ?�@�_ýFü3úlýwþØÿØþÄC�ý���ÿÕý_þ p = l1
��ÿ
s = l2¼ þ Q � Q eipθrl1 = zp

�;ÿ
e−isθrl2 = z̄s

aPö�õoúE�_ý�õJ�xù_ú��_ú�õ|õ0ö^þ��W�WüP��ø_ù_ø_÷K�@�]ÿ,��ú A ý7öz�Ð�wûI�M A �"õO�UüP��úN÷ A þØÿ TzpTz̄s �_ý;ÿ A �Óú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷K�1ª'ú���ü{õ�þØÿ�«Wýwþ{��ÿpý�� A õO�;û\�@�]ÿLýwþ

te
l-0

00
11

95
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ar
 2

00
6



Î ;`É�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½spc¯J¸]ºN²V~c­�ÌÍ­]Ë<�9ªJ¹tº ×3³

∗) p = 0
ú A s = 0

ùW��M A þj�wý;ÿJø�M A þ�`�ö�õO�@�]ÿ*±�÷^þ��W��M A �UõGF A �z÷K�wýS÷X� A �6ú_ü3ø[�_ö�ÿx� A �_ý�wý;ÿKõzF þå÷K�@�3ÿvþØÿ�ø Qú A
∗∗) s = 1

UÕ÷köE� ýXù��Wù�ölý<õJ� ¼ þca~÷ A ù_ú��_ú�õ|õ0ö^þ��W�Sþ�ûDü�õ%þ?M A ��M A � 1−p ≥ −1
ù<F �wý;ÿu�±	�\÷^þ��W�

p ≤ 2 Q q"úE�{ù TzpTz̄ �wý;ÿ A �ìú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�sª]ú���ü�õ%þØÿ�«6ýwþ,��ÿKý�� A õO�;û\�@�]ÿýwþ
p = 0

U�ú A 1
ú A 2
U�ö^þ���ýwþ�õ0ö�ý:ú^û~ûI�

p + s
�wý;ÿ-ÿ�ú A »:ú A �_ýPþw��C+ø@�wþ?� A ���ú A øxv5ö�õJ�-±

3 Q¹½ ÿ�úE�Á����÷kø;û�ú��]ÿ^�W�x÷kúE�{ù7õJ��ªj¢�ø_úE�Wt;û\� Ì:Q Ç Q�� ÷K�7��¢Y�@�[� Ù ÇzÛ
ü3ú A �1õJ�wýWû�úE���^û\�wý Q q6ö���ý��{ú�ÿ^�W�1ÿL�[�]ÿ�ö�ÿvþw`h�6÷K��û�úE�]ÿ^�W�@�1õJ�1ªj¢ ø_úE��twûI� Ì:Q Ç Q��ü3ú A �~õO�wýSü3ú�õbZ	���^û\�wýN�@� (z, z̄)

U��{ú A ýµ��ú A ý1ý:ú^ûAû\�wý�¢Y� A ��ÿ�øwý�±zõ0ö�M A �wý;ÿvþhúE�ú A `h�@�;ÿL��ý A þw`�öE�]ÿL�Ã� = úlþ?�@�]ÿ m
U
n
U
p
��ÿ
s
UIM A ö�ÿV���Ã�@�]ÿvþ?�[�wý�ü3úlýwþØÿØþÄC�ýÍÿx�+õ%ýM A � TzmTz̄n + TzpTz̄s

ý:ú^þØÿ A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �P÷X�Åª]ú���ü�õ�þ�ÿ�« Q À$� A ÿ^�\úE��öz�Ð�;û\�@�M A ��ù[¢�ökù A ��÷K�wýLüP��úN÷ A þ�ÿØý TzmTz̄n
�;ÿ
TzpTz̄s

�wý;ÿpú_ü3ø[�_ö�ÿL� A �W÷K�\ª]ú���ü�õ%þØÿ�«SÑ��üP�;þhúE�wþLþvõB�DF Zxözö A ù A �B����ö^þ|ý:úE��ü3ú A �7M A �Aù��_ùwþÕý:úlþØÿ�`���ö^þ Q
@K���\���1,-g���= �9! �6! �1(�g+�����3! (��1/å#dg:b5�]$l���0�f��! �"2��f�knk��/�� ��������! �~���+/0/0�������D! �"(\�;i

��(���� nk�+(F/0�<�\�9,6&'�f/0�<! �</h#e��.'g+(_$l���+��(F.�(��t! ���0�H��� n9(��?/|$�.'��(\���X)1!	#%$��9��(��+�Hb5���+�\���0�f� �
���5��g+(��+���_$^�5���+����������(\����� ��.'�+(�,����z!	#%$:nf�f�0(�&'�N$^�32��f��.�!	#e�;8 �+,�.�/����7��������(��on9�|$^�98
!	#e��.'g+(_$l���+��(\�W! �~Q±�5�+.�/0�0��M�)-�\�9,~&'��/��6� �f��=]$^(�,-������b5���~! ���5�X/0�6.�(��t! ���o�X�+�\�X�+�9i
2��f(\�-���Í��.'g+(�$^���+��(1! �-Q±�5�+.�/��o��M����"! ��.�/0����/0�-�\�9,6&'�f/0�-! �Í.�(��t! ���o�1�c#e�+�\�"$�� ��(��
b5���~/0�6.�(��t! ���0�W! �+�D���t,~&'�f/0�+�:Y{G±)��+�32;�f(���s{����nk���0�D���f� ���6/|$�! �o�{g+(��+�32��6�+�5��(\�6/����
�f.'g+(�$^���+��(��X! �6Q±�5�+.�/0�0��M~! g�a3���0�D����(</h#e�+��.]$�2��~! �~>D$^(�!9�����D2��+�98�! g�a3���0�D����(</h#e�+�}i
.]$�2��-! �-EH�+(\rf,�$^�cYJ� #�$^�L2_=��������L!	#e�;89.'�f���+(1!3$^����/`$7��� �0�������P�;8 �+,-.�/0���0����.���(\g-! �
/å#%$�(}����2�/��6æ Á çåYkI�/3�+�\�F�0�5��g�(��+���_$��5�H!3$^���F/0�?���+���F��â��0/3.�(���� nk�S�+�32��f(\�?�����?u|�f�0�Hb5���S����(
L2
a(D)

�0/��+�\�U.'�������0&�/0��!	#�$+nk����(U! ���U.�(��t! ���o���S! �D�[�t.'�
TfTg = Tfg

���U���
f̄
���
g
�+�\�

$��]$^/0�5����b5���fY	Gp#d�;8 �+,-.�/0�A�+�\�W/0�A�����on�$��5��á | �_$��k��! �f��� gA���P(\g+�+/
0 < r < 1

���W���
�+�5���0�+(

p ≥ 0
s�����2�=��+(�2_= �6)6��(���� nf�+(S�����1QHi�u����32;���0����(_$�! �`$�/0�

φ
���+/0/0�"bk���

TeipθφTχr = Teipθφχr , é Ã�Y � Ã ã
�fâ

χr
�+�\�p/`$Xu����32;���0����2:$^(_$�2;��g�(��0�����`bk���?! �-! �0��b5��� {z : |z| ≤ r} YkOt��/h#eg+rk$^/��o��g é Ã�Y � Ã ã�+���Un9(_$^�0�6$^/0�f(\�<!	#%$�.�(\4+�?/`$�QB=�g+��(�4+,-�1Ã Y Á Y �:Á s �f��$xá

11 ∗M rpφχr = rpφ ∗M χr. é Ã�Y � Å ã
TD(:s

(11 ∗M rpφχr)(t) =





0
���
t > r∫ r

t

upφ(p)
du

u

���
t < r,

���

(rpφ ∗M χr)(t) =





0
���
t > r∫ 1

t
r

upφ(p)
du

u

���
t < r.
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× î Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

�<�f�32W/h#eg:b5�]$l���0��� é Ã Y � Å ã �0,-.�/0�`b5� �"b5����.'����(U����� �
t < r

s�����$xá
∫ r

t

upφ(p)
du

u
=

∫ 1

t
r

upφ(p)
du

u
.

CL��!9g+(��onf$^�5�<2����\����g:b5�3$^��������.]$^(S(�$�.�.'��(\�D)~/|$6n�$�(��`$^&�/0�
t
s������f& �������5�"á

φ(t) =
1

rp
φ(
t

r
). é Ã Y �:Âkã

�<�f�32�/h#eg+rk$^/��o��g é Ã Y � Ã ã �+�\�6n9(�$��0�����H�;�~���+��/0�+,-�+�5�6���F/h#eg+rk$^/��o��g é Ã Y �:Âkã �+�\�6nkg�(��oa3g+�.'�f��(B����� �
t < r

Y
Ot���o�

φ̃
�����Ku����32;���0���~(_$�! �`$�/0�K&'�f(\��g+�B! g�a3���0�K�0���0���`$�/0�+,-�+�5�m����(j/`$<2�����(�������� {z :

r < |z| < 1} Y{�j����(?����� � t ∈ (0, 1)
s'�0/±�;8 �0�\���

k ∈ N ���+/jb5���
rk+1 < t < rk

Y�TD�
��������.]$^(

φ
/|$Au|�f�32w���0�f��(_$�! �|$^/0�"! g�a3� ���1����(

D
.]$�(

φ(t) =
1

rkp
φ̃(

t

rk
),

.'����(
rk+1 < t < rk. é Ã Y � È ã

�D/0�f(\�S.'�f��(U���f� �
t < r

s�����$xá

φ(t) =
1

rp
φ(
t

r
).

�<�f�327/`$�u����32;�������
φ
! g�a3� ���z.]$^( é Ã�Y � È ã nkg+(\�0a��z&��0�+� é Ã Y � Ã ã YÕ�D�ì2�����.csmr�(���2���)

2���������2��f���\��(��32;�������csp���f� �z$:nf�f����������$^.�.�/���2:$l���0�����0��Z[�:2w���onk��! ��/å#d�+�����+,~&�/0��! �+�
u����32;���0������&'�f(\��g+�+������(�/`$*2�����(�������� {z : r < |z| < 1} !3$�� �7/h#d�+�����+,~&�/0��! �+�
u����32;���0�����?(_$�! �`$�/0�+�

φ
���+/0/0�+�<b5� �

TeipθφTχr = Teipθφχr
Y

QJ�f� ���+u������B�0/��+�\�U! �0ê�2��0/��W! �W2:$^(_$�2;��g+(\�0���+(K/��+�B.]$^�0(��+�U!	#e��.'g+(_$l���+��(\�S!9�WQ±�t�+.�/0�o��M
! ���5�H/0�<.�(\�9! ���o�H�+�\�H������.'g+(_$l���+��(H! �<Q±�t�+. /��o��MfYtCL�����{���Nsf/��S��=�g��f(\4+,-� é nk���0(Dæ Á Ã^ç ãb5���S���f� �K$�/0/0�f���Fg+�����32��+(H! �o�H2�/`$��0(��+,��+�5�Kbk�c#e�0/3�;8 �0�\���<! ���F�f.'g+(�$^���+��(��H! �?Q±�t�+.�/0�o��M
b5�]$^����=���,-��rf4+� �"! ���5�?/0��.�(��t! ���o�?�+���S������.'g+(_$l������(?! �1Q±�t�+. /��o��M1b5�]$^���0=���,-��rf4+���
2���,-,-�P�0/X�;8 �0�����Í!	#�$^� ��(����x���+/0��b5����/��+��(z.�(��9!9���0���c#d�+�\��.]$^��� � ��.'g+(_$l������(�!9�
Q±�t��.�/��o��M�YL�?�����-$^��(������~&'�+�����0��!3$^���A/`$�.�(��+�9nk�z! �z������(\����=�g+��(�4+,-�z! ��/0�+,-,-�
é nf�f�0("æ Á Ã^ç ã �����0n�$^�5�<2����32��+(��]$^�5�?/0�+�<2;�t��ê�2������5���<! �"���+/0/��0��! �+�S.'��/0�t�Y�f,-���NY
mF¹9ÌÓÌÍ¹�Î ;`ÉB;h´ �rÀUú A �1ÿ�ú A ý5�@�]ÿvþu�@�_ý p ��ÿ s ÷köE� ý

N
ULþvõ*����þ`ý;ÿL� A ��ü3ú�õcZE���^ûI�(��úE�� A õ q ÿL�+õ�M A ���

¼ þba q(r) = a0r
p + a1r

p+1 + · · · + apr
p+s U��ÿ

¼ þ|þca q̂(2k + 2) = 0
ü3ú A � 0 ≤ k ≤ s− 1 Q
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Î ;`É�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½spc¯J¸]ºN²V~c­�ÌÍ­]Ë<�9ªJ¹tº ×]×

d5e�fhg�i
f�kLCÕ��2:$^/`2;��/|$^�5�S/0�+�S2��t��ê�2��0�+�5���S! �1���+/�/0�0��! �z.'�f/o�9�Y��,-�
q
s9��/{n9�0�+�5�Sb5���

.{����(U����� �
0 ≤ k ≤ s− 1

s�����$xá

q̂(2k + 2) =
s∑

n=0

anr̂p+n(2k + 2)

=
s∑

n=0

an
1

2k + p+ n+ 2
.

Gj$A2��f�3! �o������� é �0� ã �+�\�D$�/0��(��?g+b5���onf$^/0�+�5���6$^���\�9�\��4+,-�������on�$��5�?! �
s
g:b5�]$l���0�����D)

s���32������t���




q̂(2) =
s∑

n=0

anr̂p+n(2) = 0YYY YYY YYY
q̂(2s) =

s∑

n=0

anr̂p+n(2s) = 0

�L(���� nk�+(1/h#e�;8 �0�\���+�32;�7! �Ó.'��/o�9�Y��,-�
q
(���n9�0�+�5�~$�/0��(��~)x,-�f�k��(���("/h#e�w8 �0�����+�32���!	#e���

nk�:2;������(S�������t� /
v = (a1, a2, · · · , as)

���+/cb5���
Mv = c,�fâ

M =




1
p+3

1
p+4

. . . 1
p+s+2

1
p+5

1
p+6

. . . 1
p+s+5YYY YYY Y Y Y YYY

1
p+2s+1

1
p+2s+2

. . . 1
p+3s




���

c = −




a0

p+2
a0

p+4YYY
a0

p+2s


 .

TD(?/`$�,�$l��(���2��
M

�+�\�<�����1,�$l��(\�`2��1! �~@U$^�32_=5� é nk����("æ Á9� s�.cY]Ã�È^ç ã ���<! ���321�0�5nk��(}i���0&�/0�fY]CL�����{���"á
M =

( 1

p+ 2i+ j

)s
i,j=1���?���f��! g����+(�,����]$^�5�?�+�\�1á

det(M) =
2
s(s−1)

2 (1!2! · · · (s− 2)!(s− 1)!)2

Π1≤i,j≤s(n+ 2i+ j)
6= 0.

�Õ$^(?2�������g+b5���+�5�?/0��.'�f/o�9�Y��,-�
q
�;8 �0�����1�;�Snkg+(\�0a3��/`$�2����3! �o���0��� é �0� ã Y �
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×�Ö Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹�Î ;`ÉB;|É3Ù·= ú^þØÿ
p ≥ s

÷K� A �-�@�]ÿvþu�@�wýKü3úlýwþØÿØþÄC�ý Q �Dõ0úE�_ý7�
¼ þba Ý õ�����þ|ý;ÿL�~÷K� A ��ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE��ý���ök÷^þåö�õJ�wý φ ��ÿ ψ ÿL�+õ|õO�wý5M A � TeipθφTe−isθψ ý:ú^þØÿ
A �Óú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷K�-ª]ú���ü�õ%þØÿ�« Q¼ þ|þca Ý õ¹����þ|ý;ÿL�7÷K� A �Åª�� C+úE�{ù�ÿvþåúE� ýN��ök÷^þhö�õO�wý φ �;ÿ ψ ÿL�+õ�õO�_ý¡M A � TeipθφTe−isθψ �B�ý:ú^þ�ÿcü3ölý A �Óú�ü3ø@�_ö^ÿL� A �6÷K�-ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�« Q

�±�f� (j/|$?. (��+� nk��sl�������L$^��(������m&'�+���f�0�A! �H/`$?�����������~! ��òp! �+r�(�gH,-�0����,�$�/fô1!	#e� �
.'�f/o�9�Y��,-�

q(r)
!9g�a3���B!�#eq���(\�7/0��.�/0���~rf(�$��3!Ó�+�5�����+(

n
���+/Kb5����/0�zb5�������0�+�5� q(r)

rn���f�o�?�+�32���(�������.'��/0�9���f,-�fY
d5e�fhgji
fËk"Ot���0�+�5�

φ(r) = rs
���
ψ(r) = rsq(r)

sÕ��â
q(r)

�+�\�-/��x.'�f/o�9�Y��,-��! �
! �+r�(�g

p + s
! ��Gc�+,-,��~Ã Y Á Y �+Æ Y	@H��,-,-�

r2sq
�+�\�X����.'��/0�t�Y�f,��A! �~! �+r�(�g6,-�0���íi

,�$^/
p+ 2s

$^/���(��S/`$Au����32;���0���
Λ
s3! ��QB=�g+�f(\4+,-�1Ã Y Á Y � È�s3! g�a�������.]$�(�á

Λ = rp+s ∗M r2sq

�+�\�1$^�������j���P.'��/o�9�Y��,-��! �A! �+r�(�g~,-�0���0,�$^/
p + s

Y'�D��� ���
Λ
�+�\�W! �0�{g+(����5���`$�& /��A�;�

/`$Au����32;���0����(�$�! �`$^/��
ω
! ������g+��.]$�(�á

ω(r) = −r1−(p+s)Λ′(r)

�+�\�-�+�32���(��x����.'�f/o�9�Y��,-�fsL! ���32x� ����QHi�u��f��2;���0�f�cYF@H��b5���U.�(���� nk�x/`$P2����3! �o���0�f�
é $ ã ! ��QB=�g+��(�4+,-��Ã Y Á Y � È�YK�±�f��(�,-���5��(\�+(7bk����2���������,-q+,-��u|�f�32;���0�f�

ω
nfg+(��oa3�

/`$�2��f�3!9�0������� é & ã ! ��QB=�g+��(�4+,���Ã Y Á Y � È�s	��/p��� ê��6! ��2:$�/�2���/0�+("���+�"2��5��ê�2��0�+�5���~!9�
���+/�/0�0�cY]CL�����{���?.'����(U����� �

0 ≤ k ≤ s− 1
s�����$

ω̂(2k + p− s+ 2) =

∫ 1

0

−r1−(p+s)Λ′(r)r2k+p−s+1 dr

= −
∫ 1

0

Λ′(r)r2k−2s+2 dr.

CL��uv$^�0�w$^�5�-�������0�5��g+rf(�$^��������.]$^(-.]$^(\�����x���-�+��(\�+,�$^(�b5�]$^�5��bk���
Λ(1) = 0

sL���
�f&9���0�+�5�<b5����.'����(U����� �

0 ≤ k ≤ s− 1
á

ω̂(2k + p− s+ 2) = −
[
Λ(r)r2k−2s+2

]1
0

+ (2k − 2s+ 2)

∫ 1

0

Λ(r)r2k−2s+1 dr

= (2k − 2s+ 2)

∫ 1

0

Λ(r)r2k−2s+1 dr.

TD(
Λ(r) = (tp+s ∗M t2sq)(r) = r2s(tp−s ∗M q)(r).
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�~#d�fâ�.'�f� (U���f�9�
0 ≤ k ≤ s− 1

á

ω̂(2k + p− s+ 2) =(2k − 2s+ 2)

∫ 1

0

(tp−s ∗M q)(r)r2k+1dr

=(2k − 2s+ 2) ̂(rp−s ∗M q)(2k + 2)

=(2k − 2s+ 2)r̂p−s(2k + 2)q̂(2k + 2)

=0,2:$�(
q̂(2k+2) = 0

.'����(
0 ≤ k ≤ s−1

Y5@K�Sb5��� .�(���� nk�Sb5���
ω
nkg+(\�0a��S/`$W2����3! �0�������

é & ã ! ��QB=�g+�f(\4+,-�~Ã�Y Á Y � È����W! ���326/0�6.�(��t! ���0�
TeipθφTe−isθψ

�+�\�X������.'g+(_$l���+��(X! �
Q±�t�+.�/0�o��MfY]�~#d�fâ�/0� é � ã Y�j����("/0� é �0� ã sJ�0/F�;8 �0�\����g;n9�`!9�+,-,-�+�5�6&'�:$��32�����.�!	#e�w8 �+,-.�/0�+�~!	#e��.'g+(_$l������(��~! �
Q±�t�+.�/0�o��MWbk�]$����0=��f,��fr�4+���+�U! ���5�B/0�D.�(\�9! ���o�B�c#e�+�\�K.]$^�B���7��.'g+(_$l���+��(K! �XQ±�t�+.�/0�o��MfY
�D�������±! g+�<b5���

p
���

s
�+�\�<.�/�� �<rf(�$��3!�b5���

1
s3/0�A@H�f(\�f/0/`$��0(��6Ã Y Á Y �NÄ ,-���5��(��"bk�c#e�+�

.{���_$��k�
l1 = p − 2

���
l2 = s − 2

sH/���.�(��t! ���o�
Teipθrl1Te−isθrl2

�c#e�+�\�z.�/0���z���
�f.'g+(�$^���+��(x! �PQJ�t�+.�/0�o��MfYSOt�

p = s = 1
�f�

p = 1
���
s = 0

sK�;�x�+��.�(��+�]$^�5�
φ(r) = r−1 ���

ψ(r) = r−1 sÕ/0��QB=�g+��(�4+,-��Ã�Y Á Y � ÈP,-���5��(���b5���x���
TeipθφTe−isθψg��w$^�0�W���P��.'g+(_$l���+��(W! ��Q±�5�+.�/��o��M-$^/0�f(\�W�����P�\�9,~&'��/0�A���+(_$^�o�

ei(p−s)θr−2 b5���m�c#d�+�\�
.]$���� ���*QHi�u����32;���0�f�ñ����! ���32P/0�Í.�(\�9! ���o�����Í.'��� ��.3$��xq���(\�Í� � ��.'g+(_$l���+��(�! �
Q±�t�+.�/0�o��MfY

Gc�Ó2:$^�
p = s = 0

�+�\��/��Í.�/�� ��! �0ê�2��0/��Ó)���(�$��o���+(+YSI�/Wuv$^� ����(\�f� nf�+(�! �+�98
QKi�u����32;���0�����S(_$�! �|$^/0�+�

φ
���
ψ
���+/0/0�+�?b5���

TφTψ
���W���f�o�S.]$^�S���x�f.'g+(�$^���+��(S! �1QJ�t�;i

.�/��o��MfYJGp#d�`! g���! �-/`$�2������\��(\�32;���0�f�Ó! ��2��+�"! �+�98*QKi�u|�f�32;���������"(�$�!9�|$^/0�+�"���f���6$xg;��g
.�(���.'�f��g+�X.]$^�B�~Y9EH��(���2_=���n�Y CÕ/�/0�W2;�f�����0�\����)"(\�+,�$^(�b5����(Bb5���D.'����(H���f�9���Du����32;���0���
(_$�!9�|$^/0�

ω ∈ L1(D, dA)
���6.'�f� ("����� �~(�g+��/

α ∈ (0, 1)
sJ/|$�u����32;���0���

11 ∗M ω
�+�\�

&{��(�� g+�1����(S/h#e�0�5���+(\n�$�/0/0�
[α, 1]

Y3CL�����{���Ns .'�f� (S���f�9�
t ∈ [α, 1]

s�����$xá

|(11 ∗M ω)(t)| ≤
∫ 1

t

|ω(s)|ds
s
≤ 1

α2
‖ω‖L1 .

�D���32����F����2��f���\��(����o�~�����7QHi�u|�f�32w���0�f��(_$�! �`$�/0�
φ
���+/�/0�7b5����/`$�u����32;�������

φ ∗M φ���~���f�o�X.]$^�X&'��(���g+�~����(
[α, 1]

.'����(X� �P2��+(}�w$^���
α ∈ (0, 1)

$�/0��(��X�0/j�c# ��$^��(_$�.]$^�
! ��u|�f�32;��������(�$�! �`$^/��

ω
���f/0� ���0����! ��/h#eg:bk�]$^�������

φ ∗M φ = 11 ∗M ω
sp2���b5���U�+�\�

g:b5���onf$^/0�+�5�z)P! �0(���b5� ��/���.�(��t! ���o�
TφTφ

�c#d�+�\��.]$��-�����f.'g�(_$l���+��(�! ��QJ�t�+.�/0�o��MfY
�j����(�2���/|$9s����f�o�

(tk)
∞
k=0

�����A�����o����!3$^���
[1
2
, 1)

b5���j���+�3!�nk�+(\�
1
s����W�����0�

(εk)
∞
k=0/|$A�����o���1! g�a3���0��.]$�(1á

εk = min
(
t

1
2
k − tk; (

1

2
)3k(1− t

1
2
k )6
)
.

��$^�0�5���+�]$^�5�:s������o�
φ
/`$~u��f��2;���0�f��(_$�! �`$�/0�"! g�a3���0�1����(

[0, 1]
.]$^(1á

φ(r) =
∞∑

k=0

ε
− 2

3
k χ[tk−εk,tk+εk](r).
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Ö Ù Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

φ ∈ L1([0, 1], rdr)
Y]CL�����{���

∫ 1

0

|φ(r)| rdr =

∫ 1

0

+∞∑

k=0

ε
− 2

3
k χ[tk−εk,tk+εk](r) rdr

=
+∞∑

k=0

ε
− 2

3
k

∫ 1

0

χ[tk−εk,tk+εk](r) rdr

=
+∞∑

k=0

ε
− 2

3
k

∫ tk+εk

tk−εk
rdr

=
1

2

+∞∑

k=0

ε
− 2

3
k [(tk + εk)

2 − (tk − εk)2]

= 2
+∞∑

k=0

ε
1
3
k tk.

@K��,-,-�
εk ≤ (1

2
)3k(1− t

1
2
k )6 ���

tk < 1
$�/0��(��

εk ≤ (1
2
)3k Y]�<�f�32

∫ 1

0

|φ(r)| rdr ≤ 2
+∞∑

k=0

(
1

2
)k <∞.

I�/j(\�+�\���A)-nkg+(��oa3�+(Xb5���
φ
�����X�����~QHi�u|�f�32w���0�f�cY��j����(X2��+/`$��0/j��� ê-�:s{!	#�$^.�(�4+�D/|$

�L(\�f.'�����0��������Ã Y Á YeÅ�s3! ��,-���5��(��+(Sb5����/`$A�����0���
(nφ̂(n))∞n=0

�+�\�?&'��(���g+��Y

nφ̂(n) = n

∫ 1

0

+∞∑

k=0

ε
− 2

3
k χ[tk−εk,tk+εk](r)r

n−1 dr

=
+∞∑

k=0

ε
− 2

3
k [(tk − εk)n − (tk + εk)

n]

Gc����=�g+��(�4+,���! �+�-n�$�/0�+��(����0�5���+(\,-g:! �`$��0(����z$�.�. /���b5��g�)P/`$Íu����32;�������
t 7→ tn

����(
/h#e�0�5���+(}nf$^/0/��

[tk − εk, tk + εk]
�0,-.�/0��b5���"bk�c#e�0/c�;8 �0�\��������(�g+��/

t′k ∈ (tk − ε, tk + ε) ⊆ (tk − ε, t
1
2
k )

���+/cb5���-á
(tk − ε)n − (tk + ε)n

2ε
= n(t′k)

n−1.
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�D�������

nφ̂(n) = 2n
+∞∑

k=0

ε
1
3
k (t′k)

n−1

≤ 2n
+∞∑

k=0

ε
1
3
k (t

1
2
k )n−1,

2:$�(
t′k < t

1
2
k

Y]�6#e��â
+∞∑

n=2

nφ̂(n) ≤ 2
+∞∑

k=0

ε
1
3
k

+∞∑

n=2

n(t
1
2
k )n−1

≤ 2
+∞∑

k=0

ε
1
3
k

(1− t
1
2
k )2

≤ 2

+∞∑

k=0

(
1

2
)k

< +∞.
Gj$A��g+(\���12��f�knk�+(�r��1�;�<! �f�32W���f�x���+(�,���rfg+��g�(_$^/

nφ̂(n)
�+�\�?&'�f(\��g1���?.]$^(S/`$A�����o���

φ
�+�\�?� ���"QHi�u����32;���0���cY]�Õ$^(<$^��/0/0�+��(��:s�.'�f��(B����� �

tk
s �f��$zá

|(φ ∗M φ)(t2k)| =
∫ 1

t2k

φ(r)φ
(t2k
r

) dr
r
≥
∫ tk+εk

tk

φ(r)φ
(t2k
r

) dr
r
≥ ε

− 1
3

k

εk + tk
.

TD( ε
− 1

3
k

εk + tk

���+�3!�nf�+(��
+∞ b5�]$^�3!

k
�����3!�nk�+(\�

+∞ 2:$^(
εk

���+�3!�nk�+(\�
0
YJ�<�f�32

/��1.�(\�9! ���o�D! �"2����5nk��/��9���0�f�
φ ∗M φ

���1.'�+� �<.]$^�?q���(\�1&'��(���g+�1����(
[1
2
, 1]

���?.]$^(?/`$
�����o����/0��.�(��t! ���0�

TφTφ
�	#e�+�\�?.]$^�?� ����.'g+(_$l���+��(?!9�1Q±�t�+.�/0�o��MfY �

o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹PÎ ;`ÉB;|É	´Ü� ��ö A ÿ^�W�(���:�wûDü�õO�W÷K�Nª*� C+ú���ù�ÿvþåú��-��ök÷^þhö�õO� φ ÿL�+õ�õJ�(M A � TφTφ�B�Dý:ú^þ�ÿ{ü3öNý A ��ú_ü3ø[�_ö�ÿx� A �1÷K�\ª'ú���ü�õ�þØÿw«"ö-ø�ÿ�ø"÷fúE�
��øFü3öE�,�,¢Y�@�[�Ø��ÿ32y A 2ù54fúE`Nþ761÷köE� ýÙ Ö[Û Q�½ �-�^Â���ÿ�ýwþ φ �wý;ÿ A ���7ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE�I��ök÷^þhö�õO�UÿL�+õ�õJ��M A � TφTφ = Tω
ö�õoúE�wýWUj÷�F ö_üP�Wtwý

õO�-ªj¢�ø�úE��twûI� Ì�Q Ö Q Ç�ÖXU	ü3ú A �1ÿ�ú A ÿ z ÷köE� ý"õO�~÷K�;û~þV��ü�õ0ö��
Π := {z : <z > 2} UKúE�Óö

φ̂(z)φ̂(z) =
ω̂(z)

z
.

½ ��ü�öE��ÿØþåù A õ%þ?�@��U�ù_ú^û~ûI�zõoö�ÿ^�_ö���ýVC+úE�wû�ö�ÿvþåúE��÷K�\ Ø�+õ�õ�þw�Ï�wý;ÿ�H_ú��@�{ø���ý A �zõJ��÷K�;û~þV�
ü�õ0öE�

Π
ö�õ0úE�_ýWþvõ*����þ|ýwÿL� A �B�Aù_ú���ý;ÿ�öE�]ÿx�Uü3úlýwþ�ÿvþ�`h�

c
ÿL�+õ�õJ��M A ���

|φ̂(z)φ̂(z)| ≤ c

|z| .
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Ö É Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

q"úE��ùWõGF þh÷kø����wý;ÿH÷X�Xÿ^�_ú A `h�@� A �B��C+úE��ù;ÿvþåúE����ök÷^þåö�õJ� φ ÿL�+õ�õJ�µM A � φ̂ ∗M φ
�B�<ý:ú^þØÿ'ü3ölý

A � O( 1
|z|) Q ª'ú A ÿU÷�F öKH_ú��_÷�UBúE�*ù_ú^ûAû\�@��ù��Bü3öE�~ù_ö�õoù A õO�@�5�

φ̂(2 + i2n) =

∫ 1

0

φ(r)r1+i2n dr.

À A þ|ý�UKúE�l�^Â¸�_ù�ÿ A �"õO�Aù[¢ öE�°v��;û\�@�]ÿB÷K�(`�öE�wþåöKH+õJ�wý
r = e−t

��ÿBúE�ÓúKH;ÿvþ?�@�]ÿS�

φ̂(2 + i2n) =

∫ +∞

0

φ(e−t)e−2te−i2
nt dt. é Ã Y �NÄ�ã

½ � ý A þØÿx�[UBúE�*÷kø^]_��þØÿ
φ
÷X�6õ0ö-û�öE�3þut@���Wý A þ�`�öE�]ÿL�7�

φ(e−t)e−2t =




−π

2

6
+

+∞∑

k=1

ei2
kt

k2

ýwþ
2π ≤ t ≤ 4π,

0
ýwþw��úE�

.

T±ö7ù_úE� ý;ÿ�öE�]ÿx� −π2

6

�wý;ÿBù[¢�ú^þ|ýwþu�A÷K�Wý:úE�;ÿL�7M A � φ(e−2π)e−4π ��ÿ φ(e−4π)e−8π ý:úlþ?�@�]ÿ� A õ|õO�wý QD½ �4�^Â���ÿ$�

φ(e−2π)e−4π = −π
2

6
+

+∞∑

k=1

ei2
k2π

k2
= −π

2

6
+

+∞∑

k=1

1

k2
= 0,

ù_öE� +∞∑

k=1

1

k2
=
π2

6
Q Ý ÷K�;û ü3ú A � φ(e−4π)e−8π Q q"úE�{ù�õ0ö�C+úE��ù�ÿØþåúE�

φ
ö^þw��ýwþ"÷køV]_�3þ?�

�wý;ÿzù_úE�]ÿØþ�� A �Á±ìý A üfü3úE�;ÿxù�ú^ûDü3öfù�ÿ-ý A � (0, 1) ¼ �[�ç�VÂ���ÿWü3ú A �zü3ú A �*ÿ�ú A ÿ 2π ≤
t ≤ 4π

U
e−t ∈ (0, 1)

a Q  Íölþ��]ÿL�@�{öE�]ÿVU�÷föE��ýPõGF ø�M A ö�ÿvþåúE� ¼xÌ:Q Ç°Úza�U\�@��ü
�[�;û A ÿ�öE�3ÿõO�wýXýwþÒv	�B�_ý ∑ ��ÿ ∫ UpþvõB`:þ?�@�]ÿSM A ���

φ̂(2 + i2n) = −π
2

6

∫ 4π

2π

e−i2
nt dt+

+∞∑

k=1

1

k2

∫ 4π

2π

ei(2
k−2n)t dt.

R � ∫ 4π

2π

ei(2
k−2n)t dt =

{
0

ýwþ
k 6= n

2π
ýwþ
k = n.qsF úEÆ

φ̂(2 + i2n) =
2π

n2
,��ÿ

̂(φ ∗M φ)(2 + i2n) =
4π2

n4
.

Ý õB�wýwÿFù+õoö^þ��(M A � 4π2

n4

�DF �_ý;ÿ'ü3ölý A � O( 1
2n

)
�;ÿF÷kú���ù

TφTφ
�DF �wý;ÿ]ü3ölý A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷K�ª'ú���ü�õ�þØÿ�« Q

te
l-0

00
11

95
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

15
 M

ar
 2

00
6



Î ;`É�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½spc¯J¸]ºN²V~c­�ÌÍ­]Ë<�9ªJ¹tº Ö]Î

�W$^���S������(���g�����! �"! ���?��.'g+(_$l���+��(\�<! �1Q±�t�+.�/0�o��M"b5�3$����0=��f,��fr�4+���+�:s����f���S���f� �
����,-,-�+��$^�������U�0�5��g+(��+����g+��)�/`$Pb5���+�\���0����! �+�-! �0nt�����+��(\��! ��M+g+(\�*b5���hsÕ(_$^.�.'�+/������
/��fsB�����z������Z[����(��z�����Íb5���+�\���0�f�ñ��� nk�+(}����.'�f��(x/0�+�x��.'g+(_$l���+��(\��! �PQ±�t�+. /��o��MP����(
/å#d�+��.]$�2��x! �xEH�+(�r�,�$^�cYÕG±$����:2_=�����b5���x! �7(��+rk$�(�! �+(A/0�+��2��5��ê�2��0�+�5���-!9�����+/�/0�0��$
.{��(�,-�0�7!	#dg+/0��,������+(�.�/0�������+��(\�72:$^�����7! ��.'��� nk����(7$lê�,��+(�b5�������?/0��.�(��9!9���0�7! �
! �+�98ñ��.'g+(�$^������(���! �ÍQ±�t�+.�/0�o��MfsU! ���5��/h#e���ñ�+�\��! �P�\�9,~&'��/0�Íb5�]$����0=���,-�fr�4+���P���
/å#%$�� ��(���! �-���t,~&'�f/0��������QHi�u����32;���0����bk���+/`2;�f�3b5� �fs±�����"�t� /K$^/���(��"u|�f(�2�g+,-�+�5�"/h#e���
! �+�?uv$�2;������(��S�+�\�?�t��/hY

Gc�W��=�g+��(�4+,��������on�$��k�?�+�\�<!���)~�D=��+(�������ï@K� ï2����lnt�`ð�!3$^���6æ Á çåY
»7~ · ­'¬�� ÌP¹PÎ ;|ÉB;`É]É·= ú^þu�@�]ÿ

p A �¿�[�]ÿvþ?�@�<ü3úlýwþ�ÿvþÄCWU f A �B�nª�� C+úE�{ù�ÿvþåúE�¿��ÿ ψ A �B�ª*� C+úE�{ù�ÿvþåúE�n�_öf÷^þåö�õO�1ÿL�+õ%ý5M A � TfTeipθψ = 0
ö�õoúE�_ý

f
ú A ψ �wýwÿ�� A õ�õO� Qd5e�fhg�i
fØkÕOt�

TfTeipθψ = 0
$^/���(��:s9!	#�$^.�(�4+�K/��XGc�+,-,-�XÃ Y Á Y Á st.'�f��(H����� �

k ∈ N s5�f�$xá
(2k + 2p+ 2)ψ̂(2k + p+ 2)Tf(zk+p) = 0. é Ã�Y �:Çkã

Ot�f�o�
E := {k ∈ N : ψ̂(2k + 2p+ 2) = 0} Y'Ot�

∑

k∈E

1

2k + 2
= +∞

$�/0�f(\�:s3!	#�$^.�(�4+�?/`$-�Õ(���.'�f���o���0�f��Ã Y Á Y%È s
r2pψ = 0

���<! ���32
ψ
�+�\�?�t��/0/0�fY{Ot�0�����cs3����$

��g:2��+���_$��0(��+,��+�5�"á
∑

k∈Ec

1

2k + 2
= +∞,

�fâ
Ec ������/���2���,-.�/0g+,-�+�5�_$��0(���! ��/å#d�+�����+,~&�/0�

E
!3$^���

N
YK�j����(-����� �

k ∈ Ec/å#dg:b5�]$l���0�f� é Ã�Y �:Çkã ��,�.�/���b5���*bk���
Tf(zk+p) = 0

Y?�6#d�fâ .'����(z����� �
k ∈ Ec ���

���f�9�
n ∈ N s ����$xá

〈Tfzk+p, zn〉 =

∫

D
f(z)zk+pz̄n dA(z) = 0.

�Õ$^(6.]$����_$^rf���+��2��t��(�! ������g+�+�~.'��/|$^�0(��+�:sj�����f& ���0�+�5�~.'�f��("���f� �
k ∈ Ec ���"����� ��+�5���0�+(

n
á

∫ 1

0

rk+n+p+1

∫ 2π

0

f(reiθ)ei(k−n+p)θ dθ

π
dr = 0.

Ot�f�o�
m ∈ Z ���x�+�5�����+(Ba98 g¹}9��/��;8 �0�\���X������Z[����(��U���

n ∈ N ���+/	b5���
m+ n− p �����0�

!3$����
Ec Y3�j����(U���f���S/0�+� n ∈ N ���+/��?b5���

m+ n− p ∈ Ec s �f��$zá
∫ 1

0

rm+2n+1

∫ 2π

0

f(reiθ)eimθ
dθ

π
dr = 0.
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Ö Ñ Ð1¬N­c®m¯±²|«Nº-® ¾ ­ ¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»H­	¹ ¶m¼ ²`«N½�ºN¯±¬
L2
a(D)

TD(:s ��/	�+�\�<2�/`$^��(?b5���-á
∑

n∈N
m+n−p∈Ec

1

m+ 2n+ 1
= +∞.

�6#e��âcs3!	#�$^.�(�4��?/0�W��=�g+��(�4+,��1! �"��8��5��M;i}OtMN$^��M�á
∫ 2π

0

f(reiθ)eimθ
dθ

π
= 0

.'�f��(B.�(��+��b5���X���f� �
r ∈ [0, 1]

Y3��$^���S2��:2��	(\�+�\���Xn9(�$���.'����(B����� �S���5���0�+(
m
Y3�<���32

f�+�\�?�t� /�/0�fY �

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹�Î ;|ÉB;`É Î = þ
p ∈ N ��ÿ1ýwþ TfTe−ipθψ = 0

ö�õoúE�wýWUN�@��ù_ú^û<ü3úlý:öE�]ÿN±
÷E��ú^þØÿL�Uü3öE�

Tzp
UUúE��ý��µ��ö^û\t@�B�N±

TfTrpψ = 0 QSR �6õO�1ý[Z^ûIH_ú�õJ� rpψ �wý;ÿ A �B��C+úE��ù¬�ÿvþåúE�"��ök÷^þhö�õO�[US�[��ü3öE�;ÿvþåù A õ%þ?�@���+õ|õO���wý;ÿ$M A ölýwþw¢�ú^û�úWv�t@���A÷K�A÷K�xvE�_ø�Ê�U$�;ÿU÷kúE��ùUü3ö��6õJ�
ÿV¢�ø_úE�Wt;û\�Uü<�_ø_ù_ø�÷K�@�]ÿBúE��ü
� A ÿBöz�Ð�;û\�@�7M A � f = 0

ú A rpψ = 0
þ Q � Q ψ = 0 QqsF ö A ÿ^�W� ü�öE��ÿ�ýwþ

TeipθψTf = 0
ö�õoúE�_ý�ü�öE��ü3ölý_ý:ö�v���± õGF öf÷³»:ú^þ��3ÿ úE�

ö A ��ö Tf̄Te−ipθψ = 0
��ÿU÷fúE��ù6õJ�1ûI�;û\����ö^þ`ý:úE�
�B�;û\�@�]ÿS�wý;ÿ$�[��ù_úE�W�(`�ö�õ0öKH+õJ� Q

RUg:2���,-,-�+�5�:sF!3$^����æ �lÄ ç�s�ï@K� ï2����Nn9�`ð�2�����Z[�:2;����(���b5���fsp���?/0��.�(��t! ���o�7! ��!9�+�98
�f.'g�(_$^���+��(���! ��Q±�5�+.�/0�0��M��+�\���t� /Õ���W���m/h#e���Í! �+�W���t,~&'��/��+�W�+�\�������Au|�f�32;���0�f�Í=3$�([i
,-�����`bk����$^/���(���� g:2��+���w$^�0(��+,-���5��/h#e����! �+��uv$�2;���+� (����+�\���t��/hYF�j����(�$�&'��� ���0(�)*2;�
(�g+����/o�w$l�Nst/h#e��! g+�W! �Íï@H� ï2��f�Nn9��ðDg��w$^�o�S! �W2���,~&��0���+(K/����B��(_$�� ��u|�f(\,�$^���������U! ��EF�+(��+M+�0�
���<!9�6���+/0/0���cY3I�/c��& ���0�+�5�?/0�W��=�g+��(�4�,-�������0n�$^�5�NY
»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹�Î ;`ÉB;|É Ñ ¼ ÇWa = úlþØÿ f ∈ L∞(D, dA)

��ÿHý:ú^þØÿ
g
õ0ö�C+úE��ù�ÿØþåúE��÷kø^]_�3þu�

ü3öE�
g(z) = zj − z̄l UKúEÆ j, l ∈ N Q = þ TfTg = 0

ö�õ0úE�_ý
f = 0 Q

¼ Ö¬a = ú^þØÿ f(reiθ) =
∑

k<0

eikθfk(r) ∈ L∞(D, dA)
��ÿ?ý:ú^þØÿ

g = g1 + g2

U�úEÆ�õO�wý
÷K� A �5C+ú���ù�ÿvþåú���ý g1

��ÿ
g2

ý:úE�]ÿX÷köE� ý A∞(D) Q = þ TfTg = 0
ö�õ0ú��wý

f = 0ú A g = 0 Q@H�f,�,-�12���(���/0/|$^�0(��"! �12��W��=�g��f(\4+,-�fs ï@H� ï2��f�Nn9��ðW�f& �������5�?/���(\g+����/0�_$^�?�����on�$��k�NY

Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹�Î ;|ÉB;`É ³ = ú^þ�ÿ
f(reiθ) =

∑

k<0

eikθfk(r) +
N∑

k=0

eikθfk(r) ∈ L∞(D, dA)

��ÿpý:ú^þØÿ
g = g1 + g2

UUúEÆ
g1

��ÿ
g2

ý:úE�3ÿS÷föE��ý A∞(D) Q = þ TfTg = 0
ö�õ0úE�_ý

f = 0ú A g = 0 Qd5e�fhgji
fÁkKTD������. .{�����~bk���
TfTg = 0

Y{CL��2���,-.'���w$^�5�X)-r5$^�32_=��".]$^(
Tz̄N+1

s]���
�f&9���0�+�5�"á

Tz̄N+1TfTg = Tz̄N+1fTg = 0.
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TD(
z̄N+1f

�c#�$�bk����! �+�~2;�f,-.'���_$��k���+�~!	#d���3!9�`2�����g+r5$l���0uU!3$�� �6�_$�! g:2���,-.'�����0�������
.{��/`$��0(���Y'CL�����{���"á

(z̄N+1f)(reiθ) =
∑

k<−N−1

eikθrN+1fk+N+1(r) +
−1∑

−N−1

eikθrN+1fk+N+1(r).

�D���32D/0�<��=�g+��(�4+,��X. (�g:2�g:! �+�k�U�0,-.�/0��b5���Wb5����s
z̄N+1f = 0

�åYd�fY
f = 0

st���
g = 0

Y �G±$-b5���+�\�������cs]b5���c(��+�\���6)A(�g+�����3! (��fs3�����<! �f�321! �1�_$+nk�f�0(<2��"b5� �J���1.]$������1���J/`$
u��f�32w���0�f�

f
$:n�$^�0�H� ���<�0� a3���o��gD!9�D2���,-.'���_$��5���+�H.'�����0���0nf�+�K!3$^���H�_$1! g:2���,-.'�����0�������

.{��/`$��0(���Y
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� Ü�� � Þ � ¡ ���;: �{� � ¦§��
 Ü � � � ¡ ����Þ§��
 ¦§�
  Ü � � ¤ �'���

Ot�
φ
�;�
ψ
���f�k�W! �+�98�QHi�u����32;���0������$��]$^/o�t����b5���+��$^/���(��

Tφ
���
Tψ

���f�k�X/��+�D�f.'g;i
(_$^���+��(��-!9�x,~��/o���0.�/0��2:$^������������(

L2
a(D)

(\�+��.'�:2;���onk�+,��+�5��.]$�(
φ
���
ψ

���-! �f�32z�0/0�
2��f,-,6� ���+�k�NY3�Õ$^(<$^�0/�/0�+��(\�<���

φ
���
ψ
�����5�?! �+�98�QKi�u|�f�32;���������D$^�]$^/0�t���`bk���+�D$^/���(��

(
TφTψ

)∗
= TψTφ = TφTψ =

(
TψTφ

)∗
,

���<! ���32
TφTψ = TψTφ

Y
�?�f� �6$:nf�f���Wn9�*b5���-����(�/h#e�+��.]$�2���! ��>D$^(�!9�

H2(T)
sJEF(��:è<�Í���~><$�/0,-���1���5�

,-�f�k��(�g6b5���~! �+�98��f.'g+(�$^���+��(��X! �~Q±�5�+.�/0�0��MA2���,-,6� ���+�5�D���±���D���+��/���,-�+�5�X���±/0�+��(\�
���t,~&'�f/0�+�m���f�k�m���f� �m/��+�Õ! �+�98~$��3$�/o�t����b5���+�:s^���6�������m/0�+�Õ! �+�98A$^�5���oi[$^�]$�/o�t���`bk���+�:s����
/å#d���6�+�\�j�����K$�.�. /���2:$l���0�f�A$^ê-���H! �H/h#�$^� ��(\�fYlG±$S���o���]$^�������6����(±/h#e�+��.]$�2��K! �KEH�+(\rf,�$^�
�+���B2��f,-. /�4����+,-�+�5�U! �o�{g+(��+�5���X���K&'�N$��32�����.z.�/0���U2���,-.�/0��b5��g+�fY��m$�(H�;8 �+,�.�/��X! �+�98
�f.'g+(�$^���+��(��<)6���t,~&'��/��W(_$�! �`$�/	2��f,�,~� ���+�k�NY�CL�x���{���Ns9���

φ
�+�\�S���x�\�9,6&'�f/0�W(_$�! �|$^/

é �+�Ó.]$�(}����2���/0����(
φ
�+�\�6��� ��u����32;��������b5�3$����0=��f,��fr�4+���7! ��! �+r�(�g Úkã $^/���(��6!	#�$^.�(�4+�

/|$ìRS�+,�$�(�b5���ÍÃ Y Á Y%Ãì/`$�,�$^��(���2��Í! �P/h#e��.'g+(_$l���+��(�! �ÍQ±�5�+.�/0�0��M
Tφ

!3$^���x/|$�&]$����
�f(\��=������f(\,-g+��! �

L2
a(D)

�+���W�����A,�$^��(���2���! �`$�r����]$�/0��$+nk�:2~.'����(Wg+/�g+,��+�5���W����(W/`$
! �|$^rf���]$^/���. (��0�32���.3$�/0��/`$Í�����0��� {√k + 1(2k + 2)φ̂(2k + 2)}k≥0

YH@K��,-,-��! �+�98
,�$^��(���2��+�1! �|$^r��f�]$^/0�+�"2��f,�,~� �����5�W������Z[����(��:sc! ���32A/��+����.'g+(_$l���+��(\�"! �-QJ�t�+.�/0�o��M�)
���t,~&'�f/0��(_$�! �`$�/J2���,-,~�9���+�5�:Y

�W$^����/`$ì�����0���Í���f����.�(\g+���+�5��������/0�+�x��(�$:n�$^�98 ! �Í�?8 /0�+(+s�ï@H� ï2��f�Nn9��ðP����R?$��
2��f�32���(��]$^�5�~/`$�2;�f,-,6� �w$l���on9�o��g�! �+�6��.{g�(_$l���+��(\�A! ��Q±�t�+. /��o��Mz)��\�9,6&'�f/0��=]$^(�,-�^i
���`b5� �fY

ÇkÄ
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²1��� ér§µê ê +I'&%('&�[ë¡�['*!á/-),.ì§µ�"!$#&%('*)�+1#�.ì/1) ¥l§¯)$�Î¨���'&©
� .BåIê��"§5¨¬)<�1%µ#&ê §56-�	�¯+1)

�X$^���6æ Ç çås �?8 /0�+(U����ï@H� ï2��f�Nn9��ðWg�����! ���+�k�?/`$�2���,-,~� �_$^���0nt�0��g1! �+�S��.'g+(�$^������(��<!9�
Q±�t��.�/��o��M6)A���t,~&'��/��1=]$^(�,-������b5���1����(?/h#e�+��.]$�2��"! �6EH�+(\rf,�$^�

L2
a(D)

���?,-���5��(\�+�5�
���x(\g+����/0�_$^�?$^�]$�/0��rf���1$��xQU=�g+��(�4+,�� � YeÈ�Y � ! ��EH(��:è?�x���?>D$^/�,��f�U����(B/h#e�+��.]$�2��1!9�
>D$^(�!9�

H2(T)
Y'R?$�.�.'��/������Xb5���"/|$�.�(��+� nf�6! ��QU=�g+��(�4�,-� � YeÈ�Y � (��+.'�����6�+�����+�5������/oi

/0�+,-�+�5�H����(F/0�+�H,�$�� ��.���/`$l���0�f���K! �+�H,�$l��(\�`2;�+�K! �DQ±�5�+.�/0�0��MD!3$����F/|$�&]$^���?�f(}��=������f([i
,-g+�W! �

H2(T)
Y3@H�+�S,�$^��(���2��+�U���5�S/`$~.]$^(\���`2���/`$^(��o��g�!	#eq���(���2������\�w$^�5���+�U����(K����� ���+�

/0�+�W! �`$�r����]$�/0�+�:Yc@K���\���6.�(\�f.�(\��g���g~�c#d�+�\�X.�/�� �Dn9(_$^�0�~����(D/h#e�+��.]$�2��A! �AEH�+(\rf,�$^�cY{G±$
.�(��+� nf�6!	#d�?8 /0�+(?���Pï@H� ï2��f�Nn9��ð1� ���0/0�����6! �+�<.�(\�f.�(\��g���g+�D! �1���9.'�"/`$Anf$^/0�+��(<,-�N�k�+��� �
�0�5nf$^(��`$^�5���fY3Gc�+��(B��=�g+��(�4+,����+�\�?/0�1�����on�$��k�6æ Ç s�.cY Á çåY
»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹ Ñ*;v´
;h´æ= ú^þØÿ

φ
��ÿ
ψ

÷K� A �\C+úE��ù;ÿvþåúE��ý1¢ öE�;û�úE�3þuM A �wýnH�úE�@�{ø��wý7ý A � D Q�Xõ0ú��wý
TφTψ = TψTφýwþ���ÿpý�� A õJ�;ûI�@�3ÿpýwþ¼ öWa φ

��ÿ
ψ

ý:úE�]ÿFÿ�ú A ÿL�wý"õJ�wý~÷K� A ��öE��ö�õcZ�ÿvþuM A �wýWý A � D Uú A¼ Hxa φ
��ÿ
ψ

ý:úE�]ÿFÿ�ú A ÿL�wý"õJ�wý~÷K� A ��öE��ö�õcZ�ÿvþuM A �wýXý A � D Uú A¼ ùxaìþØõ*����þ|ýwÿL�A÷K� A ��ù_ú���ý;ÿ�öE�3ÿL�wý6ù_ú^ûDü�õJ���:�wý���úE�n� A õ�õJ�wý α ��ÿ β
ÿL�+õ|õO�wý7M A �

φ = αψ + β.

G±$<.�(\�+� nk�U!9�U2��K��=�g+��(�4+,-�K(��+.'�����B����(Õ/0�B/0�+,-,��B�����on�$��k�pb5��� ! �o�Lb5�c#e�����Ku����32wi
���0�f���+���K=]$^(�,-�����`bk���D��� (K/0�X! ����b5� �

D
���'���B���+��/0�+,-�+�k�B���{��/�/0�Dnfg+(��oa3�D/`$".�(\�f.�(\��g���g

! �1/|$An�$^/��+��(?,-�N�k�+��� �"�0�5n�$�(\�|$^�5���".'�f� (</0�+�<����(�uØ$�2����<���<���J�_$�(_$�! �`$�/0�0�w$l���0���cs{!9g�a i
���0�-$���.3$�(�$:n�$^�5��.]$^( é Ã�Y Á Y Äfã s{.'�+� ��q���(��A.�(\�f/0����rfg���.]$^(�2����5�����t� �0��gA����(X/0��! �0��b5���
u��+(\,-g

D
Y

mF¹9ÌÓÌÍ¹ Ñ*;v´
;|É�= ú^þØÿ
u ∈ C(D) ∩ L1(D, dA) Q u �wý;ÿ�¢�öE�wû�úE��þ?M A ��ý A � D ýwþ��;ÿ

ý�� A õJ�;ûI�@�3ÿpýwþ ∫

D
u ◦ h dA = u(h(0))

��ÿ
rad(u ◦ h) ∈ C(D)

ü3ú A �1ÿ�ú A ÿ h ∈ Aut(D).�?�����". (�g+���+�5���+(������6!3$�� �"/|$x�����o����/`$x.�(��+�9nk��! ��QU= g+�f(\4+,-��Å�Y � Y � .'����(�nk����(
2���,-,-�+�5�Õ/0�+�m���+2_=�����b5���+�Õ� ���0/��0��g+�+�Õ�����5�L2���,-.�/04�����,-�+�5�L! �0�{g+(����5���+�L! �U2;�+/�/0�+�Õ� ���0/��íi
��g+�+�J.]$�(±EH(��:è?�1���m>D$^/0,-�f�J/0��(���b5�c#e�0/0�±���5�J(�g+���f/0�1/`$Sb5�������������"! �p/|$U2��f,�,~� �w$l���on9�o��g
! �+�S�f.'g+(�$^���+��(��?! �1Q±�t�+.�/0�o��M�����(U/å#d�+��.]$�2;�"! �">D$^(�!9�

H2(T)
Y
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Ñ*;v´Pµ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½�
*º�À±ÌnýL­ ¼ ¹Ø~J¸3¬^ÌÍ­{ªj²�pc¯J¹ Ö<�

d5e�fhg�i
fØkL@H�f,�,-�X�������B/h#�$+nk�����U! g\Z\)1n9�x$���.]$^(_$+n�$��k�U���
φ
���
ψ
�����5�U! �+�987u|�f�32_i

���0�f���~=]$^(�,-������b5���+�~&{��(�� g+�+�A����(
D

$�/0�f(\�~�+/�/0�+�~���7! g:2���,-.'�������5��! �7/`$�,�$^���04+(��
�����on�$��k���")A�_$+nk����(�á

φ = φ1 + φ2
���
ψ = ψ1 + ψ2�fâ

φ1

s
φ2

s
ψ1

���
ψ2

�����5�<!3$^���?/h#d�+��.3$�2��1! �"EH/��t2_=cY
CL��$^.�.�/0�`b5�3$��5�?/h#e��.'g+(_$l���+��(

TφTψ
)~/|$~u����32;���0���

11
s �f����& ���0�+�5�"á

TφTψ11 = Tφ[P (ψ1 + ψ2(0))]

= Tφ(ψ1 + ψ2(0))

= P ([φ1 + φ2][ψ1 + ψ2(0)])

= φ1ψ1 + ψ2(0)φ1 + P (φ2ψ1) + φ2(0)ψ2(0).

�~#d�fâ
〈TφTψ11, 11〉 =

∫

D
φ1ψ1 + ψ2(0)φ1 + φ2ψ1 + φ2(0)ψ2(0) dA.

@K��,-,-�
φ1

���
ψ1

���f�k�Õ! �+�±u����32;���0�f���j=]$^(�,-������b5���+�j����(
D
$^/���(��j!	#�$^.�(�4+�j/0�KGc�+,-,��

Å3Y � Y Á s�����$xá

〈TφTψ11, 11〉 = φ1(0)ψ1(0) + φ1(0)ψ2(0) + φ2(0)ψ2(0) +

∫

D
φ2ψ1 dA. é Å�Y �Nã

�D��/`$A,-q+,-�W,�$^���04+(��fs�����,-���5��(���b5���-á

〈TψTφ11, 11〉 = φ1(0)ψ1(0) + φ2(0)ψ1(0) + φ2(0)ψ2(0) +

∫

D
φ1ψ2 dA. é Å�Y Áfã

Ot�
TφTψ = TψTφ

$�/0��(��:sf!	#%$�.�(\4+�L/��+�p! �+�t8Ag:b5�]$l���0�f��� é Å�Y �Nã ��� é Å�Y Áfã s�������& ���0�+�5�
b5���-á

∫

D
φ2ψ1 − φ1φ2 dA = φ2(0)ψ1(0)− φ1(0)ψ2(0). é Å�Y%Ã ã

Ot�f�o�
h ∈ Aut(D)

���
Uh

/h#e��.'g+(_$l���+� (D�����o�w$^��(\�~! g;a3���m!3$^���D/0�62_=]$^.��0��(��".�(�g:2�g;i
! �+�5�?.]$^( é Ã Y �+Úkã Y'Ot� TφTψ = TψTφ

$�/0��(��1á
UhTφU

∗
hUhTψU

∗
h = UhTψU

∗
hUhTφU

∗
h .�~#d�fâ�!	#�$^.�(�4��?/0�1Gc�+,-,-�1Ã Y Á Y � Å�á

Tφ◦hTψ◦h = Tψ◦hTφ◦h.

O $�2_=3$��5�Ubk���
φ ◦h = φ1 ◦h+φ2 ◦ h

�;�
ψ ◦h = ψ1 ◦ h+ψ2 ◦h

s5/å#dg:b5�]$l���0�f� é Å3YeÃ ã! ��n9�0�+�5�"á
∫

D
(φ2ψ1 − φ1φ2) ◦ h dA = φ2(h(0))ψ1(h(0))− φ1(h(0))ψ2(h(0)).
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CL��.'���_$��k�
u = φ2ψ1 − φ1ψ2

s /|$A! �+(����04+(���g+rk$^/��o��g1�����Sg:b5���on�$�/0�+�5���6)xá
∫

D
(u ◦ h) dA = u(h(0)).

CL��!	#%$�� ��(��+�1���+(\,-�+�
u
.'������4+! ��/`$�.�(���.�(��0g���g�! ��/`$xn�$�/0�+��(",-�N�k�+�������0�5n�$^(��`$��5���

.'�f��(U/����?����(�uv$�2��+�:Y
@H�~b5�c#e�0/±uv$��9�X,-���5��(���(D,�$^�0�5���+�3$��5�D�+�\�Wb5���

u
�+�\�X=]$^(�,-������b5���6����(

D
Y{�j����(

2��+/`$*��/<��� ê��NsH!	#%$�.�(\4+�7/0��Gc�+,�,-��Å3Y � Y Á sH!9��.�(\�f� nf�+(7b5���
rad(u ◦ h) ∈ C(D)

Y
@K��,-,-�

φ2 ◦ h
���
ψ1 ◦ h

���f�k�<!�$����S/h#e�+��.]$�2��1! �"EH/0�t2_=�$^/0�f(\�S�+/�/0�+�S�����5�?! ��nf�+/���.9i
.]$^&�/��+�U�+�z��g+(��0��! �WQm$+�9/0�f(+s 2�#e�+�\�\i[)Ni�! �0(���bk�c#e�0/��;8 �0�\����! ���98z�����o���+�S2���,-.�/0�;8 �+�

(an)���
(bn)

���+/0/��+�?b5����.'�f� (S���f�9�
z ∈ D

(φ2 ◦ h)(z) =
∞∑

n=0

anz
n,

���
(ψ1 ◦ h)(z) =

∞∑

n=0

bnz
n,

$+nk�:2
∞∑

n=0

|an|2 <∞
��� ∞∑

n=0

|bn|2 <∞, é Å3YdÅ ã
2:$^("/å#d�+��.]$�2��7! �7EH/0�t2_=��+�\�6���32;/����~!3$^���6/h#e�+��.]$�2��7! �7>D$^(�!9�

H2(D)
YJ�D�0�����F.'����(

����� �
z ∈ D s �f��$zá

rad[(φ2ψ1) ◦ h](z) =
1

2π

∫ 2π

0

(φ2 ◦ h)(eiθz)(ψ1 ◦ h)(eiθz) dθ

=

∞∑

n=0

ānbn|z|2n.

�6#�$^.�(�4+�m/å#d����g�r5$^/��o��gS! �S@U$^�32_=5�kijO92_=kèS$^(�Mfs é Å3YdÅ ã �0,-.�/0��b5���Ub5���K.'����(m���f� � |z| ≤ 1
á

∞∑

n=0

|ānbn||z|2 ≤
( ∞∑

n=0

|an|2
) 1

2
( ∞∑

n=0

|bn|2
) 1

2

< ∞.
�<�f�32

rad[(φ2ψ1) ◦ h]
2;�f�5nf�+(�r���������u|�f(\,-�+,-�+�k�?����(

D
s32��1bk���c�0,-.�/0�`bk���"b5���-á

rad[(φ2ψ1) ◦ h] ∈ C(D).
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�D��/`$P,-q+,���,�$^���04+(��fsÕ�f��,-���5��(\��$^�������?b5���
rad[(φ1ψ2) ◦ h] ∈ C(D)

Yp�<�f�32�s
!	#�$^.�(�4+�S/��1Gc�+,-,-�WÅ�Y � Y Á s

u
�+�\�S=]$�(\,-�f� �`b5� �fY]�Õ$^(S/`$A�����o���-á

4
∂

∂z̄

(∂u
∂z

)
= 4

∂

∂z̄

(∂(φ2ψ1 − φ1ψ2)

∂z

)

= 4
∂

∂z̄
(φ2ψ

′
1 − φ′1ψ2),

2:$�( ∂φ2

∂z
=
(
∂φ2

∂z̄

)
= 0

��� ∂ψ2

∂z
=
(
∂ψ2

∂z̄

)
= 0

.����0��b5���
φ2

���
ψ2

���f�5�W$^�]$�/o�t���`bk���+�
����(

D
Y3�~#d�fâ*á

4
∂

∂z̄

(∂u
∂z

)
= 4(φ′2ψ

′
1 − φ′1ψ′2)

= 0.

�D���32-á
u
�+�\�?=]$^(�,��f����b5��������(

D ⇐⇒ φ′2ψ1 = φ′1ψ
′
2

����(
D. é Å�Y ÂfãRS�+rk$^(�! �����A,�$^���k���+�]$^�5��2;�f,-,��+�5�A2��������7g:b5���on�$�/0�+�32�� é Å3Y Âkã �0,-.�/���b5���7/h#e�����z! �+�

��(����0�?���o���]$l���0�f��� é $ ã ��� é & ã �f� é 2 ã ! �x��=�g��f(\4+,-�-á
Ð1¬N¹9ÌÓ²|¹9¬�°f¸3ºxácOt�

ψ′1 = 0
����(

D
s	$^/���(�� é Å3Y Âkã �0,-.�/0��b5����b5���fs{���P&������

ψ′2�f��&��0�+�
φ′1

�+�\�?��! �+�5����b5���+,��+�5�?�t��/0/0�"!3$^���
D
Y3�~#d�fâ*á

é � ã Ot�
ψ′2 = 0

����(
D
s�$^/0�f(\�

ψ = ψ1 + ψ2

�+�\�W2������\�w$^�5���6����(
D

����$^/0�f(\�X�+�
.�(��+�]$^�5�

a = 0
�0/	n9�0�+�5�<bk���

aφ+ ψ
�+���?2��f� ���_$��5��������(

D
Y

é �0� ã Ot�
φ′1 = 0

����(
D
s3$�/0��(��"á





∂φ

∂z
=

∂

∂z

[
φ1 + φ2

]
=

∂φ1

∂z
+
∂φ2

∂z
= φ′1 = 0

∂ψ

∂z
=

∂

∂z

[
ψ1 + ψ2

]
=

∂ψ1

∂z
+
∂ψ2

∂z
= ψ′1 = 0.

���<! ���32
φ
���
ψ
�����5�<$��]$^/o�t����b5���+�?����(

D
Y8z¹ ¯Dõ±²w� ÌÍ¹�°f¸3º�ájOt�

ψ′1
���

ψ′2
�����5�1����� ���+�"/0�+�6! �+�98*�����Ó��! �+�5����b5���+,��+�5�

�t��/�/0�+�D����(
D
Y'�L���0��b5���

ψ′1
���
ψ′2

�����5�X$��]$^/o�t����b5���+�X!3$^���
D

$^/0�f(\�D/h#e��������,~&�/0�~! �+�
M+g+(����<! �

ψ′1
���<2��+/0���J! �

ψ′2
�����5�?! ��,-�+����(����t� /�/0�fY]�<�f�32 é Å�Y Âfã �0,-.�/0��b5���"bk���-á

φ′1
ψ′1

=
(φ′2
ψ′2

)
. é Å3YeÈ ã

Gj$�u����32;���0��� φ′1
ψ′1

�+�\�P,-g+(���,-��(�.�=���!3$^���Í����(
D
YWCL� ���{���Í�+/0/0���+�\�Ó$^�]$�/o�t���`b5� �

����(
D\{ /0�+�?M+g+(\�f�?! � ψ′1} s:! �L,-q+,�� φ′2

ψ′2

�+�\�j$��]$^/o�t����b5���L����(
D\{ /0�+�SM+g+(����<! � ψ′2} Y
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é Â Y Áfã �0,-.�/0��b5���1b5���W/`$~u����32;���0�f� φ′1
ψ′1

$^�������cb5���W�_$A2�����Z[��r���g+�������5�S,-g+(\�f,-��(�.�=����
!3$^���

D
Y]�<���32Wu���(�2�g+,��+�5� φ′1

ψ′1

�+�\�<2������\�w$^�5��������(
D\{ /����?M+g�(��f�?! � ψ′1} Y3I�/c�w8 ���\���$�/0��(��S�����12��f���\�_$��5���

c ∈ C ���+/0/0�"b5���-á
{
φ′1 − cψ′1 = 0

����(
D,

φ′2 − cψ′2 = 0
����(

D,
2��1b5���	�+���Sg:b5���on�$�/0�+�5�D)zá

{
φ1 − cψ1

�+�\�<2;�f���\�w$^�5���1����(
D, (1)

φ2 − cψ2
�+�\�<2;�f���\�w$^�5���1����(

D. (2)

CL��.3$����_$��k�X$^��2�����Z[��r���g"!3$^��� é Áfã ���?��������,-,�$^�5�<$:nf�:2 é �Nã s ������& ���0�+�5�1á

(φ1 + φ2)− c(ψ1 + ψ2)
�+�\�<2������\�w$^�5��������(

D,2�#e�+�\�}i[)li�! �0(��
φ− cψ �+�\�?2��f���\�_$��5���1����(

D
Y

�I�/m! g:2�����/��A! �A2��6��=�g+��(�4+,-�~/0�A2���(���/0/|$^��(\�A�����on�$��5�W2��f��2��+(��]$^�5�W/0�+�X�f.'g+(�$^���+��(��
! �1Q±�5�+.�/��o��M1���f(\,�$^�98	Y
Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹ Ñ�;h´
; Î = ú^þ�ÿ

φ A �B�jC+úE��ù;ÿvþåúE�\¢�öE�wû�ú��3þ?M A ��H�úE�@�{ø��Bý A � D Q �Xõ0ú��wý?õzF ú_ü3ø¬��_ö^ÿL� A � Tφ �wý;ÿ���úE�wû�ö�õ3þ Q � Q TφT ∗φ = T ∗φTφ
ýwþ_��ÿmý�� A õO�;û\�@�]ÿmýwþmõGF �@��ý��;û\H+õO� φ(D)

`Nþ�ÿ
ý A � A �B�A÷E��ú^þØÿx�A÷ A ü�õ0öE�*ù_ú^û<ü�õO���:�

C Qd5e�fhgji
f4kpTD�x��� .�.'�f���1b5�	#e�0/	�;8 �0�\����! �+�98x2��f� ���_$��k���+�U���f�x�t��/0/����
α
���
β
!3$^���

C���+/0/0�+�<b5����á
φ(z) = αz + β ,∀z ∈ D,$�/0��(��

βφ(z) − αβz = |β|2 ∈ R �;��2��:2;�K.'�f��("����� �
z ∈ D YmCL��� ���_$��5�

a = β���
b = −αβ st�0/]n9�0�+�5�Ubk���D/å#d�f.'g�(_$l���+��( aφ+ b

�+�\�U)�nf$^/0�+��(��K(�g+�+/0/0�+�B����(
D
Y5�D�0�����má

T ∗aφ+b = Taφ+b = Taϕ+b
�hYd�fY

Taϕ+b
�+�\�D$^� ���^i[$�!�Z[�f�0�5�:s3! �f��2�����(�,�$^/

.

@K��,-,-�
Tφ = a−1(Taφ+b − bI)

s3$�/0��(��
Tφ

�+�\�D$^�������c������.'g+(_$l���+��(S����(�,�$^/hY
RUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�NsL��������.�.'������b5���

Tφ
�+�\������(�,�$^/åYH@H�f,�,-��/`$Pu����32;���0���

φ�+�\�S=]$^(�,��f����b5���W���U&'�f(\��g+�1!�$����
D
s
φ
�+�\�<$^�������	=]$^(�,-������b5���W���S&'��(���g+��!3$^���

D
Y

�D/0�f(\�?!	#�$^.�(�4+�S/��W��=�g+��(�4+,-��.�(�g+2�g:! �+�5�:s���/�n9�����5�<b5���-á




(1) φ
���
φ
�����5�U����� ���+�S/����<! �+�t8�$^�]$^/0�5����b5���+�<!3$^���

D,����&��0�+�
(2) ∃(a, b) 6= (0, 0) ∈ C2 ���+/Jbk���

aφ+ bφ
�+�\�<2������\�w$^�5���1!3$^���

D.
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*º�À±ÌnýL­ ¼ ¹Ø~J¸3¬^ÌÍ­{ªj²�pc¯J¹ �]Î

é �lã �0,-.�/0��b5���Ab5���
φ
�+�\��2;�f���\�w$^�5���A!3$����

D
����!9�f�326/h#e�+� ���+,6&�/0�

φ(D)
�+�\�X���32�/0���

!3$����S�����1! (����0���"! �
C
Y

é Ákã �0,-.�/0�`b5� �"/h#e�;89���\���+��2��6!	#e� ���"2��f���\�_$��5���
c ∈ C ���+/0/0�6b5���

aφ + bφ = c
����(

D2�#e�+�\�\i[)Ni�! ��(\�
(a+ b)<φ+ i(a− b)=φ = c

s�!	#e��â*á




Ot�
a− b = 0

$^/0�f(\� <φ(z) =
c1

a+ b
, ∀z ∈ D, �fâ c1 ∈ C;

Ot�
a+ b = 0

$^/���(�� =φ(z) =
c2

a− b, ∀z ∈ D,
�fâ

c2 ∈ C;Ot�
a+ b 6= 0

���
a− b 6= 0

$�/0�f(\�
φ(z) = c3, ∀z ∈ D,

�fâ
c3 ∈ C.

�í /`$za3�Ó! �-/�����(6$�(\����2�/���æ Ç ç�s	�?8 /0�+(1����ï@H� ï2����ln9��ð����-.'�f���+�5�"/`$�b5�������������*�����íi
nf$^�5����ácCL�\�\i�2��-b5����/0�-QU=�g+��(�4+,��-Å�Y � Y � �+�\��n�$^/|$^&�/0��.'����(����*! ��,�$��0����&'��(���g

Ωb5���+/�2��f�3bk����! �
C
ä��X$����W2��A2:$^�X/å#d�f.'g+(�$^���+��(W! �AQ±�5�+.�/0�0��MA���+(_$�! g�a3���m!3$����X/h#e�+�}i

.]$�2��<! �XEF�+(�r�,�$^�
L2
a(Ω)

$^�����92��0gX$^��! �f,�$^�0���
Ω
Y5G±$�. (��+� nk�<! ��QB=�g+��(�4+,-�?Å3Y � Y �

� ���0/��0���<����� nk�+�5�F/0�+�K$�� ���f,��f(\.�=������+�H! ��! �0��b5���
D
Y9TD(p�0/]�+�\�Frfg+� g+(_$^/��+,��+�5�K! �oê�2��0/0�

! ��! �������+(��;8 .�/0��2��o���+,-�+�k�7/0��rf(\�f��.'��!�#�$^� ����,-�f(\.�=��0��,��+�7!	#d����! �f,�$��0����&'��(���g
b5���+/�2��f�3bk���A! �

C
Y��<�f�32"/`$�.�(\�+� nk�6! �PQB=�g+��(�4+,��~Å�Y � Y � �c#d�+���D.�/0���Dn�$^/|$^&�/0�~���±/��

! ����b5���
D
�+���S(��+,�.�/|$�2�g�.]$�(

Ω
Y

�W$^����æ Æ çåsL�?8 /0�+(:s ï@H� ï2��f�Nn9��ð����7R?$��*! �f�����+�k�����������+��/0�+,-�+�5��/`$Í(\g+.'�f� ����)
2��������Wbk���+�\���0�f�z,�$^�0�Ug+rk$^/��+,��+�5�U�0/��B.�(���� nk�+�k�Sb5�c#d���z�f.'g�(_$l���+��(U! �WQ±�5�+.�/0�0��M1$��3$li
/0�t���`bk��� é 2�#e�+�\�\i[)Ni�! �0(��*)��\�9,6&'�f/0�*$^�]$�/o�t����b5��� ã � �Í.'�+�9��2���,-,6� ���+(xb5�c#%$+nk�:2����
�f.'g+(�$^���+��(W! �AQ±�5�+.�/0�0��MA! �~,-q+,-�"���9.'�fY��D��2��f� .�/��+��(D(�g+����/o�w$l�X�+���X��� �~rfg+��g+(�$li
/��0�_$^�������P!	#d����(\g+����/0�_$^�X!��P) ï@H� ï2��f�Nn9��ð~!3$^���Aæ � È�çÕbk���j,-���5��(��~bk���A!3$^���D/å#d�+��.]$�2;�
! �~EH�+(�r�,�$^�

L2
a(D)

���
φ(z) = zn

���<���
ψ
�����<�����"u����32;��������&'�f(\��g+�1���+/0/0�~bk���

Tφ2��f,-,6� ���<$+nk�:2
Tψ

$�/0��(��F��g+2��+���w$^�0(��+,-���5�
ψ
�����K$^�]$^/0�t����b5���<!3$^���

D
YfGJ�U��= g+�f(\4+,-�

g+���f�32;g1.]$�(U�?8 /0�+(:sSï@K� ï2����lnt�`ðW���DR?$^��!3$^���"æ Æ çJ�+�\�?/0�������0n�$^�5�NY
»7~ · ­'¬�� ÌP¹ Ñ�;h´
;oÑç= úlþØÿ

Ω A ��÷kú^û�ölþ��B�1H_ú��@�{ø1M A �+õ0ù_úE��M A �z÷X�
C Q = þ φ �wý;ÿ A �B�C+úE��ù�ÿØþåúE��öE��ö�õcZ�ÿvþ?M A �¯��ú���ù_úE��ý;ÿ�ö��]ÿL�Aý A � Ω

��ÿUýwþ
ψ A ����C�úE��ù�ÿvþhúE�ÉH�úE�@�{ø��Aý A � ΩÿL�+õ�õO�7M A � Tφ �;ÿ Tψ ù_úlûAû A ÿL�@�]ÿBö�õ0úE�_ý ψ �wý;ÿBöE��ö�õcZ�ÿvþuM A ��ý A � Ω Q

G±$-.�(\�+� nk�6!9�62��1��=�g+��(�4+,��"(��+.'�����6����(?����(\g+����/0�_$^�:s'!���)�EH�0��=��f.�!3$^���~æ ��� ç�s
����(S/h#�$^.�.�(��:8 �0,�$l���0�f��! �+�?u|�f�32;���������<2��f�k���0�t���+�?.]$�(?! �+�?u����32;���0�����X$^�]$^/0�5����b5���+�?���
! �+�?u����32;���������?=]$^(�,-������b5���+�:Y

�W$^����æ Á çås��D=��+(��P��� ï@H� ï2��f�Nn9��ðA� ���0/0�0���+�k�1/0�-QB=�g+��(�4+,-�AÅ3Y � YdÅx.'�f��(W��& ���+���0(W/��
(�g+����/o�w$l�<�����on�$��k�?����(S/0��.�(��t! ���0�<! �1! �+�t8���.'g+(_$l���+� (��<! �1Q±�5�+.�/0�0��MfY
»7~ · ­'¬�� ÌP¹ Ñ�;h´
; ³ = þ

φ = φ1 + φ2

úEÆ
φ1

��ÿ
φ2

ý:úE�]ÿ"÷köE��ý A∞(D)
U<ýwþ

ψ
�wý;ÿ

÷köE��ý
L∞(D)

U{�;ÿpýwþ
TφTψ = Tφψ

ö�õ0ú��wý
φ
�wý;ÿUö���ö�õcZ�ÿvþ?M A ��ú A ψ �wý;ÿBöE��ö�õcZ�ÿvþ?M A � Q
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d5e�fhgji
fÅk,�X(W��2��-)�/`$7/0�0��gN$^(��o��g-! �~/å#d�f.'g+(�$^���+��(�! ��Q±�5�+.�/0�0��M�.]$^(W(_$^.�.'��(\�1)7�����
�\�9,~&'��/���s��f��$zá

TφTψ = Tφ1Tψ + Tφ2
Tψ = Tφ1Tψ + Tφ2ψ

,

���
Tφψ = Tφ1ψ + Tφ2ψ

.

�D�0�����
TφTψ = Tφψ =⇒ Tφ1Tψ = Tφ1ψ.TD(

Tφ1ψ = TψTφ1.�<�f�32
Tφ1Tψ = TψTφ1 .��$��0�5���+�]$��k�NsH���

φ1

�+�\�z2��f���\�_$��5���P$^/���(��
φ
�+�\��$^�]$�/o�t���`bk���fYUCm�z���

φ1

�+�\�z�����
2��������_$��k���"$^/0�f(\�Ns�!	#�$^.�(�4+�S/0�1QU= g+�f(\4+,-��Å�Y � YeÅ�s

ψ
�+�\�S��g:2��+���_$��0(��+,��+�5�D$^�]$^/0�t���`bk���fY

�

²1�W� ér§µê ê +I'&%('&�[ë¡�['*!á/-),.ì§µ�"!$#&%('*)�+1#�.ì/1) ¥l§¯)$�Î¨���'&©
�¯+1%5.��	�-§µê §µ÷��,61),.

�X$^���Uæ Á Å�ç�sl�������m���f���m���f,�,-�+�m�0�5��g+(��+����g+�L)</`$<2��f,�,~� �w$l���on9�o��gK! �+�m�f.'g+(�$^���+��(��
! �"Q±�t�+.�/0�o��M6b5�]$^����=���,-��rf4+� �+�NY'�L/0���<.�(�g:2;�����+,-���5�<���f���<��& ���+� �f���<�����"2:$�(�$�2w��g+(��íi
�_$^��������! �+�?��.'g+(�$^������(��<bk�]$����0=���,-�fr�4+���+�<b5���c2���,-,~� ���+�5�NY

�?�����12���,-,-�+�Y���f����.]$^(W(_$^.�.'�+/���(�/|$z! g:2���,-.'�����o���0���*�����onf$^�5���-! �
L2(D, dA))A�_$+nk����(�á

L2(D, dA) =
⊕

k∈Z
eikθR,

�fâ R �+�\�?/h#e��������,~&�/0�"! ���?u|�f�32;���������<!3$^���
L2([0, 1], rdr)

Y
G±$�b5��������������! �"2;�f,-,6� �w$l���on9�o��g"!9�+�?�f.'g+(�$^���+��(��<b5�]$^����=���,-��rf4����+�X$Ag���g1! g\Z\)

g����3! �0g+��$���.3$�(_$+n�$^�5�S!3$^���U���x2:$�! (��X.]$^(\����2���/0�0�+(U.]$^(�ï@H� ï2��f�Nn9��ðD���?R?$��A!3$�� �1æ �+Ç ç�s
�fâ �0/������5��2:$^(_$�2;��g+(\����gÍ���f� ���+��/0�+��u����32;���0�����

ψ
&'�f(\��g+�+����� (

D
���+/0/0�+��b5���

Tψ���
Teipθrm

2��f,-,6� ���+�k�Ns±$+nk�+2
p
���
m

�����5�6! �+�98Í�+�5���0�+(\�".'�f���o���0u��:Yj�S�f�1(�g+����/o�w$l���
!3$^���Wæ Á Å�ç�skrfg���g+(_$^/��0���+�5�B2��+�98�! �~æ �+Ç ç'���H/��+�H���0,-.�/0�oa3�+�5�:Y9�?�����U$+nk�����K2_=����0���]�`2��{!9�
.�(�g+���+�k���+(U/��+�U��(����0�S��=�g+��(�4+,-�+�?! ��æ �:Ç ç�Y
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Ñ*;`É�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½spc¯J¸]ºN²V~c­�ÌÍ­]Ë<�9ªJ¹tº �'³

»7~ · ­'¬�� ÌP¹ Ñ�;|ÉB;v´>= úlþ?�@�]ÿ
ψ(reiθ) =

+∞∑

k=−∞
eikθψk(r)

��ÿ
φ(reikθ) = eiδθrm

÷K� A �
C+úE��ù�ÿØþåúE��ý�÷föE��ý

L∞(D, dA)
U"úEÆ

ψk ∈ R
U
m ∈ N U δ ∈ N Q �XõoúE�wý Tφ ��ÿ Tψù_ú^ûAû A ÿL�@�3ÿÕýwþ¹��ÿmý�� A õJ�;ûI�@�3ÿÕýwþ]ü3ú A �Xÿ�ú A ÿ k ∈ Z UmþvõD����þ|ý;ÿL�"÷K�_ý"ù_úE� ý;ÿ�öE�]ÿx�wý a0(k)

U
a(k)
U
b(k)
U
c(k)
U{��ÿ

d(k)
÷köE� ý

R
ÿL�+õ|õO�wý7M A ���

ψ̂k(z) = a0(k)
Γ(z/2δ + a(k))Γ(z/2δ + b(k))

Γ(z/2δ + c(k))Γ(z/2δ + d(k))
,

úEÆ
Γ
�wýwÿ"õ0ö�C+úE��ù�ÿØþåúE�>=<ö^û~û�ö Q q5�6ü�õ A ý�U1õO�wý�ù_úE��ý;ÿ�ö��]ÿL�wý¡`�ö�õJ�@�]ÿ

a(k) = k/2δ
U

b(k) = (m+ δ − k)/2δ
U
c(k) = (2δ − k)/2δ

U{��ÿ
d(k) = (k + δ +m)/2δ Q

»7~ · ­'¬�� ÌP¹ Ñ�;|ÉB;`É·= úlþØÿ
ψk(r) A ���_C+úE��ù�ÿØþåúE��H_úE�[��ø��Xý A � [0, 1)

ü�ú A �Wÿ�ú A ÿ k ∈ Z UÿL�+õ�õO�7M A ���
ψ̂k(z) =

Γ(z/2δ + a)Γ(z/2δ + b)

Γ(z/2δ + c)Γ(z/2δ + d)
,

úEÆ
a
U
b
U
c
U&��ÿ

d
ý:úE�]ÿmù_ú^û~ûI�X÷kö���ý?õJ��ªj¢ ø_úE��twûI� ÈPQ Ö Q Ç�U	ý:ö�ÿØþ|ýVC+úE�3ÿjõ0ö6ù_úE��÷^þ�ÿvþåúE� a+

b−c−d = −1
��ÿ
δ ∈ N Q �Dõ0úE�_ý ψ̂k �wý;ÿ A �B�*C+ú���ù�ÿvþåú��-��ö�ÿvþåú��
�B�+õ|õO�Sýwþ���ÿJý�� A õO�;û\�@�]ÿýwþFõzF A ���A÷K�wýµM A öE�3ÿvþØÿ�øwý a− c UKú A a− d UBú A b− c UKú A b− d �wý;ÿ A �4�@�]ÿvþ?�[� Q q"öE��ýù��-ù_öNý

ψ̂k
�wý;ÿ A ���{C�úE��ù�ÿvþhúE�Ø�_ö^ÿvþåúE�
���+õ�õO�SüP��ú_üP�W��öE`h�_ù~õJ��÷K�xv	��ø�÷ A ÷kø@��úlûAþ��{ö�ÿL� A ��wý;ÿUøxv5ö�õO�Aö A ÷K�xv	��øA÷ A � A û�ø[�_ö�ÿx� A �Bü�õ A ý A � Q q5�Bü�õ A ý5�¼ ö�a = þ a − c = λ ≥ 0

ö�õ0úE�_ý
ψk(r)

�G��þ|ý;ÿL�Wü3ú A ��ÿ�ú A ÿ k = (λ + 1)δ
��ÿ�±�õoöC+úE�wûI��ý A þ�`�öE�3ÿL���

ψk(r) = 2δ
∑

j≥0
(λδ−m)/2δ)≤j≤λ

Ajr
2δ(a+j)

ü3ú A �~ù��@�;ÿ�ö^þw�B�wý6ù_úE��ý;ÿ�ö��]ÿL�wý Aj ∈ C Q¼ HLa = þ a − c = −λ U λ > 0
ö�õ0ú��wý

ψk(r)
����þ|ý;ÿL�?ü3ú A �~ÿ�ú A ÿ k = (1 − λ)δ

��ÿ¸±
õ0ö�C+úE�wû\��ý A þw`�öE�]ÿL�7�

ψk(r) = 2δ
∑

(λ−1)/2≤j≤λ−1

Ajr
2δ(a+j)

ü3ú A �~ù��@�;ÿ�ö^þw�B�wý6ù_úE��ý;ÿ�ö��]ÿL�wý Aj ∈ C Q¼ ùLa = þ a − d �wý;ÿ A �¿�@�]ÿvþ?�[��ö�õoúE�wý
a − d = −λ U λ > 0

��ÿ?õ0ö7ý:ú�õ A ÿvþåúE� ψk(r)����þ|ý;ÿL�Bü3ú A �"ÿ�ú A ÿ k ∈ Z ��ÿ$±�õ0ö�C�úE�wûI��ý A þ�`�öE�3ÿL���
ψk(r) = 2δ

∑

a+j≥0
0≤j≤λ−1

Ajr
2δ(a+j)
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»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹ Ñ*;`ÉB; Î = ú^þØÿ
ψk(r) A �B�_C+ú���ù�ÿvþåú��4H_ú��@�{ø��Xý A � [0, 1)

ü3ú A ��ÿ�ú A ÿ k ∈ Z UM A þº`�ø@�wþÄ]{�7�
ψ̂k(z) =

Γ(z/2δ + a)Γ(z/2δ + b)

Γ(z/2δ + c)Γ(z/2δ + d)
,

úEÆ
a
U
b
U
c
U
d
U\��ÿ

δ
ý+úE�]ÿ�ù_úlûAû\�Ó÷köE��ýPõJ�þªj¢�ø_ú���t;û\� ÈPQ Ö Q Ç Q¯R � ý A ükü3úNý��lM A ��3þ

a− c U*�3þ a−d U*�3þ b− c ��ÿ&�3þ b−d �wý;ÿ A �n�@�]ÿØþ?�@� Q �Xõ0ú��wýDõ0ö1ý:ú�õ A ÿvþhúE� ψk �G��þ|ý;ÿL�ü3ú A �1ÿ�ú A ÿ k > 0
��ÿ$±�õ0ö�C�úE�wûI��ý A þ�`�öE�]ÿx���

ψk(r) = c[h(r2δ) + (h ∗M A)(r2δ)],

úEÆ
h(t) = ta

∫ 1

t

(s− t)c1−a−1(1− s)d1−b−1sb−c1 ds,

öE`h�_ù
c1 = c+ [k/δ]

U
d1 = d− [k/δ] ¼ þåùwþ [.]

÷køwýwþOv	�B�"õ0öWü3öE�;ÿvþ?�7�@�]ÿvþut@�W�La1��ÿ

A(t) =

[k/δ]∑

j=0

Ajt
d1+j

ü3ú A �~÷K�wý~ù��[��ÿ�ölþ��B�wý6ù_úE��ýwÿ�öE�]ÿL�wý Aj ∈ C Q
Gc�L/0�+,-,-�Õ�����on�$��k�J�+�\�J�0�5��g+(\�+���w$^�5�±!3$^���c/��L���+���c�fâ��0/f,-���5��(\�pb5�c#����1��.'g+(_$l������(

! �DQ±�5�+.�/��o��M
Tψ

s5! ���5�K/0�<���t,~&'��/��
ψ
�+�\�H�����Du|�f�32w���0�f��&'�f(\��g+�fst2���,-,~� ���X$+nk�+2?���

�f.'g�(_$^���+��(Hb5�]$^���0=��f,-��r�4+���<���]���F���+��/���,-�+�5�H���]2��<! �+(����0�+(H2���,-,~� ���D$+nk�:2B���f� �H/0�+�
�f.'g�(_$^���+��(��

Teikθψk
�fâ

eikθψk
���f�k�U/����Ug+/�g�,-�+�5���S! �W/`$~! g:2;�f,-.'�����0���0�f�x.'�f/`$^��(\�1!9�

ψ
�åYd�fY

ψ(reikθ) =
∑

k∈Z
eikθψk(r).

@K�D(\g+����/o�w$l�B�������B.'��(�,-���\��(_$6)���(�$:nf�+(��H/|$1,�$^����.���/`$l���0�f�z! �+�K�f.'g+(�$^���+��(��B! �XQ±�5�;i
.�/0�0��M1b5�]$^����=���,-��rf4����+�<! �W.'�f� nf�f�0(?! g:! ���0(��1! �+�U(�g+����/o�w$l���S����(S! �+�S��.'g+(_$l���+��(\�<!9�
Q±�t��.�/��o��M1! �����t,~&'��/��+�S&��0�+��.�/�� �?r�g+��g+(_$^�98	Y
mF¹9ÌÓÌÍ¹ Ñ*;`ÉB;0Ñ = ú^þØÿ

eipθφ A �B�{C+úE��ù;ÿvþåúE�ÐM A ölýwþw¢ ú^û�úWvKt@�B�¯H_úE�[��ø��-÷K��÷K�xvE�_øAõGF �@�
�
ÿvþ?�@�Bü�úlýwþØÿvþ C

p
��ÿLý:ú^þØÿ

ψ(reikθ) =
∑

k∈Z
eikθψk(r).

�Xõ0ú��wý
TeipθφTψ = TψTeipθφ ⇐⇒ TeipθφTeikθψk = TeikθψkTeipθφ, ∀k ∈ Z.
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d5e�fhg�i
fÁkKOt�f�o�
n
� ���+�k���0�+(D.'�����0���0u[Y{!	#%$�.�(\4+�D/0�~Gc�+,�,-�6Ã�Y Á Y Á s'.'����(?����� �

k ∈ Z�f��$xá

TeipθφTeikθψk(z
n) =

{
0

���
k ≤ −n− 1

anφ̂(2n+ 2k + p+ 2)ψ̂k(2n+ k + 2)zn+k+p ���
k ≥ −n,

���

TeikθψkTeipθφ =

{
0

���
k ≤ −n− p− 1

bnψ̂k(2n+ k + 2p+ 2)φ̂(2n+ p+ 2)zn+k+p ���
k ≥ −n− p,

�fâ
an = 2(n+ k + p+ 1)2(n+ k + 1)

���
bn = 2(n+ k + p+ 1)2(n+ p+ 1)

Y
�D���32�.'����(U����� �S�+�5���0�+(S.'�����0����u

n
s �f��$zá

TeipθφTψ(zn) =
∑

k+n≥0

TeipθφTeikθψkz
n,

���
TψTeipθφ(zn) =

∑

k+n+p≥0

TeikθψkTeipθφz
n.

�D�������c.'����(U����� �<2;�f��.�/0�
(m,n)

!	#e���5���0�+(��S.'�����o���0u��:s�����$zá
〈TeipθφTψzn, zm〉 = 〈TeipθφTei(m−n−p)θψm−n−pzn, zm〉, é Å�Y Ä�ã

���
〈TψTeipθφzn, zm〉 = 〈Tei(m−n−p)θψm−n−pTeipθφzn, zm〉. é Å�Y Çkã�~#%$�� ��(���.]$^(\�"á

〈TeipθφTeikθψkzn, zm〉 =

{
0

���
m 6= k + n+ p

〈TeipθφTei(m−n−p)θψm−n−pzn, zm〉
���
m = k + n+ p,

=

{
0

���
m 6= k + n+ p

〈TeipθφTψzn, zm〉
���
m = k + n+ p,���

〈TeikθψkTeipθφzn, zm〉 =

{
0

���
m 6= k + n+ p

〈Tei(m−n−p)θψm−n−pTeipθφzn, zm〉
���
m = k + n+ p,

=

{
0

���
m 6= k + n+ p

〈TψTeipθφzn, zm〉
���
m = k + n+ p.@K�:2���.�(���� nk�?b5� �fsf���

TeipθφTψ = TψTeipθφ
$^/���(��p.'����(L����� �F2��f��. /��

(m,n) ∈ N×N���?.'�f� (S���f�9�
k ∈ Z s ����$zá
〈TeipθφTeikθψkzn, zm〉 = 〈TeikθψkTeipθφzn, zm〉,
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���<!9�f�32
TeipθφTeikθψk = TeikθψkTeipθφ, ∀k ∈ Z.RUg:2��0.�(\�9b5���+,��+�5�Nst���{.'����(K���f� �

k ∈ Z s TeipθφTeikθψk = TeikθψkTeipθφ
s $�/0�f(\�U���

.]$^(\����2���/0�0�+(".'����(������ �62�����.�/0�
(m,n)

!	#d�+�5�����+(\�".'�����0����u|�:sJ���
m = k + n + p

sc�f�
�f&9���0�+�5�"á

〈TeipθφTei(m−n−p)θψm−n−pzn, zm〉 = 〈Tei(m−n−p)θψm−n−pTeipθφzn, zm〉.�6#e��âcs�rf(���2��-$��98�g:b5�]$l���0����� é Å�Y Ä�ã ��� é Å�Y Çkã s�.'����(X����� �12�����.�/�� (m,n) ∈ N × N s�f��$zá
〈TeipθφTψzn, zm〉 = 〈TψTeipθφzn, zm〉,2�#e�+�\�}i[)li�! �0(��

TeipθφTψ = TψTeipθφ.

��±�f� (z2+$�(�$�2;��g+(��0���+(z! ���32�/0�+�7u����32;���������7&'�f(\��g+�+�
ψ

����/�/0�+�zb5���
Tψ

2���,-,6� ���
$+nk�:2

Teipθφ
sk���f���H.'�f� nf�f���K(\�+rk$�(�!9�+(K��g+.]$^(�g+,��+�5�K/`$1.]$�(}���0�X!	#d����! �`2��<��g+r5$l���0uc���H/|$

.]$^(\���0�?!	#e�0�3! ��2��?.'�����0���0u	!3$^���p/|$W! g:2���,-.'�f���o���0�f�-.'�f/`$��0(��?! �
ψ
Y5�X$����F2��S���+���:sf�������

$+nk�f� �D��& ���+�t��!3$�� ��æ Á Å�çj����.�(\�+,-�0�+(<(�g+����/o�w$l�Xb5���m$^ê-(�,��~b5� �~! �+�98��f.'g+(�$^���+��(��
! �KQ±�t��.�/��o��MKb5�]$^���0=���,-��rf4+� �+�m���f�"��(\�0nt�|$^�986! ���5�m/0�+�Õ!9�+rf(\g+�m���H�����5�m.3$��m! �H,-q+,-�
����r����fs�����.'�+� nf�+�5�pZ\$^,�$^���?2���,-,~� ���+(:Y
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª Ñ*;`ÉB; ³ = ú^þ?�@�3ÿ

p
�;ÿ
s
÷K� A ���@�]ÿØþ?�@�_ýLý;ÿ^�wþåù�ÿx�;ûI�@�3ÿkü3úlýwþ�ÿvþÄC�ýFÿx�+õ%ýSM A � p ≥

s
��ÿLý:ú^þ?�@�3ÿ

φ
��ÿ
ψ

÷K� A ��C�úE��ù�ÿvþhúE��ý(��ök÷^þhö�õO�wý7H�úE�@�{ø��wý Q = þ
TeipθφTe−isθψ = Te−isθψTeipθφ,

ö�õ0úE�_ý
φ
�_ý;ÿ�� A õ�õO�~ú A ψ �wý;ÿ¹� A õ|õO� Qd5e�fhgji
flkFOt�

TeipθφTe−isθψ = Te−isθψTeipθφ$�/0��(��S.'�f��(U���f� �
n ∈ N ���S���f� �

z ∈ D

TeipθφTe−isθψ(ξn)(z) = Te−isθψTeipθφ(ξn)(z).

�6#e��âcs3!	#�$^.�(�4��?/0�1Gc�+,-,-�1Ã Y Á Y Á s�.'����(U���f� �?���5���0�+(
n ≥ 0

s�����$xá
φ̂(2n+ p+ 2)ψ̂(2n+ 2p− s+ 2) = 0

���
n ≤ s− 1, é Å3Y Æ5ã

���
φ̂(2n+p+ 2)ψ̂(2n+ 2p−s+ 2) = cnφ̂(2n+p−2s+ 2)ψ̂(2n−s+ 2)

���
n ≥ s,
é Å�Y �+Ú5ã
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�fâ
cn = n−s+1

n+p+1

Y
�D��/h#eg:b5�]$l���0��� é Å�Y Ækã s	���Ó! g:! ���o�6b5� �-.'����(����f� �1�+�k���0�+(

n0 ≤ s − 1
��/L�;89���\���

�����1�����o���
(nk)k≥0

! g�a3���0�1.]$^(
nk+1 = nk + p

���
nk + s

.'����(S/`$�b5����/�/0�1����$xá

φ̂(2nk + p+ 2)ψ̂(2nk + 2p− s+ 2) = 0. é Å�Y ���lã
CL�����{���Ns������0�

n0 ≤ s− 1
���+/cb5���-á

φ̂(2n0 + p+ 2)ψ̂(2n0 + 2p− s+ 2) = 0.

I�/�n9�����5�<b5���-á

φ̂(2n0 + p+ 2) = 0
���

ψ̂(2n0 + 2p− s+ 2) = 0.

Ot�
φ̂(2n0+p+2) = 0 é (��+��.cY ψ̂(2n0+2p−s+2) = 0

ã $^/���(��:sN�+�6.'���w$^�5�
n1 = n0+s

é (��+��.cY n1 = n0 + p
ã ���~�+��(��+,-.�/`$	�:$^�5�A!3$����~/h#dg:b5�]$l���0�f� é Å3Y �:Úkã n .]$�(

n1

s±���
�f& �����+�k�"á

φ̂(2n1 + p+ 2)ψ̂(2n1 + 2p− s+ 2) = cn1φ̂(2n0 + p+ 2)ψ̂(2n1 − s+ 2).

é (��+��.cY φ̂(2n1+p+2)ψ̂(2n1+2p−s+2) = cn1φ̂(2n1+p−2s+2)ψ̂(2n0+2p−s+2)
ã

@K��,-,-�
φ̂(2n0 + p+ 2) = 0 é (\�+��.cY ψ̂(2n0 + 2p− s+ 2) = 0

ã s ��/�n9�����5�<b5���-á

φ̂(2n1 + p+ 2)ψ̂(2n1 + 2p− s+ 2) = 0.

�D�������{�+�z(�g��0��g+(_$^�5�B/��D,-q+,-�D.�(\�92�g:! gfs9����$^(�(\�0nf��)62������\��(����0(��D�����X�����0���
nk

!�#e�+�9i
���0�+(��p.'�f���o���0u��pnkg�(��oa'$��k�H/h#dg:b5�]$l���0�f� é Å�Y ���lã Yk�D�S.�/0���F�0/3�+�\�F���0,-.�/0�<!9�Snf�f�0(Fb5���S.'����(
���f�9�

k ≥ 1
s

2nk + 1 ≤ 2(n0 + kp) ≤ 2(k + 1)p,
2:$�(

n0 ≤ s ≤ p
Y]�<�f��2

∑

k∈N

1

2nk + 1
= +∞. é Å3Y �NÁfã

Ot�f�o�
E1

���
E2

/0�+�?! �+�98x�+�����+,~&�/0�+�<!9g�a3���0�?.]$^(1á

E1 := {k ∈ N : φ̂(2nk+p+2) = 0} ��� E2 := {k ∈ N : ψ̂(2nk+2p−s+2) = 0}.
I�/	�+���?2�/`$��0(?b5���-á

∑

k∈N

1

2nk + 1
≤
∑

k∈E1

1

2nk + 1
+
∑

k∈E2

1

2nk + 1
.
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�6#e��âcs{!	#�$^.�(�4+�D/å#dg:b5�]$l���0��� é Å3Y �NÁfã s{$���,-�������D/å#d�����A! �+�X! �+�98���g+(��0�+� ∑
k∈E1

1

2nk + 1

��� ∑
k∈E2

1

2nk + 1

�+�\�L!9�0nf�+(�r��+�5���fY�Ot� ∑
k∈E1

1

2nk + 1
=∞ é (\�+��.	Y ∑

k∈E2

1

2nk + 1
=∞ ã

$�/0��(��H!	#%$�.�(\4+�F/0�X@K��(���/�/`$^��(\�DÃ Y Á Y%È s
rpφ = 0

�;�K! ���32
φ
�+�\�F�t��/0/�� é (��+��.cY r2p−sψ = 0���<!9�f�32

ψ = 0
ã Y

�

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹ Ñ�;|ÉB;�îr= þ
0 < p < s

��ÿKýwþ
TeipθφTe−isθψ = Te−isθψTeipθφ

ö�õ0ú��wý<ü�öE�
ü3ölý_ý:ö�v��7±�õGF öf÷³»:ú^þw�]ÿUúE�*ö

TeisθψTe−ipθφ = Te−ipθφTeisθψ.

½ �ìö_ükü�õ%þ?M A ö��]ÿ?õO�nªj¢�ø�úE��twûI�DüP��ø_ù_ø_÷X�@�]ÿ¸�@�l�W�;ûDü�õoö#?^öE�]ÿ p ü3öE�
s
��ÿ
φ
ü3öE�

ψ
U<úE�

úKH�ÿvþu�@�]ÿ$M A � φ = 0
ú A ψ = 0 QG±$�.�(���.'�f���o���0���ì�����onf$^�5���7,-�f�k��(��7b5�c#d�����f.'g�(_$^���+��(A! �zQ±�5�+.�/0�o��M�)��\�9,~&'��/0�

(_$�! �`$�/]���?.'�+� �H.]$^�K2���,-,~� ���+(K$+nk�:2S������.'g+(_$l���+��(Hb5�]$^����=���,-��rf4+� �D! �D!9�+rf(\g<�����
�t��/hY
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª Ñ*;`ÉB; × = ú^þØÿ

eipθφ A �B�,C+úE�{ù�ÿvþåúE�ÅM A ölýwþw¢�úlû�úWv�t[�B�¡H_úE�[��ø��7÷K�7÷K�xv	��ø
p > 0

��ÿLý+ú^þØÿ
ψ A �B�¹C+úE�{ù�ÿvþåúE�n��ök÷^þåö�õO�7H_úE�[��ø�� Q = þ Teipθφ ù_ú^û~û A ÿL�Aö�`h�_ù

Tψ
ö�õ0ú��wý��ø_ù��wý_ý+ö^þ��W�;ûI�@�3ÿ

φ = 0
ú A ψ �wý;ÿBù_úE��ýwÿ�öE�]ÿL� Qd5e�fhgji
f>k1Ot�

TψTeipθφ = TeipθφTψ
$^/���(��:sÕ!	#�$^.�(�4+�A/���Gc�+,�,-�xÃ�Y Á Y Á sm.'����(A����� �

�+�5�����+(
n ≥ 0

á
φ̂(2n+ p+ 2)ψ̂(2n+ 2p+ 2) = cnφ̂(2n+ p+ 2)ψ̂(2n+ 2), é Å3Y � Ã ã

�fâ
cn =

2n+ 2

2n+ 2p+ 2

Y
Ot���o�

E := {n ∈ N : φ̂(2n + p + 2) = 0} Y{Ot� ∑
n∈E

1

2n+ 1
=∞ $^/0�f(\�X!	#%$�.�(\4+�

/0�A@K��(���/�/`$^��(\�~Ã Y Á Y%È
rpφ = 0

���X!9�f�32
φ = 0

Y{Ot������� ∑
n∈Ec

1

2n+ 1
=∞ ��â

Ec �+�\�
/0�-2��f,�.�/�g+,��+�5�w$^�0(��-! ��/h#e�+�����+,6&�/��

E
!3$^���

N
Yc�6#�$^.�(�4+��/h#eg:b5�]$l���0��� é Å3Y � Ã ã s�.'����(����� �

n ∈ Ec s�����$zá
(2n+ 2p+ 2)ψ̂(2n+ 2p+ 2) = (2n+ 2)ψ̂(2n+ 2). é Å3Y � Å ã

I�/5�;89���\���K$^�",-�������±���
n0 ∈ Ec .'����(±/0�:b5���+/ ψ̂(2n0+2) 6= 0

���
ψ̂(2n0+2p+2) 6= 0

é ���0���f��!	#%$�. (�4+�D/0�A@H�f(\�f/0/`$��0(��~Ã Y Á Y%È s
ψ = 0

2:$^( ∑

n∈Ec

1

2n+ 1
=∞ ã Y'CL��.�(��+�3$��5�
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!3$����S/å#dg:b5�]$l���0�f� é Å�Y � Å ã s n = n0 + p
�f����& ���0�+�5�"á

(2n0 + 4p+ 2)ψ̂(2n0 + 4p+ 2) = (2n0 + 2p+ 2)ψ̂(2n0 + 2p+ 2)

= (2n0 + 2)ψ̂(2n0 + 2).

�D�������c����(\g+.'g��w$^�5�?/0��,-q+,-�W.�(��92;g:! gfs��f��,-���5��(��1b5� ��.'�f��(U���f� �S�+�5���0�+(
k ≥ 1

á
(2n0 + 2kp2)ψ̂(2n0 + 2kp+ 2) = (2n0 + 2)ψ̂(2n0 + 2).

CL�7�����w$^�5�K.]$�(
C

/`$"2��������_$��k���Xb5���]n�$^� �
(2n0 + 2)ψ̂(2n0 + 2)

s5��/]n9�0�+�5�Bb5���D.'����(
���f�9�?�+�5���0�+(

k ≥ 1
á

ψ̂(2n0 + 2kp+ 2) =
C

2n0 + 2kp2
= C1̂1(2n0 + 2kp2).

�D���32�s3!	#%$�.�(\4+�?/0�6@K��(���/�/`$^��(\�"Ã Y Á Y%È s
ψ = C11

Y
�

o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹ Ñ�;`ÉB; Ö = þ
p > 0

��ÿSýwþ
Te−ipθφTψ = TψTe−ipθφ

ö�õ0úE�_ýXü3öE�Xü3öNý_ý:ö�v��¡±
õGF ök÷³»+ú^þ��]ÿ�UUú��Óö1�

TψTeipθφ = TeipθφTψ.

R �Aý�����ö^ûIt@���Sölþ���ýwþ�ö A �¸¢�Zwü3ú�ÿ�¢Ytwý��wýB÷K�Kõ0öpüP��ú_ü3úNýwþØÿvþåú��Xü<�_ø_ù_ø�÷K�@�]ÿL�[UD�;ÿJ÷kúE�{ù φ = 0ú A ψ �wý;ÿBù_úE��ý;ÿ�ö��]ÿL� Q
�D�z2�����! �+�98�.�(\�f.'�����0���������:sm���ì2��f��2�/�� ��b5���7���K� ���zu|�f�32w���0�f�ì&'��(���g��z����(

D2��f,-,6� ����$+nf�:2������f.'g+(�$^���+��(7! ��Q±�5�+.�/��o��M�b5�]$^����=���,-��rf4��������f���t��/<! ��! �+r�(�g
.{�����o���0uÕ$�/0��(��S��g:2��+���_$^��(\�+,-�+�5�S�w$~.3$�(}���0�1!	#e�0�3! ��2�����g+rk$^����um!3$^���S�_$A! g:2���,-.'�����o�������
.{��/`$��0(����+���S�t��/0/���Y
»7~ · ­'¬�� ÌP¹ Ñ�;|ÉB; � = úlþØÿ

p A �þ�@�]ÿvþ?�[�1ü3úNýwþØÿvþÄC1��ÿ φ A �B��C+úE�{ù�ÿvþåúE�Ð�_ök÷lþåö�õO��H_ú��@��øW���úE�Óù_úE� ý;ÿ�öE�]ÿx� Q = F þvõ*�G��þ|ý;ÿL� A �B�¹C+úE��ù�ÿØþåúE�
ψ(reiθ) =

∑

k∈Z
eikθψk(r) ∈ L∞(D, dA)

ÿL�+õ�õO�7M A � TeipθφTψ = TψTeipθφ
ö�õ0úE�_ý

ψk = 0
ü3ú A �1ÿ�ú A ÿ k < 0 Qd5e�fhg�i
fIk�Ot�

Teipθφ
���
Tψ

2��f,-,6� ���+�k�Õ$�/0��(��:sl!	#�$^.�(�4+�j/0�KGc�+,�,-�FÅ3Y Á YdÅ3s
Teipθφ

2���,Ai
,~� ���S$:nf�:2

Teikθψk
.'����(Õ����� �

k ∈ Z Yk�<���32�sf!	#�$^.�(�4��p/`$��L(\�f.'�����0��������Å3Y Á Y Â s
ψk = 0.{����(U����� �

k < 0
2:$^(S/`$Au����32;���0�f�

φ
�+�\�?����.�.'�f��g+�����f��2������\�w$^�5���fY �

Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹ Ñ�;`ÉB;h´tÙú� � ú�ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷X�Ãª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«Î±�ý[Z�û\H_ú�õO�¡��ök÷^þhö�õ¹�B��ù_ú^û~û A ÿL�M A F öE`	�_ù A �*ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷K�-ª]ú���ü�õ%þØÿ�«A÷K��ûI�;û\�"ÿ^Z_ü
� Q
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d5e�fhgji
flkFOt���0�
φ
������u����32;��������(�$�! �`$^/���&'�f(\��g+�1������2��f� ���_$��k�������?�����0�

ψ(reiθ) =
∑

k∈Z
eikθψk(r) ∈ L∞(D, dA)

���+/0/0�"bk���
TφTψ = TψTφ

Y]�6#�$^.�(�4+�S/0�"Gc�+,�,-��Å�Y Á YeÅ�s�.'����(U����� �
k ∈ Z s�����$xá

TφTeikθψk = TeikθψkTφ.

�Õ$^(�/`$��L(\�f.'�����o��������Å3Y Á Y Ä s?��� $
ψk = 0

.'����(����f�9�
k > 0

YDG±$�RU�+,�$�(�bk���
Å3Y Á Y Ç bk�]$��k�1)��+/0/��~�0,-.�/0��b5���Ab5���

ψk = 0
.'����(D���f� �

k < 0
Y{ëm�0�]$^/0�+,-�+�5�

ψ = ψ0���<!9�f�32
ψ
�����S(_$�! �`$�/0�fY �yD�c#d�+�P�+�\�\i��0/Õ,�$^�0�5���+�]$^�5��! �A/|$72��f,�,~� �w$l���on9�o��gA! �+�W�f.'g+(�$^���+��(���! ��Q±�t�+.�/0�o��M

b5�]$^����=���,-��rf4+� �+�U! �f�5�K/��+�B! �+rf(\g+�B�����5�U! �D,-q+,��D����r����±ä��W$^���Wæ �+Ç ç�sKï@K� ï2��f�Nn9��ðD���R?$��x,-�f�k��(��+�k�"b5�c#d�0/p�;89���\����.�/0�����0�+��(��1��.'g+(_$l���+��(\�"! ��Q±�5�+.�/0�0��M�b5�]$^����=���,-��rf4����+�
! �P!9�+rf(\g�.'�f���o���0u"b5���X2���,-,~� ���+�5��$+nf�:2

Teipθrm
��â

p
���
m

�����5�x! �+�98��+�k���0�+(��
.'�f���o���0u��:YÕ�?gN$^��,-���0���A�������-$+nk�����~�f&9���+�t�ì!3$^���xæ Á Å�çK����(�g+����/o�w$l��!	#e������2��o��g���(�g��
�0,-.'�f(}�w$^�5�NY
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«l²|­�ª Ñ*;`ÉB;h´]´>= ú^þØÿ

p
��ÿ
s
ý:úE�]ÿz÷X� A �£�@�]ÿØþ?�@�_ýPýwÿ^�;þhù�ÿL�;û\�@�]ÿWü3úlýwþ�ÿvþÄC�ýÁ��ÿ

ý:ú^þØÿ
φ A ����C+ú���ù�ÿvþåú��¿��ök÷^þåö�õJ��H_úE�[��ø��\��úE�ìþå÷X�@�]ÿvþ?M A �;ûI�[�]ÿ�� A õ�õO� Q = F þvõ{����þ|ý;ÿL� A �B�C+úE�{ù�ÿvþåúE�n��ök÷^þåö�õJ��H_úE�[��ø��

ψ
��úE��þh÷K�@�]ÿvþuM A �;û\�@�]ÿ�� A õ�õJ�"ÿL�+õ�õJ��M A �
TeipθφTeisθψ = TeisθψTeipθφ,

ö�õ0úE�_ý
ψ
�_ý;ÿ A �3þ?M A ��± A ���Aù_úE� ý;ÿ�öE�]ÿL��û A õ ÿvþ%ü�õ�þåù_ö^ÿvþ�`h�UüP��øwý Q

d5e�fhgji
flkHTD����� .�.'�f���"b5�c#d��/c�;8 �0�\���1! �+�98�u|�f�32w���0�f���?(_$�! �`$�/0�+�<&'��(�� g+�+�
ψ1 6= 0

���
ψ2 6= 0

���+/0/��+�?b5���-á
TeipθφTeisθψ1

= Teisθψ1
Teipθφ,���

TeipθφTeisθψ2
= Teisθψ2

Teipθφ.�D/0�f(\�S.'�f��(U���f� �?���5���0�+(
n ≥ 0

s�����$xá

φ̂(2n+ p+ 2s+ 2)ψ̂1(2n+ s+ 2) = cnφ̂(2n+ p+ 2)ψ̂1(2n+ 2p+ s+ 2),

φ̂(2n+ p+ 2s+ 2)ψ̂2(2n+ s+ 2) = cnφ̂(2n+ p+ 2)ψ̂2(2n+ 2p+ s+ 2),

�fâ
cn =

n+ p+ 1

n+ s+ 2

Y'Ot���o�
E

/h#e�+�����+,6&�/��1! �+�S�+�5���0�+(\�<! g�a����c.]$�(�á

E := {n ∈ N : φ̂(2n+ p+ 2)φ̂(2n+ p+ 2s+ 2) 6= 0}.
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Ñ*;`É�µ-¶L· ¬N¸ «N¹9¯±¬lº�®±¹�»K­�¹ ¶j¼ ²`«:½spc¯J¸]ºN²V~c­�ÌÍ­]Ë<�9ªJ¹tº ´9Ù Î

I�/{�����U2;/|$^��(Bb5��� ∑
n∈E

1

2n+ 1
=∞ 2:$^(K.]$^(B=k�9.'����=�4+���

φ
�c#e�+�\�B.]$^�B��! �+�5����b5����,-�+�5�

�t��/�/0�fYfGJ�U�\�9�\��4+,-�S!	#dg:b5�]$l���0�f���p.�(\g:2�g:! �+�k�F�0,-.�/0�`bk���?! �f�32Ub5���S.'����(Õ����� �
n ∈ E á

ψ̂1(2n+s+2)ψ̂2(2n+2p+s+2) = ψ̂1(2n+2p+s+2)ψ̂2(2n+s+2). é Å�Y �:Âkã
@K��,-,-���f�ì$�����.�.'����gzb5���

ψ1

�+���~�������t��/0/0�x$�/0��(��~�0/K�w8 ���\���x$^��,-����� �~�����+�9i
���0�+(

n0 ∈ E
���+/3b5���

r̂sψ1(2n0 +2) 6= 0
Y5Ot�f�o�F,�$^�0�5���+�]$^�5�

F
/h#d�+�����+,~&�/0�<!	#d�+�5���0�+(��

! g�a3���c.]$^(1á
F := {k ∈ N : r̂sψ1(2n0 + 2kp+ 2) 6= 0}.

∑

k∈F

1

2n0 + 2kp+ 1
=∞ 2:$^(

ψ1

�+�\�6����.�.'����g��������Ó�`! �+�k����b5���+,-�+�k�6�t��/0/��fYj�±�f��(
���f�9�

k ∈ F s�/h#dg:b5�]$l���0�f� é Å3Y �NÂfã �0,-.�/0��b5���1b5���-á

r̂sψ1(2n0 + 2)r̂sψ2(2n0 + 2kp+ 2) = r̂sψ1(2n0 + 2kp+ 2)r̂sψ2(2n0 + 2),

2��"bk���c�+�\�?g+b5���0n�$^/����5�D)�! �0(��1b5����.'����(U����� �
k ∈ F á

(r̂sψ2 − cr̂sψ1)(2n0 + 2kp+ 2) = 0,

$:nf�:2
c =

r̂sψ2(2n0 + 2)

r̂sψ1(2n0 + 2)

Y]�<���32�s3!	#�$^.�(�4��?/0�6@K��(���/�/`$^��(\�"Ã�Y Á YeÈ s
ψ2 = cψ1

Y �
CL��(�g�����,�g��������D$+nk�����S/��W��=�g+�f(\4+,-�������onf$^�5�:Y

»7~ · ­'¬�� ÌP¹ Ñ�;|ÉB;v´9É·= þ
ψ(reiθ) =

∑

k∈Z
eikθψk(r) ∈ L∞(D, dA)

��ÿ6ýwþ
Tψ

ù_ú^û��
û A ÿL�*öE`h��ù A �£ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��M A ölýwþÍ¢�ú^û�úWv�t@�B�n�{úE�£ù_úE��ý;ÿ�öE�]ÿ\��ÿ�÷K�Í÷K�xv	��øn��úE�æ� A õö�õ0úE�_ý

ψk = 0
ü3ú A ��ÿ�ú A ÿ k < 0

��ÿAõO�wý
ψk

ü3ú A � k ≥ 0
ý:úE�]ÿ A �3þ?M A �wý�± A �B�ù_úE��ý;ÿ�öE�3ÿL�1û A õ ÿØþ�ü�õ�þhù_ö�ÿvþ�`h�Uü<�_øwý QD½ ��ü3ö���ÿvþhù A õ�þu�@� ψ0

�wý;ÿBù_úE��ý;ÿ�öE�]ÿL� Q
�W$^����æ �+Ç çåsWï@H� ï2����ln9��ð6����R<$^�z! �f�������5�W�;8 .�/0��2��o���+,-�+�k�Ns�b5�]$^�3!��+/0/��+�X�;8 �0�\���+�5�:s

/��+�mu|�f�32;���������m(�$�! �`$^/��+�m&'��(���g+�+�
ψk

���+/0/0�+�Õb5���
Teikθψk

2���,-,~� ���B$+nk�:2
Teipθrm

Y��X$�� �
/��-.�(��t2_=]$^���Ó2_=]$^.��o��(��-�������~$^/0/������1nf�f�0("bk���-/|$xb5���+�\���0����! ��2���,-,~�9�w$l���on9�0��g�! �+�
�f.'g+(�$^���+��(��z!9��Q±�5�+.�/0�o��MP)Í�\�9,~&'��/���bk�]$����0=��f,��fr�4+�����+�\��g���(����o���+,-���5�7/0�0g+�P$^�98
.��������_$^�32��+�H���F(_$�2��������K! �<2����H,�q+,-�+�F��.'g+(_$l���+� (��:Yt�<��2�����.�� �f���K$^/�/0�����:s5!3$����F���
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n− u����0�B/h#e��.'g+(_$l���+��( Teipθφ $^�7nk�+2;���+��(
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mF¹9ÌÓÌÍ¹P³ ;v´
; ³ = ú^þ?�@�3ÿ
(an)n∈N

��ÿ
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÷X� A ��ý A þØÿL�_ýs�{úE�£� A õ�õO�_ýØ��ÿ p ��ÿ s÷K� A ���@�]ÿØþ?�@�_ýBü3úlýwþ�ÿvþÄC�ý�ÿL�+õ%ý5M A �Uü3ú A �1ÿ�ú A ÿ n ∈ N UBúE�*ö1�
an+sbn = anbn+p. é Â Y �Nã

ÀSú A �1ÿ�ú A ÿ k ∈ N ULýwþKú���ü3úNý����

Ak =

s−1∏

j=0

ak+jp
��ÿ

Bk =

p−1∏

j=0
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AkBk+p = Ak+pBk.d5e�fhgji
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=
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ak+psBk = akBk+p

2�#e�����}i[)li�! �0(�� ak+ps

ak
=
Bk+p

Bk

.

TD(:s .]$�(S! g�a3���o���0�f��! �+�
Ak

s�����$zá
ak+ps

ak
=
Ak+p

Ak
.

�6#e��â�/���(�g+����/o�w$l�NY �

mF¹9ÌÓÌÍ¹P³ ;v´
;`î·= ú^þ?�@�3ÿ
F
��ÿ
G

÷K� A �_C�úE��ù�ÿvþhúE��ýSöE�{ö�õcZ�ÿvþuM A �wý,H�úE�@�{ø��wýFý A �UõJ�<÷X�;ûAþV�
ü�õ0öE�

Π = {z ∈ C : <z > 2} �;ÿ5�{úE� þå÷K�@�3ÿvþ?M A �;ûI�@�3ÿ5� A õ�õJ�wý Q = F þvõ��G��þ|ý;ÿL� A ��@�]ÿvþu�@�
p ∈ N ÿL�+õ*M A ���

F (z)G(z + p) = F (z + p)G(z), é Â Y Ákã
ö�õ0úE�_ý

F ≡ G.
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d5e�fhg�i
fÎk±CL�-(���,-.�/`$h�:$^�5�H!3$�� �
(5.2)

s
z
.]$�(

zn = z+np
.'�f� (

n = 0, . . . , k−1,�f���f& ���0�+�5�?/0�+�
k
g+b5�]$^���������S�����on�$��k���+�<)A�_$+nk�f�0(1á

F (z)G(z + p) = F (z + p)G(z)

F (z + p)G(z + 2p) = F (z + 2p)G(z + p)YYY
=

YYY
F (z + (k − 1)p)G(z + kp) = F (z + kp)G(z + (k − 1)p).

CL��,~��/o���0.�/0�`$��5�z2��+�7g:b5�]$l���0�����z,��+,~&�(���)*,-�+,6&�(������7�+� ! �on9�0�_$��5�7/å#dg:b5�]$l���0���
�f& ���+�t���W.]$^(B/0�+�K���+(�,��+�

F (z + np)
���
G(z + np)

b5�������X(�g+.'4����+�5�S!3$^���B/��+�U! �+�98
,-�+,~&�(\�+�?! ��/å#dg:b5�]$l���0���cs3����$^��(_$xá

F (z)G(z + kp) = F (z + kp)G(z). é Â Y%Ã ã
@K��,-,-�

G
�+�\�Õ.]$^(m=k�9.'����=�4+���B�����~�`! ���5����b5���+,-���5�Õ�t��/0/��U$^/���(��m��/t�;8 �0�\���K���

z0 ∈ Π���+/Jb5� �
G(z0) 6= 0

Y'Ot���o�
E := {k ∈ N : G(z0 + kp) = 0} Y'Ot�
∑

k∈E
<(

1

|z0 + kp|) =∞,

$�/0�f(\�:s�!	#%$�.�(\4+�U/0��QU=�g��f(\4+,-��Ã Y Á Y Â s
G

�+�\�U�t��/0/���2��Wb5�����+�\�U�+��2����5��(_$�! �`2;��������$+nk�:2
/��+�S=5�9.'����=�4+���+�:Y��D�0�����

∑

k∈Ec
<(

1

|z0 + kp|) =∞,

�fâ
Ec �+���F/��D2;�f,-.�/0g+,��+�5�w$^��(\�D! �

E
!3$����

N
Yt�±�f��(p���f� �

k ∈ Ec sk/å#dg:b5�]$l���0�f� é Â YeÃ ã��,-.�/0��b5���1b5���-á
F (z0 + kp)

G(z0 + kp)
=
F (z0)

G(z0)
.

Ot�	���x.'�����
c =

F (z0)

G(z0)

s�$�/0��(��
(F − cG)(z0 + kp) = 0

.'�f��(K����� �
k ∈ Ec ���?!9�f�32

.]$�(S/0�1QU=�g��f(\4+,-�1Ã�Y Á Y Â s
F − cG = 0

����(
Π

�hYd�fY
F ≡ G

Y
��?�f� �B$^/�/0�����H,�$��0�5���+�]$^�5�H.'��� nk����(H! �������+(F/|$W.�(��+� nf�D! �?/`$"�L(\�f.'�����o������� Â Y � YeÅ�Yd5e�fhg�i
f4kHO5�

TeipθφTeisθψ = TeisθψTeipθφ
s]$^/0�f(\�?.'����(U����� �

k ∈ N

TeipθφTeisθψ(ξk)(z) = TeisθψTeipθφ(ξk)(z).

�~#%$�.�(\4+�?/0�1GJ��,-,-��Ã�Y Á Y Á s�.'����(U����� �
k ∈ N ����$xá

φ̂(2k + p+ 2s+ 2)

1̂1(2k + 2p+ 2s+ 2)

ψ̂(2k + s+ 2)

1̂1(2 + +2s+ 2)
=

φ̂(2k + p+ 2)

1̂1(2k + 2p+ 2)

ψ̂(2k + 2p+ s+ 2)

1̂1(2k + 2p+ 2s+ 2)
.
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Ot�c.'����(U����� �
k ∈ N ����.'�f���-á

ak =
φ̂(2k + p+ 2)

1̂1(2k + 2p+ 2)

���
bk =

ψ̂(2k + s+ 2)

1̂1(2k + 2s+ 2)
,

$�/0��(��S/å#dg:b5�]$l���0����.�(�g+2�g:! �+�5���1�+�\�?g:b5� �0n�$^/��+�k���6)zá
ak+sbk = akbk+p.�6#e��âcs3!	#�$^.�(�4��?/0�1Gc�+,-,-� Â Y � Y Â s�.'����(U���f� �

k ∈ N á
s−1∏

j=0

ak+jp

p−1∏

j=0

bk+p+js =

s−1∏

j=0

ak+p+jp

p−1∏

j=0

bk+js. é Â YeÅ ã
Ot���0�+�5�

F
���
G

/0�+�U! �+�987u����32;���0�����?$^�]$�/o�t���`b5� �+�U&{��(�� g+�+�U����(K/��W! �+,-�íi�.�/`$��
Π
s

! g�a3���0�+�?.]$^(1á

F (z) =

p−1∏

j=0

1̂1(z + 2js+ 2s)
s−1∏

j=0

φ̂(z + 2jp+ p),

���
G(z) =

s−1∏

j=0

1̂1(z + 2jp+ 2p)

p−1∏

j=0

ψ̂(z + 2js+ s).

Gp#eg:b5�3$^���0��� é Â YdÅ ã �+�\�D$^/���(��Sg:b5���on�$�/0�+�k���6)zá
F (2k + 2)G(2k + 2p+ 2) = F (2k + 2p+ 2)G(2k + 2), ∀k ∈ N.�6#e��âcs3!	#�$^.�(�4��?/0�1QU=�g+��(�4�,-�"Ã Y Á Y Â s

F (z)G(z + 2p) = F (z + 2p)G(Z),
.'����(U����� �

z ∈ Π.��$��0�5���+�]$��k�Ns3/��"Gc�+,-,-� Â Y � Y%È-�0,-.�/0��b5���6bk���
F ≡ G

����(
Π
s3����.]$^(\����2���/0�0�+(<.'����(

����� �
k ∈ N ����$xá

∏s−1
j=0 φ̂(2k + 2jp+ p+ 2)

∏s−1
j=0 1̂1(2k + 2jp+ 2p+ 2)

≡
∏p−1

j=0 ψ̂(2k + 2js+ s+ 2)
∏p−1

j=0 1̂1(2k + 2js+ 2s+ 2)
,

2��1b5���	���0r����0a3��s]!	#%$�. (�4+�S/��1Gc�+,-,-� Â Y � Y � s�b5���
(
Teipθφ

)s
(ξk)(z) ≡

(
Teisθψ

)p
(ξk)(z), ∀k ∈ N.�L���0��b5���1/0�+�<! ���98���.'g+(_$l���+��(\�

Teipθφ
���
Teisθψ

�����5�?&'��(���g+�?���<2��	ÿå�32���! �+�5�<����(S/0�+�
g+/0g+,-�+�5���<! ��/`$A&]$^�����f(}��=���rf���]$�/0�"! �

L2
a(D)

s�! ���32
(
Teipθφ

)s ≡
(
Teisθψ

)p
.

�
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o�¹9ÌÍ¸]¬�p	¯J¹Í³ ;v´
; × = þ
p
��ÿ
s
ý:úE�3ÿHÿ�ú A ý"õJ�wý~÷K� A �I��øxvkö�ÿvþÄC�ý5��ÿpý_þ

TeipθφTeisθψ = TeisθψTeipθφ,ö�õ0úE�_ýBü3öE�Bü3öNý_ý:ö�v��7±�õzF ök÷³»+ú^þ��]ÿVUKúE�ÓúKH�ÿvþu�@�]ÿ
Te−isθψTe−ipθφ = Te−ipθφTe−isθψ. Íö^þ��]ÿL�[��öE�]ÿVUFõ0öNÀ���ú_ü3úlýwþØÿØþåúE� ��Q Ç QbÈ Upþ�û<ü�õ�þuM A ��M A �
(
Te−ipθφ

)−s ≡
(
Te−isθψ

)−p
.

½ �-ü3ölý_ý:öE�]ÿ{�@�{ù_úE��� A ���¹C+ú^þ|ý5±-õGF ök÷L»:ú^þ��3ÿB÷köE��ý"ù���ÿhÿL�6÷K�@�[�3þ?t@�W�~ø?v5ö�õ�þØÿ�ø[UKúE�*úXH�ÿvþ?�@�3ÿ
(
Teipθφ

)−s ≡
(
Teisθψ

)−p
.

G±$�.�(���.'�f���o���0�f� �����onf$^�5���Í.'�+(�,�����! �*! g:! ���0(��*bk���Í����! �+�98 �f.'g+(�$^���+��(���! �
Q±�t�+.�/0�o��MKb5�]$^����=���,-��r�4+���+�Õ2;�f,-,6� ���+�5�±���j���5/0�K! �+r�(�gHb5�]$^����=���,-��rf4����B! �".�(\�+,-�0�+(
�+���S����,6��/o���0.�/��1! ��! �+r�(�g"!9�����:2;�f�3!�$�/0��(��?u|�f(�2�g+,-�+�5�S/���.�(��+,����+(U�f.'g+(�$^���+��(S�+�\�
�����1.�� �����_$���2��"! ��! �+�98 �04+,-��Y
Ð1¬N­ ¶ ­'ºN²`«^²|­{ª ³ ;h´
; Ö = ú^þu�@�]ÿ

n
U
p
��ÿ
s
ÿ^��ú^þ|ýÎ�@�]ÿØþ?�@�_ý"ü3úlýwþØÿvþ C�ýÎ��ÿXý:ú^þ?�@�3ÿ

φ
��ÿ
ψ÷K� A �4ª�� C+úE�{ù�ÿvþåúE� ý(��ök÷^þåö�õJ�wý(��ú���þh÷K�@�]ÿvþuM A �;û\�@�]ÿ�� A õ�õO�wý Q = þ

(
Teipsθφ

)n
=
(
Teisθψ

)np
ö�õ0úE�_ý

Teipsθφ =
(
Teisθψ

)p
.d5e�fhg�i
f4kF�±����(U���f� �

k ∈ N s �f��.'�����
ak = 2(k + ps+ 1)φ̂(2k + ps+ 2)

���
bk = 2(k + s+ 1)ψ̂(2k + s+ 2).

�~#%$�.�(\4+�?/0�1GJ��,-,-� Â Y � Y � s�����$xá
(
Teipsθφ

)n
=
(
Teisθψ

)np ⇐⇒
n−1∏

j=0

ak+jps =

np−1∏

j=0

bk+js, ∀k ∈ N,

���
Teipsθφ =

(
Teisθψ

)p ⇐⇒ ak =

p−1∏

j=0

bk+js, ∀k ∈ N.
@K�1b5�c#e���xn�$A,-���5��(��+(U�+�\�?/`$�2_=������������0n�$^�5���-á'Ot�

n−1∏

j=0

ak+jps =

np−1∏

j=0

bk+js
.'����(U����� �

k ∈ N, é Â Y Âfã
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$�/0��(��
aknps =

p−1∏

j=0

bknps+js
.'����(U����� �

k ∈ N. é Â YeÈ ã
�j����(X2��+/`$��f��n�$�.�(��t2�g:! �+(D.]$�(D(\�:2+2���(\�+�32��fY	CÕ��.�(��+�]$^�5�

k = 0
!�$����D/å#dg:b5�]$l���0�f�

é Â Y Âfã s �f����& ���0�+�5�"á
n−1∏

j=0

ajps =

np−1∏

j=0

bjs

=

p−1∏

j=0

bjs

np−1∏

j=p

bjs

=

p−1∏

j=0

bjs

np−1∏

j=0

bps+js.

�Õ$^(<$^�0/�/0�+��(\�
n−1∏

j=0

ajps = a0

n−1∏

j=1

ajps

= a0

n−1∏

j=0

aps+jps.

TD(:s /å#dg:b5�]$l���0��� é Â Y Âfã �0,-.�/0��b5���1b5���
n−1∏

j=0

aps+jps =

np−1∏

j=0

bps+js.

�<�f�32
a0 =

p−1∏

j=0

bjs.

��$^�0�5���+�]$^�5�Nsc���Ó����.�.'������bk����/h#eg+b5�]$^���0�f� é Â Y%È ã �+�\�1n9(_$^�0�7)x/h#e��(�! (\�
knps

�;�
�f�Í,��f�5��(���b5�c#e�+/0/0�-�+�\���+�32���(���nfg+(��oa3g+��)7/å#d�f(�! (��

(k + 1)nps
YJCÕ�Í(��+,�.�/|$	�:$^�5�

k.]$^(
(k + 1)nps

!3$^���?/0�W���+(\,-�1! ��rk$���2_=��"! ��/h#eg:bk�]$^������� é Â Y Âkã s�����$xá
n−1∏

j=0

aknps+jps = aknps

n−1∏

j=1

aknps+jps

= aknps

n−2∏

j=0

aknps+ps+jps.
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CL��,~��/o���0.�/0�|$^�5�<2����\���1! �+(�� ��4+(\�1g+b5�]$^���0�f��.]$�(
a(k+1)nps

s������f& �����+�k�"á

a(k+1)nps

n−1∏

j=0

aknps+jps = aknpsa(k+1)nps

n−2∏

j=0

aknps+ps+jps

= aknps

n−1∏

j=0

aknps+ps+jps.

TD(:s3!�#�$^.�(�4+�S/å#dg:b5�]$l���0�f� é Â Y Âfã s �f��$
n−1∏

j=0

aknps+ps+jps =

np−1∏

j=0

bknps+ps+js.

�~#d�fâ
a(k+1)nps

n−1∏

j=0

aknps+jps = aknps

np−1∏

j=0

bknps+ps+js.

@K��,-,-��.]$^(S=5�t.'����=�4+���
aknps =

p−1∏

j=0

bknps+js,

$�/0�f(\�
a(k+1)nps

n−1∏

j=0

aknps+jps =

p−1∏

j=0

bknps+js

np−1∏

j=0

bknps+ps+js. é Â Y Äfã
��$^�0�5���+�]$^�5�"á

p−1∏

j=0

bknps+js

np−1∏

j=0

bknps+ps+js =

p−1∏

j=0

bknps+js

np+p−1∏

j=p

bknps+js

=

p−1∏

j=0

bknps+js

np−1∏

j=p

bknps+js

np+p−1∏

j=np

bknps+js

=

np−1∏

j=0

bknps+js

p−1∏

j=0

b(k+1)nps+js.

�D�������c/h#dg:b5�]$l���0�f� é Â Y Ä�ã �+�\�?g:bk���0n�$^/����5���6)

a(k+1)nps

n−1∏

j=0

aknps+jps =

np−1∏

j=0

bknps+js

p−1∏

j=0

b(k+1)nps+js.
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�<�f�32�s�r�(���2��")A/h#eg:bk�]$^������� é Â Y Âkã s�����$A&��0�+�

a(k+1)nps =

p−1∏

j=0

b(k+1)nps+js.

�D�0�����ås��f�Ó$z,��f�5��(�g-bk����/h#eg:b5�]$l���0��� é Â Y%È ã �+�\�Wnkg+(��oa3g+��.'����(W����� �
k ∈ N }	�����+�(��+,�.�/|$	�:$^�5�

ak
�;�
bk

.]$�(U/�����(��Unf$^/0�+��(��:s��0/	n9�0�+�5�<bk����.'�f��(U���f� �
k ∈ N á

2(knps+ps+1)φ̂(2knps+ps+2) =

p−1∏

j=0

2(knps+js+s+1)ψ̂(2knps+2js+s+2).

CL���0�5��(��t! �����_$^�5�X!3$^���X2;�������6!9�+(����04+(��"g:b5�]$l���0����/`$�u��f��2;���0�f�
11
s]�����f& �������5�D.'����(

����� �
k ∈ N á

φ̂(2knps+ps+2)

p−1∏

j=0

1̂1(2knps+2js+2s+2) = 1̂1(2knps+2ps+2)

p−1∏

j=0

ψ̂(2knps+2js+s+2).

CL� a3�cs ���?r�(���2��"$���@H�f(\�f/0/`$��0(��"Ã Y Á Y%È s�����$A.'����(U����� �
k ∈ N á

φ̂(2k+ps+2)

p−1∏

j=0

1̂1(2k+2js+2s+2) = 1̂1(2k+2ps+2)

p−1∏

j=0

ψ̂(2k+2js+s+2),

2��1b5���	�+���Sg:b5���on�$�/0�+�5�D)~g:2�(��0(��1b5����.'����(U����� �
k ∈ N á

2(k + ps+ 1)φ̂(2k + ps+ 2) =

∏p−1
j=0 ψ̂(2k + 2js+ s+ 2)

∏p−1
j=0 1̂1(2k + 2js+ 2s+ 2)

.

�<�f�32�s3!	#%$�. (�4+�S/��1Gc�+,-,�� Â Y � Y � s�����2����32�/0� �<b5����.'����(U����� �
k ∈ N

Teipsθφ(ξk)(z) =
(
Teisθψ

)p
(ξk)(z).

Gc�+��! �+�t8 ��.'g+(_$l���+��(\�
Teipsθφ

��� (
Teisθψ

)p �����5��&'��(���g+������2��	ÿå�32���! �+�5������(�/0�+�
g+/0g+,-�+�5���

ξk
! ��/`$*&]$^������(\��=��fr����]$�/0��! �

L2
a(D)

sF! �f�32��0/��72��	ÿå�32���! �+�5�z.]$^(\���f�9�
2�#e�+�\�}i[)li�! �0(��

Teipsθφ =
(
Teisθψ

)p
.

�

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹P³ ;h´
; �rq"öE� ý<õ0ö�À���ú_ü3úlýwþØÿØþåúE� ÈPQ Ö Q Ú¬Uj��ú A ýDöE`�úE��ýUû�úE�]ÿ^��ø�M A �Uýwþ p �wý;ÿA �l�[�]ÿvþ?�@�Wý;ÿ^�wþåù;ÿL�;ûI�@�3ÿcü3úlýwþ�ÿvþÄCWULýwþ φ A �B�-ª*� C�úE��ù�ÿvþhúE�"��ök÷^þåö�õO����úE��þå÷K�@�3ÿvþ?M A �;ûI�@�3ÿ� A õ|õO�µ��ÿmý
F þvõD����þ|ý;ÿx� A �B�Iª*� C�úE��ù�ÿvþhúE�Î�_öf÷^þåö�õO� ψ ÿL�+õ�õO�µM A � Tψ ù_ú^û~û A ÿL�6ö�`h�_ù Teipθφ
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ö�õ0úE�_ý���ø_ù��_ý_ý:ö^þ��W�;û\�@�]ÿ
ψ
�wý;ÿFù_úE��ý;ÿ�öE�]ÿL� Q Ý ù;þ&�{ú A ý1ö�õ�õ0úE��ý��W�_÷kø;û�úE�]ÿV���@�<ý�����øwý A õ�ÿ�ö�ÿ�@� A ÿvþØõ�þ|ý:ö��]ÿKõO�wý6÷K� A ��üP�_ú�ü3úlýwþØÿØþåúE��ýKüP��ø_ù_ø_÷K�@�]ÿx�wý QD½ �l�^Â���ÿLýwþ

TeipθφTψ = TψTeipθφ,

ö�õ0úE�_ý~÷�F ö�üP��t_ý"õoöNÀ���ú_ü3úNýwþØÿvþåú�� ��Q Ç QcÈ UBúE�*ö
(
Teipθφ

)0 ≡
(
Tψ
)p
.

= ökù[¢�öE�3ÿ�M A � (Teipθφ)0
= I
Upö�õ0úE�_ý (

Tψ
)p ≡ I Q  Íö^þ`ý1ú��Aü
� A ÿÕÿ�ú A »:ú A �_ý�ø_ù@�;þw����M A �

Ip = I Q �<þ���ý_þKúE�ÓöE�[�wþ�`h�7±zöE`�úlþ��
(
Tψ
)p ≡ Ip.

qnF úEÆ:UB÷�F ö�üP��t_ý"õoöNÀ���ú_ü3úNýwþØÿvþåú�� ��Q Ç QBA
Tψ ≡ I.

q6ú���ù
ψ ≡ 11

UÕü A þ`ý�M A ��õGF þå÷K�@�3ÿvþØÿ�ø
I
�DF �wý;ÿWö A ÿ^�W�1M A ��õGF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �z÷K�"ª'ú���ü�õ%þØÿ�«z÷K�

ý[Z�ûIH_ú�õO�
11 Q

Þ¯�W� C0%5�S��61),.¦/4à³§µ�"!$#&%('*),+-#&. /1) ¥Ã§¯)$��¨��['*© �¯+1%5.��	�1§�ã
ê §µ÷��,61),.

�?�f� �Unk�+�������?! �Xnk����(+s])"��(_$+nk�+(\�U/|$��L(\�f.'�����0���0�f� Â Y � YdÅ3s�b5� �����
Teipθφ

���
Teisθψ�����5�D! �+�98��f.'g+(�$^���+��(��D! �"Q±�t�+.�/0�o��M6b5�3$����0=��f,��fr�4+���+�X!9�6! �+r�(�g+�<�\��(\�`2;���+,-�+�5�?.'��i

���o���0u��S���?�:#e�0/0�<2���,-,6� ���+�5�<$^/���(��
(
Teipθφ

)s ≡
(
Teisθψ

)p
. é Â Y Ç5ã

Ot��.�.'���������S,�$^�0�5���+�]$^�5�?b5�	#e�0/	�;8 �0�\���W������QKi�u����32;��������b5�3$����0=��f,-��r�4+���
f
���+/0/0�

b5���
(
Tf
)p

= Teipθφ,$�/0�f(\�?!	#�$^.�(�4+�S/0�1Gc�+,-,-� Â Y � Y � s /h#e��.'g+(_$l���+� (
Tf

�+�\�S��g:2��+���_$^��(\�+,-�+�5�?b5�]$����0=���,-��i
rf4+���6! �6! �+rf(\g � �hYe�fY

f = eiθω
�fâ

ω
�+�\�D�����"u����32;��������(_$�! �`$�/0�fY]�D�0�����±/h#eg:b5�]$l���0���

é Â Y Ç5ã ! ��n9�0�+�5� (
Teiθω

)ps ≡
(
Teisθψ

)p
.�D���32�s3!	#%$�.�(\4+�?/`$-�Õ(���.'�f���o���0�f� Â Y � Y Ç s�������& ���0�+�5�

Teisθψ ≡
(
Teiθω

)s
.
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8 ·:9 ªj²`«^²|­{ª�³ ;`ÉB;h´>= ú^þØÿ
φ A �B�-ª*� C+úE�{ù�ÿvþåúE�"��ök÷^þåö�õJ�µ��úE��þå÷K�@�3ÿvþ?M A �;ûI�@�3ÿ�� A õ�õO�N��ÿý:ú^þØÿ

p A �r�@�]ÿvþu�@��ý;ÿ^�;þhù�ÿL�;û\�@�]ÿXü3úlýwþ�ÿvþÄC Q\R � ÷^þØÿ¡M A � Teipθφ ök÷^ûI�;ÿ A �B�Ïª*� pième�_öfù;þ��B�[UÕý
F þØõ*����þ|ý;ÿx� A ���-ª*�cC+úE��ù�ÿØþåúE� ψ ÿL�+õ|õO��M A �
Teipθφ =

(
Teiθψ

)p
.

�?�����?$+nk�����S2�=��f�0���	/`$"���+(�,�������/0�fr��0�7ò?QHi
pième

(_$�2��0���?ô5.'�f��(B/|$6(_$^�0�����x���0,-.�/0�
�����0n�$^�5���?á | �w$^�5�j! ������gp���1�f.'g+(�$^���+��(±! �HQJ�t�+.�/0�o��M

T
s+�+�\�\i��0/fn9(_$^�kb5���F�:#d��/f�;8 �0�\���p���

�f.'g�(_$^���+��(
S
�;�m���"�+�5���0�+(

p
���+/0�mbk���

Sp = T
s^$^/���(��

S
�+�\�ju���(�2;�+,-�+�5�j���6��.'g+(�$^���+��(

! ��Q±�5�+.�/0�0��Mjä�CL��!�#�$^� ��(��+�A���+(\,-�+�:sÕ�+�\�\i�2���bk����/0�+�-(_$�2���������!	#d������.'g+(_$l���+��(�!9�
Q±�t��.�/��o��M����f�5�<$��������c! �+�?��.'g+(_$l���+��(\�<! �1Q±�5�+.�/0�o��Mjä
o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹P³ ;|ÉB;`É ¼ þcalT±ö�ª�� pième ��ökù;þw�B��÷�F A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �A÷K��ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«NM A ö	�ýwþÍ¢�ú^û�ú�v�t@�B�[USýwþ��+õ�õJ���G��þ|ý;ÿL�[U��wý;ÿ A �3þ?M A � Q�½ �þ�^Â���ÿ�USý A ükü3úNý:úE��ý1M A � Teipθφök÷lûI��ÿU÷X� A ��ª*� pième ��ökù;þ����wý Teiθψ

��ÿ
Teiθ eψ Q �Xõ0ú��wý

(
Teiθψ

)p
=
(
Teiθ eψ

)p
.

qsF úEÆ�÷�F ö_üP�Wtwý1õ0öNÀ��_ú�ü3úlýwþØÿvþhúE� �KQ Ç QBA
Teiθψ = Teiθ eψ.

q"úE��ù�UB÷�F ö�üP��t_ý"õO�Uü�ú^þ��]ÿ ¼ þ�`�a7÷K�6õ0ö�À���ú_ü3úNýwþØÿvþåú��"Ö QÒÌ:Q Ç�U ψ = ψ̃ Q¼ þ|þca � ú A ýÓöE`�ú���ý A �B��÷køV]_�3þØÿvþhúE� öE��ö�õ0úWv A ��÷K�*õoö�ª��
pième

��ökù;þw�B�7ü3ú A �ÍõO�wý
ú_ü3ø[�_ö�ÿx� A �_ý*÷K�þª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«lM A ölýwþÍ¢�ú^û�úWv�t@�B�wýÍ÷K�Ó÷K�xv	��ø"��øxvkö�ÿvþÄC Q = þ p �wý;ÿ A ��@�3ÿvþ?�@�Sü3úlýwþ�ÿvþÄC��;ÿHýwþ

φ
�_ý;ÿ A ���Îª*� C�úE��ù�ÿvþhúE����ök÷^þhö�õO�-ö�õoúE�wý���ú A ý�÷^þw�_úE� ýNM A �

Te−ipθφ
ök÷^û\��ÿ A ���lª*� pième ��ökù;þ�����ý
F þvõS����þ|ý;ÿL� A �B�lª*� C�úE��ù�ÿvþhúE�Å��ök÷^þåö�õO� ψÿL�+õ|õO��M A �

Te−ipθφ =
(
Te−iθψ

)p
.

½ ��ü3öNý_ý:öE�]ÿ�±�õGF ök÷L»:ú^þ��3ÿ�÷köE��ý7ù���ÿhÿL�z÷K�@�[�3þut@���zøxv5ö�õ�þØÿ�ø[U,��ú A ý¯�{ú A ý¯�W�@��÷fúE��ýù_ú^û<ü{ÿL�4M A � Te−ipθφ ök÷^ûI�;ÿ A �B�Åª*� pième �_ökùwþ��B��ýwþN�;ÿ6ý�� A õJ�;ûI�@�3ÿ6ýwþ1ý:úE�ök÷L»:ú^þ��3ÿ
Teipθφ

öf÷^ûI��ÿHõ A þKö A ý_ýwþ A �B�1ª*� pième ��ökù;þ���� Q
Ot�c������.'g+(_$l���+��(<! �6QJ�t�+.�/0�o��M6b5�]$^����= �f,-��r�4+���

Teipθφ
$�! ,����<�����6QHi

pième
(_$li

2��0���fsH$�/0��(���/`$Í,�g���=��t! ��/|$Í.�/0��������,-.�/0��.'�f��(�/`$*!9g����+(\,-������(��+�\��/`$Í�����onf$^�5���Óá
@K=���(�2_=��+(7/`$�QHi�u����32;���0���ñ(�$�!9�|$^/0�

ψ
���+/0/��Pbk���

Teiθψ
2��f,-,6� ���P$+nk�:2

Teipθφ
YBCÕ�

���{���Ns ���
TeipθφTeiθψ = TeiθψTeipθφ,$�/0��(��?!	#�$^.�(�4+�S/`$-�L(\�f.'�����0������� Â Y � YeÅ

Teipθφ ≡
(
Teiθψ

)p
.
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³ ; Î4o · ºN¯ ¼ «:¸�«Nº ¶ ¬^²Øª±°k² ¶ ¸'¯jõ ´'´ ×

�?�f� �L$+nk�����j� ���0/��0��gB2����\���H,-g���= �9! �H.'�f��(±��(���� nk�+(j/0�+�m! �+�98"�;8 �+,-.�/0�+�m�����on�$��k���:Y
�?�f���L�c#%$�/0/0�f���p.3$��p! �f������(L/��+�p! g��_$��0/0�F! �-2:$^/�2���/3b5���������5�p/0�����-!	#eq;��(��U2��f,�.�/���b5��g+�:Y
�� Df#"�$&%Vf('

é �Nã T
eiθ r+r

5

2

�+�\�?/|$AQKi�(_$�2��0���12:$�(\(�g+�1! �
Te2iθr6

�åYd�fY (
T
eiθ r+r

5

2

)2
= Te2iθr6

Y
é Áfã T

eiθ 3r+2r5+3r9

8

�+�\�?/`$�QHi�(_$�2������12:$^(�(�g+�1!9�
Te2iθr10

Y

Þ¯�G¤ C0!,.*+-¨['*%('&.´�-#���6-�S�@��%5+¯ó
Ot�f�o�

Teiθψ
/`$�QKi

pième
(_$�2��0���A! �

Teipθφ
Y	Ot�

k
�+�\�X�+�k���0�+(D.'�f���o���0up���D��� (

Teiθψ
)
k�+���7�����f.'g+(�$^���+��(z! ��QJ�t�+.�/0�o��MfsB$^/0�f(��:sH!	#�$^.�(\4+�7/���QU=�g+��(�4+,���Ã Y Á Y Ç sH�0/<���+(_$*���

�f.'g+(�$^���+��(S! ��Q±�5�+.�/0�0��M1b5�3$����0=��f,��fr�4+���1! ��!9�+rf(\g
k
Y��D�X.�/����:s !	#�$^.�(�4+�U/`$��Õ(���.'��i

���o���0����Å�Y Á Y �f� �0/±���+(_$-/h#e������b5��� é )-�����~2������\�w$^�5���6,6��/0���0.�/���2:$l���onk�6.�(�g+� ã �f.'g+(�$^���+��(
! �zQ±�5�+.�/0�0��Mzb5�]$^����=���,-��rf4����7���f���t��/H! �7! �+rf(\g

k
bk���K2���,-,~� ���+(_$�$+nk�:2

Teipθφ
Y

�?�f���?$�/0/0�f���?2:$^(_$�2;��g+(\�����+(B�������S/0�+�S��.'g+(_$l���+��(\�?! �1Q±�5�+.�/0�o��M1b5���c2���,-,6� ���+�5�?$:nf�:2
�����f.'g�(_$l���+��(?! �1QJ�t�+.�/0�o��M1b5�]$^���0=���,-��rf4+���1b5���J$�! ,-���S�����1QHi�(_$�2��0���fY]�?�����Unk��(}i
(��f� �pb5���U��� ������.'g+(_$l������(p! �SQJ�t�+.�/0�o��MSb5�]$^����=���,-��rf4����

Teipθφ
$�! ,-���L�����SQHi

pième(_$�2;�����7$^/���(��1���f� �"��.'g+(_$l���+��(6bk�]$����0=��f,��fr�4+�������f�Ó�t� /åsJ! ���5�6/0��! �+r�(�g�bk�]$����0=���i
,-�fr�4+���x�+�\��! �x,�q+,-�x���0rf����b5����2;�+/����S! �

p
sÕ���-b5���U2��f,�,~� ����$:nf�:2

Teipθφ
�+�\�

��g:2��+���_$��0(��+,��+�5�?�����1. �������_$^�32��"! ��/`$�QHi
pième

(�$�2��0���
Teiθψ

Y
»7~ · ­'¬�� ÌP¹Í³ ; Î ;v´>= úlþ?�@�]ÿ

p A �"�@�]ÿvþ?�[�Dýwÿ^�;þhù�ÿL�;û\�@�]ÿ{ü3úNýwþØÿvþÄC���ÿ φ A �B�Iª*�cC+úE��ù�ÿØþåúE��_ök÷lþåö�õO�"��úE�æ� A õ|õO� Q¯R � ý A üfü3úlý�� Teipθφ ök÷^û\��ÿ A �B�þª�� pième �_öfù;þ��B� Teiθψ Q = F þvõ����þ|ý;ÿL� A �B�¹C+úE��ù�ÿØþåúE�

f(reiθ) =
+∞∑

k=−∞
eikθfk(r) ∈ L∞(D, dA)

ÿL�+õ�õO�7M A �
TeipθφTf = TfTeipθφ,ö�õ0úE�_ý

¼ þca fk = 0
ü�ú A �1ÿ�ú A ÿ k < 0 Q

¼ þ�þca = þ k ≥ 0
��ÿcýwþ (

Teiθψ
)k �wý;ÿ A ��ú�ü3ø@��ö�ÿL� A �D÷K��ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«Wö�õ0úE�_ýXú A H;þ?�@� fk =

0
ú A H;þ?�@� Teikθfk ≡

(
Teiθψ

)k Q
¼ þ�þ�þba = þ k ≥ 0

�;ÿUýwþ (
Teiθψ

)k �DF �wý;ÿmü3ölý A ��ú_ü3ø@��ö�ÿL� A ��÷X�"ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�«7ö�õ0úE�_ý��{ø¬�
ù��wý_ý:ö^þ��W�;û\�@�]ÿ

fk = 0 Qd5e�fhg�i
fØkm�6#�$^.�(�4+�K/��XGc�+,-,-�DÅ�Y Á YeÅ�s
Teipθφ

2;�f,-,6� ���W$+nk�:2
Tf

���{���B���+��/0�+,-���5�B���
.{����(U����� �

k ∈ Z
TeipθφTeipθfk = TeipθfkTeipθφ.
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�D�0�����c/h#�$^�����+(}���0��� é � ã �����S�����12�������g+b5���+�32��1�0,-,-g:! �`$l���1! ��/`$-�L(\�f.'�����0��������Å�Y Á Y Â Y
�±�f� (F,-�f�k��(��+(p/å#%$������+(}���0�f� é ��� ã sk�����o� k �����+�5�����+(F.'�����0����u�Y TD����� .�.'�f��� (

Teiθψ
)k�+�\�D�����f.'g+(�$^���+��(D! �6Q±�t�+.�/0�o��MA$^/0�f(\�X2�#e�+�\�D� ����.'g+(_$l���+��(Db5�]$^���0=��f,-��r�4+���~! �6! �;i

rf(\g
k
b5����2���,-,~�9���Ó$+nf�:2

Teipθ
Y?TD(x/|$��L(\�f.'�����0������� Å3Y Á Y �f� �0,-.�/0�`bk���*b5���Í�:#e�0/

�;8 �0�\����������u����32;�������
fk 6= 0

(�$�! �`$�/0��&'�f(\��g+�����+/0/��Pb5���
Teikθfk

�;�
Teipθφ

2��f,Ai
,~� ���+�5��$^/0�f(\�

Teikθfk
�+�\�z������b5���Í)Ó�����P2������\�w$^�5����,~��/o���0.�/0�`2+$^���onk��.�(\g+�:YU�<���32

Teikθfk ≡
(
Teiθψ

)k
.ëj�0�]$�/0�+,��+�5�B.'�f� (K.�(���� nk��(K/h#�$^������(\���0��� é �0��� ã s5���f�o� k ≥ 0

���+/{b5��� (
Teiθψ

)k �c#e�+�\�.]$^�X������.'g+(_$l���+� (X! �~Q±�t�+. /��o��MfY	O{#e�0/±�;8 �0�����6�����6u����32;���0�f��(_$�! �`$�/0�~&'��(���g��
fk 6= 0���+/0/0�"bk���

Teikθfk
���
Teipθφ

2��f,�,~� �����5�Ns3$^/���(��?!	#�$^.�(�4+�S/`$-�L(\�f.'�����0������� Â Y � YeÅ
(
Teikθfk

)p ≡
(
Teipθφ

)k
.

@K��,-,-�
Teiθψ

�+�\�?/`$�QHi
pième

(_$�2������1! �
Teipθφ

s��f��$
(
Teikθfk

)p ≡
(
Teiθψ

)kp
.

�<�f�32�s3!	#%$�. (�4+�S/|$��L(���.'�f���o���0��� Â Y � Y Ç s������f& �����+�k�

Teikθfk ≡
(
Teiθψ

)k
,

2��1b5���c2��f�5��(��:! �o�?�����?=k�9.'����=�4+���+�:Y
�í .]$�(}���0(X! �+�W2:$^/�2���/0�X���:2_=�����b5���+�X���W$��\���32������98�!����W)�ï@K� ï2��f�Nn9��ð6����R?$^�Pæ �+Ç ç�s

�������1���f,�,-�+�"$^(�(��onkg+�")z.'��� nk���0(6$lê�(\,-�+(�b5����.'�f��(W����� �1�+�k���0�+(
p ≥ 1

�������f� �
�+�5�����+(

m ≥ 0
sp/å#d�f.'g+(�$^���+��(7! ��Q±�t�+.�/0�o��M

Teipθrm
$�! ,��������f��Z[�f� (���������QHi

pième(_$�2��0���fY
»7~ · ­'¬��9ÌÍ¹P³ ; Î ;|É�= ú^þ?�[�]ÿ

p ≥ 1
��ÿ
m ≥ 0

÷K� A �\�[�]ÿvþ?�@�_ý Q ÀUú A �Dÿ�ú A ÿ¹�@�]ÿvþ?�@� s ÿL�+õM A � 1 ≤ s < p
Upþvõ*�G��þ|ý;ÿL� A �B�¹C+úE�{ù�ÿvþåúE�n�_ök÷lþåö�õO��H�úE�@�{ø�� ψ ÿx�+õ�õO��M A �

TeipθrmTeisθψ = TeisθψTeipθrm . é Â Y Ækã
�?�����K$:nf�f���F.�(\g+u�g+(\g<��,-������(��<! �?/`$�.�(��+�9nk�?/|$�.]$^(\�����S��(\g+�F/�����r����Db5���'2��������0�����

)A,��f�5��(��+(Sb5����/`$Au����32;��������(�$�! �`$^/��
ψ
�+�\�S&'�f(\��g+� é nk����(1æ �+Ç s .cY Á�ÚfÇ i Á � Ã^ç ã Yd5e�fhgji
flkFOt�������5�

f
�;�
g
/0�+�?! �+�98xu����32;���0�����?(_$�! �`$�/0�+�<! g�a3� ���+�?.3$�(

f(r) = 2pr2s(1− r2p)−
s
p
���
g(r) = 2prm+p(1− r2p)

s
p
−1.

Ot���0�
ψ
/`$Au����32;��������! g�a������1.3$�(

rsψ = f ∗M g.
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³ ; Î4o · ºN¯ ¼ «:¸�«Nº ¶ ¬^²Øª±°k² ¶ ¸'¯jõ ´'´ �

Gj$�u|�f�32;�������
ψ
sm$��0�����B! g�a3���0�fsJnkg+(��oa3�7/h#eg:bk�]$^������� é Â Y Ækã ���H���~������/���,-�+�5�~���H.'����(

���f�9�
k ∈ N �;�?.'����(U����� �

z ∈ D s�����$
TeipθrmTeisθψ(ξk)(z) = TeisθψTeipθrm(ξk)(z),

2�#e�+�\�\i[)Ni�! ��(\�fs !�#�$^.�(�4+�B/0�WGc�+,-,-�XÃ Y Á Y Á st�����;�U���+��/0�+,-�+�k�U���{.'����(K����� �
k ∈ N st�f�x$

2k + 2p+ 2

2k +m+ p+ 2
r̂sψ(2k+ 2p+ 2) =

2k + 2s+ 2

2k +m+ p+ 2s+ 2
r̂sψ(2k+ 2). é Â Y �+Ú5ã

�j����(U����� �
k ∈ N s �f��$zá

r̂sψ(2k + 2) = f̂(2k + 2)ĝ(2k + 2)

= 4p2

∫ 1

0

r2s(1− r2p)−
s
p r2k+1 dr

∫ 1

0

rm+p(1− r2p)
s
p
−1r2k+1 dr.

CL��.'�f�_$^�5�A/0�z2_=3$���r��+,-�+�5�A! ��nf$^(��`$^&�/����
t = r2p

!3$^���A/0�+�A! �+�98Ó���5��g+rf(�$�/0�+�-$^�
! �+�������:s������f& ���0�+�5�"á

r̂sψ(2k + 2) =

∫ 1

0

t
2k−2p+2s+2

2p (1− t)− sp dt
∫ 1

0

t
2k+m−p+1

2p (1− t) sp−1 dt

= B
(2k + 2s+ 2

2p
, 1− s

p

)
B
(2k +m+ p+ 2

2p
,
s

p

)
, é Â Y �f�Nã

�fâ
B

�+�\�?/`$Au����32;��������EFq��w$9s3! g�a3���0�1����(U/��1! �+,-�íi�.�/`$�� <z > 0
.]$^(1á

B(z1, z2) =

∫ 1

0

tz1−1(1− t)z2−1 dt.

�D��/`$A,-q+,-�W,�$^���04+(��fs�����,-���5��(���b5���

r̂sψ(2k + 2p+ 2) = B
(2k + 2p+ 2s+ 2

2p
, 1− s

p

)
B
(2k +m+ 3p+ 2

2p
,
s

p

)
.

é Â Y �:ÁfãOt�f�o�
Γ
/`$Au����32;�������"��$^,-,�$A! g�a�����������(S/0�1! �+,-�íi�.�/|$^� <z > 0

.]$^(1á

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1 dt.

TD��(�$�.�.'�+/0/0�"b5����.'����(U�������
z1

���
z2

���+/0�?b5���
Rez1 > 0

���
Rez2 > 0

s �f��$

B(z1, z2) =
Γ(z1)Γ(z2)

Γ(z1 + z2)
.

�D�������
B
(2k + 2p+ 2s+ 2

2p
, 1− s

p

)
=

Γ
(

2k+2p+2s+2
2p

)
Γ
(
1− s

p

)

Γ
(

2k+2p+2
2p

+ 1
) .
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O $�2_=]$��k�<b5����.'�f� (U����� �
z
���+/Jb5� � <z > 0

s�����$
Γ(z + 1) = zΓ(z),

$�/0��(��1á

B
(2k + 2p+ 2s+ 2

2p
, 1− s

p

)
=

2p

2k + 2p+ 2

Γ
(

2k+2p+2s+2
2p

)
Γ
(
1− s

p

)

Γ
(

2k+2p+2
2p

)

=
2k + 2s+ 2

2k + 2p+ 2

Γ
(

2k+2s+2
2p

)
Γ
(
1− s

p

)

Γ
(

2k+2p+2
2p

)

=
2k + 2s+ 2

2k + 2p+ 2
B
(2k + 2s+ 2

2p
, 1− s

p

)
.

�<��/|$A,�q+,-�Wuv$h�;�f�cs�����,-�f�k��(���b5���

B
(2k +m+ 3p+ 2

2p
,
s

p

)
=

2k +m+ p+ 2

2k +m+ p+ 2s+ 2
B
(2k +m+ p+ 2

2p
,
s

p

)
.

I�/9n9�0�+�5�p!9�f�32�s�!	#%$�. (�4+�Õ/��+�L! �+�98~g:b5�3$^���0����� é Â Y ���lã ��� é Â Y �NÁfã s�b5���B.'����(m���f�9� k ∈ N
r̂sψ(2k + 2p+ 2) =

(2k + 2s+ 2)(2k +m+ p+ 2)

(2k + 2p+ 2)(2k +m+ p+ 2s+ 2)
r̂sψ(2k + 2),

2��1b5���	�+���Sg:b5���on�$�/0�+�5�D)~/å#dg:b5�]$l���0�f� é Â Y �:Úkã Y
�

o�¹9ÌÍ¸3¬�pc¯J¹P³ ; Î ; Î ¼ þca y ú^û~ûI�KõGF ú_ü�ø@�_ö^ÿL� A � Teipθrm ù_ú^û~û A ÿL�UöE`h�_ùKõ A þ]û\�;û\�ö�õoúE�wýXýwþ
s = p

õ0ö�À���ú_ü3úlý_þØÿvþåúE� ÈPQ Ö Q ÇKÇ�þ|ûDü�õ%þ?M A � ψ ≡ rm Q¼ þ|þca = þ m = (2n + 1)p
ü3ú A � A �Å�@�]ÿvþu�@� n ∈ N ö�õ0úE�_ý�õoö�C�úE��ù�ÿvþhúE�

ψ
����þ`ý;ÿL�

ü3ú A �Dÿ�ú A ÿ��@�3ÿvþ?�@� s ∈ N QP½ �n�^Â���ÿ�UÕõGF ø�M A ö^ÿvþåúE� ¼D��Q ÇXÊWaN��ÿLõO� y úE�_ú�õ�õ0ö^þw��� Ì:Q Ö QFEþ�û<ü�õ�þuM A ��M A �Uü3ú A �1ÿ�ú A ÿ z ∈ Π = {z ∈ C : <z > 2}

r̂sψ(z + 2p)F (z) = r̂sψ(z)F (z + 2p), é Â Y � Ã ã
úEÆ
F
�wý;ÿHõ0ö�C+ú���ù�ÿvþåú��Ó÷kø^]º�3þ?�Bü3öE�

F (z) =
Γ( z+2s

2p
)Γ( z+m+p

2p
)

Γ( z
2p

+ 1)Γ( z+m+p+2s
2p

)
.

½ �"�W�;ûDü{õ0ö#?^öE�]ÿ m ü3öE�
(2n+ 1)p

UBúE�*úKH�ÿvþu�@�]ÿ

F (z) =
Γ( z+2s

2p
)Γ( z

2p
+ n+ 1)

Γ( z
2p

+ 1)Γ( z+2s
2p

+ n+ 1)
.
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³ ; Î4o · ºN¯ ¼ «:¸�«Nº ¶ ¬^²Øª±°k² ¶ ¸'¯jõ ´ É	´

½ �*ö_ükü�õ%þåù_öE�]ÿ�UHõGF þh÷K�@�]ÿvþ�ÿ�ø
Γ(z + 1) = zΓ(z)

UKúE�*ö

F (z) = 2p

∏n−1
j=0 (z + 2jp+ 2p)∏n
j=0(z + 2jp+ 2s)

.

 Íö^þ��]ÿx�@��öE�]ÿ�U�úE�Ë`�úlþØÿ¡M A � F (z)
�wý;ÿ A �B��C���ökù�ÿvþåú���ü<�_ú�üP���l�@�

z
ü A þ`ý�M A �õO�\� A û�ø@�_ö^ÿL� A �1�wý;ÿ A ��ü3ú�õcZ	�G�^ûI�x÷K�x÷X�xv	��ø

n
��ÿXõO�x÷kø@�{ú^ûAþ��{ö�ÿL� A �-�wý;ÿ A �ü3ú�õcZ	�G�^ûI��÷K��÷K�xv	��ø

n + 1 Q q"úE��ùzþØõ$����þ|ý;ÿx��÷K�wý�ù_úE��ýwÿ�öE�]ÿL�wý
a0, a1, . . . , an÷köE��ý

C
ÿx�+õ�õO�wý5M A �

F (z) =
n∑

j=0

aj
z + 2jp+ 2s

.

= ökù[¢�öE�3ÿ$M A �Uü3ú A �1ÿ�ú A ÿ 0 ≤ j ≤ n

1

z + 2jp+ 2s
= r̂2jp+2s(z),

ö�õ0úE�_ý
F (z) =

n∑

j=0

aj r̂2jp+2s(z).

Ý õJ÷kø_ù_ú A õO�A÷X�6õGF ø�M A ö�ÿØþåúE� ¼D��Q Ç Ì a1�;ÿU÷ A T*�;û~ûI� ��Q Ç QFE M A �

r̂sψ(z) ≡
n∑

j=0

aj r̂2jp+2s(z).

q6ú���ù6õO� y úE��ú�õ�õoö^þ��W� Ì:Q Ö QHE þ�û<ü�õ�þuM A ��M A �

ψ(r) =
n∑

j=0

ajr
2jp+s.

�W$^���U/|$6�����0���fs �������S. (�g+���+�5���f���S! �+�S2�������g+b5���+�32��+�S���S! �+�?$�.�.�/0��2:$^���������S���k��g;i
(��+���_$��5���+�?! ��QU=�g+��(�4+,�� Â Y%Ã Y Á Y
Ò ­'¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹Í³ ; Î ;0Ñ ÀUú A �7ÿ�ú A ý��@�]ÿvþu�@�_ý m ≥ 0

U
p ≥ 1

��ÿ
s ≥ 1

U<þvõS�G��þ|ý;ÿL� A ���C+úE��ù�ÿØþåúE�"��ök÷^þhö�õO��H_úE�[��ø��
ψ

ÿL�+õ|õO��M A �
(
Teisθψ

)p ≡ Teipsθrm .

d5e�fhg�i
f£kWOt�������5�
m ≥ 0

s
p ≥ 1

���
s ≥ 1

��(����0�~�+�5���0�+(��:YmGc�zQB=�g+��(�4+,-� Â Y%Ã Y Á
��,-.�/0��b5���1b5�c#e�0/c�;89���\����������u����32;��������(�$�! �`$^/���&'�f(\��g+�

ψ
���+/0/0�"b5� �

TeisθψTeipsθrm = TeipsθrmTeisθψ.
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�Õ$^(S/`$��L(���.'�f���o���0��� Â Y � YdÅ-�����f&9���0�+�5�
(
Teisθψ

)ps ≡
(
Teipsθrm

)s
.

�<�f�32�s3!	#%$�. (�4+�S/|$��L(���.'�f���o���0��� Â Y � Y Ç s�����$
(
Teisθψ

)p ≡ Teipsθrm .

�V?�-$^� ��(\�B(�g+����/o�w$l�L.'�����o���0u]����(m/0�U.�(\�9! ���o�p!	#e��.'g+(�$^���+��(��p! �UQ±�5�+.�/0�0��MU�+�\�p! ������g
.]$^(S/��12;�f(\�f/0/`$��0(��1�����on�$��5�:Y
Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹P³ ; Î ; ³ = ú^þu�@�]ÿ

m ≥ 0
��ÿ
p ≥ 1

÷K� A �É�[�]ÿvþ?�@�_ý Q = þ6õGF ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �P÷K�ª'ú���ü�õ�þØÿ�«
Teipθrm

öf÷^ûI��ÿ A �B��ª�� pième �_ökù;þw�B� Teiθψ ö�õ0ú��wýWü3ú A ��ÿ�ú A ÿ(�[�]ÿvþ?�@� k ÿL��õM A � 1 ≤ k ≤ p
UFõO�UüP��úN÷ A þØÿ (Teiθψ)k �wý;ÿ A �*ú_ü3ø@��ö�ÿL� A �~÷K�-ª]ú���ü�õ�þ�ÿ�« Qd5e�fhgji
f�kÕ�6#�$^.�(�4+�B/0��QB=�g+��(�4+,-� Â Y%Ã Y Á s9���x�_$^�0�Ub5���X.'����(K����� �U�+�5�����+(

1 ≤ k ≤ p�0/c�;8 �0�\����������u����32;���0����(_$�! �`$�/0��&{��(�� g+�
φ
���+/0/0�"b5���

TeikθφTeipθrm = TeipθrmTeikθφ.

�6#e��âcs3!	#�$^.�(�4��?/`$-�L(\�f.'�����o���0�f� Â Y � YdÅ3s�����$
(
Teikθφ

)p ≡
(
Teipθrm

)k
. é Â Y � Å ã

@K��,-,-�
Teiθψ

�+�\�K/|$"QKi
pième

(_$�2��0���X! �
Teipθrm

s9$^/���(��K/h#eg+b5�]$^������� é Â Y � Å ã �+�\�Kg:b5���íin�$�/0�+�5���6)
(
Teikθφ

)p ≡
(
Teiθψ

)kp
.�<�f�32�s3!	#%$�. (�4+�S/|$��L(���.'�f���o���0��� Â Y � Y Ç s�����$A&��0�+�

(
Teiθψ

)k ≡ Teikθφ.

��?�����Õ$+nk�f� �Õ! g}Z\)Sn9�~b5���H���
φ
�+�\�j�����Hu��f�32w���0�f�A$��]$^/o�t����b5���K&'��(���g+�H����(

D
$�/0��(��

/h#e��.{g�(_$l���+��(F! �SQ±�5�+.�/0�0��M
Tφ

�	#e�+�\�Fb5���S/h#d�f.'g+(�$^���+��(F! �S,6��/0����. /���2:$l���0�f��!3$����
L2
a(D).]$^(J/`$Uu|�f�32;�������

φ
Y:�D�0�����k.'����(c����� �J�+�5���0�+(J.'�����0���0u

k
s:/0�p.�(��t! ���o� (

Tφ
)k �+�\�J���f��Z[�f� (�������f.'g�(_$l���+��(?! �1Q±�5�+.�/��o��M1! ���\�9,~&'��/��

φk
Y

�X$^���m/0�K2��f(\�f/0/`$��0(��K�����on�$��k�m���f� �Õ2���������(����0���f���m! �+�j���t,~&'�f/0�+�mb5�]$^����=���,-��rf4����+�
��������(\�0nt�|$^�98�! �f�k�J/����J�f.'g+(�$^���+��(��±! �pQ±�5�+.�/0�0��MK$^�����92��0g+�:s:g�/���nfg+�j)B�c#d��,�.'�f(\���Fbk���+/�/0�
.����0���_$^�32���(��+�\���+�k�S������Z[����(��?! �+�S�f.'g+(�$^���+��(��?! �1Q±�t�+.�/0�o��MfY
Ò ­{¬N­ ¼Ø¼ ¸'²�¬N¹P³ ; Î ;�î·Ý õ�����þ|ý;ÿx� A �B�¹C+úE��ù;ÿvþåúE�n��ök÷^þåö�õO�7H_úE�[��ø�� ψ ÿL�+õ|õO�7M A �Bü3ú A �1ÿ�ú A ÿ�@�]ÿvþu�@�Bü3úlýwþ�ÿvþÄC

k
UFõO�UüP��úN÷ A þØÿ (Teiθψ)k �wý;ÿHÿ�ú A »:ú A �_ý A �Óú�ü3ø@�_ö^ÿL� A �~÷X�-ª'ú���ü�õ�þØÿw« Q
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³ ; Î4o · ºN¯ ¼ «:¸�«Nº ¶ ¬^²Øª±°k² ¶ ¸'¯jõ ´ É Î

d5e�fhg�i
fÏkXOt�����+�k�
n ≥ 0

�;�
p ≥ 1

! �+�98*�+�5���0�+(\�NYj�6#�$^.�(�4+�6/0�7QB=�g+��(�4+,-� Â Y%Ã Y Á s
/å#d�f.'g+(�$^���+��(6! �7QJ�t�+.�/0�o��M

Teipθr(2n+1)p

$�! ,����6������QHi
pième

(�$�2;�����
Teiθψ

Yj�6#%$�� ��(��
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