Calcul explicite de certaines cellules de
Kazhdan-Lusztig pour le type A,

Nicolas Jacon

RESUME. Dans cette note, nous déterminons explicitement les cellules
de Kazhdan et Lusztig contenant les éléments de longueur maximale
dans les sous-groupes paraboliques de &,, associés a une partition de n.

1. Introduction

Soit W un groupe de Coxeter. Dans [KL|, Kazhdan et Lusztig ont
donné un moyen de partitionner W en “cellules a gauche”. Ces cellules
jouent un role fondamental par exemple dans la théorie des représentations
des algebres de Hecke et des groupes de Lie (voir par exemple [Lu2]). Dans
le cas du groupe symétrique, groupe qui nous intéresse ici (c’est a dire lorsque
W = A,_1 avecn € N), la correspondance de Robinson-Schensted fournit un
algorithme relativement simple pour la détermination de ces cellules. Cepen-
dant, il pourrait étre intéressant de déterminer explicitement I’ensemble des
éléments appartenant a une cellule donnée.

Le but de cette note est de résoudre ce probleme pour une certaine
classe de cellules: les cellules contenant un élément de longueur maximal
dans un sous-groupe parabolique de la forme &) ou A est une partition
de n. Dans la premiére partie, nous rappelons la définition de ces cellules
(pour le type A,_1) et de la correspondance de Robinson-Schensted. Puis,
nous déterminons explicitement la forme des cellules ci-dessus, la preuve du
théoreme principal (Théoréme 3.3) étant élémentaire et purement combina-
toire.

2. Cellules de Kazhdan-Lusztig pour le groupe symétrique,
correspondance de Robinson-Schensted

Nous introduisons dans cette partie la relation d’équivalence ~j per-
mettant de définir les cellules de Kazhdan-Lusztig dans le cadre du groupe
symétrique. Dans le cadre général des groupes de Coxeter, cette relation
fait appel a la théorie de Kazhdan-Lusztig et en particulier a la base de
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Kazhdan-Lusztig associée a l'algebre de Hecke du groupe de Coxeter (voir
[KL]). Cependant, dans le cadre qui nous intéresse ici, Kazhdan et Lusztig
ont montré que cette relation se définit completement élémentairement a
l’aide de la correspondance de Robinson-Schensted (voir par exemple [Ar]).

Soit n € N et soit &,, le groupe symétrique en n éléments. Pour i €
{1,...,n — 1}, nous désignons par s; la transposition (i i + 1). Alors &,, a
une présentation par:

e générateurs: S = {s1,82,...,5,-1};

e relations:
2 _ L
sy =1 pourt=1,...,n—1
8iSi+18i = 8;Si+1S8; pourti=1,...,n—2
5j8; = 8;iSj pour |i — j| > 1.

Nous allons maintenant introduire la relation d’équivalence ~j. Soit
l: &, — N la fonction longueur usuelle définie sur &,. Soit w € &, alors
I’ensemble de descente (& gauche) de w est ’ensemble suivant:

L(w)={se S| Il(sw) <l(w)}.

Soit maintenant = et y deux éléments de &, et soit s € S, on écrit x ~p s w
si et seulement si:

o = sw, l(sw) =1l(w)+1et L(w) ¢ L(x),

e ouw = sz, l(sz) =1(x) +1et L(x) ¢ L(w).
La relation d’équivalence ~ est alors la cloture transitive de la relation
~s c’est a dire que 'on a o ~, y si et seulement si il existe des éléments
To =T, T1, ..., Tp_1, Tp =y de &, et 55, 55, ..., sj,_, des éléments de S
tels que x; ~L,s;, Tit1 pour 1=0,...,7r—1. Les classes d’équivalence de ~,
sont appelées les cellules (a gauche) de Kazhdan-Lusztig. Elles permettent
entre autres de construire les représentations irréductibles de 1’algebre de
Hecke de type A, _1.

Un critere agréable permet de vérifier si deux éléments de &,, sont dans
la méme cellule: c’est la correspondance de Robinson-Schensted (voir [Ful]
pour un exposé détaillé de cette correspondance et de ses applications).
Pour donner cette correspondance, introduisons quelques notations. Soit
A = (A1,...,A\r) une partition de rang n (tel que Ay > Ao > ... > \;). Le
diagramme de Young de A est ’ensemble

D(X) ={(i,j) € Nsg x Nyg | 1 <5 < N}

Les éléments du diagramme de A sont appelés les boites de .

On associe maintenant a chaque élément w € &,, une paire de tableaux
de Young standard (P(w), Q(w)) de méme forme A = (Aq,...,\;), une par-
tition de n (c’est a dire que les tableaux P(w) et Q(w) de forme A sont
remplies par les entiers {1,...,n} de telle sorte que les coefficients sont dis-
posés en ordre croissant dans chaque ligne de gauche a droite et dans chaque
colonne de haut en bas).
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EXEMPLE 2.1. Ci-dessous un tableau standard de forme A\ = (4,2,2,1,1)

13 |7 |10
2 |4
5 |6
8
9
Au départ, P(w) et Q(w) sont vides. Pour tout i = 1,...,n, on insere

récursivement sur les lignes de P(w) l'entier w(i) de fagon a obtenir un
tableau standard. Si tous les entiers situés sur la premiere ligne de P(w) sont
inférieurs a w(i), on insére w(i) sur la premiere ligne. Sinon, on remplace
le plus petit entier j supérieur & w(i) par w(i) et on inseére j sur la ligne
suivante. Le processus débute sur la premiere ligne et s’arréte lorsque ’entier
inséré ne prend la place d’aucun autre. Parallelement, on note dans Q(w)
lordre d’apparition des boites. On obtient une application qui est en fait
une bijection:

6n — LJ Ik><7&
Aell,

w = (P(w),Q(w))

ou T), désigne I'’ensemble des tableaux standard de forme A et II,, ’ensemble
des partitions de n.

ExXeEMPLE 2.2. Ci-dessous la correspondance de Robinson-Schensted pour
Ss.

<P<1>,@<1>>=(|1|2|3|,|1|2|3|>(P<3231>,Q<3231>>= 1]2] [1]s]

P, Q)= (L3 L3 (psisa). Qs = (2] [1]2]
BERBR BERER
1 2| 1 2| 1 L
(P(s2),Q(s2))= 3 T3 (P(s18281),Q(s15251))= < 20, ]2 >
S - 3 3

Finalement, deux éléments wy et wo sont dans la méme cellule a gauche
si et seulement si Q(w;) = Q(wz). Ceci fournit donc un algorithme tres
efficace pour tester si deux éléments sont dans la méme cellule.
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3. Calcul explicite

Nous gardons les notations adoptées dans les sections précédentes auxquelles

nous ajoutons les suivantes. Pour ¢ < j < n, nous notons

T‘Ef)) = S5585-1---54

et
wgf)) = 8iSi41S85 ... 8585—-1...8 = T((grgz;—l) NN T'g))
Considérons une partition A = (A1, A2, ..., A,) de n (ol on suppose que
AL > g > > )\p). Soit &) le sous groupe parabolique de &,, correspon-
dant. Il est engendré par la partie {s;,,Siy,...,si, } de S ou l'ensemble
{41,129, ...,1;} est obtenu en enlevant les entiers A1, A\ + Ao, . .. ,Z?;i Aj de
{1,2,...,n}. Soit maintenant wy ’élément de longueur maximale dans &,.
Il est bien connu que:
(% A1)
wy = wg‘)l_l)wgiiz\;_l) cw ' . .w(:__ll) .
(E:l Xi+1) (Zgl Ai+1)

Notons I'y la cellule (& gauche) contenant ’élément wy. Le but de cette note
est de déterminer explicitement cet ensemble I'y. Par [Lu, 5.26.1] (résultat
de Barbasch et Vogan, généralisé par Geck dans [Ge]), il existe une partie
X de &,, vérifiant:

Iy ={zwy [z € X0},
et tel que pour tout x € X, on a l(zwy) = l(x) + [(w)).

LEMME 3.1. Soit A = (A1, A2,..., ) une partition de n. Soit j €
[1,p — 1] tel que \j # X\j11. Alors:

T(nj_l) € X,.
(22 X)
=1
PREUVE. On construit pour w) et r(nj_l) wy les tableaux de Young
(Z:l Ai)
Q(wy) et Q(r("].fl) w) ) donnés par la correspondance de Robinson-Schensted.
(Z:l Ai)
On obtient dans les deux cas le méme tableau. Ceci prouve que ces deux
éléments sont dans la méme cellule a gauche. O

Nous avons maintenant le résultat suivant:

LEMME 3.2. Soit A = (A1, A2, ..., \) une partition de n, on suppose que
Aj # Njy1 pour j € [1,p — 1], alors:

(n-1) (n—1)

L WX = W(Ag, N jm 1,0 =LA 1400 0) T 51 .
(X M) (X2 Ai+1)
i=1 i=1
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PREUVE. On a:
(3 xi-1)
M1—1) (A14Az—1) =0 (n—1)
wy = W w .. . Lowe .
W T (St (5 )
i=1 i=1
On obtient donc:
j—1 j
_ B (2 A=l (2 M-1) e
r("j 1 wy = wg‘)l Vow ;j 7 ]. D w ;ill .. .w(p_ll) )
(_; Ai) (;1 Ai+1) (_;1 Ai) (_; Ai+1) (;1 Ai+1)
En utilisant les relations de &,,, on obtient:
(Sl (A
n—1 i= " i= o n—1
7 ; ) w jfl =w j; r(Fl )
(_; Ai) (':1>\i+1) (_; Ai+1) (; Ai+1)
De plus, on a:
(3 A-) (5 xi-2) (5 x-1)
n—1 i= i n—1 i= i n—1 i= i n—1
r(j;l ) jl .. .w(p_1 ) =w jl "’(];1 ) jﬁ . .w(p_1 ) .
(;1 Ait+1) (;Ari‘l) (;1 Ait+1) (_; Ai) (g,l)\ri-l) (_;1 Ai+1) (;Aﬂrl)
On en déduit, par récurrence:
(n—1) o (n—1)
r j W = w()\l,...,)\]'_1,)\j—1,>\j+1,...,)\p) j—1 )
(; Ai) (gl Ait1)
O

ce qui conclut la preuve.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal:

THEOREME 3.3. Soit A = (A1, Aa,...,\,) une partition de n. En util-

1sant les notations introduites ci-dessus, on a:

p
-1
Xn= U X(MAQ,M,)\J‘*17~--,/\p)r(nj : )
j=1 (‘;/\i)
en prenant comme convention: 1"8)) =1sij5<1et X(mm,---,up) = {0} s
, bp) Mest pas une partition.
A — 1,000 0Ay) est

(/.Ll, H2y ...
PREUVE. On commence par montrer que si (A,

une partition de n — 1, on a:
-1
X(,\l,...,,\j—1,...,Ap)7"(nj e XA Ap)-
(‘; Ai)

(n—1)

= w T
j A= WA — A =LA 1,0 20) T
(22 Ai+1)
=1

(22 M)

=1

Soit donc x € Xy, . x;-1,..,\,), d’apres le lemme 3.2, on a:
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Il suit donc:

(n—1) . (n—1)

- WX = PWAL, A 1,0 =LA 4 1,000) T 51 :
(_Zl Ai) (Zl Ai+1)
1= 1=

Par définition, il existe une suite (s;,);=1,...m d’éléments de {s1, ..., sp—2}
(le systeme de générateurs de S,,_1) telle que:

WAL A — 1,0 =LA 150 0Ap) T Lusiy =00 Y Lysi,, TWALLLA 21,0 =141, Ap)
-1 R . 12 .
On peut composer par 7“(;1,1 ) a droite car les éléments s;, intervenant
(2 Aitl)
i=1
dans les équivalences sont dans &,,_1, on obtient donc:
(n—1)
WL =1 A =LA 4120) T 521 ~Lsia
(>0 Xit+1)
i=1
(n—1)
L0 TWAL A1, =LA 1 1,0p) T o1
(22 Aitl)
i=1
En utilisant le lemme 3.2, il suit:
(n—1) (n—1)
T WA, Ap) Y Lysiy =0 YLysi, TT WAy, )p)
(22 X)) (32 X))
i=1 i=1
Or, d’apres le lemme 3.1, on a:
(n—1)
T € X,
(>0 Ad)
=1
il suit donc:
w ~p D gy
()‘1’ 7>‘p) L J ( 1, 7)‘17)7
(32 X))
=1
d’ou
w ~p 2™
()‘17 7>‘ ) L J ( 1, 7Ap)
(22 A)
=1
On a donc montré:
’ (n-1)
n
U X()\l7>\27---7>\j_17---7>\p)r J C X(>\17>\2,---,>\p)'
j=1 (21 Ai)
Notons également que les éléments de | ) X =1 sont
otons également que les éléments de L_J Az =1 AT son

J=1 (22 )
i=1
tous distincts. On conclut la preuve par cardinalité: le cardinal des cellules
I"y correspond aux dimensions des représentations irréductibles de &,,. On
a:
ITAl = XA
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D’apres [Fu, 4.3.8], on a:

p
X0 = 1 X ey )
=1

avec | X(x; xg,h 1) = 081 (A, A2, A7 — 1,000, Ap) nest pas une
partition. Il suit donc:

p
n—1

U X(,\l,AQ,...,,\jfl,...,Ap)T( ; )= XA 220 0p)

j=1 (_:21&-)

ce qu’il fallait montrer. O

Le corollaire suivant va maintenant nous donner la forme explicite des
éléments composant la cellule I'y. Notons que la donnée de ce type de cellules
suffit pour construire toutes les représentations irréductibles de &,,. Intro-
duisons quelques notations supplémentaires. Soit A une partition de n avec
n1(A) parts égales a 1, na(\) parts égale a 2,...,n,.(\) égales a r. On notera
alors A = (1MW) (41— 1)) ) eV De plus, si ng(A) # 0,

on notera A la partition (1MW (5 — 1)1+ jniN)=1 1Ny de
n — 1. Le résultat suivant est une conséquence direct du Théoreme 3.3.
COROLLAIRE 3.4. Soit A = (1) . (i — 1)1 () ) pne(V)
une partition de n. Soit X\ comme dans le Théoréme 3.3. Alors, x € X,
si et seulement si, il existe une suite d’entiers i; € [1,7] avec j = 2,...,n
vérifiant n;; (Ait1ommnin) ) 2L () et
r =Y (2

(22:12 keng (A(i3 0140 in)))r(zzzig kenugs (A(4515,-0in) )y *
(n=2) R
T k)T (Shy, ks (V)”

y € 'y si et seulement si il existe une suite d’entiers i; € [1,r] avec j =
2,...,n vérifiant:
y =V o e o
(Chmiy k(A3 in) ) —ip 1) (305, kg (AU40350-1n) ) —i341)
P2 _ 1) ‘
T (ke k(W) =i 1 +1) T (k=g k(A —ii+1)
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