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Introduction

Un, deuzx, trois; mais le quatriéme, cher Timée, ou est-il ¢
in Platon, Timée, 17-a.

Le lecteur ne sera pas étonné de trouver dans ce travail les noms d’illustres
précurseurs attachés a des théorémes portant sur la géométrie des tissus. Pour
n’en citer que quelques-uns, H. Poincaré, E. Cartan, N.H. Abel, G. Darboux
ou S. Lie ont apporté leur pierre a un édifice qui ne s’est construit que plus
tard. Sans aller jusqu’a dire qu’ils “faisaient des tissus sans le savoir”, leurs tra-
vaux ont en effet porté sur des objets naturellement liés aux tissus, comme les
équations différentielles ordinaires, la linéarisation de leurs solutions ou encore
I’étude des surfaces définies par ces mémes équations.

Apparue dans les années 1930 en Allemagne sous I'impulsion du trio com-
posé de W. Blaschke, G. Bol et G. Thomsen, notre jeune discipline hérite donc
d’un savoir faire propre a la géométrie, et, au-dela du patrimoine, s’inscrit plei-
nement comme une approche possible de ces sujets toujours d’actualité.

La référence classique concernant la géométrie des tissus est le livre Geome-
trie der Gewebe de W. Blaschke et G. Bol ([B-B]) paru en 1938, cloéturant ainsi
une période faste pour la discipline. Le renouveau attendu fut assuré par les
mathématiciens M.A. Akivis et V.V. Goldberg dans les années 1970, puis par
P.A. Griffiths et S.S. Chern (¢f. [C-G] et [G-76]). Ce dernier, avant son année
passée aupres d’Elie Cartan, a soutenu sa these sous la direction de W. Blaschke
en géométrie des tissus. Plus récemment, et sans prétendre a I'exhaustivité, les
travaux de D. Cerveau, E. Ghys, I. Nakai et A. Hénaut ont redonné un souffle
nouveau au sujet, dont se réclame pour n’en citer que quelques-uns, M. Belliart,
D. Marin, J.V. Pereira, L. Pirio, G. Robert, et dans lequel ce travail s’inscrit
pleinement.

Considérons une équation différentielle du premier ordre de degré d, de la
forme

d—1

F(z,y,y) = ao(z,y) - () +ar(x,y)- () 4+ aglz,y) =0,

polynomiale en y’ et & coefficients dans O, Panneau des séries entieres conver-
gentes & deux variables complexes. En dehors du lieu singulier ou le y/-résultant
R = Result(F,0, F') s’annule, I’équation admet un ensemble de d courbes
intégrales. Cet ensemble définit le tissu WW(d) non singulier de C? présenté par
une telle équation, chaque courbe étant une feuille du tissu.
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Result(F,0,F) =0

Fi1G. 1 — Les courbes intégrales passant par z de ’équation différentielle.

L’étude que nous proposons est locale, au voisinage d’un point non singulier
du tissu. Mais la singularité, “almost invariably a clue” comme disait Sherlock
Holmes, restera en point de mire, en sourdine, abritant des perspectives nou-
velles pour I’étude des tissus.

L’équation différentielle présentant le tissu offre une donnée globale de ses
feuilles. En revanche, la définition classique d’un d-tissu passe plutot par la
donnée scindée de chacune d’elles. En effet, un d-tissu est aussi défini comme
étant ’ensemble de d familles de courbes en position générale. Il s’agit des
germes d’ensembles de niveau définis par Fj(z,y) = 0 ou F; € O avec F;(0) =0
vérifiant en outre I'inégalité dF;(0) A dF};(0) # 0.

Fs(x,y) = cste

. Fy(x,y) = cste

Fi(x,y) = cste

FiGc. 2 — Un 3-tissu du plan

Dans la perspective géométrique que nous donnons a cette étude, la notion
d’invariant tient une place primordiale. Parmi ceux mis en évidence par les
fondateurs, le rang du tissu est la dimension du C-espace vectoriel A(d) des
relations abéliennes du tissu, qui lient les normales aux feuilles et qui sont a
coefficients constants sur celles-ci :

d
A(d) == {(g1(F1),. .. g9a(Fy)) € 0% tel que (gi)i=1..a € C{t} et Zgi(Fi)dFi =0}
i=1

Notons que le rang d’un tissu est génériquement nul.
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Par ailleurs, le théoreme classique de majoration du rang assure que cette
dimension est bornée par I'entier 74 = 1(d — 1)(d — 2). Parmi les tissus de rang
maximal, on compte les tissus algébriques assurant un pont entre la géométrie
des tissus et la géométrie algébrique. En effet, & I’aide de la dualité entre P?
et P2, toute courbe algébrique C' réduite de P? de degré d, non nécessairement
irréductible et éventuellement singuliere, détermine en un point générique z de
P2, un germe de d-tissu algébrique Lo(d) de (P2, 2) associé a la courbe C. Si
cette courbe ne contient pas de droite, les feuilles de ce tissu sont alors les tan-
gentes & la courbe duale de C' dans P2

Ces tissus sont de rang maximal 74 en vertu du théoreme d’Abel.

Fi1c. 3 — Un 4-tissu algébrique

Pour les 3-tissus, la classification suivant le rang est entreprise par Blaschke
et ses éleves, comme nous le verrons dans le chapitre 1. Mais pour un tissu quel-
conque la question de la détermination du rang restait une question ouverte.
La méthode qui nous a permis de donner une version de cette détermination
passe par I’étude des systemes différentiels.

Nous visiterons dans le premier chapitre notre “atelier”, en introduisant les
objets et les notations de fagon plus précise, ainsi que les outils nécessaires a
cette étude.

C’est en effet autour de deux changements de point de vue concernant les
relations abéliennes que s’organise ce travail. Par 'approche implicite, on peut
d’abord considérer une relation abélienne comme la trace d’une 1-forme fermée
sur la surface S de C3 définie par 'équation F(z,y,p) = 0. La fermeture
d’une telle forme s’exprime grace & un systeme différentiel linéaire M(d) en
les coefficients de la forme et fait apparaitre les relations abéliennes comme
un systéme local. A laide de la théorie de Cartan-Spencer (cf. [S] ou encore
[Gold]), ce systeme permet de construire une connexion sur un fibré de rang
T4 non nécessairement intégrable, et dont les éventuelles sections horizontales
correspondent aux relations abéliennes du tissu.



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

iv

Nous avons dans un premier temps étudié cette connexion construite par
Alain Hénaut dans [H-04]. Pour cela, nous avons d’abord mis en évidence
quelques invariants du tissu, par I'intermédiaire d’une relation propre a 1’étude
de la surface S qui s’écrit, comme nous le verrons dans le chapitre 2, partie
2.3.1, sous la forme

ot Pyy(g) est un polynéome de degré d — 1 dans O[1/R][p], dit polynome de
linéarisation du tissu, donnant des conditions nécessaires et suffisantes a la
linéarisation de 1’équation différentielle F'(z,y,y") = 0 présentant le tissu, et U
un polynome de degré d—2 dans O[1/R][p]. Cette relation, outre qu’elle fournit
un certain nombre d’invariants fondamentaux pour 1’étude du tissu, permet
également d’obtenir une nouvelle écriture du systeme différentiel a étudier. On
montre alors que le systeme M(d) est entierement décrit par la donnée du
polynoéme Py (g et d'une l-forme « dite fondamentale, obtenue elle aussi a
partir de la relation précédente, et dont la différentielle da est un invariant du
tissu. Dans le cas d’un 3-tissu, cette 2-forme n’est autre que la courbure de
Blaschke classique.

L’étude du systeme M(d) via la connexion associée au tissu est conduite
en détail dans le chapitre 3, dans le cas des 3 et 4-tissus. La courbure dont on
montre, cette fois a ’aide des invariants du chapitre 2, que I’écriture dans une
base adaptée est un invariant du tissu, est interprétée. On montre dans le cas
d’un 4-tissu, que cette matrice s’écrit

ki Oy(k1)+ L1 0Oy(k1)+ Lo
K=10 0 0 ,
0 0 0

ou k1 est un invariant du tissu dans O a poéles sur le discriminant de F' et ou
les invariants Lq et Lo sont des expressions différentielles en les coefficients du
polynéme de linéarisation vérifiant L; = Lo = 0 si et seulement si le 4-tissu est
linéarisable. Un résultat analogue est obtenu pour un 5-tissu, comme nous le
verrons dans le dernier chapitre. Ce résultat montre que I'information contenue
dans la connexion dépasse le cadre strict du rang. On s’intéresse également au
cas des tissus rectifiés, a savoir les tissus du plan dont I'une des pentes est infinie
et une autre nulle.

Le chapitre 4 est consacré au probleme de détermination du rang d’un d-
tissu. Le noyau de la connexion est un systeme local dont on incarne le fibré
associé comme étant le noyau d’une application O-linéaire explicite. Le rang du
tissu est alors le corang de cette application. Nous établissons a la suite quelques
généralités concernant les relations abéliennes, suivant le point de vue choisi.
Notamment, les invariants fondamentaux des tissus extraits seront explicités
grace aux invariants du tissu initial. Dans ce cadre, quelques exemples seront
traités.

Nous revenons sur un invariant de base mis a jour par la connexion dans le
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chapitre 5. Il s’agit de la trace de la courbure que la théorie de Chern-Weil nous
invite a distinguer. On montre que pour d = 3,4,5 et 6, le fibré déterminant
(det E,det V) du fibré (E, V) associé au tissu est isomorphe en tant que fibré
muni d’une connexion au fibré en droites obtenu par le produit tensoriel des
fibrés en droites (L, Vi) associés aux 3-tissus extraits :

@) )
(det B, det V) = () Li, ) Vi)

k=1 k=1

—~
wal

Ceci découle de la formule de la trace démontrée dans les mémes cas :
)
tT(K) = Z d’}/k’a
k=1

ou K est la courbure de la connexion et ou les dv; désignent les courbures de
Blaschke des 3-tissus extraits.

Ces résultats, probablement vrais pour tout d > 3, sont conditionnés par
I’obtention de ’expression de la trace de la matrice de connexion en toute
généralité. Mais les calculs dans les jets offrent une grande résistance a la
généralisation car ils sont vite tres compliqués et difficilement formalisables.

Une étude plus fine des tissus dont la courbure de Blaschke-Chern ki est
nulle est toujours en cours, mais nous pouvons cependant déja établir par ce
biais le théoreme de Bol pour d = 4 et caractériser géométriquement ces tissus
par une généralisation de la construction de I'hexagone de Thomsen. A nou-
veau, des exemples sont traités.

La considération des singularités du tissu n’était pas au coeur de ce tra-
vail, cependant, tous les calculs ont été conduits méromorphiquement. Ainsi,
les exemples traités et la formule de la trace permettent d’illustrer de nouveaux
invariants comme le déterminant et les résidus d’un tissu, liés au lieu singulier
du tissu et qui font 'objet de travaux en cours d’Alain Hénaut. L’étude de ces in-
variants insiste sur I'intéret que I'on porte au fibré déterminant (det F,det V).

Le dernier chapitre est consacré a I'étude des 5-tissus, dans la perspec-
tive offerte par leur connexion associée. Si la construction de celle-ci n’est pas
détaillée, nous montrons cependant par le calcul que la matrice de courbure d’un
5-tissu dans une base adaptée contient & l'instar de celle associée aux 4-tissus
de nombreux invariants. On redémontre alors des résultats connus concernant
la linéarisation de tels tissus. Ceci permet également de revisiter 'approche des
tissus exceptionnels, puisque I’équation les présentant s’aveére vérifier des condi-
tions différentielles explicites.

Concretement, le calcul des invariants fondamentaux d’un tissu W(d) est
implémenté wvia le logiciel de calcul Maple, pour d = 3,4 et 5. Pour ne pas
accroitre le volume de ce travail, nous avons renoncé a les produire en annexe,
mais ils restent disponibles. C’est donc aussi au travers d’exemples que nous
verrons ceuvrer les invariants mis en place tout au long de ce travail.



vi
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Chapitre 1

Objets et outils de base :
I’atelier

Cette partie regroupe les objets et les bases nécessaires a ce travail. Les
outils qui se déploieront dans toute la suite y sont également présentés. En
somme, nous proposons au lecteur une visite de notre atelier, avant d’y travailler
pleinement.

1.1 Définitions

La référence classique sur laquelle nous nous sommes appuyé dans cette
partie est bien sur le livre fondateur [B-B] de W. Blaschke et G. Bol, ou encore
larticle de S.S. Chern [C], mais nous avons également puisé dans les articles de
D. Cerveau [Ce], de A. Beauville [Be] et dans le livre [W].

La géométrie des tissus est consacrée a 1’étude des propriétés géométriques
des familles de feuilletages en position générale.

Soit O = C{x,y} Panneau des séries convergentes a deux variables et a
coefficients complexes. Soit d un entier non nul. Un d-tissu W(d) non singulier
de (C2,0) est la donnée d’une famille de feuilles, germes de courbes de niveau

{Fi(z,y) = cste}

ou F; € O vérifie F;(0) = 0 pour tout 1 < i < d, et satisfaisant I’hypothese de
position générale

dF;(0) ANdF;(0) # 0 pour 1 <i<j<d.

Considérant uniquement les propriétés géométriques du tissu, les objets fon-
damentaux le définissant sont alors & un inversible de O pres, les 1-formes sui-
vantes :

w1, = 8x(F1)dx+8y(F1)dy

wi = Op(Fa)dx+ 0y(Fa)dy,

1
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2 CHAPITRE 1. OBJETS ET OUTILS DE BASE : L’ATELIER

ou encore les d champs de vecteurs

X1 = 0y(F1)0y — 05(F1)0y

Xa = 0y(Fyq)0y — 0.(Fq)0y,
ou 0y, 0, désignent les opérateurs différentiels 8% et 8% respectivement. Les
feuilles du tissu sont alors les courbes intégrales de ces champs de vecteurs. On
désignera par W(Fy, Fy, ..., Fy) un tissu donné par ses feuilles.

L’étude des configurations possibles pour un tissu ne présente un véritable
intérét que dans le cas ou d > 3. En effet, si d = 1 (resp. 2), le théoreme
d’inversion local montre que le modele local d’'un tel tissu est donné par un
(resp. deux) pinceau de droites paralléles.

Le C-espace vectoriel A(d) des d-uplets défini par

d
A(d) = {{g1(F1),...,ga(Fa)} € O, tel que (gi)i=1..q € C{t} et Y _gi(F;)dF; = 0}
i=1

est 'espace des relations abéliennes du tissu W(d).

Cet espace A(d) est de dimension finie, majorée, appelée le rang du tissu et
noté rg W(d). En effet, le théoreme classique de magoration du rang des tissus
montre que la dimension de I’espace vectoriel des relations abéliennes d’un tissu
W(d) vérifie I'inégalité

rgW(d) = dim (A(d)) < = (d — 1)(d — 2).

1
2

En outre, le rang est un invariant du tissu, en d’autres termes, il ne dépend
que du tissu et non du choix des fonctions le définissant, puisque deux telles
familles de feuilles donnent lieu & deux espaces vectoriels des relations abéliennes
du tissu isomorphes.

Notons que ce nombre % (d — 1)(d — 2) que nous noterons aussi mq n’est
pas inconnu en géométrie algébrique puisqu’il s’agit du genre d’une courbe
algébrique lisse de P? de degré d.

Par exemple, le rang du 3-tissu H défini par les feuilles
H=W(z,y,z+y)

est majoré par 1. Puisque ce tissu admet la relation abélienne non triviale
dx + dy — d(x + y) = 0, on peut donc affirmer qu’il est de rang 1.
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1.2, TISSUS LINEAIRES - TISSUS ALGEBRIQUES 3

FiGg. 1.1 — Le 3-tissu ‘H

La relation fonctionnelle

-1
(x) d(%) = Law — Lay
Yy Y Z Yy

montre que le 3-tissu W(x,y,y/x) est de rang 1, puisque la relation logarith-
mique précédente est une relation abélienne de ce tissu.

1.2 Tissus linéaires - Tissus algébriques

Un d-tissu W(d) du plan dont les feuilles sont, au voisinage de 0 € C?, des
germes de droites, non nécessairement paralleles est dit linéaire et noté L(d).

Parmi ces tissus, les tissus algébriques, notés Lo (d) assurent le pont entre la
géométrie des tissus et la géométrie algébrique. A aide de la dualité entre P?
et P2, toute courbe algébrique C' réduite de P? de degré d, non nécessairement
irréductible et éventuellement singuliére, détermine en un point générique z de
P2, un germe de d-tissu L¢(d) de (P2, 2) associé & la courbe C. Si cette courbe ne
contient pas de droite, les feuilles de ce tissu sont alors les tangentes a la courbe

duale de C' dans P2. Ces tissus sont de rang maximal en vertu du théoréme
d’Abel.

Fia. 1.2 — Obtention d’un 3-tissu par dualité

Par un théoreme de type Abel-inverse, on obtient le théoreme suivant :
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Théoréme 1.1 (Lie-Darboux-Griffiths). Un d-tissu linéaire L£(d) possédant
une relation abélienne dont aucun terme n’est nul est algébrique.
En particulier, un tissu linéarisable et de rang maximal est algébrisable.

Un tissu de rang maximal peut ne pas étre linéarisable, du moins si d > 5,
puisque pour d = 4, le théoréeme de Poincaré que nous verrons par la suite
énonce qu'un 4-tissu de rang maximal est linéarisable. Un tissu exceptionnel
est un tissu de rang maximal qui n’est pas algébrisable, ou ce qui revient donc
au méme, n’est pas linéarisable.

Le premier exemple de tels tissus est donné par G. Bol en 1936. Il s’agit d’un
5-tissu dont les feuilles en un point générique sont engendrées par 4 pinceaux
de droites du plan en position générale et 1’'unique conique passant par ces 5
points.

F1G. 1.3 — Le 5-tissu de Bol B(5)

Nous verrons au chapitre 5 un développement plus complet sur ces tissus
exceptionnels.

1.3 La courbure de Blaschke

1.3.1 Définition

Soit W(3) un 3-tissu du plan et soit wi,ws et ws trois 1-formes définissant
ce tissu. L’hypothese de position générale assure alors que ces trois formes
sont indépendantes deux a deux en 0, donc il existe ps et p3 nécessairement
inversibles dans O, tels que

w1 = Paw2 + p3ws.

Comme les formes w et pw définissent le méme feuilletage si p est inversible
dans O, on supposera ici que

wi +wy+w3 =0
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et on dira que ces 3 formes sont normalisées. On définit alors la 2-forme (non
singuliere) Q = w1 A ws et dans ce cas, on a les égalités

D =wi Awy =wy Aws = w3 A wi.

Si l'on pose w; = piw; o p; est inversible dans O, avec ), w; = 0 alors

Q = p1p2Q = p2psQ = p1p3Q,

ce qui prouve que p; = p2 = p3 et si p désigne cette valeur commune, on a

Q = p*Q.
Puisque dans C?, on a pour toute 1-forme w I'identité wAdw = 0, le théoreme

de Frobenius donne l'existence pour 7 = 1,2 et 3 d’une fonction inversible
gi € O* et d’une fonction F; € O vérifiant F;(0) = 0 et dF;(0) # 0 telles que

W; = gZsz
Donc on peut écrire que

du)i:dgi/\dFi:dig‘i/\wi

Gi

et puisque le systeme des w; est normalisé, on a

Puisque —w3 = wy + w9, on a

d d d d
<91_93)M1: <92_93> Aoy = 0.
g1 93 92 g3

Les deux formes wy et wy étant indépendantes, le lemme de E. Cartan assure
qu’il existe «, 3 et 6 dans O telles que

dgr _ dgs __
{ o i = awi + Bws

dga _ dgs __ ’
- o = Bwi + dwy

On vérifie alors que 'on a

d d d
Y o= B =2 4 (B = 2B
9 92 g3

Puws;
la 1-forme ainsi définie sera notée et vérifie pour tout ¢,
dw; = v A w;.

Pour une autre normalisation ) ,w; = 0 ou 'on a vu que w; = pw;, on a
dwo; =5 ANw; = dp Aw; + pdw; = py Aw; Comme les 1-formes w1, w9 engendrent
Q. on obtient

~ dp
T=v+—.



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

6 CHAPITRE 1. OBJETS ET OUTILS DE BASE : L’ATELIER

On appelle courbure de Blaschke du 3-tissu W(3) la 2-forme

D’apres ce qui précede, la courbure de Blaschke est un invariant du tissu,
au sens ou elle ne dépend que du tissu et non pas de la normalisation qui a
permis de la définir.

La 2-forme €2 que nous avons construite étant non singuliere, on peut écrire
pour tout 4, que dw; = h;€) et ainsi, on vérifie que

Y= h2w1 - hlcUQ = h3w2 — hga)g = h1w3 — hgwl.

Par exemple, le 3-tissu H de rang 1, défini précédemment est de courbure
nulle. En effet, avec la normalisation

dx +dy —d(z+y) =0,
on obtient
Q=dxNdy
et ainsi h; = hg = h3z = 0 ce qui prouve que
v =0.

Pour un 3-tissu W(F1, Fy, F3) ou Fi, Fy et F3 sont dans O, 'hypothese de
position générale et le théoreme d’inversion locale permettent de montrer que
I’application

¢ = (F 1, F: 2)
de C? dans lui-méme est un difféomorphisme local et donc la donnée de ce 3-

tissu revient a la donnée d’une fonction f dans O, nulle en 0, telle que le tissu
soit défini, via ¢, par le triplet

(x = cte,y = cte, f(x,y) = cte).

On peut alors calculer la courbure d’un tel tissu rectifié¢ W(x,y, f(x,y)). En
effet, on a la normalisation suivante

Oz (f)dw + 0y(f)dy — df =0

et ainsi, avec les notations de la remarque précédente, Q = 9,(f)dy(f)dz A dy,

et
920y (f)
hy=—ho = Y et hy=0.
LT (0o, () ’
On en déduit que la 1-forme v est donnée par
_0:0,(), L 0,

9y(f) 9 (f)

et donc la courbure I de ce tissu s’exprime sous la forme

K:@:{@<%%m>_%<@%ﬁv}mA@

9z (f) 9y(f)
et on vérifie que I'on peut 1’écrire abusivement
Oy
K = 0,0y log (f)daz A dy.

9y(f)
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1.3.2 Tissus hexagonaux

On dit qu'un 3-tissu est parallélisable si, apres un éventuel changement de
variables, les feuilles du tissu sont les feuilles du tissu H.

Soit W(3) un 3-tissu de (C?,0), donné par trois familles de feuilles que 1’on
note 1,2 et 3. Par tout point z proche de 0, passe une feuille de chaque famille,
d’apres 'hypothese de position générale.

On se donne alors un point A de la feuille de la famille 1 par exemple,
passant par 0. On construit alors le point B comme étant I'unique point d’in-
tersection de la feuille de la famille 3 passant par A et de la feuille de la famille
2 passant par 0.

Puis, on construit le point C a l'intersection de la feuille de 1 passant par
B et de la feuille de 3 passant par 0.

On réitere ce processus en construisant successivement les points D, E, I
pour enfin trouver un point G sur la feuille de 1 passant par 0.

Fi1a. 1.4 — Construction de ’hexagone

On dira que le tissu est hexagonal si quelle que soit la feuille de départ et
quel que soit le point A choisi au voisinage de 0 sur cette feuille, les points A
et GG coincident, la construction précédente déterminant un “hexagone”.

Le 3-tissu ‘H est hexagonal, comme on peut le voir en explicitant les co-
ordonnées des sommets de I'hexagone. En fait, on peut montrer en utilisant
la série de Lie associée au flot engendré par un champ de vecteurs, que tout
3-tissu hexagonal est parallélisable.

L’annulation de la courbure de Blaschke est invariant par changement de
variables. En effet, si ¢ désigne un isomorphisme de (C?,0) dans lui-méme,
I'image réciproque des feuilles de W(3) définit un 3-tissu ¢*(W(3)) qui admet
pour courbure de Blaschke la 2-forme

Ko@) = 0" (Kw)) -
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Ceci résulte du fait que 'image réciproque de la normalisation est une nor-
malisation.
Les résultats suivant caractérisent les 3-tissus du plan.

Théoréme 1.2 (Structure des 3-tissus de rang maximal). Soit W(3) un 3-tissu
de (C2,0), donné par les trois formes de Pfaff normalisées wi,ws et wz. Les cing
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le tissu W(3) est de rang 1 ;
ii) Le tissu W(3) est parallélisable ;
i11) Le tissu W(3) est hexagonal ;
) Le tissu W(3) est de courbure de Blaschke KCyy 3y nulle ;

v) Les trois formes de Pfaff normalisées définissant le tissu W(3), vérifient
w; = pdu; ot p € OF et u; € O.

Démonstration. On sait déja que ii) < iii), que ii),4ii) = iv) et i) puisque le
rang est un invariant du tissu, et que le tissu ‘H est de rang 1. Montrons donc
que iv) = v).

La 2-forme Kyy3) = dy étant nulle, le lemme de Poincaré donne v = di) ot
Y est dans O. Donc p = e¥ est dans O*. De plus dp/p = 7, et donc comme

dw; =vAw; on a
. d A .
al<%):_120/\%'%—Fy Y.
P P P

Ainsi a nouveau le lemme de Poincaré donne les u; dans O tels que w; = pdu;.
Montrons a présent que v) = i1).
Par translation, on peut supposer que pour tout 4, u;(0) = 0. Alors ’hypothese
de position générale assure que

w1 A wa(0) = p?duy A dug(0)

donc que I'application de (C?,0) dans lui-méme ¢ = (u1,u2) est un isomor-
phisme analytique local. Puisque les trois formes de Pfaff sont normalisées, on
a aussi w1 + wy + wy = pd(u1 + uz + uz) = 0 donc comme u;(0) = 0, on a
I'identité

u; +ug +uz =0

ce qui montre que ¢ parallélise le 3-tissu.

Reste & montrer que i) = ii).

Soit g1 (F1)dF) + g2(F2)dFs 4 g3(F3)dF3 = 0 une relation abélienne non triviale
du tissu. En prenant des primitives convenables g; de g;, on peut supposer que
I'on a ), g; = 0 et que I'on a un germe de morphisme ¢ = (g1, g2). On peut
supposer que Fy(z,y) = z et Fy(x,y) = y. Alors

do = g3(F3)*05(F3)0,(F3)dx A dy

puisque g1(z) + g3(F3)0x(F3) = 0 et ga2(y) + g3(F3)9y(F3) = 0. L’hypothese de
position générale assure que 0, (F3)(0)9,(F3)(0) # 0. Si g3(F3(0)) = g3(0) =0,
alors en dérivant successivement le systeme ci-dessus en = et y, on obtient les
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égalités successives 0 = g1(0) = ¢1(0) = ¢{(0) = ... Il en est de méme pour ga,
ce qui est absurde car la relation abélienne est non triviale. Ainsi, ’application
¢ est un difféomorphisme local puisque d¢(0) # 0 et donc, comme nous I’avons
vu supra, ce difféomorphisme parallélise le tissu. O

1.4 Une approche implicite

La définition classique d’un d-tissu par la donnée de ses feuilles, peut étre
ramenée a une définition implicite ou les feuilles sont données globalement.

On considere une équation différentielle du premier ordre de la forme sui-
vante :

F(a,y,y) = ao(z,y) - () + ar(z,y) - )"+ +aglz,y) =0 (1)

ou F(z,y,p) € O[p] est sans facteurs multiples et telle que ag # 0 € O.
On note R € O le p-résultant de F' avec

d(d—1)
2

R := Result(F, 0,(F)) = (—1) cag - A
ol A est son p-discriminant.

En dehors du lieu singulier défini par { R = 0}, les d courbes intégrales d’une
équation différentielle de la forme (1) définissent un d-tissu non singulier, en
vertu du théoreme de Cauchy.

Réciproquement, quitte a effectuer un changement linéaire de coordonnées,
la donnée d’un d-tissu non singulier de (C2, 0) permet de construire une équation

différentielle .

F(z,y,9) = [ [0y (Fi)y + 0x(Fi)) = 0

i=1
de la forme (1) vérifiant R(0) # 0 et dont les d solutions au voisinage de 0 ont
les pentes des feuilles du tissu

0:(F3)

e O.
ay(Fi)

pi(z,y) == —

Ainsi, tout tissu du plan est implicitement présenté par une telle équation
différentielle F' de la forme (1), et ce, & un inversible pres. Cette approche
ne privilégie aucune des feuilles du tissu et s’inscrit dans le cadre de 1’étude
géométrique des équations différentielles.

Dans toute la suite, on parlera d’un d-tissu (implicitement) présenté par une
équation différentielle F'(x,y,y’) = 0 pour désigner la donnée de ce tissu par
une équation de la forme (1).

Par exemple, on peut vérifier grace & la dualité entre P? et 2 qu’un tissu
algébrique L¢(d), associé & une courbe réduite C' de P2 d’équation affine

P(s,t) =0,
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est implicitement présenté dans P2 par I’équation

F(z,y,p) = P(y — pz,p) = 0.

L’approche implicite permet notamment de donner une autre interprétation
des relations abéliennes d’un tissu.

Soit W(d) un d-tissu présenté par une équation différentielle a coefficients
dans O de la forme

F(z,y,9) = ao(z,y)-(¢)* + a1(z, ). )™ + ...+ ag(z,y) = 0

que 'on peut écrire en dehors du lieu singulier R = Result(F, d,(F')) = 0 grace
a ses d racines de la facon suivante

F(z,y,p) = ao(x,y) [ [(0 — pi(z,v))-

%

Considérons la surface réduite S définie par S = {F(z,y,p) =0}; son
contour apparent sur C? est donné par {R = 0}. Supposons & présent que
R(0) # 0. La projection 7 : S — C2; (z,y,p) — (z,y) est au voisinage
de 0 € C? un revétement de degré d. Ainsi on peut construire, toujours au
voisinage de 0, les d applications m; (pour i = 1...d) de C? dans S qui & tout

(z,y) associe (z,y, pi(z,y)).

Uy

2 Result(F, 0, F)

F1G. 1.5 — La surface S
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La forme de contact canonique sur S, connue depuis les travaux de Sophus
Lie
w = dy — pdz,
détermine le plan de contact dont I'intersection avec le plan tangent en un point

de la surface est une droite, définissant un champ de direction dont les courbes
intégrales sur S se projettent avec 7 sur C? en les feuilles du tissu.

On considere alors sur la surface S l’ensemble des germes de 1-formes
différentielles
Q% = Qts/ (dF, FQEs) |

et I’ensemble des germes de 2-formes différentielles
Q% = QZs/ (dF A Qps, FQ2s5)

et, plus généralement, le complexe de de Rham (2%, d) des formes différentielles
sur S.
On vérifie que tout élément de la forme

dy — p dx

" a, ()

ott 7 = by - p? 2 4+ b3 - p* 3 4+ ... + by est un polynome a coefficients dans O de
degré inférieur ou égal & d — 2, est un élément de 7,(Q25). Il existe alors deux
polynémes r, et t de degré d — 1 au plus dans O[p] tels que

(0 (F) +p0y(F)) = (0u(r) + pOy(r) + Op(rp) — t) - F' — 1p0p(F).

De plus, si comme on le suppose a présent, r est de degré au plus d — 3,
alors le degré de t est au plus d — 2 et on a en outre

dy — p dx dx N\ dy

=am ) = o

Cette derniere égalité s’écrit comme un systeme en les coefficients des po-
lynomes
r=bg-pt 4 Fbgett =1ty pT 24 .. +tg,

de la forme suivante :

Oz (ba) + Ay b3+ 4+ A1 g2 by = g
ax(bd—l) + ay(bd) + A271 by -+ AQ,d—Q by = 141
6,,,(b3) + 8y(b4) + Ad,271 by +--- 4+ Ad72,d—2 by = t3

0y(b3) + Ago11-bs+---+Ag14-2-bg = to

Un systeme de Cramer ol I’on reconnait le déterminant de Sylvester donnant
le p-résultant de F' permet de déterminer les coefficients A; ; dans O [1/R], et
un calcul montre qu’ils sont en fait a poles sur A.
dy —p dx

3y(F)

Remarquons alors que la 1-forme r est fermée si et seulement si
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le polynéme t est identiquement nul ou encore, si et seulement si il existe un
polynoéme r, de degré au plus d — 1 tel que la relation suivante soit vérifiée :

7(02(F) +p0y(F)) = (9x(r) + p0y(r) + Op(rp)) - F — rpOp(F).
Soit ar l'espace vectoriel défini par

dy — pdz

€ 7. (L ;biGOetdw:()}
o,(F) © )

ap = {wz<b3-pd—3+b4-pd—4+---+bd>-

D’apres ce qui précede, 'espace vectoriel ap est entierement déterminé par
les solutions du systéeme différentiel M (d) suivant :

o

0z (ba) + A b3+ 4+ A1 g2 bg =
8x(bd71) + 8y(bd) + A271 ~bg 4+ AQ,d72 - by =

o

05(b )+3y( 1)+ Ago1-bz+--+Aji 04 2-bg =
Oy(b3) + Aga-b3+- A+ Ag1q-2-bg =

De plus la formule d’interpolation de Lagrange, notamment, permet de montrer
le résultat suivant :

Théoréme 1.3 (Hénaut, 2000). Les C-espaces vectoriels A(d) et ap sont iso-
morphes.

L’application T réalisant cet isomorphisme d’espace vectoriel associe a toute
relation abélienne (g;(F;)){i=1..qy du d-tissu la 1-forme sur S suivante :

gi(F;) dy — pdx
TalF) (Z > ) 5,(F)

ou les p; sont les racines de ’équation F'(x,y,p) = 0.

Nous appellerons polynéme abélien tout polynéme r a coefficients dans O
dy — p dx
O, (F)
le polynome r est abélien s’il existe un polynéme 7, de degré au plus d — 1 tel
que la relation suivante soit vérifiée :

de la forme r = b3 - p%3 + .- + by tel que r € ap. Autrement dit,

1(0:(F) +p8y(F)) = (9:(r) + p0y(r) + 0p(rp)) - F' = rp0p(F).
Pour un 3-tissu le systeme M(3) s’écrit

9,(b) + Ab = 0

La condition d’intégrabilité de ce systeme est donnée par la relation suivante :
K = 0,(A2) — 0y(A1) =0

Le théoreme suivant conforte alors dans cette approche implicite des tissus :
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Théoréme 1.4 (Hénaut, 2000). La 2-forme KdxAdy n’est autre que la courbure
de Blaschke du 3-tissu considéré.

Ceci donne donc une méthode de calcul effectif de la courbure de Blaschke
d’un 3-tissu, wvia 'approche implicite que nous privilégions ici. Signalons au
passage le travail de G. Mignard dans [Mi-1], qui obtint une telle formule via
la théorie des D-Modules et I’approche implicite.

Nous verrons au chapitre 3 comment cette approche permet d’obtenir pour
un d-tissu quelconque un résultat analogue a celui obtenu pour un 3-tissu, a
savoir qu’un tissu est de rang maximal si et seulement si une courbure associée
au tissu est nulle.

1.5 Polynome de linéarisation du tissu

Soit W(d) un d-tissu du plan dont on note par p; € O les pentes des feuilles
pour 1 <7 <d.

Il existe alors, via un déterminant de Vandermonde et 'hypothese de po-
sition générale, un unique polynome Py gy a coefficients dans O, de degré au
plus d — 1 de la forme

Py =b p" +lpt T+
tel que pour tout i, I’égalité suivante soit vérifiée :

Xi(pi) = 0x(pi) + pi0y(pi) = Pw(a)(x,y, pi(z,y)).

On vérifie que les feuilles du tissu sont alors les graphes de solutions de I’équation
différentielle

y" = Pyay(z,y,y")
et 'on dit que le polynoéme Py 4 est le polynéme de linéarisation du tissu. On

montre en utilisant la série de Lie associé au flot d’'un champ de vecteurs que
I'on retrouvera dans la derniere partie de ce travail, la propriété suivante :

Un d-tissu est linéaire si et seulement si pour tout i, X;(p;) =0

Nous retrouverons également le théoreme suivant démontré dans [H-93] et qui
justifie par ailleurs la terminologie :

Théoréme 1.5 (Hénaut, 1993). Soit d > 4 et soit W(d) un d-tissu de (C?,0)
dont les champs de vecteurs associés sont X; := Oy + p;0y pour 1 < i < d. Le
polynome de linéarisation Pyq) = h pl 4y p2 4 £ 1y posséde les
propriétés suivantes :

1. Le tissu W(d) est linéaire si et seulement si Pyyg) = 0 ;

2. Le tissu W(d) est linéarisable si et seulement si deg(Py(q)) < 3
et (lg,lag—1,l4—2,lq—3) est solution du systéeme différentiel non linéaire sui-
vant :
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Ly = =05(95(la—2) — 20y(la-1)) — la—1(0x(la—2) — 20y (l4—1)) — 30;(la)
—38y(ld_2ld) + 30:(lalg—3) + 3130, (lg—3) =0

Ly = 9y(20;(la—2) — 0y(la-1)) — la-2(20x(la—2) — 9y(la—1)) — 307 (la-3)
+38$(ldflld,3) - 33y(ldld,3) — 3ld,36y(ld) =0.

Nous verrons dans la suite comment ce systeéme différentiel apparalt natu-
rellement dans la connexion qui sera associée au tissu.

Notons que 'on retrouve ici un résultat classique de R. Liouville, A. Tresse,
E. Cartan et plus récemment V. Arnold ou encore Hajime Sato concernant la
linéarisation des équations différentielles du second ordre (cf. [Lio], [Tr], [Car],
[Ar] et [O-S]). Citons également ici les travaux récents de M.A. Akivis, V.V.
Goldberg et V.V. Lychagin [A-G-L] et [Go-L] concernant la linéarisation, avec
une approche différente.
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Chapitre 2

Sur quelques invariants des
tissus

Ce chapitre est consacré a la mise a jour d’un certain nombre d’invariants du
tissu. Ils apparaissent grace a I’étude de la surface de C? définie par I’équation
différentielle présentant le tissu (lemme 2.1).

Ces nouveaux invariants nous permettent de caractériser les tissus linéaires
ainsi que les tissus algébriques dans les propositions 2.2 et 2.3. En outre, on
montre que les tissus algébriques sont les tissus présentés par une équation de
Clairaut & un inversible pres, dans la proposition 2.4.

Parmi ces invariants figure le polynéme de linéarisation du tissu, ce qui per-
met une reformulation du lemme 2.1 dans le théoreme 2.1. Aprés avoir réduit
le nombre des invariants en explicitant les relations qui les lient, on montre que
les coefficients du systeme M (d) sont entierement déterminés par la connais-
sance d’une 1-forme « dont la différentielle est un invariant du tissu, et par le
polynéme de linéarisation qui est aussi un invariant du tissu.

2.1 Polynémes associés

2.1.1 Définitions

La notion d’invariant est depuis Felix Klein et son programme d’Erlangen
au coeur méme de la géométrie. Il s’agit donc pour nous d’expliciter la notion
d’invariant qui décrira au mieux la géométrie des tissus.

Soit W(d) un d-tissu défini par d formes de Pfaff (w;);=1. 4. Les 1-formes
(pi - wi)i=1..d, OU p; est un inversible de O définissant le méme tissu, il est donc
légitime d’exiger de nos invariants qu’ils ne dépendent que du tissu, et non de
la facon dont les feuilles sont données.

Modifier la fagon dont les feuilles sont données revient a multiplier I’équation
présentant le tissu dans I’approche implicite par un inversible de O, a savoir le
produit des p;. Ainsi un invariant du tissu ne dépend pas de la fagon dont on se
donne la présentation du tissu, autrement dit, nous considérons les invariants
modulo l'action du groupe des inversibles de O sur les équations présentant le
tissu.

15
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Dans toute la suite, c’est sous cette acception que nous entendrons le terme
d’invariant du tissu.

On considére un d-tissu W(d) du plan présenté par I’équation différentielle
F(z,y,y") = 0. On note R = Result(F, J, F) le p-résultant de F et de J,(F) que
I’on suppose non identiquement nul d’apres I’hypothese de position générale. On
suppose que R(0) # 0 et notre étude sera locale, au voisinage de 0 dans C2.

Il existe une relation entre les polynémes F', 0,(F) et 0,(F) + p0y(F) qui
jouent un role important dans ’étude de la surface de C3 définie par I’équation
F(xz,y,p) = 0, et le résultant R. C’est une relation analogue & la relation de
Bezout associée au résultant de deux polyndémes qui permettra d’ailleurs de
mettre a jour de nombreux invariants du tissu.

Lemme 2.1 (Polynomes associés). Soient d un entier d > 3 et W(d) un d-tissu
présenté par une équation différentielle

F(xayay/) = aO(‘/Ea y) ! (y/)d + (ll(l',y) ’ (y/)d_l +- CLd(Q?,y) =0.
Pour tout entier 1 < i < d — 3, il existe deux polynomes
U; ::ué-pd_Q—i—...—i—ué et V; ::Ui-pd_l—i—...—}—vfi

de degré respectif d —2 et d — 1 dans O[1/R][p] tels que l'on ait l'identité
suwivante :

Pt (8x(F)+p8y(F)>:Ui'F—i-Vi-E)p(F) (©i)

Une telle écriture ¢; est unique. Pour 1 <4 < d—3, les couples de polynomes
(U;, V;) sont appelés les polynomes associés a F' d’ordre i.

On omet dans toute la suite 'indice 0 des polynomes Uy et Vj ainsi que de
leurs coefficients.

La conduite des calculs sera dans tout ce travail effectuée de fagon méromorphe.
Les expressions manipulées sont en effet toutes a priori a podles sur le résultant
R correspondant au tissu étudié.

Démonstration. On écrit que si de tels polynomes U; et V; existent, leurs coeffi-
cients doivent vérifier un systeme S(¢;) déduit du fait que 1'on a identiquement
Ui+ F + Vi 0p(F) = p'(0,F + pd,F). Si 'on note R la matrice carré d’ordre
2d — 1 suivante :
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ao
a
a2

aq—2
R=1 ag1
aq
0
0

0

ao
ai

ad—3
ad—2
ad—1
aq
0

0

le systeme s’écrit alors

o

ao
ai
az
as
aq

aq

dao
(d — 1)a1

0
da()

(d — 2)@2 (d — 1)0,1

2a4_2

3aq_3

ag—1 2042

0 ad—1
0 0
0 0
0 0
0
0

9y(ao)

0z (ao) + 0y(ar)

17

Le deuxieme membre de cette équation comporte i zéros au niveau inférieur
et donc d — 3 — i au niveau supérieur. On remarque que le déterminant de la
matrice R n’est autre que Result(F, d, F') d’apres la formule de Sylvester, ainsi
la formule (¢;) est obtenue par un systéme de Cramer, ce qui donne I'existence
et I'unicité voulue.

Par exemple pour d = 4 le systéme S(og) s’écrit :

ao
ai
a2
S(Oo) as
a4
0
0

0 O
ag 0
ay ag
az ai
asz a2
a4 Gz

0 ag

2.1.2 Invariants du tissu

Les polynémes (U;,V;) pour i

]
4&0 0 0 (5 0
3CL1 4a0 0 us ay(a())
2a9 3a1 4ag Uy 0z (ao) + Oy(ar)
az 2a9 3ai; 4dag (] = &E(al) + 8y (ag)
0 as 2a9 3asg Vo 8x(a2) + Gy(ag)
0 0 as 2@2 V3 833(0{),) + 8y (a4)
0 0 0 vy O (as)
= 0,---,d — 3 définis précédemment per-

mettent de mettre a jour un certain nombre d’invariants du tissu. En effet, on
a le résultat suivant :
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Proposition 2.1. Soit W(d) un d-tissu présenté par une équation différentielle
F(z,y,y") =0 et soit (U;(F),Vi(F)) les polynomes associés a F d’ordre i . Soit
également (U;(g - F),Vi(g - F)), les polynomes associés a l’équation g - F = 0
présentant ce méme tissu ou g est un inversible de O. Les relations suivantes
sont vérifiées :

Uilg - F) = Ui(F) + 5 - 1" - (9a(9) + pdy(9))

Vilg - F) = Vi(F)
Ainsi, les (2d — 3)(d — 2) éléments de O

{uéa""“ili17“2{1‘7"'?“37
Ui, ... Uy
et pour k=0,...,d—2, les (d — 3)(d — 2) différences

- .
Uy ;g — Ud pouri=2...d—2

Ufljﬂ—udq pour j=3...d—1

ainsi que les d — 2 formes
d(ufy_dx + uly_;_ydy)
sont des invariants du tissu.

En particulier, les polynémes V; associés a F' s’averent ne pas en dépendre.
On parlera donc des polynomes V; associés au tissu.

Démonstration. 11 suffit d’écrire la relation vérifiée par les polyndémes associés
a g-F d’ordre ¢ , a savoir
P(0u(g- F)+pdy(g- F)) =Ui(g- F)-g-F+Vi(g-F)-0yg - F),
ce qui s’écrit aussi :
P'(02(9) + p0y(9))F + p'(0x(F) + pdy(F)) = gUi(g - F) - F + Vi(g - F) - gp(F).

Ainsi on obtient un autre couple de polynémes associés a F' d’ordre i, de méme
degré, et par I'unicité obtenue par le systeme de Cramer, ils sont donc les mémes.
La proposition en découle en écrivant explicitement ces égalités. ]

2.2 Tissus linéaires et algébriques

Deux classes de tissus vont particulierement retenir notre attention a ce
stade. En effet, les tissus linéaires ainsi que les tissus algébriques s’averent étre
caractérisés par des invariants définis via les polyndmes associés.

On rappelle qu'un d-tissu linéaire est un d-tissu dont les feuilles sont des
(germes de) droites. On note un tel tissu £(d). On peut montrer (cf. théoréme
1.5) que si 'on note par p; pour i = 1...d les racines (dans O) de I’équation



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

2.2. TISSUS LINEAIRES ET ALGEBRIQUES 19

présentant le tissu, celui-ci est linéaire, si et seulement si pour tout ¢, ’équation
suivante est vérifiée :

Xi(pi) = 0x(pi) + piOy(pi) = 0.
On montre qu’un tissu algébrique est présenté par une équation de la forme
F(z,y,p) = g- P(y — px,p) ou P € C]s,t] est '"équation affine de la courbe
algébrique réduite définissant le tissu, et g est un inversible de O.

2.2.1 Lemme technique

Le lemme technique suivant nous servira par la suite a manipuler les po-
lynomes associés d’un tissu mais aussi a saisir le lien entre le lieu singulier des
tissus extraits et le lieu singulier du tissu initial.

Lemme 2.2. Soient F' et G deuz polynomes de Olp|, avec deg F = d et
F=@p-q- G
ot q est un élément de O, racine de F'. On a alors les deux relations suivantes

Result(F,d, F) = (=1)* ! Result(G, 9, G) - G(x,y, q)* et

Result<F, 0u(F) + pdy( F)> -

(—1)0’(896(61) +p8y(q)) -G(x,y,q)? - Result(G,ax(G) +pay(G)).

Démonstration. Pour la premiere relation, notons gqi,...,qq les racines de F
avec qg = ¢. Ainsi les éléments ¢; de O pour i = 1...d — 1 sont les racines de
G. Le résultant de F' admet ’écriture suivante :

(d—1)
Result(F, 9, F) = (-1)" 7 a22 [ (@)™
1<i<j<d

Donc

d(d—1) _
Result(F,0, F) = (—1) 2 agd4 H (¢ —a;)* | ao H (¢ —q)

1<i<j<d 1<i<d—-1
d(d—1) _
=1z ag"* [ (@-4¢) G=zyq?
1<i<j<d
_ (d—1)(d—2) _
=)= et I (- 4)7 Gy )
1<i<j<d

= (—1)%Result(G, 9, G) - F(z,y,q)*.

Concernant la deuxieme égalité, on utilise ici le fait que

Result (F 0y (F)+p ay(F)> = Result (G, 0o (F)+p ay(F)) Result (p—q, 0y (F)+p @(F)) .
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De plus pour tout polynéome A, B et C', on a
Result <A, B) = Result (A, B+ CA> ,
propriété déduite de celles liées aux déterminants. Ainsi,

Result <F 0a(F) +p 8y(F)>

= Resutt G. (02(G) +90,(G))(p-0)~ (01 ) +90,@)G ) Restt (-, 0.(F) 40,

= Result <G, 0:(G)+p 8y(G)> -Result (G,p—q) -Result (p—q7 O0x(F)+p 8y(F)> )

Or on montre que Result(p—gq, g) = g(q) et Result(g,p—¢q) = (—1)d89(9)g(q)
si g est un polynéme, grace a la propriété du résultant : si f = agp™+. .. est un
polynome de degré n de racine x1,...,x, et si g = bgp™ + ... est un polyndéme
de degré m de racines y1, ..., Yy, alors

Result(f, g) = aj" SH(% - Yj)-
Ainsi, on a

Result <F 8u(F) +p 8y(F)>

= Result (G, D2 (G)+p @(G)) (=) DG (z,y,q)(~1) <ax(q)+q8y(q)) G(2,y,q).

O]

2.2.2 Caractérisation via les polynémes associés

Le lemme 2.2 précédent nous permet donc de caractériser les tissus linéaires
via les polyndémes V; associés au tissu.

Proposition 2.2 (Tissus linéaire). Soient W(d) un d-tissu présenté par l’équation
F(z,y,y") =0 et (U;,V;) les polynémes associés d’ordre i = 0,---,d — 3. On a
alors l'équivalence suivante :

Une des feuilles du tissu au moins est un germe de droite si et seulement
si Result(F,0,(F) 4+ p0y(F)) =0. De plus, il y a équivalence entre les trois
propositions suivantes :

i) Le tissu W(d) est linéaire ;
it) 1l existe un entier i, 0 < i < d—3 tel que V; =0 ;
i11) Pour tout entier i, 0 <i<d—3, V; =0.

Notons que cette propriété est bien géométrique car elle ne dépend que du
tissu W(d).
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Démonstration. En adoptant les notations du lemme 2.2 précédent, considérons
une des feuilles du tissu, définie par la pente p;, le polynéme F' admettant alors
Iécriture F(z,y,p) = (p—p;).G(x,y,p). La premiere équivalence se déduit alors
du lemme 2.2. A nouveau, grace a ce lemme, on peut écrire que

Result(F,9, F) - p* - (896(}7) —l—p(‘)y(F)> =

(—1)“"YResult(G, 9, G) - G(z,y,p;)* - p' ((p —;j)-(0:(G) + p0y(G)) — G(9(p;) +p3y(pj))>

=Ui-F+(p—pj)Vi-0(G)+Vi-G.

En posant p = p; dans cette équation, on obtient

(—1)Result(G, 9, G).G(z,y,p;)* - pl. <8r<pj) + pﬁy(ﬁﬁ)

= V;(:L‘ayapj) ’ G($7y7pj)‘

Ainsi, si les d feuilles du tissu sont des germes de droites, le terme de gauche

est nul pour chaque feuille, i.e. 0,(p;) + pjOy(p;) = 0 et donc V; qui est un

polynéme de degré d — 1 a d racines distinctes. Il est donc nul. Réciproquement,
si V; est nul, pour chaque feuille du tissu de pente p; non nulle, alors

0x(pj) + pjOy(pj) = 0 et ces feuilles sont donc des germes de droites. Si le tissu

considéré comporte une feuille de pente p; = 0, cette feuille est une droite.

Donc toutes les feuilles du tissu sont des germes de droites : ce tissu est bien

linéaire. O

A noter que si une des feuilles du tissu est donnée par le champ de vecteurs
X = 0, c’est a dire, si ag = 0, alors v; = 0 pour i = 0,...,d — 3.

Dans le cas des tissus algébriques, outre le fait que les polynémes V; soient
tous nuls puisque le tissu est linéaire, nous obtenons une expression spécifique
des polynomes U; comme le prouve la proposition suivante :

Proposition 2.3 (Tissus algébriques). Soient W(d) un d-tissu présenté par
léquation F(x,y,y") = 0 et pour i < i < d— 3 les polynomes (U;,V;) associés
d’ordre i. On a alors ’équivalence des trois propositions suivantes :
i) W(d) est algébrique
it) 1l existe ¢ dans O et un entier i, 0 < i < d — 3 tels que V; = 0 et
Ui = p"(0y(&)p + 02(9)).
iii) 1l existe ¢ dans O tel que V; = 0 et U; = p*(9y(¢)p + 02()) pour tout i,
0<i<d-3.

De plus, dans ce cas, il existe un polynéme P € C s, t] tel que

F($7y7p) = 6¢P(y —pl’,p)

Démonstration. SiW(d) est algébrique, nous avons vu qu’une équation présentant
celui-ci est de la forme F(z,y,p) = 6¢P(y — pzx,p), ou ¢ est dans O et P dans
C[s,t]. Dans ce cas, on a,

8:(P(y — px,p)) + pdy(P(y — px,p)) =0
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ainsi, d’apres le lemme 2.1 des polynomes associés, le résultat énoncé est montré.
Réciproquement, posons G(z,y,p) = e ®F(x,y, p). Nous avons par hypothese
Vi(F) = 0 et donc V;(G) = 0.

De plus, U;(G) = U;(F) + ep'(0z(e™?) + pdy(e~?)) = 0. Donc

() () +p,(G) =0.

Les polynoémes y — pz et p sont des solutions indépendantes de (x). Ainsi
le théoreme de Frobenius assure qu’il existe une fonction ~y, analytique a deux
variables telle que

G(z,y,p) =v(y — px, p).
Reste & montrer que y(«, 3) est un polynéme. On a, pour tout d < j, par
dérivation,
0=3)(G) = (~1)/279}(7) + F()-
Donc si = 0, pour tout couple (y,p), Bé(’y)(y,p) = 0 et donc, pour = non

nul, et pour tout (y,p), 8&(7)(3/,])) =0.

Comme la transformation (y,p) — (y — px,p) est bijective a x fixé, on a
pour tout (z,y,p), 9%(7) = 0 ce qui prouve que 7 est un polynéme. La deuxi¢me
équivalence découle de I’équivalence précédente. O

2.2.3 Equations de Clairaut

Nous allons nous intéresser a un type bien connu d’équations différentielles,
a savoir les équations dites de Clairaut.
Rappelons qu’une telle équation est de la forme

y=9) +xy

ou g est une fonction analytique d’une variable. Si ’on suppose que cette fonc-
tion g vérifie, g’ (p) # 0, alors une telle équation a pour solutions les droites
paramétrées par m, d’équations

x — mx + g(m).

Elles sont tangentes a la courbe paramétrée

{ z(m) = —g'(m)
y(m) = —mg'(m) + g(m)

i

qui est solution singuliére de cette équation.

Considérons a présent une équation de Clairaut polynomiale, soit

F(z,y,p) =9(p) +a2p—y =0

ou g(p) est un polynéme en p, de degré d, a coefficients constants. L’équation
suivante est alors vérifiée :

Oz (F(z,y,p)) + p.0y(F(x,y,p)) = 0.
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Réciproquement, considérons une équation F(z,y,p) = 0 polynomiale en p
a coefficients dans O vérifiant 1’équation

0z(F(x,y,p)) + p.0y(F(x,y,p)) =0,

alors I’équation considérée est de Clairaut. En effet comme nous I’avons vu dans
la démonstration de la proposition 2.3, on peut écrire que F' est de la forme

F(z,y,p) =~(y — px,p),

ol 7 est un polynéme. Le point 0 étant supposé régulier, quitte a faire un
changement linéaire de variable on peut affirmer que 9,(7)(0,0) # 0, donc le
théoreme des fonctions implicites assure que I’équation F(z,y,y') = 0 est de la
forme

y=g)+zy,

ol l'on reconnait une équation de Clairaut.
On obtient alors I’équivalence des deux assertions suivantes :

i) F(z,y,p) =0 est une équation de Clairaut polynomiale ;

it) O(F(z,y,p)) + p.0y(F(z,y,p)) = 0.
D’ou la proposition qui suit :

Proposition 2.4. Les tissus algébriques du plan sont les tissus présentés par
une équation de Clairaut polynomiale, a un inversible de O prés.

2.3 Invariants de base d’un tissu

2.3.1 Interprétation des polynomes V;

Soit W(d) un d-tissu dont on note les pentes de ses feuilles par (p;) pour
1 < i < d. On désigne par Pyyq)(z,y,p) son polyndome de linéarisation. On
rappelle qu’il est défini comme étant 'unique polynéme de degré inférieur ou
égal a d — 1 tel que, avec les notations précédentes,

Pyyay(x,y,pi) = Xi(p;) pour tout 1 < i < d.

En considérant ’équation

d

F(z,y,p) = [[(0 - p2)

i=1

présentant ce tissu et les polyndémes associés d’ordre nul, on montre que

d d
0x(F) +p0y(F) =Y —(0a(pi) +p0y(p:)) [ (0—py)
i=1 j=1,j#1

d d

:U.F+VZ H (p—pj)-

i=1 j=1j#i
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Pour p = p;, on a alors

—Xi(pi) = V(x,y,pi)-

Ceci permet d’établir la proposition suivante ou le troisiéme point est une
réécriture du lemme 2.1 :

Théoréme 2.1. Soient W(d) un d-tissu du plan implicitement présenté par une
équation différentielle F(x,y,y’) = 0 et (U, V) les polynémes associés d’ordre
nul. Soit Py gy le polynome de linéarisation de W(d). Les assertions suivantes
sont vérifiées :

1. Pya(z,y,p) = =V (2, y,p) ;

2. Le polynome Py q) est un invariant du tissu ;

4. Les équations des feuilles du tissu sont solutions de l’équation différent-
ielle du second ordre y" = Pyyqy(2,y,y") = =V (x,y,9).

Cette nouvelle équation
0 (F) +p0y(F) = U - F — Byy(q) - 0p(F)

inscrit I’étude des tissus du plan dans une approche résolument orientée vers
I’étude de la géométrie des équations différentielles. Par cette relation, le po-
lynome de linéarisation joue un role dans I’étude de ’équation différentielle au
voisinage d’un point singulier ou elle n’est pas résolue en 3/, 1a ou elle est dite
multiforme. La classification de ces singularités a été entreprise notamment par
R. Thom, J. Martinet et L. Dara. Nous renvoyons pour plus de détail a I’article
[D] de ce dernier et a sa bibliographie. Un travail dans cette double perspective
alimenterait sans doute de nouvelles avancées dans les deux champs.

On peut également signaler le travail en cours de D. Marin et J.V. Pereira
(cf. [M-P]) sur les automorphismes d’un tissu provenant d’un feuilletage de P?
qui conduit a I’étude de la surface associée a une équation différentielle.

De facon analogue pour les ordres supérieurs, on peut voir que le polynéme
V1 vérifie
Vi(z,y,pi) = —piXi(p:)
et plus généralement que le polynéme V;, vérifie

Vi, y,pi) = — ()" Xi(ps)

Ainsi, le polynéme V] est tel que les équations des feuilles du tissu sont solutions
de I’équation différentielle

—y -y =Vi(z,y,y).
On peut donc montrer que :

Pour tout entier k > 0, les équations des feuilles du tissu sont solutions de
Uéquation différentielle —(y')* -y = Vi(z,v,v).



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

2.3. INVARIANTS DE BASE D’UN TISSU 25

Pour d = 4, On déduit de ces considérations que le polynéme Vi, — pVi_1 de
degré d admet pour racines les d pentes du tissu, ce qui permet d’écrire que

d
(Vi = pVi1) (2,9, p) = —v ™ H P—pi)

soit de fagon plus générale,
vk—l
k — k—1 s Y = - sIr ).
(Vi = pVi—1)(, 9, p) oo F@y.p)
Or l'unicité de lécriture (¢of) assure que

(Uk — pUk_l)F + (Vk — ka_l)ap(F) =0

Ainsi on en déduit que

k-1

L 9,(F)(w,y,p).
0

Ui — pUi—1 =

Nous obtenons ainsi de proche en proche un lien entre les différents po-
lyndmes associés qui nous servira pour les calculs effectifs concernant la connexion
associée au tissu. On montre ainsi la proposition suivante

Proposition 2.5. Pour tout entier 1 < i < d — 4, les égalités suivantes sont
vérifiées :

?)i Ui
(Vig1 — pVi) = =L F et Ujyy — pU; = —L.0,(F).
agp ag

2.3.2 Reéduction du nombre des invariants

Nous allons voir que ’on peut ainsi privilégier plus particulierement le po-
lyndéme V' dans nos considérations sur les invariants du tissu liés aux polynémes
associés, grace a cette proposition 2.5.

A titre d’exemple, les résultats suivants sont explicités pour d = 4, mais
leur formulation restera générale.

En privilégiant dans les polynomes associés d’un tissu le polynome V;, on
peut d’abord exprimer U; en fonction de V;, grace au systeme S(¢;). En effet,
les d — 1 premieres lignes de ce systeme s’écrivent :

aoty = —daovp

ajuy + aguy = —(d — 1)a1v] — dagvs
ag—g—iuy + ... +aouly_,_;, = Oylag) — (3+1i)ag_z—ivi —... —dagv}_o_;
[ ag—oub + ...+ apu} = Og(a;) + 0y(aiy1) — 2a4—2v] — ... — dagv)y_,
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Pour d = 4, nous obtenons par exemple les égalités suivantes

apu2 = —4agvy
aius + agus = Oy(ao) — 3a1v1 — 4agv
as2U2 + a1us + agly = 633(&0) + 8y(a1) — 2a9v1 — 3a1vy — 4agvs
et
aou} = Oy(aop) — 4a0v1
aju} + agud = Oz (ap) + y( 1) — 3a1v1 — 4a0v2
asus + arui + aguy = 0z(ar) + 9y(az) — 2agv} — 3ayvi — dagvi

En dehors du lieu singulier, ou ag est non nul, on peut ainsi résoudre ces
systemes diagonaux en u; pour en donner une expression dépendant des a; et
de leurs dérivées, et des v;

Toujours pour d = 4, on obtient apres résolution :

Ug = —4’1)1
9y (ao) ai
ug = o + a V1 4uy

mais aussi

1 _ ai as ay ai 2a2a0— 0«1 a1 1
ug = 0p(55) +9y(G3) — 40y (Gy) + = v 1+ — dvg
On déduit a présent de la proposition 2.5 que pour d = 4, les égalités
suivantes sont vérifiées :
1 a
v = Vg — %vl
1 _ az
Vg = V3 — %1)1 ) )
et Uz = Ug + 201

1 a

V3 = U4 — ﬁvl

1 _ _aq
/U4 — ao (%
Ainsi on obtient une nouvelle écriture des coeflicients de U et U; en fonction

de ceux de V :

U9 = —4’1)1

= %(a0) =+ @vl — 4vy

us ao ao

0z (ao) ay 202a0 a?
agp + 63/ < 170 ) a?

0

= V1 —1—‘“1}2—41}3

et
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1 _ 9y(ao) ai,,
uy = o + 4aovl 4y
1 9z (ao) a1 az af a1
U3 = T + 8y(%) + (4% — %)’Ul + ?OUQ — 41)3
1
ug = By

Des résultats analogues sont vérifiés pour tout entier d. Ainsi le polynéme V,
et donc le polynéme de linéarisation, en vertu du théoreme 2.1 semble jouer un
role crucial parmi les invariants liés au polynoémes associés. L’intérét de réduire
ainsi le nombre des invariants a calculer n’est pas seulement d’ordre économique,
puisqu’il rend saillant le role prépondérant de certains dans 1’étude du tissu.

2.4 Relations abéliennes

Le premier changement de point de vue concernant les relations abéliennes
d’un tissu du plan consiste a ne plus tant les considérer dans le plan, mais plutot
sur la surface S de C? définie par 1’équation présentant le tissu comme I’annonce
le théoreme 1.3. Nous allons voir comment les polynémes associés permettent
de donner une écriture du systeme M(d).

2.4.1 Polynomes abéliens

Soit W(d) un d-tissu présenté par I'équation F(x,y,y’) = 0 et soit (U;, V;)
les polynomes associés d’ordre i, pour 1 < i < d — 3. Considérons un polynéme
r a coeflicients dans O, de degré d — 3 au plus, de la forme suivante

r=r(z,y,p) =bs - p" "+ .. +ba;
Il existe alors deux polynomes U, de degré d — 2 et V. de degré d — 1 tels que
(0i) 1 (0:(F) +pdy(F)) = U - F+V, - 0p(F),

ce que I'on montre avec la méme méthode que dans la démonstration du lemme
2.1. De tels polynomes U, et V,. sont des combinaisons des coefficients du tissu.
On peut montrer que, du fait de 'unicité de ’écriture o;, on aura les égalités
suivantes :

U =b3-Ugzg+...+bg-Uet V., =b3-Vg_s+...4+b5-V.

On rappelle qu'un polynéme abélien d’un d-tissu présenté par 1’équation
différentielle F(z,y,y") = 0 est un polynéme de degré d — 3 au plus de la forme

r=r(z,y,p) =b3-p? 3+ ... +bg
tel qu’il existe un polynéme r;, de degré au plus d — 1, vérifiant
7(0:(F) +p0y(F)) = (0u(r) + pOy(r) + Op(rp)) - F = 1p - Op(F).

L’existence d’un tel polyndéme assure, suivant les rappels que nous avons
fait en introduction, I’existence d’une relation abélienne pour le tissu considéré.
Nous pouvons affirmer la
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Proposition 2.6. Avec les notations précédentes, les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) Le polynome r est abélien ;
i) Uy + 0p(Vr) = 0x(r) + p 0y(7).
Démonstration. On a donc deux écritures :
7(0x(F) +p0y(F)) = (0x(r) +p0y(r) + Op(rp)) - F' — 1p0p(F)

et
7 (0x(F) +p0y(F)) = Uy, - F 4V, - 0p(F).

L’unicité énoncée au lemme 2.1 s’applique ici, et donne le résultat. O
En considérant ’expression développée de U, et de V. a savoir
U-=bs-Ujs+...+bg-Uet V. =bg-Vyg_g+...+b5-V
et en écrivant les polynomes U; et V; sous leur forme polynomiale,
Ui = ub-p 2 4. 4 )

et . ‘

Vi=ot - pdl b ol
on obtient le systéme suivant, donnant une expression des coefficients A; ;
du systeme M(d) dont les solutions éventuelles (bs,...,bs) sont les relations
abéliennes du tissu.

( 0z (bq) = (U3 + 0373 + ... + (ug + va_1)ba
8y (bas1-i) + Oy (bayo_i) = (T T
\ 9y (b3) = (&3 4+ (d— D)3y + . 4 (ug + (d — 1)vr)bg

Concretement, nous allons expliciter la matrice (A4; ;) pour d = 3,4 et 5.
e d = 3. La matrice (4, ;) s’écrit :

(Ai,j)=<u3+v2>'

uz + 201
e d =4. Pour d = 4, la matrice (A; ;) s’écrit :
u}l + v% Uq + V3
(Aij) = — | ul+2v) w3+ 20,
ud + 30} ug + 3v;
e d = 5. Et pour d =5 on obtient ’écriture :
uf+vl  ul+uf us+uy
uj + 203 ul42vd ug+ 203
uf 4303 ui+3v) uz+ 3y
uld + 40 ud 4 4ol up + 4y

(Aig) = —
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Bénéficiant de la réduction du nombre des invariants, on peut obtenir une
écriture plus optimale de la matrice (A4; ;)
e Dans le cas olt d = 3, la matrice (4; ;) s’écrit également de la fagon suivante :

(Aij) = (ﬁ; )

0,
— @(ﬂ) - ﬂvl +2vp et Ag = _9yla0)
ao ap”  aop ao

avec

+ v

e Pour d = 4 on obtient les coefficients (A4; ;) en fonction des coefficients de V'
uniquement, d’apres les considérations précédentes sur la réduction du nombre
des invariants :

(A = —y
A = —%{?0) —0y(3h) — 72”2%7&% U1 — v + 3vs
A21 = —%Z‘))—&y(g—é) —%Ul—%vgﬁ—?vg
Ay = —%ZO) — o1+ 2vp
Az = —%ZO) — 2vit o
Azy = U1

Soit encore, en posant

0z(a a 2a9a9 — a? a
A1 = A12 = — 3:( 0) — 8y(—1) — #Ul - *IUQ + 3U3
ap ap ag ag
et P
Ag = Agp = 9lao) %Ul + 2v2
ap ag
la matrice devient alors
—vg A
(Ayj) = Ay —wv3 A

As — vy 11

Remarquons au passage que 1’on peut écrire aussi, par l'intermédiaire des
coefficients de Newton d’un polynéme, que

Oz(a a
Ay =— a:(ioo) —ay(af(l))-%m E P?+ v E p; + 3v3
i i
et que
9y (ao)
2 0 +Ulzpz+ v,

)

les p; désignant bien sur les pentes des feuilles, autrement dit les racines de
I’équation présentant le tissu.
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e Enfin, pour un 5-tissu, on montre que la matrice (A4;;) admet I'écriture sui-

vante : .
ﬁvl —Vs A1
—2v5 + —1)1 A — vy Ao
(Ayy) =
Ay —2u4 + Z%vl Ay — U3 2u9 — ?T(l)’l)l
Ao — 2v3 + %Ul Vo — %Ul U1
ou Oy (a0)
ao a
Ay =— xao - 8y(a*0) + 1 ZP? =+ V2 ZP? +v3 sz‘ + 4vy
et

Oy(a
- _<°> Fo R e Y g+ s,
7 1

On montre par un calcul que pour un d-tissu, les coefficients de la 1-forme
a = Aydx + Azdy qui n’est autre que Ay r,_odx + A r,—ody vérifient

Oz (a a _
T T o aat s SIS STy

ao

et
Ao — _8y(ao) d—3 d—4 4 +(d—
2= T +U12Pi +Uzzpi -+ v 321)@ 2)vg—2.
i i

De plus, la matrice (A;;) admet une écriture similaire a celle donnée pour
les 4 et 5-tissus. Ceci nous conduit a la proposition suivante :

Proposition 2.7. En terme d’invariant, la matrice (A;;) ne dépend que du
polynome de linéarisation V et de la 1-forme fondamentale o := Aidx + Aody
dont la différentielle est un invariant du tissu.

Ainsi, par exemple, les relations abéliennes d’un tissu sont décrites via une
1-forme et le polynéme de linéarisation. Dans le cas d’un 3-tissu, la forme fon-
damentale da n’est autre que la courbure de Blaschke.

Pour étre plus précis, la forme fondamentale est en fait la 2-forme da qui est
un invariant du tissu. Par abus de notation, nous désignerons invariablement
par fondamentale la 1-forme « qui dépend de la présentation du tissu, mais qui
permet de construire cette 2-forme da fondamentale pour le tissu.



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

2.4. RELATIONS ABELIENNES 31

2.4.2 Cas linéaire

Soit £(d) un d-tissu linéaire, présenté par une équation différentielle de
la forme F(x,y,y’) = 0. Comme nous l’avons vu dans la proposition 2.2, les
polynémes associés sont tous de la forme (U;,0). Dés lors, le systeme S(o;)
s’écrit de la fagon suivante :

0
ao 0 N 0 dao 0 . 0 :
ail ao 0 (d — 1)(11 dao 0 0
a a 0 d—2)a d—1)a 0
com 0 e s 0,00
: : : 9z (ao) + 9y(a1)
Ad—2 Qd—3 ao 2a4_2 3a4_3 . 0 Y :
ad—1 Qd—2 ay ad—1 2aq—2 e dao A% = ) . 0,
aq adq—1 az 0 aq—1 . (d — 1)(11 0 z(aiil) + y(ai
0 aq as 0 0 oo (d=2)az :
0 0 aq 0 0 ... (d=3)as 0 0x(aq)
. . . : . . 0
0 0 ad 0 0 ad_1 :
0

et permet d’obtenir les égalités suivantes
apuy =0
ad,i,4u§ + .. —|— aouﬁl_Q_i =0
On en déduit pour ¢ =0,...,d —4 que
uy=...=uly 5 ;=0

puisque ag est non nul. En outre, en considérant cette fois les dernieres lignes
de ce systeme, on obtient les égalités

aduﬁl =0
aduilﬂ-Jrl + + ad_iug =0
On en déduit alors encore, pour i =1,...,d — 3 que
ufi_iﬂ =...=uy=0.
En effet, si ag est non nul, I’égalité est bien vérifiée. Si en revanche ay

est nul, alors ag_1 est non nul par I’hypothese de position générale. Donc
nécessairement,

7 _ N
Ug_jrg = =ug=0.
Mais comme dans ce cas 9;(aq) = 0, on a donc 1’égalité :

aqug_; + ag—1ug_; 1 + - .. + ag—it1ug = 0z(aq) = 0.
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Il en résulte que uf,_; 41 = 0 également. Ainsi, le systeme (A; ;) dans le cas
général d’un tissu linéaire s’écrit

0 ... 0 0 —Ug

0 ... 0 —u}lfl —Ud—1

0 el —ué_Q 0

: . 0
—ud3 0 0 ... 0

—u$3 0 0

De plus, ceci prouve que les colonnes de cette matrice comportent les mémes
termes décalés. En effet, par I'écriture des u’ en fonction des v} nuls, on vérifie
que

Oz(a a
ud:ucllflz...:ug_?’:—i- 2 O)+0y(—1)
a ag
et que
_ Oy (ag
T R S S (1)

On en déduit alors la proposition suivante dont nous verrons la cohérence
avec la suite :

Proposition 2.8. Avec les notations précédentes, les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) W(d) est algébrique ;

it) W(d) est linéaire et la différentielle de la 1-forme fondamentale est nulle,
soit, (95(%) =0.

Démonstration. D’apres la proposition 2.3 et ’écriture précédente de la matrice
(A;j), un tissu est algébrique si et seulement si il est linéaire et le systeme suivant
admet une solution :

{ 9y(¢) = 0y(ao)/ao
(9x(¢) = 833(0,0)/@0 + 3y(a1/a0)
La condition d’intégrabilité de ce systeme étant 62(2—(1)) = 0, la proposition
est démontrée. O
A nouveau, I'importance du role joué par la forme fondamentale est explicite
par cette proposition.



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

Chapitre 3

Diagramme de
Cartan-Spencer du tissu

Le premier changement de point de vue concernant 1’étude des relations
abéliennes d’un tissu consiste a les considérer sur la surface S définie par
I’équation présentant le tissu.

Cela nous conduit & I’étude d’un systeme différentiel linéaire M(d), dont les
solutions sont les relations abéliennes du tissu, via le théoréme 1.3. Dans un pre-
mier temps, nous poserons quelques notations ainsi que la trame de la théorie de
Cartan-Spencer nécessaire a cette étude. Puis nous construirons dans le détail la
connexion pour les 3 et 4-tissu. Une interprétation plus fine est donnée dans ce
dernier cas, et montre que, dans une base adaptée, la courbure de la connexion
rend compte de la linéarisation du 4-tissu comme 1’énonce le théoreme 3.2. Ceci
permet de redémontrer a ’aide du savoir-faire propre a I’étude des systemes
différentiels le théoreme 3.3 classique de Poincaré. Avant de traiter quelques
exemples, les tissus rectifiés sont envisagés du point de vue de la connexion.

La deuxieme partie de ce chapitre, ainsi que le chapitre suivant étendent et
completent la note publiée en Aot 2005 notée [R].

3.1 Notations

Par la nature de ses symboles, les solutions analytiques de M(d) forment
un systéeme local dont nous sommes amenés a chercher le rang. Pour cela est
construit a partir de M(d) grace a la théorie de Cartan-Spencer un fibré vecto-
riel compleze E de rang mq sur (C2,0), inclus dans le fibré des jets Jy_o(O%2) et
une connexion V : E — Q' ®0 E, non nécessairement intégrable, dont les sec-
tions horizontales s’identifient a ap. De plus, dans une base adaptée de (E, V),
sa courbure K : E — Q? ®p E admet une matrice de la forme

kv ke ... kg,

0 0

. : dx N\ dy.
0 0 0

33
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Le théoreme de Cauchy-Kowalevski assure que les tissus maximaux sont
exactement ceux pour lesquels la connexion associée est intégrable. Le théoreme
qui en découle est le suivant :

Théoréme 3.1 (Hénaut, 2004). La connexion (E,V) est intégrable (K = 0)
si et seulement si le tissu W(d) est de rang mazimal.

C’est donc le deuxieme changement de point de vue concernant les relations
abéliennes du tissu. Celles-ci sont vues a présent comme les éventuelles sections
horizontales d’une connexion.

Dans le cas d’un 3-tissu, la courbure obtenue est une 2-forme qui est la
courbure de Blaschke classique du tissu.

Par construction, la connexion (E, V) dépend de la présentation F' de W(d),
mais on montre qu’il existe une base adaptée dans laquelle la matrice de cour-
bure soit un invariant du tissu. En revanche, 'annulation de la courbure est
bien toujours un invariant du tissu.

Nous allons pour notre part détailler la construction de la connexion pour
les 3-tissus et les 4-tissus du plan, ce qui nous conduira & une étude qualitative
des différents invariants générés par cette connexion.

Pour un d-tissu, ou d est quelconque, nous ne saurions échapper a une grande
complexité des calculs qui rend parfois les résultats illisibles. Dans le cas des
5-tissus, nous ne pourrons rendre compte aussi précisément de la construction
de la connexion. Cependant, dans le chapitre 6 consacré a ces tissus, nous don-
nerons une écriture simple de la connexion et une interprétation analogue a
celle donnée pour les 4-tissus. De plus, quelques exemples seront traités.

Cette étude empruntera les notations de larticle cité supra [H-04] ainsi
que l'article de D.C. Spencer ([S]), celui de H. Goldschmidt ([Gold]) ou en-
core la theése de D.G. Quillen ([Q]) et nous y renverrons également pour les
démonstrations qui ne figureront pas ici.

Soit W(d) un d-tissu du plan implicitement présenté par une équation
différentielle F'(z,y,y") = 0. En dehors du lieu singulier Res(F,d,(F)) = 0,
les pentes du tissu seront notées p; = p;(z,y) pour 1 < i < d. Soit S la sur-
face de C® définie par I’équation S = {F(x,y,p) = 0}. Avec les notations de
Iintroduction, 'opérateur extérieur de différenciation sur S

d: 7 (Q) — 7 (92)
dy — p dx dx N dy
- — B ——
Op(F) Op(F)
donne naturellement lieu & un opérateur linéaire

p: Od_2 N Od—l

qui associe aux coefficients de r, a savoir (bs, ..., bq), les coefficients de ¢ notés
(ta,...,tq). Cet opérateur provient du systeme linéaire M(d). On peut lui faire
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correspondre un morphisme de O-modules
Do Jl((/)de) _ Od*l

vérifiant
po o j1 = p, avec ji(b) = (b, 0x(b), 0y (b))
Par extension, nous désignerons classiquement par

Pi T (02) — Jp (0771

le k-ieme prolongement de pg obtenu par dérivations successives et par Ry le
noyau de pi. Nous avons en outre une suite exacte naturelle qui concerne les
symboles du prolongement :

0— g — Sk+1(0d_2) LN k(Od‘l) LN R —0
ott Sp41(0O%2) est le noyau de la projection naturelle
Jk+1(0d_2) Lk, Jk(Od_Q).

On montre qu’au rang d— 3, le noyau de pg_3 noté Ry_3 est un fibré vectoriel
de rang m4; On a de plus le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont
exactes, les colonnes exactes en Rj et ou les applications jg_1 et jg_o sont
injectives :

| |
0 — Sol(M(d)) —  Sol(M(d) — 0
Jd—1 Jd—2
0 — Rea U E=Res 2 fu
lD e lD
Tq—4 Ba—a '
0 — NH®oE — U®oRi-4 2 ®o Ri—a
v JD lD

0 — P®ogia — PRoRis == 02®0 Ry s

| !

0 0

Le fibré E est muni d’une connexion
V=7g_40D
via le morphisme D du premier complexe de Spencer
0 — Sol(M(d) 22 Ry_s 25 Q' 90 Rys 2+ 02 00 Rys — 0
et I'isomorphisme entre Ry_4 et R4y_3. De méme, on définit la courbure

VDoV E— Qe E
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a valeurs dans Qs ®p gg_4 ou gq_4 est un O-module libre de rang 1. Ceci
assure l’existence d’une base que nous dirons adaptée, dans laquelle la matrice
de courbure prendra la forme particuliere que nous avons vue. C’est donc par
le biais de la théorie de Cartan-Spencer concernant les systemes différentiels
qu’est envisagée I’étude du systeme M(d).

3.2 Une connexion associée a un 3-tissu

3.2.1 Construction

Le systeme M(3) associé a un 3-tissu est le suivant :

Du(b) + Arb = 0
M(@3) { ou(b) + Aab =0

Il induit un morphisme de O-modules py :
po: J1(O) — O

qui a tout (z,p, q) de J1(O) associe (p+ A1z,q+ A2z). On montre que le noyau
de pp noté L est un fibré vectoriel de rang 1 engendré par le vecteur

€1 = (17 _A17 _A2>

L’application
L= o

qui est la projection selon la premiére variable est un isomorphisme de fibré.
On a en outre un complexe dit premier compleze de Spencer, exact en L

0— Sol(M@3) 2L 2 0lewo0 20

ainsi que le diagramme commutatif suivant :

0
|
Sol(M(d))
ljl
0 — Rl — L
AT
0 — Ql'epL — Qo
| |
0 — PRog1 — P ®oR_ 0

ou les lignes sont exactes et tel que les colonnes sont exactes en Ry et L, et j;
est injective. On vérifie que I'on définit une connexion V en posant

V = (id@ﬁ_l) oD.
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L’exactitude du premier complexe de Spencer nous donne donc 1’égalité
D(e1) =dx® Ay + dy ® As.
La connexion ainsi obtenue admet alors dans la base e ’écriture suivante
v = Aidx + Aady
et la courbure s’y écrit
K = dy+7 A7y = (0:(A2) — 0, (As))da A dy.

Cette courbure est la courbure de Blaschke usuelle comme nous avons pu
le dire précédemment (cf. [H-00]). Nous dirons qu’au 3-tissu est associé une
connexion pour désigner le fibré en droites (L, V) muni de sa connexion ainsi
construit.

3.2.2 Ecriture explicite de la connexion

Dans le cas d'un 3-tissu W(3), il n’y a qu'un couple (U, V), d’ordre 0, et
I’équation ¢y avec r = b,

7 (0:(F) +p0y(F)) = Up - F +V;. - 0p(F)
permet comme on ’a vu, d’obtenir le systéeme

{ ax(bg) = (U3 + U2)b3
8y<b3) = (’LLQ + 2v1)b3

Ainsi A1 = —u3 — v9 et Ay = —uy — 2v1 La courbure de Blaschke de ce
3-tissu est donc

Kyy(g) = — (02 (u2 + 201) — 9y (u + v2)) dx A dy.

La proposition 2.1 nous permet de redémontrer que la courbure ainsi obte-
nue, autrement dit la courbure de Blaschke, est un invariant du tissu.

Dans le cas out d = 3, le systeme vérifié par (U, V) étant le suivant :

ag 0 3(10 0 0 us 8y(a0)

ay ap 2&1 3a0 0 us ax(ao) + ay (al)
S(O()) ar> ai az 2a1 3ag |- |vi| = ax(al) + 8y (a2>

az a2 0 a2 2a1 Vo 0z (a2) + 0y(as)

0 as 0 0 a9 V3 83; (a3)

on peut exprimer U en fonction de V de telle sorte que l'on peut obtenir
I’écriture suivante de A; et de Ay :

833(610) ay ai
A = — - =)y = 9
1 o 8y(a0) aom + 2v9
4y = - 00) |
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On peut alors calculer explicitement la courbure de Blaschke d’un 3-tissu.

Dans le cas particulier d’un tissu explicitement donné par les 1-formes
wi =dy, we=dr+tdy etws=0.(f)dr+ 0y(f)dy,

ol f est dans O et ol ¢ est une constante non nulle, on obtient grace aux
expressions précédentes une courbure dépendante de t. Lorsque ¢ tend vers 0,

la connexion s’écrit 9,0, (f) 020y (f)
= LYy LY
o,(1) T auh)

et on retrouve alors I’expression classique de la courbure d’un 3-tissu du type
W(dz,dy, 05 (f)dz + 0y(f)dy) soit

o= o (547) - ()

ou encore par abus de notation,

dy

0 (f)

K = 9,0, log 8, (f)
Y

dx A dy.

3.2.3 Cas linéaire

Ceci nous permet par exemple de voir que dans le cas d’un tissu linéaire, la
courbure de Blaschke d’un 3-tissu donné sous forme implicite, est

K3y = 05 (a1/ag).
En effet, puisque V est nul, nous avons

0ula0) _ (1) et 4, = —2(90)
ag a ag

A= -

Ceci est cohérent avec la proposition 2.8.

3.2.4 Exemples

Prenons par exemple le cas d’un 3-tissu dont une équation associée est de
la forme
PP +a=0, a€0.

Dans ce cas, le systeme S(og) devient :

1 0 3 0 0 U 0
01 0 3 0 us 0
0 00 0 3[:-|v]|= 0
a 00 00 v Oy(a)
0 a 00O V3 0x(a)

Le polynoéme de linéarisation de ce tissu est alors

1)) 5 10:0a),

Pw(3) = 3 a 3 a
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La connexion associée est la 1-forme fondamentale

oo 20:(0),  10y(a)
a

d
37 4 3 y

et la courbure K = da est

1a0,;0,(a) — 0.(a)0,(a
KW(3):§ u(@) 22 ()9, )dm/\dy.

Ainsi on retrouve les résultats énoncés dans la these de G. Mignard (cf.
[Mi-2] par exemple).
En reprenant & nouveau un exemple provenant de la physique emprunté a
G. Mignard, considérons le tissu implicitement présenté par 1’équation
W) —4y-y — 4z =0.
Le discriminant de cette équation est

A = —256y° + 43222

et le polynome de linéarisation de ce tissu est

y(dy+3) x (4y + 3) 4y* + 922
Pppg) = —2—0 Y02 g p+4 .
W) 6% — 2122 P T 068 —2ma2 P 65 —oma2

La 1-forme « s’écrit

e Uyt o, y(@y+3)
U 16y3 — 2722 16y3 — 2722

et permet de voir que la courbure de Blaschke de ce tissu est non nulle, puisque

z (36y* — 27y + 64y> + 54a?)

K =12 _
(16y3 — 2722)

dx N dy.

3.3 Une connexion associée a un 4-tissu

3.3.1 Construction
Comme précédemment, on définit 'application py qui a tout élément

<Z37p3; q3> e Jl(02)
24, P4, 44

associe 1’élément
Pa+ Ar123 + A2z
p3+qa + A2123 + A222’4 S 03.
q3 + Az123 + Az224

On a alors le diagramme commutatif et exact suivant :
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|
0 — g — SleQ) 2208 — 0

0 — Ry — Ji(03) & 03 — 0

0 — R, — 02 Lo
0 0

la ligne supérieure de ce diagramme
0— go — S51(0%) 2% 03 —0
concernant les symboles. Explicitement, on a :

UO(P37Q3) =

DP4,P3 + q4,G3
P4, 44 )

et le noyau gg de ¢ est donc O = (p3,0,0, —p3). La premiere prolongation
P1: J2(02) — J1(03)

de pg s’écrit alors

i Z3ap37q3ar3)837t3 o
24,4, q4, 74, S4,t4

pa+ A1123 + A1224 T4 + A11p3 + A12pa + 02 (A11)23 + 0z (A12)24 sa+ A1193 + A12q4 + Oy (A11)z3 + Oy (A12)24
P3 + a4 + A2123 + A2224, 3 + 54 + A21p3 + A22p4 + 0z (A21)23 + 0z (A22)24, 53 +ta + A2193 + A22q4 + 0y (A21)23 + 0y (A22)24
g3 + Az123 + Az2za s3 + A31p3 + A32pa + 02 (Az1)2z3 + 9z (As2)za t3 + Az193 + As2q4 + 0y (Asz1)23 + Oy (Asz2)2s

Nous obtenons le diagramme commutatif et exact suivant :

f
0 — g1=0 — S5(0%) 5 5(0%) — 0

| |

1 —  Jo(O?

)
I
)

0 0

©)

Lo — o.

0 — Ry —  J1(O? 2o, o3 — 0
0 0 0

A nouveau la ligne supérieure est donnée par

- (7“3,83,153 _ (T3t 84,83
T4, 84,14 84,83 + 4,13
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Le premier complexe de Spencer s’écrit
0 — Sol(M(4)) 2% E 2 o' ®o Ry 2 Q@0 Ry — 0

ou F désigne le noyau de p;. D’ou le diagramme commutatif suivant dont les
lignes sont exactes et les colonnes exactes en R et ou les applications jo et j3
sont injectives :

0 0

0 — Solg\/l(ll)) — Solg\/l(ll)) — 0
ljs J2

0 - Ry T, E=RrR X g
/v D

0 — QN E % Q'®oRy — 0
D

0 — PRog — PRORy — PRoR.1 — 0

0 0

On vérifie d’une part que le noyau de p; est un fibré vectoriel de rang 3 et
d’autre part que 'application 7y est un isomorphisme. L’application

V:faloD

est alors une connexion sur le fibré F. Le noyau de la connexion V ainsi définie
est isomorphe & Sol(M(4)). C’est donc un systeme local. A nouveau, le 4-tissu
sera dit muni de sa connexion associée pour désigner le fibré (E, V) ainsi défini.

3.3.2 Une matrice de la connexion

Etant donnée la connexion précédente associée au 4-tissu, on cherche a
présent la matrice de cette connexion dans une base "adaptée” de E = Ker(p;).
On écrit pour cela que

i Z3ap37q37T3)837t3 o
24,4, 94,74, S4,t4

pa+ Ar123 + A1224 r4 + A11p3 + A12pa + 92 (A11)23 + 92 (A12)24 sa+ A1193 + A12q4 + Oy (A11)z3 + Oy (A12)24
p3 + qa + A2123 + A2224, 73 + 54 + A21p3 + A22pg + 02 (A21)23 + 92 (A22)24, 83 + ta + A21q93 + A22q4 + 9y (A21)23 + 9y (A22)24
q3 + Az123 + Asz2z4 s3 + A31p3 + A32pa + 02 (A31)23 + 02 (A32)24 t3 + A31q3 + A3z2q4 + Oy (As31)23 + Oy (As32)24

On peut remarquer que ’on peut choisir cette base ey, eo, e3 ainsi :
o = (0 —1 0 Ao+ A1 Az —Aszz )

0o o0 1 A1 —A12 —Az2 — Az

ey = (71 Azl Ag1 —9y(A11) + 8x(A21) — A2) — A1 (A22 — Az1) —As1As1 — Az Aiy + 05 (Az1) — A2, + 9y (A31) )
0 +An 0 —A11(A21 + A12) + 92 (A11) —A11A31 + 9y(A11) —0z(A31) + 9y(A21) + Az2A11
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on = (0 0 —A3z2  Oy(A12) — 94(A22) — A11A32 AzaAi2 — 9z (Az2) Agz2(A3zy + Azz) — 0y (Az2) )
3 1 —Aip —Ag A2y — 05(A12) A11As2 + A12A2g — 9y (A12)  Asz(Az1 — A1) + A3y + 02 (Az2) — 9y (A22)
Puisque

JQ(f) = (fa am(f)aay(f)aag(f)vaxay(f)aaj(f)) s

I'exactitude en E du complexe de Spencer assure que
D(Z,p,q,?", S7t) = dx®(8z(z) - D am(p) - az(q) - S)+dy®(ay(z) - Q7ay(p) - Saay(CZ) - t) .

On calcule ainsi D(e1), D(ez2), D(e3), élément de Q! ®» Ry, que I'on doit
composer avec Ty pour avoir les V(e;). Ceci permet d’obtenir la matrice v de
la connexion V dans cette base adaptée. On trouve alors :

n &1 3
v=| —dx 5] — Asody
—dy —Ajdx o

ou

&1 = —(0y(An) — At ho)de — (Az A1 — B)dy
&2 = —(A11 A3z + a@)dx — (Asa N1 + 0x(As2))dy
a = Ajodr + Agady, da = adx N dy
B = Agidz + Aqndy,  dfB:= Bdz A dy
n = Ajedzr + As1dy, dn :=ndx A dy
A= Az — Ara Ay = Azp — Aoa.

La matrice de courbure a alors la forme suivante :

ki ke ks
dy+yAy=[0 0 0 |dzndy
0 0 0

ou
ki=a+p+n=20+a+0,(\1)

ko = 393(5) — M3+ 32(141,1) — Oy(MaA11) — 0x(A11432) — A1,10:(A32)
ks = ay(&) + v — 835()\1A3,2) — 83%(14372) + ay(A372A171) + Ag,gay(ALl)

En posant A] = Ajs et Ay = Ags et en considérant le polyndme V', cette matrice
de connexion s’écrit alors

n &1 &2
y=\| —dzx (G —uvdy
—dy vudx «
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ou

&1 = (0y(v4) + vav2)dx + (vivg + B)dy

52 = (U4U1 — &)dl’ + (U1U3 — (%;(Uﬂ)dy

0z (ap) ay 2a9a0 — a® al
Al =— —8y—)—72101——vg+303
ag ap ag ag
0, ag al
A2:—7y( ) — —v1 + 202
ag ao

a = Ajdr + Asdy, do := adx N\ dy
B = (A1 —vg)dz + (Ay —vo)dy,  dB:=Bdz Ndy
n = Ajdr + (AQ — Ug)dy.

On remarque a nouveau le role prépondérant de la 1-forme fondamentale «
puisque les deux autres formes 3 et 1 s’écrivent grace a elle et aux coeflicients
du polynome V.

La matrice de courbure est alors

kv ko ks
dy+yAy=10 0 0 |dxAdy
0 0 O

k1 = 3((927(142) — 8y(A1)) — 2833(1)2) + 8y(v3) = 3a — 282;(’1}2) + 8y(03)

ko = 0,(B) + v3B — 02(va) — Oy (v2vs) + B (vgv1) + V40, (v1)
k3 = 0y(a@) — va@ + 0y (v301) — BZ(v1) — By (v1va) — V1, (va).

La base adaptée choisie permet d’obtenir une matrice de courbure dont les
coefficients sont des invariants du tissu grace a la proposition 2.1.

Notons aussi que la matrice de courbure et la matrice de connexion d’un

d-tissu peuvent s’écrire a 'aide de du polynome de linéarisation Py g et de la
forme fondamentale o d’aprés la proposition 2.7.

Un exemple

Le 4-tissu présenté par I’équation différentielle

W) +y* @) —y-p=0



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

44 CHAPITRE 3. DIAGRAMME DE CARTAN-SPENCER DU TISSU

admet pour matrice de connexion dans une base adaptée la matrice de 1-formes
suivante :

(9+4y™) y(—27+4y*) Y2
ETeEETOL 16 o Y 96 g W
2 (9+4y4) _12
—dx _827-2141/4 dr — y(27+4y") dy 57 rayt Y
(9445")
et pour matrice de courbure la matrice
—27+4y*) y3 (—27+4y*)
—1674(742 —128 "’
K — (2(7)+4y ) (207+4y ) o | dondy
0 0 0

Ce tissu n’est donc pas de rang maximal. Nous verrons dans le chapitre 4
qu’il est de rang 2.
3.3.3 Cas linéaire

Dans le cas linéaire a nouveau le polynome V est nul ce qui permet d’écrire
que la matrice de connexion dans une base adaptée est la suivante :

« 0 O
y=| —dzr a 0
—dy 0 «
ou
@ = Aude + Aydy = (-2 — 5By 4 (-2,
ao ag agp

Ainsi, avec da := adz A dy, la matrice de courbure a la forme particuliere

suivante : ~ _ _
3a Oy(a) Oy(a@)
K=dy+vAy=| 0 0 0 dx N dy.
0 0 0

Ainsi, un 4-tissu linéaire est de rang maximal si et seulement si da = 0.
Nous retrouvons la condition exprimée dans la proposition 2.8.

3.4 Interprétation de la courbure d’un 4-tissu

Nous allons a présent nous intéresser aux coefficients de la courbure associée
a un 4-tissu. Nous laissons de coté k1 qui fera ’'objet d’une étude plus approfon-
die dans un chapitre ultérieur, pour nous intéresser a ko et k3. Dans ’écriture
de la matrice de courbure que nous avons obtenue, nous pouvons écrire ko et
k3 en fonction notamment de k1. Nous obtenons alors

1
ko = g(ax(kl) + vsk1 + Lq)
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1
ks = g(ay(kl) — vok1 + Lo)

L1 = —633(8x(v2)—26y(v3))—v3(8x(vg)—28y(v3))—38§(1)4)—38y(v2v4)+38x(v4v1)+3v46m(vl)
et
L2 = ay(Qaz(Ug)—ay(vg))—’U2(2817(’Ug)—ay(1)3))—38%(1)1)—1—3855(1}3?)1)—38y(?)41)1)—31}13y(’l)4).

Par un changement de base adaptée, ou par I’action du groupe des matrices
de type

a b c
g=10 e f
0 h 1
de déterminant non nul, la matrice de courbure
k1 ko ks
dy+yAy=10 0 0 |dxAdy
0 0 O

devient la matrice

ki L(bky +eko + hks)  L(cki + fka + iks)

0 0 0 dx N dy.
0 0 0
En prenant
g=10 1 0 ,
0 0 1

on peut écrire la matrice de courbure suivante dans une nouvelle base :

k1 895(]{?1) + Ly ay(kl) + Lo
dy+~yAy=1 0 0 0 dx N dy.
0 0 0

Nous voyons ainsi au passage, que par un changement de base (adaptée), la
trace de la matrice de courbure reste la méme, ce qui est bien connu en algebre
linéaire. Nous pourrons ainsi parler de cette trace sans pour autant spécifier de
base.

Rappelons que le polynéme V est 1ié au polynéme de linéarisation puisque,
comme nous l’avons vu,

Pya)(z,y,p) = =V (2,y,p).

Telle qu’elle est énoncée dans le théoreme 1.5 grace aux coefficients de Py (q),
la condition nécessaire et suffisante pour qu’un 4-tissu soit linéarisable s’écrit
avec les notations précédentes :

Li1=0
Lo=0"

Nous obtenons ainsi de ’exploitation des coefficients de la matrice de cour-
bure, le théoréme suivant, énoncé dans [R] :
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Théoréme 3.2. Soit W(4) un 4-tissu du plan muni de sa connexion (E,V)
associée. Les deux propriétés suivantes sont alors équivalentes :
i) Le tissu W(4) est linéarisable ;
it) Dans une base adaptée du fibré (E, V) et avec les notations précédentes,
la matrice de courbure du tissu s’écrit :

ki Ox(k1)  Oy(k1)
K=|0 0 0 dx N dy.
0 0 0

Nous obtenons immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.1. Si k1 = 0 alors on a ’équivalence :
i) W(4) est de rang mazimal ;
it) W(4) est linéarisable.

Ceci permet de retrouver également qu’il existe une base adaptée dans la-
quelle un 4-tissu linéaire admette pour matrice de courbure la matrice suivante :

ki Op(k1)  9y(k1)
K=|0 0 0 dx A dy.
0 0 0

Le théoréeme 3.2 nous permet de redémontrer avec des méthodes propres
aux systemes différentiels, le théoreme de Poincaré suivant :

Théoréme 3.3 (Poincaré, 1901). Tout 4-tissu de rang maximal est linéarisable.

Démonstration. Un tel tissu est de rang maximal, ce qui signifie que la connexion
est intégrable. Ainsi k1 = ko = k3 = 0. Cela prouve ainsi que L1 = Lo = 0 et
que le tissu est linéarisable. ]

Nous établissons ici un lien entre la matrice de courbure et la linéarisation
du tissu qui révele que la connexion contient des informations sur le tissu qui
n’ont pas de lien direct avec le rang.

3.5 Les tissus rectifiés

3.5.1 Obtention des invariants

Etant donné un tissu du plan W(d) défini par ses pentes, on peut toujours
en vertu du théoreme d’inversion locale se ramener au cas ou 'une des pentes
est nulle et une autre infinie par un changement de variable adéquat. Aprés un
tel changement de variable ¢, les courbures de Blaschke K; des 3-tissus extraits
W, se modifient de la fagon suivante :

" (K;) = Kg=(w,)

Aussi, le rang du tissu W(d) est le méme que le rang du tissu ¢*(W(d)). En
effet, si ), gi(Fi)dF; = 0 est, avec les notations usuelles une relation abélienne
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du tissu W(d), alors Y, gi(F; o ¢)d(F; o ¢) = 0 est aussi une relation abélienne
de ¢* (W(d)).

De plus, la nouvelle matrice de connexion (resp. de courbure) est I'image
inverse de la matrice de connexion (resp. de courbure) initiale.

Un d-tissu rectifié est un d-tissu dont une pente est nulle et une autre est
infinie. Autrement dit, il s’agit d’un tissu donné par d formes dont w; = dz et
wo = dy.

On considére ici pour simplifier un 4-tissu du plan W(4) de fibré associé
(E, V), présenté par 1’équation

F(z,y,p) = tp* — (1 + a1t)p® + (ast — a1)p* — asp = (tp — 1).(p* + a1.p* + az.p)

ou t est un nombre non nul. Le raisonnement suivant reste valable dans le cas
d’un d-tissu.

Ce tissu a donc pour pentes p; = 1/t, po = 0 et deux autres pentes
indéterminées p3 et p4.
En utilisant le fait que a1 = —p3 — p4 et as = psp4, nous allons expliciter

la courbure d’un tel 4-tissu rectifié. Nous utiliserons donc les résultats obtenus
dans la partie concernant la connexion associée & un 4-tissu.

En faisant tendre ¢ vers 0, I'une des pentes du tissu tend vers l'infini. Nous
dirons que I"équation F' présente le tissu rectifié W(0, 0o, p3, p4) lorsque ¢ tend
vers 0.

Puisque 'une des pentes est nulle, le coefficient constant v4 du polynéme de
linéarisation du tissu est nul. En effet dans ce cas, 0 est une racine du polynome
de linéarisation. De méme, on montre a partir de la donnée de v; sous la forme
d’un quotient de deux déterminants, que si ¢t tend vers zéro, alors v; tend vers
zéro. Ainsi dans le cas présent, un calcul montre que le polynéme du tissu est
de la forme :

Pyy(a) = vop® + vgp

ou

_paXs(ps) —psXalpa) PiX3(p3) — P3Xu(ps)

Vo = 3
P3p4(p3 — pa) p3pa(ps — pa)

En outre, on a les égalités suivantes :

Oz (az)

a2

AQZUQ Alz—

Nous allons considérer a présent le 3-tissu extrait du précédent en supprimant
la feuille de pente nulle.

La courbure de Blaschke de ce 3-tissu est donnée par la différentielle de la
1-forme 9 = A%dx + AYdy. Nous allons considérer pour la calculer le 3-tissu
dont les pentes sont 1/t,ps et py. Le calcul de la courbure de Blaschke de ce
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tissu avec les méthodes utilisées en 3.1 montre que lorsque ¢ tend vers 0, les
égalités suivantes sont vérifiées :

A?:Al—vg et Ag:AQ—UQZO
Ainsi,
Yo = (A1 — v3)dx
et la courbure de Blaschke du 3-tissu extrait est

Kodx N dy = (—0y(A1) + 0y(v3))dz A dy.

L’autre 3-tissu extrait de W(4) que nous allons considérer est le 3-tissu
extrait du précédent en supprimant la feuille de pente infinie. On montre que la
courbure de Blaschke est alors donnée par la différentielle de la forme de Pfaff

Yoo = Ardx + vody
et donc, est égale a
Koo dx N dy = (05(v2) — 0y(A1))dx A dy.

Les courbures de Blaschke des deux autres trois tissus extraits (K3 et Ky)
sont bien connues, puisqu’il s’agit du calcul classique de la courbure de Blaschke
des 3-tissus W(0, oo, p3) et W(0, 00, p4). Ainsi, nous avons les égalités suivantes :

Ksdx A dy = 0,0y log(pa)dx A dy et Kydx N dy = 0,0y log(ps)dz A dy.
On posera
v3 = —0y log(ps)dx et 4 = —0, log(ps)dx
tel que
Ksdx N\ dy = drys et Kydx N dy = dyy.
3.5.2 Courbure d’un 4-tissu rectifié

Muni des égalités précédentes, la matrice de connexion de W(4) dans une
base adaptée s’écrit de la facon suivante :

Ay 0 —Koo 0 Ko 0
y=1|-1 Ai—vs O de+|1 0 0 0 |dy
0 0 Aq -1 0

La trace k1 de la matrice de courbure est
k1 = 3(0:(A2) — 0y(A1)) — 205(v2) + Oy (v3),
on peut écrire ici que

ki = (Ko + Ko — 3y(A1))d$ A dy.
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Oz (a2)

. Ainsi on constate que
a2

Or, un calcul montre que A1 = —
Ardr = —0; log(psps)dz = v3 + 74

et donc que
—8y(A1) = K3+ Ky

ce qui démontre pour un 4-tissu rectifié la formule suivante : :
k1 = (K() + Koo + K3+ K4)d.%' A dy

qui sera appelée au chapitre 5 la formule de la trace. On obtient ainsi cette
écriture de la matrice 7 :

v3+v1 Kody —Koodo
y=| -—dx Y0 0
—dy 0 Yoo

D’oui la matrice de courbure de W(4) :

Ko+ Ky + K3+ Ky &,;(Ko) + v3 K ay(Koo) — K
dy+yNy = 0 0 0 dxN\dy
0 0 0

L’examen des tissus rectifiés que 'on vient de faire anticipe sur des pro-
priétés plus générales des 4-tissus, comme nous le montrerons. Par exemple,
on constate qu'un 4-tissu rectifié hexagonal (Ky = Ko = K3 = K4 = 0)
est de rang maximal. On reconnait la version du théoreme de Bol pour un 4-
tissu. Remarquons pour finir que cela démontre le théoreme de Bol pour un
4-tissu quelconque, puisque ’annulation d’une courbure est stable par change-
ment de variable. Nous verrons cependant une autre démonstration directe de
ce théoreme.

Dans le cas d’un d-tissu quelconque, la rectification apporte une simplifi-
cation toute relative des calculs, c’est pourquoi nous avons préféré privilégier
I’approche générale. De plus, on ne peut a proprement parler pour ces tissus de
présentation par une équation différentielle, puisque ’équation qui, en somme,
présenterait le tissu W(d) rectifié est de degré d — 1. En effet, faire tendre ¢ vers
0 dans I’équation

F(x,y,p) = tp* —(1+a1t)p’ + (agt —a1)p* —agp = (tp—1).(p>+a1.p”+az.p) = 0
revient a considérer que le tissu est “présenté” par ’équation
P’ +arp’ +azp=0

correspondant & un 3-tissu. Il n’est donc pas étonnant de voir que certains
invariants associés a ce 3-tissu jouent un role majeur dans la compréhension du
tissu rectifié.
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Chapitre 4

Détermination du rang d’un
tissu du plan

La détermination du rang d’un d-tissu n’était possible que dans le cas des
3-tissus. Mais I’étude de la connexion associée a un d-tissu permet comme nous
allons le voir a présent de donner un moyen effectif de détermination du rang de
tout tissu. Nous avons vu que le systeme M (d) est un systeme local, tout comme
le noyau de la connexion qui lui est isomorphe, et ce, méme si la connexion n’est
pas intégrable. Le théoréme de détermination du rang montre alors qu’il est pos-
sible d’incarner le fibré vectoriel associé au systéme local comme le noyau d’une
application O-linéaire explicite. Le rang du tissu sera alors le corang de cette
application que 'on calculera dans des exemples. Les relations abéliennes du
tissu seront envisagées sous différents aspects, notamment les relations prove-
nant des tissus extraits. A nouveau, I'importance de la forme fondamentale «
sera soulignée.

4.1 Considérations sur le rang

4.1.1 Détermination du rang d’un tissu du plan

Avant de commencer, nous ferons quelques rappels sur les systeémes locaux.

On sait qu’il existe une équivalence entre la catégorie des fibrés vectoriels
complexes de rang d et les faisceaux de O-modules localement libre de rang d.
Nous pourrons donc considérer ces deux aspects du méme objet. Un systéme
local sur un espace topologique X est un faisceau de C-espaces vectoriels sur X
localement constant. Autrement dit, localement, le faisceau est isomorphe au
faisceau constant C%. On renvoie & la référence classique [De] ou encore & [Sa.
Si X est un systeme local de rang d sur X, alors le faisceau £ = O ®¢ X est un
fibré vectoriel de rang d. Il existe alors une unique connexion sur F, canonique,
pour laquelle les sections horizontales de E sont exactement les sections locales
du sous-faisceau X de E. Cette connexion est intégrable. Réciproquement, le
noyau de la connexion d’un fibré intégrable est un systéme local.

Dans notre cas, le noyau EY de la connexion associée & un d-tissu est un
systeme local par la nature méme des relations abéliennes. Mais la connexion

o1
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construite n’est cependant pas intégrable a priori. En incarnant donc de fagon
explicite le fibré ORcEY correspondant au systeme local des relations abéliennes
du tissu, nous pouvons en déterminer le rang qui n’est autre que le rang du tissu.

Nous reprendrons ici en les développant une partie des résultats de I'article
[R].
Soit W(d) un d-tissu du plan présenté par une équation différentielle F' = 0,
muni du fibré (E, V) de rang mq défini précédemment. C’est 1’existence de bases
adaptées de (E,V) qui permet de donner un moyen effectif de détermination
du rang, en construisant explicitement le fibré vectoriel associé au systeme local
EV.

On note v = v,dx + v,dy la matrice de connexion du tissu dans une base
adaptée donnée ainsi que k = (k1,ka,...,kr,) la premiere ligne de la matrice
de courbure dans cette base. Les sections horizontales de la connexion V notées

f: t(fl)f?v"‘7f7rd) GEV = KerV

qui s’identifient aux relations abéliennes du tissu, via ’espace ap, vérifient le
systeme différentiel df 4+ ~vf = 0. La condition d’intégrabilité de ce systeme est
alors donnée, grace a l'existence de la base adaptée, par la seule relation

k-f=kifi+kafo+ - +krfr,=0 (1).
Ces considérations vont nous permettre de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 4.1 (Détermination du rang d’un tissu planaire).

Soit W(d) un d-tissu du plan non singulier implicitement présenté par une
équation différentielle F(x,y,y') = 0, dont on note (E,V) la connexion as-
sociée, munie d’une base adaptée. Il existe un fibré vectoriel K de rang rg W(d),
noyau d’un endomorphisme de O™, explicite, tel que l'on ait

K=0®cEV.

En particulier, si l'on note (kmye) la matrice de cette application, le rang du
tissu est explicitement donné par ’égalité suivante :

rg W(d) = corang (k).

Démonstration. Elle utilise fondamentalement le fait que EV soit un systéme
local et procede ainsi. On considere les 74 équations obtenues de la dérivation
jusqu’a lordre d — 3 de ’équation (1) ou 'on pose df = —vf. On obtient ainsi
une matrice carrée (k,¢) d’ordre g, dont la premiere ligne est k.

Le O-module K := Ker (k,,,¢) est de type fini et par construction, I'inclusion

O@CEVQF (2)

est vérifiée. Pour montrer I'égalité annoncée, il suffit grace au lemme de Na-
kayama de montrer que l'on a I’égalité

K=0@cEY +m K (3)
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en notant m l'idéal maximal de O. On considere des générateurs (g1, ...,gr)
de K tels que les g;(0) soient linéairement indépendants, dont 1’existence nous
est donnée encore par le lemme de Nakayama.

Soit g € K. On peut écrire que

g:Z)\igi Ai € 0.
1..r

Si g(0) =0, on a ’égalité

9(0) = Xi(0)gi(0) =0

1..r

et donc A\;(0) = 0 car les ¢;(0) sont linéairement indépendants. Ceci prouve
que g € mK ainsi que I’égalité voulue.

Si g(0) # 0, on peut construire une fonction analytique f dans EV telle
que f(0) = ¢(0), le vecteur ¢g(0) jouant ainsi un role analogue aux conditions
initiales dans le théoréme classique de Cauchy.

En effet, par le théoréeme de Cauchy (a une variable), il existe une unique
fonction o (y) telle que o(0) = g(0) et vérifiant dy(o)+y,0 = 0. Par le théoreme
de Cauchy encore, il existe une unique fonction f(z,y) telle que f(0,y) = o(y)

et 0:(f) + v=f = 0. Ainsi, les deux égalités suivantes sont vérifiées :

{%U@wﬂwd&w — 0 (4)

Posons a présent 7 = 0y(f) + v, f. D’apres (4), on a 7(0,y) = 0. De plus, en
utilisant (5),

aa:(T)+7xT:kf
Puisque g € K et f(0) = g(0), on a k(0) - f(0) = 0, et méme, on montre par
un calcul que toutes les dérivées successives de k - f sont nulles en utilisant (4)
et (5) en 0 et le fait que K(0) - g(0) = 0. Ainsi on a I'égalité

k:sz,

et par conséquent,
O0x(T) + 727 =0, 7(0,y) = 0.

A nouveau, par le théoréme d’unicité de Cauchy, on a

T:ay(f)‘l_')’yf:o
et donc f appartient & EV puisqu’elle vérifie

{8y(f)+7yf = 0
8:1:(f)+’736f = 0

Ainsi, par I'inclusion (2), ona g — f € K et (g — f)(0) = 0. Or nous avons vu
que si h € K vérifie h(0) = 0, alors le systéme de générateurs de K permet
de montrer que h € mK. Donc g — f € mK, ce qui prouve I’égalité voulue
entre O-modules. O
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En corollaire, nous obtenons un énoncé équivalent a celui obtenu dans le cas
des 3-tissus :

Corollaire 4.1. Avec les notations précédentes, le tissu W(d) est de rang au
moins 1 si et seulement si det k,,p = 0

Ceci justifie au passage le fait qu’un tissu quelconque est a priori de rang
nul. Le déterminant de la matrice (k;,¢) est un invariant du tissu dans le cas ou
d = 4. C’est tres certainement le cas également pour un d-tissu quelconque.

Plus spécifiquement dans le cas ou d = 4, on déduit du théoreme précédent
de détermination du rang le corollaire suivant :

Corollaire 4.2. Avec les notations précédentes,
1. Le rang de W(4) est supérieur ou égal a 1 si et seulement si det kp,y = 0.

2. Le rang de W(4) est supérieur ou égal a 2 si et seulement si la comatrice
de ke est nulle.

3. Le rang de W(4) est égal a 3 si et seulement si ke = 0 si et seulement
stk =0.

En effet, il s’agit de constater pour le point 2 de I’énumération précédente
que la comatrice de la matrice (ky,¢) a pour coefficients les mineurs d’ordre
2 de cette matrice. Ainsi, si tous sont nuls, le systeme S précédent admet un
espace de solutions de dimension 2 ou 3. On remarque que ces trois conditions
ne dépendent que du tissu donné.

La matrice (ky,¢) admet I’écriture suivante :

ki ke ok
ka1 koo ... ko,
krg1 kry2 oo kngmy

Dans le cas d’un 4-tissu, on peut identifier les coefficients de cette matrice :
ko1 = 0r(k1) — A1k1 + k2

koo = 0y (k2) — (Oy(v4) + vava)k1 — (A1 — v3)ka — v4k3
kog = 0y (k3) — (vivs — K2)k1 — Arks
k31 = 0y(k1) — (A2 — v2)k1 + k3
k3o = Oy(k2) — (vivg + K1)k1 — (A2 — v2)ko
kss = 0y(k3) — (vivg — Oy (v1))k1 + vika — Aoks

Seule la premiere ligne de la comatrice de (k,,¢) dépend de la donnée du
tissu, mais elle s’exprime en fonction des autres coefficients. Ainsi le fait que
les deux derniéres lignes de la comatrice de (k;,¢), qui ne dépendent que du
tissu, soient nulles induit que toute la comatrice ’est. Au vue des coefficients
de (kme), le fait que k, qui ne dépend que du tissu, soit nul équivaut au fait que
cette matrice soit nulle.
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4.1.2 Cas linéaire

Considérons un 4-tissu linéaire £(4). On sait par le théoreme de Lie-Darbouz-
Griffiths que si un tel tissu admet une relation abélienne complete, a savoir une
relation abélienne (g;(F;))i=1..4 ou g; est non nulle pour tout 4, alors il est de
rang maximal.

Supposons que £(4) n’admette pas de relation abélienne compléte et soit de
rang 2. Cela signifie que ce tissu admet deux relations abéliennes a trois termes,
indépendantes. Ainsi ces deux relations proviennent de deux 3-tissus extraits
(distincts).

On peut toujours alors trouver une combinaison linéaire de ces deux rela-
tions abéliennes qui soit une relation compleéte. Ceci contredit le fait que le rang
de L£(4) soit 2 en vertu du théoréme énoncé précédemment.

Ainsi, il n’existe pas de 4-tissu linéaire de rang 2.

Ce fait est corroboré par le théoreme du rang. L’annulation de tous les mi-
neurs d’ordre 1 et 2 implique en effet que k1 = 0, ce qui, pour un tissu linéaire
signifie qu’il est de rang maximal.

4.2 Relations abéliennes

4.2.1 Relations abéliennes des tissus extraits

Soit W(d) un d-tissu du plan, présenté par I’équation F'(z,y,p) = 0 et soit
pr I'une des pentes de ce tissu, solution de I’équation le présentant.

Le d — 1-tissu Wy (d — 1) extrait de W(d) obtenu en tant cette pente py est
présenté par ’équation F(x,y,p) = 0 définie par 1’égalité suivante :

F(z,y,p) = (p — p(,y)) Fr(z,y,p).

Soit S la surface de C? définie par I'équation S = { F(z,y,p) = 0 } et Sy
la surface d’équation Sy, = {Fj(z,y,p) = 0}.

Nous allons exprimer les invariants fondamentaux du tissu extrait en fonc-
tion de ceux du tissu initial.

L’injection canonique ¢ : S — S détermine une image réciproque

de ’ensemble
Q5 = Qpa/ (dF, FOa)

des 1-formes sur S dans ’ensemble
Q5, = s/ (dFg, FQgs)

des 1-formes sur Sj, avec les définitions que nous avons données en introduction.
FEn particulier, I'image réciproque de la 1-forme sur .S suivante :

w=(p —Pk)-Tk(%yap)M
Op(F)
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ou ri(x,y,p) est un polynéme en p a coefficients dans O de degré d — 4 est

dy — pdx
Op(F)

dy —pde

) = rk(:Z:?y,p) 8p(sz)

wr =1 ((p — pr)-rr(2, Y, D)

En effet, d’une part on peut écrire la dérivée partielle de F' par rapport a p
de la forme suivante :

Op(F) = Op(F1)(p — pr) + Fi

avec Fy = 0 sur Sy, d’autre part, par définition de I'image réciproque, on a
I’égalité suivante :

i*(w)—(— )T‘(IE )M)_(_ )7‘(,7; )Ol dy_pdx
P=pr)i(@,4,P) =5 PP IR S D g B —pr) o i+ Froi
R ) 1 dy—pdx

ce qui prouve le résultat annoncé.
De la méme fagon on montre concernant les 2-formes que pour un polynéme
t de O[p], on a
dx N\ dy) _ dz N\ dy
Op(F) (P_Pk)ap(Fk).

Puisque l'on sait qu'il existe un polynome de degré d — 1 de O[p] tel que

i (t

dx Nd
la différentielle sur S d’'une 1-forme o s’écrive do = t, ;E\F)y’ on a donc les
D

égalités suivantes :

. dx A\ dy

d(i*(w)) = dwy, = ty
(Op(Fl)
et
dx N\ dy dx A\ dy

" (dw) = i (t

5,7~ o— B (R’
La différentielle commutant avec I'image réciproque, soit d(i*(w)) = ¢*(dw),
on en déduit que
t=tr-(p — pr)-
La différentielle sur S s’écrit a ’aide d’un systeme que vérifient les coeffi-
cients de 7 que nous rappelons ici : sir = b3p? 3 4. . . 4+bget t = top2+.. +tg,
alors

0z (ba) + Ay b3+ 4+ Arg—2- by = 14
0z(bg—1) + 0y(ba) + Ag1-b3 44 Ay g0 by = tg1
O0p(b3) +0y(bs) + Ago1-bz3+---+A43242-bg = t3

0y (b3) + Ago11-b3+-+Ag14a-2-bg = t2

De ce fait, en posant

re(x,y,p) = bap? ™t + ..+ by et tr(z,y,p) = top® P 4 g,
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on peut écrire le systeme relatif a la différentielle sur Sy vérifié par ces coeffi-
cients, provenant du fait que

dy — p dx dx A dy
g ) = G, R
o (Fl) (Op(Fi)
A savoir :
8z(bd71) + Alf71 by + -+ Allc7d_3 ~bg—1 = tg-1
Oz (ba—2) + Oy(ba—1) + A’S’l ~bg+ -+ A;d_g b1 = tq-2
S(Aj;) - :
0z (b3) + 0y (ba) AR g by AN g aba = s
9y (bs) + Af o bst et Ay 5 b = b
Le systeme S(A;;) vérifié par les coefficients des deux polynémes
r=(p—pg)ryett=(p—pr).tk
s’écrit alors de la fagon suivante :
O (—Pk-ba—1) + A1 b3+ -+ A1 g2 - (—pr-ba—1) = —pr-ta—1
Oz (ba—1 — Pr-ba—2) + Oy(—pr-ba—1) + A1 b3+ -+ Az g o (—pr.ba—1) = ta—1 — pr-ta—
Oy (b3) + Oy(ba — bs.pr) + Ag—21 - b3+ -+ Ag—2.a-2 - (—pr-ba—1) = t3 — pg.to
Oy(bs) + Ag—11-bs+ -+ Ag—1,a-2 - (—pr-ba—1) = 12

En remplacant dans le systéme précédent la valeur obtenue du systeme
S (Af]) des coefficients de ¢y, on obtient [’écriture des coefficients Afj du tissu
extrait en fonction des coefficients A;; du tissu initial et de la pente que l'on a
enlevée.
Ainsi, on obtient pour tout 1 < k < 4, le systéme suivant pour un 4-tissu :
Ag — Asopy, — A§ =
Oy(pr) — A21 + Agapy, + AF — ASpp =0 .
O (pi) — A1 + Arop — Afpr =0
Soit
Al = Ay — vy —vipp
Ak = —0,(pr) + A1 — v3 — vopg, — V1p} .
—V(pr) = 9x(pk) + prOy(p)
Ce systeme donne dans le cas linéaire ou A1 = A3zo =0, A1o = Aoy = Ay,
Aoy = Az1 = Ag, les résultats suivant :

Ay = Ak
Ar = A} = 8y(px),

ce qui signifie notamment dans le cas linéaire que la trace de la matrice de
courbure associée au tissu vérifie

ki = Zd’ﬂc
%

ol dy, est la courbure de Blaschke 9, (A%5)—0,(AY) du 3-tissu extrait en enlevant
la pente p. Nous reviendrons sur cette formule dans le chapitre suivant.
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4.2.2 Forme fondamentale et relations abéliennes completes

Soit W(d) un d-tissu du plan et F(z,y,y’) = 0 Iéquation différentielle
le présentant. En dehors de son lieu singulier, les pentes de ce tissu seront
notées par p; € O, pour 1 < ¢ < d. Nous avons vu dans l'introduction que
I'isomorphisme 1" entre I'espace A(d) et ap associe a toute relation abélienne
(9i(Fi)){i=1...ay du d-tissu la 1-forme sur S suivante :

T (F)) = r Ut

o (D SR

p—Di
Si g;(F;) = 0 pour un entier j compris entre 1 et d, autrement dit si nous
sommes en présence d’une relation abélienne d’un tissu extrait, le polyndéme
de degré un (p — p;) est en facteur dans le polynéme r, soit r(x,y,p;) = O.
Par I'hypothese de position générale, la réciproque est vraie, ce qui prouve la
proposition suivante que ’on peut également déduire des considérations de la
section précédente :

ou

Proposition 4.1. Avec les notations précédentes, une relation abélienne de
W(d) est une relation abélienne du tissu extrait de W(d) en lui étant la feuille
de pente pj si et seulement si le polynome abélien r(z,y,p) lui correspondant
vérifie

r(z,y,pj) = 0.

Dans le cas d’un 4-tissu, nous pouvons donner des critéres directs permettant
l’obtention de certaines relations abéliennes completes. Soit donc W(4) un 4-
tissu du plan, présenté par 1’équation différentielle F'(x,y,y") = 0 et muni de la
connexion associée (E, V). On considere les relations abéliennes de ce tissu de
la forme (g;(F;))i=1..4 ou g; est non nulle pour tout i.

Une telle relation abélienne du tissu sera dite compléte. Ce type de relation
joue un roéle crucial dans l'algébrisation des tissus, via le théoreme de Lie-
Darboux-Griffiths.

La forme fondamentale «, dont la différentielle est un invariant important
du tissu d’apres le théoreme 2.7, permet également de déterminer I'existence de
certaines relations abéliennes, comme nous allons le voir.

On considere a présent le systeme A;; pour d = 4 et la 1-forme

Y dy — pdx
Op(F)
On sait que

t(z,y,pi)dz ANdy (A1 + Aop; +v1p?)dz A dy
dWi == =
OP(F) 8p(F)

par définition de la différentielle sur la surface S. Rappelons que la forme fon-
damentale est par définition la suivante :

a = Ajdr + Aqdy.
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Ainsi, si v; = 0, alors
dw; = a N w;.
Si de plus la forme fondamentale est fermée : da = 0, alors il existe 19 tel que

a = dio par le théoreme de Poincaré sur 'exactitude locale des formes fermées.
En posant p = e¥? les deux égalités suivantes sont valides :

dp
o= —
p
et donc
; d 1
d(ﬂ):——'g/\wi—i—foz/\wizo.
P P P

1

Ainsi, la forme 2w; appartient & ap et la relation abélienne ainsi définie est
complete puisque r(p;) = 1(p;) = 1 est non nul en vertu de la proposition 4.1.
Supposons a présent que vy = 0; alors de méme,

d(piwi) = B A (piwi)
avec 8 = (A1 — v3)dx + (A2 — v9)dy. En supposant que df = 0, on montre que
piwi = p'dg;.

Ceci donne une relation abélienne, complete si p; # 0 (puisque 7(p;) = p;), et
indépendante de la précédente.

La forme fondamentale détermine donc l'existence de certaines relations
abéliennes completes. Nous obtenons plusieurs variations de ces résultats qui
nécessitent quelques notations. Soit (Lo, 3) et (L3, «) les deux fibrés en droites
engendrés par les vecteurs de notre base adaptée ey et es respectivement et mu-
nis de leur connexion de matrice respective 3 et «. Avec les notations usuelles,
on montre en considérant la matrice de connexion dans une base adaptée que
les assertions suivantes sont équivalentes :

i) La 1-forme b dg_(’}d)”: appartient & ap et correspond & une relation abélienne
D
complete ;

i1) La 2-forme da est nulle et v1 =0 ;
i11) L’équation V(e3) = ez @ a est vérifiée ;
iv) Le morphisme injectif (L3, o) — (E, V) est un morphisme de connexion.

Dans ce cas, ks = 0. On remarque que la seconde condition est un invariant du

tissu. De méme, les assertions suivantes sont équivalentes :

dy—pdx

. Op(F) )
complete si une des pentes du tissu n’est pas nulle ;

i1) La 2-forme df3 est nulle et vy =0 ;

iii) L’équation V(ez) = ea @ B est vérifice

i) La 1-forme b.p appartient a ag et correspond a une relation abélienne

iv) Le morphisme injectif (Lo, 3) — (E, V) est un morphisme de connexion.
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Dans ce cas, ks = 0. Ici encore, la seconde condition est un invariant du tissu.
Notons que si une des pentes est nulle, la forme df est la courbure de Blaschke
du 3-tissu extrait de W(4) en 6tant la pente 0.

Les coefficients ko et k3 de la matrice de courbure trouvent ici une in-
terprétation en terme de relations abéliennes. Mais nous n’avons envisagé ici
que des relations abéliennes d’un type particulier, dans la mesure ou elles sont
peu représentatives mais plus accessibles que les relations abéliennes complétes
dy — p dx

Op(F)

bs.pr +bs #0, 1 <k <d.

générales de la forme (bs.p + by) ou 'on sait seulement que

4.2.3 Les sections horizontales du fibré (F, V)

On cherche & expliciter une relation entre les solutions du systeme M (4)
et les sections horizontales de (E,V), qui sont les sections du systeme local
EV. Nous nous placons & nouveau dans le cas d’un 4-tissu, mais des relations
analogues existent dans le cas général, dans la mesure ou on aura exhibé une
base adaptée. Soit (b3, bs) une solution du systeme M(4), on cherche donc les
coordonnées (f1, fa, f3) de ja(b3, bs) dans la base adaptée de E.

Les trois vecteurs de la base adaptée de E sont, partiellement :

(0 -1 0
=10 o 1
o — -1 Ay Az
2 0 Ay O

e (00 —Aszp
3 1 —App —Axp

Cela suffit pour déterminer dans le cas d’un 4-tissu, les coordonnées cherchées.
Ainsi, en écrivant que ja(bs,by) = f1-e1+ fa2-e2 + f3 - e3, on obtient 1'égalité
suivante :

jQ(bg,b4) — (b?, a:(;(b?)) ay(b?)) ) — <_f2 _fl +A21f2 A31f2 — A32f3 .

by Op(bs) Oy(bs)

On en déduit notamment que

f1 = 0y(ba) + Agafs = —0y(b3) — A21bs

f3 Anfo—Anafs  fi—Axnfs

ce qui est cohérent avec le fait que le couple (b3, bs) soit solution du systeme
M(4). Avec les notations usuelles, nous obtenons :

fi —0,(b3) — (A1 —v3) - b3 Oy(bs) + Az - by
f2 | = —bs = —b3
f3 b4 b4

Ceci nous permet notamment de reconnaitre les sections horizontales du
fibré qui proviennent de relations abéliennes des tissus extraits. En effet, en
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utilisant la proposition 4.1 dans le cas d’un 4-tissu, et les notations de la partie
4.2.1, on montre qu'un polynéme abélien b du 3-tissu Wy(3) correspond au
polynéme abélien b - p — py - b du tissu W(4), qui lui méme correspond & une
section horizontale du fibré associé a W(4) de la forme

0x(b) + (A1 —wv3) - b
b
b pi

4.3 Exemples

Dans cette partie, nous donnerons quelques exemples de calculs effectifs des
invariants de certains 4-tissus, dont le rang.
Commengons par les 4-tissus introduits par Isao Nakai dans [N].

4.3.1 Les 4-tissus définis par un pinceau de 1-formes
Présentation

Considérons a la suite d’Isao Nakai les 4-tissus définis par quatre 1-formes
w1, ws, ws et wy, du type
Wi = dy - Pzd%
vérifiant en outre les relations
wsy = tw) + (1 — t)(./.}Q

et
wg = sw1 + (1 — s)wo

pour ¢, s € P'. On dit que ces 1-formes appartiennent & un pinceau de 1-formes
et on montre alors que les quatre courbures de Blaschke des 3-tissus extraits
sont égales (cf. [N]). Nous retrouvons ce résultat en écrivant explicitement les
équations présentant les quatre tissus extraits et en calculant leur courbure de
Blaschke.

Parmi ces tissus, on compte les 4-tissus donnés par p; = cste et py = cste,
dont les feuilles sont donc engendrées par quatre points. Leurs quatre sous 3-
tissus extraits ont donc une (méme) courbure de Blaschke nulle. Le théoréme de
Poincaré, Mayrhofer, Reidemeister assure d’ailleurs que tout 4-tissu hexagonal
est difféomorphe & un 4-tissu dont les feuilles sont générées par quatre points.
On notera N (4), un 4-tissu dont les 1-formes sont dans un pinceau de 1-formes,
mais qui n’est pas hexagonal.

Soit N'(4) un tel 4-tissu. On calcule les polyndmes associés d’un tel tissu :

U = 4 9u(P2=p1) p+0s (p2—p1)
p2—p1
— 9y (p2—p1)-P*+0z (p2—p1)-p
Ul o 4= p2—p1
vV = —0y (p2—p1) P*+ (= (P2—p1) +P19y (P2) —P20y (p1)) P+p10y (P2) —p20y (p1)
p2—p1
v, = —8y (P2=p1) PP+ (=0 (p2—p1)+P10y (p2) =p29y (1)) -P*+(P19y (P2) P28y (P1)) P

p2—p1
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Remarquons le fait que
U=p-UgVi=p-V.

La matrice (A;;) s’écrit alors

39z (p1/p2) P39y (p1/p2)+30: (p1—p2)
Ay = —BOCRRE App = =2 .
pP1—p2 P1—p2
2 _ _
(Aij) . Ay = _2p23y(p1/p2)+az(p1 D2) Aoy = 20y (p2—p1)
8 (ppl_pp2) pP1—p2
2—P1
B T As2 =0

Remarquons alors qu’au niveau des invariants, un 4-tissu définit par un pin-
ceau de 1-formes revient a se donner seulement deux de ses pentes. Autrement
dit a deux pentes distinctes, on peut associer une classe de ces 4-tissus qui par-
tageront les mémes invariants, dont le rang. Si 'on se ramene au cas ot 'une
des pentes est nulle, par exemple ps = 0, la matrice de courbure associée, dans
une base adaptée sera donc donnée par :

k1= 43§y(p1)p1—;9%y (p1)0z(p1)
N(4) k‘Q _ —8y:c2 (pl)P%-Fpl(@Iz (pl)ay(pl):;”"(pl)8””’(pl))_(az(lh))QBy(pl)
kg = By%(Pl)P% —p1(0,2 (P1)9z (p1)+30y (P1) 0y (p1))+(0y (91))20(p1)
= =

Linéarité

Pour un 4-tissu NV (4) linéaire, nous avons vu que le polynome de linéarisation
est nul : V = 0 et également V7, = 0. Ainsi on déduit de I'expression des V;
précédente les trois équations suivantes exprimant la linéarité :

(1) a31(]92 —p1) = 0
(2) P10y (p2) — p20y(p1) = 0
(3)  —0c(p2 — p1) +P10:(p2) — p20y(p1) = 0

On en déduit les égalités suivantes :

Oy(p2 —p1) =0 0z(p2 — p1) = 0 P10y (p2) — P20y(p1) = 0.

Ajoutons a cela les équations de linéarité vérifiées par chacune des pentes

0z(p1) + p10y(p1) = 0 et Oz(p2) + p20y(p2) = 0,

on déduit que
9y(p2) = 0y(p1) = Ox(p2) = 0u(p1) =0

et donc que p; et po sont constants.

Ainsi un tel 4-tissu linéaire est nécessairement un 4-tissu N (4) engendré par
quatre pinceaux de droites. Il serait donc hexagonal, ce qui est exclus. D’otu la
proposition suivante.

Proposition 4.2. [ n'existe pas de 4-tissu N (4) linéaire.
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Nous retrouvons ainsi un résultat obtenu par V.V. Goldberg dans [Go].
Remarquons qu’un tissu N (4) ne peut donc étre linéarisable puisque le résultat
de la linéarisation serait aussi un tissu dont les courbures de Blaschke des 3-
tissus extraits seraient les mémes, ce qui revient a dire que le tissu est défini
par un pinceau de 1-formes. Ainsi, un 4-tissu N'(4) est de rang 0, 1 ou 2, car il
ne peut étre de rang maximal. Sinon en effet, il serait linéarisable en vertu du
théoreme de Poincaré.

Rang des tissus N (4)

Soit un 4-tissu N (4), dont la pente py est nulle. Puisque p; désigne alors
une pente non nulle, les pentes de ce tissu sont alors données par p3 =t - p1 et
ps = S-p1, avec s et t distincts dans P'. Dans ce cas, le polynome V du tissu
est

V = —0,log(p1) - p* — Oz log(p1) - p

et la matrice (A4; ;) est alors :

0 Ay = =30, log(p1)
(A@j) : A21 = —2855 log(pl) AQQ = —26y log(pl)
A31 = —38y 10g(p1) 0

Un calcul de la courbure de Blaschke K, commune aux quatre 3-tissus ex-
traits donne alors
K = 0,0, log(p1),

ce qui permet d’obtenir ’écriture suivante de la matrice de courbure dans une
base adaptée :

4K 0,(K) — Oy log(p1)K  0y(K) + 0ylog(p1)K
K = 0 0 0
0 0 0

Par ces remarques, on calcule la matrice de détermination du rang (k) et
l'on constate que les mineurs d’ordre 2 ne sauraient étre tous nuls sans que
la courbure K soit nulle. Autrement dit, un 4-tissu N'(4) n’est pas de rang 2.
De ce fait, un tel tissu admet au plus une relation abélienne, nécessairement
complete. Il est tres probable que de tels tissus soient toujours de rang nul, mais
nous n’avons pas encore pu en donner une preuve.

4.3.2 Quelques tissus remarquables
e Un exemple de tissu N (4)
Le 4-tissu donné par le pinceau des 1-formes
p=at+y’ et pp=a® -y

est présenté par ’équation

p4+(2ty2 + 2sy? — 42? — 2y2) p3+(6x2y2 — 2ty + 4ty*s + 62 — 6ty’a® — 2yts — 6x23y2) p?
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+ (6x43y2 — 425 + 42%ty* + 29° + 422yts — 62%y? + 62 ty? — 8z2tyts — 2yt — 2y63) D
—2ztyt =22yt s+2y 0 ta? — 225 sy + 2y 1% s— 220ty 2 +220y 2 — 4y Sts—yB 42y s+aS +dattyts—2y° 22 +2y5t = 0
oll t et s sont dans P'. Son résultant est
R = 4096y%4t%5% (t — 1)* (s — 1)? (s — t)?

et le polynome de linéarisation s’écrit

2 2

b r=p
Prgy =2— —2—— + 2z.
N(4) y y
La forme fondamentale est alors

2

4

o= —Qx—d:r — —dy.
Y Y

On peut des lors écrire la matrice de connexion associée a ce tissu dans une
base adaptée :

_gaPde _ ody _4x(7d:13y+:tdy) gz’de
y y y? y?
_ _ _gzdx  ody
v = dx 4—y 2 ” 0
—dy —2xda _oeldr _ ydy
Yy Yy

La matrice de courbure permet de voir que ce tissu n’est pas de rang maxi-
mal, puisqu’elle est non nulle :

-8 —455 0
K= 0 0 0
0 0 0

Le rang du tissu est donné par la matrice (k;,¢) suivante :

3
—8;—; _43”(3/';'370 ) 0
(kmﬁ) — 74x(5y;;6x3) —44x3y+y3{12+8$6 16;%1
0 2428 0
Yy
dont le déterminant est 0

det kynp = —3072° .
y

Ce tissu NV (4) est donc de rang nul. Le fait que k3 soit nul n’implique donc
pas que le tissu admette une relation abélienne. Par ailleurs, la courbure de
Blaschke commune aux 3-tissus extraits est

2

x
V3= —2?-
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e Un autre exemple ou k3 est nul

Considérons le 4-tissu présenté par ’équation
Py’ —yp=0
que nous avons vu dans la partie 3.3.2. Son discriminant est
A=—y (27 + 4y4)
et le polynome de linéarisation s’écrit

P’ O+4y)p* _ vPp
27 + 4y y (27 + 4yt) 27 + 4yt

La forme fondamentale est alors

(9 + 4y4)
y (27 + 4y4)

On peut dés lors écrire la matrice de connexion associée a ce tissu dans une
base adaptée :

(ot y(—27+4yt )dy 6__v2dy
y(27+4y*) (27+4y4)* (27+4y*)?
2 9+4y*)d
= _ _Q y‘dx (9+4y*)dy _ dy
v dx 85yt y(27+dyT) 1250
(9+4y*)dy
—dy 0 —2 y(27+4yT)

Remarquons que la trace est bien a poéles simples, mais non la matrice toute
entiere. Ce tissu n’est pas de rang maximal, mais ks est ici encore nul.

y(727+4y4) y3(727+4y4)
—16 (27+4y4)? —128 (27+4y4)3 0
K= 0 0 0
0 0 0

Le rang de ce tissu est 2, il est donné par la matrice (ky,¢) suivante :

y(—27+4y*) 3(—27+4y*)

y
(27+4y%)? —128 (27+4yH)3 0
_ y3 (727+4y4) y° (727+4y4)
(kmg) = —1287(2”@4)3 —102417(2”41/4)4 0

(4 243=306y"+8y° 512y2(243—306y4+8y8) 0
(27+4y*)? (27+4y4)*

dont le déterminant ainsi que les mineurs d’ordre 2 sont nuls.



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

66 CHAPITRE 4. DETERMINATION DU RANG D’UN TISSU DU PLAN



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

Chapitre 5

Courbure de Blaschke-Chern
d’un tissu

La théorie de Chern-Weil que nous rappelons succinctement inspira la re-
cherche des résultats obtenus dans ce chapitre. Attirant notre attention sur la
trace de la matrice de courbure, celle-ci se révele étre un invariant du tissu par-
ticulier. En effet, le lien qui unit les connexions associées aux tissus extraits a
la connexion (E, V) du tissu considéré n’était qu’entre-vue par le biais des rela-
tions abéliennes. Le théoreme 5.2 compléte ces premiers résultats en établissant
un isomorphisme entre le fibré déterminant de E et le produit tensoriel des fibrés
en droites associés aux 3-tissus extraits. Ce résultat est équivalent a la formule
de la trace (théoreme 5.1). Nous n’avons pas encore établi ces deux résultats en
toute généralité, mais ils ont été vérifiés par le calcul pour d = 3,4,5 et 6.

Nous donnons ensuite une caractérisation géométrique des tissus de trace
nulle, en généralisant la construction de ’hexagone de Thomsen, puis nous illus-
trerons ces résultats ainsi que les notions de déterminant et de résidus des tissus
qui font 'objet de travaux d’Alain Hénaut, et ce, a 'aide d’exemples.

5.1 Formule de la trace

5.1.1 Rappel sur la théorie de Chern-Weil

On se donne en toute généralité un fibré vectoriel analytique complexe de
rang d noté (E,V) muni d’une connexion, sur une variété M de dimension n.
On suppose que dans un repere choisi au dessus d’un ouvert de M, la matrice
de courbure de la connexion est K.

Un polynéme complexe P homogene de degré r sur ’algebre des matrices
My4(C) est dit invariant sil vérifie

P(A) = P(gAg™")

pour toute matrice g de GLg4(C), et toute matrice A de My4(C). On notera @
I’algébre graduée de ces polynomes.
L’exemple le plus simple de polyndémes invariants est donné par la trace

67
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ou encore par les polyndmes symétriques invariants élémentaires, définis par la

relation
d

det(A+tI) =Y P F(A)F
k=0
pour une matrice A et I la matrice identité.

Un polynome P invariant de degré r, permet la construction de la 2r-forme
différentielle P(K). En effet, d’'une part, le produit vectoriel commute pour
la forme de degré pair K, d’autre part, la forme P(K) est indépendante de la
trivialisation choisie puisque le polynéme P est invariant. En outre, la théorie de
Chern-Weil énonce que de telles formes différentielles définissent des invariants
du fibré.

En effet 'homomorphisme d’algébres w appelé aussi homomorphisme de
Weil

@ s Hp(M,C)

qui associe a tout polynome P invariant la classe de cohomologie de P(K) dans
le groupe de cohomologie de de Rham HZ%*, (M, C)

On rappelle que le groupe de cohomologie d’ordre p de de Rham de la variété
différentielle M est le groupe quotient du groupe des p-formes différentielles d-
fermées de M par le groupe des p-formes d-exactes. L’homomorphisme de Weil
est bien défini car on peut vérifier que la 2r-forme est bien fermée.

De plus, La classe de cohomologie de P(K) dans H2p(M,C) ne dépend que
du fibré E et non de la connexion choisie pour la construire.

En substance, la démonstration de ce théoreme consiste a se donner deux
connexions V et V sur le fibré et d’écrire I’homotopie

V,=V+tV-V, 0<t<l1.

La matrice de courbure de V; est notée K;. Puis on considére P un polynoéme
invariant de degré r, et ’application

On cherche maintenant & montrer que le vecteur tangent (0/0;)P(K}) est
une 2r — 1 forme fermée, i.e. que Papplication

t — [P(K3)]

est constante & valeurs dans H3L, (M) ce qui prouve le théoreme. Ce fait est
prouvé par 'intermédiaire d’un lemme technique concernant les formes r-linéaires
invariantes.

On appelle alors la classe de cohomologie de P(K) une classe caractéristique
du fibré.

On peut ainsi définir les classes caractéristiques associées au déterminant,
a savoir les classes de Chern.

Soit k un entier, 0 < k < d. On appelle k™ classe de Chern du fibré E et
on note ci(F) la 2k-forme

LK) € HZ(M,C).
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Les classes de Chern mesurent par exemple [’obstruction a ce que le fibré soit
trivial. En effet, si E est le fibré trivial i.e. E = M x C¢, alors

¢j(E) =0 pour tout j =1,...,d.

De plus, pour tout fibré (E,V) et (F,V’), ’égalité suivante est vérifiée pour
tout £ :

Ainsi, grace a cette théorie de Chern-Weil, on sait que, pour un fibré muni
d’une connexion (E,V), la trace de la courbure de la connexion joue un role
fondamental dans la connaissance du fibré. Ceci a nourri notre approche de
I’étude de la connexion associée a un tissu. Dans notre cas, la variété de base
étant C2, et vu lécriture de la matrice de courbure dans une base adaptée,
la trace est le seul polynome invariant jouant ce role. C’est donc fort de cette
théorie et de cette remarque que notre attention se porte sur ki, la trace de la
matrice de courbure associée a un d-tissu, justifiant ainsi ce rappel.

5.1.2 Formule de la trace

Soit (£, V) un fibré vectoriel muni d’une connexion V de rang m4. On note
(€1)i=1..m, une base du fibré et v la matrice de la connexion dans cette base.

On définit alors le fibré déterminant, noté (det E,det V), comme étant le
fibré en droites de base A\, ex =e1 A... A er, muni de la connexion ¢r(v) dans
cette base.

Soit & présent W(d) un d-tissu, présenté par une équation F' = 0, muni
du fibré (E, V). Nous noterons (L, V) le fibré en droites associé aux 3-tissus
extraits de W(d) pour 1 < k < (4). Nous nous sommes intéressé au lien que I’on
pouvait établir entre les fibrés associés aux tissus extraits de W(d) et le fibré
(E,V) du d-tissu.

Nous savons exprimer les coefficients A;; d’un tissu extrait en fonction des
coefficients d’un tissu le contenant, comme nous ’avons vu dans le chapitre 4.
En théorie, cela permet de décrire la géométrie des tissus extraits en fonction de
la géométrie du tissu de départ. Cependant, en pratique, les calculs a effectuer
restent souvent tres compliqués et ne permettent pas d’établir par ce biais les
résultats souhaités ou entrevus dans le cas des 4-tissus par exemple.

Nous obtenons le théoreme suivant, que nous n’avons pas pu encore démontrer
en toute généralité.

Théoréme 5.1 (Formule de la trace). Soit W(d) un d-tissu non singulier du
plan implicitement présenté par F, dont on note (E,V) la connexion associée,
et K sa courbure. On a alors I’égalité suivante :

)
tr(K) = Z dy,
k=1

pour au moins d = 3,4,5 et 6, ou les dvy, désignent les courbures de Blaschke
des 3-tissus extraits de W(d).
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Nous retrouvons que la trace ki est bien un invariant du tissu.

Démonstration. Nous donnerons une idée de la démonstration pour le cas ou
d = 4. Nous avons vu qu’il est possible de calculer les coefficients A;; en fonction
du polynoéme de linéarisation du tissu, noté V. Nous avons en effet en posant

) 2 —a?
Al - _ I(ao) _ 8y(ﬂ) _ le — ﬂv2 + 3'1)3 = A12
agp agp ag agp
Oy(a a
AQZ—M—Jvl_}‘QUQ:AQQ:
an agn

—vg Ay

Aij | At—vz A

A2 — V9 1
En calculant en fonction des coefficients de V' la somme des courbures de
Blaschke des tissus extraits Y., dy = Y., 9:(A5) — 0,(A%), nous montrons
qu’elle n’est autre que ki, la trace de la matrice de courbure. ]

L’obstacle a une démonstration de cette formule réside dans le fait que nous
n’avons pas pu démontrer une écriture générale de la trace de la matrice de
connexion du tissu. Pour tout entier d > 3, un bon candidat pour cette trace
de la matrice de connexion serait avec les notations usuelles :

d—2 d—2
() tr(y) =Y Aqgo1qdr + Aq_gqdy + > Aa_go1,40 + Aq_gi1g-1dy,
q=1 q=2

et l'on vérifie que pour d = 4 par exemple, la trace serait donc
tr(y) = Aarde + Asidy + Arpdx + Agody + Ajadx + Azidy

ce qui est bien le cas. Pour d = 5 et d = 6, cette relation a également été
vérifiée. On sait par ailleurs grace a 1’écriture, établie dans le cas général, des
coefficients A;; des tissus extraits en fonction de ceux du tissu initial que le
second membre de I’équation (x) est bien la somme des courbures de Blaschke
des tissus extraits. Il suffirait donc de montrer cette formule (x) qui résiste du
fait qu’il faille en passer par des calculs généraux dans les jets qui sont vite tres
compliqués et difficilement formalisables.

Sous réserve que ’écriture supposée de la trace de la connexion v dans une
base adaptée soit vraie, on montre que si ’on change ’équation présentant le
tissu en la multipliant par un inversible g de O, la matrice de connexion devient
9~ et vérifie

tr(7y) = tr(y) — ma—,
en vertu de la proposition 2.1. Ainsi on peut déduire qu’il existe une présentation

du tissu telle que 1’égalité de la formule de la trace entre ces 2-formes exactes
soit valide au niveau des 1-formes, c’est-a-dire :

&)
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On dira qu’une telle présentation est bonne. Ceci va nous permettre de mon-
trer le théoreme principal de cette partie, attendu, puisqu’il relie explicite-
ment les fibrés vectoriels des tissus extraits et le fibré (E, V). Avec les réserves
précédentes, il a été montré dans les cas d = 3,4,5 et 6.

Théoréme 5.2. Soient W(d) un d-tissu non singulier du plan et une bonne
présentation F de ce tissu, dont on note (E,V) la connexion associée.

Soient (Ly, V) les fibrés en droites associés auz 3-tissus extraits de W(d)
pour 1 < k < (g) On a alors pour au moins d = 3,4,5 et 6, lisomorphisme de
fibré muni de connexion T suivant :

—~
wa.

@ )
(det B, det V) = (X) Li, X) Vi),

k=1 k=1

autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

det E = — ®§_} L
!
A @det E — Ql®(®(g) L)
k=1 “k

Démonstration. Nous définissons I'isomorphisme 7 par son action sur les bases.

d
Alabase e; A...Aer, de det E, on associe la base @), e de ®,(€il Ly o eF
désigne une base de Lj. S’assurer de la compatibilité aux connexions revient
donc a montrer l'identité suivante :

@WOT(Q%) ~rodet v (/\)

soit, en utilisant les matrices de connexions, que

)
me (@)= (L)« (@)
k k=1 k

Cette derniere égalité découle du théoreme précédent, qui n’a été démontré pour
le moment que pour d = 3,4,5 et 6. O

Nous avons vérifié la formule de la trace dans quelques cas particuliers au
cours de ce travail. Nous avons vu par exemple que les 4-tissus rectifiés vérifient
cette propriété. Dans le cas des d-tissus linéaires, les courbures de Blaschke des
3-tissus (linéaires) sont de la forme

pouri=1... (g), comme nous ’avons vu dans la partie 3.2.3 avec les notations
évidentes de I’équation présentant ce 3-tissu. Hors, dans le cas général d’un
d-tissu présenté par une équation dont on note le terme de degré d — 1 par aq,
la trace de la courbure de la connexion est

tr(K) = mq0y(a1/ao),
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(¢f. [H-04]). Puisque le coefficient —aj/ag est la somme des pentes du tissu,
on montre bien que dans le cas d'un d-tissu linéaire, la formule de la trace est
valide.

Nous appellerons courbure de Blaschke-Chern la trace de la matrice de
courbure associée a un d-tissu. C’est un invariant du tissu, comme le sont les
courbures de Blaschke, qui ne dépend pas de la connexion, ni du fibré. Comme
dans le cas des classes de Chern, la trace de la courbure est un invariant signi-
ficatif, dont nous allons poursuivre 'investigation.

Il nous faut citer ici le travail effectué par Luc Pirio dans sa these soute-
nue en Décembre 2004. En 1938, le mathématicien Roumain A. Pantazi pu-
blie un article ([Pa]) donnant une construction pour un d-tissu qui conduit a
I'obtention de 7y invariants dont Pantazi affirme que I'annulation simultanée
équivaut a dire que le tissu est de rang maximal. Exhumant cet article, L. Pirio
le réactualise dans sa these pour lui donner une formulation plus moderne en
terme de connexion, se rapprochant ainsi d’une formulation analogue a celle
obtenue par A. Hénaut dans [H-04]. Nous ignorons toujours a ce jour si la
connexion explicitée par L. Pirio est la méme que celle de A. Hénaut, sauf pour
la trace des deux courbures qui semble bien étre la méme. Cependant, comme
le dit L. Pirio dans sa these, cette réactualisation en terme de connexion, n’a
pas été rigoureusement établie.

En 1941, dans la suite de A. Pantazi, un autre mathématicien Roumain, N.
Mihaileanu publie un article ([Mih]) traitant d’un des coefficients mis en valeur
par Pantazi qui serait la somme des coefficients de Pantazi associés aux 3-tissus
extraits. Luc Pirio a calculé dans sa these le coefficient de Pantazi associé a
un 3-tissu; celui-ci se révele étre la courbure de Blaschke que A. Hénaut a cal-
culé dans [H-00]. Il y a donc une certaine analogie entre la formule des traces
que nous avons obtenue et la formule de Mihaileanu, puisque nous pensons que
la trace des deux courbures est bien la somme des courbures de Blaschke des
3-tissus extraits. A nouveau, en dépit d’une forte présomption que nous parta-
geons donc, vu nos travaux respectifs, cette formule n’est pas encore démontrée.
Soulignons que ces approches n’ont été connues de 'auteur que quelque temps
apres la soumission de sa note [R] annongant ces derniers résultats.

5.1.3 Le théoréme de Bol

Le théoreme de détermination du rang et la formule de la trace trouvent
une application avec les 4-tissus dont la trace k; de la courbure est nulle. En
effet, le calcul de la matrice (k,,¢) montre dans ce cas que les mineurs d’ordre
2 ne sauraient étre tous nuls sans que la matrice de courbure du tissu le soit.
Ainsi un 4-tissu de courbure de Blaschke-Chern nulle ne peut étre de rang 2.
Un résultat analogue est attendu en toute généralité.

Ceci nous permet de redémontrer le théoréme de Bol que nous rappelons ici
dans le cas d’un 4-tissu :

Théoréme 5.3 (Bol, 1938). Soit H(4) un 4-tissu hexagonal (i.e. tout les 3-
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tissus extraits sont de courbure de Blaschke nulle). Alors le tissu H(4) est de
rang mazximal.

Démonstration. On se donne donc un tel 4-tissu hexagonal. La trace de la
matrice de courbure de ce tissu, avec les notations et les constructions usuelles,
est donc nulle en vertu de la formule de la trace. Ainsi ce tissu est un tissu
de courbure de Blaschke-Chern nulle. En outre, le tissu étant hexagonal, il
existe quatre relations abéliennes a trois termes relatives aux quatre 3-tissus
extraits, et deux d’entre elles prises parmi les quatre sont toujours linéairement
indépendantes. Ainsi le rang d’un tissu hexagonal est toujours au moins 2. Or
le tissu est un tissu de courbure de Blaschke-Chern nulle donc il ne peut étre
de rang 2, ce qui prouve que ce tissu hexagonal est de rang maximal. ]

Ceci nous permet de dire qu'un tissu hexagonal est linéarisable, en vertu
de l'interprétation de la courbure donnée précédemment. Ainsi on redémontre
égalemment le théoreme de Mayrhofer et Reidemeister :

Théoréme 5.4 (Mayrhofer-Reidemeister). Un 4-tissu hexagonal est
linéarisable en un tissu généré par quatre pinceaux de droites.

5.2 Tissus de courbure de Blaschke-Chern nulle

5.2.1 Définition

Grace a la formule de la trace, la propriété d’étre a courbure de Blaschke-
Chern nulle ne dépend en fait pas du fibré E, puisque la somme des courbures
de Blaschke des 3-tissus n’en dépend pas. Cependant, comme nous ’avons vu
dans le théoreme 5.2, les tissus a courbure de Blaschke-Chern nulle sont aussi
ceux dont le fibré déterminant (det E, det V) est intégrable. Nous noterons par
BC(d) un d-tissu de courbure de Blaschke-Chern nulle.

Voici a présent quelques premieres propriétés des tissus BC(d). Nous avons
déja vu qu'un tissu BC(4) ne peut étre de rang 2, grace au théoréeme de détermi-
nation du rang. En revanche nous verrons des exemples de ces tissus de rang 1
ou nul.

En outre un tissu BC(d) ne peut étre linéarisable sans étre de rang mazimal.
En effet, un tissu linéaire est de rang maximal si et seulement si tr(K) = 0,
avec les notations usuelles, d’apres ’écriture de la courbure d’un tissu linéaire.
Puisque la propriété pour un tissu de vérifier ¢r(K) = 0 est invariante par
changement de coordonnées, cela montre la propriété précédente.

Sous réserve de vérifier la formule de la trace pour tout d, un tissu hexagonal
H(d) est de courbure de Blaschke-Chern nulle :

H(d) C BC(d)

I’égalité étant vérifiée dans le cas ou d = 3. Mais la réciproque est fausse. En
effet si 'on considere le 4-tissu dont les feuilles sont données par les équations

y? + 2z = cte 2y + 22 = cte,



tel-00011928, version 1 - 12 Mar 2006

74 CHAPITRE 5. COURBURE DE BLASCHKE-CHERN D’UN TISSU

ce tissu est de rang nul, comme nous allons le montrer.
L’équation le présentant est

F(m,y’p) :y2-p4+(_1_$2y2> _p2+$2 =0

puisque ses pentes sont
1
p1=—p2=fvetp3=—p4=§-

Son discriminant est
A =16 (zy — 1)* (xy + 1)* y%2?

et son polynome de linéarisation est :

P = Gy 1) (.%ch— 1) zy W'+ —yp-ya)
La 1-forme fondamentale est ici
(2x2y2 — 1) dx x2ydy
T eyt D@y-De ey -1y +1)

Ainsi, la matrice de connexion associée a ce tissu, dans une base adaptée donnée,
peut s’écrire :

. (2mzy2—1)dz _ (szyz—l)dy _ x(z3dr+ydy) _3 y(zdm+y3dy)
(zy+1)(zy—1)z (zy+1)(zy—1)y (zy+1) (wy—1)2 (zy+1)%(zy—1)2
— _ _ zy’de (2% -1)dy y>dy
7 dx 2@ Doyt ~ Gy D@Dy ETER ETE
—d _ ade _ (22%y°—1)dz _ z2ydy
Y @yt ) (zy—1y @ytD@y—Dz  “(ay—1)(zy+1)

D’ou la matrice de courbure

1o2%u(@—y) (2 +y) L vPe(e—y?) (z+y?)
0 —12 (zy—1)° (zy+1)° 12 (zy—1)° (zy+1)°
dy+yAv=| ¢ 0 0
0 0 0

La matrice de détermination du rang de ce tissu est la suivante :

2y (o?—y)(a*+y) vy?(2—y?) (a+y?)

0 T layr? e T ey
(k‘ ) _ _12x2y(127y) (:r2+y) _ xy(3x2y4+2y2+2x6y277z4) 12y2(73y6x272y4+y2x4+4mz)
e (zy—1)(ey+1)° (zy—1) (zy+1)" (@y—1) (@y+1)"
_12a:y2 (x—y2)(a:+y2) 2x2(—x2y4—4y2+3x6y2+21‘4) 12xy(2y6x2—7y4+3y2x4+21‘2)
(zy—1)° (zy+1)° (zy—1)" (zy+1)" (zy—1)" (zy+1)"

de déterminant 5 5(.6 6
Yy x (:E -y )
(xy +1)° (xy — 1)°

Ainsi, ce tissu de trace nulle est de rang 0.

det ke = —8640
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5.2.2 Caractérisation géométrique

La caractérisation de Thomsen des 3-tissus hexagonaux que nous avons
rappelée en introduction a été démontrée par Alain Hénaut dans I'article [H-90]
en utilisant les séries de Lie. Cette technique peut s’étendre pour caractériser
les tissus de courbure de Blaschke-Chern nulle, comme nous allons le voir apres
ces rappels.

Soit X = A0, + B9, un champ de vecteurs sans singularité. Le flot local
engendré par X se définit comme étant le morphisme analytique :

(C%,0) x (C,00 —  (C2%,0)
(2,1) — exp(tX)(z)’

A zp fixé au voisinage de 0, le germe ¢t — exp(tX)(z¢) est 'unique germe
de courbe passant par zg en t = 0 dont le vecteur tangent en ce point est
A(20)0z + B(20)0y. De plus on a la propriété d’additivité héritée de celle de
I’exponentielle :

exp(t1X)(exp(taX)(2)) = exp((t1 + t2) X)(2)

pour tout t; et ty voisin de 0 € C et = voisin de 0 € C?. On montre en outre
que les développements en série suivants sont vérifiés :

T+ tA(Z) + 5 X(A)(2) + EX2(A)(2) + -
exp(tX)(z) = ) \
y+1tB(z) + 5X(B)(2) + 5X*(B)(2) + - -

Il s’agit alors d’écrire explicitement le trajet de I’hexagone a I’aide de cette
écriture. Soit W(3) un 3-tissu du plan donné par les champs de vecteurs

X1 = 0p — P10y, Xo =0y — p20, et X3 =0, — p30,.

Soit O = (x,y) un point proche de 0 ; partant d’un point A proche de O sur une
feuille quelconque, un calcul assez long montre qu’apres avoir effectué le trajet
de ’hexagone, on atteint a nouveau la feuille de départ en un point G, dont on
peut déterminer explicitement les premiers termes du développement en série
de ses coordonnées; on y retrouve la courbure de Blaschke du tissu, écrite en
fonction des p;.

On montre alors que si le tissu est hexagonal, alors la courbure de Blaschke
de ce tissu est nulle.

Ce résultat nous permet de retrouver le théoreme classique concernant les
3-tissus.

Nous allons a présent expliciter une construction visant a généraliser pour
un d-tissu la construction de Thomsen. Devant la complexité des calculs, nous
avons renoncé a les écrire dans ce texte, aussi, nous n’en donnerons qu’un
apercu. Soit W(d) un d-tissu donné par les champs de vecteurs X; = 0, — p;0y
pour 1 < ¢ < d. Pour fixer les idées, nous prendrons d = 4, mais le raisonnement
est identique quelque soit d. Considérons avec les mémes notations que pour
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Fi1G. 5.1 — Généralisation de ’hexagone

un 3-tissu, ’hexagone construit & partir d’une feuille (par exemple la feuille 1
de pente p;) du tissu sur 'un des 3-tissus extraits de W(d). Notons encore A
le point de départ de la construction, et G; son point d’arrivée. Cette feuille 1
initiale étant fixée, on peut reprendre la construction de ’hexagone a partir de
(G, mais cette fois en considérant un autre 3-tissu contenant la feuille 1. Apres
ce deuxiéme tour, nous obtenons un point Gy sur la feuille 1.

En répétant le processus pour tous les 3-tissus extraits contenant la feuille 1,
nous obtenons une suite de point G dont on connait le début du développement
en série des coordonnées, grace aux considérations précédentes qui concernaient
les 3-tissus. Par additivité du flot sur cette méme feuille 1, on montre donc que
st cette premiére construction se referme, alors la somme des courbures de Bla-
schke des tissus extraits contenant la feuille 1 est nulle.

Nous devons & présent considérer la suite de cette construction, par l'in-
termédiaire des tissus ne contenant pas la feuille 1 choisie a 1’origine. Pour un
4-tissu, notre dernier point est (G3, qui appartient a la feuille 1 et a la feuille
3 par exemple. Par I’hypothese de position générale, cette feuille 3 passant par
(3 rencontre la feuille 2 passant par 0 en un point noté U sur le dessin 5.1. La
construction de I'hexagone a partir de ce point U pour le 3-tissu W(2, 3,4) nous
conduit au point U, appartenant a la feuille 2 passant par 0 et a une feuille
3 qui coupe la feuille 1 passant par 0 en un point G4. Si le tissu W(2,3,4)
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était hexagonal, les points G3 et G4 coincideraient, car ils appartiendraient a
la méme feuille 3 passant par U. On montre plus précisément, toujours avec les
séries de Lie que 'on retrouve dans le développement en série des coordonnées
de Gy, les coordonnées de G5 auxquelles s’ajoutent des termes d’ordre supérieur
contenant la courbure de Blaschke de W(2,3,4).

De facon toute schématique, le dessin suivant présente le trajet effectué a
partir du point A, apres un passage des différents hexagones en les points G;.
Nous avons essayé de convaincre le lecteur & défaut des calculs fastidieux, que
“I’écart” entre deux points se mesure partiellement par les courbures de Bla-
schke dry; des 3-tissus extraits. Nous dirons que la construction précédente se
referme si 'on a A = G4, ce qui veut dire que la somme des courbures de Bla-
schke des tissus extraits est nulle.

Fi1a. 5.2 — Détail schématique de la construction

Nous obtenons ainsi la proposition suivante, via la formule de la trace :

Proposition 5.1. Soit W(d) un d-tissu du plan. Si pour tout point voisin de 0
appartenant a l'une quelconque des feuilles du tissu passant par 0 la construction
précédente de l’hexagone se referme, alors la courbure de Blaschke-Chern du
tissu est nulle.

L’équivalence reviendrait a dire que chaque coefficient du développement en
série final s’annule si la somme des courbures de Blaschke est nulle. Ceci n’a pas
pu étre vérifié, faute de pouvoir calculer le terme général de ce développement.

Cette caractérisation géométrique des tissus de Blaschke-Chern a été testée
pour des cas simples de tissus algébriques. Par dualité, cette propriété s’exprime
sur la courbe algébrique réduite qui définit le tissu. Dans le cas d’un 3-tissu
algébrique, la cubique qui définit le tissu hérite par dualité d’une propriété
analogue a ’associativité de la loi de la cubique. Cette construction dans le cas
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des d-tissus algébriques est donc par dualité un analogue de la loi de la cubique
sur des courbes de degré d.

IP)Q

Fi1c. 5.3 — L’hexagone pour un tissu algébrique

5.3 Déterminant et résidus d’un tissu

Dans tout ce travail, I’étude des tissus s’est faite en dehors du lieu singulier
défini par le discriminant de I’équation présentant le tissu. Cependant, il nous
a été donné de travailler sur des invariants qui rendent compte du tissu au voi-
sinage des points singuliers, introduits par Alain Hénaut dans des travaux en
cours. La conduite méromorphe de tous nos calculs a permis en effet de se placer
au coeur de la singularité et d’incarner des invariants tels que le déterminant ou
les résidus du tissu. Nous allons en voir un apercu succinct afin de pouvoir leur
donner vie dans des exemples. D’autre part, les considérations suivantes vont
illustrer et justifier 'intéret que I'on peut porter aux tissus dont la courbure de
Blaschke-Chern est nulle.
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Soit W(d) un d-tissu du plan, présenté implicitement par une équation
différentielle de la forme F(z,y,y’) = 0. On notera A le p-discriminant réduit de
F, et par A, les différentes composantes irréductibles de A. On note (E, V) la
connexion associée a la présentation de ce tissu, dont on fixe une base adaptée.
La connexion y admet pour matrice . Soit K la courbure de cette connexion.
Rappelons que la connexion est méromorphe, a poles sur A.

Nous avons vu que si g - F' est une autre présentation du tissu, ou g est
un inversible de O, et si 9 désigne la matrice de connexion associée a cette
présentation du tissu dans la base adaptée choisie, alors la formule suivante est
valide, au moins pour d = 3,4,5 et 6 :

d
td%rﬁww—mf.

A Taide de la suite exacte de Saito-Alexandrov, Alain Hénaut a établi le résultat
suivant :

Lemme 5.1 (Hénaut, 2005). Soit BC(d) un d-tissu pour lequel tr(K) = 0. Les
conditions suitvantes sont équivalentes :

i) tr(y) € Q(log A), soit ici A-tr(y) € QL

it) Quitte a modifier la présentation F' de BC(d), on a la formule suivante :

dag _

det W(d) := ZTGSAq [BC(d)] - A

q

tr(v)
ot le résidu resa, [BC(d)] := resa, [tr(v)] € C ne dépend que du tissu et
des composantes irréductibles de son lieu singulier.

Quelques exemples illustreront les méthodes employées jusqu’ici et confor-
teront dans l'intéret d’une étude plus approfondie des tissus a trace nulle.

e Un 4-tissu BC(4) de rang 1
Considérons le 4-tissu W(4) présenté par I’équation différentielle
F(a,y,y) = (" =22 +2%) - () + (%0 —y® = 20%2%) - (y)* + 9" = 0.

Ses pentes sont

_ . . Yy
D1 = —Dp2 = etPS——m—;

Yy
z—1
Le discriminant de F(z,y,p) est

A = 162%y"2(z — 1)%(2¢ — 1)L
On calcule le polynéme de linéarisation du tissu :

z(x —1 1
@1 5,1,

Py = — 27 2)
W) y?(2z — 1) Yy 2r — 17
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et la forme fondamentale qui est

0 - 2:51—1
Aj)=| 1 7
1 z(z—1)
Y y2(2z—1)

Ainsi, la matrice de connexion associée a ce tissu, dans une base adaptée donnée,
peut s’écrire :

—gppde — Ldy 0 — ey
_ z(rx—1
v = —dz Tfld:r — %dy —Mdy
—dy 0 —2$1_1d:c — %dy

La trace de cette matrice est bien a podles simples, comme nous 'attendions
avec le lemme précédent. D’ou la matrice de courbure

3
1)3
0 dx N dy.

0

oo o
<
N
S
i

0
dy+yAvy=10
0

On montre que le rang de ce tissu est 1. Cependant, aucun des 3-tissus ex-
traits de WW(4) n’est hexagonal, si bien que ce tissu admet une relation abélienne
complete. Cela est par ailleurs confirmé par le fait que v4 = 0 et d3 = 0, puis-
qu’aucune feuille n’est de pente nulle. Plus précisément, les sections horizontales
du fibré associé a ce tissu sont de la forme

0
f=x{ (a@—-4)? |, reC.
0

La relation abélienne est alors a un scalaire pres

FrYdFy + Fy YdFy + Fy YdFs — Fy HdF, = 0.

La matrice de détermination du rang de ce tissu est la suivante :

0 0 3

y?(22—-1)3
(kme) = 0 0 y27(5x1§1)4
3 0 0
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de déterminant nul et dont seuls deux mineurs sont non nuls. Ainsi, ce tissu de
trace nulle est de rang 1.
Le discriminant (réduit) est

16zy(z — 1)(2z — 1) =0,
c’est la réunion des droites d’équation x = 0,z = 1,2 =1/2, et y = 0.

La forme de Pfaff
dzx 4 %

tr(v) = —4

est bien fermée, puisque k1 = 0 et le calcul des résidus donne les résultats

2 —1 Y

suivants :
— Sur la droite x = 0 le résidu est 0
— Sur la droite z = 1 le résidu est 0
— Sur la droite x = 1/2 le résidu est —2
— Sur la droite y = 0 le résidu est —4

On vérifie que nous avons une bonne présentation du tissu puisque

tr(vy) = Zresq W(4)] dgAqq,

soit d d 2d d
x x x y
et W(d) =0 $+0 p— 52— 1 "

e Un 4-tissu BC(4) de rang 0
Le 4-tissu W(y? £ 2z, 22 £ 2y) que nous avons vu dans la partie 5.2.1 est
présenté par ’équation différentielle
F(z,y,y) =y () + (-1 —2*?) - (¢)? + 2> = 0.
Le discriminant (réduit) est
A=16(xy—1)(xzy+1)yz =0.

Ce lieu est la réunion des droites d’équation x = 0, et y = 0, et des hyperboles
zy+£1=0.

Le calcul des résidus montre que le résidu est —2 sur chacune des compo-
santes irréductibles du discriminant réduit. On vérifie que la trace de la matrice
de connexion est bien

dA
tr(7) = 3 res, V()] T2,
P q
puisque
d d d d d d
det W(4) = Y22 T2 _ o yertray ,0r 0y
xy —1 zy +1 T Y
et 5 o
3y —1
tr(y) = -2 (82%y ) (zdy + ydz)

(zy +1) (zy — 1) 2y
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e Un 3-tissu présenté par une équation de Cauchy

Le tissu présenté par I’équation différentielle de Cauchy :
(v)* + 4wy -y —8y* =0,

admet pour discriminant (réduit) A = 64y (423 + 27y).

Cette équation est un exemple pris par Cauchy pour illustrer la difficulté a
cerner les solutions singulieres d’une équation différentielle.

Son polynéme de linéarisation est

1 2
Py ) = 27

et la connexion associée est la forme fondamentale

a= fidy.
2y
Ce tissu est donc de rang maximal puisque sa courbure de Blaschke est nulle.
Les résidus sont alors —1/2 sur la droite y = 0 et 0 sur la courbe 423 +27y = 0.
On retrouve ainsi que le déterminant du tissu est bien la trace de la matrice de
connexion .

e Les 3-tissus dont le lieu singulier est une cubique cuspidale

Nous traiterons les deux 3-tissus distingués par A. Lins Neto et 1. Nakai
dans Darticle [LN-N]. Tous deux ont pour lieu singulier une cubique cuspidale,
et tous les 3-tissus de rang 1 dont le lieu singulier est difféomorphe a une cubique
cuspidale sont équivalents a I'un des deux.

Le premier est le 3-tissu de Clairaut présenté par 1’équation

F(z,y,p) = P(y — pr,p) = 0 ot P(s,t) =1 — s.

C’est donc un tissu algébrique, dont la connexion ainsi que la courbure de
Blaschke sont nulles. Son discriminant est bien le cusp A = 4a3 + 27y et le
résidu du tissu est nul.

Le second 3-tissu est présenté par I’équation
8(y')° +2z-y +y=0.

Son lieu singulier est encore une cubique cuspidale : A = —256z3 — 172812 et
la forme fondamentale est

2
T dp—o7— Y

L N
423 + 272 423 1 212"

o =

Ainsi, la courbure de Blaschke de ce tissu est nulle. Le polyndéme de linéarisation

est
Y 9 22 9 YT

3 N
w3 onel TP ol Y s 1 ony
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Le résidu du tissu est alors

resV(3)] = —

et on vérifie que la présentation choisie est bonne puisque le déterminant du
tissu est bien égal a a.
e Un 3-tissu dont le lieu singulier est la réunion de deux droites
L’équation différentielle
3 2
y- )+ () -y () —2=0

présente un 3-tissu du plan dont le lieu singulier est donné par le discriminant
réduit A = 4(x — y)(x + y). 1l s’agit de la réunion des deux droites y = z et
y = —z. Son polynéme de linéarisation est

-+ x? + 3
) (@—y)y" " (z+y)(z—y)y

Py 3) = (

et 'on remarque qu’il est a podles sur le résultant de I’équation présentant le
tissu. Sa forme fondamentale est

a:—2¥dx+2 i

(z—y)(z+y) (z—y)(z+y)

donc la courbure de Blaschke de ce tissu est nulle. La forme fondamentale est
en revanche bien a poéles sur le discriminant réduit. Le résidu du tissu est alors

dy,

res[W(3)] = -1

sur les deux droites composant le lieu singulier et on vérifie a nouveau que la
présentation choisie est bonne puisque le déterminant du tissu est bien la forme
fondamentale a.
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Chapitre 6

Une approche des 5-tissus

Les 5-tissus font I'objet d’un chapitre particulier. Si la construction de la
connexion associée n’est pas donnée en détail, nous donnons néanmoins la forme
de la matrice de courbure d’un tel tissu, ainsi que, dans les nombreux exemples
qui viendront illustrer ce chapitre, la matrice de connexion. L’obstacle princi-
pal est ici la complexité des calculs qui rend leur écriture difficile. On montre
néanmoins que la courbure d’'un 5-tissu contient elle aussi des informations
concernant sa linéarisation, comme dans le cas des 4-tissus. Les tissus exception-
nels trouvent alors une nouvelle interprétation en terme de systeme différentiel
dans la proposition 6.1.

6.1 La connexion associée a un 5-tissu

Nous ne pourrons expliciter avec autant de détails la connexion associée a
un 5-tissu car les calculs en rendraient illisible la rédaction. Dans un premier
temps, nous avons explicité les coefficients A;; d'un 5-tissu en les écrivant grace
aux polynomes associés.

Soit W(5) un 5-tissu du plan, présenté par une équation différentielle &
coefficients dans O suivante :

F(z,y,y') =ao- (y/>5 +ap- (y’)4 + az - (y/)S +as- ()" +as-y + a5 =0.

la réduction du nombre des invariants permet d’écrire la matrice (A4;;) a l'aide
des coefficients du polynome

Py = —vip* — vop® — v3p® — vap — vs
et de la 1-forme fondamentale
a = Ajdr + Aqdy,

comme nous ’avons vu dans le deuxieme chapitre. On rappelle que la matrice
(A;;) attachée au systeme M(5) dont les solutions sont les relations abéliennes

85
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du tissu admet D'écriture suivante :

%Ul —7Us Al
—2v5 + %Ul A — vy As
(Aij)
Ay —2u4 + %’01 Ag — v3 2u9 — %’Ul
Ao —2v3 + %1}1 Vo — %’Ul U1
ol By (an)
_ %20 ai 3 2 ,
A =— " _ay(jo)+vlzpi +U2Zpi +U32pz+4v4
et

9y(ao)
Ag = _yaio + v szz + v2 sz‘ + 3vs.

La construction décrite dans le détail pour un 4-tissu permet d’obtenir pour
un 5-tissu un fibré de rang 6 muni d’une connexion dont les éventuelles sections
horizontales sont les relations abéliennes du tissu.

La trace k1 de la matrice de courbure obtenue en choisissant une base
adaptée du fibré est alors

az as
k1 = 6(8$(A2) — 8y(A1)) + 48y(v4) — 88m(1}3) + 3893(’[)1670) — 8y(vla—0)
et on vérifie qu’il s’agit bien d’'un invariant du tissu. Par un changement de
base adaptée, il est possible d’obtenir une écriture de la matrice de courbure
associée au tissu ou apparaissent les invariants que nous avons privilégiés, de
fagon similaire au cas ot d = 4. Avec les notations du théoreme 1.5, la matrice
de courbure K d’un 5-tissu peut se mettre sous la forme suivante :

ki kot <v1 >o kzt <v1 >3 ket <v1 >4 kst <v1 >5 ket < v1 >g

0 0 0 0 0 0
~lo0 0 0 0 0 0
K_o 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
ou

~ 5
ko = 0y(k1) + §L1,

~ )
ks = 8y(k1) + §L2,
~ 3
ky = a:%(k‘l) + 4855(111) + %Ll — §U5L2,

];3 = Gxﬁy(kl) — QGx(LQ) + 28y(L1) + %Ll — %LQ,

~ 3 v
]{26 = 85(1{:1) + 48y(L2) + 51)2[11 - 53[/2,

et ou les crochets < vy >; désignent des expressions différentielles en v et les
coefficients de F' tels que si v1 = 0, alors < v; >;= 0. De plus, la base adaptée

dxNdy
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choisie est telle que les coefficients k; sont des invariants du tissu.

Cette seule écriture ainsi que le théoreme 1.5 redémontre pour d = 5 le
résultat suivant, par le biais de I'approche implicite et par des moyens propres
a I’étude des systemes différentiels.

Théoréme 6.1 (Hénaut, 1994). Soit W(d) un d-tissu du plan de rang mazimal
avec d > 4, de polynome de linéarisation Pyyq). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) Le tissu W(d) est linéarisable ;

ii) Le degré de Py q) est inférieur ou égale a 3.

Démonstration. En effet, 'écriture précédente de la courbure de la connexion
montre que dans le cas ou deg (Pw(d)) < 3, alors v1 = 0 et la courbure de la
connexion s’écrit alors

!
!

T
=

o
v

F
w

dx A dy

co oo o
coc oo o
cocooo
co o oo
oo oo ol
coocoo

Si comme on le suppose, le tissu est de rang maximal, cette courbure est nulle.
La trace ki est donc nulle, ainsi que L; et Ly. D’apres le théoreme 1.5, cela
équivaut a dire que le tissu est linéarisable. La réciproque est une conséquence
directe du méme théoreme 1.5. O

6.2 Les 5-tissus exceptionnels revisités

Comme nous 'avons vu, un tissu exceptionnel est un tissu de rang maximal
qui n’est pas algébrisable, ou ce qui revient au méme par le théoreme de Lie-
Darboux-Griffiths, qui n’est pas linéarisable. Cette configuration n’est possible
que pour d > 5, du fait du théoréeme de Poincaré.

Le premier exemple de tels tissus est donné par G. Bol en 1936. Il s’agit d’un
5-tissu dont les feuilles en un point générique sont engendrées par 4 pinceaux
de droites du plan en position générale et 'unique conique passant par ces 5
points. Ce tissu qui restera longtemps le seul tissu du plan exceptionnel, est
naturellement associé a la relation fonctionnelle a 5 termes du dilogarithme. Un
tissu exceptionnel potentiel fat proposé par Alain Hénaut en 2001 dans [W],
a savoir un 9-tissu dit de Spence-Kummer associé cette fois a la relation fonc-
tionnelle & 9 termes, qui n’est pas linéarisable. Ce dernier contient de plus le
5-tissu de Bol. Les travaux menés indépendamment par Gilles Robert et Luc
Pirio conduiront a prouver que ce tissu est bien exceptionnel et qu’il contient
d’autres 6 et 7 tissus exceptionnels. On peut renvoyer a I'article de P.A. Griffiths
[G-02] pour un état des lieux prospectifs concernant les polylogarithmes et les
tissus exceptionnels. C’est cependant & Luc Pirio que 'on doit d’avoir agrandi
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le vivier des tissus exceptionnels, puisqu’il a réussi a exhiber notamment toute
une famille de 5-tissus exceptionnels en collaboration avec Jean-Marie Trépreau.
Les tissus de cette famille ont tous pour base 4 pinceaux de droites auquel on
ajoute les feuilles définies par les fonctions elliptiques de Jacobi. Nous renvoyons
a la these [P] ou a l'article [P-T] pour plus de détails. Nous verrons dans les
exemples suivants quelques-un de ces tissus, mais citons tout de méme le 5-tissu
d'une simplicité étonnante, donnée par ses feuilles W(z, y, z +y, z — y, 22 + y?)
et qui appartient a la famille décrite précédemment.

Les tissus exceptionnels n’ont pas été le theme de ce travail, mais ’écriture
de la connexion dans le cas des 5-tissus pourrait offrir une approche nou-
velle dans I’étude de ces tissus, dont il était nécessaire d’expliciter les relations
abéliennes pour montrer qu’ils sont bien de rang maximal.

En effet, le coefficient v qui représente 1’obstruction pour un 5-tissu de rang
maximal a étre algébrisable est connu. Son écriture provient d’un systeme de
Cramer comme nous ’avons vu dans le lemme 2.1 des polyndmes associés. Par
définition,

ap ai Gz a3 a4 as 0 0 0
0 a al a9 as aq as 0 0
0 0 ag a ay a3 a4 az O
0 0 0 apg a1 a2 a3 a4 as
0 0 bo by by b3 by bs  bg
0 5a0 4a1 3(12 2&3 aq 0 0 0
0 0 5ag 4a; 3as 2a3 a4 0 0
0 0 0 bag 4a1 3as 2a3 a4 O
0 0 0 0 5(10 4a1 Sag 2(13 aq
v =
ag aj as as a4 as 0 0 0
0 ag al as as a4 as 0 0
0 0 agp a1 ay a3 a4 az O
0 0 0 apg a1 a2 a3 a4 A5
Sag 4ai1 3as 2a3 a4 0 0 0 0
0 5&0 4a1 3a2 2a3 aq 0 0 0
0 0 bBag 4a; 3ae2 2a3 a4 0 0
0 0 0 5(1(] 4&1 3a2 2a3 ay4 0
0 0 0 0 5(10 4a1 3a2 2a3 ay
ou
b() = ay(ao) bl = 61((10) + Gy(cu)
by = 0z(a1) + Oy(az) bz = 0z(az) + 9y(a3)
by = 0z(a3) + Oy(as) bs = 0z(as) + 0y(as)

b6 = a:v(a5)

Cette écriture explicite assure 'effectivité des calculs que nous pouvons mener.
Ainsi le théoreme 1.5 nous permet de montrer la proposition suivante :
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Proposition 6.1. Soit W(5) un 5-tissu du plan présenté par une équation
différentielle a coefficients dans O de la forme :

F(z,y,y)=ao-(y)° +a1- () +az- ()2 +a3-())° +as-y +a5=0,

dont les coefficients de la courbure associée sont ki, ks, ks, kq, ks et kg dans une
base adaptée et soit vy le coefficient du terme de plus haut degré de Py ). On
a alors ’équivalence suivante :

i) Le 5-tissu est exceptionnel ;

i1) Les conditions explicites suivantes sont vérifiées :

ki=ke=ks=ky=ks =ks=0
2}17&060 '

Notons que ces systemes peuvent s’écrire en fonction des coefficients a; de
I’équation différentielle. Ainsi, ’étude des 5-tissus exceptionnels se rameéne a
I’étude d’un systeme de conditions différentielles, certes compliquées, qui résulte
de 'annulation des 6 coefficients de la courbure et d’une relation donnée par

’Ul#o.

6.3 Exemples

6.3.1 Le 5-tissu de Bol

Pour commencer cette série d’exemples, nous allons naturellement considérer
le 5-tissu de Bol B(5). La présentation du tissu qui nous avons choisie pour sa
simplicité est la suivante : on considere les 5 pentes

y—1 y+1 Yy
b1 = b2 = b3 =
x T r—1
i Y ) _y@® -+ 1)
YT rr b z(y? —a?2+1)

L’équation présentant le tissu sera
F(z,y,p) = (—2°y? —22°+ 2" +23+23y?) p°+ (=3 >+ 6yzt+5y° 2 — 5ya® —yz?) -pt
+(—=10y*z® + 3yte — & — 229? — 2° — 423y? + 102%9° + 223) - pB
+(10y°2% — y — 10y°2% — o5 + 3ya + 293 — 2ya? — 4932?) - p?
+(=5y8z — 323y — xy® + 5yt + 6ytx) - p+ oy — P2 + it — 205 + 4,
de discriminant
A=16(x+1—-9)° @ +1+y)x—1-y)°x —1+1y)%2%°.

Les invariants qui vont nous permettre d’écrire la matrice de connexion sont
d’une part la 1-forme a = Ajdz + Aady ou dans le cas présent

zy? ($2 —y? - 3)

Al:_2($+1_y)(:p+1+y)(—y+x—1)($—1+y)
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et
S 3aty? — ot = 3yta? — 52yt 4+ 227 —yt + 27 — 1

T a1y @+l+y) (—y+r—D)(z—1+y)y

ainsi que le polynéme —Pg5) dont les coefficients sont les suivants :

x? (;U4 —22y? — 222 + % + 1)
(x4 —222y2 — 222 + 9yt + 1 —2y2)y

v =2

(21:4 —22%y? — 322 +y? + 1) x
xt — 2029y — 222 + yt + 1 — 292
62ty? — 2t — 6yta? — 62%y? + 222 + 4t — 1

Vo = —

vs =2 (x4 —222y2 — 222 + 9yt + 1 —2y2)y
(2:E2y2 —m2—2y4—y2+1)x
= xt — 202y? — 222 + yt + 1 — 292
s (—22 +a22? —y' +1)y

ot — 22292 — 222 4yt + 1 — 292"
Remarquons que le coefficient v; est non nul. Le calcul de la matrice de
connexion

Y = Yadr + Yy dy

donne alors que

Yo Yie iz Vi s ’7{6—
-1 0 0 0 0 0

ui X i X i
Y32 733 Y34 V35 V36

-1 0 i 7 e
0O -1 0 0 0

Yz

o o o o

0 0 % %5 766

) v (—22 + %% — gt 4 297 + 1)
@+1-y)(e+1+y)(-y+z-1)(z-1+y)
2
(@+1-y)?@+1+y° (—y+z—-1)*(z—1+y)
+42y 2 448 — 1615 21— 2615 22 — 2 +-8y 28+ 325 — 7% —13y° — 1322+ 17y 2% —24/%)
dyx

T
71 =

NEy = 5 (5+9y* +4022y*+8y®2? — 14y z°

Vi = (=328 42+ 7yt 4z +92% —5yO
Pty @ty (y e - ) @ 14y)
—10 — 1622y% + 8y* + Ty% + 49?2 — ytat + 49522)
4
vy = 3 (34341228 —125y1 28 — 528445y

1=y’ (@+1+y° (—y+2-1)° @@ -1+p)’
+99229% — 101y'%22 + 88y®2? — 70y%25 + 268y z* + 112092 — 60y°
—208y52* 4+ 122¢%2% — 6% + 722490 — 26425¢% + 104y* 25 + 1225 — 422
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—18y2 . 48x10y4 + 32x10y6 o 323343/12 + 96.7363/10 . 963383/8 + 3y12 + 26y8x4
+186y%2° + 242212 — 5621y% — 228y 2% + 21625y° — 18510 4 4548)
4y
(@+1-y)(@+1+y)° (~y+z-1)° (@@ —1+y)
—42y* —6822y*+36y '22 — 112y 2242002 ° 226y 21 — 522109 + 2816 4-268y

N = = (—7+20y%2®+152y" 2 — 152"

+48y522 + 94t — 3224910 4 9620y® — 188y*a’® — 522 — 3242 + 282
+32219% — 24y82% — 1124525 — 128242 + 128y*2% — 96255 + 12210 — 74%)
4x
(+1-y)?@+1+y)°? (~y+2-1°@-1+y)
+428 — 4yt 4 23622y + 32y' 022 + 119822 + 68y%25 + 120y  z* — 4021042

3 (24+87y% 2% + 563128

r __
Y16 =

434454138y %24 —180y5 22 +1082* — 3224y 10 +9620y® —238y* 20 — 5420 —8542 —41y? 432210
—S&y%4 + 40y6x6 — 310:c4y2 + 50y4:172 — 963U8y6 + 3210 — ylo — 12y8)
Y (.’I]Qy2 _ y4 —9 4 3y2)
+1-y)(z+1+y)(—y+xz—-1)(x —1+y)
A z (—332 Taty? gt o 1)
(x+1-y)(@+1+y)(~y+z—-1)(z-1+y)
4y
@+1-9’@+1+y° (—y+z-1)°@—-1+y)’2
+35y 12141290 — 169521 — 2995 22 +- 5218y 2° — 222+ 1292 — 202192 +40y 22 —31/)
2
(z+1-9)* (@ +1+9)° (~y+z—-1)> (@ -1+y)
+36y4x4+39y6—32y6x4—16y6x2—5m4+16y4x6+3x6+x2+13y2—23:U4y2—19y4x2—12y8)
dyx
(z+1-9)? @+1+9)* (~y+az—1)>%(z—1+y)?
—8xt + 2727 — 55 — 18 — 2422y? + 232 + 8y%2® — 16y z* + 8y0z?)

V5o =4

T
V33 =

(—3—18y*—1722%y?+8y% 2% -3y

r __
Y34 =

Ve = 5 (1—41y* 342292 +16y5 22 —8y* 2"

V36 = (=25 —3a%y? + 9ya?

3zty? + 2t + 5a?y? — 3yte? — 222 £yt + 1 — 22
(z+1-y)(z+1+y)(-ytz-1)(z—-1+y)z
e y(3x4—3x2y2 — —2+2y2)

T T el @t ity (ytr—1)(z—1+y)

Vi = —2

. (3z* — 32?y* — 62° + y* + 3)

M T e 1y @1ty (yra-1) (@ —1+y)
&= v (@ -y +1) (v* - 1)

o @+1—y) (e+1+y) (-y+z—D(@@—1+y)z
RPN ST PSS

(z+1-y)lz+1+y)(-y+z-1)(z-1+y)
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x> (1:2 —y? — 3)

X
-9
T T e i — ) (r+ 14y (—yta—1) (x—1+y)
et B _
'Yi/l 7%2 7%3 ’711/4 'Ysz) 'Yilﬁ
0 Y35 Y33 Y31 Va5 Vag
1 0 0 0 0 0
Yy =
0 0 0 7 75 7is
O 1 0 0 0 0
L0 0 1 9% s s
ou
4 y(x4—x2y2—2:z2—1+y2)
1 (z+1-y)(z+1+y)(~y+z—1)(z—1+y)
—4yx
Ne = 5 (70'y? + y'a?

(+1-9)? (@ +1+y)° (~y+z—-1)>(@x—-1+y)
—3y5 — 528 + 82t + T2% + 4yt + 9y — 162%y® — 10 + 4y%2® — 8yta* + 4y6x2)
-2
(e +1-y?(@+1+y)°(~y+a-1)7(@-1+y)
—y 4402292 261200 +42y 2 +3y5 + 8100 — 144822492 — 16y 10425 — 1322 — 792 +1 722 —13y%22)
_4y
z+1-9)* @ +1+9)° (~y+z-1)> (@ -1+y)
—108y*—2362%y%+40y 022 —87y8 2 +180y 20 —120y*2* — 3221 09% + 5445+ 238y 2 — 68y 2

+4zt — 3224910 + 962518 — 138y*2® — 3425 + 4122 + 85y2 + 3221%* — 564°2*
—40y52% — 502192 + 310y 22 — 96235 + 219 — 3910 — 44®)
—4x
(@+1-9)’@+1+y° (—y+z -1 (z—1+y)
+728 — 94y* + 6822y% + 52y'%22 — 20082% — 48y%2C + 226y z* — 3621042
+52¢/% + 188y52* — 200522 + 422* — 3224y10 + 962%° — 268y22° — 282°
—2822+32y% 4322109 — 152080 +112y 020 — 128249 +128y* 22— 96235 — 12410 +15¢%)
—4
@+1-9)’(@+1+y° (—y+a-1)°@—-1+y)°y
—9922y% — 3212 — 24212y — 1191922 — 349822 — 122225 — 268y12*
+10120y2 —12¢% — 10452 + 70y %22 —452* + 4821y — 21625¢8 4208y * 25 4-602°
+322 2y 41822+ 412 — 72210y * — 962100 — 322510 +962.58 +125y5 2% — 1860 2.°
+2282%92 + 56ytz? + 264255 + 18210 + 548)
=y y(m4—x2y2—2m2—1+y2)
- (+1-y)(z+1+y) (~y+z—-1)(r—1+y)

5 (54 8y°z® — 22°

Yy o_
T3 =

v, = 5 (—24—11y%2%+88y" 2 +122°

Vs = S (T+112y%5 4 24y %2

Ve = (—3—88y2x®—26y12®— 452546y
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T (3:4 — 2%y? — 322 + 2)
r+l-y)(z+1+y)(~y+z—-1)(z-1+y)

733 - _4(

—4dyx
(z4+1-y9)?@+1+y)?(—y+z—1)>(x—-1+4y)

v o_
Y24 =

—y8 — 528 + 2322 — 8yt + 279% — 2422y — 18 + 8y%ab — 16y*2t + 8y52?)
—2

(1 +16y%2® — 122°
(@+1-y(@+1+y°(~y+ae-1)*@@-1+y)°

y
Y25 =

—5y* +3422y? — 16y%25 + 36y 2 + 3y° + 169°2* — 8y52? — 412* — 32y*2® + 392°
+1322 + 92 — 192%y% — 23y a?)

—4x

(—3+8y% a8 —328+5y*
(z4+1-9)?@+1+y)2 (—y+z—-1)*(x—-14y)1°y

v o_
V26 =

—1722y% =292 20435y 21 +8y 21— 3y 022 — 182 — 16y a0+ 1205 + 12202 — 2y % +4021y2 —20y4x2)

N (2% —y* +3) 2%y
MW e+1-y)@+1+y) (~y+z—-1)(z—1+y)

= (2* -y’ + 1) (2® - 1)
BT+l (z+1+y) (—y+z—1)(z—1+7)

x? (—y2+$2 - 1) (1”2_ 1)
r+l-y)(z+1+y)(~y+z-1)(z—-1+y)y

'726 :2(

y o (—x2 +32%y? — 3yt -3+ 6y2) Y
T e T o) @+l (—y+a—1) (@—1+y)

z (=222 + 32%y? — 3yt + y? + 2)
r+l-y)(@+1+y) (—y+z-1)(r-1+y)

7g5 :2(

o 3xy? — 2t — 3yta? — 5ar?y? 4+ 222 —yt 4+ 297 — 1
O @1y @+1+y) (—y+r—1)(z—1+y)y

La matrice de courbure de ce tissu est alors nulle puisque

K=dy+~yANy=0.

Ce tissu est donc bien de rang maximal, et exceptionnel puisque v; est non
nul. D’autre part, il est intéressant de remarquer que la matrice de connexion
n’est pas a poles simples mais que sa trace l’est. Le discriminant réduit est
donné par

A=@+l-y)@+l+y)@—1-y)(@—1+y)zy.

Le calcul des résidus pour le 5-tissu de Bol montre que sur chacune de ces six
droites, le résidu vaut —2.
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6.3.2 Un autre 5-tissu exceptionnel

Un des 5-tissu mis en évidence par Luc Pirio est particulierement simple.
Il est composé de 4 pinceaux de droites et d’un pinceau de cercles. Il s’agit du
5-tissu W(z,y,z + v, — y, 2% + y?) qui est un tissu rectifié, puisque l'une de
ses pentes est infinie. La méthode de calcul dans le cas d’un 5-tissu est alors la
meéme que celle que nous avons vue pour les 4-tissus.

-

Fi1G. 6.1 — Un 5-tissu de Pirio

Parmi les invariants que nous avons mis en évidence, la 1-forme « s’écrit ici

Y

RS

1
oa=——dr—2
x

Le polynome V' qui est 'opposé du polynome de linéarisation admet pour co-
efficients :

vy =0,

 y @+
T ey )

1)320,

(> +4)y
Vg ==,
(—2?y +y®)
et

’U5=0.
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6.3. EXEMPLES

La matrice de connexion de ce tissu est

n 0 0 0
342 — 2 22442
—dz y(<—yac2+y2)>d z((—wiy)?)dy —=dy
(z*+v%) (=32 +y%) 1
L e L 2y 4
’y:
0 —dx 0 Q%de — %dy
0 dy —dx 0
1 I2+ 2
o 0 dy —%dy
ou
(—33:2 + y2) (3y2 — xz)
N=— 3T T v dy.
z (-2 + y?) y (=22 +y?)

0

—x2 +y2

-2

-2

2

1
—x2 +y2

Y
—x2 +y2

dx

dx
0

dy

€T
12+y2

95

0

—Lady

zy

1
0 dx
(z2+y2)
w27+ )

0

dzx

1

On vérifie que ce tissu est bien de rang maximal, puisque sa courbure est
nulle. Ce tissu étant rectifié, le critére que nous avons rappelé dans le théoréme
6.1 n’est plus valide. Ainsi, le coefficient v; du polynéme de linéarisation est
nul, mais les expressions L; et Lo ne sont pas nulles. Elles correspondent a la
linéarisation du 4-tissu que I'on déduit du tissu rectifié, comme nous I’avons vu
dans la partie 3.5. Le fait qu’elles soient non nulles indique que le 4-tissu n’est
pas linéarisable, ce qui veut dire qu’il en est de méme du 5-tissu de Pirio. Ainsi

ce tissu est bien exceptionnel.

A nouveau, le calcul des résidus de ce tissu montre que sur chacune des

composantes irréductibles du discriminant réduit

A =zy(r —y)(r +y),

le résidu vaut —3.
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Résumé : Soit W(d) un d-tissu non singulier du plan implicitement présenté
par une équation différentielle F(z,y,y’) = 0, et de connexion associée (E, V).
De nouveaux invariants de WW(d) sont mis & jour ; en particulier, on montre que
(E, V) est entierement déterminé par la connaissance d’une 1-forme fondamen-
tale et du polynome de linéarisation du tissu.

Nous indiquons également comment la courbure de la connexion rend compte
de la linéarisation du tissu. En étudiant la trace de la courbure de la connexion,
on montre que le fibré déterminant de (F, V) est isomorphe au produit tensoriel
des fibrés en droites associés aux 3-tissus extraits. Nous donnons ensuite une
caractérisation géométrique des tissus de trace nulle, en généralisant la construc-
tion de I'hexagone de Thomsen. En outre, on présente un procédé explicite de
détermination du rang de W(d) pour d quelconque, & partir des seuls coeff-
icients de F'. En application, nous retrouvons des résultats connus en géométrie
des tissus, et indiquons des perspectives nouvelles, notamment pour 1’étude des
tissus exceptionnels.

Mots-Clés : Géométrie des tissus du plan; Equation différentielle ; Feuille-
tage analytique ; Systéme différentiel ; Théorie de Cartan-Spencer ; Connexion ;
Déterminant ; Courbure de Blaschke-Chern ; Hexagone de Thomsen.

Abstract : Let W(d) be a non singular planar d-web, implicitly presen-
ted by a differential equation F' and let (E,V) be the connection associated
to F. New invariants are updated ; In particular, we show that (E,V) is enti-
rely determined by a fondamental 1-form and the linearization polynome. We
notice that the connection gives informations about the linearization of the web.
Studying the trace of the curvature, we show that the determinant bundle of
(E,V) is isomorphic to the tensor product of the line bundles associated to
extracted 3-webs. We then give a generalisation of Thomsen’s construction of
the hexagon, related to the trace. We also give an explicit way of determination
of the rank of any d-web W(d). Some well known results in web geometry are
proven and we indicate some new perspectives, in particular for the study of
exceptional webs.

Key-Words : Planar webs geometry ; Differential equation ; Analytic folia-
tion ; Differential system ; Cartan-Spencer Theory; Connection ; Determinant ;
Blaschke-Chern curvature ; Thomsen Hexagon.



