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Je remercie le LAGA pour son accueil et, plus particulièrement, les membres de l’équipe de To-
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1.3.1 La catégorie Eq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3.2 La catégorie Edeg
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2.4.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.4.2 Propriétés de σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.4.3 Le foncteur σ est plein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5 Le foncteur ε : Tq → E
f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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3.2.1 Dualité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2.2 Le foncteur ι : F ↪→ Fquad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4 Les foncteurs isotropes de Fquad et la catégorie Fiso 59

4.1 Définition des foncteurs isotropes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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8.1.1 Les foncteurs différences de Fquad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
8.1.2 Définition des foncteurs polynomiaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

8.2 Etude des foncteurs polynomiaux de Fquad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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Introduction

Le but de cette thèse est de construire et d’étudier des catégories de foncteurs associées aux
espaces vectoriels munis de formes quadratiques non dégénérées.

Une des catégories de foncteurs qui a montré son importance au cours des dernières années est
celle des foncteurs allant de la catégorie Ef des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps
Fp dans la catégorie E de tous les Fp-espaces vectoriels, qu’on notera F(p). Une des propriétés
importantes de cette catégorie découle de son utilité dans l’étude de l’homologie stabilisée des
groupes linéaires dont on rappelle, dans la suite, les points fondamentaux. Une des motivations du
travail présenté ici est de construire une catégorie Fquad pouvant présenter des liens avec l’homologie
stable des groupes orthogonaux similaires à ceux existant entre F(p) et l’homologie stable des
groupes linéaires.

On note In : GLn(Fp) → GLn+1(Fp) l’inclusion induite par (Fp)
n ↪→ (Fp)

n ⊕ Fp. Un système
de coefficients pour (GLn(Fp)) est une suite de GLn(Fp)-modules Mn, munie de morphismes de
GLn(Fp)-modules

Fn : Mn → I∗nMn+1

où I∗nMn+1 est le module obtenu par restriction. Un système de coefficients fournit un système de
groupes d’homologie :

. . .→ Hk(GLn(Fp);Mn)→ Hk(GLn+1(Fp);Mn+1)→ . . . (1)

pour tout entier k.
En 1980, Dwyer montre dans [Dwy80] que, sous certaines conditions sur le système de coef-

ficients, on a stabilisation du système (1), c’est à dire qu’il existe un entier N(k) tel que, pour
tout entier n supérieur à N(k), le morphisme Hk(GLn(Fp);Mn) → Hk(GLn+1(Fp);Mn+1) est un
isomorphisme.

Une manière naturelle d’obtenir un système de coefficients pour les groupes GLn(Fp) est de
considérer un objet de F(p) évalué sur chacun des espaces F

n
p . Pour pouvoir considérer le cas parti-

culier de l’objet de F(p) qui associe à l’espace vectoriel F
n
p l’espace vectoriel HomE(P (Fnp ), Q(Fnp ))

où P et Q sont deux objets de F(p), il est indispensable d’avoir des rétractions aux inclusions
F
n
p ↪→ F

n+1
p . Pour ce système de coefficients, on obtient le morphisme :

Ext∗F(p)(P,Q)→ Ext∗
Fp[GLn(Fp)](P (Fnp ), Q(Fnp )) = H∗(GLn(Fp),HomE(P (Fnp ), Q(Fnp )))

induit par le foncteur d’évaluation sur F
n
p . Par la version cohomologique du théorème de Dwyer,

on obtient que les groupes Ext∗
Fp[GLn(Fp)](P (Fnp ), Q(Fnp )) se stabilisent pour des foncteurs P et Q

finis, c’est à dire admettant une série de composition finie dont les sous-quotients sont simples. On
note Ext∗

Fp[GL(Fp)](P,Q) la limite. En 1999, Suslin montre dans l’annexe de [FFSS99] que pour tous
foncteurs finis P et Q de F(p), l’application naturelle

Ext∗F(p)(P,Q)→ Ext∗
Fp[GL(Fp)](P,Q)
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est un isomorphisme. Ainsi, la détermination de certains groupes de cohomologie stable sont ramenés
à des calculs d’algèbre homologique dans la catégorie F(p) dans laquelle on possède des outils
puissants pour effectuer de tels calculs.

D’autres applications de la catégorie Fquad peuvent également être envisagées. En effet, rap-
pelons que la catégorie F(p) est reliée à plusieurs domaines de l’algèbre, dont plusieurs exemples
sont étudiés dans [FFPS03]. On s’attend donc à pouvoir transposer un certain nombre de ces
applications au cas orthogonal. Par exemple, la relation entre la catégorie F(p) et les modules in-
stables sur l’algèbre de Steenrod est très importante. Une des manières de relier la catégorie F(p)
à l’algèbre de Steenrod, adoptée par Kuhn dans [Kuh94a], est de regarder les HomF(p)(Γ

∗,Γ∗)
où Γn désigne la n-ième puissance divisée. A ce jour, nous n’avons pas d’analogue orthogonal de
l’algèbre de Steenrod reliée à la catégorie Fquad mais, une piste allant dans ce sens sera l’étude de
HomFquad

(ι(Γ∗)⊗ IsoV , ι(Γ
∗)⊗ IsoV ) où les foncteurs IsoV de Fquad et le foncteur ι : F(2)→ Fquad

sont introduits plus loin dans l’introduction.

Bien que les techniques développées dans cette thèse puissent également s’appliquer au cas des
corps Fp pour p impair, nous avons choisi de nous placer sur le corps F2 où la situation est plus
riche. En effet, contrairement à ce qui se passe en caractéristique différente de 2, la classification des
formes quadratiques sur le corps F2 n’est pas équivalente à celle des formes bilinéaires symétriques
et la forme associée est toujours alternée. De plus, seuls les espaces de dimension paire peuvent être
non dégénérés et, pour une dimension paire donnée, on a deux espaces non dégénérés qui ne sont
pas équivalents et qui sont distingués par l’invariant de Arf. Rappellons également que la cas de la
caractéristique 2 est d’une importance particulière en topologie.

Afin de construire la catégorie Fquad, on considère au chapitre 1 la catégorie Eq des espaces
quadratiques non dégénérés sur F2, dont les objets joueront, vis à vis de Fquad, le rôle des espaces
vectoriels de dimension finie dans la définition de F(2) rappelée précédemment. On constate que
tous les morphismes de Eq sont des monomorphismes ; par conséquent, afin de pouvoir considérer des
systèmes de coefficients du même type que ceux considérés pour F(2), à savoir (HomE(P (V ), Q(V )))
où V est un objet de Eq , il est nécessaire de rajouter formellement les projections orthogonales à
cette catégorie. Pour cela, on s’inspire de la construction de la catégorie des “spans” Sp(C) d’une
catégorie C munie de sommes amalgamées, introduite par Bénabou dans [Bén67] et dont on rappelle
la définition au chapitre 2. Dans cette construction, l’existence de sommes amalgamées est essentielle
à la définition de la composition des morphismes. Or, on montre que la catégorie Eq ne possède pas
de sommes amalgamées ce qui nous interdit d’appliquer, telle quelle, la construction de Bénabou.
Pour contourner cette difficulté, on définit au chapitre 1, la notion de pseudo-somme amalgamée
dans Eq. Cette définition utilise de manière essentielle la non dégénérescence des espaces et permet
de construire, au chapitre 2, la catégorie Tq des triplets de Eq, qui généralise la catégorie de Bénabou.
On remarquera que Eq ne possède pas non plus de produits fibrés, ce qui empêche l’utilisation d’une
construction duale de celle donnée par Bénabou.

La catégorie Fquad est définie au chapitre 3 comme étant la catégorie des foncteurs de Tq dans
la catégorie E de tous les F2-espaces vectoriels. Cette catégorie, par analogie avec les travaux de
[TW95], est la catégorie des foncteurs de Mackey généralisés sur Eq. On montre, dans ce même
chapitre, que la catégorie Fquad est abélienne, munie d’un produit tensoriel et d’un foncteur dualité
et a suffisamment de projectifs et d’injectifs. Le lemme de Yoneda fournit un ensemble de générateurs
projectifs de Fquad indexés par l’ensemble S des représentants des classes d’isométrie des espaces
quadratiques non dégénérés. Ces projectifs sont notés PV pour un élément V de S.

Afin d’avoir une bonne compréhension de la catégorie Fquad, on cherche à classifier ses objets
simples. Une première famille de foncteurs simples de Fquad est obtenue grâce au théorème suivant,
qui relie la catégorie Fquad à la catégorie F(2).

Théorème 1. Il existe un foncteur

ι : F(2) ↪→ Fquad

vérifiant les propriétés suivantes :
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1. ι est exact ;

2. ι est pleinement fidèle ;

3. ι(F ) est une sous-catégorie épaisse de Fquad ;

4. si S est un objet simple de F(2), ι(S) est un objet simple de Fquad.

Dans le chapitre 4, on étudie une famille particulière de foncteurs de Fquad, baptisés foncteurs
isotropes. L’étude de ces foncteurs nécessite l’introduction de la catégorie Edeg

q des espaces quadra-
tiques éventuellement dégénérés sur F2. Pour étudier les foncteurs isotropes, le cadre naturel est une
nouvelle catégorie de foncteurs, notée Fiso. Cette catégorie Fiso est reliée à la catégorie Fquad par
l’existence d’un plongement fidèle κ : Fiso → Fquad. La famille des foncteurs isotropes est indexée
par l’ensemble S ′ des représentants des classes d’isométrie des espaces quadratiques éventuellement
dégénérés et sont notés isoV dans Fiso et IsoV = κ(isoV ) dans Fquad, pour un élément V de S ′. Le
résultat essentiel de ce chapitre est la classification des foncteurs simples de Fiso énoncée dans le
théorème suivant, où on note O(V ) le groupe orthogonal de l’espace quadratique V .

Théorème 2. Pour V un objet de Edeg
q , le foncteur FV : F2[O(V )]−mod → Fiso défini par

FV (M) = isoV ⊗
F2[O(V )]

M , pour M un F2[O(V )]-module à gauche, vérifie les propriétés suivantes :

1. le foncteur FV est exact ;

2. si M est un F2[O(V )]-module simple, alors FV (M) est un objet simple de Fiso.

Comme le foncteur κ préserve les facteurs de composition, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3. Les foncteurs isotropes de Fquad sont finis.

Par exemple, si on considère les deux espaces quadratiques dégénérés (x, 0) et (x, 1), on déduit
du théorème précédent et du fait que les groupes orthogonaux O(x, 0) et O(x, 1) sont triviaux, le
résultat :

Corollaire 4. Les foncteurs isotropes Iso(x,0) et Iso(x,1) sont des objets simples de Fquad qui n’ap-
partiennent pas à ι(F(2))·

En considérant les deux espaces non dégénérés de dimension deux non isométriques, H0 et H1,
pour lesquels on a O(H0) = S2 et O(H1) = S3, on obtient :

Corollaire 5. 1. Le foncteur IsoH0 est indécomposable. On a la suite exacte courte non scindée :

0→ RH0 → IsoH0 → RH0 → 0

où RH0 est le foncteur obtenu à partir de la représentation triviale de O(H0).

2. Le foncteur IsoH1 se décompose sous la forme :

IsoH1 = FH1 ⊕ SH1 ⊕ SH1

où SH1 est le foncteur obtenu à partir de la représentation de Steinberg et où FH1 est un
foncteur indécomposable pour lequel on a la suite exacte courte non scindée :

0→ RH1 → FH1 → RH1 → 0

où RH1 est le foncteur obtenu à partir de la représentation triviale de O(H1).

Une des manières classiques d’obtenir une classification des objets simples d’une catégorie est
d’en décomposer les générateurs projectifs. Rappellons que, pour les catégoriesF(p), la décomposition
des projectifs obtenus par le lemme de Yoneda, notés PF

V pour V un objet de Ef dans le cas p = 2,
est obtenue par l’étude des représentations des anneaux d’endomorphismes de ces foncteurs. Une
des difficultés de la catégorie Fquad réside dans le fait que les anneaux d’endomorphismes des pro-
jectifs PV et leurs représentations ne sont pas bien compris. Afin de pouvoir étudier les projectifs
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de Fquad, on définit, au chapitre 5, une filtration par le rang des projectifs. Pour les projectifs
PH0 et PH1 on montre, par une étude explicite, que cette filtration se scinde. On en déduira les
décompositions suivantes de ces foncteurs, où apparaissent de nouveaux foncteurs de Fquad, appelés
foncteurs mixtes.

Théorème 6. 1. Le foncteur projectif PH0 admet la décomposition en somme directe suivante :

PH0 = ι(PF
F2

⊕2)⊕ (Mix0,1
⊕2 ⊕Mix1,1)⊕ IsoH0

où Mix0,1 et Mix1,1 sont deux foncteurs mixtes et IsoH0 est un foncteur isotrope.

2. Le foncteur projectif PH1 admet la décomposition en somme directe suivante :

PH1 = ι(PF
F2

⊕2)⊕Mix1,1
⊕3 ⊕ IsoH1

où Mix1,1 est un foncteur mixte et IsoH1 est un foncteur isotrope.

Les foncteurs mixtes ne sont ni des objets de F(2), ni des objets de Fiso ; ils font l’objet du
chapitre 6. Ces foncteurs sont des sous-foncteurs du produit tensoriel du projectif P F

F2
de F(2) et

d’un foncteur isotrope. La décomposition des deux foncteurs mixtes apparaissant dans le théorème
précédent fait apparâıtre deux familles infinies de nouveaux foncteurs simples de Fquad. Ce résultat
met en évidence le fait que, bien qu’on ait le diagramme de catégories suivant :

F(2)
� _

ι

��
Fiso

� � κ // Fquad

la classe des objets de Fquad n’est pas l’union disjointe des objets de F(2) et de Fiso. Ce diagramme
illustre également le fait que Fquad généralise la catégorie F(2) par le biais du foncteur ι et est
reliée aux groupes orthogonaux d’espaces quadratiques par le biais du foncteur κ.

Les décompositions des projectifs PH0 et PH1 en facteurs indécomposables fournissent plusieurs
résultats importants concernant la catégorie Fquad. On déduit du théorème 6 et de l’étude des
foncteurs mixtes que les foncteurs isotropes de Fiso ne sont pas tous projectifs dans Fquad. On a le
résultat suivant :

Théorème 7. 1. La couverture projective de Iso(x,0) (respectivement Iso(x,1)) est le foncteur
Mix0,1 (respectivement Mix1,1). En particulier, les foncteurs isotropes Iso(x,0) et Iso(x,1) ne
sont pas projectifs dans Fquad.

2. Les foncteurs isotropes IsoH0 et IsoH1 sont projectifs dans Fquad.

On déduit de ce théorème et de la proposition 3 le résultat suivant :

Proposition 8. La catégorie Fquad possède des objets projectifs finis non constants.

Ce résultat est d’une grande originalité comparé aux catégories F(p) où les seuls foncteurs
projectifs et finis sont les foncteurs constants. Une autre conséquence du théorème 6 et du corollaire
5 est la classification suivante des “petits” foncteurs simples de Fquad, donnée dans le résultat
suivant :

Proposition 9. Les classes d’isomorphisme de foncteurs simples de Fquad qui sont non nuls sur
au moins un des espaces H0 ou H1 sont :

ι(F2), ι(Λ
1), ι(Λ2), ι(S(2,1)), Iso(x,0), Iso(x,1), RH0 , RH1 , SH1

où RH0 , RH1 et SH1 sont les foncteurs simples introduits au corollaire 5.
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Dans le dernier chapitre, après avoir étendu la définition de foncteur polynomial de la catégorie
F(2) à la catégorie Fquad, on montre le théorème suivant :

Théorème 10. Les foncteurs finis et polynomiaux de Fquad sont dans l’image du foncteur ι :
F(2)→ Fquad.

La démonstration de ce théorème utilise de manière essentielle la classification donnée à la
proposition 9.
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Première partie

Préliminaires
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Chapitre 1

Formes quadratiques sur F2

Cette partie a pour vocation de rappeler les résultats concernant les formes quadratiques sur le
corps F2 qui nous seront essentiels par la suite.

Après avoir donné les définitions de base, on détermine la classification des formes quadratiques
non dégénérées puis des formes dégénérées. On introduit ensuite deux catégories : celle des espaces
quadratiques non dégénérés, qui n’admet ni produits fibrés, ni sommes amalgamées et celle des
espaces quadratiques dégénérés, qui admet des produits fibrés, mais pas de sommes amalgamées.
On définira alors la notion de pseudo-somme amalgamée aux propriétés similaires à la somme
amalgamée, l’universalité en moins. On termine en mentionnant quelques résultats sur la structure
des groupes orthogonaux pour les formes quadratiques non dégénérées.

Ce paragraphe s’inspire essentiellement de [Bro72] et [Pfi95] pour la classification, et de [Die71]
pour les groupes orthogonaux.

1.1 Définitions

Soit V un F2 espace vectoriel de dimension finie.

Définition 1.1.1. Une forme quadratique sur V est une fonction q : V −→ F2 telle que q(x+ y) +
q(x) + q(y) = B(x, y) est une forme bilinéaire.

Remarque 1.1.2. La définition précédente implique que q(0) = 0, en considérant le cas où x = y = 0.

Notation 1.1.3. La forme bilinéaire associée à la forme quadratique q sera notée Bq .
Un espace quadratique sera noté (V, qV ) ou (V, q) lorsqu’il sera nécessaire de spécifier la forme qua-
dratique ; dans le cas contraire, on le notera plus simplement V .

Définition 1.1.4. La dimension de la forme quadratique qV est la dimension de l’espace V sous-
jacent.

Lemme 1.1.5. La forme bilinéaire associée à une forme quadratique est alternée.

Démonstration. On déduit directement de la définition précédente queB(x, y) = B(y, x) etB(x, x) =
0.

Définition 1.1.6. Une isométrie entre deux espaces quadratiques (V, qV ) et (V ′, qV ′) est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels f : V → V ′ tel que : qV (v) = qV ′(f(v)) pour tout v dans V .

Notation 1.1.7. On écrira (V, qV ) ' (V ′, qV ′) et on dira que les deux formes sont équivalentes et
que les deux espaces sont isométriques.
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1.1. Définitions 18

Définition 1.1.8. 1. Le radical d’un espace V muni d’une forme bilinéaire B est donné par :

Rad(V,B) = {v ∈ V | ∀w ∈ V B(v, w) = 0}.

2. Une forme bilinéaire est non singulière si Rad(V,B) = 0.

3. Un espace quadratique (V, q) est non dégénéré si sa forme bilinéaire associée, Bq , est non
singulière.

4. Un espace quadratique (V, q) est totalement isotrope si Rad(V,Bq) = V .

Notation 1.1.9. Pour un espace quadratique (V, q), Rad(V,Bq) sera noté plus simplement Rad(V ).

Lemme 1.1.10. Si f : (V, qV )→ (V ′, qV ′) est une isométrie, alors f(Rad(V )) = Rad(V ′).

Définition 1.1.11. Soient deux espaces quadratiques (V, qV ) et (W, qW ). La somme orthogonale,
(V⊥W, qV⊥W ), de (V, qV ) et (W, qW ) est l’espace quadratique : (V ⊕W, qV⊕W ) où qV⊕W (v, w) :=
qV (v) + qW (w).

Proposition 1.1.12. Si V et W sont deux espaces quadratiques non dégénérés, alors V⊥W est
un espace non dégénéré.

On a le théorème suivant :

Théorème 1.1.13 (Théorème de Witt en caractéristique 2). [Pfi95]
Si (V, q)⊥(V1, q1) ' (V, q)⊥(V2, q2), où les trois espaces considérés sont non dégénérés, alors (V1, q1) '
(V2, q2).

Une conséquence importante du théorème de Witt, dont on se servira dans la suite, est donnée
dans le corollaire suivant.

Corollaire 1.1.14. Soient H et H ′ deux sous-espaces quadratiques non dégénérés d’un espace V
non dégénéré et f : H → H ′ une isométrie entre ces deux sous-espaces alors, il existe une isométrie
f : V → V rendant le diagramme suivant commutatif :

V
f // V

H
?�

OO

f
// H ′.

?�

OO

Démonstration. D’après les hypothèses, on a les décompositions suivantes : V ' H⊥H⊥ et V '
H ′⊥H ′⊥ où H⊥ (respectivement H ′⊥) est l’orthogonal de H (respectivement H ′) dans V . Comme
H ' H ′, on a, par le théorème de Witt, qu’il existe une isométrie g : H⊥ → H ′⊥. On vérifie alors
aisément que l’application :

f⊥g : H⊥H⊥ → H ′⊥H ′⊥

satisfait aux conditions de l’énoncé.

Enfin, on a le théorème suivant :

Théorème 1.1.15. [Pfi95]

1. Tout espace quadratique (V, qV ) admet une décomposition de la forme suivante :

V = U⊥Rad(V )

où U est non dégénéré.

2. Rad(V ) est une somme orthogonale d’espaces quadratiques de dimension un.
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1.2. Classification des espaces quadratiques 19

On verra plus loin que le théorème de Witt n’est plus valable pour les formes dégénérées. En
effet, pour un espace quadratique V , l’espace quadratique U du théorème précédent n’est pas unique,
bien que Rad(V ) le soit. Néanmoins, on a un résultat analogue au corollaire 1.1.14 pour les formes
quadratiques dégénérées.

Théorème 1.1.16. Soit V un espace quadratique non dégénéré, D et D′ des sous-espaces qua-
dratiques de V éventuellement dégénérés et f : D → D′ une isométrie entre ces deux sous-espaces
alors, il existe une isométrie f : V → V rendant le diagramme suivant commutatif :

V
f // V

D
?�

OO

f
// D′.

?�

OO

Démonstration. Pour une démonstration de ce résultat, on consultera [Bou59] §4, théorème 1.

Notation 1.1.17. L’espace quadratique de dimension un engendré par un x tel que q(x) = α sera
noté : (x, α).

Remarque 1.1.18. Avec la notation précédente, le deuxième point du théorème 1.1.15 devient :

Rad(V ) ' ⊥
i
(xi, αi).

1.2 Classification des espaces quadratiques

1.2.1 Classification des formes quadratiques non dégénérées

Le résultat principal de cette section est la proposition 1.2.10 qui donne la classification complète
des formes quadratiques non dégénérées.

On rappelle la classification des formes bilinéaires alternées non singulières. Pour cela, nous
avons besoin de la définition suivante :

Définition 1.2.1. Une base symplectique d’un espace muni d’une forme bilinéaire, est une base
B = {a1, b1, . . . an, bn} telle que B(ai, aj) = B(bi, bj) = 0 et B(ai, bj) = δi,j .

Lemme 1.2.2. Tout espace muni d’une forme bilinéaire alternée non singulière admet une base
symplectique.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 1.2.3. Un espace muni d’une forme quadratique non dégénérée est de dimension paire.

Dans un premier temps, on donne la classification des formes quadratiques non dégénérées de
dimension deux.

Remarque 1.2.4. Pour un espace quadratique non dégénéré de dimension deux, H , les données de
q(a) et q(b) pour une base symplectique {a, b} de H suffisent à déterminer la forme sur tout l’espace,
car, par la définition 1.1.1, on a :

q(a+ b) = q(a) + q(b) +B(a, b) = q(a) + q(b) + 1.

Définition 1.2.5. L’espace H0 est l’espace quadratique non dégénéré de dimension deux, de base
{a0, b0}, muni de la forme quadratique q0 suivante :

q0 : H0 → F2

a0 7−→ 0
b0 7−→ 0
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1.2. Classification des espaces quadratiques 20

et l’espace H1 est l’espace quadratique non dégénéré de dimension deux, de base {a1, b1}, muni de
la forme quadratique q1 suivante :

q1 : H1 → F2

a1 7−→ 1
b1 7−→ 1.

Remarque 1.2.6. Par la remarque 1.2.4 on a q0(a0 + b0) = 1 et q1(a1 + b1) = 1 .

Le lemme suivant est classique.

Lemme 1.2.7. Les formes quadratiques q0 et q1 ne sont pas équivalentes.

Lemme 1.2.8. Toute forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel de dimension deux
est équivalente soit à q0 soit à q1.

Démonstration. Pour un espace de dimension deux muni d’une forme bilinéaire alternée non sin-
gulière B, on a d’après le lemme 1.2.2 l’existence d’une base symplectique {a, b} telle que B(a, b) = 1
et B(a, a) = B(b, b) = 0.

Un calcul montre alors que les seules formes quadratiques compatibles avec B sont q0 et q1.

Pour obtenir la classification complète des formes quadratiques non dégénérées, nous avons
besoin du lemme fondamental suivant :

Lemme 1.2.9. Les espaces H0⊥H0 et H1⊥H1 sont isométriques.

Démonstration. Une base symplectique de H0⊥H0 sera notée :

Vect(a0, b0)⊥Vect(a′0, b
′
0)

et une base de H1 ⊥ H1 sera notée

Vect(a1, b1)⊥Vect(a′1, b
′
1).

On a l’isométrie suivante entre H0⊥H0 et H1⊥H1 :

f : H0⊥H0 −→ H1⊥H1

a0 7→ a1 + a′1
b0 7→ b1 + a′1
a′0 7→ a1 + b1 + a′1 + b′1
b′0 7→ a1 + b1 + b′1

On obtient la classification suivante :

Proposition 1.2.10. 1. Les espaces quadratiques H⊥m
0 et H

⊥(m−1)
0 ⊥ H1 ne sont pas isométriques.

2. Soit (V, qV ) un espace quadratique de dimension 2m, où m est un entier naturel non nul, V

est isométrique soit à H⊥m
0 , soit à H

⊥(m−1)
0 ⊥ H1.

Démonstration. Ce résultat s’obtient en appliquant le lemme précédent et le lemme 1.2.8 et en
utilisant l’invariant de Arf, dont on rappelle la définition au paragraphe suivant, pour montrer que

les deux espaces H⊥m
0 et H

⊥(m−1)
0 ⊥ H1 ne sont pas isométriques.

Notation 1.2.11. Dans toute la suite, une base symplectique de H⊥m
0 sera notée :

Vect(a0, b0)⊥Vect(a′0, b
′
0)⊥Vect(a′′0 , b

′′
0)⊥Vect(a

(3)
0 , b

(3)
0 )⊥ . . .⊥Vect(a

(m−1)
0 , b

(m−1)
0 )

et une base de H
⊥(m−1)
0 ⊥ H1 sera notée

Vect(a0, b0)⊥Vect(a′0, b
′
0)⊥Vect(a′′0 , b

′′
0)⊥Vect(a

(3)
0 , b

(3)
0 )⊥ . . .⊥Vect(a

(m−2)
0 , b

(m−2)
0 )⊥Vect(a1, b1).
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1.2. Classification des espaces quadratiques 21

1.2.2 Invariants

On définit dans cette section trois invariants pour les espaces quadratiques. Le premier, l’inva-
riant de Arf, n’est défini que pour les espaces quadratiques non dégénérés et permet de distinguer,
en une dimension donnée, les deux espaces obtenus à la section précédente. Les deux autres inva-
riants sont définis pour les espaces éventuellement dégénérés et nous seront utiles dans la section
suivante pour classifier les espaces quadratiques dégénérés.

Définition 1.2.12 (Invariant de Arf). [Bro72] [Pfi95] Soient (V, qV ) un espace quadratique non
dégénéré de dimension 2m et ai, bi avec i = 1, . . .m une base symplectique de V . L’invariant de Arf
est donné par :

Arf(q) =

n
∑

i=1

q(ai)q(bi) ∈ F2

Proposition 1.2.13. [Pfi95] L’invariant de Arf est indépendant du choix de la base précédente.

Proposition 1.2.14. [Pfi95] On a Arf(q0) = 0, Arf(q1) = 1, Arf(mq0) = 0 et Arf(q1+(m−1)q0) =
1.

Par conséquent, pour une dimension donnée, l’invariant de Arf détermine complètement q, à
une isométrie près.

Définition 1.2.15 (Invariants ν0 et ν1). Soit (V, qV ) un espace quadratique éventuellement dégénéré,
les invariants ν0 et ν1 sont donnés par :

ν0(V, qV ) = Card{v ∈ (V, qV ) | qV (v) = 0} ∈ N,

ν1(V, qV ) = Card{v ∈ (V, qV ) | qV (v) = 1} ∈ N.

Lemme 1.2.16. 1. ν0 et ν1 sont invariants par isométrie.

2. On a la relation suivante :
ν0(V ) + ν1(V ) = 2dim(V )

Proposition 1.2.17. On a la relation suivante :

ν1(V ⊥W ) = ν1(V )ν0(W ) + ν0(V )ν1(W )

Démonstration. Soit v + w un élément de V⊥W . On a la relation q(v + w) = q(v) + q(w) (car
B(v, w) = 0) dont on déduit : q(v + w) = 1 si et seulement si (q(v) = 1 et q(w) = 0) ou (q(v) = 0
et q(w) = 1). Il suffit alors de déterminer les cardinaux des ensembles correspondants.

Corollaire 1.2.18. Soit V un espace dégénéré tel que V ' Rad(V )⊥U alors

ν1(V ) = ν1(Rad(V ))ν0(U) + ν0(Rad(V ))ν1(U).

Proposition 1.2.19. Pour tout entier n supérieur ou égal à 1, on a :

ν1(H
⊥n
0 ) = 22n−1 − 2n−1

ν1(H
⊥(n−1)
0 ⊥H1) = 22n−1 + 2n−1.

Démonstration. Pour H0 et H1, on utilise directement la définition de ces espaces pour obtenir :
ν1(H0) = 1 et ν1(H1) = 3.

Pour H⊥n
0 ,

ν1(H
⊥n
0 ) = ν1(H

⊥(n−1)
0 ⊥H0)

= ν1(H
⊥(n−1)
0 )ν0(H0) + ν0(H

⊥(n−1)
0 )ν1(H0) (par la proposition 1.2.17)

= ν1(H
⊥(n−1)
0 )(22 − ν1(H0)) + (22(n−1) − ν1(H

⊥(n−1)
0 ))ν1(H0) (par le lemme 1.2.16)

= 2ν1(H
⊥(n−1)
0 ) + 22(n−1) (en utilisant ν1(H0) = 1)
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On en déduit, par récurrence, la valeur de ν1(H
⊥n
0 ) donnée par l’énoncé.

Pour ν1(H
⊥(n−1)
0 ⊥H1) on effectue un calcul similaire qui utilise ν1(H1) = 3.

On déduit de cette proposition le résultat suivant :

Proposition 1.2.20. Soient V et V ′ deux espaces quadratiques non dégénérés, alors V ' V ′ si et
seulement si ν1(V ) = ν1(V

′).

1.2.3 Classification des formes quadratiques dégénérées

Une des particularités de la caractéristique 2 est que la partie non dégénérée d’une forme qua-
dratique n’est pas unique à isométrie près, en général, comme le montre l’exemple H0⊥(x, 1) '
H1⊥(x, 1). Ainsi, le théorème de Witt (Théorème 1.1.13) n’est plus valable pour les formes dégénérées.
Néanmoins, on peut donner une classification de ces formes quadratiques.

Théorème 1.2.21. 1. Soit V un espace totalement isotrope de dimension r, V est isométrique
soit à (x, 0)⊥r, soit à (x, 1)⊥r.

2. Soient V ' Rad(V )⊥U et V ' Rad(V )⊥U ′ deux décompositions de V . Si Rad(V ) ' (x, 0)⊥r

pour r ≥ 0, alors U ' U ′.

3. Soient U et U ′ deux formes non dégénérées de même dimension, alors pour tout r > 0,
U⊥(x, 1)⊥r ' U ′⊥(x, 1)⊥r.

Pour démontrer le deuxième point du théorème, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.2.22. Pour V un espace quadratique dégénéré tel que V ' U⊥(x, 0)⊥r, on a ν1(V ) =
2rν1(U).

Démonstration. On a ν1((x, 0)⊥r) = 0. En appliquant le corollaire 1.2.18 à l’espace V on obtient :
ν1(V ) = ν0(Rad(V ))ν1(U) = 2rν1(U).

Démonstration du théorème. 1. On sait, d’après le théorème 1.1.15 que Rad(V ) est une somme
orthogonale d’espaces de dimension un, d’où V ' Rad(V ) ' (x1, α1)⊥(x2, α2) . . . (xr, αr). Si
pour tout i, αi = 0 on a Rad(V ) ' (x, 0)⊥r. S’il existe un indice i pour lequel αi = 1, quitte à
réordonner, on peut supposer que i = 1 et que la décomposition précédente s’écrit sous la forme
Rad(V ) ' (x1, 1)⊥(x2, 1)⊥ . . . (xl, 1)⊥(xl+1, 0)⊥ . . .⊥(xr, 0). Or, on a l’isométrie suivante :

f : (x1, 1)⊥(x2, 1)⊥ . . . (xl, 1)⊥(xl+1, 0)⊥ . . .⊥(xr, 0) −→ (y1, 1)⊥ . . .⊥(yr, 1)

pour i = 1 . . . l, f(xi) = yi,
pour i = l + 1 . . . r, f(xi) = yi + x1.

2. On a, ν1(V ) = 2rν1(U) et ν1(V ) = 2rν1(U
′), par le lemme 1.2.22 dont on déduit que ν1(U) =

ν1(U
′). On conclut à l’aide de la proposition 1.2.20 que U ' U ′.

3. Si U ' U ′, le résultat est clair. Sinon, d’après la classification des formes quadratiques non

dégénérées, on peut supposer que U ' H⊥k
0 et U ′ ' H

⊥(k−1)
0 ⊥H1. Il suffit de considérer le

cas r = k = 1. On définit une isométrie f de H0⊥(x, 1) sur H1⊥(x, 1) de la manière suivante :

la restriction de f à (x, 1) est l’identité,

sur le facteur H0 ' Vect(a0, b0), f est défini par :

f(a0) = a1 + x

f(b0) = b1 + x

On vérifie aisément que ceci définit bien une isométrie.
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1.3 Les catégories Eq et Edeg
q

1.3.1 La catégorie Eq

Définition 1.3.1. Une application linéaire f entre deux espaces quadratiques V et W conserve la
forme quadratique, si pour tout v de V , on a :

qW (f(v)) = qV (v).

L’application f conserve la forme bilinéaire associée si, pour tous v et w de V, on a :

BqV
(v, w) = BqW

(f(v), f(w)).

Définition 1.3.2. Soit Eq la catégorie dont les objets sont les F2-espaces vectoriels de dimension
finie munis d’une forme quadratique non dégénérée et dont les morphismes sont les applications
linéaires qui conservent la forme quadratique.

Proposition 1.3.3. Une application de Eq conserve la forme bilinéaire associée à la forme qua-
dratique.

Démonstration. Soit f : V →W un morphisme de Eq :

BqW
(f(x), f(y)) = qW (f(x)+f(y))+qW (f(x))+qW (f(y)) = qV (x+y)+qV (x)+qV (y) = BqV

(x, y)

La première et la troisième égalité viennent de la définition de forme quadratique sur F2, la deuxième
provient de la conservation, par f , de la forme quadratique.

Remarque 1.3.4. La réciproque du résultat précédent est fausse sur F2, contrairement à ce qui se
passe dans le cas de corps de caractéristique nulle ou dans le cas de Fp pour p impair. En effet, les
espaces H0 et H1 ne sont pas isométriques alors qu’ils ont la même forme bilinéaire associée.

Proposition 1.3.5. Tout morphisme de Eq est un monomorphisme.

Démonstration. Soit f un morphisme de Eq . Supposons qu’il existe un élément v non nul, tel
que f(v) = 0 ; comme q est non dégénérée, il existe un élément w vérifiant B(v, w) = 1. Mais
on a B(f(v), f(w)) = B(0, f(w)) = 0 ce qui est en contradiction avec la proposition 1.3.3. Par
conséquent, tout morphisme de Eq est une application linéaire injective, ce qui entrâıne le résultat.

Remarque 1.3.6. Soit f un élément de HomEq
(V,W ). En notant V ′ l’orthogonal de f(V ) dans W , on

a f(V )∩V ′ = {0} par un argument analogue à celui donné dans la démonstration de la proposition
précédente. Par conséquent, on peut décomposer W en f(V )⊥V ′, ce qui permet de montrer que f
s’écrit de manière unique, à isométrie près, comme la composée α ◦ i où α est une isométrie et i est
l’inclusion canonique V ↪→ V⊥V ′. Les espaces V et f(V ) étant isométriques, on les identifiera dans
la suite et on écrira, plus simplement,

f : V → V⊥V ′.

Une des différences importantes entre la catégorie Eq et celle des espaces vectoriels E est donnée
par le lemme suivant :

Lemme 1.3.7. Pour V un objet non nul de Eq, l’application diagonale ∆ : V → V ⊕ V définie
par ∆(v) = (v, v) n’induit pas un morphisme V → V⊥V dans Eq.

Démonstration. D’après la classification des formes non dégénérées et la proposition 1.2.19, on a
l’existence, dans tout espace V non dégénéré et non nul, d’un élément v tel que qV (v) = 1. Or,

qV⊥V (∆(v)) = qV⊥V (v, v) = qV (v) + qV (v) = 0
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Ce lemme aura pour conséquence importante que Eq n’admet pas de sommes amalgamées.
Cependant, afin de pallier l’absence d’applications diagonales dans Eq, on pourra parfois utiliser

le morphisme appelé : application trigonale, défini dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.8. Pour V un objet de Eq, l’application trigonale Θ : V → V ⊕ V ⊕ V définie
par Θ(v) = (v, v, v) induit un morphisme V → V⊥V⊥V dans Eq.

Démonstration. On a l’égalité suivante :

qV⊥V⊥V (Θ(v)) = qV⊥V⊥V (v, v, v) = qV (v) + qV (v) + qV (v) = qV (v)

sur F2.

Proposition 1.3.9. La catégorie Eq n’admet pas de produits fibrés.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe du fait que la partie non dégénérée d’une forme
quadratique n’est pas unique.
En effet, considérons les deux éléments suivants de HomEq

(H0⊥H0, H0⊥H0⊥H0) :

f : H0⊥H0 −→ H0⊥H0⊥H0

a0 7→ a0

b0 7→ b0
a′0 7→ a′0 + a′′0
b′0 7→ b′0 + a′′0

et

g : H0⊥H0 −→ H0⊥H0⊥H0

a0 7→ a0

b0 7→ b0
a′0 7→ a′0 + b′′0
b′0 7→ b′0 + b′′0

Supposons que Eq admette des produits fibrés et notons X le produit fibré de f et g. Comme
l’objet X appartient à Eq, il est de dimension paire.
L’espace X est de dimension au plus quatre car, pour un espace Y de dimension supérieure à quatre,
HomEq

(Y,H0⊥H0) = 0.
L’espaceX ne peut pas être de dimension quatre, car f(H0⊥H0)∩g(H0⊥H0) ' (Vect(a0, b0), q0)⊥(a′0+
b′0, 1) ' (Vect(a0 + a′0 + b′0, b0 + a′0 + b′0), q1)⊥(a′0 + b′0, 1) est un espace de dimension trois.
L’espaceX ne peut pas être de dimension deux, car on a les deux diagrammes commutatifs suivants :

H0

i1

��

i1 // H0⊥H0

g

��
H0⊥H0

f
// H0⊥H0⊥H0

(où i1 est l’inclusion dans le premier facteur)
et

H1

i

��

i // H0⊥H0

g

��
H0⊥H0

f
// H0⊥H0⊥H0

avec i : H1 −→ H0⊥H0

a1 7→ a0 + a′0 + b′0
b1 7→ b0 + a′0 + b′0.

Or, HomEq
(H0, H1) = HomEq

(H1, H0) = 0 puisque ces deux espaces sont non isométriques.

Proposition 1.3.10. La catégorie Eq n’admet pas de sommes amalgamées.
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Démonstration. Raisonnons par l’absurde, considérons un espace non dégénéré et non nul V , et
notons i le morphisme de {0} dans V . Par hypothèse, on a l’existence d’une somme amalgamée,
notée X , du diagramme :

{0}

i

��

i // V

g

��
V

f
// X

ce qui fournit des morphismes de V dans X .
Etant donné que le diagramme suivant est commutatif dans Eq :

{0}

i

��

i // V

Id

��
V

Id
// V,

on a, par l’universalité de la somme amalgamée, l’existence d’un morphisme de Eq de X dans V .
Or, on sait par la proposition 1.3.5, que les morphismes de Eq sont des monomorphismes, par
conséquent, X ' V .
De plus, on a le diagramme commutatif suivant dans Eq :

{0}

i

��

i // V

i1

��
V

i2
// V⊥V,

dont on déduit l’existence d’un morphisme de Eq, f : V → V⊥V rendant commutatif le diagramme
suivant :

{0}

i

��

i // V

��
i2

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

V //

i1 ((RRRRRRRRRRRRRRR V
f

""E
EEEEEEE

V⊥V

ce qui fournit une contradiction, puisque les deux triangles du diagramme précédent ne peuvent
pas être commutatifs simultanément, en l’absence de l’application diagonale dans Eq donnée par le
lemme 1.3.7.

1.3.2 La catégorie Edeg
q

Définition 1.3.11. Soit Edeg
q la catégorie dont les objets sont les F2-espaces vectoriels de dimension

finie munis d’une forme quadratique (éventuellement dégénérée), et dont les morphismes sont les
monomorphismes linéaires qui conservent la forme quadratique.

On peut donner une version du lemme 1.3.7 pour les espaces dégénérés sous la forme suivante :

Lemme 1.3.12. Soit V un objet de Edeg
q , tel que la forme qV est non nulle. L’application diagonale

∆ : V → V⊥V définie par ∆(v) = (v, v) n’est pas un morphisme de Edeg
q .

Proposition 1.3.13. La catégorie Edeg
q admet des produits fibrés.
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Démonstration. Soient V,W etX des objets de Edeg
q , f un élément de HomEdeg

q
(V,X) et g un élément

de HomEdeg
q

(W,X). On note X1 = f(V ) ∩ g(W ). L’espace X1 est un sous-espace quadratique de X

et f−1(X1) ' g−1(X1) ' X1, ce qui donne la commutativité du diagramme :

X1

��

// W

g

��
V

f
// X

On vérifie aisément que X1 définit bien le produit fibré.

Notation 1.3.14. Dans la suite, le produit fibré sera noté : V ×
X
W .

Proposition 1.3.15. La catégorie Edeg
q n’admet pas de sommes amalgamées.

Démonstration. La démonstration est l’adaptation de celle de la proposition 1.3.10 au cas non
dégénéré, en utilisant le lemme 1.3.12.

Les deux catégories construites précédemment sont reliées par le résultat suivant :

Proposition 1.3.16. La catégorie Eq est une sous-catégorie pleine de Edeg
q .

1.3.3 Pseudo-somme amalgamée

Le but de cette section est de définir une manière de compléter les diagrammes du type

A

��

// W

X

dans Eq, ayant certaines propriétés similaires aux sommes amalgamées, mais ne vérifiant pas la
propriété d’universalité.

Définition 1.3.17. Soit C une catégorie. On dit que C admet des pseudo-sommes amalgamées si,
pour tout couple de morphismes de C : A→ B et A→ C, il existe un choix de complétion du carré
suivant :

A

��

// C

��

B // B⊥
A
C

rendant ce carré commutatif, et vérifiant les axiomes suivants :

1. B⊥
A
C ' C⊥

A
B

2. Si A ' A′ alors B⊥
A
C ' B⊥

A′
C

3. Si C ' C ′ alors B⊥
A
C ' B⊥

A
C ′

4. Associativité
(B⊥

A
C)⊥

D
E ' B⊥

A
(C⊥

D
E)
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5. Unité
A⊥
A
B ' B

6. Compatibilité avec la composition
Pour un morphisme C → C ′, B⊥

A
C ′ ' (B⊥

A
C)⊥

C
C ′

Pour deux morphismes B → B′ et C → C ′,
(B′⊥

A
C) ⊥

B⊥
A
C
(B⊥

A
C ′) ' B′⊥

A
C ′.

Ces deux conditions correspondent à la commutativité des différents carrés du diagramme
suivant :

A //

��

C //

��

C ′

��

B //

��

B⊥
A
C //

��

B⊥
A
C ′

��

B′ // B′⊥
A
C // B′⊥

A
C ′

De plus, si C possède un objet initial 0, C est une catégorie symétrique monöıdale pour le produit
suivant :

C × C // C

(H,K) // H⊥
0
K

La fonctorialité découle des axiomes de compatibilité et d’unité dans C, la symétrie découle de
l’axiome 1 et la structure monöıdale de l’axiome 6.

Remarque 1.3.18. Dans le cas où la catégorie C est munie de sommes amalgamées, ceci revient à
faire un choix de somme amalgamée pour tout diagramme A← X → B.

Proposition 1.3.19. La catégorie Eq admet des pseudo-sommes amalgamées.

Démonstration. Soient V
f
−→W et V

g
−→ X deux morphismes de Eq. Par la décomposition des mor-

phismes de Eq donnée à la suite de la proposition 1.3.5 , on a :

V
f
−→W ' V⊥V ′ et V

g
−→ X ' V⊥V ′′.

On a alors un choix unique, à isométrie près, de complétion donné par le diagramme suivant :

V

g

��

f // W ' V⊥V ′

��

X ' V⊥V ′′ // V⊥V ′⊥V ′′ ' X⊥
V
W

On vérifie aisément que les six axiomes de la définition 1.3.17 sont satisfaits.

Remarque 1.3.20. La peudo-somme amalgamée n’est pas universelle comme le montre l’exemple
suivant :

{0}

��

// V

Id

��
V

Id
// V.
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Ce diagramme est commutatif, or V ⊥
{0}
V = V⊥V et HomEq

(V⊥V, V ) = ∅ puisque tout morphisme

de Eq est un monomorphisme d’après 1.3.5.

On termine cette section avec un résultat important reliant les notions de pseudo-somme amal-
gamée dans Eq et celle de produit fibré dans Edeg

q . Cette proposition jouera un rôle fondamental
dans la section 2.4 et dans le chapitre 4.

Proposition 1.3.21. Soient V , W et X des objets de Eq et V
f
−→W , V

g
−→ X deux morphismes de

Eq. On a :
X ×

X⊥
V
W
W ' V

où − ×
A
− désigne le produit fibré dans Edeg

q au dessus de A et −⊥
A
− désigne la pseudo-somme

amalgamée dans Eq au dessus de A.

Démonstration. Le résultat découle facilement des définitions de pseudo-somme amalgamée dans
Eq et de produit fibré dans Eq

deg.

Remarque 1.3.22. La preuve du résultat précédent utilise de manière essentielle le fait que les
morphismes de Edeg

q sont des monomorphismes. En effet, dans une catégorie abélienne A munie
d’un produit fibré × et d’une somme amalgamée ⊕, on a l’existence d’un épimorphisme de A dans
B ×
B⊕

A
C
C pour A, B et C des objets de A mais cette application n’est pas un monomorphisme en

général.

1.3.4 Classes d’isométrie de Edeg
q

On détermine dans cette section, le nombre de classes d’isométrie de formes quadratiques de
dimension n dans Obj(Edeg

q ).

Proposition 1.3.23. Le nombre de classes d’isométrie d’objets de Edeg
q de dimension 2n est 3n+1

et de dimension 2n+ 1 est 3n+ 2.

Démonstration. • Pour un espace V de dimension 2n.
On décompose V en U⊥Rad(V ). Les espaces V et U étant de dimension paire, on en déduit que
Rad(V ) est de dimension paire.

– Si Rad(V ) = 0 (i.e. V est un espace quadratique non dégénéré), on a, d’après la proposition

1.2.10 deux espaces non isométriques, H⊥n
0 et H

⊥(n−1)
0 ⊥ H1.

– Si dim(Rad(V )) = 2k pour k = 1 . . . n − 1, on déduit du théorème 1.2.21, qu’il existe trois
espaces non isométriques vérifiant ces conditions :

·H
⊥(n−k)
0 ⊥(x, 0)⊥2k

·H
⊥(n−k)
0 ⊥(x, 1)⊥2k ' H

⊥(n−k−1)
0 ⊥H1⊥(x, 1)⊥2k

·H
⊥(n−k−1)
0 ⊥H1⊥(x, 0)⊥2k

– Si dim(Rad(V )) = 2n (i.e. Rad(V ) ' V ), on a, d’après le 1- du théorème 1.2.21 deux espaces
non isométriques : (x, 0)⊥(2n) et (x, 1)⊥(2n).

On en déduit, qu’il existe 2 + 3× (n− 1) + 2 = 3n+ 1 espaces non isométriques de dimension
2n dans Edeg

q .
• Pour un espace V de dimension 2n+ 1.

On décompose V en U⊥Rad(V ). V étant de dimension impaire et U de dimension paire, on en
déduit que Rad(V ) est de dimension impaire.

– Si dim(Rad(V )) = 2k+1 pour k = 0 . . . n−1, on déduit du 2- du théorème 1.2.21, qu’il existe
trois espaces non isométriques vérifiant ces conditions :

·H
⊥(n−k)
0 ⊥(x, 0)⊥(2k+1)

·H
⊥(n−k)
0 ⊥(x, 1)⊥(2k+1) ' H

⊥(n−k−1)
0 ⊥H1⊥(x, 1)⊥(2k+1)

·H
⊥(n−k−1)
0 ⊥H1⊥(x, 0)⊥(2k+1)
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– Si dim(Rad(V )) = 2n + 1 (i.e.Rad(V ) ' V ), on a, d’après le 1- du théorème 1.2.21 deux
espaces non isométriques : (x, 0)⊥(2n+1) et (x, 1)⊥(2n+1).

On en déduit, qu’il existe 3n+ 2 espaces non isométriques de dimension 2n+ 1 dans Edeg
q .

1.4 Les groupes orthogonaux

1.4.1 Pour les formes quadratiques non dégénérées

On rappelle dans ce paragraphe quelques résultats figurant dans [Die71].

Définition 1.4.1. Le groupe symplectique Spn(F2) est l’ensemble des applications linéaires f ,
d’un espace de dimension n muni d’une forme bilinéaire alternée non singulière, noté (V,B), sur
lui-même, qui conservent la forme bilinéaire, i.e. vérifiant :

B(v, w) = B(f(v), f(w))

pour tous v et w dans V .

Proposition 1.4.2. L’ensemble des isométries d’un espace quadratique non dégénéré (V, qV ), de
dimension n, forme un sous-groupe du groupe symplectique Spn(F2).

Démonstration. On déduit de la proposition 1.3.3 que toute isométrie est une transformation sym-
plectique.

Définition 1.4.3. Le groupe orthogonal sur F2 associé à la forme quadratique qV et noté O(qV )
est le groupe des isométries de (V, qV ).

Notation 1.4.4. Dans la suite, nous utiliserons la notation standard (voir la classification des groupes
finis dans l’ATLAS [CCN+85]) pour désigner les groupes orthogonaux sur F2.
Ainsi, pour V de dimension 2n :
- si Arf(V)=0, O(qV ) sera noté O+

2n O
+
2n

- si Arf(V)=1, O(qV ) sera noté O−
2n O

−
2n

Les groupes orthogonaux interviennent dans l’étude de Eq par le biais du résultat suivant, qui
est une conséquence directe de la proposition 1.3.5.

Proposition 1.4.5. On a :
EndEq

(V, qV ) = O(qV ).

L’ordre des groupes orthogonaux est donné par la proposition suivante :

Proposition 1.4.6. [Die71]

|Sp2n(F2)| = 2n
2

(22 − 1)(24 − 1) . . . (22n − 1)

|O+
2n| = 2n(n−1)+1[(22 − 1)(24 − 1) . . . (22(n−1) − 1)](2n − 1)

|O−
2n| = 2n(n−1)+1[(22 − 1)(24 − 1) . . . (22(n−1) − 1)](2n + 1).

Dieudonné donne dans [Die71], un système de générateurs des groupes orthogonaux différents
de O+

4 .

Définition 1.4.7. Une transvection orthogonale est une isométrie ta définie par ta(x) = x+ B(x,a)
q(a) a

pour un élément a vérifiant q(a) 6= 0.

Proposition 1.4.8. [Die71] Soit V un espace quadratique non dégénéré différent de H0⊥H0. Toute
isométrie de V est un produit de transvections orthogonales.
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1.4. Les groupes orthogonaux 30

Voici la description des premiers groupes orthogonaux :

Proposition 1.4.9. On a :
O+

2 = O(qH0 ) ' S2

O−
2 = O(qH1 ) ' S3

O+
4 = O(qH0⊥H0) ' (S3 × S3) o S2

O−
4 = O(qH0⊥H1) ' S5

O+
6 = O(qH0⊥H0⊥H0) ' S8

où Sn est le groupe symétrique sur n lettres.

1.4.2 Pour les formes quadratiques dégénérées

Les groupes orthogonaux pour les espaces dégénérés peuvent être définis de la même manière
que dans le cas non dégénéré.

La proposition suivante donne la description de certains groupes orthogonaux dans le cas
dégénéré :

Proposition 1.4.10. O(x, 0) = O(x, 1) = {Id}
O((x, 1)⊥(x, 1)) ' S2

O((x, 1)⊥3) ' S4

O((x, 0)⊥n) ' GLn(F2)
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Chapitre 2

Catégories de triplets et cotriplets

Dans ce chapitre, après avoir rappelé la construction de Bénabou des catégories Sp(D) (respec-
tivement CoSp(D)) associées à une catégorie D admettant des produits fibrés (respectivement des
sommes amalgamées), on adapte cette construction au cas des catégories des espaces quadratiques
Eq et Edeg

q . Ainsi, on définit la catégorie Tq qui jouera un rôle central dans la construction de la
catégorie Fquad donnée au chapitre suivant et la catégorie Sq qui nous servira d’outil pour classifier
une sous-classe importante d’objets simples de la catégorie Fquad.

2.1 La catégorie Sp(D) de Bénabou

2.1.1 Définition

On rappelle dans cette section la construction donnée par Bénabou dans [Bén67] de la catégorie
Sp(D) associée à une catégorie D convenable.

Définition 2.1.1. Soit D une catégorie admettant des produits fibrés. La catégorie Sp(D) est
définie de la manière suivante :

1. les objets de Sp(D) sont ceux de D ;

2. soient A et B deux objets de Sp(D), HomSp(D)(A,B) est la classe d’équivalence des dia-
grammes de la forme [A ← D → B] où D est un objet de D, pour la relation d’équivalence
qui identifie les deux diagrammes [A← D → B] et [A← D′ → B] s’il existe un isomorphisme
de D sur D′ rendant commutatif le diagramme :

D

~~}}
}}

}}
}}

  A
AA

AA
AA

A

'

��

A B

D′

``AAAAAAA

>>}}}}}}}}

3. la composition est définie comme suit : pour des morphismes T1 = [A ← D → B] et T2 =
[B ← D′ → C], on définit

T2 ◦ T1 = [A← D ×
B
D′ → C].

L’associativité de la composition est une conséquence de l’associativité du produit fibré et l’unité

est donnée par la classe du diagramme [A
Id
←− A

Id
−→ A].

31
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2.1. La catégorie Sp(D) de Bénabou 32

Notation 2.1.2. Un diagramme du type [A← D → B] sera parfois écrit sous la forme :

D //

��

B

A

ce qui nous permettra d’obtenir la composition de deux diagrammes à partir du diagramme en
escalier suivant :

D ×
B
D′ //

��

D′ //

��

C

D

��

// B

A

Remarque 2.1.3. 1. Nous avons conservé ici la notation originale de Bénabou, pour qui Sp(D)
est la catégorie des “spans” de D.

2. On notera les similitudes qui existent entre cette construction et la généralisation de la
construction Q de Quillen donnée par Fiedorowicz et Loday dans [FL91].

Exemple 2.1.4. D’après la proposition 1.3.13, on sait que la catégorie Edeg
q admet des produits

fibrés. Par conséquent, la catégorie Sp(Edeg
q ) est définie.

Dualement, Bénabou donne la définition suivante :

Définition 2.1.5. Soit D une catégorie admettant des sommes amalgamées. La catégorie CoSp(D)
est la catégorie des “cospans” de D, qui est définie par la construction duale.

Proposition 2.1.6. On a l’équivalence de catégories suivante :

CoSp(D) ' Sp(Dop).

2.1.2 Propriétés de Sp(D)

La première propriété de Sp(D) est l’existence de deux foncteurs de D dans Sp(D), l’un covariant,
et l’autre contravariant.

Définition 2.1.7 (Foncteurs L et R ). 1. Le foncteur L : D → Sp(D) est défini sur les objets
par L(C) = C et sur les morphismes par :

L(f) := [C
Id
←− C

f
−→ D]

pour C et D deux objets de D et f un élément de HomD(C,D).

2. Le foncteur R : Dop → Sp(D) est défini sur les objets par R(C) = C et sur les morphismes
par :

R(f) := [D
f
←− C

Id
−→ C]

pour C et D deux objets de D et f un élément de HomD(C,D).

La fonctorialité de L et R découle des propriétés des produits fibrés.
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2.2. La catégorie Tq des triplets sur Eq 33

Ces deux foncteurs nous permettent de décomposer les morphismes de Sp(D) comme l’énonce la
proposition suivante.

Proposition 2.1.8 (Décomposition des morphismes). Un morphisme de Sp(D) représenté par le

diagramme [A
g
←− D

h
−→ B] est obtenu par la composition suivante :

[A
g
←− D

h
−→ B] = L(h) ◦R(g).

Démonstration. L’énoncé découle directement de la définition de la composition et de l’identification
D ×

D
D ' D.

Les deux foncteurs L et R définis précédemment sont reliés par un foncteur transposition de
Sp(D) dont on donne la définition et les propriétés.

Définition 2.1.9 (Transposition). Le foncteur transposition, tr : Sp(D)op → Sp(D) est le foncteur
défini sur les objets par tr(D) = D et sur les morphismes par :

tr(f) = tr([E ← X → D]) = [D ← X → E],

pour D et E des objets de Sp(D)op et f un élément de HomSp(D)op(D,E).

Proposition 2.1.10. 1. Le foncteur transposition est involutif.

2. Le diagramme suivant est commutatif : D
L //

Rop

##G
GGGGGGGG Sp(D)

trop

��
Sp(D)op.

2.2 La catégorie Tq des triplets sur Eq

On a vu à la section 1.3.1 que la catégorie des espaces quadratiques non dégénérés Eq n’admet
ni produits fibrés, ni sommes amalgamées ; par conséquent, aucune des deux constructions Sp et
CoSp définies à la section précédente ne sont valables pour Eq. Cependant, nous allons généraliser
la construction de Bénabou au cas de Eq, en utilisant la notion de pseudo-somme amalgamée et en
identifiant plus de morphismes.

2.2.1 La catégorie T̂q

Dans la construction de Bénabou de la catégorie CoSp(D) pour une catégorie D admettant des
sommes amalgamées, la propriété d’universalité de la somme amalgamée ne joue aucun rôle. On
peut donc faire une construction similaire à partir des pseudo-sommes amalgamées.

Définition 2.2.1. La catégorie T̂q est définie de la manière suivante :

1. les objets de T̂q sont ceux de Eq ;

2. soient V et W deux objets de T̂q , HomT̂q
(V,W ) est la classe d’équivalence des diagrammes de

la forme [V → X ← W ] où X est un objet de Eq , pour la relation d’équivalence qui identifie
les deux diagrammes [V → X ←W ] et [V → X ′ ←W ] si il existe un isomorphisme de X sur
X ′ rendant commutatif le diagramme :

X

'

��

V

>>}}}}}}}}

  A
AA

AA
AA

A W

aaCCCCCCCC

}}||
||

||
||

X ′
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2.2. La catégorie Tq des triplets sur Eq 34

3. la composition est définie comme suit : pour T1 = [V → X1 ← W ] et T2 = [W → X2 ← Y ],
on définit

T2 ◦ T1 = [V → X1⊥
W
X2 ← Y ].

L’associativité de cette composition est une conséquence de l’associativité et de la compatibilité

de la pseudo-somme amalgamée dans Eq et l’unité est donnée par la classe du triplet [V
Id
−→ V

Id
←− V ],

et découle de l’ axiome d’unité de la pseudo-somme amalgamée dans Eq .

Notation 2.2.2. Un diagramme du type [V → X ← W ] sera appelé triplet de V dans W et sera,
parfois, écrit sous la forme :

W

��
V // X,

ce qui nous permettra d’obtenir la composition de deux triplets à partir du diagramme en escalier
suivant :

Y

��
W //

��

X2

��

V // X1
// X1⊥

W
X2

2.2.2 La catégorie Tq

La catégorie Tq est obtenue à partir de T̂q en identifiant certains des morphismes de T̂q .

Définition 2.2.3. La relation R sur HomT̂q
(V,W ) pour V et W des objets de T̂q , est définie de

la manière suivante : pour T1 = [V → X1 ← W ] et T2 = [V → X2 ← W ], deux éléments de
HomT̂q

(V,W ), T1RT2 si et seulement si il existe un morphisme α de Eq rendant commutatif le

diagramme suivant :

W

��

��1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

V //

((PPPPPPPPPPPPPPP X1

α

!!B
BB

BB
BB

B

X2

On note ∼ la relation d’équivalence engendrée sur HomT̂q
(V,W ) par R.

Lemme 2.2.4. La loi de composition de T̂q induit une loi de composition :

◦ : HomT̂q
(V,W )/ ∼ ×HomT̂q

(U, V )/ ∼→ HomT̂q
(U,W )/ ∼ .

Démonstration. On vérifie que, si T1RT2, alors (T3◦T1)R(T3◦T2) par les propriétés d’associativité et
de compatibilité de la pseudo-somme amalgamée dans la catégorie Eq , appliquées aux diagrammes :
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2.2. La catégorie Tq des triplets sur Eq 35

Z

��
W //

��

��0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 Y

��3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

V //

''OOOOOOOOOOOOOOO X1

  @
@@

@@
@@

@

X2
// X2⊥

W
Y

et

Z

��
W //

��

Y

��

V // X1
//

!!C
CC

CC
CC

CC
C

X1⊥
W
Y

&&LLLLLLLLLL

X2
// X2⊥

X1

(X1⊥
W
Y );

de même, on montre : si T3RT4 alors (T1 ◦ T3)R(T1 ◦ T4).

La composition des triplets étant bien définie sur les classes d’équivalence d’après le lemme
précédent, on peut passer au quotient pour définir :

Définition 2.2.5. La catégorie Tq est la catégorie dont les objets sont ceux de Eq, et pour deux
objets V et W , HomTq

(V,W ) = HomT̂q
(V,W )/ ∼.

Par construction, les deux catégories T̂q et Tq sont reliées par la proposition suivante :

Proposition 2.2.6. Il existe un foncteur plein et essentiellement surjectif de T̂q dans Tq.

2.2.3 Propriétés de Tq

Remarque 2.2.7. On ne s’intéresse dans ce paragraphe qu’aux propriétés de la catégorie Tq , qui est
la catégorie essentielle permettant de définir Fquad. Néanmoins, on notera que les propriétés 2.2.9,
2.2.10 et 2.2.13, qui sont les propriétés duales de celles données à la section 2.1.2, pour Sp(D), sont
également valables pour T̂q alors que les propriétés 2.2.16 et 2.2.20 sont spécifiques à Tq . Quant aux
propriétés 2.2.14 et 2.2.22, qui utilisent des propriétés spécifiques aux espaces quadratiques, elles
sont également valables pour T̂q sans l’être, de manière générale pour Sp(D).

Notation 2.2.8. On écrira [V → X ←W ] le morphisme de Tq représenté par la classe du diagramme
V →W ←W .

Définition 2.2.9 (Foncteurs L et R ). 1. Le foncteur L : Eq → Tq est défini sur les objets par
L(V ) = V et sur les morphismes par :

L(f) := [V
f
−→W

Id
←−W ]

pour V et W deux objets de Eq et f un élément de HomEq
(V,W ).
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2.2. La catégorie Tq des triplets sur Eq 36

2. Le foncteur R : Eq
op → Tq est défini sur les objets par R(V ) = V et sur les morphismes par :

R(f) := [W
Id
−→W

f
←− V ]

pour V et W deux objets de Eq et f un élément de HomEq
(V,W ).

La fonctorialité de L et R découle de la propriété d’unité des pseudo-sommes amalgamées de
Eq .

Ces deux foncteurs nous permettent de décomposer les morphismes de Tq comme l’énonce la
proposition suivante.

Proposition 2.2.10 (Décomposition des morphismes). Un morphisme de Tq représenté par le dia-

gramme [V
g
−→ X

h
←−W ] est obtenu par la composition suivante :

[V
g
−→ X

h
←−W ] = R(h) ◦ L(g).

Démonstration. L’énoncé découle directement de la définition de la composition.

Une conséquence de cette proposition qui nous sera très utile par la suite, est donnée dans le
corollaire suivant. On rappelle que les foncteurs R et L ont été défini à la définition 2.2.9.

Corollaire 2.2.11. Pour A une catégorie, une fonction d’objets F : Ob(Tq) → Ob(A) et une
fonction de flèches F : MorTq

(V,W ) → MorA(F (V ), F (W )) définissent un foncteur F : Tq → A si
et seulement si :

1. F ◦ L : Eq → A est un foncteur.

2. F ◦R : Eq
op → A est un foncteur.

3. F (L(f)) ◦ F (R(g)) = F (L(f) ◦R(g)).

Démonstration. En décomposant les morphismes de Tq grâce à la proposition 2.2.10, on obtient que
F : Tq → A est un foncteur si et seulement si :

1. F ◦ L : Eq → A est un foncteur.

2. F ◦R : Eq
op → A est un foncteur.

3. F (L(f)) ◦ F (R(g)) = F (L(f) ◦R(g))

4. F (R(f ′)) ◦ F (L(g′)) = F (R(f ′) ◦ L(g′))

or, la dernière condition est triviale par définition de la composition des morphismes de Tq , d’où le
résultat.

Les deux foncteurs L et R définis précédemment sont reliés par un foncteur transposition de Tq ,
dont on donne la définition et les propriétés.

Définition 2.2.12 (Transposition). Le foncteur transposition, tr : Tq
op → Tq , est défini sur les

objets par tr(V ) = V et sur les morphismes par :

tr(f) = tr([V → X ←W ]) = [W → X ← V ],

pour V et W des objets de Tq
op et f un élément de HomTq

op(W,V ).

Proposition 2.2.13. 1. Le foncteur transposition est involutif.

2. Le diagramme suivant est commutatif : Eq
L //

Rop

!!C
CC

CC
CC

C
Tq

trop

��
Tq
op.
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2.2. La catégorie Tq des triplets sur Eq 37

La propriété suivante nous sera très utile dans la partie III concernant les projectifs de Fquad.

Proposition 2.2.14. Pour un morphisme de Tq représenté par le diagramme [V
g
−→ X

h
←− W ], il

existe un objet W ′ de Tq et un morphisme α de HomEq
(V,W⊥W ′) tel que [V

g
−→ X

h
←−W ] = [V

α
−→

W⊥W ′ iW←−−W ] où iW est l’inclusion canonique.

Démonstration. Ce résultat découle directement de la remarque faite après la proposition 1.3.5 et
de la définition de la relation d’équivalence sur HomTq

(V,W ).

Remarque 2.2.15. Un morphisme T de HomTq
(V,W ) admet un représentant de la forme [V

α
−→

W⊥W ′ iW←−−W ], où iW est l’inclusion canonique.

Proposition 2.2.16. Soit f : V → W un morphisme de la catégorie Eq, on a la relation suivante
dans Tq :

R(f) ◦ L(f) = [V
Id
−→ V

Id
←− V ] = IdV

c’est à dire R(f) est une rétraction de L(f).

Démonstration. Par définition de la composition, on a

[W
Id
−→ W

f
←− V ] ◦ [V

f
−→W

Id
←−W ] = [V

f
−→W

f
←− V ]

Or, on a le diagramme commutatif suivant :

V

Id

��
f

��0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

V
Id

//

f
''PPPPPPPPPPPPPP V f

  A
AA

AA
AA

A

W

dont on déduit l’énoncé, par définition de Tq .

On donne dans la suite, la définition d’un espace caractérisant un morphisme de HomTq
(V,W ).

Définition 2.2.17. Soit T = [V
g
−→ X

h
←−W ], un triplet représentant un morphisme de HomTq

(V,W ),
l’espace engendré par T est le plus petit espace quadratique D, éventuellement dégénéré, tel qu’on
ait un diagramme commutatif de la forme

W

β

��
h

��0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

V
α //

g

((PPPPPPPPPPPPPPP D γ

  B
BB

BB
BB

B

X

où α, β et γ sont des morphismes de Edeg
q .

Notation 2.2.18. On notera 〈〈T 〉〉 l’espace engendré par le triplet T .

Remarque 2.2.19. Pour T = [V
g
−→ X

h
←− W ], 〈〈T 〉〉 est isomorphe au sous-espace g(V ) + h(W ) de

X .
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2.2. La catégorie Tq des triplets sur Eq 38

Proposition 2.2.20. Soient T et T ′ deux triplets tels que T = T ′ dans HomTq
(V,W ), alors 〈〈T 〉〉 '

〈〈T ′〉〉.

Démonstration. Par définition de la relation d’équivalence, il suffit de démontrer que, pour deux
triplets T et T ′, tels que TRT ′ on a 〈〈T 〉〉 ' 〈〈T ′〉〉.

Par définition d’espace engendré par un triplet, on a les deux diagrammes commutatifs suivants :

W

β

��
h

��2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2

V
α //

g

((RRRRRRRRRRRRRRRRR 〈〈T 〉〉
γ

""D
DD

DD
DD

D

X

et

W

β′

��
h′

��3
3

3
3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3
3

3

V
α′

//

g′

))RRRRRRRRRRRRRRRRRR 〈〈T ′〉〉
γ′

""F
FF

FF
FF

F

X ′

et, par définition de la relation R, on a l’existence d’un morphisme α de Eq rendant commutatif le
diagramme suivant :

W

h

��
h′

��1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

V
g //

g′ ((QQQQQQQQQQQQQQQ X
α

!!C
CC

CC
CC

C

X ′.

En considérant le diagramme

W

β

��

h

��2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2

h′

��7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

7
7

V
α //

g

((RRRRRRRRRRRRRRRRR

g′

&&MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM 〈〈T 〉〉

""D
DD

DD
DD

D

X

  B
BB

BB
BB

B

X ′

on déduit de la minimalité de 〈〈T ′〉〉, l’existence d’un morphisme dans Edeg
q de 〈〈T ′〉〉 dans 〈〈T 〉〉,

rendant le diagramme correspondant commutatif. Puis, par minimalité de 〈〈T 〉〉 pour le triplet

[V
g
−→ X

h
←−W ], on obtient que 〈〈T 〉〉 ' 〈〈T ′〉〉.

Cette proposition justifie l’introduction de la notation suivante :
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Notation 2.2.21. Pour un morphisme f de HomTq
(V,W ), on notera 〈〈f〉〉 la classe d’isométrie de

l’espace engendré par un des triplets le représentant.

Proposition 2.2.22 (Somme orthogonale). Il existe un foncteur ⊥ : Tq × Tq → Tq défini sur les
objets par :

⊥(V,W ) = V⊥W

et sur les morphismes par :

⊥([V
f
−→ X

g
←−W ], [V ′ f ′

−→ X ′ g′

←−W ′]) = [V⊥V ′ f⊥f ′

−−−→ X⊥X ′ g⊥g′

←−−−W⊥W ′]

Démonstration. Le point essentiel de la démonstration est de vérifier que ⊥ est bien défini ; en
effet, si T1 et T2 sont des triplets équivalents, pour tout triplet T on a T1⊥T ∼ T2⊥T et T2⊥T ∼
T1⊥T .

Le résultat suivant donne les propriétés du foncteur ⊥.

Proposition 2.2.23. Le foncteur ⊥ vérifie les propriétés suivantes :

1. ⊥ est symétrique, c’est à dire qu’il vérifie les relations :

V⊥W 'W⊥V,

pour tous objets V et W de Tq et
T1⊥T2 ' T2⊥T1

pour T1 = [V1 → X1 ←W1] et T2 = [V2 → X2 ←W2] deux triplets ;

2. ⊥ est associatif, c’est à dire que le diagramme suivant est commutatif :

Tq × Tq × Tq
⊥×Id //

Id×⊥

��

Tq × Tq

⊥

��
Tq × Tq

⊥
// Tq ;

3. l’objet 0 de Tq est l’unité du foncteur ⊥, c’est à dire qu’il vérifie :

0⊥V = V.

2.3 La catégorie Sq des cotriplets à sommets dans Eq

L’objectif de cette section est d’introduire une sous-catégorie de Sp(Edeg
q ) qui nous permettra

de construire à la section 4.2 la catégorie Fiso à l’aide de laquelle on obtiendra une classification
d’une sous-classe importante de foncteurs simples de la catégorie Fquad.

2.3.1 Définition de Sq

La catégorie Sp(Edeg
q ) a été définie au 2.1.4. En relation avec la catégorie Tq , où seuls les espaces

quadratiques non dégénérés sont considérés, il est naturel de définir la catégorie suivante :

Définition 2.3.1. La catégorie Sq est la sous-catégorie pleine de Sp(Edeg
q ) dont les objets sont ceux

de Eq.

Notation 2.3.2. On appellera cotriplet de V dans W , un diagramme du type [V ← D → W ] que
l’on écrira, parfois, sous la forme :

D //

��

W

V.

Remarque 2.3.3. Le point essentiel de cette définition est que l’espace D du cotriplet précédent peut
être un espace dégénéré, alors que V et W ne le sont pas.
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2.3. La catégorie Sq des cotriplets à sommets dans Eq 40

2.3.2 Propriétés de Sq

La catégorie Sq étant une sous-catégorie pleine de Sp(Edeg
q ), certaines des propriétés énoncées

au paragraphe 2.1.2 restent valables pour Sq .

Définition 2.3.4 (Foncteurs L et R ). 1. Le foncteur L : Eq → Sq est défini sur les objets par
L(V ) = V et sur les morphismes par :

L(f) := [V
Id
←− V

f
−→W ]

pour V et W deux objets de Eq et f un élément de HomEq
(V,W ).

2. Le foncteur R : Eq
op → Sq est défini sur les objets par R(V ) = V et sur les morphismes par :

R(f) := [W
f
←− V

Id
−→ V ]

pour V et W deux objets de Eq
op et f un élément de HomEq

op(V,W ).

Les deux foncteurs L et R définis précédemment sont reliés par un foncteur transposition de Sq
dont on donne la définition et les propriétés.

Définition 2.3.5 (Transposition). Le foncteur transposition, tr : Sq
op → Sq est défini sur les objets

par tr(V ) = V et sur les morphismes par :

tr(f) = tr([V ← D →W ]) = [W ← D → V ],

pour V et W des objets de Sq
op et f un élément de HomSq

op(V,W ).

Proposition 2.3.6. 1. Le foncteur transposition est involutif.

2. Le diagramme suivant est commutatif : Eq
L //

Rop

!!B
BB

BB
BB

B
Sq

trop

��
Sq
op

Remarque 2.3.7. La propriété 2.1.8 concernant la décomposition des morphismes n’est plus valable
dans Sq étant donné que l’espace D du cotriplet C = [V ← D →W ] peut être un espace dégénéré.

De même que pour Tq , on montre :

Proposition 2.3.8 (Somme orthogonale). Il existe un foncteur ⊥ : Sq × Sq → Sq défini par :

⊥(V,W ) = V⊥W

et

⊥([V
f
←− X

g
−→W ], [V ′ f ′

←− X ′ g′

−→W ′]) = [V⊥V ′ f⊥f ′

←−−− X⊥X ′ g⊥g′

−−−→W⊥W ′]

Proposition 2.3.9. Le foncteur ⊥ vérifie les propriétés suivantes :

1. ⊥ est symétrique, c’est à dire qu’il vérifie les relations :

V⊥W 'W⊥V,

pour tous objets V et W de Tq et

C1⊥C2 = C2⊥C1

pour C1 = [V1 ← D1 →W1] et C2 = [V2 ← D2 →W2], deux cotriplets ;
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2.4. Le foncteur σ : Tq → Sq 41

2. ⊥ est associatif, c’est à dire que le diagramme suivant est commutatif :

Sq × Sq × Sq
⊥×Id //

Id×⊥

��

Sq × Sq

⊥

��
Sq × Sq

⊥
// Sq

3. l’objet 0 de Sq vérifie :
0⊥V = V.

2.4 Le foncteur σ : Tq → Sq

Les propriétés formelles de Tq données à la section 2.2.3 et celles de Sq données en 2.3.2, sont
très similaires. On cherche donc, dans cette section, à étudier les relations qui existent entre ces
deux catégories par le biais de l’analyse du foncteur σ qu’on définit au paragraphe suivant.

2.4.1 Définition

Proposition 2.4.1. Il existe un foncteur σ : Tq → Sq défini sur les objets par :

σ(V ) = V

pour un objet V de Tq et sur les morphismes par :

σ([V → X ←W ]) = [V ← V ×
X
W →W ].

Remarque 2.4.2. La démonstration de ce résultat repose essentiellement sur la proposition 1.3.21
qui relie la pseudo-somme amalgamée dans Eq et le produit fibré dans Edeg

q .

Démonstration. On vérifie aisément, par la définition du produit fibré, que σ est défini sur les classes
de morphismes de Tq .

Vérifions que σ est bien un foncteur. D’après le corollaire 2.2.11, il suffit de vérifier les trois
points suivants :

1. σ ◦ L : Eq → A est un foncteur.

2. σ ◦R : Eq
op → A est un foncteur.

3. σ(L(f)) ◦ σ(R(g)) = σ(L(f) ◦R(g))

Par définition du produit fibré, on a :

σ(R(g)) = σ([X
Id
−→ X

g
←−W ]) = [X

g
←−W

Id
−→W ] (2.1)

et

σ(L(f)) = σ([V
f
−→ X

Id
←− X ]) = [V

Id
←− V

f
−→ X ] (2.2)

On en déduit facilement les deux premiers points à démontrer. Pour le dernier point, on a d’une
part, d’après la proposition 1.3.21 :

σ([V
f
−→ X

Id
←− X ] ◦ [W

Id
−→W

h
←− V ]) = σ([W →W⊥

V
X ← X ])

= [W ←W ×
W⊥

V
X
X → X ] = [W ← V → X ]

et, d’autre part :

σ([V
f
−→ X

Id
←− X ]) ◦ σ([W

Id
−→W

h
←− V ]) = [V

Id
←− V

f
−→ X ] ◦ [W

h
←− V

Id
−→ V ] = [W

h
←− V

f
−→ X ]

d’où le résultat.
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2.4.2 Propriétés de σ

Proposition 2.4.3 (Compatibilité avec la somme orthogonale). Soient T1 et T2 deux triplets de
Tq. Alors,

σ(T1⊥T2) = σ(T1)⊥σ(T2).

Démonstration. Pour T1 = [V1 → X1 ← W1] et T2 = [V2 → X2 ← W2], on a, par la propriété
universelle du produit fibré

(V1 ×
X1

W1)⊥(V2 ×
X2

W2) = (V1⊥V2) ×
X1⊥X2

(W1⊥W2)

dont on déduit l’énoncé de la proposition.

Proposition 2.4.4 (Commutation entre σ et le foncteur transposition).
Le diagramme suivant est commutatif :

Tq
op σ //

tr

��

Sq
op

tr

��
Tq σ

// Sq

Démonstration. Ceci est une conséquence directe des définitions.

2.4.3 Le foncteur σ est plein

Pour montrer la plénitude de σ, nous aurons besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.4.5. Soient D un espace totalement isotrope de dimension r qui se décompose sous
la forme

D = (x1, ε1)⊥ . . .⊥(xr, εr)

où εi ∈ {0, 1}, H un espace quadratique non dégénéré et f un élément de HomEq
deg(D,H). Alors,

il existe des éléments k1, . . . , kr de H et un espace quadratique H ′ non dégénéré tels que

H = Vect(f(x1), k1)⊥ . . .⊥Vect(f(xr), kr)⊥H
′

et B(f(xi), ki) = 1 où B est la forme bilinéaire sous-jacente.

Démonstration. Pour démontrer le résultat, on effectue une récurrence sur la dimension r de l’espace
D.

Pour r = 1, on a f : (x1, ε1) → H et f(x1) = h1. Comme H est, par hypothèse, non dégénéré
il existe un élément k1 dans H tel que B(h1, k1) = 1. L’espace K = Vect(h1, k1) est alors un
sous-espace non dégénéré de H , d’où H = K⊥K⊥.

Supposons qu’on ait le résultat pour r = n. Soient (x1, . . . , xn, xn+1) des vecteurs linéairement
indépendants et f : (x1, ε1)⊥ . . .⊥(xn, εn)⊥(xn+1, εn+1)→ H . Par restriction, on a

f ◦ i : (x1, ε1)⊥ . . .⊥(xn, εn)→ H

et par l’hypothèse de récurrence, on a l’existence de k1, . . . , kn dans H tels que :

H = (f(x1), k1)⊥ . . . (f(xn), kn)⊥H ′.

On décompose f(xn+1) selon cette base sous la forme

f(xn+1) = Σni=1(αif(xi) + βiki) + h′
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2.4. Le foncteur σ : Tq → Sq 43

où αi et βi sont des éléments de {0, 1} et h′ est un élément de H ′. Comme f conserve la forme
quadratique et donc la forme bilinéaire associée, on a βi = B(f(xn+1), f(xi)) = B(xn+1, xi) = 0
pour tout i. D’où

f(xn+1) = Σni=1αif(xi) + h′ (2.3)

Les vecteurs (f(x1), . . . , f(xn), f(xn+1)) étant linéairement indépendants, par injectivité de f ,
on a h′ 6= 0 et, comme H ′ est non dégénéré, il existe un élément k′ de H ′ tel que B(h′, k′) = 1. On
en déduit la décomposition suivante H ′ = (h′, k′)⊥H ′′.

Dans l’égalité 2.3, quitte à réordonner, on peut supposer que

α1 = . . . = αp = 1

et
αp+1 = . . . = αn = 0

On a alors,
B(f(xn+1), ki) = 1 pour i = 1, . . . , p

et
B(f(xn+1), ki) = 0 pour i = p+ 1, . . . , n

Par conséquent, en décomposant H sous la forme :

H = (f(x1), k1 + k′)⊥ . . .⊥(f(xp), kp + k′)⊥(f(xp+1), kp+1)⊥ . . .⊥(f(xn), kn)⊥(f(xn+1), k
′)⊥H ′′

on obtient le résultat.

Remarque 2.4.6. Dans la proposition précédente, la classe d’isométrie d’un espace Vect(f(xi), ki)
n’est pas unique. Par exemple, si on considère l’espace dégénéré D = (x, 1), l’espace non dégénéré
H = H0⊥H1 et f l’application f : (x, 1)→ H0⊥H1 telle que f(x) = a0 + a1, on a, d’une part :

H ' Vect(a0 + a1, b0)⊥H1

et d’autre part
H ' Vect(a0 + a1, b1)⊥H0.

Proposition 2.4.7. Le foncteur σ est plein.

Démonstration. Il s’agit de montrer que, pour tout cotriplet C = [V
f
←− D

g
−→ W ] de Sq , il existe

un triplet T de Tq tel que σ(T ) = C.
Dans un premier temps, on décompose le cotriplet C en somme orthogonale de cotriplets plus

simples. D’après le théorème 1.1.15, on peut décomposer les morphismes f et g, sous les formes
suivantes :

f : D ' H⊥Rad(D)→ H⊥D′⊥V ′ ' V

et
g : D ' H⊥Rad(D)→ H⊥D′′⊥W ′ 'W

où D′ (respectivement D′′) est un des espaces non dégénérés construits dans la proposition 2.4.5
et V ′ (respectivement W ′) est l’orthogonal de H⊥D′ (respectivement H⊥D′′). On en déduit :

C = [H ← H → H ]⊥[V ′ ← 0→W ′]⊥[D′ ← Rad(D)→ D′′]

D’après le lemme 1.1.15 Rad(D) est une somme orthogonale d’espaces de dimension un. Par
conséquent,

[D′ ← Rad(D)→ D′′] = ⊥i[Vi ← (xi, εi)→Wi]
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2.4. Le foncteur σ : Tq → Sq 44

où, d’après la proposition 2.4.5, Vi et Wi sont de dimension deux, d’où

C = [H ← H → H ]⊥[V ′ ← 0→W ′]⊥[V1 ← (x1, ε1)→W1]⊥ . . .⊥[Vr ← (xr , εr)→Wr]

Par la proposition 2.4.3, il nous reste donc à trouver pour chacun des cotriplets Cα ci-dessus,
un triplet Tα tel que σ(Tα) = Cα.

Or, on a
σ([H → H ← H ]) = [H ← H → H ]

et
σ([V → V⊥W ←W ]) = [V ← 0→W ].

Pour les cotriplets [V ← (x, ε)→W ], il y a plusieurs cas à étudier.
Dans la cas où ε = 0, comme ν0(H1) = 1, on a HomEq

deg ((x, 0), H1) = ∅. Par conséquent, il n’y
a qu’un seul type de cotriplet à considérer.

C1 = [H0
f
←− (x, 0)

g
−→ H0]

Quitte à composer par un élément de O+
2 , on peut supposer que f(x) = g(x) = a0. On montre

alors que, pour

T1 = [H0
f ′

−→ H0⊥H0
g′

←− H0]

où, f ′ est défini par :
f ′(a0) = a0 et f ′(b0) = b0 + a′0

et g′ est défini par :
g′(a0) = a0 et g′(b0) = b0 + b′0

on a σ(T1) = C1.

Dans la cas où ε = 1, il y a trois types de cotriplets à considérer.
Pour

C2 = [H0
f
←− (x, 1)

g
−→ H0],

comme ν1(H0) = 1, on a f(x) = g(x) = a0 + b0. On montre alors que pour

T2 = [H0
f ′

−→ H0⊥H0
g′

←− H0]

où, f ′ est défini par :
f ′(a0) = a0 + a′0 et f ′(b0) = b0 + a′0

et g′ est défini par :
g′(a0) = a0 + b′0 et g′(b0) = b0 + b′0

on a σ(T2) = C2.

Pour

C3 = [H1
f
←− (x, 1)

g
−→ H1],

quitte à composer par un élément de O−
2 , on peut supposer que f(x) = g(x) = a1. On montre alors

que, pour

T3 = [H1
f ′

−→ H1⊥H0
g′

←− H1]

où, f ′ est défini par :
f ′(a1) = a1 et f ′(b1) = b1 + b0

et g′ est défini par :
g′(a1) = a1 et g′(b1) = b1 + a0
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on a σ(T3) = C3.

Pour

C4 = [H0
f
←− (x, 1)

g
−→ H1],

on a f(x) = a0 + b0 et, quitte à composer par un élément de O−
2 , on peut supposer que g(x) = a1.

On montre alors que, pour

T4 = [H0
f ′

−→ H1⊥H0
g′

←− H1]

où, f ′ est défini par :

f ′(a0) = a1 + b1 + a0 + b0 et f ′(b0) = b1 + a0 + b0

et g′ est défini par :
g′(a1) = a1 et g′(b1) = b1

on a σ(T4) = C4.
Le dernier cas se déduit du précédent par transposition.

2.5 Le foncteur ε : Tq → Ef

Afin de relier la catégorie Fquad étudiée dans cette thèse à la catégorie F des foncteurs de la
catégorie des F2-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie de tous les espaces vectoriels,
on étudie le foncteur ε défini au paragraphe suivant.

Notation 2.5.1. La catégorie des F2-espaces vectoriels sera notée E et la sous-catégorie pleine de E
dont les objets sont les espaces de dimension finie sera notée Ef .

2.5.1 Définition

Notation 2.5.2. On note dans toute cette section, O : Eq → Ef le foncteur qui oublie la forme
quadratique.

On a vu dans la section 1.3.1, que tout élément de HomEq
(V,W ) peut s’écrire sous la forme

f : V → V⊥V ′ 'W.

Cette décomposition nous permet de donner la définition suivante :

Définition 2.5.3 (Inverse à gauche). Soit f un élément de HomEq
(V,W ). L’inverse à gauche de f ,

est l’élément de HomEf (O(W ),O(V )) obtenu par projection orthogonale de V⊥V ′ sur V .

Notation 2.5.4. L’inverse à gauche de f sera noté f !.

Cette terminologie est justifiée par la proposition suivante :

Proposition 2.5.5. Soit f un élément de HomEq
(V,W ), on a la relation f ! ◦ f = Id.

Proposition 2.5.6. Il existe un foncteur ε : Tq → E
f défini par : ε(V ) = O(V ) et

ε([V
f
−→W

Id
←−W ]) = O(f) ∈ HomEf (O(V ),O(W ))

ε([W
Id
−→ W

f
←− V ]) = f ! ∈ HomEf (O(W ),O(V )).

Remarque 2.5.7. Par la proposition 2.2.10, la fonction de flèches du foncteur ε est entièrement

déterminée par ses valeurs sur les triplets de la forme [V
f
−→ W

Id
←− W ] et [W

Id
−→ W

f
←− V ], le cas

général étant obtenu par composition de triplets de ces deux types.
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Démonstration. On vérifie que le foncteur ε est bien défini sur les classes de morphismes de Tq .
Montrons que ε est bien un foncteur.
D’après le corollaire 2.2.11, il suffit de vérifier les trois points suivants :

1. ε ◦ L : Eq → A est un foncteur.

2. ε ◦R : Eq
op → A est un foncteur.

3. ε(L(f)) ◦ ε(R(g)) = ε(L(f) ◦R(g))

Les deux premiers points sont clairs, par définition de ε ◦ L(f) et ε ◦R(f).
Pour montrer le dernier point, on décompose les deux applications g et f sous la forme :

g : V → V⊥V ′ 'W

et
f : V → V⊥V ′′ ' X

on a, d’une part :

[V
f
−→ X

Id
←− X ] ◦ [W

Id
−→W

g
←− V ] = [V⊥V ′ i1−→ V⊥V ′⊥V ′′ i2←− V⊥V ′′]

où les deux applications sont les inclusions, d’où :

ε([V
f
−→ X

Id
←− X ] ◦ [W

Id
−→W

g
←− V ] = (i2)

! ◦ i1

D’autre part, on a

ε([V
f
−→ X

Id
←− X ]) ◦ ε([W

Id
−→W

g
←− V ]) = O(f) ◦ g!

or, (i2)
! ◦ i1 = O(f)◦g! = k où k est l’application de V⊥V ′ dans V⊥V ′′ définie par k(v, v′) = (v, 0).

2.5.2 Propriété de ε

On a la propriété suivante :

Proposition 2.5.8. Le diagramme suivant est commutatif :

Tq
op εop

//

tr

��

(Ef )op

−∗

��
Tq ε

// Ef

où −∗ désigne le foncteur dualité pour les espaces vectoriels.

Démonstration. Ce résultat découle des résultats classiques d’algèbre linéaire concernant la dualité
sur les espaces vectoriels et du fait qu’une forme bilinéaire non dégénérée sur un espace vectoriel V
détermine un isomorphisme privilégié entre V et son dual.

2.5.3 Le foncteur ε est plein

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante.

Proposition 2.5.9. Le foncteur ε est plein.
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Démonstration. Soient (V, qV ) et (W, qW ) deux objets de Tq et f ∈ HomEf (ε(V, qV ), ε(W, qW )) une
application linéaire de V dans W , il s’agit de construire un triplet T = [V → X = W⊥Y ←↩ W ]
tel que ε(T ) = f . L’idée de la preuve est qu’en transitant par un espace X suffisamment grand, on
peut obtenir toutes les applications linéaires.

L’espace V étant non dégénéré, on sait d’après le lemme 1.2.3 que V est de dimension paire 2n.
Pour démontrer le résultat, on effectue une récurrence sur l’entier n.

Soient (V, qV ) un espace quadratique non dégénéré de dimension deux, {a, b} une base symplec-
tique de V et f : V →W une application linéaire. On vérifie aisément que l’application suivante :

g1 : V → W⊥H1⊥H0 'W⊥Vect(a1, b1)⊥Vect(a0, b0)
a 7−→ f(a) + (q(a) + q(f(a)))a1 + a0

b 7−→ f(b) + (q(b) + q(f(b)))a1 + (1 +B(f(a), f(b)))b0

conserve la forme quadratique. Par conséquent, le triplet

T = [V
g1
−→ W⊥H1⊥H0 ←↩ W ]

est un morphisme de Tq tel que ε(T ) = f .
Pour V un espace quadratique non dégénéré de dimension 2n, {a1, b1, . . . , an, bn} une base

symplectique de V et f : V →W une application linéaire, on suppose construite une application

gn : V → W⊥Y
a1 7−→ f(a1) + y1
b1 7−→ f(b1) + z1
. . . . . .
an 7−→ f(an) + yn
bn 7−→ f(bn) + zn

où yi et zi, pour i allant de 1 à n, sont des éléments de Y , qui conserve la forme quadratique et
vérifiant :

ε([V
gn
−→W⊥Y ←↩ W ]) = f.

Soit V un espace quadratique non dégénéré de dimension 2(n+1), {a1, b1, . . . , an, bn, an+1, bn+1}
une base symplectique de V et f : V → W une application linéaire. Afin de définir l’application
gn+1, on aura besoin de l’espace suivant : E 'W⊥Y⊥H⊥n

0 ⊥H
⊥n
0 ⊥H1⊥H0, pour lequel on précise

les notations :

E 'W⊥Y⊥(⊥ni=1Vect(ai0, b
i
0))⊥(⊥ni=1Vect(Ai0, B

i
0))⊥Vect(A1, B1)⊥Vect(C0, D0).

On vérifie aisément que l’application suivante

gn+1 : V → W⊥Y⊥H⊥n
0 ⊥H

⊥n
0 ⊥H1⊥H0

a1 7−→ f(a1) + y1 + a1
0

b1 7−→ f(b1) + z1 +A1
0

. . . . . .
ai 7−→ f(ai) + yi + ai0
bi 7−→ f(bi) + zi +Ai0
. . . . . .
an 7−→ f(an) + yn + an0
bn 7−→ f(bn) + zn +An0
an+1 7−→ f(an+1) + (q(an+1) + q(f(an+1)))A1 + C0 +

∑n
i=1B(f(ai), f(an+1))b

i
0

+
∑n
i=1B(f(bi), f(an+1))B

i
0

bn+1 7−→ f(bn+1) + (q(bn+1) + q(f(bn+1)))A1 + (1 +B(f(an+1), f(bn+1)))D0

+
∑n
i=1B(f(ai), f(bn+1))b

i
0 +

∑n
i=1B(f(bi), f(bn+1))B

i
0

conserve la forme quadratique et on a

ε([V
gn+1
−−−→W⊥Y⊥H⊥n

0 ⊥H
⊥n
0 ⊥H1⊥H0 ←↩ W ]) = f.
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Nous aurons besoin dans la suite d’une version améliorée de ce résultat, donnée dans la propo-
sition suivante.

Proposition 2.5.10. Soient (V, qV ) et (W, qW ) deux objets de Tq et f ∈ HomEf (ε(V, qV ), ε(W, qW ))

une application linéaire de V dans W , il existe un triplet T = [V
ϕ
−→ X = W⊥Y

i
←− W ] vérifiant

ϕ(V ) ∩ i(W ) = {0} tel que ε(T ) = f .

Démonstration. Pour démontrer ce résultat par récurrence, il suffit de remplacer les applications g1

de la preuve précédente par l’application suivante.

g′1 : V → W⊥H1⊥H0⊥H0 'W⊥Vect(a1, b1)⊥Vect(a0, b0)⊥Vect(a′0, b
′
0)

a 7−→ f(a) + (q(a) + q(f(a)))a1 + a0

b 7−→ f(b) + (q(b) + q(f(a)))a1 + (1 +B(f(a), f(b)))b0 + a′0

et, en considérant l’espace suivant, pour lequel on précise les notations :

W⊥W ′⊥H⊥n
0 ⊥H

⊥n
0 ⊥H1⊥H0⊥H0

'W⊥W ′⊥(⊥ni=1Vect(ai0, b
i
0))⊥(⊥ni=1Vect(Ai0, B

i
0))⊥Vect(A1, B1)⊥Vect(C0, D0)⊥Vect(E0, F0).

on définit

g′n+1 : V → W⊥W ′⊥H⊥n
0 ⊥H

⊥n
0 ⊥H1⊥H0⊥H0

a1 7−→ f(a1) + y1 + a1
0

b1 7−→ f(b1) + z1 +A1
0

. . . . . .
ai 7−→ f(ai) + yi + ai0
bi 7−→ f(bi) + zi +Ai0
. . . . . .
an 7−→ f(an) + yn + an0
bn 7−→ f(bn) + zn +An0
an+1 7−→ f(an+1) + (q(an+1) + q(f(an+1)))A1 + C0 +

∑n
i=1B(f(ai), f(an+1))b

i
0

+
∑n
i=1B(f(bi), f(an+1))B

i
0

bn+1 7−→ f(bn+1) + (q(bn+1) + q(f(bn+1)))A1 + (1 +B(f(an+1), f(bn+1)))D0

+
∑n
i=1B(f(ai), f(bn+1))b

i
0 +

∑n
i=1B(f(bi), f(bn+1))B

i
0 +E0
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Chapitre 3

Fquad : définition et premières

propriétés

Le but de ce chapitre est de définir la catégorie Fquad, qui est l’objet d’intérêt principal de cette
thèse, et d’obtenir les premiers renseignements sur sa structure.

Après avoir donné deux définitions équivalentes de Fquad et avoir expliqué les liens qui existent
entre ces constructions et les foncteurs de Mackey, on montre que Fquad a de bonnes propriétés ;
en particulier elle est abélienne et possède suffisamment de projectifs et d’injectifs. On termine
en montrant que Fquad est une généralisation de la catégorie F des foncteurs de la catégorie des
F2-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie de tous les espaces vectoriels.

3.1 Définition

Nous donnons, dans cette partie, deux définitions équivalentes de la catégorie Fquad : la première
en terme de catégorie de foncteurs et la seconde en termes de foncteurs de Mackey généralisés.

3.1.1 Définition en terme de catégorie de foncteurs

On rappelle que Tq est la catégorie de triplets, dont les objets sont les espaces quadratiques non
dégénérés, définie au paragraphe 2.2.

Définition 3.1.1. La catégorie Fquad est la catégorie des foncteurs de Tq dans E .

Exemple 3.1.2. Le foncteur ε défini en 2.5.6 est un objet de Fquad.

Théorème 3.1.3. 1. La catégorie Fquad est abélienne, munie d’un produit tensoriel et a suffi-
samment de projectifs.

2. Pour V un objet de Tq, le foncteur PV = F2[HomTq
(V,−)] est un objet projectif vérifiant :

HomFquad
(PV , F ) ' F (V )

pour tout foncteur F de Fquad.

3. L’ensemble des foncteurs {PV |V ∈ S} est un ensemble de générateurs projectifs de Fquad, où
S est un ensemble de représentants des classes d’isométrie des objets de Tq.

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe du résultat suivant donné par Gabriel
dans [Gab62] :

Si C est une catégorie et A est une catégorie abélienne, alors Fonc(C,A) est une catégorie
abélienne.
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3.1. Définition 52

Le produit tensoriel sur Fquad est induit par le produit tensoriel sur E .
La structure des projectifs et l’isomorphisme naturel sont, également, des résultats classiques

sur les catégories de foncteurs qui découlent du lemme de Yoneda.

De l’existence d’un ensemble de générateurs projectifs, on déduit le résultat suivant :

Corollaire 3.1.4. Tout objet de Fquad admet une résolution projective.

Ceci nous permettra donc de faire de l’algèbre homologique sur Fquad. Par exemple, on calculera
à la section 7.3, certains groupes d’extensions entre foncteurs simples.

On termine cette section par le rappel de quelques définitions classiques.

Définition 3.1.5. 1. Un objet F non num de Fquad est simple si ses seuls sous-foncteurs sont
le foncteur nul et lui-même.

2. Un objet F de Fquad est fini s’il admet une série de composition finie dont les sous-quotients
sont simples.

3.1.2 Définition en termes de foncteurs de Mackey généralisés

Dans cette section, on adapte la notion habituelle de foncteur de Mackey au cas de la catégorie
Eq .

On commence par rappeler la définition classique de foncteur de Mackey donnée dans [TW95]
et due, à l’origine à Dress [Dre73]. On utilisera, pour cela, la terminologie de [BDFP01] suivante :

Définition 3.1.6. Un foncteur de Janus F d’une catégorie C vers une catégorie A est la donnée
d’un foncteur M∗ de C vers A et d’un foncteur M∗ de Cop vers A qui cöıncident sur les objets.

Notation 3.1.7. On notera M(C) := M∗(C) = M∗(C) cette valeur commune, pour C un objet de
C, f∗ := M∗(f) et f∗ := M∗(f) pour un morphisme f .

Définition 3.1.8. [TW95] Soient C une catégorie admettant des produits fibrés et A une catégorie
admettant des produits finis. Un foncteur de Mackey M de C dans A, est un foncteur de Janus
satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1. Pour tout diagramme cartésien dans C :

P

g

��

f // B

k

��
A

h
// C

on a le diagramme commutatif suivant :

M(P )
f∗ // M(B)

M(A)

g∗

OO

h∗

// M(C)

k∗

OO

2. M∗ préserve les produits finis.

Exemple 3.1.9. D’après la proposition 1.3.13, la catégorie Edeg
q admet des produits fibrés, par

conséquent, la catégorie des foncteurs de Mackey de Edeg
q dans E , notée Mack(Edeg

q , E), existe.
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3.1. Définition 53

En se plaçant dans la catégorie opposée Cop, on peut donner une définition duale utilisant les
sommes amalgamées. Pour adapter cette définition au cas de la catégorie Eq qui n’admet ni produits
fibrés (d’après 1.3.9) ni sommes amalgamées (d’après 1.3.10), on remplace ces notions par celle de
pseudo-somme amalgamée, introduite sur Eq au paragraphe 1.3.3, pour obtenir la définition de
catégorie suivante :

Définition 3.1.10. La catégorie des foncteurs de Mackey généralisés de Eq, Mack(Eq, E) est la
catégorie dont les objets sont les foncteurs de Janus de Eq dans E satisfaisant les deux conditions
suivantes :

1. pour tout morphisme f de Eq, f∗ ◦ f∗ = Id ;

2. pour tout diagramme de pseudo-somme amalgamée dans Eq , de la forme :

V

g

��

f // W

k
��

X
h

// X⊥
V
W

on a
f∗ ◦ g

∗ = k∗ ◦ h∗.

Les morphismes sont les transformations naturelles de foncteurs qui sont des transformations na-
turelles aussi bien pour M∗ que pour M∗.

Remarque 3.1.11. Cette définition peut être vue comme étant un cas particulier de la généralisation
des foncteurs de Mackey donnée par Pirashvili dans [Pir02]. Pour cela, il suffit de prendre comme
ensemble de bimorphismes les diagrammes de pseudo-somme amalgamée pour avoir la condition
(2) et les diagrammes du type

V

Id

��

Id // V

f

��
V

f
// W

pour avoir la condition (1).

3.1.3 Équivalence entre les deux définitions

Le but de cette section est d’adapter au cas de Eq le résultat suivant, donné par Lindner dans
[Lin76] et où Sp(C) est la catégorie des “spans” introduite au paragraphe 2.1 :

Théorème 3.1.12. [Lin76] Les deux catégories Fonc(Sp(C),D) et Mack(C,D) sont équivalentes,
pour C une catégorie admettant des produits fibrés et des coproduits finis.

Exemple 3.1.13. On a l’équivalence naturelle suivante :

Fonc(Sp(Eq
deg), E) = Mack(Eq

deg , E).

On énonce l’analogue du théorème 3.1.12, dans notre situation.

Théorème 3.1.14. Les catégories Fquad et Mack(Eq, E) sont équivalentes.

Démonstration. On définit un foncteur Fquad
S
−→ Mack(Eq, E) de la manière suivante : soient F un

objet de Fquad, V et W des objets de Tq , et f un élément de HomTq
(V,W ), on pose

S(F )(V ) = S(F )∗(V ) = S(F )∗(V ) = F (V )
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3.1. Définition 54

et

f∗ = S(F )∗(f) = F











W

Id

��
V

f
// W











= F ◦L(f)

f∗ = S(F )∗(f) = F











V

f

��
W

Id
// W











= F ◦R(f)

où L et R sont les foncteurs définis au 2.2.9.
Ceci définit bien un foncteur de Janus. Il nous reste à vérifier que S(F ) satisfait aux deux condi-

tions de Mack(Eq , E) .

1. On a bien f∗ ◦ f∗ = IdF (V ) car,

f∗ ◦ f∗ = F (R(f)) ◦ F (L(f)) = F (R(f) ◦ L(f)) = F (IdV ) = IdF (V )

par fonctorialité de F et par la proposition 2.2.16.

2. Soit

V

g

��

f // C

k
��

W
h

// W⊥
V
C

un diagramme de pseudo-somme amalgamée. On a d’une part,

f∗ ◦ g
∗ = F (L(f)) ◦ F (R(g)) = F











C

k
��

W
h

// W⊥
V
C











par le diagramme de composition suivant :

C

Id

��
V

f //

g

��

C

k
��

W
Id

// W
h

// W⊥
V
C

et, d’autre part,

k∗ ◦ h∗ = F (R(k)) ◦ F (L(h)) = F











C

k
��

W
h

// W⊥
V
C











par la proposition 2.2.10.

On en déduit que f∗ ◦ g∗ = k∗ ◦ h∗, ce qui termine la vérification de la propriété (2).

te
l-0

00
11

89
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
M

ar
 2

00
6



3.2. Propriétés 55

Dans le sens inverse, on définit un foncteur Mack(Eq , E)
T
−→ Fquad de la manière suivante : soit

F = (F∗, F
∗) un objet de Mack(Eq , E), on définit

T (F )(V ) = F (V )

pour V un objet de Tq et

T (F )([V
ϕ
−→ X

ψ
←−W ]) = F ∗(ψ) ◦ F∗(ϕ)

pour [V
ϕ
−→ X

ψ
←− W ] un élément de HomTq

(V,W ). La fonctorialité de T découle facilement de la
fonctorialité de F∗ et F ∗ et des deux conditions sur les foncteurs de Mackey.

On laisse le soin au lecteur de vérifier que S ◦ T = Id et T ◦ S = Id.

Remarque 3.1.15. Une variante du théorème de Lindner est donnée également par Pirashvili dans
[Pir02], dans le cadre plus général dans lequel il se place.

3.2 Propriétés

On donne dans cette section deux propriétés importantes de la catégorie Fquad. La première
concerne l’existence d’un foncteur dualité sur Fquad qui nous permet de montrer que Fquad a
suffisamment d’injectifs et la seconde relie la catégorie Fquad à la catégorie F des foncteurs de la
catégorie des F2-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie de tous les espaces vectoriels.

3.2.1 Dualité

Définition 3.2.1. Le foncteur dualité de Fquad est le foncteur D : Fquad
op → Fquad défini par :

DF = −∗ ◦ F ◦ tr

pour F un foncteur de Fquad, −∗ le foncteur dualité de E dans Eop et tr le foncteur transposition
de Tq défini au 2.2.12.

Proposition 3.2.2. Si F est à valeurs dans les espaces vectoriels de dimensions finies, on a
l’équivalence suivante

DDF ' F.

Démonstration. La proposition découle facilement du fait que tr et la restriction de −∗ aux espaces
vectoriels de dimension finie sont des foncteurs involutifs.

Proposition 3.2.3. Pour F et G dans Fquad, on a un isomorphisme naturel :

HomFquad
(F,DG) ' HomFquad

(G,DF ).

Démonstration. Le résultat découle facilement de la définition de D et des propriétés de dualité
pour les espaces vectoriels.

Le résultat suivant est une conséquence importante de la proposition précédente.

Théorème 3.2.4. La catégorie Fquad a suffisamment d’injectifs.

Démonstration. Soit IV = D(PV ), pour V un objet de Eq, d’après la proposition précédente, on a :

HomFquad
(F, IV ) = HomFquad

(PV , DF ) = DF (V )

pour tout foncteur F de Fquad. Par conséquent, les foncteurs IV forment un ensemble de cogénérateurs
injectifs.
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3.2. Propriétés 56

3.2.2 Le foncteur ι : F ↪→ Fquad

La proposition suivante relie la catégorie Fquad à la catégorie F des foncteurs de la catégorie
des F2-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie de tous les espaces vectoriels.

On rappelle que ε est le foncteur défini au 2.5.6.

Proposition 3.2.5. Il existe un foncteur

ι : F ↪→ Fquad

défini par ι(F ) = F ◦ ε et vérifiant les propriétés suivantes :

1. ι est exact ;

2. ι est pleinement fidèle ;

3. si S est un objet simple de F , ι(S) est un objet simple de Fquad.

Le foncteur ε n’étant pas essentiellement surjectif, on ne peut pas appliquer telle quelle la
proposition A.0.2 de l’annexe. Par conséquent, on introduit une catégorie F ′ équivalente à F qui
nous permettra d’utiliser les résultats généraux sur les catégories de foncteurs donnés dans l’annexe.

Définition 3.2.6. La catégorie Ef−(paire) est la sous-catégorie pleine de Ef dont les objets sont les
F2-espaces vectoriels de dimension paire.

Notation 3.2.7. On note F ′ la catégorie des foncteurs de Ef−(paire) dans E .

On a le résultat suivant :

Proposition 3.2.8. Les catégories F et F ′ sont équivalentes.

Démonstration. D’après la proposition 2.8 de l’article [Kuh94b] de Kuhn, les catégories abéliennes
F etM∞ sont équivalentes, oùM∞ désigne la catégorie des F2[M∞(F2)]-modules avec M∞(F2) =
∪∞n=0Mn(F2). Par le lemme 2.7 du même article, M∞ ' lim(Mn), où Mn est la catégorie des
F2[Mn(F2)]-modules. Par conséquent, nous avons la succession d’équivalences suivantes

F 'M∞ ' lim(Mn(F2)) ' lim(M2n(F2)) ' F
′,

où la dernière équivalence est obtenue par des arguments analogues à ceux utilisés pour démontrer
la proposition 2.8 dans [Kuh94b], ce qui fournit le résultat.

Démonstration de la proposition 3.2.5. Les objets de Eq étant des espaces de dimension paire, le
foncteur ε : Eq → Ef se factorise à travers l’inclusion Ef−(paire) ↪→ Ef ce qui induit un foncteur
ε′ : Eq → Ef−(paire) qui est plein et essentiellement surjectif. On déduit de la proposition A.0.4 que
le foncteur − ◦ ε′ : F ′ → Fquad est pleinement fidèle et, pour un objet simple S de F ′, S ◦ ε′ est
simple dans Fquad. On en déduit le résultat de l’énoncé par la proposition 3.2.8.

On retrouve ainsi dans Fquad tous les foncteurs de F . La catégorie Fquad peut donc être
considérée comme étant une généralisation de la catégorie F .

Notation 3.2.9. Dans la suite, par abus de notation, pour un objet F de F , on écrira parfois F son
image dans Fquad, à la place de ι(F ).

Il existe, sur la catégorie F , un foncteur dualité défini par :

Définition 3.2.10 (Dualité sur F). Le foncteur dualité de F est le foncteur D : F op → F défini
par :

DF = −∗ ◦ F ◦ −∗

pour F un foncteur de F et −∗ le foncteur dualité de E dans Eop.

La proposition suivante affirme que la dualité définie sur Fquad étend celle définie sur F .
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3.2. Propriétés 57

Proposition 3.2.11. Le diagramme suivant est commutatif :

Fop
ιop

//

D

��

Fquad
op

D

��
F ι

// Fquad

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la commutativité du diagramme de la
proposition 2.5.8.
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Chapitre 4

Les foncteurs isotropes de Fquad et

la catégorie Fiso

Le but de ce chapitre est de définir et d’analyser une famille de foncteurs originaux de Fquad,
dans le sens où ces foncteurs ne sont pas dans l’image du foncteur ι : F ↪→ Fquad défini en 3.2.5.

Afin de classifier les facteurs de composition de ces foncteurs, baptisés foncteurs isotropes, on
introduit une nouvelle catégorie de foncteurs Fiso, construite à partir de la catégorie des cotriplets
Sq définie à la section 2.3.

L’intérêt de la catégorie Fiso réside dans la classification des foncteurs simples de cette catégorie,
qui est nettement plus aisée que dans la catégorie Fquad, et dans l’existence d’un foncteur κ :
Fiso → Fquad, exact et préservant les objets simples, qui nous permettra de déduire les séries de
composition des foncteurs isotropes de Fquad à partir de l’étude de Fiso. Ces décompositions auront
pour conséquence importante que les foncteurs isotropes sont des foncteurs finis de Fquad.

4.1 Définition des foncteurs isotropes

On rappelle que les objets de Tq sont les espaces quadratiques non dégénérés.

Proposition 4.1.1. Soit H un objet de Edeg
q , les conditions suivantes définissent un objet IsoH :

Tq → E de Fquad.

1. Sur les objets :
IsoH(V ) = F2[HomEdeg

q
(H,V )]

pour V un objet de Tq ;

2. sur les morphismes :

IsoH([V
k
−→W

Id
←−W ]) = k∗

où, pour un générateur canonique [h] de l’espace vectoriel IsoH(V ), k∗ est défini par :

k∗([h]) = [k ◦ h]

et
IsoH([W

Id
−→W

k
←− V ]) = k∗

où, k∗ est défini comme suit : pour un élément [h] de IsoH(W ), on considère le diagramme
suivant dans Edeg

q

V

k

��
H

h
// W

59
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4.1. Définition des foncteurs isotropes 60

– si le produit fibré dans Edeg
q de ce diagramme est H, autrement dit, si h(H) ⊂ k(V ), ceci

fournit un unique morphisme de H dans V de Edeg
q , noté h′ tel que h = k ◦ h′.

H
h′

//

Id

��

V

k

��
H

h
// W

Dans ce cas, on pose :
k∗([h]) = [h′];

– sinon, on pose :
k∗([h]) = 0.

Remarque 4.1.2. Dans la proposition précédente, pour plus de clarté, nous avons défini séparément
la partie covariante et la partie contravariante des foncteurs isotropes. En utilisant la proposition
2.2.10 donnant la décomposition des morphismes de Tq , on obtient la définition suivante :

pour un morphisme [V
f
−→ X

g
←−W ] de HomTq

(V,W ) et un élément [h] de IsoH(V ), on considère
le diagramme suivant dans Edeg

q :

W

g

��
H

h
// V

f
// X

– si le produit fibré dans Edeg
q de ce diagramme est H , autrement dit si f ◦ h(H) ⊂ g(W ), ceci

fournit un unique morphisme de H dans W de Edeg
q , noté h′ tel que f ◦ h = g ◦ h′.

H
h′

//

Id

��

W

g

��
H

h
// V

f
// X

Dans ce cas, on pose :

IsoH([V
f
−→ X

g
←−W ])([h]) = [h′];

– sinon, on pose :

IsoH([V
f
−→ X

g
←−W ])([h]) = 0.

Démonstration de la proposition 4.1.1. On vérifie que IsoH est bien défini sur les morphismes de
Tq . Pour montrer que IsoH est un objet de Fquad, d’après le corollaire 2.2.11, il suffit de vérifier les
points suivants :

1. IsoH ◦L : Eq → A est un foncteur.

2. IsoH ◦R : Eq
op → A est un foncteur.

3. IsoH(L(f)) ◦ IsoH(R(g)) = IsoH(L(f) ◦R(g)).

Les deux premiers points sont clairs, par définition de k∗ et k∗. Pour le dernier point, on note
[h] un générateur canonique de IsoH(W, qW ). On a alors, d’une part :

IsoH([W
Id
−→W

g
←− V ]([h]) =

{

[h′] si H ×
W
V = H

0 sinon
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4.1. Définition des foncteurs isotropes 61

où h′ est défini par le diagramme :

H
h′

//

Id

��

V

g

��
H

h
// W

d’où :

IsoH([V
f
−→ X

Id
←− X ]) ◦ IsoH([W

Id
−→W

g
←− V ])([h]) =

{

[f ◦ h′] si H ×
W
V = H

0 sinon

ce qui correspond au diagramme :

H
h′

//

Id

��

V

g

��

f // X

H
h

// W

d’autre part :

[V
f
−→ X

Id
←− X ] ◦ [W

Id
−→W

g
←− V ] = [W

f ′

−→ W⊥
V
X

g′

←− X ]

où f ′ et k′ sont définis par le diagramme en escalier :

X

Id

��
V

f //

g

��

X

g′

��

W
Id

// W
f ′

// W⊥
V
X

D’où

IsoH([V
f
−→ X

Id
←− X ] ◦ [W

Id
−→W

g
←− V ])([h]) =







[k′] si H ×
W⊥

V
X
X = H

0 sinon

où k′ est défini par le diagramme :

H
k′ //

Id

��

X

g′

��

H
f ′◦h

// W⊥
V
X

Il reste à vérifier que les deux valeurs obtenues sont identiques. Pour cela, on regarde le diagramme
de produit fibré précédent comme la succession de deux produits fibrés et on applique les propriétés
du produit fibré et la proposition 1.3.21 reliant la pseudo-somme amalgamée dans Eq au produit
fibré dans Edeg

q , ce qui donne le diagramme :

H ×
W
V //

��

V

g

��

f // X

g′

��

H
h

// W
f ′

// W⊥
V
X

.
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4.2. Définition et propriétés de la catégorie Fiso 62

On en déduit H ×
W
V = H ×

W⊥
V
X
X et, dans le cas où H ×

W
V = H ×

W⊥
V
X
X = H , on a k′ = f ◦ h′.

Remarque 4.1.3. La terminologie foncteurs isotropes, découle du fait que, pour l’espace quadratique
dégénéré (x, 0), on a :

Iso(x,0)(V ) = F2[IV ]

où IV = {v ∈ V \ {0}|q(v) = 0} est le cône isotrope de l’espace quadratique V .

On a vu à la remarque 4.1.2 que la définition des foncteurs isotropes repose sur le produit fibré
de diagrammes du type :

W

g

��
H

h
// V

f
// X

or, par les propriétés générales du produit fibré, ceci revient à considérer successivement les deux
produits fibrés P1 et P2 suivants :

P2

��

// P1
g̃ //

f̃

��

W

g

��
H

h
// V

f
// X

Ainsi, la définition des foncteurs ne dépend pas de la structure du triplet [V
f
−→ X

g
←− W ] mais

uniquement de celle du cotriplet [V
f̃
←− P1

g̃
−→W ] où P1 est un espace dégénéré, en général.

Par conséquent, afin de déterminer les facteurs de composition des foncteurs isotropes, nous
allons introduire une nouvelle catégorie de foncteurs, notée Fiso, construite à partir de la catégorie
de cotriplets Sq introduite à la section 2.3. D’après ce qui précède, cette catégorie est le cadre naturel
pour étudier les foncteurs isotropes et nous verrons qu’elle a l’avantage d’avoir une structure plus
simple que la catégorie Fquad.

4.2 Définition et propriétés de la catégorie Fiso

On introduit dans cette section la catégorie Fiso, reliée à la catégorie Fquad par un foncteur
pleinement fidèle κ : Fiso → Fquad. Les foncteurs isotropes étant dans l’image du foncteur κ, la
catégorie Fiso est la structure adaptée à l’étude de ces foncteurs.

4.2.1 Définition

On rappelle que la catégorie Sq est la catégorie de cotriplets introduite à la section 2.3.

Définition 4.2.1. La catégorie Fiso est la catégorie des foncteurs de Sq dans E .

Théorème 4.2.2. 1. La catégorie Fiso est abélienne, tensorielle et a suffisamment de projectifs.

2. Pour V un objet de Sq, le foncteur QV = F2[HomSq
(V,−)] est un objet projectif vérifiant :

HomFiso
(QV , F ) ' F (V )

pour tout foncteur F de Fiso.

3. L’ensemble des foncteurs {QV |V ∈ S} est un ensemble de générateurs projectifs de Fiso, où
S est un ensemble de représentants des classes d’isométrie des objets de Sq.
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4.2. Définition et propriétés de la catégorie Fiso 63

Démonstration. Ce théorème se démontre exactement de la même manière que le théorème 3.1.3
concernant la catégorie Fquad.

Remarque 4.2.3. Contrairement à la catégorie Fquad, la catégorie Fiso ne peut pas être définie en
termes de foncteurs de Janus étant donné que pour un cotriplet C = [V ← D →W ] de Sq , l’espace
D est dégénéré, en général.

On construit, dans Fiso une famille de foncteurs notés isoH et définis de manière similaire aux
foncteurs isotropes IsoH de Fquad. Plus précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 4.2.4. Soit H un objet de Edeg
q , le foncteur isoH : Sq → E défini de la manière

suivante est un objet de Fiso.

1. Sur les objets :
isoH(V ) = F2[HomEdeg

q
(H,V )]

pour V un objet de Sq ;

2. sur les morphismes : pour un morphisme [V
f̃
←− D

g̃
−→ W ] de HomSq

(V,W ) et un générateur
canonique [h] de isoH(V ), on considère le diagramme suivant dans Edeg

q :

D

f̃

��

g̃ // W

H
h

// V

– si le produit fibré dans Edeg
q du diagramme de gauche est H, ceci fournit un unique mor-

phisme de H dans D de Edeg
q , noté h′ tel que h = f̃ ◦ h′.

H
h′

//

Id

��

D

f̃

��

g̃ // W

H
h

// V

Dans ce cas, on pose :

isoH([V
f̃
←− D

g̃
−→ W ]) = [g̃ ◦ h′];

– sinon, on pose :

isoH([V
f̃
←− D

g̃
−→W ]) = 0.

Démonstration. La preuve étant très similaire à celle montrant l’appartenance des foncteurs IsoH
à la catégorie Fquad, on laisse le soin au lecteur d’en vérifier les détails.

Remarque 4.2.5. On verra dans la suite que les deux familles de foncteurs isoH de Fiso et IsoH de
Fquad sont fortement reliées, ce qui justifiera le choix de notations similaires.

On termine cette section en donnant les propriétés de la catégorie Fiso analogues aux propriétés
de la catégorie Fquad données à la section 3.2.

4.2.2 Dualité

Dans ce paragraphe, les démonstrations sont omises dans la mesure où elles sont similaires à
celles données pour la catégorie Fquad à la section 3.2.1.
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4.2. Définition et propriétés de la catégorie Fiso 64

Définition 4.2.6. Le foncteur dualité de Fiso est le foncteur D : Fiso
op → Fiso défini par :

DF = −∗ ◦ F ◦ tr

pour F un foncteur de Fiso, −∗ le foncteur dualité de E dans Eop et tr le foncteur transposition de
Sq défini au 2.3.5.

Proposition 4.2.7. Si F est à valeurs dans les espaces vectoriels de dimension finie, alors

DDF ' F.

Proposition 4.2.8. Pour F et G dans Fiso, on a un isomorphisme naturel :

HomFiso
(F,DG) ' HomFiso

(G,DF ).

Le résultat suivant est une conséquence importante de la proposition précédente.

Théorème 4.2.9. La catégorie Fiso a suffisamment d’injectifs.

4.2.3 Le foncteur κ : Fiso ↪→ Fquad

La proposition suivante relie la catégorie Fiso, à la catégorie Fquad définie à la section 3.1. On
rappelle que σ : Tq → Sq est le foncteur défini au 2.4.3.

Proposition 4.2.10. Le foncteur
κ : Fiso ↪→ Fquad

défini par κ(F ) = F ◦ σ, vérifie les propriétés suivantes :

1. le foncteur κ est exact ;

2. le foncteur κ est pleinement fidèle ;

3. si S est un objet simple de Fiso, κ(S) est un objet simple de Fquad.

Démonstration. Le premier point est clair.
D’après la proposition 2.4.7, le foncteur σ est plein. Par définition, ce foncteur est essentiellement

surjectif, on peut donc appliquer la proposition A.0.4 donnée dans l’annexe, pour obtenir les deux
derniers points.

Le foncteur κ étant plein, la proposition suivante justifie la similarité entre les notations choisies
pour les deux familles de foncteurs isoH de Fiso et IsoH de Fquad.

Proposition 4.2.11. Pour tout objet H de Edeg
q , on a :

κ(isoH) = IsoH .

Démonstration. Le foncteur κ(isoH) = isoH ◦ σ est défini de la manière suivante :
Sur les objets

κ(isoH)(V ) = F2[HomEdeg
q

(H,V )] = IsoH(V ).

Sur les morphismes, pour un triplet [V
f
−→ X

g
←− W ] de HomTq

(V,W ) et un élément [h] de
isoH(V ), on considère le produit fibré D suivant dans Edeg

q :

D
f̃ //

g̃

��

W

g

��
V

f
// X
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4.3. Equivalence entre Fiso et Mack(Edeg
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On a κ(isoH)([V
f
−→ X

g
←−W ]) = isoH([V

f̃
←− D

g̃
−→W ]).

Or, le produit fibré P1 du diagramme de gauche :

P1
//

��

D
g̃ //

f̃

��

W

H // V

est égal au produit fibré P2 de :
P2

//

��

W

g

��
H // V

f
// X

par les propriétés générales du produit fibré, d’où

isoH([V
f̃
←− D

g̃
−→W ]) = IsoH([V

f
−→ X

g
←−W ]).

On déduit des deux propositions précédentes le résultat suivant qui justifie l’intérêt de la
catégorie Fiso pour l’étude des foncteurs isotropes de Fquad.

Proposition 4.2.12. Le foncteur κ envoie les facteurs de composition du foncteur isoH de Fiso
sur les facteurs de composition du foncteur IsoH de Fquad.

Démonstration. On déduit des points (1) et (3) de la proposition 4.2.10 que le foncteur κ préserve
les facteurs de composition. Il suffit, alors, d’appliquer ce résultat aux foncteurs isoH .

Remarque 4.2.13. On peut montrer que les seuls foncteurs qui sont à la fois des objets de F et de
Fiso sont les foncteurs constants.

Afin d’obtenir les facteurs de composition des foncteurs isoH de Fiso, on montre que cette
catégorie est équivalente à la catégorie des foncteurs de Mackey sur Edeg

q définie en 3.1.9.

4.3 Equivalence entre Fiso et Mack(Edeg
q , E)

La catégorie Sq est définie au 2.3.1 comme étant une sous-catégorie pleine de Sp(Edeg
q ). On en

déduit l’existence d’un foncteur λ′ de Mack(Edeg
q , E) dans Fiso.

Le but de cette section est de montrer le théorème suivant :

Théorème 4.3.1. Il existe une équivalence naturelle :

Fiso ' Mack(Edeg
q , E).

Remarque 4.3.2. Le point fondamental de la preuve du théorème précédent est la construction d’une
transformation naturelle de Fiso dans Mack(Edeg

q , E) qui repose sur la possibilité d’étendre un objet
de Fiso aux espaces dégénérés.

Avant de démontrer le théorème, nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires.
On commence par la définition suivante :

Définition 4.3.3. Soient V et W deux objets de Eq , D un objet de Edeg
q , α un élément de

HomEdeg
q

(D,V ) et β un élément de HomEdeg
q

(D,W ).
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1. Le morphisme eα de HomSq
(V, V ) est donné par :

eα = [V
α
←− D

α
−→ V ].

2. Le morphisme fα,β de HomSq
(V,W ) est donné par :

fα,β = [V
α
←− D

β
−→W ].

La proposition suivante répertorie les propriétés des morphismes eα et fα,β. On rappelle que tr
est le foncteur transposition défini au 2.3.5.

Proposition 4.3.4. Les morphismes de Sq définis précédemment satisfont les propriétés suivantes :

1. eα est un idempotent ;

2. fα,β ◦ fβ,α = eβ ;

3. fα,β ◦ eα = fα,β et eβ ◦ fα,β = fα,β ;

4. tr(eα) = eα et tr(fα,β) = fβ,α.

Démonstration. Les trois premiers points de la proposition découlent du fait que le produit fibré
dans Edeg

q du diagramme D
α
−→ V

α
←− D est donné par le diagramme commutatif :

D
Id //

Id

��

D

α

��
D α

// V

étant donné que les morphismes de Edeg
q sont les monomorphismes linéaires.

Le quatrième point est clair par définition du foncteur transposition.

La proposition suivante joue un rôle central dans la démonstration du théorème.

Proposition 4.3.5. Soient V et W deux objets de Eq, D un objet de Edeg
q , α un élément de

HomEdeg
q

(D,V ), β un élément de HomEdeg
q

(D,W ) et F un objet de Fiso. Les morphismes fα,β et

fβ,α induisent un isomorphisme :

F (eα)F (V ) ' F (eβ)F (W ).

Démonstration. Le morphisme eα étant un idempotent de HomSq
(V, V ) d’après le point (1) de

la proposition 4.3.4, F (eα) est un idempotent de HomE(F (V ), F (V )). Etant donné que E est une
catégorie abélienne, on peut définir l’inclusion iα : F (eα)F (V )→ F (V ) et la projection pα : F (V )→
F (eα)F (V ) vérifiant :

pα ◦ iα = Id (4.1)

iα ◦ pα = F (eα). (4.2)

De même, pour F (eβ), on définit iβ et pβ.
On considère le morphisme de F (eα)F (V ) dans F (eβ)F (W ) obtenu par la composée :

F (eα)F (V )
iα−→ F (V )

F (fα,β)
−−−−−→ F (W )

pβ

−→ F (eβ)F (W )

et le morphisme de F (eβ)F (W ) dans F (eα)F (V ) obtenu par la composée :

F (eβ)F (W )
iβ
−→ F (W )

F (fβ,α)
−−−−−→ F (V )

pα
−−→ F (eα)F (V ).
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Il nous reste à vérifier que ces deux morphismes sont inverses l’un de l’autre :

(pβ ◦ F (fα,β) ◦ iα) ◦ (pα ◦ F (fβ,α) ◦ iβ)
= pβ ◦ F (fα,β) ◦ (iα ◦ pα) ◦ F (fβ,α) ◦ iβ par associativité
= pβ ◦ F (fα,β) ◦ F (eα) ◦ F (fβ,α) ◦ iβ par (4.2)
= pβ ◦ F (fα,β ◦ eα ◦ fβ,α) ◦ iβ par fonctorialité
= pβ ◦ F (eβ) ◦ iβ par les points (2) et (3) de la proposition 4.3.4
= pβ ◦ (iβ ◦ pβ) ◦ iβ par (4.2)
= (pβ ◦ iβ) ◦ (pβ ◦ iβ) par associativité
= Id par (4.1)

Les indices α et β jouant des rôles symétriques, on obtient, de même :

(pα ◦ F (fβ,α) ◦ iβ) ◦ (pβ ◦ F (fα,β) ◦ iα) = Id.

Afin de montrer que le foncteur λ : Fiso → Mack(Edeg
q , E) qu’on définit dans la démonstration

du théorème 4.3.1 est bien défini sur les morphismes, nous aurons besoin du résultat technique
suivant :

Proposition 4.3.6. Soient D1 et D2 des objets de Edeg
q et C = [D1

f1
←− D

f2
−→ D2] un élément de

HomSp(Edeg
q )(D1, D2), V1 et W1 des objets de Eq, α1 un élément de HomEdeg

q
(D1, V1), β1 un élément

de HomEdeg
q

(D1,W1), V2 un objet de Eq, α2 un élément de HomEdeg
q

(D2, V2) et F un objet de Fiso.

On note Cα1,α2 = [V1
α1◦f1
←−−−− D

α2◦f2
−−−−→ V2] l’élément de HomSq

(V1, V2) et Cβ1,α2 = [W1
β1◦f1
←−−−−

D
α2◦f2
−−−−→ V2] l’élément de HomSq

(W1, V2), on a alors le diagramme commutatif suivant :

F (eα1)F (V1)
F (Cα1,α2 )

//

'

��

F (eα2)F (V2)

'

��
F (eβ1)F (W1)

F (Cβ1,α2
)
// F (eα2)F (V2)

.

Démonstration. Ce résultat se démontre par un calcul analogue à celui effectué dans la preuve de
la proposition précédente.

Remarque 4.3.7. On a un diagramme commutatif analogue en considérant les deux morphismes

Cα1,α2 = [V1
α1◦f1
←−−−− D

α2◦f2
−−−−→ V2] de HomSq

(V1, V2) et Cα1,β2 = [V1
α1◦f1
←−−−− D

β2◦f2
−−−−→ W2] de

HomSq
(V1,W2). Ce résultat peut s’obtenir à partir de la proposition précédente en utilisant le

foncteur transposition.

On peut maintenant démontrer le théorème 4.3.1.

Démonstration du théorème. On définit un foncteur λ : Fiso → Mack(Edeg
q , E) de la manière sui-

vante : pour F : Sq → E un objet de Fiso, on définit λ(F ) : Sp(Edeg
q )→ E comme suit :

Pour un objet D de Sp(Edeg
q ), on choisit un espace non dégénéré V et un morphisme α : D → V

en faisant la convention que α = IdD dans le cas où D est non dégénéré. On pose :

λ(F )(D) := F (eα)F (V ).

D’après la proposition 4.3.5, la classe d’isomorphismes de λ(F )(D) ne dépend pas du choix de V et
de α.

Pour définir λ(F ) sur les morphismes de Sp(Edeg
q ), on utilise la construction faite à la proposition

4.3.6, c’est à dire, pour C = [D1
f1
←− D

f2
−→ D2] un élément de HomSp(Edeg

q )(D1, D2) on définit
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4.4. Les foncteurs simples de Fiso 68

λ(F )(C) : λ(F )(D1) → λ(F )(D2) par λ(F )(C) = F (Cα1,α2). On déduit de la commutativité du
diagramme de la proposition 4.3.6 que ceci est cohérent.

Il nous reste à vérifier que λ est bien un foncteur.
Soient F un objet de Fiso et 1F : F → F la transformation naturelle identité. Pour un objet D

de Sp(Edeg
q ), on choisit un espace non dégénéré V et un morphisme α : D → V . Par naturalité de

1F , on a le diagramme commutatif suivant :

F (V )
F (eα) //

(1F )V

��

F (V )

(1F )V

��
F (V )

F (eα) // F (V )

.

Ceci implique que λ(1F ) = 1λ(F ).

Soient σ : F → G et τ : G → H des morphismes de Fiso. Pour un objet D de Sp(Edeg
q ), on

choisit un espace non dégénéré V et un morphisme α : D → V . Par naturalité de σ et τ , on obtient
le diagramme commutatif suivant :

F (V )
F (eα) //

σV

��

F (V )

σV

��
G(V )

G(eα) //

τV

��

G(V )

τV

��
H(V )

H(eα) // H(V ).

Ceci implique que (λτ) ◦ (λσ) = λ(τ ◦ σ).
On laisse le soin au lecteur de vérifier, à partir des définitions, que les foncteurs

λ : Fiso → Mack(Edeg
q , E)

et
λ′ : Mack(Edeg

q , E)→ Fiso

induisent une équivalence de catégories.

4.4 Les foncteurs simples de Fiso

Le but de cette section est de donner une classification des foncteurs simples de la catégorie Fiso,
en utilisant l’équivalence de catégories obtenue à la section précédente. On introduit la notation
suivante :

Notation 4.4.1. Pour V un objet de Edeg
q , le foncteur projectif de la catégorie Mack(Edeg

q , E), défini
par F2[HomSp(Edeg

q )(V,−)], sera noté QV .

L’intérêt de la catégorie Mack(Edeg
q , E), par rapport à la catégorie Fiso, réside dans l’existence

de la notion d’espace minimal définie ci-après et, surtout, à l’unicité de cet espace pour les foncteurs
simples de Mack(Edeg

q , E) donnée par la proposition 4.4.3.

Définition 4.4.2. Un espace minimal d’un objet F de Mack(Edeg
q , E) est un objet V de Edeg

q , tel

que F (V ) 6= 0 et pour tout objet W de Edeg
q non isomorphe à V et vérifiant HomEdeg

q
(W,V ) 6= ∅,

on a F (W ) = 0.
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4.4. Les foncteurs simples de Fiso 69

L’existence d’un espace minimal est claire. Il suffit de considérer un espace V de dimension
minimale vérifiant F (V ) 6= 0. Les morphismes de Edeg

q étant des monomorphismes la condition de
la définition ci-dessus est vérifiée pour l’espace V .

Pour les foncteurs simples, on montre le résultat d’unicité important suivant :

Proposition 4.4.3. Un foncteur simple de Mack(Edeg
q , E) admet un unique espace minimal.

Démonstration. Soient V1 et V2 deux espaces minimaux non isométriques du foncteur S, comme
S(V1) 6= 0 et S(V2) 6= 0, on a le diagramme suivant :

QV2

����
QV1

// // S

où QV1 = F2[HomSp(Edeg
q )(V1,−)] et QV2 = F2[HomSp(Edeg

q )(V2,−)] sont deux foncteurs projectifs de

Mack(Edeg
q , E) et où les flèches sont surjectives par simplicité du foncteur S.

Le foncteur QV1 étant projectif, on en déduit l’existence d’une application φ : QV1 → QV2 non
nulle, rendant le diagramme suivant commutatif :

QV2

����
QV1

φ
<<zzzzzzzz
// // S

Comme φ est un élément non nul de

HomMack(Edeg
q ,E)(QV1 , QV2) = QV2(V1) = F2[HomSp(Edeg

q )(V2, V1)]

il s’écrit sous forme :

φ =
∑

i

[V2
fi
←−Wi

gi
−→ V1]

Comme la composée QV1

φ
−→ QV2 → S est non nulle, au moins un des morphismes [V2

fi
←−Wi

gi
−→ V1]

induit un morphisme non nul de S(V2) dans S(V1). Or, d’après la proposition de décomposition

des morphismes 2.1.8, on a [V2
fi
←− Wi

gi
−→ V1] = [Wi

Id
←− Wi

gi
−→ V1] ◦ [V2

fi
←− Wi

Id
−→ Wi] , par

conséquent, S(Wi) est non nul ainsi que le morphisme de Edeg
q , fi : Wi → V2, ce qui contredit la

minimalité de V2, puisqu’on a supposé V1 et V2 non isométriques.

Remarque 4.4.4. La proposition précédente justifie le fait qu’on parlera dans la suite de l’espace
minimal d’un foncteur simple de Mack(Edeg

q , E) et de Fiso, car cet espace est unique à isométrie
près.

On a la proposition importante suivante :

Proposition 4.4.5. Le foncteur isoV de Fiso est quotient du foncteur QV = F2[HomSp(Edeg
q )(V,−)].

Démonstration. Par le lemme de Yoneda, on a Hom(QV , isoV ) = isoV (V ) = F2[O(V )].

Pour un générateur canonique [V
f
−→ V ] de isoV (V ) la transformation naturelle QV

σf
−→ isoV est

surjective. En effet, on vérifie aisément qu’un générateur [V
g
−→W ] de isoV (W ) a pour antécédent,

dans QV (W ) par σf , le cotriplet [V
f
←− V

g
−→W ], pour W un objet de Edeg

q .

Notation 4.4.6. Pour l’élément [V
Id
−→ V ] de isoV (V ), on note KV le foncteur tel que :

0→ KV
i
−→ QV

σId−−→ isoV → 0

soit une suite exacte courte.
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4.4. Les foncteurs simples de Fiso 70

On a le lemme évident suivant :

Lemme 4.4.7. Pour W un objet de Sq, KV (W ) est le sous-espace vectoriel de QV (W ) engendré
par les cotriplets de la forme [V ← H → W ] avec H 6' V .

Remarque 4.4.8. Pour un objet F de Fiso, on a l’existence d’un morphisme injectif :

HomFiso
(isoV , F )→ HomFiso

(QV , F ).

La proposition suivante affirme que, dans le cas où F est un foncteur simple d’espace minimal
V , l’application précédente est un isomorphisme.

Proposition 4.4.9. Si S est un objet simple de Fiso, d’espace minimal V , alors S est quotient du
foncteur isotrope isoV de Fiso. De plus, on a : HomFiso

(isoV , S) = S(V ).

Démonstration. Soit S un objet simple de Fiso, d’espace minimal V . On a HomFiso
(QV , S) =

S(V ) 6= 0 donc, par simplicité de S, ce foncteur est un quotient de QV . Par la proposition 4.4.5,
pour un élément f fixé dans Hom(QV , S), on a le diagramme :

0 // KV
i // QV

σId // //

f
����

isoV // 0

S

Or, pour un générateur [V ← H → −] de KV (−), avec H 6= V d’après le lemme 4.4.7, on a
f ◦ i([V ← H → −]) = 0 puisque, S étant d’espace minimal V , on a S(H) = 0 pour H 6= V .

Par conséquent on a l’existence d’un morphisme de Fiso, τf : isoV → S, surjectif par surjectivité
de f .

En faisant varier f , on obtient :

HomFiso
(isoV , S) = HomFiso

(QV , S) = S(V ).

Pour obtenir l’ensemble des objets simples de Fiso, il suffit donc d’obtenir les facteurs de com-
position des foncteurs isotropes. Avant d’énoncer le théorème fondamental permettant d’obtenir ces
facteurs de composition, on fait la remarque suivante :

Remarque 4.4.10. Pour W un objet de Sq , isoV (W ) est un F2[O(V )]-module à droite, l’action étant
obtenue par composition à la source.

Théorème 4.4.11. Pour V un objet de Edeg
q , le foncteur FV : F2[O(V )]−mod → Fiso défini par

FV (M) = isoV ⊗
F2[O(V )]

M , pour M un F2[O(V )]-module à gauche, vérifie les propriétés suivantes.

1. Le foncteur FV est exact.

2. Si M est un F2[O(V )]-module simple, alors FV (M) est un objet simple de Fiso.

Démonstration de l’exactitude de FV . Les morphismes de Edeg
q étant les monomorphismes conser-

vant la forme quadratique, on peut identifier le O(V )-ensemble à droite HomEdeg
q

(V,W ) au O(V )-

ensemble libre GrV (W )× O(V ) où GrV (W ) désigne la grassmanienne dans Edeg
q , c’est à dire l’en-

semble des sous-espaces de W isométriques à V . Par conséquent, isoV (W ) est un O(V )-module
libre, à savoir :

isoV (W ) = F2[GrV (W )] ⊗
F2

F2[O(V )].

On en déduit,
FV (M)(W ) = F2[GrV (W )] ⊗

F2

M
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4.4. Les foncteurs simples de Fiso 71

en tant qu’espace vectoriel. Comme le foncteur

F2[GrV (W )] ⊗
F2

− : O(V )−mod→ E

est exact pour tout W , on en déduit que le foncteur FV est exact.

La démonstration du deuxième point du théorème, repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 4.4.12. Si L est un sous-foncteur non nul de FV (M) pour M un O(V )-module simple,
alors L(V ) = M .

Démonstration. On note i : L→ FV (M) la transformation naturelle de foncteurs. On a iV : L(V )→
FV (M)(V ) = M , par conséquent, L(V ) est un sous-module de M . Le module M étant simple, on
en déduit que L(V ) est soit nul soit égal à M . On montre, dans la suite, que L(V ) 6= 0.

Le foncteur L étant non nul, il existe un objet W de Edeg
q tel que L(W ) 6= 0 ; on note w un

élément non nul de L(W ).
On a

iW (w) =
∑

i

λi[V
αi−→W ] ⊗

O(V )
mi

où on peut supposer que, pour i différent de j, Im(αi) 6= Im(αj) étant donné que le produit tensoriel
est pris au dessus du groupe orthogonal O(V ). L’élément iW (w) étant non nul, un des termes de la
combinaison linéaire précédente est non nul ; on notera

[V
α
−→W ] ⊗

O(V )
m

un de ces termes.
En considérant le morphisme R(α) = [W

α
←− V

Id
−→ V ] de HomSp(Edeg

q )(W,V ) obtenu à partir du

foncteur R défini à la section 2.1.2, on obtient le diagramme commutatif suivant :

L(W )

L(R(α))

��

iW // FV (M)(W ) = isoV (W ) ⊗
O(V )

M

FV (M)(L(R(α)))

��

L(V )
iV

// FV (M)(V ) = isoV (V ) ⊗
O(V )

M

Pour un morphisme αi : V →W
– Si αi = α on a le produit fibré suivant :

V

Id

��

Id // V

α

��

Id // V

V α
// W

dont on déduit :

FV (M)(L(R(α)))([V
α
−→W ] ⊗

O(V )
m) = [V

Id
−→ V ] ⊗

O(V )
m′.

– Si αi 6= α on a le produit fibré suivant :

P

��

// V

α

��

Id // V

V αi

// W
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où P 6= V puisque Im(αi) 6= Im(α), dont on déduit :

FV (M)(L(R(α)))([V
αi−→W ] ⊗

O(V )
m) = 0 pour αi 6= α.

Par conséquent,

FV (M)(L(R(α))) ◦ iW (w) = [V
Id
−→ V ] ⊗

O(V )
m′ 6= 0

et donc, par commutativité du diagramme on a L(V ) 6= 0, d’où L(V ) = M .

Lemme 4.4.13. Si L est un sous-foncteur de FV (M) pour M un O(V )-module simple, tel que
L(V ) = M , alors L = FV (M).

Démonstration. On a le morphisme d’évaluation

σ : QV ⊗ L(V )→ L

défini par :
σW ([T ]⊗ y) = L(T )(y)

pour W un objet de Sp(Edeg
q ) et T un morphisme de HomSp(Edeg

q )(V,W ) et, on déduit de la propo-

sition 4.4.5 que FV (M) est quotient de QV ⊗M , ce qui fournit le diagramme commutatif suivant :

QV ⊗ L(V )

��

// L� _

��
QV ⊗M // // FV (M)

Comme L(V ) = M , on en déduit que QV ⊗ L(V ) // // FV (M) , d’où L // // FV (M) et donc

L = FV (M).

Démonstration du point 2 du théorème. Soit M un O(V )-module simple et L un sous-foncteur non
nul de FV (M). D’après le lemme 4.4.12 on a L(V ) = M et donc par le lemme 4.4.13 L = FV (M).
D’où la simplicité de FV (M).

Remarque 4.4.14. Le deuxième point du théorème précédent est fondamental et est très particulier
à la catégorie Fiso. En effet, comparons cette situation avec ce qui se passe dans la catégorie F .
Dans l’article [Pow98b], Powell s’intéresse à l’adjoint à gauche, noté Ln, du foncteur d’évaluation
En : F →Mn (F 7→ F (F2

n)) oùMn est la catégorie des End(F2
n)-modules à gauche . Ce foncteur

Ln, défini par :
LnM := F2[Hom(F2

n,−)] ⊗
End F2

n
M

présente de nombreuses similarités avec notre foncteur FV , lorsqu’on se restreint aux modules M
qui proviennent de représentations de GLn(F2) ; on notera entre entres, les similitudes existant
entre la preuve du premier point du théorème et celle de la proposition 2.2.1 de [Pow98b] donnant
l’exactitude de Ln. Dans cette démonstration, l’auteur fait apparâıtre l’ensemble des injections à la
place de l’ensemble des morphismes, ce qui est à rapprocher du fait que nos catégories n’ont pour
morphismes que des monomorphismes.

Cependant, les foncteurs de Weyl :

DJλ = LnSλ,

pour Sλ un GLn-module simple, ne sont pas simples. Les foncteurs Jλ, duaux de ces foncteurs, sont
le sujet central de l’article sus-cité.
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Le point fondamental dans la preuve de la simplicité du foncteur L dans Fiso réside dans la
démonstration du lemme 4.4.12 et plus particulièrement dans le fait que, pour deux éléments α et
β de HomEdeg

q
(V,W ),

isoV (R(β))([α]) 6= 0 si et seulement si Im(α) ' Im(β)

où R(β) = [W
β
←− V

Id
−→ V ] et [α] est un générateur canonique de isoV (W ). Autrement dit, dans

Fiso, pour un élément β de HomEdeg
q

(V,W ) fixé, il existe un unique générateur canonique α de

isoV (W ) tel que
isoV (R(β))([α]) 6= 0.

Afin d’illustrer la différence entre les situations de F et de Fiso, on compare, dans la suite, ce qui
se passe pour le foncteur iso(x,ε) pour ε ∈ {0, 1} de Fiso et pour le foncteur P̄F2 ' L1(Λ

1(F2)) de
F , où P̄F2 est le foncteur défini par PF2 ' P̄F2 ⊕ F2.

Dans F , les morphismes analogues à R(β) sont les projections p : W → F2. Pour un générateur
canonique [w] de PF2(W ) tel que p([w]) 6= 0 et un élément k du noyau de p, on a :

p([w + k]) = [w].

Par conséquent, dans F , il existe 2dim(V )−1 générateurs canoniques de PF2(W ) vérifiant p([w]) 6= 0.
On en déduit que les éléments de P̄F2(W ) de la forme :

[w + w′] + [w] + [w′] + [0] = ([w + w′] + [0]) + ([w] + [0]) + ([w′] + [0])

engendrent un sous-foncteur propre de P̄F2 .

On a le corollaire important suivant du théorème 4.4.11.

Corollaire 4.4.15. Le foncteur FV envoie les facteurs de composition du module F2[O(V )] sur les
facteurs de composition du foncteur isoV de Fiso.

4.5 Les facteurs de composition des foncteurs isotropes de

Fquad

On déduit facilement de la proposition 4.2.12, le résultat analogue au corollaire 4.4.15 pour la
catégorie Fquad, suivant.

Proposition 4.5.1. Le foncteur κ◦FV envoie les facteurs de composition du module F2[O(V )] sur
les facteurs de composition du foncteur IsoV de Fquad.

Etant donné que les groupes orthogonaux O(V ) sont des groupes finis, on en déduit le résultat
important suivant :

Proposition 4.5.2. Les foncteurs isotropes de Fquad sont finis.

On termine cette section en appliquant le résultat de la proposition 4.5.1 à quelques exemples.

Proposition 4.5.3. Les foncteurs Iso(x,0) et Iso(x,1) sont simples dans Fquad.

Démonstration. D’après la proposition 1.4.10, O(x, 0) = O(x, 1) = {Id}, d’où le résultat.

Remarque 4.5.4. Les formes quadratiques étant à valeurs dans F2, pour un objet W de Sq on a
l’isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :

iso(x,0)(W )⊕ iso(x,1)(W ) ' F2[W \ {0}],

mais cette décomposition ne correspond pas à un isomorphisme de foncteurs entre iso(x,0)⊕iso(x,1)⊕
F2 et ι(PF

F2
).
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Proposition 4.5.5. On rappelle que d’après les propositions 1.4.9 et 1.4.10 on a :

O((x, 1)⊥(x, 1)) = O(qH0 ) = S2

et
O((x, 0)⊥(x, 0)) = O(qH1 ) = S3.

1. Le foncteur IsoH0 est indécomposable et a deux facteurs de composition isomorphes à RH0 où
RH0 est le foncteur obtenu à partir de la représentation triviale de O(qH0 ).

2. Le foncteur IsoH1 se décompose sous la forme :

IsoH1 = FH1 ⊕ SH1 ⊕ SH1

où FH1 est indécomposable et ses facteurs de composition sont RH1 et RH1 où RH1 est le
foncteur obtenu à partir de la représentation triviale de O(qH1 ) et SH1 est le foncteur obtenu
à partir de la représentation de Steinberg.

3. Le foncteur Iso(x,1)⊥(x,1) est indécomposable et ses facteurs de composition sont R(x,1)⊥(x,1)

et R(x,1)⊥(x,1) où R(x,1)⊥(x,1) est le foncteur obtenu à partir de la représentation triviale de
O((x, 1)⊥(x, 1)).

4. Le foncteur Iso(x,0)⊥(x,0) se décompose sous la forme :

Iso(x,0)⊥(x,0) = F(x,0)⊥(x,0) ⊕ S(x,0)⊥(x,0) ⊕ S(x,0)⊥(x,0)

où F(x,0)⊥(x,0) est indécomposable et ses facteurs de composition sont R(x,0)⊥(x,0) et R(x,0)⊥(x,0)

où R(x,0)⊥(x,0) est le foncteur obtenu à partir de la représentation triviale de O((x, 0)⊥(x, 0))
et S(x,0)⊥(x,0) est le foncteur obtenu à partir de la représentation de Steinberg.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la théorie des représentations modulaires des groupes symétriques,
sur laquelle on pourra consulter [JK81], pour obtenir le résultat.

4.6 Dimensions des espaces Iso(V )

4.6.1 Dimensions des espaces Iso(x,0)(V ) et Iso(x,1)(V )

On rappelle qu’on a défini au 1.2.15, les invariants ν0 et ν1 par :

ν0(V, qV ) = Card{v ∈ (V, qV ) | qV (v) = 0} ∈ N,

ν1(V, qV ) = Card{v ∈ (V, qV ) | qV (v) = 1} ∈ N.

On déduit de la définition des foncteurs isotropes, le lemme suivant :

Lemme 4.6.1. Pour un objet V de Sq, on a :

dim(iso(x,0)(V )) = ν0(V )− 1

et
dim(iso(x,1)(V )) = ν1(V ).

On ne s’intéresse dans la suite qu’aux dimensions des espaces Iso(x,0)(V ) et Iso(x,1)(V ) pour un
espace quadratique V non dégénéré.

Proposition 4.6.2. Pour un objet V de Tq non nul, on a les égalités suivantes :

dim(Iso(x,0)(V)) =
1

2
2dim(V) + (−1)Arf(V) 1

2
2dim(V)/2 − 1

dim(Iso(x,1)(V)) =
1

2
2dim(V) + (−1)Arf(V)+1 1

2
2dim(V)/2

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 1.2.19 et des lemmes
1.2.16 et 4.6.1.
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4.6.2 Dimensions des espaces Iso(x,0)⊥(x,0)(V ), Iso(x,1)⊥(x,1)(V ), IsoH0(V ) et

IsoH1(V )

On montre dans cette section le résultat suivant.

Proposition 4.6.3. Pour un objet V de Tq, on a les égalités suivantes :

dim(Iso(x,0)⊥(x,0)(V )) =
1

8
22dim(V ) + (−1)Arf(V ) 3

8
23dim(V )/2 − 2dim(V ) + (−1)Arf(V ) 3

2
2dim(V )/2 + 2

dim(IsoH0(V )) =
1

8
22dim(V ) + (−1)Arf(V ) 1

8
23dim(V )/2 −

1

4
2dim(V )

dim(Iso(x,1)⊥(x,1)(V )) =
1

8
22dim(V ) + (−1)Arf(V ) 1

8
23dim(V )/2 −

1

2
2dim(V ) + (−1)Arf(V ) 1

2
2dim(V )/2

dim(IsoH1(V )) =
1

8
22dim(V ) + (−1)Arf(V ) 3

8
23dim(V )/2 +

1

4
2dim(V ) pour V 6' H0

dim(IsoH1(H0)) = 0

Démonstration. Soit V un objet de Tq .

1. Dimensions des espaces IsoH0(V )

Soit G(IsoH0(V )) l’ensemble des générateurs canoniques de l’espace IsoH0(V ). Le groupe or-
thogonal O(V ) agit sur l’ensemble G(IsoH0(V )) par composition. On déduit de la remarque
1.3.6 que cette action est transitive.

(a) Pour V ' H⊥n
0 avec n ≥ 0

On considère l’élément [i] de G(IsoH0(V )) où i est l’inclusion canonique de H0 dans le
premier facteur de H⊥n

0 . On a alors

Stab([i]) = O(H
⊥(n−1)
0 )

par conséquent,

dim(IsoH0(H
⊥n
0 )) = Card(G(IsoH0(H

⊥n
0 ))) = Card(Orb([i])) =

|O(H⊥n
0 )|

|O(H
⊥(n−1)
0 )|

On utilise alors les formules donnant l’ordre des groupes orthogonaux rappellées à la
proposition 1.4.6 pour obtenir le résultat de l’énoncé.

(b) Pour V ' H
⊥(n−1)
0 ⊥H1 avec n ≥ 2

On montre de la même manière que précédemment que

dim(IsoH0(H
⊥(n−1)
0 ⊥H1)) =

|O(H
⊥(n−1)
0 ⊥H1)|

|O(H
⊥(n−2)
0 ⊥H1)|

.

(c) Pour V ' H1

On a
dim(IsoH0(H1)) = 0

d’après le lemme 1.2.7. On vérifie alors que dans ce cas la formule de l’énoncé est encore
valable.

2. Dimensions des espaces IsoH1(V )

On utilise le même type d’argument qu’au point précédent pour obtenir les égalités qui suivent.

(a) Pour V ' H0

On a
dim(IsoH1(H0)) = 0

d’après le lemme 1.2.7.
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4.6. Dimensions des espaces Iso(V ) 76

(b) Pour V ' H⊥n
0 avec n ≥ 2

On a dans ce cas

dim(IsoH1(H
⊥n
0 )) =

|O(H⊥n
0 )|

|O(H
⊥(n−2)
0 )⊥H1|

(c) Pour V ' H
⊥(n−1)
0 ⊥H1 avec n ≥ 2

On a dans ce cas

dim(IsoH0(H
⊥(n−1)
0 ⊥H1)) =

|O(H
⊥(n−1)
0 ⊥H1)|

|O(H
⊥(n−1)
0 |

.

3. Dimensions des espaces Iso(x,0)⊥(y,0)(V )

On note {a0, b0} une base symplectique de H0 et G(IsoH0(V )) ; G(Iso(x,0)⊥(y,0)(V ) les en-
sembles des générateurs canoniques des espaces correspondants. On a alors :

G(IsoH0(V )) ∪ G(Iso(x,0)⊥(y,0)(V ))
' {(h(a0), h(b0)) pour [h] ∈ G(IsoH0(V ))} ∪ {(h(x), h(y)) pour [h] ∈ G(Iso(x,0)⊥(y,0)(V ))}
' {(v, v′) ∈ V 2 tel que q(v) = q(v′) = 0 et B(v, v′) = 1}
∪{(v, v′) ∈ V 2 tel que {v, v′} est une famille libre, q(v) = q(v′) = 0 et B(v, v′) = 0}

' {(v, v′) ∈ V 2 tel que {v, v′} est une famille libre, et q(v) = q(v′) = 0}

On en déduit :

dim(IsoH0(V )) + dim(Iso(x,0)⊥(y,0)(V )) = dim(Iso(x,0)(V )).(dim(Iso(x,0)(V ))− 1)

On applique les résultats de la proposition 4.6.2 pour obtenir les dimensions des espaces
Iso(x,0)⊥(y,0)(V ).

4. Dimensions des espaces Iso(x,1)⊥(y,1)(V )

On montre de la même manière que précédemment que

dim(IsoH1(V )) + dim(Iso(x,1)⊥(y,1)(V )) = dim(Iso(x,1)(V )).(dim(Iso(x,1)(V ))− 1)
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Chapitre 5

Filtration des projectifs

On montre dans ce chapitre l’existence d’une filtration des projectifs PV de Fquad par le rang.
Cette construction fournira un outil essentiel pour obtenir, au chapitre 7, une décomposition en
facteurs indécomposables des projectifs PH0 et PH1 de Fquad.

Après avoir défini cette filtration, on en donnera quelques conséquences générales sur les projec-
tifs PV de Fquad. On montrera que la partie de rang nul est un facteur direct de PV et, au théorème
5.2.1, on identifiera ce foncteur. Ce résultat nous permettra de montrer au théorème 5.2.12 que
ι(F) est une sous-catégorie épaisse de Fquad. A la proposition 5.3.1, on prouvera que le quotient
supérieur de cette filtration est le foncteur isotrope IsoV .

5.1 Définition de la filtration

On rappelle qu’un morphisme de Tq de V dans W , où V et W sont deux espaces quadratiques
non dégénérés, est donné par un triplet [V → X ←W ]. On a la définition suivante :

Définition 5.1.1. Un morphisme [V → X ← W ] est de rang inférieur ou égal à i si son produit
fibré dans Edeg

q est un espace quadratique de dimension inférieure ou égale à i.

Notation 5.1.2. On notera Hom
(i)
Tq

(V,W ) l’ensemble des morphismes de V dans W de rang inférieur
ou égal à i.

On a la proposition suivante :

Proposition 5.1.3. Pour W un objet de Tq, le sous-espace vectoriel de PV (W ) suivant :

P
(i)
V (W ) = F2[Hom

(i)
Tq

(V,W )]

définit un sous-foncteur de PV .

Démonstration. Il suffit de vérifier que pour tout morphisme f = [W → Y ← Z] de Tq et tout

triplet [V → X ←W ] de Hom
(i)
Tq

(V,W ), le triplet f ◦ [V → X ←W ] est de rang inférieur ou égal à
i.

On a le diagramme commutatif suivant :

P ′ //

��

Z

��
P //

��

W //

��

Y

��

V // X // X⊥
W
Y

79
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où P et P ′ sont les produits fibrés et X⊥
W
Y est la pseudo-somme amalgamée, dont on déduit que

f([V → X ←W ]) = [V → X⊥
W
Y ← Z].

Comme [V → X ←W ] est un générateur de P
(i)
V (W ), on sait que P est de dimension inférieure ou

égale à i. Par conséquent, P ′ est de dimension inférieure ou égale à i, ce qui fournit le résultat.

On a le lemme suivant :

Lemme 5.1.4. Il existe une équivalence naturelle entre les deux foncteurs suivants :

P
(dim(V ))
V ' PV .

Démonstration. Le produit fibré D d’un triplet [V → X ← W ] est un sous-espace quadratique de
V ; par conséquent, tout triplet de V dans W est de rang inférieur ou égal à dim(V ).

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 5.1.5. Les foncteurs P
(i)
V pour i = 0, . . . , dim(V ) définissent une filtration croissante

du foncteur PV .

Démonstration. On a clairement l’inclusion d’espaces vectoriels :

P
(i)
V (W ) ⊂ P

(i+1)
V (W )

pour W un objet de Tq . Par conséquent, P
(i)
V est un sous-foncteur de P

(i+1)
V par la proposition

5.1.3.

Pour un objet V de Tq , on obtient la filtration suivante du foncteur PV :

0 ⊂ P
(0)
V ⊂ P

(1)
V ⊂ . . . ⊂ P

(dim(V )−1)
V ⊂ P

(dim(V ))
V = PV .

Le but des deux prochaines sections est d’étudier les deux extrémités de cette filtration, à savoir,

le foncteur P
(0)
V et le quotient PV /P

(dim(V )−1)
V .

Notation 5.1.6. Dans la suite, pour tout générateur de PV (W ), on considérera un représentant de

la forme [V
α
−→W⊥W ′ iW←−−W ], où iW est l’inclusion canonique. On rappelle qu’un tel représentant

existe, d’après la proposition 2.2.14.

Remarque 5.1.7. On peut raffiner la filtration en utilisant l’ensemble partiellement ordonné des
classes d’isomorphisme d’objets de Edeg

q .

5.2 Le foncteur P
(0)
V

On rappelle que le foncteur PF
ε(V )(−) = F2[HomEf (ε(V ),−)], où ε : Tq → Ef est le foncteur

défini à la proposition 2.5.6, est un foncteur projectif de F .

5.2.1 Etude du foncteur P
(0)
V

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant :

Théorème 5.2.1. Soit V un objet de Tq.

1. On a une équivalence naturelle de foncteurs :

P
(0)
V ' ι(PF

ε(V ))

où, ι : F → Fquad est le foncteur défini à la proposition 3.2.5.
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2. Le foncteur P
(0)
V est un facteur direct de PV .

Avant de démontrer ce résultat, on donne la caractérisation suivante des triplets de rang nul,
qui nous sera utile dans la suite.

Lemme 5.2.2. Soient V un objet de Tq de dimension 2n et {a1, b1, . . . , an, bn} une base symplec-

tique de V . Un triplet T = [V
α
−→W⊥W ′ ←↩ W ] est de rang nul si et seulement si

{pW ′(α(a1)), pW ′(α(b1)), . . . , pW ′(α(an)), pW ′(α(bn))}

est une famille libre de W ′, où pW ′ désigne la projection orthogonale sur W ′.

Le foncteur ε : Tq → Ef défini à la proposition 2.5.6, fournit une application

HomTq
(V,W )→ HomEf (ε(V ), ε(W )) pour V et W deux objets de Tq

qui, de plus, est surjective, puisque ε est plein d’après la proposition 2.5.9. On en déduit une
application linéaire surjective

PV (W )
gW// // PF

ε(V )(ε(W )) ∀W ∈ Tq .

On a le lemme suivant.

Lemme 5.2.3. Les applications gW définissent une transformation naturelle entre PV et ι(PF
ε(V )).

Démonstration. Soit T = [W1
f1
−→ X

f2
←− W2] un morphisme de Tq , il s’agit de montrer que le

diagramme suivant :

PV (W1)
gW1 //

PV (T )

��

ι(PF
ε(V ))(W1)

ι(PF
ε(V ))(T )

��
PV (W2)

gW2 // ι(PF
ε(V ))(W2)

est commutatif.

Soit T ′ = [V
α
−→ X ′ β

←−W1] un générateur de PV (W1).
On a, d’une part :

ι(PF
ε(V ))(T ) ◦ gW1(T

′) = ι(PF
ε(V ))(T )(ε(T ′)) = ε(T ) ◦ ε(T ′)

et, d’autre part,
gW2 ◦ PV (T )(T ′) = gW2(T ◦ T

′) = ε(T ◦ T ′)

Or, par fonctorialité de ε, on a
ε(T ◦ T ′) = ε(T ) ◦ ε(T ′)

d’où la commutativité du diagramme.

Le foncteur P
(0)
V étant un sous-foncteur de PV , les applications gW induisent des applications

P
(0)
V (W )

fW
−−→ PF

ε(V )(ε(W )).

On déduit du lemme 5.2.3 le résultat suivant.

Lemme 5.2.4. Les applications fW définissent une transformation naturelle entre P
(0)
V et ι(PF

ε(V )).

Pour démontrer le théorème 5.2.1, il suffit donc de montrer la proposition qui suit.
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Proposition 5.2.5. L’ application P
(0)
V (W )

fW
−−→ PF

ε(V )(ε(W )) est un isomorphisme pour V et W
des objets de Tq.

Démonstration. 1. Surjectivité de fW
La surjectivité de fW est donnée par la proposition 2.5.10.

2. Injectivité de fW
La transformation naturelle f est induite par la transformation naturelle

Hom
(0)
Tq

(V,−)→ HomEf (ε(V ), ε(−))

en considérant les espaces vectoriels librement engendrés par ces ensembles. Donc, f est injec-
tive si et seulement si cette transformation naturelle est injective. Par conséquent, il suffit de

vérifier que pour T = [V
α
−→W⊥W ′ iW←−−W ] et T ′ = [V

α′

−→W⊥W ′′ i′W←−−W ] deux générateurs

de P
(0)
V (W ) tels que

pW ◦ O(α) = p′W ◦ O(α′) (5.1)

on a T = T ′. Soit {a1, b1, . . . , an, bn} une base symplectique de V . On déduit de 5.1 que pour
tout i ∈ {1, . . . , n} on a :

α(ai) = wi + w′
i, α(bi) = xi + x′i (5.2)

et
α′(ai) = wi + w′′

i , α
′(bi) = xi + x′′i (5.3)

où {w′
1, x

′
1, . . . , w

′
n, x

′
n} et {w′′

1 , x
′′
1 , . . . , w

′′
n, x

′′
n} sont deux familles libres d’après le lemme 5.2.2,

puisque les triplets sont de rang nul.

On note W ′ = Vect(w′
1, x

′
1, . . . , w

′
n, x

′
n) (respectivement W ′′ = Vect(w′′

1 , x
′′
1 , . . . , w

′′
n, x

′′
n)) le

sous-espace quadratique éventuellement dégénéré, de W ′ (respectivement W ′′) et on définit
l’application f : W ′ →W ′′ par f(w′

i) = w′′
i et f(x′i) = x′′i pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Etant donné que α et α′ conservent la forme quadratique, on déduit des relations 5.2 et 5.3
que f conserve la forme quadratique. On peut donc appliquer le lemme 1.1.16 à l’espace
non dégénéré W ′⊥W ′′ qui fournit un morphisme f : W ′⊥W ′′ → W ′⊥W ′′ de Eq et dont la
restriction à W ′ cöıncide avec f . On en déduit la commutativité du diagramme suivant :

W� _

iW
��

� p

i′W

""D
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD

V
α //

α′

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW W⊥(W ′⊥W ′′)
Id⊥f

((QQQQQQQQQQQQQ

W⊥(W ′⊥W ′′)

dont on déduit l’égalité T = T ′ étant donné que, par inclusion, on a

T = [V
α
−→W⊥W ′ iW←−−W ] = [V

α
−→W⊥W ′⊥W ′′ iW←−−W ]

et

T ′ = [V
α′

−→W⊥W ′′ i′W←−−W ] = [V
α′

−→W⊥W ′⊥W ′′ i′W←−−W ].

Notation 5.2.6. Dans la suite, pour V etW deux objets de Eq, et f un morphisme de HomEf (ε(V ), ε(W )),

on notera tf le triplet de Hom(0)(V,W ) qui lui correspond. Dans la suite, on notera encore tf le

générateur canonique de P
(0)
V (W ) obtenu à partir de tf .

On déduit du point 1 du théorème 5.2.1 le corollaire suivant.
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Corollaire 5.2.7. Pour V , W et X des objets de Eq, f : ε(W ) → ε(X) et g : ε(V ) → ε(W ) des
morphismes de Ef , on a :

tf ◦ tg = tf◦g

où tf , tg et tf◦g sont les triplets de, respectivement, P
(0)
W (X), P

(0)
V (W ) et P

(0)
V (X) associés aux

applications linéaires : f, g et f ◦ g.

On peut reformuler ce résultat en terme d’idempotent de l’anneau d’endomorphismes End(PV ),
pour obtenir la proposition suivante.

Proposition 5.2.8. Le triplet tIdV est un idempotent de End(PV ) tel que PV .tIdV = P
(0)
V .

Démonstration. Le triplet tId est un idempotent de End(PV ) par le corollaire 5.2.7. On a clairement

PV .tId ⊂ P
(0)
V par définition de la filtration et, pour tout triplet tf de P

(0)
V , on a tf = tf ◦ tId, d’où

l’égalité.

Dans la suite, afin d’alléger les notations, l’idempotent tIdV sera noté eV .

5.2.2 Propriétés de l’idempotent eV

L’idempotent eV joue un rôle fondamental dans la démonstration du fait que ι(F) est une sous-
catégorie épaisse de Fquad, donnée à la section suivante. Pour cela, quelques résultats complémentaires
concernant ces idempotents seront nécessaires. Cette section a pour vocation de donner ces pro-
priétés.

On rappelle la proposition suivante qui résulte de la combinaison des propositions 5.2.5 et 5.2.8.

Proposition 5.2.9. Soit V un objet de Tq, il existe un unique endomorphisme eV de EndTq
(V ) tel

que :

1. l’endomorphisme eV est de rang nul ;

2. ε(eV ) = Idε(V ) où ε : Tq → Ef est le foncteur défini à la proposition 2.5.6.

En particulier, eV est un idempotent de EndTq
(V ).

On déduit, de la proposition précédente, le corollaire :

Corollaire 5.2.10. Pour V et W deux objets de Tq, on a :

eV⊥W = eV⊥eW

où ⊥ : Tq × Tq → Tq est le foncteur somme orthogonale défini à la proposition 2.2.22.

Démonstration. On vérifie que l’endomorphisme eV⊥eW vérifie les deux propriétés de la proposition
5.2.9.

On a le lemme fondamental suivant, qui nous sera utile par la suite. On rappelle que ι(PF
ε(V )) '

P
(0)
V d’après le théorème 5.2.1.

Lemme 5.2.11. Soient V et W des objets de Tq, le foncteur ι induit un isomorphisme :

HomF(PF
ε(V ), P

F
ε(W ))

'
−→ HomFquad

(P
(0)
V , P

(0)
W ),

où ε : Tq → E est le foncteur défini à la proposition 2.5.6.

Démonstration. On a les suites d’égalités :

HomFquad
(P

(0)
V , P

(0)
W ) = P

(0)
W (eV )P

(0)
W (V ) = P

(0)
W (V )

= ι(PF
ε(W ))(V ) = PF

ε(W )(ε(V )) = HomF(PF
ε(V ), P

F
ε(W ))
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5.2.3 La catégorie ι(F) est une sous-catégorie épaisse de Fquad

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant

Théorème 5.2.12. La catégorie ι(F) est une sous-catégorie épaisse de Fquad où, ι : F → Fquad
est le foncteur défini à la proposition 3.2.5.

Démonstration. – Soit FF un objet de F et

0→ G→ ι(FF )→ H → 0,

une suite exacte courte dans Fquad. En utilisant la catégorie F ′ introduite en 3.2.7 on peut
appliquer le deuxième point de la proposition A.0.4, dont on déduit que : G ' ι(GF ) par un
argument similaire à celui utilisé à la section 3.2.2. De même, on montre que H ' ι(HF ).

– Soient GF et HF deux objets de F , on note G = ι(GF ) et H = ι(HF ). Pour une suite exacte
courte

0→ G→ F → H → 0,

on souhaite montrer qu’il existe un foncteur FF de F vérifiant F = ι(FF ).
Soient

. . .→ P1 → P0 → GF → 0

et
. . .→ Q1 → Q0 → HF → 0

des résolutions projectives de GF et HF dans F , on a le diagramme commutatif

. . .

��

. . .

��

. . .

��
0 // ι(P1) //

��

ι(P1)⊕ ι(Q1) //

��

ι(Q1) //

��

0

0 // ι(P0) //

��

ι(P0)⊕ ι(Q0) //

��

ι(Q0) //

��

0

0 // G // F // H // 0

dans lequel les colonnes sont des résolutions projectives dans Fquad, d’après le lemme du “fer
à cheval”. Or, d’après le lemme 5.2.11 le morphisme ι(P1)⊕ ι(Q1)→ ι(P0)⊕ ι(Q0) est induit
par un morphisme de F noté f . On en déduit qu’il existe un diagramme commutatif, dont les
lignes sont exactes :

ι(P1)⊕ ι(Q1) //

∼=

��

ι(P0)⊕ ι(Q0)

∼=

��

// ι(Coker(f)) // 0

ι(P1)⊕ ι(Q1) // ι(P0)⊕ ι(Q0) // F // 0

d’où F ∼= ι(Coker(f)).

Grâce à ce théorème, on déduit de la proposition 5.2.9 et du lemme 5.2.11, la caractérisation
suivante des foncteurs simples de F dans Fquad qui nous sera très utile dans le chapitre 8 concernant
l’étude des foncteurs polynomiaux de Fquad.
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Proposition 5.2.13. 1. Soit F un foncteur de Fquad, alors F est dans l’image du foncteur
ι : F → Fquad si et seulement si, pour tout objet V de Tq,

F (eV )F (V ) = F (V ).

2. Soit S un foncteur simple de Fquad, alors S est dans l’image du foncteur ι : F → Fquad si et
seulement s’il existe un objet W de Tq tel que

S(eW )S(W ) 6= 0.

Démonstration. Le sens direct du premier point découle du fait que, pour un foncteur F dans
l’image du foncteur ι,

HomFquad
(P

(0)
V , F ) = F (eV )F (V ) = F (V ).

Pour la réciproque, la condition F (eV )F (V ) = F (V ) entrâıne que F est quotient d’une somme

de projectifs de la forme P
(0)
V . La catégorie ι(F) étant épaisse dans Fquad d’après le théorème

précédent, on obtient le résultat.

Pour le second point, il suffit de remarquer que, si S(eW )S(W ) 6= 0, on a HomFquad
(P

(0)
W , S) 6=

0 et donc S est un quotient de P
(0)
W par simplicité de S. Le lemme 5.2.11 entrâıne qu’il existe

une correspondance bijective entre les facteurs indécomposables de P
(0)
V et ceux de PF

ε(V ). On en

déduit que les quotients simples de P
(0)
V proviennent de F . Par conséquent, S est dans l’image du

foncteur ι.

5.3 Le quotient PV /P
(dim(V )−1)
V

Le but de cette section est de montrer le résultat suivant :

Proposition 5.3.1. Pour V un objet de Tq, on a une équivalence naturelle de foncteurs :

PV /P
(dim(V )−1)
V ' IsoV .

Pour cela, on commence par montrer, pour la catégorie Fquad, le résultat analogue à la propo-
sition 4.4.5 dans la catégorie Fiso.

Proposition 5.3.2. Le foncteur IsoV de Fquad est quotient du foncteur PV = F2[HomTq
(V,−)].

Démonstration. Par le lemme de Yoneda, on a Hom(PV , IsoV ) = IsoV (V ) = F2[O(V )].

Pour un générateur [V
f
−→ V ] de IsoV (V ), la transformation naturelle PV

σf

−→ IsoV est surjective.

En effet, on vérifie aisément qu’un générateur [V
g
−→W ] de IsoV (W ) a pour antécédent, dans PV (W )

par (σf )W , le triplet [V
g◦f−1

−−−−→W
Id
←−W ].

On montre alors le résultat formel qui suit.

Proposition 5.3.3. Le foncteur IsoV de Fquad est quotient du foncteur PV /P
(dim(V )−1)
V .

Démonstration. Par la définition de la filtration et par la proposition précédente, on a le diagramme :

0 // P (dim(V )−1)
V

i // PV

σId

����

// // PV /P
(dim(V )−1)
V

// 0

IsoV

où i est l’inclusion canonique de P
(dim(V )−1)
V dans PV . Par définition de σId, on a σId ◦ i = 0, dont

on déduit la transformation naturelle :

τ : PV /P
(dim(V )−1)
V → IsoV .
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Nous allons montrer dans la suite que cette transformation naturelle est un isomorphisme. Pour
cela, il suffit de montrer le résultat suivant.

Proposition 5.3.4. Pour V et W deux objets de Tq, on a un isomorphisme

(PV /P
(dim(V )−1)
V )(W ) ' IsoV (W ).

Pour démontrer ce résultat nous aurons besoin du lemme :

Lemme 5.3.5. Pout tout générateur T = [V
f
−→W⊥W ′ ←↩ W ] de (PV /P

(dim(V )−1)
V )(W ), on a :

T = [V
f
−→W

Id
←−W ].

Démonstration. Par définition de la filtration, pour V et W deux objets de Tq , l’espace

(PV /P
(dim(V )−1)
V )(W ) est engendré par les triplets du type Hom

[dim(V )]
Tq

(V,W )] où Hom
[dim(V )]
Tq

(V,W )

désigne l’ensemble des triplets de V dans W dont le produit fibré D dans Edeg
q est un espace quadra-

tique de dimension égale à la dimension de V . On déduit alors de l’existence d’un monomorphisme
de D dans V et de l’égalité des dimensions, que D et V sont isométriques.

Par conséquent, pour le triplet T de l’énoncé, on a, par définition du produit fibré, f(V ) ⊂ W

et donc T = [V
f
−→W

Id
←−W ], par la relation d’équivalence définie sur les morphismes de Tq .

Démonstration de la proposition 5.3.4. La transformation naturelle τ obtenue dans la démonstration
de la proposition 5.3.3 définit, pour W un objet de Tq , l’application linéaire

τW : (PV /P
(dim(V )−1)
V )(W ) → IsoV (W )

T = [V
f
−→W

Id
←−W ] 7−→ [V

f
−→W ]

qui est un isomorphime d’après le lemme 5.3.5. Par conséquent, τ est une équivalence naturelle.
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Chapitre 6

Les foncteurs mixtes

On introduit dans ce chapitre une nouvelle famille de foncteurs originaux de Fquad, appelés
foncteurs mixtes. On étudiera en détails certains de ces foncteurs, à savoir les foncteurs Mix0,1 et
Mix1,1, dont nous aurons besoin au chapitre 7 pour étudier les projectifs PH0 et PH1 . Nous verrons
en particulier que ces foncteurs Mix0,1 et Mix1,1 sont infinis et nous en donnerons les facteurs de
composition.

6.1 Définition des foncteurs mixtes

Notation 6.1.1. Dans le reste de ce chapitre, la forme bilinéaire associée à un espace quadratique
V sera notée BV .

On commence par définir l’ensemble suivant :

Définition 6.1.2. Soient D un objet de Edeg
q , η un élement du dual D∗ et V un objet de Tq ,

l’ensemble MV
D,η est l’ensemble des couples

([h], v)

tels que :

1. [h] est un générateur canonique de IsoD(V ) ;

2. v est un élément de V tel que la forme linéaireBh,v : D → F2 définie par Bh,v(d) = BV (v, h(d))
vérifie : Bh,v = η.

Ceci nous permet de définir les foncteurs mixtes dans la proposition suivante :

Proposition 6.1.3. Soient D un objet de Edeg
q et η un élement du dual D∗ de l’espace sous-jacent

à D, les conditions suivantes définissent un objet MixD,η : Tq → E de Fquad.

1. Sur les objets :
MixD,η(V ) = F2[M

V
D,η]

pour V un objet de Tq ;

2. sur les morphismes :

pour un morphisme [V
f
−→ X

g
←− W ] de HomTq

(V,W ) et un élément [h] de IsoD(V ), on
considère le diagramme suivant dans Edeg

q :

W

g

��
D

h
// V

f
// X

87
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6.1. Définition des foncteurs mixtes 88

– si le produit fibré dans Edeg
q de ce diagramme est D, autrement dit si f ◦h(D) ⊂ g(W ), ceci

fournit un unique morphisme de D dans W de Edeg
q , noté h′ tel que f ◦ h = g ◦ h′.

D
h′

//

Id

��

W

g

��
D

h
// V

f
// X

Dans ce cas, on pose :

MixD,η([V
f
−→ X

g
←−W ])[([h], v)] = [([h′], g! ◦ f(v))]

où g! est l’inverse à gauche de g défini en 2.5.3 ;
– sinon, on pose :

MixD,η([V
f
−→ X

g
←−W ])([h]) = 0.

Démonstration. On commence par vérifier que les foncteurs mixtes sont bien définis, c’est à dire que,
dans le cas où le produit fibré du diagramme considéré dans l’énoncé est D, le couple ([h′], g! ◦f(v))
est un élément de MW

D,η. Par construction, [h′] est un générateur canonique de IsoD(W ). Pour un
élément d de D, on a :

BV (v, h(d)) = BX(f(v), f ◦ h(d)).

Comme le produit fibré du diagramme de l’énoncé est D, on a

f ◦ h(D) ⊂ g(W )

par conséquent

BV (v, h(d)) = BW (g! ◦ f(v), g! ◦ f ◦ h(d)) = BW (g! ◦ f(v), h′(d)).

D’où
si Bh,v = η alors Bh′,g!◦f(v) = η

en conséquence de quoi ([h′], g! ◦ f(v)) est un élément de MW
D,η.

On vérifie que MixD,η est bien défini sur les morphismes de Tq . Pour montrer que MixD,η est
un objet de Fquad, d’après le corollaire 2.2.11, il suffit de vérifier les points suivants :

1. MixD,η ◦L : Eq → A est un foncteur.

2. MixD,η ◦R : Eq
op → A est un foncteur.

3. MixD,η(L(f)) ◦MixD,η(R(g)) = MixD,η(L(f) ◦R(g)).

De même que pour les foncteurs isotropes, les deux premiers points sont clairs. Pour le dernier
point, on note [([h], w)] un générateur canonique de MixD,η(W, qW ). On a alors, d’une part :

MixD,η([W
Id
−→W

g
←− V ]([([h], w)]) =

{

[([h′], g!(w))] si D ×
W
V = D

0 sinon

où h′ est défini par le diagramme :

D
h′

//

Id

��

V

g

��
D

h
// W
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6.1. Définition des foncteurs mixtes 89

d’où :

MixD,η([V
f
−→ X

Id
←− X ])◦MixD,η([W

Id
−→W

g
←− V ])([([h], w)]) =

{

[([f ◦ h′], f ◦ g!(w))] si D ×
W
V = D

0 sinon

d’autre part :

[V
f
−→ X

Id
←− X ] ◦ [W

Id
−→W

g
←− V ] = [W

f ′

−→ W⊥
V
X

g′

←− X ]

où f ′ et g′ sont définis par le diagramme en escalier :

X

Id

��
V

f //

g

��

X

g′

��

W
Id

// W
f ′

// W⊥
V
X

D’où

MixD,η([V
f
−→ X

Id
←− X ] ◦ [W

Id
−→W

g
←− V ])([([h], w)]) =







[([k′], g′! ◦ f ′(w))] si D ×
W⊥

V
X
X = D

0 sinon

où k′ est défini par le diagramme :

D
k′ //

Id

��

X

g′

��

D
f ′◦h

// W⊥
V
X

Il reste à vérifier que les deux valeurs obtenues sont identiques. Pour cela, on regarde le diagramme
de produit fibré précédent comme la succession de deux produits fibrés et on applique les propriétés
du produit fibré et la proposition 1.3.21 reliant la pseudo-somme amalgamée dans Eq au produit
fibré dans Edeg

q , ce qui donne le diagramme :

D ×
W
V h′

//

i

��

V

g

��

f // X

g′

��

D
h

// W
f ′

// W⊥
V
X

.

où i est l’inclusion canonique. On en déduit D ×
W
V = D ×

W⊥
V
X
X et, dans le cas où D ×

W
V =

D ×
W⊥

V
X
X = D, on a k′ = f ◦ h′. De plus, g′! ◦ f ′ = f ◦ g!, étant donné que le foncteur ε : Tq → Ef

est un foncteur de Fquad d’après la proposition 2.5.6.

Remarque 6.1.4. Une première justification à l’appellation : foncteurs mixtes, choisie pour ces fonc-
teurs, réside dans le fait que, pour un objet V de Tq , la définition de MixD,η(V ) utilise, à la fois,
la structure d’ espace quadratique de V , par le biais de l’espace quadratique D, mais également de
celle d’espace muni d’une forme bilinéaire, par le biais de l’élément η de D∗.
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6.2. Quelques généralités sur les foncteurs MixD,η tels que dim(D) = 1 90

Remarque 6.1.5. Dans la définition précédente des foncteurs mixtes, on n’impose pas de condition
d’indépendance linéaire entre h(D) et v. On peut néanmoins, construire d’autres foncteurs du même
type en imposant cette condition, ce qui fournit des foncteurs quotients des foncteurs mixtes définis
ci-dessus. Ces foncteurs pourront donc être utiles dans un travail ultérieur pour décomposer les
foncteurs mixtes.

Dans la suite de ce chapitre, on ne s’intéressera qu’aux foncteurs MixD,η , pour D un espace
quadratique de dimension un.

6.2 Quelques généralités sur les foncteurs MixD,η tels que

dim(D) = 1

Dans le cas où l’espace quadratique D est de dimension un, l’espace dual D∗ est également de
dimension un et possède donc deux éléments : l’élément nul qui sera noté 0 et un élément non trivial
qui sera noté 1.

On note dans le reste de ce chapitre, Mixα,β le foncteur MixD,η tel que D ' (x, α) et η = β.
D’après la définition générale des foncteurs mixtes donnée à la section précédente, il existe quatre

foncteurs de Fquad tels que dim(D) = 1, notés respectivement

Mix0,0, Mix0,1, Mix1,0, Mix1,1.

On a le résultat suivant :

Lemme 6.2.1. Soit V un objet de Tq, si [([h], v)] est un générateur canonique de Mixα,β(V ), alors
[([h], v + h(x))] est un générateur canonique de Mixα,β(V ), où x est le générateur de l’espace D.

Démonstration. Ce résultat découle directement du fait que la forme bilinéaire est alternée.

Afin de mettre en évidence cette symétrie dans l’ensemble des générateurs canoniques de Mixα,β(V )
et de rendre plus claire une action du groupe S2, on utilise, dans la suite, une représentation des
générateurs canoniques de Mixα,β(V ) différente de celle donnée dans la définition générale.

Définition 6.2.2. Pour D ' (x, α) et η = β, l’ensemble NV
D,η est l’ensemble des couples

(v1, v2)

de V , tels que :

1. q(v1 + v2) = α ;

2. B(v1, v2) = β.

On a le résultat suivant :

Lemme 6.2.3. Pour D ' (x, α) et η = β, les ensembles MV
D,η et NV

D,η sont en bijection.

Démonstration. On a la bijection d’ensemble suivante

fV : MV
D,η → NV

D,η

([h], v) 7→ (h(x) + v, v)

d’inverse
f−1
V : NV

D,η → MV
D,η

(v1, v2) 7→ ([k], v2)

où k est le monomorphisme de D dans V défini par k(x) = v1 + v2.

Notation 6.2.4. Dans la suite, un générateur de Mixα,β(V ) sera représenté par l’élément qui lui
correspond par la bijection fV .
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6.2. Quelques généralités sur les foncteurs MixD,η tels que dim(D) = 1 91

Ainsi, le générateur [([h], v)] de Mixα,β(V ) est représenté par l’élément [(h(x)+v, v)] de F2[N
V
D,η]

et l’élément [([h], v + h(x))], qui est également un générateur canonique de Mixα,β(V ) d’après le
lemme 6.2.1, sera représenté par l’élément [(v, v + h(x))].

Remarque 6.2.5. Dans le cas où D ' (x, α), le produit fibré du diagramme

W

g

��
(x, α)

h
// V

f
// X 'W⊥L

considéré à la proposition 6.1.3, est isométrique à (x, α) si et seulement si f ◦ h(x) ∈ W . Par
conséquent, pour la représentation d’un générateur [([h], v)] de Mixα,β(V ) sous la forme

[(v1, v2)] := [(h(x) + v, v)],

la définition des foncteurs mixtes sur les morphismes est donnée par :

MixD,η([V
f
−→ X 'W⊥L

g
←−W ])[(v1, v2)] =

{

[(g! ◦ f(v1), g
! ◦ f(v2)] si f(v1 + v2) ∈ W

0 sinon

où g! est l’inverse à gauche de g défini en 2.5.3.

On a le lemme suivant :

Lemme 6.2.6. Le groupe symétrique S2 agit sur le foncteur Mixα,β.

Démonstration. Soit V un objet de Tq , on définit l’action de S2 = {Id, τ} sur Mixα,β(V ) par :

τ.[(v1, v2)] = [(v2, v1)]

pour τ l’élément d’ordre deux de S2 et [(v1, v2)] un générateur canonique de Mixα,β(V ). On vérifie
que ceci définit bien une action.

Il nous reste à vérifier que les applications linéaires τV

τV : Mixα,β(V ) → Mixα,β(V )
[(v1, v2)] 7→ [(v2, v1)]

définissent une transformation naturelle, c’est à dire que pour un triplet T = [V
ϕ
−→W⊥L

iW←−−W ],
on a la commutativité du diagramme suivant :

Mixα,β(V )
τV //

Mixα,β(T )

��

Mixα,β(V )

Mixα,β(T )

��
Mixα,β(W )

τW // Mixα,β(W ).

On a :
Mixα,β(T ) ◦ τV [(v1, v2)]
= Mixα,β(T )([(v2, v1)])

=

{

[(pW ◦ (ϕ(v2)), pW ◦ (ϕ(v1))] si ϕ(v1 + v2) ∈ W
0 sinon

et
τW ◦Mixα,β(T )([(v1, v2)])

= τW

{

[(pW ◦ (ϕ(v1)), pW ◦ (ϕ(v2))] si ϕ(v1 + v2) ∈ W
0 sinon

=

{

[(pW ◦ (ϕ(v2)), pW ◦ (ϕ(v1))] si ϕ(v1 + v2) ∈ W
0 sinon

ce qui prouve la naturalité de τ .
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6.2. Quelques généralités sur les foncteurs MixD,η tels que dim(D) = 1 92

Ce lemme nous permet de définir un foncteur de Fquad en considérant les invariants par cette
action.

Définition 6.2.7. Le foncteur Σα,β de Fquad est obtenu en considérant les invariants de Mixα,β(V )
par l’action du groupe symétrique S2.

Σα,β : Tq → E
V 7−→ (Mixα,β(V ))S2 .

On s’intéressera plus particulièrement, dans la suite, aux foncteurs Mix0,1 et Mix1,1, qui sont les
deux foncteurs qui apparâıtront au chapitre III dans les décompositions des projectifs PH0 et PH1

données au théorème 7.3.4.
On a le lemme suivant :

Lemme 6.2.8. Soient V un objet de Tq et [(v1, v2)] un générateur canonique de Mixα,1(V ), alors
la famille {v1, v2} de V est libre.

Démonstration. Pour une combinaison linéaire nulle de v1 et v2 :

λ1.v1 + λ2.v2 = 0,

on a
B(v1, λ1.v1 + λ2.v2) = λ2 = 0

et
B(v2, λ1.v1 + λ2.v2) = λ1 = 0

puisque la forme bilinéaire B est alternée.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 6.2.9. Soit V un objet de Tq, l’action de S2 sur l’ensemble des générateurs canoniques
de Mix0,1(V ) (respectivement Mix1,1(V )) est libre.

Démonstration. Pour un générateur [(v1, v2)] de Mixα,1(V ), comme la famille {v1, v2} de V est libre
d’après le lemme 6.2.8, on a v1 6= v2, ce qui prouve que l’action de S2 est libre.

Remarque 6.2.10. On déduit du lemme 6.2.8 que les deux foncteurs Mixα,1(V ), cöıncident avec ceux
qui leur correspondent dans la famille de foncteurs évoquée à la remarque 6.1.5.

On donne le résultat général suivant concernant les actions libres du groupe S2.

Lemme 6.2.11. Si A est un ensemble fini muni d’une action libre de S2 alors, il existe une suite
exacte courte :

0→ F2[A]S2 → F2[A]→ F2[A]S2 → 0.

Démonstration. Par l’action de S2 sur A, on a l’existence de l’inclusion canonique des invariants
dans F2[A] :

F2[A]S2
� � f // F2[A].

La norme F2[A]
1+τ
−−→ F2[A] induit une application linéaire :

F2[A]
g
−→ F2[A]S2

telle que la composée

F2[A]S2
� � f // F2[A]

g // F2[A]S2

est triviale. On vérifie que ceci définit une suite exacte courte.
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On en déduit la proposition suivante :

Proposition 6.2.12. Il existe une suite exacte courte

0→ Σα,1 → Mixα,1 → Σα,1 → 0. (6.1)

Démonstration. Ce résultat découle directement de la proposition 6.2.7 et du lemme 6.2.11.

Notation 6.2.13. On notera [{v1, v2}] l’image de l’élément [(v1, v2)] de Mixα,1(V ) dans Σα,1(V ).

Remarque 6.2.14. La proposition 6.2.12 n’a pas d’analogue pour les foncteurs Mix0,0 et Mix1,0

car, dans ces deux cas, l’action du groupe S2 n’est pas libre. Néanmoins, des arguments similaires
s’appliquent aux foncteurs évoqués à la remarque 6.1.5 qui correspondent aux foncteurs Mix0,0 et
Mix1,0.

Remarque 6.2.15. On verra à la proposition 7.3.2, que les foncteurs Mix0,1 et Mix1,1 sont indécomposables.
On en déduira que la suite exacte courte (6.1) n’est pas scindée pour les foncteurs Mix0,1 et Mix1,1.

En vue d’étudier les foncteurs Mixα,1 pour α ∈ {0, 1} on relie, à la section suivante, le foncteur
Mixα,1 au foncteur ι(PF

F2
)⊗ Iso(x,α).

6.3 Etude du foncteur ι(PF
F2

)⊗ Iso(x,α)

Dans cette section, on montre que le foncteur ι(PF
F2

)⊗Iso(x,α) admet un facteur direct équivalent
au foncteur Mixα,1 puis, on déduit de la filtration polynomiale de la catégorie F , une filtration du
foncteur ι(PF

F2
)⊗ Iso(x,α) qui nous sera utile par la suite.

Notation 6.3.1. Afin d’alléger les notations, on écrira PF ⊗ Isoα à la place de ι(PF
F2

) ⊗ Iso(x,α) et
Isoα à la place de Iso(x,α).

6.3.1 Lien entre les foncteurs PF ⊗ Isoα et Mixα,1

On commence par définir deux sous-foncteurs de PF ⊗ Isoα.

Lemme 6.3.2. 1. Il existe un sous-foncteur (PF ⊗ Isoα)1 de PF ⊗ Isoα tel que, pour V un objet
de Tq, (PF ⊗ Isoα)1(V ) est l’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme

[v]⊗ [h] tels que B(v, h(x)) = 1

où [v] est un générateur canonique de PF2(V ) et [h] est un générateur canonique de Isoα(V ).

2. Il existe un sous-foncteur (PF ⊗ Isoα)0 de PF ⊗ Isoα tel que, pour V un objet de Tq, (PF ⊗
Isoα)0(V ) est l’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme

[v]⊗ [h] tels que B(v, h(x)) = 0

où [v] est un générateur canonique de PF2(V ) et [h] est un générateur canonique de Isoα(V ).

Démonstration. 1. Soit [v] ⊗ [h] un générateur de (PF ⊗ Isoα)1(V ) et T = [V
ϕ
−→ W⊥L

iW←−− W ]
un triplet de HomTq

(V,W ), on note P le produit fibré de

(x, α)
ϕ◦h
−−→ W⊥L

iW←−−W

(a) Si P = {0}

On a :
(PF ⊗ Iso)(T )([v]⊗ [h]) = 0
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(b) Si P = (x, α)

On a le diagramme commutatif suivant :

(x, α)
h′

//

Id

��

W� _

iW

��
(x, α)

ϕ◦h
// W⊥L

et ϕ ◦ h(x) ∈W .

Par conséquent
(PF ⊗ Iso)(T )([v]⊗ [h]) = [pW ◦ ϕ(v)] ⊗ [h′]

avec

B(v, h(x)) = B(ϕ(v), ϕ ◦ h(x))
= B(pW ◦ ϕ(v) + pLϕ(v), ϕ ◦ h(x))
= B(pW ◦ ϕ(v), ϕ ◦ h(x)) puisque ϕ ◦ h(x) ∈ W
= B(pW ◦ ϕ(v), h′(x))
= 1

Par conséquent,
(PF ⊗ Isoα)(T )([v]⊗ [h]) ∈ (PF ⊗ Isoα)1(W ).

2. La preuve est similaire à la précédente, en remplaçant 1 par 0.

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 6.3.3. On a la décomposition en somme directe

PF ⊗ Isoα = (PF ⊗ Isoα)0 ⊕ (PF ⊗ Isoα)1.

Démonstration. Pour tout objet V de Tq , on a la décomposition en somme directe

PF ⊗ Isoα(V ) = (PF ⊗ Isoα)0(V )⊕ (PF ⊗ Isoα)1(V ).

d’où le résultat, par le lemme 6.3.2.

On a le lien suivant entre les foncteurs (PF ⊗ Isoα)1 et Mixα,1.

Lemme 6.3.4. Il existe une transformation naturelle non nulle

θ : (PF ⊗ Isoα)1 → Mixα,1.

Démonstration. Pour un objet V de Tq , on montre que les applications linéaires

θV : (PF ⊗ Isoα)1(V ) → Mixα,1(V )
[v]⊗ [h] 7−→ [(v, v + h(x))]

induisent une transformation naturelle entre (PF ⊗ Isoα)1 et Mixα,1, c’est à dire que, pour un

morphisme T = [V
ϕ
−→W⊥L

iW←−−W ], on a la commutativité du diagramme suivant :

(PF ⊗ Isoα)1(V )
θV //

(PF⊗Isoα)1(T )

��

Mixα,1(V )

Mixα,1(T )

��
(PF ⊗ Isoα)1(W )

θW // Mixα,1(W ).
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On note P le produit fibré de

(x, α)
ϕ◦h // W⊥L W?

_iWoo

et dans le cas où P ' (x, α), on a :

(x, α)
h′

//

Id

��

W� _

iW

��
(x, α)

ϕ◦h
// W⊥L

Par définition du produit fibré, on a l’équivalence suivante :

P ' (x, α) si et seulement si ϕ ◦ h(x) ∈ W.

On a :
Mixα,1(T ) ◦ θV ([v]⊗ [h])
= Mixα,1(T )[(v, v + h(x))]

=

{

[(pW ◦ (ϕ(v)), pW ◦ (ϕ(v + h(x)))] si ϕ ◦ h(x) ∈ W
0 sinon

et

θW ◦ (PF ⊗ Isoα)1(T )([v]⊗ [h]) = θW

{

[pW ◦ ϕ(v)] ⊗ [h′] si P ' (x, α)
0 sinon

=

{

[(pW ◦ (ϕ(v)), pW ◦ (ϕ(v) + h′(x))] si P ' (x, α)
0 sinon.

=

{

[(pW ◦ (ϕ(v)), pW ◦ (ϕ(v) + ϕ ◦ h(x))] si P ' (x, α)
0 sinon.

d’où la commutativité du diagramme.

On a le résultat suivant.

Proposition 6.3.5. La transformation θ définit un isomorphisme naturel entre (PF ⊗ Isoα)1 et
Mixα,1.

Démonstration. L’application θV est un isomorphisme d’inverse

(θV )−1 : (PF ⊗ Isoα)1(V ) → Mixα,1(V )
[(v, w)] 7−→ [v]⊗ [h]

où h est le morphisme de HomTq
((x, α), V ) tel que h(x) = v + w.

6.3.2 Filtration des foncteurs PF ⊗ Isoα

On définit dans la suite une filtration des foncteurs PF ⊗ Isoα obtenue à partir de la filtration
polynomiale de la catégorie F . On ne donne ici que les résultats essentiels pour la suite concernant
les foncteurs polynomiaux de F . Le lecteur pourra consulter [HLS93] et [Sch94] pour les généralités
sur les foncteurs polynomiaux de F et les preuves des résultats rappelés ici.

Définition 6.3.6. Soient F un objet de F et d un entier naturel, le foncteur qdF est le plus grand
quotient polynomial de degré d de F .

Notation 6.3.7. On note kdF le noyau de F // // qdF .

On a le résultat suivant.
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Proposition 6.3.8. Pour d un entier naturel, les foncteurs kdF définissent une filtration décroissante
séparée du foncteur F .

Pour le foncteur projectif PF, on a donc les suites exactes courtes :

0→ kdPF → PF

fd−→ qdPF → 0. (6.2)

On rappelle, dans la proposition suivante, la description des espaces kdPF(V ) pour V un objet
de Ef .

Proposition 6.3.9. L’espace vectoriel kdPF(V ) est engendré par les éléments de la forme

∑

z∈L

[z]

où L est un espace vectoriel engendré par d+ 1 éléments de V linéairement indépendants.

On donne dans la proposition suivante les sous-quotients de la filtration du foncteur PF.

Proposition 6.3.10. Pour tout entier d, il existe une suite exacte courte

0→ kd+1PF → kdPF

gd−→ Λd+1 → 0. (6.3)

où l’application gd est définie de la manière suivante : pour V un objet de Ef et L l’espace vectoriel
engendré par d + 1 éléments l1, . . . , ld+1 de V linéairement indépendants, l’image du générateur
∑

z∈L[z] de kdPF(V ) par (gd)V est donnée par :

(gd)V (
∑

z∈L

[z]) = l1 ∧ . . . ∧ ld+1.

Par produit tensoriel avec les foncteurs Iso, la proposition 6.3.8 et les suites exactes courtes (6.2)
et (6.3) fournissent le résultat suivant.

Corollaire 6.3.11. 1. Pour d un entier naturel, les foncteurs (kdPF) ⊗ Isoα définissent une
filtration décroissante séparée du foncteur PF ⊗ Isoα.

2. Il existe les suites exactes courtes suivantes dans Fquad :

0→ (kdPF)⊗ Isoα → PF ⊗ Isoα
fd⊗Isoα
−−−−−→ (qdPF)⊗ Isoα → 0. (6.4)

0→ (kd+1PF)⊗ Isoα → (kdPF)⊗ Isoα
gd⊗Isoα
−−−−−→ (Λd+1)⊗ Isoα → 0. (6.5)

Remarque 6.3.12. Les arguments utilisés dans cette section pour étudier les foncteurs PF ⊗ Isoα
se généraliseront aux foncteurs PF ⊗ IsoD pour D un objet de Edeg

q , ce qui permettra d’étudier,
de manière générale, les foncteurs MixD,η, dans un travail ultérieur. On verra, entre autres, que le
foncteur MixD,η est un sous-foncteur de PF ⊗ IsoD et qu’on aura le scindement

PF ⊗ IsoD = ⊕η∈D∗MixD,η.

Ceci fournit une deuxième justification à l’appellation foncteurs mixtes, puisque ces foncteurs sont
des sous-foncteurs d’un produit tensoriel entre un objet de F et un objet de Fiso.
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6.4 Filtration des foncteurs Σα,1

On définit, dans cette section, une filtration des foncteurs Σα,1 qu’on reliera, par la suite, à la
filtration de PF ⊗ Isoα obtenue à la section précédente.

Définition 6.4.1. Soit V un objet de Tq et d un entier naturel, le sous-espace vectoriel kdΣα,1(V )
de Σα,1(V ) est l’espace engendré par les éléments de la forme

∑

z∈L

[{x+ z, y + z}]

où [{x, y}] ∈ Σα,1(V ) et L est un espace vectoriel engendré par d éléments linéairement indépendants
de 〈x+ y〉⊥.

Proposition 6.4.2. Les espaces kdΣα,1(V ), pour V un objet de Tq, définissent un sous-foncteur
de Σα,1.

Démonstration. Pour un triplet T de HomTq
(V,W ), on vérifie, par définition de Mixα,1(T ), que

l’image de kdΣα,1(V ) par
Σα,1(T ) : kdΣα,1(V )→ Σα,1(W )

est un sous-espace vectoriel de kdΣα,1(W ).

Proposition 6.4.3. Les foncteurs kdΣα,1 définissent une filtration décroissante séparée du foncteur
Σα,1.

. . . ⊂ kdΣα,1 ⊂ . . . ⊂ k1Σα,1 ⊂ k0Σα,1 = Σα,1

Démonstration. Il suffit de montrer, pour un objet V de Tq , l’inclusion d’espace vectoriel :

kd+1Σα,1(V ) ⊂ kdΣα,1(V ).

On considère un générateur de kd+1Σα,1(V ) :

v =
∑

z∈L

[{x+ z, y + z}]

où [{x, y}] ∈ Σα,1(V ) et L est l’espace vectoriel engendré par d+1 éléments linéairement indépendants
l1, . . . , ld+1 de 〈x+ y〉⊥, et on considère la décomposition en somme directe suivante

L = 〈l1, . . . , ld〉 ⊕ 〈ld+1〉 = L
′ ⊕ 〈ld+1〉.

En considérant séparément les éléments z de L de composante non nulle selon ld+1 et ceux de
composante nulle selon ld+1, on a :

v =
∑

z∈L′

[{x+ z, y + z}] +
∑

z∈L′

[{x+ ld+1 + z, y + ld+1 + z}]

or,
∑

z∈L′

[{x+ z, y + z}] ∈ kdΣα,1(V )

et
∑

z∈L′

[{x+ ld+1 + z, y + ld+1 + z}] ∈ kdΣα,1(V )

puisque [{x+ ld+1, y + ld+1}] ∈ Σα,1(V ).

Dans le résultat suivant on relie la filtration des foncteurs Σα,1 à la filtration de PF ⊗ Isoα
obtenue à partir de la filtration polynomiale au corollaire 6.3.11.
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Proposition 6.4.4. La composée

kdΣα,1
� � // Σα,1

� � // Mixα,1
θ−1

// (PF ⊗ Isoα)1
� � // PF ⊗ Isoα

fd // qdPF ⊗ Isoα

où θ est l’équivalence naturelle définie à la proposition 6.3.5, est nulle.

Démonstration. Soit V un objet de Tq et v un générateur de kdΣα,1(V )

v =
∑

z∈L

[{y + z, y′ + z}]

où [{y, y′}] ∈ Σα,1(V ) et L est l’espace vectoriel engendré par d éléments linéairement indépendants
l1, . . . ld de 〈y + y′〉⊥.

Soit h l’élément de HomEq
((x, α), V ) tel que h(x) = y + y′, on a

θ−1(v) =
∑

z∈L([y + z] + [y′ + z])⊗ [h]
=

∑

z∈L([y + z] + [z] + [y′ + z] + [z])⊗ [h]
=

∑

z∈L([y + z] + [z])⊗ [h] +
∑

z∈L([y′ + z] + [z])⊗ [h]
=

∑

z′∈L⊕〈y〉[z
′]⊗ [h] +

∑

z′′∈L⊕〈y′〉[z
′′]⊗ [h]

or, d’après la proposition 6.3.9 :
∑

z′∈L⊕〈y〉

[z′] ∈ kdPF(V )

et
∑

z′′∈L⊕〈y′〉

[z′′] ∈ kdPF(V )

Par conséquent,
fd ◦ g(v) = 0.

A partir de la suite exacte courte (6.4)

0→ (kdPF)⊗ Isoα → (PF)⊗ Isoα
fd⊗Isoα
−−−−−→ (qdPF)⊗ Isoα → 0.

on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 6.4.5. Il existe un monomorphisme id de kdΣα,1 dans kdPF ⊗ Isoα.

Il en découle le résultat suivant.

Proposition 6.4.6. Les sous-quotients kdΣα,1/kd+1Σα,1 de la filtration du foncteur Σα,1 par les
foncteurs kdΣα,1 sont des sous-foncteurs de Λd+1 ⊗ Isoα.

Démonstration. Le résultat découle du diagramme commutatif suivant obtenu grâce au corollaire
6.4.5 et à la suite exacte courte (6.5).

0 // kd+1Σα,1 //
� _

id+1

��

kdΣα,1 //
� _

id

��

(kdΣα,1/kd+1Σα,1) //
� _

��

0

0 // kd+1PF ⊗ Isoα // kdPF ⊗ Isoα
gd⊗Isoα

// Λd+1 ⊗ Isoα // 0

(6.6)
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Par conséquent, afin d’obtenir les facteurs de composition des foncteurs Mixα,1 on étudiera, à
la prochaine section, les foncteurs Λn ⊗ Isoα.

On termine cette section en montrant que les foncteurs Mixα,1 sont infinis. Pour cela, nous
aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.4.7. Soient V un objet de Tq de dimension supérieure à d + 1 tel que Σα,1(V ) 6= {0},
[{y, y′}] un générateur canonique de Σα,1(V ) et v1, . . . vd, d éléments linéairement indépendants de
〈y + y′〉⊥, alors :

(gd ⊗ Isoα) ◦ id(
∑

z∈〈v1,...,vd〉

[{y + z, y′ + z}]) = v1 ∧ . . . ∧ vd ∧ (y + y′)⊗ [h]

où id est le monomorphisme de kdΣα,1 dans kdPF⊗ Isoα défini au corollaire 6.4.5 et h l’élément de
HomEq

((x, α), V ) tel que h(x) = y + y′.

Démonstration. On a, par définition de id et de gd ⊗ Isoα

(gd ⊗ Isoα) ◦ id(
∑

z∈〈v1,...,vd〉
[{y + z, y′ + z}]) = (gd ⊗ Isoα)(

∑

z∈〈v1,...,vd〉
([y + z] + [y′ + z])⊗ [h])

= (v1 ∧ . . . ∧ vd ∧ y + v1 ∧ . . . ∧ vd ∧ y
′)⊗ [h]

= v1 ∧ . . . ∧ vd ∧ (y + y′)⊗ [h]

On en déduit le résultat suivant

Proposition 6.4.8. Les foncteurs Mixα,1 sont infinis.

Démonstration. Il suffit de montrer que les quotients de la filtration de Σα,1 sont non nuls. Pour
un objet V de Tq de dimension supérieure à d, l’espace Σ1,1(H0⊥V ) contient l’élément non nul
[{a0, b0}]. Par conséquent, l’élément suivant de kdΣ1,1(H0⊥V )

x =
∑

z∈〈v1,...,vd〉

[{a0 + z, b0 + z}]

vérifie, d’après le lemme 6.4.7,

(gd ⊗ Isoα) ◦ id(x) = v1 ∧ . . . ∧ vd ∧ (a0 + b0)⊗ [h] 6= 0.

Par conséquent, (gd ⊗ Isoα) ◦ id(kdΣ1,1) 6= {0} et par commutativité du diagramme (6.6) donné
dans la preuve de la proposition 6.4.6 on a kdΣ1,1/kd+1Σ1,1 6= {0}.

De la même manière, en considérant l’elément

∑

z∈〈v1,...,vd〉

[{a0 + z, a0 + b0 + z}] ∈ kdΣ0,1(H0⊥V )

on montre que kdΣ0,1/kd+1Σ0,1 6= {0}.

6.5 Structure des foncteurs Λn ⊗ Isoα

D’après la proposition 6.4.6, les sous-quotients kdΣα,1/kd+1Σα,1 de la filtration du foncteur
Σα,1 par les foncteurs kdΣα,1 sont des sous-foncteurs de Λd+1 ⊗ Isoα. Cette section a pour objectif
d’étudier les foncteurs Λn ⊗ Isoα en vue d’obtenir les facteurs de composition des foncteurs Σα,1.
Elle est divisée en deux paragraphes. Dans le premier on décompose les foncteurs Λn⊗ Isoα et dans
le deuxième on montre que les foncteurs Lnα obtenus au paragraphe précédent sont simples.

On rappelle qu’un générateur de Isoα(V ) est un élément de HomEq
((x, α), V ) où α ∈ {0, 1} et

(x, α) désigne l’espace quadratique de dimension un engendré par l’élément x tel que q(x) = α.
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6.5.1 Décomposition

Afin de pouvoir identifier les facteurs de composition du foncteur Λn⊗ Isoα, nous définissons les
morphismes de Fquad suivants.

Lemme 6.5.1. 1. Pour un objet V de Tq, les applications linéaires

µV : Isoα(V )→ (Λ1 ⊗ Isoα)(V )

définies par :
µV ([h]) = h(x) ⊗ [h]

pour un générateur [h] de Isoα(V ), fournissent un monomorphisme µ : Isoα → Λ1 ⊗ Isoα de
Fquad.

2. Pour un objet V de Tq, les applications linéaires

νV : (Λ1 ⊗ Isoα)(V )→ Isoα(V )

définies par :
νV (w ⊗ [h]) = B(w, h(x))[h]

pour un générateur [h] de Isoα(V ), fournissent un épimorphisme ν : Λ1 ⊗ Isoα → Isoα de
Fquad.

Démonstration. 1. Il s’agit de vérifier la commutativité du diagramme suivant, pour un mor-

phisme T = [V
f
−→ X

g
←−W ] de HomTq

(V,W ) :

Isoα(V )
µV //

Isoα(T )

��

(Λ1 ⊗ Isoα)(V )

(Λ⊗Isoα)(T )

��
Isoα(W ) µW

// (Λ1 ⊗ Isoα)(W )

Pour un générateur [h] de Isoα(V ), on note P le produit fibré de

x
f◦h
−−→ X

g
←−W

et dans le cas où P ' 〈x〉, on note h′ le morphisme rendant le diagramme suivant commutatif.

(x, α)
h′

//

Id

��

W

g

��
(x, α)

h
// V

f
// X

où (x, α) désigne l’espace quadratique de dimension un engendré par un x tel que q(x) = α
conformément à la notation 1.1.17. On a

(Λ1 ⊗ Isoα)(T ) ◦ µV ([h]) = (Λ1 ⊗ Isoα)(T )(h(x) ⊗ [h])

=

{

g! ◦ f ◦ h(x)⊗ [h′] si P ' 〈x〉
0 sinon.

et

µW ◦ Isoα(T )([h]) = µW

{

[h′] si P ' 〈x〉
0 sinon.

=

{

h′(x)⊗ [h′] si P ' 〈x〉
0 sinon.
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Or, par commutativité du diagramme cartésien définissant h′, on a g ◦ h′ = f ◦ h dont on
déduit, par composition avec g!, l’égalité : h′ = g! ◦ f ◦h. Par conséquent, les applications µW
définissent bien une transformation naturelle de foncteurs µ : Isoα → Λ1 ⊗ Isoα non nulle par
définition. On déduit alors de la simplicité des foncteurs Isoα donnée à la proposition 4.5.3
que la transformation naturelle µ est un monomorphisme de Fquad.

2. Pour un morphisme T = [V
f
−→ X

g
←− W ] de HomTq

(V,W ), montrons la commutativité du
diagramme :

(Λ1 ⊗ Isoα)(V )
νV //

(Λ⊗Isoα)(T )

��

Isoα(V )

Isoα(T )

��
(Λ1 ⊗ Isoα)(W ) νW

// Isoα(W )

On reprend les mêmes notations qu’au premier point concernant le produit fibré. On a :

Isoα(T ) ◦ νV (v ⊗ [h]) = Isoα(T )(B(h(x), v)[h])

=

{

B(h(x), v)[h′] si P ' 〈x〉
0 sinon.

et

νW ◦ (Λ1 ⊗ Isoα)(T )(v ⊗ [h]) = νW

{

g! ◦ f(v)⊗ [h′] si P ' 〈x〉
0 sinon.

=

{

B(h′(x), g! ◦ f(v))[h′] si P ' 〈x〉
0 sinon.

Or,

B(h(x), v) = B(f ◦ h(x), f(v)) car f conserve la forme quadratique
= B(g ◦ h′(x), f(v)) par commutativité du diagramme cartésien
= B(g ◦ h′(x), g ◦ g! ◦ f(v)) par orthogonalité de W et L
= B(h′(x), g! ◦ f(v)) puisque g conserve la forme quadratique

Par conséquent, les applications νW définissent bien une transformation naturelle de foncteurs
ν : Λ1⊗ Isoα → Isoα, non triviale par définition. On déduit de la simplicité des foncteurs Isoα
donnée à la proposition 4.5.3, que la transformation naturelle ν est un épimorphisme de Fquad.

Les transformations naturelles µ et ν du lemme 6.5.1 nous permettent de définir les morphismes
de Fquad suivants.

Définition 6.5.2. Soit n un entier naturel non nul.

1. La transformation naturelle µn : Λn ⊗ Isoα → Λn+1 ⊗ Isoα est obtenue par la composition
suivante

Λn ⊗ Isoα
1⊗µ
−−−→ Λn ⊗ Λ1 ⊗ Isoα

m⊗1
−−−→ Λn+1 ⊗ Isoα

où m : Λn ⊗ Λ1 → Λn+1 est le produit dans l’algèbre extérieure.

2. La transformation naturelle νn : Λn+1 ⊗ Isoα → Λn ⊗ Isoα est obtenue par la composition
suivante

Λn+1 ⊗ Isoα
∆⊗1
−−−→ Λn ⊗ Λ1 ⊗ Isoα

1⊗ν
−−→ Λn ⊗ Isoα

où ∆ : Λn+1 → Λn ⊗ Λ1 est l’application coproduit de Λn+1 dans Λn ⊗ Λ1 dont on rappelle
la définition :

∆V (v1 ∧ . . . ∧ vn+1) =
∑

i

((v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vn+1)⊗ vi)

pour un objet V de Tq et v1, . . . , vn+1 des éléments de V .
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On a la proposition suivante.

Proposition 6.5.3. Le complexe suivant

. . .→ Λn ⊗ Isoα
µn
−−→ Λn+1 ⊗ Isoα

µn+1
−−−→ Λn+2 ⊗ Isoα → . . .

est exact.

Démonstration. On montre, à partir de la définition, que le noyau de (µn+1)V est l’espace vectoriel
engendré par l’ensemble

{v1 ∧ . . . ∧ vn ∧ h(x)⊗ [h] pour [h] un générateur de Isoα(V ) et v1, . . . , vn des éléments de V }

et cet espace cöıncide avec l’image de (µn)V .

Ceci justifie l’introduction du foncteur suivant.

Définition 6.5.4. Le foncteur Kn
α est le noyau de l’application µn : Λn ⊗ Isoα → Λn+1 ⊗ Isoα.

On a la caractérisation suivante des espaces Kn
α(V ).

Lemme 6.5.5. Pour un objet V de Tq, l’espace Kn
α(V ) est engendré par les éléments de la forme

z ∧ h(x) ⊗ [h]

où [h] est un générateur canonique de l’espace Isoα(V ) et z est un élément de Λn−1(V ).

La proposition 6.5.3 a pour conséquence directe le résultat suivant.

Corollaire 6.5.6. Pour n un entier naturel non nul, on a la suite exacte courte

0→ Kn
α → Λn ⊗ Isoα → Kn+1

α → 0

Remarque 6.5.7. On montrera, dans des travaux ultérieurs, que cette suite exacte courte n’est pas
scindée.

On cherche, dans la suite, à décomposer les foncteurs Kn
α . On commence par traiter le cas du

foncteur K1
α.

Lemme 6.5.8. Le foncteur K1
α est équivalent au foncteur Isoα.

Démonstration. Pour un objet V de Tq , K1
α(V ) est l’espace vectoriel ayant pour base l’ensemble des

éléments de la forme : h(x) ⊗ [h] pour un générateur [h] de Isoα(V ). On définit alors l’application
linéaire

K1
α(V )

σV−−→ Isoα(V )
h(x)⊗ [h] 7−→ [h]

et on montre facilement que σV est un isomorphisme et que ces applications définissent une trans-
formation naturelle de foncteurs.

Pour identifier les facteurs de composition des foncteurs Kn
α pour n > 1, nous aurons besoin du

lemme suivant.

Lemme 6.5.9. Pour n un entier naturel non nul, le morphisme νn : Λn+1 ⊗ Isoα → Λn ⊗ Isoα
induit un morphisme νKn : Kn+1

α → Kn
α rendant le diagramme suivant commutatif

Kn+1
α � _

��

νK
n // Kn

α� _

��
Λn+1 ⊗ Isoα νn

// Λn ⊗ Isoα

te
l-0

00
11

89
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

9 
M

ar
 2

00
6



6.5. Structure des foncteurs Λn
⊗ Isoα 103

Démonstration. Pour un objet V de Tq et v1 ∧ . . . ∧ vn ∧ h(x)⊗ [h] un générateur de Kn+1
α (V ), on

a :

(νnV )(v1∧. . .∧vn∧h(x)⊗[h]) = (

n
∑

i=1

v1∧. . .∧v̂i∧. . .∧vn∧h(x)⊗B(vi, h(x))[h])+v1∧. . .∧vn⊗B(h(x), h(x))[h]

or, B(h(x), h(x)) = 0 puisque B est alternée. Par conséquent,

(νnV )(v1 ∧ . . . ∧ vn ∧ h(x) ⊗ [h]) =
n

∑

i=1

v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vn ∧ h(x)⊗B(vi, h(x))[h] ∈ K
n
α(V )

d’où l’existence du morphisme induit νKn .

Ce lemme justifie l’introduction de la définition suivante.

Définition 6.5.10. Pour n un entier naturel tel que n ≥ 2, le foncteur Lnα est le noyau du morphisme
νKn−1 : Kn

α → Kn−1
α .

On a la caractérisation suivante des espaces Lnα(V ) qui nous sera utile par la suite.

Lemme 6.5.11. Pour un objet V de Tq, l’espace Lnα(V ) est engendré par les éléments de la forme

z ∧ h(x) ⊗ [h]

où [h] est un générateur canonique de l’espace Isoα(V ) et z est un élément de Λn−1(〈h(x)〉⊥).

Démonstration. Soit V un objet de Tq , l’espace Lnα(V ) étant un sous-espace vectoriel de Kn
α(V ), on

a d’après le lemme 6.5.5 que l’espace Lnα(V ) est engendré par les éléments de la forme z∧h(x)⊗ [h].
Pour un générateur canonique [h] de Isoα(V ) donné, l’espace V étant non dégénéré, on a l’exis-

tence d’un élément w de V tel que
B(h(x), w) = 1.

On note W l’espace Vect(h(x), w) et on décompose V sous la forme

V 'W⊥W⊥.

Un générateur z ∧ h(x)⊗ [h] s’écrit alors sous la forme

z′ ∧ h(x) ⊗ [h] + z′′ ∧ w ∧ h(x)⊗ [h]

où z′ ∈ Λn−1(W⊥) et z′′ ∈ Λn−2(W⊥).
Soit x un élément de Lnα(V ), on a :

x =
∑

[h]∈G(Isoα(V ))

zh ∧ h(x)⊗ [h] =
∑

[h]∈G(Isoα(V ))

(z′h ∧ h(x) ⊗ [h] + z′′h ∧ w ∧ h(x)⊗ [h])

où G(Isoα(V )) désigne l’ensemble des générateurs canoniques de l’espace Isoα(V ). On a,

νKn−1(z
′
h ∧ h(x)⊗ [h]) = 0

puisque z′h ∈ Λn−1(W⊥) ⊂ Λn−1(〈h(x)〉⊥) et

νKn−1(z
′′
h ∧ w ∧ h(x)⊗ [h]) = z′′h ∧ h(x) ⊗ [h].

L’élément x étant dans le noyau de νKn−1, on en déduit z′′h = 0 et donc

x =
∑

[h]∈G(Isoα(V ))

z′h ∧ h(x)⊗ [h]

pour z′h ∈ Λn−1(W⊥) ⊂ Λn−1(〈h(x)〉⊥).
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On montre le lemme :

Lemme 6.5.12. La composition suivante est nulle.

Λn+2 ⊗ Isoα
νn+1
−−−→ Λn+1 ⊗ Isoα

νn−→ Λn ⊗ Isoα

Démonstration. Soit V un objet de Tq et v1 ∧ . . . ∧ vn+2 ⊗ [h] un élément de Λn+2 ⊗ Isoα(V ), on a

νn ◦ νn+1(v1 ∧ . . . ∧ vn+2 ⊗ [h])

= νn(
∑n+2

i=1 (v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ vn+2 ⊗B(vi, h(x))[h])

=
∑

j 6=i

∑n+2
i=1 (v1 ∧ . . . ∧ v̂i ∧ . . . ∧ v̂j ∧ . . . ∧ vn+2 ⊗B(vi, h(x))B(vj , h(x))[h])

= 0 en caractéristique 2

On en déduit le résultat qui suit.

Lemme 6.5.13. Le morphisme νKn : Kn+1
α → Kn

α se factorise à travers Lnα.

Démonstration. On a, d’après le lemme 6.5.9, le diagramme commutatif suivant :

Kn+1
α � _

��

νK
n // Kn

α� _

��

νK
n−1 // Kn−1

α � _

��
Λn+1 ⊗ Isoα νn

// Λn ⊗ Isoα νn−1

// Λn−1 ⊗ Isoα

dont on déduit, par le lemme 6.5.12, que νKn−1 ◦ ν
K
n = 0. Par conséquent, on a le diagramme

Kn+1
α

ww
νK

n

��

0

##G
GG

GG
GG

GG

Lnα = Ker(νn−1) // Kn
α

νK
n−1

// Kn−1
α

dont on déduit l’existence d’un morphisme ν̃Kn : Kn+1
α → Lnα.

On a alors la proposition suivante.

Proposition 6.5.14. Pour n un entier naturel non nul, on a la suite exacte courte

0→ Ln+1
α → Kn+1

α → Lnα → 0.

Démonstration. Il suffit de montrer que la transformation naturelle ν̃Kn : Kn+1
α → Lnα construite

dans la démonstration du lemme précédent, est un épimorphisme de Fquad.
Soit V un objet de Tq , et v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ h(x)⊗ [h] un générateur de Lnα(V ), par définition de

Lnα(V ) on a B(vi, h(x)) = 0 pour tout i dans {1, . . . , n− 1}. Etant donné que h(x) est un élément
non nul de l’espace quadratique non dégénéré V , on a l’existence d’un élément v de V tel que
B(v, h(x)) = 1. On montre alors facilement que l’élément

v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ v ∧ h(x)⊗ [h] de Kn+1
α (V )

vérifie
(ν̃Kn )V (v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ v ∧ h(x)⊗ [h]) = v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ h(x) ⊗ [h],

d’où la surjectivité de ν̃Kn .
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6.5.2 Simplicité des foncteurs Ln
α

On montre dans cette section le résultat suivant, où les foncteurs Lnα sont les sous-foncteurs de
Λn ⊗ Isoα définis en 6.5.10.

Théorème 6.5.15. Les foncteurs Lnα sont simples.

Pour démontrer le théorème 6.5.15, nous aurons besoin du lemme fondamental suivant.

Lemme 6.5.16. Si J est un sous-foncteur de Lnα, alors pour tout objet V de Tq, soit J(V ) = {0},
soit J(V ) = Lnα(V ).

Démonstration. Soit J un sous-foncteur de Lnα et V un objet de Tq . Supposons que J(V ) 6= {0} et
notons y un élément non nul de J(V ). On a

y =
∑

[h]∈G(Isoα(V ))

zh ∧ h(x)⊗ [h] (6.7)

où zh est un élément de Λn−1(〈h(x)〉⊥) d’après le lemme 6.5.11 et G(Isoα(V )) désigne l’ensemble
des générateurs canoniques de l’espace Isoα(V ).

La preuve se fait en trois étapes. On commence par montrer qu’il existe un générateur [h] de
Isoα(V ) tel qu’on ait zh ∧ h(x) ⊗ [h] dans J(V ). On en déduit que pour tout autre générateur [h′]
de Isoα(V ) on a un élément non nul de la forme z′ ∧h′(x)⊗ [h′] dans J(V ). Enfin, on montrera que
pour tout élément de la forme v1 ∧ . . . ∧ vn−1 de Λn−1(〈h(x)〉⊥) et tout générateur [h] de Isoα(V ),
l’élément v1 ∧ . . .∧ vn−1 ∧ h(x)⊗ [h] appartient à J(V ), ce qui prouvera que les deux espaces J(V )
et Lnα(V ) sont isomorphes d’après la caractérisation de l’espace Lnα(V ) donnée au lemme 6.5.11.

1. Soit [h] un générateur de Isoα(V ) tel que dans la décomposition de y donnée en (6.7) l’élément
zh∧h(x)⊗ [h] est non nul. L’espace V étant non dégénéré, il existe un élément v de V tel que
B(v, h(x)) = 1. On en déduit une décomposition symplectique de V de la forme :

V = Vect(h(x), v)⊥Vect(v1, w1)⊥ . . .⊥Vect(vm, wm) = Vect(h(x), v)⊥V ′ (6.8)

On considère le morphisme suivant de Eq ,

f : V → V⊥(H0)
⊥(2m+1)

h(x) 7−→ h(x)
v 7−→ v + a1

0

vk 7−→ vk + a2i
0

wk 7−→ wk + a2i+1
0

pour k variant de 1 à m. On introduit alors le triplet T = [V
f // V⊥(H0)

⊥(2m+1) V ]? _
ioo

et on déduit des deux diagrammes cartésiens suivants :

(x, α)

Id

��

// V � _

i

��
(x, α)

h
// V

f
// V⊥(H0)

⊥(2m+1)

et, pour hi 6= h,

{0}

Id

��

// V � _

i

��
(x, α)

hi

// V
f

// V⊥(H0)
⊥(2m+1)
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que
J(T )(y) = zh ∧ h(x)⊗ [h] ∈ J(V )

étant donné que ε(T ) = IdV .

2. Soit [h′] un générateur de Isoα(V ) distinct de [h]. On a q(h′(x)) = q((h(x)) = α, par
conséquent l’isomorphisme linéaire, notée f , de (h(x), α) dans (h′(x), α) est un morphisme

de Edeg
q . On peut donc appliquer le lemme 1.1.16 pour obtenir l’existence d’un morphisme f

de HomEq
(V, V ) tel que le diagramme suivant soit commutatif :

V
f // V

(h(x), α)
?�

OO

f
// (h′(x), α).

?�

OO

On en déduit le carré cartésien suivant

(x, α)

Id

��

h′

// V

Id

��
(x, α)

h
// V

f
// V

Par conséquent, en considérant le triplet T = [V
f
−→ V

Id
←− V ], on obtient :

J(T )(zh ∧ h(x)⊗ [h]) = Λn−1(f)(zh) ∧ h
′(x)⊗ [h′] ∈ J(V )

3. D’après le point (1) de la démonstration, il existe un élément de la forme z ∧ h(x)⊗ [h] dans
J(V ). On souhaite montrer que pour tout élément de la forme v1∧. . .∧vn−1 de Λn−1(〈h(x)〉⊥)
et tout générateur [h] de Isoα(V ), l’élément v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ h(x) ⊗ [h] appartient à J(V ).
D’après la démonstration du lemme 6.5.11, il suffit de montrer que l’élément v1 ∧ . . .∧ vn−1 ∧
h(x)⊗ [h] appartient à J(V ) pour v1 ∧ . . . ∧ vn−1 dans Λn−1(V ′) où V ′ est l’espace considéré
dans la décomposition (6.8). Par simplicité du foncteur Λn−1 dans F , on a l’existence d’un
endomorphisme g de ε(V ′) tel que

Λn−1(g)(z) = v1 ∧ . . . ∧ vn−1

On en déduit que

J(IdTq
(Vect(h(x), v))⊥tg)(z ∧ h(x)⊗ [h]) = v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ h(x)⊗ [h]

où tg est le triplet de EndTq
(V ′) défini en 5.2.6 et IdTq

(Vect(h(x), v))⊥tg désigne la somme
orthogonale de triplets définie à la proposition 2.2.22.

Démonstration du théorème. Soit J un sous-foncteur non nul de Lnα et V un objet de Tq tel que
l’espace J(V ) est non trivial. D’après le lemme 6.5.16, on a J(V ) = Lnα(V ). On montre, dans la
suite, que pour tout objet W de Tq, J(W ) = Lnα(W ).

Soit W un objet de Tq fixé. La preuve se décompose en deux étapes.

1. Montrons que J(V⊥W ) ' Lnα(V⊥W ).

Soit i l’inclusion canonique de V dans V⊥W et T = L(f) = [V
f
−→ W

Id
←− W ] le morphisme

de Tq, où L : Eq → Tq est le foncteur défini en 2.2.9. On a le diagramme cartésien suivant

(x, α)

Id

��

i◦h // V⊥W

Id

��
(x, α)

h
// V

i
// V⊥W
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Comme J(R(i)) est un inverse à gauche de J(L(i)) d’après la proposition 2.2.16, l’espace
J(V⊥W ) est non nul. On en déduit, par le lemme 6.5.16 que J(V ⊥W ) ' Lnα(V⊥W ).

2. Montrons que J(W ) ' Lnα(W ).

Il suffit de montrer, d’après le lemme 6.5.16, que si Lnα(W ) est non trivial alors il en est
de même de J(W ). Soit j l’inclusion canonique de W dans V⊥W . Comme Lnα(R(j)) est un
inverse à gauche de Lnα(L(j)), d’après la proposition 2.2.16, on a la surjection :

Lnα(V⊥W ) // // Lnα(W ) ,

de plus, d’après le premier point de la démonstration, on a J(V⊥W ) = Lnα(V⊥W ), ce qui
fournit le diagramme commutatif :

J(V⊥W ) //

'

��

J(W )
� _

��
Lnα(V⊥W ) // // Lnα(W ).

Par conséquent, par une chasse au diagramme, on obtient que, si Lnα(W ) est non nul, J(W )
est non nul.

On montre dans la proposition suivante que ceci fournit deux familles de foncteurs deux à deux
non isomorphes.

Proposition 6.5.17. Les foncteurs des deux familles {Ln0 | n ∈ N} et {Ln1 | n ∈ N} sont deux à
deux non isomorphes.

Démonstration. Pour α fixé, il existe, pour tout entier naturel n, un entier minimal d(n) tel que

Lnα(H
⊥d(n)
0 ) 6= 0.

Soit k, un entier naturel distinct de n, si |n − k| ≥ 2, les entiers d(n) et d(k) permettent de
distinguer les foncteurs simples Lnα et Lkα, dans le cas contraire, on montre que les dimensions des

espaces Lnα(H
⊥d(n)
0 ) et Lkα(H

⊥d(n)
0 ) sont différentes, ce qui prouve que les foncteurs simples Lnα et

Lkα ne sont pas isomorphes.
De plus, deux foncteurs simples S1 et S2 de Fquad sont non isomorphes s’il existe un morphisme

T de Tq tel que S1(T ) = 0 et S2(T ) 6= 0. Or, les morphismes T construits dans le premier point de
la démonstration du lemme 6.5.16 sont tels que

Lnα(T ) 6= 0

et
Lk(α+1)(T ) = 0

où (α+ 1) désigne la réduction modulo 2 de α+ 1.

6.6 Les facteurs de composition des foncteurs Mix0,1 et Mix1,1

On montre, dans cette section, que les facteurs de composition des foncteurs Mix0,1 sont les
foncteurs Ln0 et ceux de Mix1,1 sont les foncteurs Ln1 . Pour cela, on identifie le sous-quotient
kdΣα,1/kd+1Σα,1 de la filtration du foncteur Σα,1 par les foncteurs kdΣα,1 introduite à la section
6.4 au foncteur Ld+1

α défini en 6.5.16, ce qui fournit le résultat suivant.
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Théorème 6.6.1. La filtration décroissante du foncteur Σα,1 par les foncteurs kdΣα,1

. . . ⊂ kdΣα,1 ⊂ . . . ⊂ k1Σα,1 ⊂ k0Σα,1 = Σα,1

vérifie :

1. la propriété de séparation : ∩kdΣα,1 = {0}

2. kdΣα,1/kd+1Σα,1 ' Ld+1
α .

Démonstration. Le premier point est clair par définition de la filtration kdΣα,1 introduite à la section
6.4.

D’après le lemme 6.4.7, on a :

(gd ⊗ Isoα) ◦ id(kdΣα,1) ⊂ L
d+1
α .

Par conséquent, par le diagramme commutatif (6.6) donné dans la preuve de la proposition 6.4.6.
on a la transformation naturelle

σ : kdΣα,1/kd+1Σα,1 → Ld+1
α .

Les quotients kdΣα,1/kd+1Σα,1 étant non triviaux d’après la proposition 6.4.8 et les foncteurs Ld+1
α

étant simples d’après le théorème 6.5.15, la transformation naturelle σ est une équivalence, d’où le
résultat.
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Chapitre 7

Décomposition des projectifs PH0

et PH1

Par des résultats classiques de la théorie des représentations, les décompositions en somme
directe d’un foncteur F de Fquad correspondent à des décompositions en idempotents orthogonaux
de 1 dans EndFquad

(F ).
Une des difficultés de la catégorie Fquad réside dans le fait que les anneaux EndFquad

(PV ) =
F2[HomTq

(V, V )] ne sont pas faciles à identifier, ce qui rend la décomposition des projectifs PV de
Fquad délicate.

Néanmoins, on obtient dans ce chapitre, les décompositions des projectifs PH0 et PH1 en facteurs
indécomposables grâce à l’étude explicite de la filtration des projectifs définie au chapitre 5 pour
ces foncteurs. On déduira de ces décompositions que la catégorie Fquad possède des projectifs non
nuls et finis et on donnera un début de classification des foncteurs simples de Fquad.

7.1 Décomposition de PH0

Afin d’obtenir une décomposition du foncteur PH0 en facteurs indécomposables, nous allons
donner une description explicite des sous-quotients de la filtration de PH0 , puis, on montrera que,
pour ce foncteur, la filtration se scinde, et on identifiera les facteurs de la décomposition obtenue.

7.1.1 Description explicite des sous-quotients de la filtration

Le but de ce paragraphe est de donner une base des espaces vectoriels P
(0)
H0

(V ), P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V ) et

PH0/P
(1)
H0

(V ) pour V un objet fixé de Tq.

Base B
(0)
H0

de P
(0)
H0

(V ) On déduit du point (1) de la proposition 5.2.1 le résultat suivant.

Proposition 7.1.1. Une base B
(0)
H0

de P
(0)
H0

(V ) est donnée par l’ensemble :

B
(0)
H0

= {tf pour f ∈ HomEf (F2
⊕2, ε(V ))}.

Base B
(1)
H0

de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V ) Par définition de la filtration, un générateur T = [H0
f
−→ V⊥L

iV←− V ]

de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V ) est tel que I = f(H0)∩i(V ) est un espace quadratique de dimension un. On rappelle
qu’on notera (x, α) l’espace quadratique de dimension un engendré par un x tel que q(x) = α,
conformément à la notation 1.1.17. On a le lemme suivant.
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7.1. Décomposition de PH0 110

Lemme 7.1.2. Soient T = [H0
f
−→ V⊥L

iV←− V ] un générateur de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V ), et {a0, b0} une
base symplectique fixée de H0, alors l’application f du triplet T a une des trois formes suivantes.

1. Si I = (f(a0), 0) l’application f est de la forme :

f : H0 −→ V⊥L
a0 7→ v
b0 7→ w + l

pour v et w deux éléments de V vérifiant q(v) = 0 et B(v, w) = 1 et l un élément non nul de
L.

2. Si I = (f(b0), 0) l’application f est de la forme :

f : H0 −→ V⊥L
a0 7→ v + l
b0 7→ w

pour v et w deux éléments de V vérifiant q(w) = 0 et B(v, w) = 1 et l un élément non nul de
L.

3. Si I = (f(a0 + b0), 1) l’application f est de la forme :

f : H0 −→ V⊥L
a0 7→ v + l
b0 7→ w + l

pour v et w deux éléments de V vérifiant q(v + w) = 1 et B(v, w) = 1 et l un élément non
nul de L.

Démonstration. L’espace H0 admet trois sous-espaces de dimension un qui sont : Vect(a0) et
Vect(b0) isométriques à (x, 0) et Vect(a0 + b0) isométrique à (x, 1). Ces trois sous espaces four-
nissent chacune des trois applications f données dans l’énoncé.

Notation 7.1.3. Les triplets obtenus au point (1) du lemme seront dit de type A, ceux du point (2)
de type B et ceux du dernier point de type C.

On a la proposition suivante.

Proposition 7.1.4. Pour T = [H0
f
−→ V⊥L

iV←− V ] et T ′ = [H0
f ′

−→ V⊥L′ i′V←− V ] deux générateurs

de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V ), les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Les morphismes T et T ′ de HomTq
(H0, V ) sont de même type et vérifient la relation pV ◦ f =

p′V ◦ f
′.

2. Les deux morphismes T et T ′ de HomTq
(H0, V ) sont égaux.

Démonstration. Supposons que les morphismes T et T ′ de HomTq
(H0, V ) soient tous deux représentés

par des triplets de type A tel que pV ◦ f = p′V ◦ f
′. On en déduit que :

f : H0 −→ V⊥L
a0 7→ v
b0 7→ w + l

et
f ′ : H0 −→ V⊥L′

a0 7→ v
b0 7→ w + l′

où v et w sont des éléments de V et l et l′ sont des éléments non nuls de, respectivement, L et
L′.

Comme les applications f et f ′ conservent la forme quadratique, on a q(b0) = q(w) + q(l) =

q(w)+q(l′) dont on déduit q(l) = q(l′) et, par conséquent, l’application évidente Vect(l)
α
−→ Vect(l′)
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7.1. Décomposition de PH0 111

conserve la forme quadratique. On peut donc appliquer le lemme 1.1.16 dont on déduit l’existence
d’une application α : L⊥L′ → L⊥L′ rendant le diagramme suivant commutatif :

L⊥L′ α // L⊥L′

Vect(l)
?�

OO

α
// Vect(l′).

?�

OO

On en déduit la commutativité du diagramme suivant :

V � _

iV
��

� o

i′V

��?
??

??
??

??
??

??
??

??
??

H0
f //

f ′

**VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV V⊥(L⊥L′)

Id⊥α

''OOOOOOOOOOO

V⊥(L⊥L′)

d’où l’égalité T = T ′ puisque T = [H0
f
−→ V⊥L⊥L′ iV←− V ] et T ′ = [H0

f ′

−→ V⊥L⊥L′ i′V←− V ], par
inclusion.

On procède de la même manière pour les morphismes représentés par des triplets de type B et
C.

Réciproquement, si T = T ′, pour T = [H0
f
−→ V⊥L

iV←− V ] et T ′ = [H0
f ′

−→ V⊥L′ i′V←− V ], d’après
la proposition 2.2.20, les deux espaces engendrés par T et T ′ sont isométriques. Par conséquent,
d’après le théorème 1.1.16, on a l’existence d’une isométrie β : V⊥L⊥L′ → V⊥L⊥L′ rendant le
diagramme suivant commutatif :

V⊥L⊥L′
β // V⊥L⊥L′

〈〈T 〉〉
?�

OO

'
// 〈〈T ′〉〉.

?�

OO

On en déduit la commutativité du diagramme

V � _

iV

��

� n

i′V

��=
==

==
==

==
==

==
==

==
=

H0
f //

f ′

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUU V⊥L⊥L′

β

&&NNNNNNNNNNN

V⊥L⊥L′

qui implique β ◦ iV = i′V dont on déduit que β = IdV⊥β′ où β′ : L⊥L′ → L⊥L′ est un morphisme
de HomEq

(L⊥L′, L⊥L′). Par conséquent,

f : H0 −→ V⊥L⊥L′

a0 7→ v + l
b0 7→ w + l′

et
f ′ : H0 −→ V⊥L⊥L′

a0 7→ v + β′(l)
b0 7→ w + β′(l′)

ce qui prouve que pV ◦ f = p′V . De plus, comme β′ est inversible, pour tout x de L⊥L′ on a : x est
non nul si et seulement si β′(x) est non nul, ce qui prouve que les triplets T et T ′ sont de même
type.
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7.1. Décomposition de PH0 112

Cette proposition justifie la notation suivante.

Notation 7.1.5. On notera Av,w, Bv,w et Cv,w les triplets de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V ) respectivement de type
A, B et C et vérifiant pV ◦ f(a0) = v et pV ◦ f(b0) = w.

On déduit facilement du lemme 7.1.2 et de la proposition précédente le résultat suivant.

Proposition 7.1.6. Une base B
(1)
H0

de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V ) est donnée par l’ensemble :

B
(1)
H0

= { Av,w pour v et w deux éléments de V vérifiant q(v) = 0 et B(v, w) = 1,
Bv,w pour v et w deux éléments de V vérifiant q(w) = 0 et B(v, w) = 1,
Cv,w pour v et w deux éléments de V vérifiant q(v + w) = 1 et B(v, w) = 1}

Base B
(2)
H0

de PH0/P
(1)
H0

(V ) D’après la proposition 5.3.4, on a (PH0/P
(1)
H0

)(V ) ' IsoH0(V ) dont
on déduit le résultat suivant.

Proposition 7.1.7. Une base B
(2)
H0

de PH0/P
(1)
H0

(V ) est donnée par l’ensemble :

B
(2)
H0

= {Df pour f ∈ HomEq
(H0, V )}

où Df désigne le triplet [H0
f
−→ V

Id
←− V ].

On termine cette section en donnant les règles de composition pour les morphismes tf , Av,w,
Bv,w, Cv,w et Df qui sont répertoriées dans la proposition suivante. Ce résultat calculatoire sera
fondamental dans la prochaine section pour montrer le scindement de la filtration.

Proposition 7.1.8. Pour un morphisme T = [V
ϕ
−→ W⊥L

iW←−− W ] de HomTq
(V,W ), on a les

relations suivantes.

1. Pour un morphisme f de HomEf (F2
⊕2, ε(V )) on a :

T ◦ tf = tϕ◦f .

2. (a) Pour deux éléments v et w de V vérifiant q(v) = 0 et B(v, w) = 1, on a :

T ◦Av,w =

{

Aϕ(v),pW ◦ϕ(w) si ϕ(v) ∈ W
tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α sinon.

(b) Pour deux éléments v et w de V vérifiant q(w) = 0 et B(v, w) = 1, on a :

T ◦Bv,w =

{

BpW ◦ϕ(v),ϕ(w) si ϕ(w) ∈ W
tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α sinon.

(c) Pour deux éléments v et w de V vérifiant q(v + w) = 1 et B(v, w) = 1, on a :

T ◦ Cv,w =

{

CpW ◦ϕ(v),pW ◦ϕ(w) si ϕ(v + w) ∈ W
tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α sinon.

3. Pour un morphisme f de HomEq
(H0, V ), on a :

T◦Df =























Dϕ◦f si ϕ ◦ f(a0) ∈ W et ϕ ◦ f(b0) ∈W
Aϕ◦f(a0),pW ◦ϕ◦f(b0) si ϕ ◦ f(a0) ∈ W et ϕ ◦ f(b0) /∈W
BpW ◦ϕ◦f(a0),ϕ◦f(b0) si ϕ ◦ f(a0) /∈ W et ϕ ◦ f(b0) ∈W

CpW ◦ϕ◦f(a0),pW ◦ϕ◦f(b0) si ϕ ◦ f(a0) /∈W et ϕ ◦ f(b0) /∈W et ϕ ◦ f(a0 + b0) ∈W
tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α si ϕ ◦ f(a0) /∈ W et ϕ ◦ f(b0) /∈W et ϕ ◦ f(a0 + b0) /∈ W.
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7.1. Décomposition de PH0 113

Démonstration. On a le diagramme de composition suivant :

W� _

��
V

ϕ //
� _

��

W⊥L� _

��
H0

α // V⊥L′
ϕ⊥Id

// W⊥L⊥L′

1. Pour le triplet tf , on a α(a0) = f(a0) + l et α(b0) = f(b0) +m où {l,m} est une famille libre
de L′. Par conséquent :

(ϕ⊥Id) ◦ α(a0) = ϕ ◦ f(a0) + l et (ϕ⊥Id) ◦ α(b0) = ϕ ◦ f(b0) +m

dont on déduit facilement que T ◦ tf = tϕ◦f .

2. Pour Av,w, on a α(a0) = v et α(b0) = w+l′ où l′ est un élément de L′ non nul. Par conséquent :

(ϕ⊥Id) ◦ α(a0) = ϕ(v) et (ϕ⊥Id) ◦ α(b0) = ϕ(w) + l′

on doit alors distinguer deux cas :
– si ϕ(v) ∈W , comme ϕ conserve la forme quadratique, on a q(ϕ(v)) = q(v) et comme L′ est

orthogonal à V , B(ϕ(v), pW ◦ ϕ(w)) = B(ϕ(v), ϕ(w)) = B(v, w) ce qui justifie l’existence
du triplet Aϕ(v),pW ◦ϕ(w). On a alors

T ◦Av,w = Aϕ(v),pW ◦ϕ(w);

– sinon, ϕ(v) = pW ◦ϕ(v) +m où m est un élément non nul de L. Le triplet obtenu est donc
de rang nul et on a T ◦Av,w = tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α.

Les cas de Bv,w et Cv,w étant très similaires à celui de Av,w, ils sont laissés au lecteur.

3. Pour le triplet Df où f est un élément de HomEq
(H0, V ), on a α(a0) = f(a0) = v et α(b0) =

f(b0) = w où v et w sont deux éléments de V . Par conséquent :

(ϕ⊥Id) ◦ α(a0) = ϕ(v) et (ϕ⊥Id) ◦ α(b0) = ϕ(w).

Comme ϕ ◦ f conserve la forme quadratique on a : q(ϕ ◦ f(a0)) = q(ϕ ◦ f(b0)) = 0 et B(ϕ ◦
f(a0), ϕ ◦ f(b0)) = 1, ce qui justifie l’existence des triplets Aϕ◦f(a0),ϕ◦f(b0), Bϕ◦f(a0),ϕ◦f(b0) et
Cϕ◦f(a0),ϕ◦f(b0).

On doit alors distinguer quatre cas :
– si ϕ(v) ∈W et ϕ(w) ∈W alors T ◦Df = Dϕ◦f ;
– si ϕ ◦ f(a0) ∈ W et ϕ ◦ f(b0) /∈ W , on a ϕ ◦ f(a0) = w′ et ϕ ◦ f(b0) = w′′ + l, où l est un

élément non nul de L. Le triplet obtenu est donc de type A et on a T ◦Df = Aϕ◦f(a0),ϕ◦f(b0) ;
– si ϕ ◦ f(a0) /∈ W et ϕ ◦ f(b0) ∈ W , on a ϕ ◦ f(a0) = w′ + l et ϕ ◦ f(b0) = w′′, où l est un

élément non nul de L. Le triplet obtenu est donc de type B et on a T ◦Df = Bϕ◦f(a0),ϕ◦f(b0) ;
– si ϕ ◦ f(a0) /∈ W , ϕ ◦ f(b0) /∈ W et ϕ ◦ f(a0 + b0) ∈ W , on a ϕ ◦ f(a0) = w′ + l et
ϕ ◦ f(b0) = w′′ + l, où l est un élément non nul de L. Le triplet obtenu est donc de type C
et on a T ◦Df = Cϕ◦f(a0),ϕ◦f(b0) ;

– si ϕ ◦ f(a0) /∈ W , ϕ ◦ f(b0) /∈ W et ϕ ◦ f(a0 + b0) /∈ W , , on a ϕ ◦ f(a0) = w′ + l et
ϕ ◦ f(b0) = w′′ + l′, où l et l′ sont deux éléments non nuls de L. Le triplet obtenu est donc
de rang nul et on a T ◦Df = tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α.
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7.1. Décomposition de PH0 114

7.1.2 Scindement de la filtration pour le foncteur PH0

On montre dans cette section le résultat suivant.

Proposition 7.1.9. La filtration par le rang se scinde pour le foncteur PH0 , c’est à dire :

PH0 = P
(0)
H0
⊕ P

(1)
H0
/P

(0)
H0
⊕ PH0/P

(1)
H0
.

Démonstration. D’après le point (1) de la proposition 5.2.1, on a :

P
(1)
H0

= P
(0)
H0
⊕ P

(1)
H0
/P

(0)
H0
.

On montre dans la suite, que PH0 = P
(1)
H0
⊕ PH0/P

(1)
H0

, ce qui fournira le résultat de l’énoncé.
Par définition de la filtration, on a la suite exacte courte :

0→ P
(1)
H0
→ PH0

p
−→ PH0/P

(1)
H0
→ 0. (7.1)

Soit V un objet de Tq , on considère un morphisme f de HomEq
(H0, V ) et le générateur Df

de PH0/P
(1)
H0

(V ) qui lui est associé. Comme l’application f conserve la forme quadratique, on a :
q(f(a0)) = q(f(b0)) = 0, q(f(a0 + b0)) = 1 et donc B(f(a0), f(b0)) = 1. Par conséquent, les
triplets Af(a0),f(b0), Bf(a0),f(b0) et Cf(a0),f(b0) de PH0 (V ) existent. On définit, alors, une application

sV : PH0/P
(1)
H0

(V )→ PH0 (V ) par :

sV : PH0/P
(1)
H0

(V ) −→ PH0(V )
Df 7→ Df +Af(a0),f(b0) +Bf(a0),f(b0) + Cf(a0),f(b0).

On vérifie alors les deux points suivants.

1. pV ◦ sV = Id

Pour Df un générateur de PH0/P
(1)
H0

(V ), on a

pV ◦ sV (Df ) = Df

étant donné que les triplets Af(a0),f(b0), Bf(a0),f(b0) et Cf(a0),f(b0) sont de rang inférieur ou
égal à un.

2. Les applications sV définissent une transformation naturelle

Il s’agit de vérifier que, pour un morphisme T = [V
ϕ
−→ W⊥L

iW←−−W ] de HomTq
(V,W ), on a

la commutativité du diagramme suivant :

PH0/P
(1)
H0

(V )
sV //

PH0/P
(1)
H0

(T )

��

PH0(V )

PH0 (T )

��
PH0/P

(1)
H0

(W )
sW // PH0 (W ).

Par souci de clarté, on utilisera par la suite les notations suivantes : A′ = Aϕ◦f(a0),pW ◦ϕ◦f(b0),
B′ = BpW ◦ϕ◦f(a0),ϕ◦f(b0), C

′ = CpW ◦ϕ◦f(a0),pW ◦ϕ◦f(b0) et t′ = tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α.

On a d’une part, en utilisant les résultats de la proposition 7.1.8 :
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7.1. Décomposition de PH0 115

PH0 (T ) ◦ sV (Df )
= PH0(T )(Df +Af(a0),f(b0) +Bf(a0),f(b0) + Cf(a0),f(b0))
= T ◦Df + T ◦Af(a0),f(b0) + T ◦Bf(a0),f(b0) + T ◦ Cf(a0),f(b0)

=























Dϕ◦f +A′ +B′ +C ′ si ϕ ◦ f(a0) ∈W et ϕ ◦ f(b0) ∈W
A′ +A′ +t′ +t′ = 0 si ϕ ◦ f(a0) ∈W et ϕ ◦ f(b0) /∈W
B′ +t′ +B′ +t′ = 0 si ϕ ◦ f(a0) /∈W et ϕ ◦ f(b0) ∈W
C ′ +t′ +t′ +C ′ = 0 si ϕ ◦ f(a0) /∈W et ϕ ◦ f(b0) /∈W et ϕ ◦ f(a0 + b0) ∈W
t′ +t′ +t′ +t′ = 0 si ϕ ◦ f(a0) /∈W et ϕ ◦ f(b0) /∈W et ϕ ◦ f(a0 + b0) /∈W.

=

{

Dϕ◦f +A′ +B′ +C ′ si ϕ ◦ f(a0) ∈ W et ϕ ◦ f(b0) ∈W
0 sinon.

D’autre part, par le point (3) de la proposition 7.1.8, on a :

PH0/P
(1)
H0

(T )(Df ) =

{

Dϕ◦f si ϕ ◦ f(a0) ∈W et ϕ ◦ f(b0) ∈W
0 sinon.

puisque les triplets de type A, B, C et t sont nuls dans le quotient PH0/P
(1)
H0

(W ). On en
déduit,

sW ◦ PH0/P
(1)
H0

(T )(Df ) =

{

Dϕ◦f +A′ +B′ + C ′ si ϕ ◦ f(a0) ∈W et ϕ ◦ f(b0) ∈ W
0 sinon.

Par conséquent, les applications sV définissent une transformation naturelle qui est une section
de p, ce qui donne le scindement de la suite exacte 7.1.

7.1.3 Identification des facteurs directs

L’objectif de ce paragraphe est d’identifier les facteurs de la décomposition donnée à la propo-
sition 7.1.9. Pour cela, on commence par montrer, dans le lemme suivant, que les triplets de type A

(respectivement de type B et C) définissent un sous-foncteur de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

qui est un facteur direct
de ce foncteur.

Lemme 7.1.10. Le foncteur P
(1)
H0
/P

(0)
H0

se décompose en somme directe de la manière suivante

P
(1)
H0
/P

(0)
H0

= FA ⊕ FB ⊕ FC

où FA, FB et FC sont les sous-foncteurs de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

engendrés, respectivement, par les triplets de
type A, B et C.

Démonstration. On déduit facilement de la proposition 7.1.6 l’isomorphisme d’espace vectoriel

P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V ) = FA(V )⊕ FB(V )⊕ FC(V )

pour tout objet V de Tq .

Il suffit donc de montrer que FA, FB et FC sont des sous foncteurs de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

.

Pour FA, il s’agit de vérifier que, pour un morphisme T = [V
ϕ
−→W⊥L

iW←−− X ] de HomTq
(V,W ),

on a la commutativité du diagramme suivant :

FA(V )
iV //

FA(T )

��

P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(V )

P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(T )

��
FA(W )

iW // P (1)
H0
/P

(0)
H0

(W ).
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7.1. Décomposition de PH0 116

Soit Av,w un générateur de FA(V ), on a d’après la proposition 7.1.8

T ◦Av,w =

{

Aϕ(v),pW ◦ϕ(w) si ϕ(v) ∈W
tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α sinon.

Par conséquent,

P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(T ) ◦ iV (Av,w) =

{

Aϕ(v),pW ◦ϕ(w) si ϕ(v) ∈ W
0 sinon

puisque le triplet tpW ◦(ϕ⊥Id)◦α, qui est de rang nul, est égal à zéro dans le quotient P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(W ).

On en déduit que P
(1)
H0
/P

(0)
H0

(T ) ◦ iV (Av,w) est dans l’espace vectoriel FA(W ) et donc que FA est

un sous-foncteur de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

.
De la même manière, en utilisant les valeurs de T ◦ Bv,w et T ◦ Cv,w données à la proposition

7.1.8, on montre que les foncteurs FB et FC sont des sous-foncteurs de P
(1)
H0
/P

(0)
H0

.

On identifie, dans le lemme suivant, les foncteurs FA, FB et FC à des foncteurs mixtes définis
au chapitre 6.

Lemme 7.1.11. 1. Le foncteur FA (respectivement FB) est isomorphe au foncteur Mix0,1.

2. Le foncteur FC est isomorphe au foncteur Mix1,1.

Démonstration. 1. L’isomorphisme FA ' Mix0,1.

Soit Av,w un générateur de FA(V ), on a, par définition d’un triplet de type A, B(v, w) = 1.
Par conséquent, l’application linéaire suivante existe.

σ1
V : FA(V ) → Mix0,1(V )

Av,w 7−→ [(w, v + w)].

L’application σ1
V est clairement un isomorphisme d’inverse

(σ1
V )

−1
: Mix0,1(V ) → FA(V )

[(v, w)] 7−→ Av+w,v .

Il nous reste à vérifier que ces applications σ1
V définissent une transformation naturelle de

foncteurs, c’est à dire que pour un morphisme T = [V
ϕ
−→W⊥L

iW←−−W ], on a la commutativité
du diagramme suivant :

FA(V )
σ1

V //

FA(T )

��

Mix0,1(V )

Mix0,1(T )

��
FA(W )

σ1
W // Mix0,1(W ).

On a :
Mix0,1(T ) ◦ σ1

V (Av,w)
= Mix0,1(T )[(w, v + w)]

=

{

[(pW ◦ (ϕ(w)), pW ◦ (ϕ(v + w))] si ϕ(v) ∈W
0 sinon

=

{

[(pW ◦ (ϕ(w)), pW ◦ (ϕ(v + w))] si ϕ(v) ∈W
0 sinon
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7.1. Décomposition de PH0 117

en utilisant la remarque 6.2.5 et,

σ1
W ◦ FA(T )(Av,w) = σ1

W

{

Aϕ(v),pW ◦ϕ(w) si ϕ(v) ∈W
0 sinon

=

{

[(pW ◦ (ϕ(w)), ϕ(v) + pW ◦ (ϕ(w))] si ϕ(v) ∈ W
0 sinon.

Dans le cas où ϕ(v) ∈ W , on a :

[(pW ◦ (ϕ(w)), ϕ(v) + pW ◦ (ϕ(w))] = [(pW ◦ (ϕ(w)), pW ◦ (ϕ(v + w))],

ce qui prouve la naturalité de σ1.

Les deux cas suivants étant très similaires à celui de FA, on ne donne que l’expression d’un
isomorphisme d’espace vectoriel, qui existe pour les même raisons que pour σ1

V , et on laisse
le soin au lecteur de vérifier que ceci défini bien une équivalence naturelle.

2. L’isomorphisme FB 'Mix1,0.

On considère l’isomorphisme d’espaces vectoriels suivant :

σ2
V : FB(V ) → Mix0,1(V )

Bv,w 7−→ [(v, v + w)].

3. L’isomorphisme FC ' Mix1,1.

On considère l’isomorphisme d’espace vectoriel suivant :

σ3
V : FC(V ) → Mix1,1(V )

Cv,w 7−→ [(v, w)]

On déduit alors la décomposition suivante

Proposition 7.1.12. Le foncteur projectif PH0 admet la décomposition en somme directe suivante :

PH0 = ι(PF
ε(F2

⊕2))⊕ (Mix0,1
⊕2 ⊕Mix1,1)⊕ IsoH0

où Mix0,1 et Mix1,1 sont des foncteurs mixtes et IsoH0 est un foncteur isotrope.

Démonstration. Par la proposition 7.1.9, on avait la décomposition en somme directe

PH0 = P
(0)
H0
⊕ P

(1)
H0
/P

(0)
H0
⊕ PH0/P

(1)
H0
.

D’après les résultats généraux sur les projectifs, on a

P
(0)
H0
' ι(PF

ε(H0))

d’après le point (1) de la proposition 5.2.1 et

PH0/P
(1)
H0
' IsoH0

d’après la proposition 5.3.1. En combinant les lemmes 7.1.10 et 7.1.11, on a

P
(1)
H0
/P

(0)
H0

= Mix0,1
⊕2 ⊕Mix1,1

d’où le résultat de l’énoncé.
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7.2. Décomposition de PH1 118

7.2 Décomposition de PH1

L’étude du foncteur PH1 est très similaire à celle du foncteur PH0 faite à la section précédente.
Par conséquent, on se contente, ici, d’adapter cette dernière section au cas de PH1 en omettant la
plupart des démonstrations.

7.2.1 Description explicite des sous-quotients de la filtration

Le but de ce paragraphe est de donner une base des espaces vectoriels P
(0)
H1

(V ), P
(1)
H1
/P

(0)
H1

(V ) et

PH1/P
(1)
H1

(V ) pour V un objet de Tq .

Base B
(0)
H1

de P
(0)
H1

(V ) On déduit du point (1) de la proposition 5.2.1 le résultat suivant.

Proposition 7.2.1. Une base B
(0)
H1

de P
(0)
H1

(V ) est donnée par l’ensemble :

B
(0)
H1

= {tf pour f ∈ HomEf (F2
⊕2, ε(V ))}.

Base B
(1)
H1

de P
(1)
H1
/P

(0)
H1

(V ) Par définition de la filtration, un générateur T = [H1
f
−→ V⊥V ′ iV←− V ]

de P
(1)
H1
/P

(0)
H1

(V ) est tel que I = f(H1) ∩ i(V ) est un espace quadratique de dimension un. On a le
lemme suivant.

Lemme 7.2.2. Soient T = [H1
f
−→ V⊥V ′ iV←− V ] un générateur de P

(1)
H1
/P

(0)
H1

(V ), et {a1, b1} une
base symplectique fixée de H1, alors l’application f du triplet T a une des trois formes suivantes.

1. Si I = (f(a1), 0) l’application f est de la forme :

f : H1 −→ V⊥L
a1 7→ v
b1 7→ w + l

pour v et w deux éléments de V vérifiant q(v) = 1 et B(v, w) = 1 et l un élément non nul de
L.

2. Si I = (f(b1), 0) l’application f est de la forme :

f : H1 −→ V⊥L
a1 7→ v + l
b1 7→ w

pour v et w deux éléments de V vérifiant q(w) = 1 et B(v, w) = 1 et l un élément non nul de
L.

3. Si I = (f(a1 + b1), 1) l’application f est de la forme :

f : H1 −→ V⊥L
a1 7→ v + l
b1 7→ w + l

pour v et w deux éléments de V vérifiant q(v + w) = 1 et B(v, w) = 1 et l un élément non
nul de L.

Démonstration. L’espace H1 admet trois sous-espaces de dimension un qui sont : Vect(a1), Vect(b1)
et Vect(a1 + b1) qui sont isométriques à (x, 1). Ces trois sous espaces fournissent chacune des trois
applications f données dans l’énoncé.

Notation 7.2.3. Les triplets obtenus au point (1) du lemme seront dit de type E, ceux du point (2)
de type F et ceux du dernier point de type G.
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7.2. Décomposition de PH1 119

On a la proposition suivante.

Proposition 7.2.4. Pour T = [H1
f
−→ V⊥L

iV←− V ] et T ′ = [H1
f ′

−→ V⊥L′ i′V←− V ] deux générateurs

de P
(1)
H1
/P

(0)
H1

(V ), les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Les triplets T et T ′ sont de même type et vérifient la relation pV ◦ f = p′V ◦ f
′.

2. Les deux triplets T et T ′ sont égaux.

Démonstration. La preuve est similaire à celle de la proposition 7.1.4.

Cette proposition justifie la notation suivante.

Notation 7.2.5. On notera, respectivement, Ev,w, Fv,w et Gv,w les triplets de P
(1)
H1
/P

(0)
H1

(V ) de type
E, F et G et vérifiant pV ◦ f(a1) = v et pV ◦ f(b1) = w.

On déduit facilement du lemme 7.2.2 et de la proposition précédente le résultat suivant.

Proposition 7.2.6. Une base B
(1)
H1

de P
(1)
H1
/P

(0)
H1

(V ) est donnée par l’ensemble :

B
(1)
H1

= { Ev,w pour v et w deux éléments de V vérifiant q(v) = 1 et B(v, w) = 1,
Fv,w pour v et w deux éléments de V vérifiant q(w) = 1 et B(v, w) = 1,
Gv,w pour v et w deux éléments de V vérifiant q(v + w) = 1 et B(v, w) = 1}

Base B
(2)
H1

de PH1/P
(1)
H1

(V ) D’après la proposition 5.3.4, on a (PH1/P
(1)
H1

)(V ) ' IsoH1(V ) dont
on déduit le résultat suivant.

Proposition 7.2.7. Une base B
(2)
H1

de PH1/P
(1)
H1

(V ) est donnée par l’ensemble :

B
(2)
H1

= {Hf pour f ∈ HomEq
(H1, V )}.

Les règles de composition pour les triplets Ev,w , Fv,w, Gv,w et Hf sont analogues à celles de
Av,w, Bv,w, Cv,w et Df pour lesquelles on se reportera à la proposition 7.1.8.

7.2.2 Scindement de la filtration pour le foncteur PH1

On montre dans cette section le résultat suivant.

Proposition 7.2.8. La filtration par le rang se scinde pour le foncteur PH1 , c’est à dire :

PH1 = P
(0)
H1
⊕ P

(1)
H1
/P

(0)
H1
⊕ PH1/P

(1)
H1
.

Démonstration. On définit une application sV : PH1/P
(1)
H1

(V )→ PH1(V ) par :

sV : PH1/P
(1)
H1

(V ) −→ PH1(V )
Hf 7→ Hf +Ef(a1),f(b1) + Ff(a1),f(b1) +Gf(a1),f(b1).

On vérifie alors, de la même manière que dans la proposition 7.1.9 pour le foncteur PH0 , que
les applications sV définissent une transformation naturelle qui est une section de la projection

PH1 → PH1/P
(1)
H1

.
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7.3. Conséquences des décompositions des foncteurs PH0 et PH1 120

7.2.3 Identification des facteurs directs

On a le lemme suivant.

Lemme 7.2.9. Le foncteur P
(1)
H1
/P

(0)
H1

se décompose en somme directe de la manière suivante

P
(1)
H1
/P

(0)
H1

= FE ⊕ FF ⊕ FG

où FE , FF et FG sont les sous-foncteurs de P
(1)
H1
/P

(0)
H1

engendrés, respectivement, par les triplets de
type E, F et G.

On identifie, dans le lemme suivant, les foncteurs FE , FF et FG à des foncteurs mixtes définis
au chapitre 6.

Lemme 7.2.10. Les foncteurs FE, FF et FG sont équivalents au foncteur Mix1,1.

Démonstration. Les applications linéaires fournissant les équivalences naturelles sont construites de
la même manière que celles données pour le foncteur PH0 à la proposition 7.1.11.

On en déduit la décomposition suivante

Proposition 7.2.11. Le foncteur projectif PH1 admet la décomposition en somme directe suivante :

PH1 = ι(PF
ε(F2

⊕2))⊕Mix1,1
⊕3 ⊕ IsoH1

où Mix1,1 est un foncteur mixte et IsoH1 est un foncteur isotrope.

7.3 Conséquences des décompositions des foncteurs PH0
et

PH1

Dans cette section, on tire les conclusions des décompositions de PH0 et PH1 données aux
propositions 7.1.12 et 7.2.11. On commence par en déduire l’indécomposabilité des foncteurs Mix0,1

et Mix1,1, ce qui nous permettra de donner les facteurs indécomposables des foncteurs PH0 et PH1 .
On étudiera alors le caractère projectif des premiers foncteurs isotropes et on terminera en donnant
le début de la classification des objets simples de Fquad.

7.3.1 Indécomposabilité des foncteurs Mix0,1 et Mix1,1

Avant de montrer l’indécomposabilité des foncteurs Mix0,1 et Mix1,1, on fait le rappel suivant :

Remarque 7.3.1 (Rappel). Si le foncteur F de Fquad se décompose en F1 ⊕ . . . ⊕ Fn, alors les
projections πi de F sur Fi et les inclusions ji : Fi → F induisent des idempotents ei = ji ◦ πi de
l’anneau End(F ).

Proposition 7.3.2. Les foncteurs Mix0,1 et Mix1,1 sont indécomposables.

Démonstration. 1. D’après le point (2) du théorème 3.1.3, on a :

Hom(PH0 ,Mix2
0,1) = Mix2

0,1(H0).

Or, par un calcul facile, on montre que l’espace Mix0,1(H0) est de dimension4. Comme dans
la décomposition de PH0 obtenue à la proposition 7.1.12, on a deux facteurs Mix2

0,1 on en

déduit que Hom(Mix2
0,1,Mix2

0,1) = E est un espace vectoriel de dimension deux sur F2 de
base {Id, τ} où l’application τ est définie par : τ([(u, v)]) = ([(v, u)]). Par conséquent, en tant
qu’anneau, on a E = ({0, Id, τ, Id+ τ},+, ◦), et on montre facilement que cet anneau n’a pas
d’idempotent non trivial.
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7.3. Conséquences des décompositions des foncteurs PH0 et PH1 121

2. De même que précédemment, on a Hom(PH0 ,Mix2
1,1) = Mix2

1,1(H0).
L’espace Mix1,1(H0) est de dimension 2, or, dans la décomposition de PH0 , on a un facteur
Mix2

1,1. On déduit de la même manière que pour Mix2
0,1 que l’anneau Hom(Mix2

1,1,Mix2
1,1) n’a

pas d’idempotent non trivial.

On déduit, de cette proposition, le résultat suivant :

Corollaire 7.3.3. La suite exacte courte

0→ Σα,1 → Mixα,1 → Σα,1 → 0.

obtenue à la proposition 6.2.12 n’est pas scindée.

La proposition 7.3.2 nous permet d’énoncer le théorème suivant.

Théorème 7.3.4. Les foncteurs projectifs PH0 et PH1 admettent les décompositions en facteurs
indécomposables suivantes :

PH0 = (ι(F2)⊕ ι(P̄
F
F2

⊕2
)⊕ ι(PF

(2,1)

⊕2
)⊕ ι(PF

Λ2 ))⊕ (Mix0,1
⊕2 ⊕Mix1,1)⊕ IsoH0

et
PH1 = (ι(F2)⊕ ι(P̄

F
F2

⊕2
)⊕ ι(PF

(2,1)

⊕2
)⊕ ι(PF

Λ2 ))⊕ (Mix1,1
⊕3)⊕ FH1 ⊕ SH1 ⊕ SH1

où P̄F
F2

est le foncteur tel que PF
F2

= F2 ⊕ P̄F
F2

, PF
Λ2 est la couverture projective dans F du foncteur

simple Λ2, PF
(2,1) est la couverture projective dans F du foncteur simple S(2,1), Mix0,1 et Mix1,1

sont deux foncteurs mixtes indécomposables, IsoH0 est un foncteur isotrope indécomposable et FH1

et SH1 sont les facteurs indécomposables du foncteur isotrope IsoH1 .

Démonstration. Les foncteurs Mix0,1 et Mix1,1 sont indécomposables d’après la proposition 7.3.2,
le foncteur IsoH0 est indécomposable d’après la proposition 4.5.5 et la décomposition en facteurs
indécomposables du foncteur IsoH1 est donnée à la proposition 4.5.5. Il nous reste à étudier le facteur
ι(PF

ε(H0)) = ι(PF
ε(H1)). D’après les travaux de Harris et Kuhn dans [HK88], on a la décomposition

en facteurs indécomposables

PF
F2

⊕2 ' (P̄F
F2 ⊕ P

F
(2,1))

⊕2 ⊕ PF
Λ2 ⊕ F2

avec les même notations que dans l’énoncé, d’où le résultat.

7.3.2 Caractère projectif des premiers foncteurs isotropes

Les décompositions données aux propositions 7.1.12 et 7.2.11 nous permettent d’étudier le ca-
ractère projectif de certains foncteurs isotropes.

Etant donné que le foncteur IsoH0 (respectivement FH1 et SH1) est facteur direct du projectif
PH0 (respectivement PH1 ) on a le résultat suivant.

Proposition 7.3.5. 1. Le foncteur isotrope IsoH0 est projectif dans Fquad.

2. Le foncteur isotrope IsoH0 est projectif dans Fquad.

On déduit alors de la proposition 4.5.2 donnant la finitude des foncteurs isotropes le résultat
qui suit.

Proposition 7.3.6. La catégorie Fquad possède des foncteurs projectifs finis non constants.

Cette proposition est une des originalités de la catégorie Fquad. En effet, on rappelle que, d’après
le corollaire B7 de l’article de Kuhn [Kuh94a], dans la catégorie F , les seuls foncteurs finis et
projectifs sont les foncteurs constants.

On a le résultat suivant.
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Proposition 7.3.7. Les foncteurs Iso(x,0) et Iso(x,1) ne sont pas projectifs dans Fquad. La couverture
projective de Iso(x,0) (respectivement Iso(x,1)) est le foncteur Mix0,1 (respectivement Mix1,1).

Démonstration. On a Iso(x,0)(H0) 6= {0} et Iso(x,1)(H0) 6= {0}, par conséquent, si ces deux foncteurs
étaient projectifs, ils devraient être facteur direct du foncteur PH0 . On déduit donc de la proposition
7.1.12, que ces foncteurs ne sont pas projectifs. Par contre, nous avons vu au théorème 6.6.1 que
Iso(x,0) est le facteur de composition supérieur de Mix0,1 et que Iso(x,1) est celui de Mix1,1, ce qui
prouve le deuxième point de l’énoncé.

7.3.3 Classification des foncteurs simples S de Fquad tels que S(H0) 6= {0}
ou S(H1) 6= {0}

Si S est un foncteur simple de Fquad vérifiant S(H0) 6= {0} on a, par la proposition 3.1.3,

Hom(PH0 , S) = S(H0) 6= {0}.

Par conséquent, il existe un morphisme de Fquad de PH0 dans S qui est un épimorphisme, par
simplicité de S. On déduit alors des décompositions données au théorème 7.3.4, de la proposition
4.5.5 concernant les foncteurs IsoH0 et IsoH1 et de l’étude des foncteurs Mix0,1 et Mix1,1 faite au
chapitre 6 le résultat suivant.

Proposition 7.3.8. Les classes d’isomorphisme de foncteurs simples, non constants, de Fquad qui
sont non nuls sur au moins un des espaces H0 ou H1 sont :

ι(Λ), ι(Λ2), ι(S(2,1)), Iso(x,0), Iso(x,1), RH0 , RH1 , SH1

où RH0 , RH1 et SH1 sont les foncteurs simples introduits à la proposition 4.5.5.

7.3.4 Calculs de groupes d’extensions dans Fquad

Par les propositions 4.2.10 et 4.4.11 on obtient que le foncteur

κ ◦ FV : F2[O(V )]−mod→ Fquad

est exact. Par conséquent, ce foncteur induit un morphisme sur les groupes d’extension :

Ext∗O(V )−mod(M,N)
(κ◦FV )∗
−−−−−→ Ext∗Fquad

(FV (M), FV (N)).

On a la proposition suivante :

Proposition 7.3.9. Pour V ∈ {H0, H1}, le morphisme (κ ◦ FV )∗ est un isomorphisme.

Afin de démontrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 7.3.10. Pour V ∈ {H0, H1}, si P est un O(V )-module projectif, FV (P ) est projectif dans
Fquad.

Démonstration. Si P est un O(V )-module projectif, on a, par définition, l’existence de Q tel que

P ⊕Q ' F2[O(V )].

On a que FV (P ⊕Q) ' FV (P )⊕ FV (Q) et, étant donné que

FV (F2[O(V )]) = IsoV

et que les foncteurs IsoH0 et IsoH1 sont projectifs d’après la proposition 7.3.5, on obtient que FV (P )
est projectif.
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7.3. Conséquences des décompositions des foncteurs PH0 et PH1 123

Démonstration de la proposition. Soient M et N deux O(V )-modules pour V ∈ {H0, H1} et P• →
M une résolution projective deM . Le lemme 7.3.10 entrâıne que FV (P•) est une résolution projective
de FV (M). Le foncteur κ ◦ FV induit un morphisme de complexes de châınes

HomO(V )(P•, N)→ HomFquad
(FV (P•), FV (N))

qui induit le morphisme (κ◦FV )∗ en cohomologie. Enfin, ce morphisme est un isomorphisme, puisque

HomO(V )(F2[O(V )], N) ' HomFquad
(FV (F2[O(V )]), FV (N))

en tant que O(V )-modules.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 7.3.11. Pour tout entier n, on a :

ExtnFquad
(RH0 , RH0) ' F2

ExtnFquad
(RH1 , RH1) ' F2

où RH0 et RH1 sont les foncteurs simples définis à la proposition 4.5.5.

Démonstration. On applique la proposition 7.3.9 au O(V )-module trivial dans les deux cas..

Remarque 7.3.12. Cette proposition fournit une nouvelle différence importante entre les catégories
F et Fquad. En effet, on rappelle que dans F , d’après l’article [PS98], pour tout objet simple S de
F , on a :

Ext1F(S, S) = 0.

La proposition précédente montre que, pour les objets simples de Fquad, RH0 et RH1 , on a :

Ext1Fquad
(RH0 , RH0) ' F2

Ext1Fquad
(RH1 , RH1) ' F2.
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Chapitre 8

Les foncteurs polynomiaux de

Fquad

Dans ce chapitre, après avoir étendu à Fquad, la notion de foncteur polynomial, on montre,
par récurrence, que les foncteurs finis et polynomiaux de Fquad sont les images par le foncteur
ι : F → Fquad des foncteurs finis et polynomiaux de F .

8.1 Définition des foncteurs polynomiaux de Fquad

8.1.1 Les foncteurs différences de Fquad

On définit dans cette section, les foncteurs différences de Fquad qui généralisent la notion de
foncteur différence dans F dont on rappelle la définition :

Définition 8.1.1. [Sch94] Le foncteur différence ∆ : F → F est le foncteur qui associe à un
foncteur F de F le foncteur ∆F tel que, pour tout objet V de Ef :

∆F (V ) := Ker(F (V ⊕ F2)
F (p)
−−−→ F (V )),

où p : V ⊕ F2 → V est la projection.

On donne la définition suivante :

Définition 8.1.2. Les foncteurs différences ∆H0 : Fquad → Fquad et ∆H1 : Fquad → Fquad sont les
foncteurs qui associent à un foncteur F de Fquad les foncteurs ∆H0F et ∆H1F tels que, pour tout
objet V de Tq :

∆H0F (V ) := Ker(F (V ⊥H0)
F (R(i1))
−−−−−−→ F (V )),

∆H1F (V ) := Ker(F (V ⊥H1)
F (R(i2))
−−−−−−→ F (V )),

où i1 : V → V⊥H0 et i2 : V → V⊥H1 sont les inclusions et R : Eq → Tq est le foncteur défini en
2.2.9.

On a le résultat suivant :

Proposition 8.1.3. Les foncteurs ∆H0 et ∆H1 sont exacts.
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8.2. Etude des foncteurs polynomiaux de Fquad 128

8.1.2 Définition des foncteurs polynomiaux

On généralise à Fquad la définition suivante des foncteurs polynomiaux de F .

Définition 8.1.4 ([Sch94]). Soit F un objet de F :

1. le foncteur F est polynomial de degré 0 si et seulement si ∆F = 0 ;

2. le foncteur F est polynomial de degré au plus d+ 1, pour d un entier naturel, si et seulement
si ∆F est de degré au plus d.

On utilisera, dans ce chapitre, la définition suivante de foncteur polynomial dans Fquad.

Définition 8.1.5. Soit F un objet de Fquad :

1. le foncteur F est polynomial de degré 0 si et seulement si ∆H0F = ∆H1F = 0 ;

2. le foncteur F est polynomial de degré au plus d+ 1, pour d un entier naturel, si et seulement
si ∆H0F et ∆H1F sont de degré au plus d.

La proposition suivante permet de simplifier la définition d’un foncteur polynomial de degré 0.

Proposition 8.1.6. Pour un foncteur F de Fquad, les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Le foncteur ∆H0F est nul.

2. Le foncteur ∆H1F est nul.

Démonstration. Si ∆H0F = 0, on a, pour tout objet V de Tq ,

F (V ) ' F (V⊥H0).

Par conséquent,
F (V ) ' F (V ⊥H0) ' F (V⊥H0⊥H0) ' F (V⊥H1⊥H1),

où le dernier isomorphisme est obtenu par le lemme 1.2.9. On déduit de l’existence des morphismes
F (V ) ↪→ F (V⊥H1) et F (V⊥H1) ↪→ F (V⊥H1⊥H1), induits par les inclusions et de l’isomorphisme
entre F (V ) et F (V⊥H1⊥H1), que

F (V ) ' F (V⊥H1) ' F (V⊥H1⊥H1).

D’où ∆H1F = 0.
La réciproque se montre de la même manière.

8.2 Etude des foncteurs polynomiaux de Fquad

On rappelle, conformément à la définition 3.1.5, qu’un objet F de Fquad est fini s’il admet une
série de composition finie dont les sous-quotients sont simples. Le but de cette section est de montrer
le résultat suivant :

Théorème 8.2.1. Les foncteurs finis et polynomiaux de Fquad sont dans l’image du foncteur ι :
F → Fquad.

Ce résultat se démontre en effectuant une récurrence sur le degré des foncteurs polynomiaux.

8.2.1 Les foncteurs polynomiaux de degré 0 de Fquad

Dans cette section, on initialise l’argument de récurrence. Ce résultat utilise de manière essen-
tielle la classification des foncteurs simples S de Fquad tels que S(H0) 6= 0 ou S(H1) 6= 0, obtenue
à la proposition 7.3.8. On a le résultat suivant.

Proposition 8.2.2. Soit S un foncteur simple de Fquad, S est polynomial de degré 0 si et seulement
si S est le foncteur constant.
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8.2. Etude des foncteurs polynomiaux de Fquad 129

Démonstration. Pour démontrer le sens direct du résultat précédent, deux cas sont à distinguer.

1. Si S(H0) = S(H1) = 0.

D’après la classification des espaces quadratiques non dégénérés sur F2 , si W est un espace
de dimension minimale vérifiant S(W ) 6= 0, on a l’existence d’un élément ε de {0, 1} et d’un
espace quadratique V non dégénéré et non nul, tels que :

W ' Hε⊥V.

Comme W est de dimension minimale, on a S(V ) = 0, ce qui implique

∆Hε
S(V ) = S(Hε⊥V ) 6= 0.

On en déduit le résultat dans ce cas.

2. Si S(H0) 6= 0 ou S(H1) 6= 0.

Dans ce cas, on utilise la classification des foncteurs simples S de Fquad tels que S(H0) 6= 0 ou
S(H1) 6= 0 obtenue à la proposition 7.3.8. Par un calcul explicite pour chacun des foncteurs S
obtenus dans cette classification, on obtient que les foncteurs ∆H0S sont non nuls sauf pour
le foncteur constant S = F2.

La réciproque est triviale.

8.2.2 Démonstration du théorème 8.2.1

Afin de démontrer le théorème 8.2.1, nous aurons besoin du résultat suivant où les idempotents
eV obtenus à la proposition 5.2.9 jouent un rôle central.

Proposition 8.2.3. Soit S un foncteur simple non trivial de Fquad n’appartenant pas à l’image du
foncteur ι : F → Fquad, alors un des deux foncteurs ∆H0S ou ∆H1S n’appartient pas à l’image du
foncteur ι : F → Fquad.

Démonstration. Soit W un espace quadratique non dégénéré, de dimension minimale, vérifiant
S(W ) 6= 0, on distingue les deux cas suivants.

1. Si W est de dimension deux.

Par un calcul explicite pour chacun des foncteurs simples S obtenus dans la classification
donnée à la proposition 7.3.8, on obtient le résultat de l’énoncé.

2. Si W est de dimension strictement supérieure à deux.

Il existe un espace quadratique non dégénéré V éventuellement nul et un élément ε de {0, 1},
tels que :

W ' H0⊥Hε⊥V.

Supposons que ∆H0S et ∆H1S sont dans l’image du foncteur ι, on prouve, dans la suite, que
ceci entrâıne que S est également dans l’image de ι, ce qui, par la proposition 5.2.13, est
équivalent au fait qu’il existe un objet W de Tq tel que

S(eW )S(W ) 6= 0.

Par le corollaire 5.2.10, on a
eW = eH0⊥eHε

⊥eV .

L’espace W étant supposé de dimension minimale pour la propriété S(W ) 6= 0, on a

S(H0⊥V ) = S(Hε⊥V ) = 0
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8.2. Etude des foncteurs polynomiaux de Fquad 130

ce qui entrâıne que

∆H0S(Hε⊥V ) ' S(W ) (8.1)

∆Hε
S(H0⊥V ) ' S(W ). (8.2)

Ces isomorphismes sont naturels et, pour (8.1), l’action de EndTq
(Hε⊥V ) sur ∆H0S(Hε⊥V )

correspond à la restriction de l’action de EndTq
(W ) sur S(W ), de même, pour (8.2), l’action

de EndTq
(H0⊥V ) sur ∆Hε

S(H0⊥V ) correspond à la restriction de l’action de EndTq
(W ) sur

S(W ). Supposons que ∆H0S et ∆H1S sont dans l’image de ι. On en déduit :

S(1H0⊥eHε
⊥eV )S(W ) = ∆H0S(eHε

⊥eV )∆H0S(Hε⊥V ) = ∆H0S(Hε⊥V ) = S(W )

où la première égalité découle de l’action décrite précédemment, la deuxième se déduit du
corollaire 5.2.13 et la dernière est donnée par 8.1. De même, on obtient :

S(eH0⊥1Hε
⊥eV )S(W ) = ∆Hε

S(eH0⊥eV )∆Hε
S(H0⊥V ) = ∆Hε

S(H0⊥V ) = S(W ).

On en déduit que

S(1H0⊥eHε
⊥eV ) ◦ S(eH0⊥1Hε

⊥eV )S(W ) = S(W )

or, S(1H0⊥eHε
⊥eV ) ◦ S(eH0⊥1Hε

⊥eV ) = S(eW ) par le corollaire 5.2.10 ce qui entraine que

S(eW )S(W ) 6= 0

ce qui fournit le résultat.

Les deux lemmes qui suivent nous seront également nécessaires pour démontrer le théorème.

Lemme 8.2.4. Un foncteur F de Fquad qui prend des valeurs de dimension finie et dont tous les
facteurs de composition sont des foncteurs de ι(F) polynomiaux de degré inférieur ou égal à d est
fini.

Démonstration. On sait qu’un foncteur polynomial G de F de degré inférieur ou égal à d est tel
que G(F2

d) 6= 0. On en déduit que le nombre de facteurs de composition de F est fini.

Lemme 8.2.5. Un objet fini F de Fquad dont tous les facteurs de composition sont dans l’image
du foncteur ι est dans l’image du foncteur ι.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du théorème 5.2.12 d’après lequel ι(F) est
une sous-catégorie épaisse de Fquad.

Démonstration du théorème 8.2.1. Soit F un foncteur fini et polynomial de Fquad. Les foncteurs
∆H0 et ∆H1 étant exacts d’après la proposition 8.1.3, il suffit de considérer le cas d’un foncteur
simple S. On raisonne par récurrence sur le degré polynomial.

Si S est de degré 0, on sait, d’après la proposition 8.2.2, que S est dans l’image du foncteur ι.
Supposons que tout foncteur simple polynomial de Fquad de degré d est dans l’image du foncteur

ι et considérons un foncteur simple polynomial S de Fquad de degré d+ 1. D’après la définition des
foncteurs polynomiaux de Fquad donnée en 8.1.5, les foncteurs ∆H0S et ∆H1S sont polynomiaux
de degré d. On en déduit que tous les facteurs de composition des foncteurs ∆H0S et ∆H1S sont
polynomiaux de degré inférieur ou égal à d et, par l’hypothèse de récurrence, on obtient qu’ils sont
tous dans l’image de ι. Or, le foncteur S étant simple, il est quotient d’un projectif et prend donc
des valeurs de dimension finie, ce qui entrâıne que les foncteurs ∆H0S et ∆H1S prennent des valeurs
de dimension finie. On déduit du lemme 8.2.4 que les foncteurs ∆H0S et ∆H1S sont finis, puis, par
le lemme 8.2.5, on obtient que les foncteurs ∆H0S et ∆H1S sont dans l’image du foncteur ι, ce qui
implique, par la proposition 8.2.3, que S est dans l’image du foncteur ι.
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Annexe A

Catégories de foncteurs

Cette annexe répertorie plusieurs résultats généraux concernant les catégories de foncteurs uti-
lisés tout au long de cette thèse.

On s’intéresse plus particulièrement à la question suivante :
Soient C et D deux catégories, A une catégorie abélienne, F : C → D un foncteur et − ◦ F :

Fonc(D,A)→ Fonc(C,A) le foncteur induit par composition.
Lorsque le foncteur F a une certaine propriété P , que peut-on en déduire sur le foncteur −◦F ?
Avant de traiter deux cas, très utiles, du problème posé précédemment, on rappelle la définition

suivante.

Définition A.0.1. Soit F : C → D un foncteur ;

1. le foncteur F est fidèle si, pour tous objets X et Y de C, l’application :

HomC(X,Y )
FX,Y

−−−→ HomD(F (X), F (Y ))

est injective ;

2. le foncteur F est plein, si pour tous objets X et Y de C, l’application :

HomC(X,Y )
FX,Y

−−−→ HomD(F (X), F (Y ))

est surjective ;

3. le foncteur F est essentiellement surjectif si tout objet de D est isomorphe à un objet de la
forme F (C).

Proposition A.0.2. Si F est essentiellement surjectif, alors − ◦ F est fidèle.

Avant de démontrer cette proposition, il est utile de remarquer le fait suivant.

Remarque A.0.3. La catégorie A étant supposée abélienne, on sait d’après [Gab62], que Fonc(C,A)
et Fonc(D,A) sont des catégories abéliennes. Par conséquent, il existe une structure de groupe sur
HomFonc(−,A)(H1, H2). On peut alors utiliser la caractérisation de l’injectivité en termes de noyaux,
ce qui donne l’équivalence suivante : le foncteur − ◦ F est fidèle si et seulement si pour tous objets
H1 et H2 de Fonc(D,A), Ker(− ◦ FH1,H2) = {0}.

Démonstration. Soient H1 et H2 deux objets de Fonc(D,A), − ◦ FH1,H2 le morphisme de groupes

HomFonc(D,A)(H1, H2)
−◦FH1,H2−−−−−−−→ HomFonc(C,A)(H1 ◦ F,H2 ◦ F )

σ un élément de HomFonc(D,A)(H1, H2) tel que − ◦ FH1,H2(σ) = 0 et D un objet de D.
Le foncteur F étant supposé essentiellement surjectif, on a l’existence d’un objet C de C vérifiant

F (C) = D. On a alors le diagramme :

131
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H1 ◦ F (C)

'

��

−◦FH1,H2 (σ)
C// H2 ◦ F (C)

'

��
H1(D) σD

// H2(D)

Comme − ◦ FH1,H2(σ)C = 0 par hypothèse, on en déduit que pour tout D de D, σD = 0 d’où
σ = 0.

Proposition A.0.4. Si F est un foncteur plein et essentiellement surjectif, alors :

1. le foncteur − ◦ F est pleinement fidèle ;

2. tout sous-objet d’un objet de l’image du foncteur − ◦ F est isomorphe à un objet de l’image
du foncteur − ◦ F ;

3. l’image par − ◦ F d’un foncteur simple de Fonc(D,A) est un foncteur simple de Fonc(C,A).

Démonstration. 1. La fidélité du foncteur − ◦ F est donnée par la proposition A.0.2.

Pour la plénitude, on considère deux objets G et H de Fonc(D,A) et α un élément de
HomFonc(C,A)(G◦F,H◦F ). On souhaite montrer qu’il existe un objet β de HomFonc(D,A)(G,H)
tel que β ◦ F = α.

Soit D un objet de D, comme F est essentiellement surjectif, on peut choisir un objet C de C
tel qu’il existe un isomorphisme :

φ : F (C)→ D.

On définit un élément β(D) de HomA(G(D), H(D)) comme étant la composée

G(D)
G(φ−1)
−−−−−→ G ◦ F (C)

α(C)
−−−→ H ◦ F (C)

H(φ)
−−−→ H(D).

On montre, dans la suite, que β définit une transformation naturelle de G vers H .

Soient f : D → D′ un élément de HomD(D,D′) et φ : F (C) → D et φ′ : F (C ′) → D′ les
isomorphismes associés aux choix de C et C ′ par l’essentielle surjectivité de F ; étant donné
que le foncteur F est plein, il existe un élément g de HomC(C,C ′) tel que

F (g) = φ′−1 ◦ f ◦ φ. (A.1)

Or, le diagramme suivant est commutatif

G(D)
β(D) //

G(φ−1)

��

H(D)

H(φ−1)

��
G ◦ F (C)

α(C) //

G◦F (g)

��

H ◦ F (C)

H◦F (g)

��
G ◦ F (C ′)

α(C′) //

G(φ′)

��

H ◦ F (C ′)

H(φ′)

��
G(D′)

β(D′) // H(D′)

car le carré supérieur (respectivement inférieur) commute par définition de β(D) (respective-
ment β(D′)) et la commutativité du carré au centre découle de la naturalité de α. Puisque

G(φ′) ◦GF (g) ◦G(φ−1) = G(φ′ ◦ F (g) ◦ φ−1) = G(f)
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et
H(φ′) ◦HF (g) ◦H(φ−1) = H(φ′ ◦ F (g) ◦ φ−1) = H(f)

où les premières égalités découlent de la fonctorialité de G et de H et la seconde de la relation
A.1, on déduit que β est une transformation naturelle.

2. Soient G un objet de Fonc(D,A) et H un sous-objet de G ◦F , de même qu’au premier point,
pour un objet D de D, comme F est essentiellement surjectif, on peut choisir un objet C de
C tel qu’il existe un isomorphisme :

φ : F (C)→ D.

On définit un objet de A par :
K(D) := H(C).

De même qu’au premier point, pour f : D → D′ un élément de HomD(D,D′) et φ : F (C)→ D
et φ′ : F (C ′)→ D′ les isomorphismes associés aux choix de C et C ′ par l’essentielle surjectivité
de F , étant donné que le foncteur F est plein, il existe un élément g de HomC(C,C ′) tel que

F (g) = φ′−1 ◦ f ◦ φ. (A.2)

On définit un morphisme
K(f) : K(D)→ K(D′)

par K(f) = H(g). On obtient le diagramme commutatif suivant :

K(D)

K(f)

��

H(C)
� � //

H(g)

��

G ◦ F (C)
G(φ) //

G◦F (g)

��

G(D)

G(f)

��
K(D′) H(C ′)

� � // G ◦ F (C ′)
G(φ′) // G(D′)

Comme les flèches horizontales du diagramme sont des monomorphismes, la définition de
K(f) ne dépend pas du choix du morphisme g dans A.2. Le foncteur K, ainsi défini, vérifie
K ◦ F ' H . De plus, on déduit de la commutativité du diagramme suivant que K est un
sous-foncteur de G.

3. Soit S un foncteur simple de Fonc(D,A) et−◦F (S) = S◦F son image par−◦F . Supposons que
S ◦F n’est pas simple et notons H un sous-foncteur propre de S ◦F . D’après la démonstration
du point 2. de la proposition, il existe un sous-foncteur K de S tel que :

H ' K ◦ F.

Comme H est un sous-foncteur propre de S ◦ F , K est un sous-foncteur propre de S, ce qui
contredit la simplicité de S.
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quadratiques, Actualités Sci. Ind. no. 1272, Hermann, Paris, 1959.

[Bro72] W. Browder – Surgery on simply-connected manifolds, Springer-Verlag, New York,
1972, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Band 65.

[CCN+85] J. H. Conway, R. T. Curtis, S. P. Norton, R. A. Parker & R. A. Wilson

– Atlas of finite groups, Oxford University Press, Eynsham, 1985, Maximal subgroups
and ordinary characters for simple groups, With computational assistance from J. G.
Thackray.
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Ef , 45
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Edeg
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〈〈f〉〉, 39
fα,β , 66
F , 55
Fiso, 62
Fquad, 51

H0, 19
H1, 19

Hom
(i)
Tq

(V,W ), 79

ι, 56
IsoH , 59
isoH , 63

Kn
α , 102

κ, 64

Lnα, 103

Mack(Edeg
q , E), 52

Mack(Eq , E), 53
MixD,η , 87
Mixα,β , 90
MV
D,η, 87

ν0 et ν1, 21

O, 45
O(qV ), 29

PH0 , 109
PH1 , 118
PV , 51

QV , 62

Rad(V ), 18

σ, 41
Σα,β , 92
Sp(D), 31
Spn(F2), 29
Sq , 39

〈〈T 〉〉, 37
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catégorie Sp(D), 32
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catégorie Edeg

q , 25
catégorie F , 55
catégorie Fiso, 62
catégorie Fquad, 51
catégorie Sp(D), 31
catégorie Sq , 39
catégorie Tq , 35
Cospans, 32

dualité sur Fiso, 64
dualité sur Fquad, 55

espace minimal, 68
espace engendré par un triplet, 37
espace H0, 19
espace H1, 19
espace quadratique non dégénéré, 18

foncteur de Janus, 52
foncteur de Mackey, 52
foncteur essentiellement surjectif, 131
foncteur fini, 52
foncteur plein, 131
foncteur polynomial, 128
foncteur simple, 52
foncteur différence, 127
foncteur dualité de Fiso, 64
foncteur dualité de Fquad, 55
foncteur ε : Tq → Ef , 45
foncteur fidèle, 131
foncteur ι : F ↪→ Fquad, 56
foncteur κ : Fiso ↪→ Fquad, 64
foncteur Lnα, 103
foncteur oubli O : Eq → Ef , 45
foncteurs isotropes, 59
foncteurs mixtes, 87
foncteur σ : Tq → Sq , 41
foncteur Σα,β, 92
forme quadratique, 17
forme bilinéaire non singulière, 18

groupe orthogonal, 29
groupe symplectique, 29

invariant de Arf, 21
invariants ν0 et ν1, 21
inverse à gauche, 45

isométrie, 17

pseudo somme amalgamée, 26

radical, 18
rang d’un morphisme de Tq , 79

somme orthogonale, 18
spans, 31

théorème de Witt, 18
totalement isotrope, 18
transvection orthogonale, 29
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La catégorie Fquad des foncteurs de Mackey généralisés pour les formes
quadratiques sur F2

Le but de ce travail est de construire et d’étudier des catégories de foncteurs associées aux espaces
vectoriels munis de formes quadratiques non dégénérées sur F2. Après avoir construit la catégorie de
foncteurs Fquad, en utilisant des techniques similaires à celles utilisées pour les foncteurs de Mackey,
on obtient plusieurs résultats concernant les objets simples de cette catégorie.

On montre l’existence d’un foncteur ι : F → Fquad exact, fidèle et préservant les simples, où F
est la catégorie des foncteurs entre la catégorie des espaces vectoriels finis sur F2 et la catégorie de
tous les espaces vectoriels.

On introduit une autre catégorie de foncteurs, notée Fiso, dont les objets simples sont indexés
par les représentations modulaires irréductibles des groupes orthogonaux, éventuellement dégénérés,
sur F2 et on montre l’existence d’un foncteur κ : Fiso → Fquad exact, fidèle et préservant les simples.

En décomposant les deux générateurs projectifs les plus simples de la catégorie Fquad on ob-
tient une classification des “petits” objets simples de Fquad qui nous permet de montrer que les
foncteurs polynomiaux de Fquad sont dans l’image du foncteur ι. De nouveaux foncteurs de Fquad,
baptisés foncteurs mixtes, apparaissent dans la décomposition de ces deux générateurs projectifs et
fournissent deux familles infinies de foncteurs simples de Fquad ne provenant ni de F , ni de Fiso.

The category Fquad of generalized Mackey functors for the quadratic forms
over F2

The purpose of this work is to construct and study functor categories associated to F2-vector
spaces equipped with a quadratic form. After the construction of the category Fquad by use of
similar techniques as for Mackey functors, we obtain several results about simple objects of this
category.

We prove the existence of a faithful, exact functor ι : F → Fquad, which preserves simple objects,
where F is the category of functors from the category of finite F2-vector spaces to the category of
all vector spaces.

We introduce another functor category, noted by Fiso, whose simple objects are indexed by the
irreducible modular representations of possibly degenerate orthogonal groups over F2 and we prove
the existence of a faithful, exact functor κ : Fiso → Fquad, which preserves simple objects.

Using the decomposition of the first two projective generators of the category Fquad, we obtain
a classification of the simple objects of lowest rank of Fquad, which allows us to prove that the
polynomial functors of Fquad are in the image of the functor ι. In the decomposition of these
projective generators appear new functors of Fquad, called mixed functors, which give two infinite
families of simple objects of Fquad, which do not arise from the categories F and Fiso.

Discipline : Mathématiques

Mots clés : catégories de foncteurs ; formes quadratiques sur F2 ; représentations des groupes
orthogonaux sur F2 ; foncteurs de Mackey.

Keywords : functor categories ; quadratic forms over F2 ; representations of orthogonal groups
over F2 ; Mackey functors.
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