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Résumé

On prouve que la caractéristique d’Euler d’un feuilletage mesuré est nulle si et
seulement si celui-ci admet un champ tangent transversalement mesurable dont
l’ensemble de singularités est de mesure arbitrairement petite. Si le feuilletage
est moyennable, alors on peut construire un tel champ sans singularités. Si les
feuilles sont de dimension deux, l’annulation de la caractéristique d’Euler implique
la moyennabilité; plus encore, elle équivaut à l’existence d’une action mesurable de
R2 sur la variété ambiant qui est continue et localement libre sur chaque feuille.

1 Introduction

La caractéristique d’Euler d’un feuilletage mesuré a été introduite par Connes
dans [9]. Il y définit également les nombres de Betti du feuilletage comme
étant les dimensions moyennes des espaces de i-formes harmoniques de carré
intégrable sur les feuilles et démontre une version feuilletée du théorème de
Gauss-Bonnet, selon lequel la caractéristique d’Euler est égale à la somme al-
ternée des nombres de Betti. Ce résultat est un cas particulier d’un résultat
beaucoup plus général obtenu par Connes qui concerne l’indice d’une famille
continue d’opérateurs elliptiques sur les feuilles, et qui généralise le théorème
de l’indice d’Atiyah-Singer [4]. Le théorème de l’indice feuilleté met donc en re-
lation des invariants analytiques du feuilletage et des propriétés géométriques
“moyennes” des feuilles. Ce lien est illustré par Connes avec un joli corollaire
du théorème de Gauss-Bonnet feuilleté: si la caractéristique d’Euler d’un feuil-
letage mesuré de dimension deux est strictement positive, alors l’ensemble des
feuilles sphériques est de mesure non nulle. Plus tard Connes et Skandalis [11]
généralisent aux feuilletages le théorème de l’indice pour les familles démontré
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par Atiyah et Singer dans [5] en répondant ainsi à une question déjà évoquée
dans [9]. Le résultat de [9] est un corollaire de celui de [11]. Notre but dans ce
papier est d’interpréter la caractéristique d’Euler feuilletée comme obstruction
à la construction de sections du fibré tangent au feuilletage continues le long
des feuilles et transversalement mesurables. Ceci nous permet entre autre de
donner une preuve géométrique du théorème de Gauss-Bonnet feuilleté de [9].

Soit F un feuilletage orientable de dimension n (qu’on supposera pour sim-
plifier de classe C∞ le long des feuilles) sur une variété lisse compacte M ,
munie d’une mesure transverse invariante µ. On appellera dans ce papier le
triplet (M,F , µ) un feuilletage mesuré. En intégrant les p-formes différentielles
de M sur les feuilles puis relativement à la mesure transverse on définit un
courant fermé Cµ : Ωn(M) → R appelé courant de Ruelle-Sullivan [26]. Sa
classe d’homologie [Cµ] ∈ Hn(M ; R) est souvent interprétée comme la classe
fondamentale du feuilletage mesuré (M,F , µ). On définit la caractéristique
d’Euler de (M,F , µ) par

χ(M,F , µ) = 〈e(TF), [Cµ]〉

où e(TF) est la classe d’Euler du n-fibré tangent au feuilletage TF → M .
Dans ce papier on fait le lien entre la caractéristique d’Euler du feuilletage et
les sections du fibré tangent TF , et retrouvons dans ce cadre des versions des
résultats classiques bien connus pour les variétés compactes. Le contexte où
nos résultats sont valables est en fait bien plus large que celui des feuilletages
des variétés compactes, et contient celui des laminations (l’espace ambiant
n’est plus un variété) et des feuilletages mesurables (la régularité transverse
est supposée seulement mesurable). Par souci de clarté nous avons voulu nous
restreindre dans ce papier au cas plus simple des feuilletages des variétés com-
pactes. Tous les objets seront donc topologiques, à l’exception des champs de
vecteurs et les métriques de Riemann, qui seront supposés continus le long des
feuilles mais seulement mesurables transversalement. De tels objets seront sou-
vent appelés de classe MCr pour mesurable et continu de classe Cr. L’intérêt
de considérer des objets dans cette catégorie est illustré par les équivalences
énoncées dans les théorèmes B et C, en particulier le second. Ils ne sont pas
vrais si l’on considère des objets transversalement continus !

Nous commençons par une version feuilletée du théorème classique de Poincaré-
Hopf:

Théorème A Soit X un champ tangent à F de classe MC0 et soit Ox

l’ensemble des zéros de X. Si la trace de OX sur µ-presque toute feuille
est discrète dans cette feuille, i.e. si OX est une transversale mesurable de
(M,F , µ), alors l’indice local indX(x) est défini pour µ-presque tout x ∈ OX.
Si la fonction mesurable à valeurs entières indX est dans L1(OX, µ) alors on
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a:

χ(M,F , µ) =
∫

OX

indX(x)dµ(x).

Il avait déjà été remarqué par Connes dans [9] que ce résultat est vrai pour un
champ continu transverse à la section nulle de TF . Ce fait est facile à prouver
et découle automatiquement de la construction topologique de la classe e(TF).
L’idée est de voir la fonction indice indx comme un n-cocycle cellulaire de M ,
puis de montrer que sa classe de cohomologie ne dépend pas du champ choisi.
On définit ainsi un élément de Hn(M) qui s’avère être e(TF) pour des raisons
de naturalité. Ce raisonnement ne s’applique pas au cas des champs transver-
salement mesurables. Ils ne définissent pas une classe dans Hn(M), mais un
élément dans un groupe de cohomologie simpliciale mesurable similaire à ceux
utilisés dans [24]. Celui-ci ne dépend pas de la topologie de M mais seulement
de celle des feuilles, et puis aussi de la dynamique mesurable transverse du
feuilletage.

On développera ici les outils de base nécessaires pour expliciter l’information
géométrique et ergodique contenue dans ces groupes de cohomologie mesurable,
et préciser la relation qui existe entre cette cohomologie et la cohomologie clas-
sique de M où l’on situe habituellement les invariants qui nous intéressent.

Théorème B Soit (M,F , µ) un feuilletage mesuré ergodique. Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) χ(M,F , µ) = 0.
(2) Pour tout ε > 0 il existe un champ tangent X(ε) de classe MC∞ et à

singularités non dégénérées sur (M,F) tel que µ(OX(ε)) < ε.

Rappelons qu’un feuilletage mesuré (M,F , µ) est dit moyennable (cf. [10,1,28])
s’il existe une famille de fonctionnelles continues (dites moyennes)

mx : L∞(Lx) → R , x ∈ M

vérifiant les conditions suivantes:

(1) mx(f) ≥ 0 si f ≥ 0;
(2) mx(1) = 1;
(3) mx = my si x et y appartiennent à la même feuille;
(4) Pour toute fonction mesurable bornée f : M → R la fonction m(f) :

M → R définie par m(f)(x) = mx(f |Lx) est mesurable.

Pour les feuilletages moyennables le théorème B peut être amélioré de la façon
suivante:
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Théorème C Soit (M,F , µ) un feuilletage mesuré ergodique moyennable.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes:

(1) χ(M,F , µ) = 0;
(2) Le feuilletage possède un champ tangent sans zéro de classe MC∞.

Les théorèmes B et C peuvent très probablement être rassemblés dans un
seul théorème C′ en enlevant l’hypothèse de moyennabilité. Le problème est
légèrement plus simple si l’on suppose que les feuilles sont de dimension im-
paire. On peut prouver dans ce cas que l’obstruction à l’existence d’un champ
tangent sans zéro de classe MC∞ est d’ordre deux dans la cohomologie feuil-
letée mesurable de (M,F , µ). Il suffirait alors pour établir le théorème C′ de
prouver que cette cohomologie n’a pas de torsion en dimension maximale.
Ceci est vrai si le feuilletage vérifie la dualité de Poincaré pour la cohomologie
mesurable.

Il existe des feuilletages non moyennables et à caractéristique d’Euler nulle.
Par exemple la suspension d’une représentation fidèle du groupe fondamental
d’une surface de genre ≥ 2 dans le groupe des isométries d’une variété de
Riemann compacte fournit un feuilletage mesuré par plans hyperboliques non
moyennable (voir [28]). En le multipliant par un tore de dimension p, on obtient
un feuilletage mesuré de dimension p + 2, qui est toujours non moyennable,
mais dont la caractéristique d’Euler est nulle à cause du caractère multiplicatif
de celle-ci. Tous les feuilletages de dimension 1 sont à caractéristique d’Euler
nulle. Comme dans le cas classique des variétés compactes, c’est en dimension
deux où la caractéristique d’Euler donne le plus de renseignements, comme le
montre notre prochain théorème.

Étant donnée une métrique de Riemann de classe MC∞ sur un feuilletage
mesuré (M,F , µ), on peut définir une mesure globale sur l’espace M qui est
localement définie comme mesure produit du volume volg sur les feuilles et de
la mesure transverse invariante µ, et qu’on notera µ⊗ volg. On dira que g est
à volume µ-fini si cette mesure est de masse totale finie, i.e. µ⊗volg(M) < ∞.
Remarquons enfin que la compacité de M implique que toute métrique de
Riemann continue sur le feuilletage mesuré (M,F , µ) est à géométrie bornée
et volume µ-fini. Ce n’est évidemment pas le cas en général des métriques
transversalement mesurables, sur lesquelles on est obligé de rajouter ces hy-
pothèses naturelles.

Théorème D Soit (M,F , µ) un feuilletage mesuré ergodique de dimension
deux et dont µ-presque toutes les feuilles sont orientables. Alors les sept con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(1) χ(M,F , µ) = 0;
(2) (M,F , µ) possède un champ tangent sans zéro de classe MC∞;
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(3) Toute métrique de Riemann de classe MC∞ à volume µ-fini et à géométrie
bornée est parabolique, i.e. le revêtement universel de µ-presque toute
feuille est conformément équivalent au plan euclidien C;

(4) (M,F , µ) est moyennable et µ-presque toutes ses feuilles sont des tores,
des cylindres ou des plans;

(5) Il existe une application mesurable ρ : M → T2 qui est un revêtement en
restriction à chaque feuille. Autrement dit, le feuilletage est mesurable-
ment isomorphe à la suspension d’une action mesurable ergodique de Z2

sur un espace de Lebesgue.
(6) Le feuilletage est défini par une action de R2 sur M de classe MC∞, i.e.

il existe une action mesurable de R2 sur M qui est lisse et localement
libre le long de chaque feuille.

(7) La feuilletage possède une métrique de Riemann de classe MC∞ qui est
plate et complète sur chaque feuille.

Ce résultat caractérise complètement les feuilletages à caractéristique d’Euler
nulle aussi bien d’un point de vue métrique que dynamique. Une partie de la
preuve est développée dans [6] pour des feuilletages boréliens i.e. en absence
de mesure transverse. Dans [6] nous prouvons dans ce cadre plus général que
les conditions (4) et (5) sont équivalentes à l’hyperfinitude du feuilletage au
sens de [22]. On prouve également que l’existence d’une métrique parabolique
implique la moyennabilité du feuilletage. Nous avons dans l’énoncé trois im-
plications évidentes: (5)⇒(6), (6)⇒(7) et (5)⇒(2). Afin de refermer le cercle
d’implications on établit ici (2)⇒(1)⇒(3). La première est une conséquence
directe du théorème A et la deuxième consiste à prouver que, étant donnée
une métrique de Riemann g de classe MC∞, volume µ-fini et géométrie bornée
sur (M,F , µ), la caractéristique d’Euler est égale à l’indice au sens de Connes
[9] de l’opérateur d’Euler feuilleté Dg = dF + d∗F , où dF est la différentielle
extérieure le long des feuilles (qui est un opérateur globalement continu si
les changements de cartes sont transversalement continus) et d∗F est l’adjoint
formel de dF relativement à la métrique g, qui est seulement transversalement
mesurable. Plus précisément, soient D+

g et D−
g les opérateurs obtenus par re-

striction de Dg aux formes de degré paire et impaire respectivement. Alors
D−

g est l’adjoint formel de D+
g . En dimension deux et si la mesure µ n’a pas

d’atome, l’indice de D−
g est la dimension de Murray-von Neumann du fibré

mesurable en espaces de Hilbert des 1-formes harmoniques à carré intégrable
sur les feuilles. Si celle-ci est zéro alors l’ensemble des feuilles hyperboliques
est de mesure nulle. La preuve étant valable en toute dimension, nous avons la
généralisation suivante du théorème de Gauss-Bonnet prouvé par Connes dans
[9] par des méthodes analytiques et pour des métriques de Riemann continues.

Théorème E Soit (M,F , µ) un feuilletage mesuré muni d’une métrique de
Riemann g de classe MC∞. Si g est de volume µ-fini et à géométrie bornée,
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alors on a:

dimµ ker D+
g − dimµ ker D−

g = χ(M,F , µ).

Dans le cas d’une métrique de classe MC∞ qui serait quasi-isométrique à
une métrique de Riemann continue le résultat découle automatiquement de
celui de Connes (cf. [19]). Nos conditions sur la métrique sont bien faibles
mas naturelles; elles servent simplement à garantir que l’indice de l’opérateur
Dg est un nombre fini. La preuve de Connes ne semble pas être facilement
adaptable au cas des métriques mesurables, car le recours à la topologie trans-
verse est assez important. Notre preuve, de nature purement géométrique, con-
siste à trouver un champ tangent de classe MC0 dont l’indice moyen cöıncide
avec l’indice de l’opérateur Dg. Le théorème A permet alors de conclure. Des
méthodes analogues pourraient sans doute être appliqués pour établir une for-
mule de l’indice pour d’autres familles mesurables d’opérateurs de Dirac [3].
Pour compléter une preuve du théorème de l’indice général dans ce contexte
il faudrait élaborer néanmoins un calcul pseudo-différentiel puis une théorie
de Fredholm analogues à ceux de [8,9] pour des opérateurs transversalement
mesurables.

Ce papier comporte deux parties. La première, composée des §1,§2 et §3,
contient des développements généraux nécessaires pour la preuve des cinq
théorèmes énoncés. Tous les résultats dans cette partie seront établis dans un
cadre borélien. On s’intéresse dans cette partie à des applications de classe
BC0, i.e. continues le long des feuilles et globalement boréliennes. Au §1 on
démontre quelques résultats basiques de la théorie des feuilletages mesurables,
dont le théorème d’approximation simpliciale. Au §2 on développe une théorie
de l’obstruction analogue à celle de [14] qui nous permet de résoudre complètement
le problème de l’extension d’une application de classe BC0. Au §3 on applique
les résultats du §2 au cadre des fibrés localement triviaux pour donner une
construction géométrique des classes caractéristiques feuilletées mesurables.
On y résout le problème de la construction de sections de classe BC0 d’un
fibré localement trivial. La deuxième, composée du §4, contient la preuve des
théorèmes A, B, C, D et E proprement dite. On y précise la notion de mesure
transverse et d’application de classe MC0, i.e. des applications continues le
long des feuilles qui sont boréliennes une fois qu’on a enlevé un ensemble de
feuilles de mesure nulle.

2 Quelques résultats préliminaires

On démontre ici quelques résultats techniques basiques nécessaires pour la
suite. Nous rappelons qu’un espace de Borel standard est un espace mesurable
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isomorphe à un borélien d’un espace de polonais. Presque tous les espaces
mesurables qui apparaissent en topologie sont de ce type. Il est connu qu’un es-
pace de Borel standard est soit discret dénombrable, soit isomorphe à l’intervalle
[0, 1] de la droite réelle.

2.1 Le théorème de Kallman

L’une des difficultés qu’on retrouve au moment d’établir les résultats énoncés
dans l’introduction est la construction de sections boréliennes de certaines ap-
plications boréliennes ou continues. Le résultat suivant, prouvé par Kallman,
est un outil fondamental pour résoudre ces difficultés:

Théorème 2.1 ([21]) Soit Y un espace polonais et X un espace de Borel
standard. Soit f : Y → X une application surjective borélienne dont la fibre
f−1(x) en chaque point x ∈ X est réunion dénombrable de compacts de Y .
Alors f possède une section borélienne, i.e. il existe une application borélienne
s : X → Y telle que f ◦ s(x) = x pour tout x ∈ X.

En fait on n’aura besoin, la plus part du temps, que du corollaire suivant, dont
une preuve peut être trouvée aussi dans [23]:

Corollaire 2.2 Soit f : Y → X une application borélienne surjective entre
deux espaces de Borel standard. Si f−1(x) est dénombrable pour tout x ∈ X,
alors f possède une section borélienne.

2.2 Familles boréliennes d’applications

Soient B et F deux espaces polonais connexes. On considère l’espace des ap-
plications continues C(B, F ) muni de structure mesurable engendrée par la
topologie compacte-ouverte. Rappelons que cette topologie est définie par la
sous-base

V(K, U) = {f ∈ C(B, F ) | f(K) ⊂ V }
où K parcourt les compacts de B et U les ouverts de F . L’espace C(B, F ) est
un espace de Borel standard.

Soit T un espace de Borel standard et g : B × T → F une application
borélienne pour la topologie produit et continue le long des horizontales B×{t}
qui sera dite de classe BC0 (pour borélienne et continue C0). Pour tout t ∈ T ,
g détermine par restriction un élément g?(t) ∈ C(B, F ) et nous avons ainsi
une application g? : T → C(B, F ) dite verticale de g. Le résultat suivant car-
actérise les applications de classe BC0 comme celles dont les verticales sont
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boréliennes. Le lecteur remarquera que la continuité de g le long des horizon-
tales est utilisée de façon essentielle dans la preuve. D’un autre coté, on ne peut
pas espérer un résultat similaire dans le cadre purement borélien, car la verti-
cale g? est alors à valeurs dans l’espace B(B, F ) des applications boréliennes
de B dans F , qui n’est muni d’aucune structure mesurable naturelle.

Proposition 2.3 Soient B et F deux espaces polonais, et supposons B lo-
calement compact. Une application g : B × T → F est de classe BC0 si et
seulement si elle est continue le long des horizontales et l’application g? : T →
C(B, F ) est borélienne.

Démonstration. Supposons que g est de classe BC0. On veut montrer que g?

est borélienne. Pour cela il suffit de vérifier que l’image inverse par g? d’un
ouvert de la forme V(K, U) est un borélien de T . On se fixe K un compact de
B et U un ouvert de F . On remarque d’abord l’identité

g−1
? (V(K, U)) = T − πT (K × T − g−1(F − U))

où πT est la projection de K×T sur le deuxième facteur. Puisque g est continue
le long des plaques, les fibres du borélien K×T−g−1(F−U) pour l’application
πT sont ouvertes dans K. Celui-ci étant un espace polonais compact, tous ces
ouverts sont σ-compacts. On peut alors appliquer le théorème 2.1 pour en
déduire que l’ensemble g−1

? (V(K, U)) est un borélien de T .

Inversement supposons que g? est borélienne; on veut montrer qu’il en est de
même pour g. Il suffit de vérifier que l’image inverse par g de tout ouvert U
de F est un borélien de B × T . Soit K un compact de B. L’application de
restriction

rK : C(B, F ) → C(K,F )

est continue relativement aux topologies compactes-ouvertes, donc borélienne.
L’application verticale g? étant elle aussi borélienne par hypothèse, on en
déduit que l’ensemble

TK = {t ∈ T | ∀x ∈ K, g(x, t) ∈ U}.

est un borélien de T qui vérifie par construction que K×TK ⊂ g−1(U). Puisque
B est supposé localement compact, il possède un base dénombrable formée par
des compacts Kj; nous aurons alors

⋃
j Kj × TKj

⊂ g−1(U).

On complète la preuve de la proposition en démontrant l’inclusion inverse
g−1(U) ⊂ ⋃

j Kj × TKj
. Pour ce faire nous prenons un point dans g−1(U), i.e.

une paire (x, t) ∈ B × T telle que g(x, t) ∈ U . Mais g?(t) étant continue, il
existe un voisinage ouvert V de x telle que g(y, t) ⊂ U pour tout y ∈ V .
Puisque {Kj}j est une base de B, il existe un j tel que x ∈ Kj ⊂ V . On a
alors g(y, t) ∈ U pour tout y ∈ Kj, ce qui signifie que t ∈ TKj

. 2
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2.3 Approximation simpliciale

Soit H un complexe simplicial fini et L un complexe simplicial connexe et
localement fini. On note |H| et |L| les réalisations géométriques de H et L
respectivement. Soit g : |H| → |L| une application continue. On rappelle
qu’une application simpliciale h : |H| → |L| est une approximation simpliciale
de g si

g(star(v,H)) ⊂ star(h(v),L)

pour tout sommet v ∈ H0 où star(v,H) désigne l’étoile ouverte de v dans
H. On notera comme d’habitude sd(H) le complexe simplicial obtenu par
subdivision barycentrique de H et sdn(H) = sd(sdn(H)) avec sd0(H) = H.
La preuve du résultat classique suivant peut être trouvée dans [25]:

Théorème 2.4 (d’approximation simpliciale finie) Soit H un complexe
simplicial fini et f : |H| → |L| une application continue. Alors il existe un
n ∈ N et une approximation simpliciale h : |sdn(H)| → |L| de f .

On notera Σ(|H|, |L|) l’ensemble des applications continues f ∈ C(|H|, |L|)
qui sont simpliciales modulo une subdivision barycentrique de H. On munit
C(|H|, |L|) de la métrique d∗L de la convergence uniforme relative à la métrique
simpliciale dL. On appellera application d’approximation simpliciale toute ap-
plication borélienne

a : C(|H|, |L|) → Σ(|H|, |L|)

telle que a(g) est une approximation simpliciale de g pour toute g ∈ C(|H|, |L|).
Le théorème 2.4 montre qu’une application de ce type existe, mais ne dit rien
à propos de la régularité qu’on peut en espérer. Elle ne peut pas être con-
tinue car H est un complexe fini et l’ensemble Σ(|H|, |L|) est dénombrable.
Le résultat suivant montre qu’elle peut être supposée borélienne. La preuve
consiste en fait à redémontrer 2.4 de façon constructive. Notre intérêt par les
preuves constructives dans ce cas et dans bien d’autres tout au long de ce
papier n’est pas d’origine philosophique mais purement pratique: ce sont les
seules qui s’adaptent canoniquement au cadre borélien qui nous occupe.

Théorème 2.5 Pour tout complexe simplicial fini H et tout complexe sim-
plicial dénombrable L il existe une application d’approximation simpliciale
borélienne

a : C(|H|, |L|) → Σ(|H|, |L|).

Démonstration. On remarque d’abord que pour toute g ∈ C(|H|, |L|) il existe
un entier n tel le diamètre de l’image par g de l’étoile de tout sommet de
sdn(H) est inférieur où égal à 1/2. Ceci est une conséquence d’une part de la
continuité de g et d’autre part de la compacité de |H|. On définit n(g) comme
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étant le plus petit des ces entiers n. Il est très facile de voir que l’application

n : C(|H|, |L|) → N

est borélienne. On posera Qm = n−1(m) pour tout m ∈ N.

Pour toute h ∈ Σ(|H|, |L|) soit d(h) le plus petit entier n tel que h est sim-
pliciale relativement à sdn(H) et L. On note B(h) l’intersection du borélien
Qd(h) avec la boule de centre h et rayon 1/2. La famille des B(h), où h par-
court les éléments de Σ(|H|, |L|), est d’après le théorème 2.4 un recouvrement
dénombrable de C(|H|, |L|). On numérote les éléments Σ(|H|, |L|) et on pose

Xk+1 = B(hk+1)−Xk

avec X1 = B(h1).

Pour toute g ∈ C(|H|, |L|) on définit a(g) comme étant égale à hk pour x ∈ Xk.
L’application ainsi construite est borélienne car constante sur les éléments
d’une partition borélienne dénombrable. Il ne reste qu’à montrer que a(g) est
une approximation simpliciale de g. Par construction g est dans la boule de
centre a(g) et rayon 1/4. Ceci implique que pour tout sommet v de sdn(g)(H), la
distance entre a(g)(v) et g(v) est < 1/4. Une application directe de l’inégalité
triangulaire montre alors que g(star(v, sdn(g)(H))) est dans la boule de centre
a(g) et rayon 1/2. Pour conclure il suffit de remarquer que la boule de centre
w et rayon 1/2 relative à la métrique simpliciale est contenue dans l’étoile de
w pour tout sommet w ∈ L0. 2

3 Théorie de l’obstruction

Nous élaborons ici une théorie de l’obstruction analogue à celle de [14,27,20]
adaptée au cadre des feuilletages. C’est une théorie générale qui résout com-
plètement le problème de l’extension d’un morphisme de feuilletages transver-
salement mesurable, ainsi que celui de la construction de sections transver-
salement mesurables d’un fibré sur M . Nous remarquons au passage qu’une
“théorie de l’obstruction feuilletée continue” n’est pas envisageable. Par ex-
emple considérons un plongement du tore S1×S1 dans R3 de sorte que le 0 est
dans la composante connexe bornée du complémentaire de l’image. Par pro-
jection on obtient une application surjective dans la sphère S2 qui ne peut pas
être étendue au tore plein D2 × S1. Par contre, si on suppose le tore feuilleté
par les horizontales, on remarque que la restriction de cette application à toute
feuille S1 × {∗} est extensible au disque correspondant D2 × {∗}. En d’autres
mots nous avons un cocycle feuilleté continu qui est nul sans que l’application
soit continûment extensible.
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3.1 Rappels d’homotopie

Soient a, b : Dn → F deux applications continues qui cöıncident sur le bord
Sn−1. On peut voir a et b comme des applications définies respectivement sur
les hémisphères nord et sud de la sphère Sn, qui sont en bijection avec le disque
Dn par les projections canoniques de R×Rn → Rn. On note a ∗ b : Sn → F le
recollement de a et b. L’ensemble des paires (a, b) d’applications définies sur
le disque et cöıncidant sur le bord est un fermé K de C(Dn, F )×C(Dn, F ) et
le recollement est une opération continue sur K.

Plus généralement, supposons que les restrictions de a et b à la sphère Sn−1 ne
sont pas identiques, mais seulement homotopes. Soit h : [−1, 1] × Sn−1 → F
telle que h(1, x) = a(x) et h(−1, x) = b(x) pour tout x ∈ Sn−1. On peut
recoller l’homotopie h avec a et b pour obtenir une application définie sur le
bord de [−1, 1] × Dn. En identifiant celui-ci à la sphère Sn par la projection
radiale on obtient une application a ∗h b : Sn → F .

Comme cas particulier considérons deux applications a, b : Sn → F . On envoie
(Dn, Sn−1) sur (Sn, o), où o = (−1, 0, . . . , 0), par une application quotient, et
on choisit un chemin c : [−1, 1] → F un chemin qui relie le point b(o) au point
a(o). En relevant a et b sur le disque Dn et le chemin c sur [−1,×1]× Sn−1 on
obtient un triplet (a, hc, b) comme ci-dessus. On note dans ce cas a∗cb : Sn → F
l’application correspondante.

Définition 3.1 Un espace topologique F est dit n-simple si la classe d’homotopie
de l’application a ∗c b est indépendante du chemin c. Du coup elle ne dépend
que des classes d’homotopie de a et b, ce qui définit une loi de composition
dans l’ensemble [Sn, F ] donnée par [a]+[b] = [a∗b]. On vérifie que c’est une loi
associative et commutative et qui possède un élément neutre représenté par
les applications constantes. De plus, si θ est la symétrie de Sn par rapport à
l’équateur, alors [a] + [a ◦ θ] = 0 pour tout a. Le groupe abélien sous-jacent
est appelé le n-groupe d’homotopie de F et noté πn(F ).

Considérons maintenant deux applications α, β : ∂∆n+1 → F qui sont homo-
topes en restriction au (n − 1)-squelette de ∆n+1. On se fixe une homotopie
h entre ces restrictions, pour chaque n-face orientée τ de ∆n+1 on construit
l’élément [ατ ∗h βτ ] ∈ πn(F ), où ατ et βτ désignent les restrictions de α et β
à la face τ . On obtient alors de façon très simple le résultat suivant:

Lemme 3.2 Pour α, β et h comme ci dessus nous avons l’identité:∑
τ

[ατ ∗h βτ ] = [α]− [β] (1)

où τ parcourt les n-faces de ∆n+1 munies de l’orientation induite par celui-ci.
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3.2 Les lemmes fondamentaux

Désormais F désigne un espace séparable triangulable n-simple pour tout n.
Pour tout espace métrique compact X on considère l’espace des applications
continues C(X,F ) muni de la topologie compacte-ouverte. On note Dn+1 le
disque unité fermé dans Rn et Sn la sphère unité. On identifie le disque Dn à
la calotte sud de Sn via un homéomorphisme qu’on fixe une fois pour toutes.
Nous avons alors la suite d’inclusions

Dn i− // Sn i+ // Dn+1,

qui induit par restrictions une suite d’applications continues, donc boréliennes,

C(Dn+1, F )
i∗+ // C(Sn, F )

i∗− // C(Dn, F ) .

Il est bien connu que l’application i∗− est surjective, i.e. toute application con-
tinue sur la calotte sud s’étend à toute la sphère. Ce n’est pas le cas de i∗+.
Son image est le sous-espace fermé C0(Sn−1, F ) formé par les applications
homotopes à zéro.

On considère l’application continue [·] : C(Sn, F ) → πn(F ) qui assigne à toute
g sa classe d’homotopie [g]. La suite d’applications continues

C(Dn+1, F )
i∗+ // C(Sn, F )

[·] // πn(F ) (2)

est exacte dans le sens où im i∗+ = ker [·], l’espace ker [·] étant par définition
C0(Sn−1, F ).

Lemme 3.3 L’application i∗+ admet une section borélienne

s : C0(Sn, F ) → C(Dn+1, F ).

Démonstration. On suppose F et Dn+1 munis d’une triangulation. Celle de
Dn+1 induit une triangulation sur son bord Sn. On notera Σ(∗, F ) l’espace de
fonctions qui sont simpliciales après une subdivision barycentrique de l’espace
de départ. On commence par remarquer que la restriction de i∗+ à l’espace
Σ(Dn+1, F ) est à fibres dénombrables et son image est le borélien Σ(Sn, F ) ∩
C0(Sn, F ). Elle admet par le théorème 2.1 une section borélienne:

b : Σ(Sn, F ) ∩ C0(Sn, F ) → Σ(Dn+1, F )

Soit α : C(Sn, F ) → Σ(Sn, F ) l’application d’approximation simpliciale borélienne
donnée par le théorème 2.5. L’application h : C(Sn, F ) → C([0, 1]×Sn) définie
par

h(f)(t, x) = tf(x) + (1− t)a(f)(x)
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est borélienne et cöıncide par construction avec a sur la sphère {0} × Sn. Par
recollement de h et b ◦ a on obtient une application borélienne s qui, compte
tenu que {0}×Dn+1 ∪ [0, 1]× Sn est homéomorphe au disque Dn+1, vérifie les
conditions requises par l’énoncé. 2

La paire (Sn, Dn) ayant le type l’homotopie de la sphère pointée (Sn, ∗), toute
application continue f ∈ C(Dn, F ) peut être étendue à toute la sphère Sn de
sorte que la classe d’homotopie de l’extension soit un élément de π1(F ) fixé à
l’avance. Le résultat suivant montre que cette extension peut être choisie de
façon borélienne:

Lemme 3.4 Pour tout γ ∈ πn(F ) il existe une application borélienne

sγ : C(Dn, F ) → C(Dn, F )

telle que, pour toute g ∈ C(Dn, F ), on a:

(1) g et sγ(g) cöıncident sur Sn−1;
(2) [g ∗ sγ(g)] = γ.

Démonstration. Soit A la sphère bord du disque à coins [−1, 1]×Dn, et soient
A−, A+, et C les bases {−1} × Dn et {1} × Dn et la couronne [−1, 1] × Dn

respectivement. Pour tout sous-ensemble B ⊂ A on note rB l’application de
restriction de A à B. On note Σ+

γ (A, F ) le borélien de C(A, F ) formé par les
applications qui sont simpliciales sur A+ (modulo subdivision barycentrique)
et dont la classe d’homotopie est γ ∈ πn(F ). La restriction de rC∪A− au borélien
Σ+

γ (A, F ) est à fibres dénombrables et possède donc une section borélienne que
l’on notera n. L’ensemble de définition de n est le sous-espace Σ∂(C∪A−, F ) de
C(C ∪A−, F ) formé par les applications qui sont simpliciales en restriction à
{1}×Sn−1. Soient a et h comme dans la preuve du lemme précédent. On définit
une application borélienne e : C(Dn, F ) → Σ∂(C ∪ A−, F ) par recollement de
f et h(f |Sn−1), puis on considère la composition n ◦ e : C(Dn, F ) → C(A, F ).
Enfin on définit sγ = rC∪A+ ◦n◦e(f). Cette application vérifie par construction
les conditions requises. 2

3.3 Triangulations de feuilletages

Soit (M,F) une variété compacte feuilletée. Nous introduisons ici une notion
de triangulation de feuilletages, similaire à celle de [19]. Notre définition est
néanmoins bien plus souple, en particulier une triangulation au sens de [19]
définit une triangulation selon notre définition.
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Piles. On considère un espace métrique compact connexe Ω et un espace
borélien standard T . Une pile de (X,F) est donnée par un borélien Π ⊂ X
et un isomorphisme borélien π : Ω × T → Π tel que, pour tout t ∈ T , la
restriction πt : Ω → M de π à Ω × {t} est un plongement de Ω dans une
feuille de F . Les éléments Ω, T et π seront appelés respectivement la base, la
verticale et le paramétrage de la pile. Les plaques de (Π, π) sont les ensembles
Πt = π(Ω× {t}).

Triangulations. Une triangulation borélienne (de classe Cr) de (M,F) est
une famille K = {KL|L ∈ F} de triangulations de classe Cr des feuilles de F
telle que pour chaque entier 0 ≤ p ≤ dimF il existe une quantité dénombrable
de piles (de classe BCr):

πp
i : ∆p × T p

i → Σp
i , i ∈ Ip

de base ∆p le p-simplexe standard et vérifiant les propriétés suivantes:

(1) les plaques de πp
i sont des p-simplexes de K.

(2) pour chaque p-simplexe σ existe un seul i ∈ Ip et un t ∈ Ti tel que
σ = πp

i (·, t)(∆p). On note alors πσ l’homéomorphisme πp
i (·, t) : ∆p → σ.

Par abus de langage on notera aussi K l’ensemble des simplexes de la tri-
angulation. C’est un complexe simplicial non connexe ni séparable mais à
composantes connexes séparables. On note K(p) l’ensemble des simplexes de
dimension p de K, Kp l’ensemble des simplexes de dimension ≤ p et K[p]

l’ensemble des p-simplexes orientés, i.e. des paires formées par un p-simplexe
plus une orientation de celui-ci. Pour H ⊂ K on note |H| ⊂ M la réunion des
simplexes de H. On a bien sûr |K| = M .

Avec ces conditions l’ensemble K peut être identifié à l’espace borélien stan-
dard ∪p,iT

p
i , les ensembles Kp et K(p) étant des boréliens de K. L’ensemble

des p-simplexes orientés K[p] est muni également d’une structure borélienne
standard qui fibre sur Kp avec une fibre à deux points. On peut voir aussi K
comme étant le borélien de M formé par les barycentres de ses simplexes.

Cohomologie simpliciale. Soit (M,F) un feuilletage muni d’une triangu-
lation borélienne K. Soit Γ un groupe abélien borélien, i.e. un groupe abélien
muni d’une structure borélienne standard préservée par la somme et l’inversion.
Une p-cochâıne de K est une application borélienne c : K[p] → Γ telle que
c(−τ) = −c(τ), où −τ est le simplexe τ muni de l’orientation opposée. Le
cobord de c est la (p + 1)-cochâıne de K définie par

dc(σ) =
∑
τ⊂σ

c(τ) , σ ∈ K[p+1]
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où τ parcourt l’ensemble des p-simplexes de K contenus dans σ et munis de
l’orientation induite par celui-ci. On vérifie de la fa con usuelle que d2c = 0
pour toute cochâıne c.

On note Cp(K, Γ) le groupe abélien des p-cochâınes de K et C∗(K, Γ) la
somme directe de ces groupes. Puisque la somme dans Γ est une opération
borélienne, le cobord d’une cochâıne est borélien. On a donc un opérateur
nilpotent d : C∗(K, Γ) → C∗(K, Γ) dont la cohomologie est notée H∗(K, Γ)
et appelée cohomologie simpliciale de K à valeurs dans Γ. On appelle comme
d’habitude p-cocycles et p-cobords les p-cochâınes de K appartenant respec-
tivement au noyau et à l’image de d.

3.4 Le théorème central

Soit (M,F) un feuilletage muni d’une triangulation mesurable K. On se fixe un
entier p compris entre 0 et dimF et on considère une application g : |Kp| → F
de classe BC0.

Définition 3.5 Soit r > p. On dira que g est r-extensible s’il existe une
application ḡ : |Kr| → F de classe BC0 qui cöıncide avec g en restriction à
|Kp|.

On va étudier dans cette section le problème de l’extensibilité d’une telle
application g. Pour cela il est utile de découper le p-squelette en piles de
p-simplexes, de sorte que nous pouvons voir g indifféremment comme une
application g? : Kp+1 → C(Sp, F ) ou comme une application g? : Kp →
C(Dp, F ), toutes les deux boréliennes. Ces deux points de vue sont équivalents
en vertu de la proposition 2.3.

Pour chaque (p + 1)-simplexe orienté σ ∈ K[p+1] on considère:

c(g)(σ) = [g∗(σ)] ∈ πp(F ).

On définit ainsi (p + 1)-cochâıne c(g) ∈ Cp+1(K; πp(F )) qui s’avère être un
cocycle (cf. [27]) que l’on appelle communément cocycle d’obstruction. Le
théorème suivant constitue le cœur de la théorie de l’obstruction feuilletée:

Théorème 3.6 Les trois propriétés suivantes sont vérifiées:

(1) Le cocycle c(g) = 0 si et seulement si g est (n + 1)-extensible.
(2) Soient g0, g1 : |Kp| → F deux applications de classe BC0 qui sont BC0-

homotopes en restriction à |Kp−1|. Pour une telle homotopie h il existe
une p-cochâıne ω(g0, h, g1) ∈ Cp(K, πp(F )) telle que:

dω(g0, h, g1) = c(g0)− c(g1)
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En particulier [c(g0)] = [c(g1)] ∈ Hp+1(K, πp(F )). On appelle ω(g0, g1) la
cochâıne différence.

(3) Soit g0 : |Kp| → F une application de classe BC0. Pour toute p-cochâıne
ω ∈ Cp(K; πp(F )) il existe une application g1 : |Kp| → F de classe BC0

qui cöıncide avec g0 sur |Kp−1| et telle que:

ω = ω(g0, g1).

Démonstration. Les trois conditions sont des corollaires plus ou moins directs
des lemmes 3.3, 3.2 et 3.4. On reprend donc les notations introduites au §3.2.

Preuve de 1: Il est clair que si g est (p + 1)-extensible alors g? est à valeurs
dans C0(S

p, F ) et c(g) = 0. Réciproquement si g? est à valeurs dans C0(S
p, F ),

on définit une extension g̃ de g en posant g̃? = s ◦ g?.

Preuve de 2: Soit h? : Kp → C(Sp−1×[0, 1], F ) l’application borélienne associée
à l’homotopie h. La cochâıne ω(g0, h, g1) = [g?

0∗h?g?
1] vérifie la condition requise

d’après le lemme 3.2.

Preuve de 3: Il suffit de poser g?
1(σ) = sα ◦ g?

0(σ) si ω(σ) = α. L’application g?
1

est bien borélienne puisque π1(F ) est dénombrable. 2

Considérons un deuxième feuilletage (N,G) muni d’une triangulation borélienne
L, et soit φ : M → N une application de classe BC0 simpliciale le long
de chaque feuille. Elle détermine de la façon usuelle un homomorphisme de
cochâınes φ] : C∗(L, Γ) → C∗(K, Γ) pour n’importe quel groupe abélien
borélien Γ. La preuve du résultat suivant est complètement standard (voir
par exemple [27,20]):

Théorème 3.7 Soit g : |Lp| → F une application de classe BC0. Alors g◦φ :
|Kp| → F est de classe BC0 et on a

c(g ◦ φ) = φ](c(g)).

4 Classes caractéristiques feuilletées

Les développements de la section précédente peuvent être généralisés au cas
des fibrés localement triviaux sur M ayant une fibre simpliciale. Nous suiv-
rons dans la mesure du possible la démarche décrite par Steenrod [27] suiv-
ant les travaux de Eilenberg [14]. On se fixe ici un feuilletage (M,F) muni
d’une triangulation K, et on considère un fibré topologique localement trivial
ξ = (E, p,M, F ) dont la fibre F est un espace connexe localement compact
triangulable et simple.

16



Avant de continuer on fixe quelques points de vocabulaire:

(1) Une p-section de ξ est une section de ξ définie sur |Kp|. On supposera
que toutes les sections sont de classe BC0. On dira qu’une telle section
est r-extensible (r > p) s’il existe une r-section de classe BC0 de ξ qui
cöıncide avec g sur le p-squelette.

(2) Deux p-sections g0 et g1 de ξ de classe BC0 sont homotopes s’il existe une
application h : |Kp| × [0, 1] → E de classe BC0 telle que:
(a) h(·, t) est une p-section (a fortiori de classe BC0 de ξ pour tout

t ∈ [0, 1].
(b) h(·, 0) = g0 et h(·, 1) = g1.

4.1 Cohomologie simpliciale à valeurs dans un fibré de coefficients.

Un fibré de coefficients sur M est un fibré principal Γ dont la fibre est un
groupe discret dénombrable Γ. Pour tout x ∈ M on notera Γx la fibre de Γ au
dessus de x; si x est le barycentre d’un simplexe σ de K on posera Γx = Γσ.

Soit ξ un fibré dont la fibre est un complexe simplicial simple F . On note
Πp(ξ) ou tout simplement Πp le fibré de coefficients associé à ξ ayant pour
fibre le groupe πp(F ). Il est défini en remplaçant un cocycle de ξ, qui est à
valeurs dans Aut(F ), par le cocycle à valeurs dans Aut(πp(F )) obtenu par
passage aux classes d’homotopie.

Une p-cochâıne de K à valeurs dans Γ est une application borélienne

c : K[p] → Γ

telle que c(σ) ∈ Γσ et c(−σ) = −c(σ). L’espace des p-cochâınes est un groupe
abélien dont la structure est donnée par celle de Γ et que l’on notera Cp(K;Γ).

La trivialité locale permet une identification entre les groupes Γσ et Γτ pour
toute face τ de σ. On peut ainsi définir le cobord d’une p-cochâıne c de K par
la formule

dc(σ) =
∑
τ⊂σ

c(τ) , σ ∈ K[p+1] (3)

où τ parcourt les p-faces de σ munies de l’orientation induite par celle-ci.
Puisque Γ est discret et σ est simplement connexe, l’identification entre Γσ

et Γτ est indépendante de la trivialisation choisie. Le cobord est donc un
morphisme de groupes bien défini d : Cp(K,Γ) → Cp+1(K,Γ). On vérifie aussi
de la façon usuelle que d2 = 0; la cohomologie du morphisme d est appelée
cohomologie simpliciale de K à valeurs dans Γ et notée H∗(K,Γ).
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4.2 Obstruction à l’extensibilité des sections

On se fixe un fibré localement trivial ξ = (E, p,M, F ) au dessus de M comme
ci-dessus et on considère g : |Kp| → E une p-section de classe BC0 de ξ. En se
fixant une trivialisation de ξ au dessus de chaque (p + 1)-simplexe σ ∈ K(p+1)

on identifie la fibre Fx avec Fσ pour tout x ∈ σ où Fσ est la fibre de ξ au
dessus du barycentre de σ, on peut voir la restriction de g à ∂σ comme une
application g?(σ) ∈ C(Sp, Fσ). En prenant la classe d’homotopie de g?(σ) on
définit une (p + 1)-cochâıne de K à valeurs dans le p-fibré de coefficients Πp

de ξ:

c(g) : σ ∈ K[p+1] → [g?(σ)] ∈ Πp.

On remarque alors que puisque F est simple, la classe d’homotopie de g?(σ)
est indépendante de la trivialisation choisie. Nous avons dans ce cadre plus
général un équivalent du théorème 3.6, avec une preuve tout à fait analogue
à celle développée au § 3.4:

Théorème 4.1 Les quatre propriétés suivantes sont vérifiées:

(1) Le cocycle c(g) = 0 si et seulement si la section g est (n + 1)-extensible.
(2) Soient g0 et g1 sont deux p-sections de classe BC0 de ξ qui sont homo-

topes en restriction à |Kp−1|. Pour une telle homotopie h il existe une
p-cochâıne ω(g0, h, g1) ∈ Cp(K;Πp) telle que:

dω(g0, h, g1) = c(g0)− c(g1)

En particulier [c(g0)] = [c(g1)] ∈ Hp+1(K;Πp).
(3) Soit g0 une p-section de classe BC0 de ξ. Pour toute p-cochâıne borélienne

ω ∈ Cp(K;Πp) existe une p-section de classe BC0 g1 de ξ de classe BC0

qui cöıncide avec g0 sur |Kp−1| et telle que:

ω = ω(g0, g1).

Soit (N,G) un feuilletage muni d’une triangulation borélienne L et soit ξ′ =
(E ′, p′, N, F ) un deuxième fibré topologique localement trivial de fibre F . Un
morphisme borélien entre ξ et ξ′ est une application Φ : E → E ′ de classe
BC0 qui envoie homéomorphiquement fibre sur fibre. Elle induit donc une
application φ : M → N entre les bases définie par p′ ◦Φ = φ◦p. Le morphisme
Φ est dit simplicial si l’application φ est simpliciale. Nous avons:

Théorème 4.2 Soit Φ : ξ → ξ′ un morphisme simplicial et soit g′ : |Lp| →
E ′ une p-section borélienne de ξ′. Alors il existe une et une seule p-section
borélienne g de ξ telle que Φ ◦ g = g′ ◦ φ et on a:

φ](c(g′)) = c(g).
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4.3 Classe caractéristique feuilletée

Le théorème 4.1 permet la construction topologique des classes caractéristiques
feuilletées d’un fibré, comme dans [27]. On notera désormais p le plus petit
entier pour lequel le groupe πp(F ) est non trivial.

Lemme 4.3 Soit ξ un fibré localement trivial de fibre simple F au dessus de
M . Les deux propriétés suivantes sont vérifiées:

(1) ξ possède une (p− 1)-section de classe BC0.
(2) Deux (p− 1)-sections de classe BC0 de ξ sont homotopes.

Démonstration. L’existence de (p − 1)-sections de classe BC0 découle de
l’existence de 0-sections, puis d’une récurrence sur p en utilisant le théorème
4.1. Mais l’existence de 0-sections de classe BC0 est pratiquement triviale car,
|K0| étant une transversale borélienne, la continuité le long des feuilles est
automatique, et il est très facile construire une section borélienne d’un fibré
localement trivial au dessus d’un espace à base dénombrable, en l’occurrence
M : on prend une suite Ui d’ouverts trivialisants de ξ et on définit des sections
boréliennes sur U0, U1 − U0, U2 − (U1 ∪ U0) et ainsi de suite, qui se recollent
entre elles en une section borélienne de ξ, qu’on restreint ensuite à |K0|.

Pour montrer que deux (p − 1)-sections g0 et g1 de ξ sont homotopes, on
considère la variété à bord M × [0, 1] munie du feuilletage F × [0, 1] dont les
feuilles sont le produit de celles de F par l’intervalle [0, 1]. La triangulation
K définit des triangulations des feuilletages (M,F) × 0 et (M,F) × 1 qui
s’étendent de manière évidente à une triangulation K′ du feuilletage (M,F)×
[0, 1]. On remarque alors que l’homotopie h cherchée n’est autre chose qu’une
p-section du fibré ξ × [0, 1], pull-back de ξ par la projection M × [0, 1] → M .
Plus précisément, c’est la restriction d’une p-section de ξ × [0, 1] au sous-
complexe |Kp−1|×[0, 1] de |K′| qui cöıncide avec g0 et g1 sur les bases |Kp−1|×0
et |Kp−1| × 1. Elle existe d’après la propriété 1 démontrée ci-dessus. 2

Soient g0 et g1 deux (p − 1)-sections de classe BC0 de ξ. On considère une
homotopie h entre g0 et g1 comme celle donnée par le lemme précédent. Soient
et ĝ0 et ĝ1 deux p-extensions de g0 et g1 respectivement. Il existe en vertu du
théorème 4.1(2) une p-cochâıne différence ω(g0, h, g1) ∈ Cp(K,Πp) telle que
dω(g0, h, g1) = c(g0)− c(g1). En particulier la classe de cohomologie:

c(ξ,K) = [c(ĝ0)] = [c(ĝ1)]

ne dépend ni des (p−1)-sections ni des p-extensions choisies. C’est une classe
canoniquement associée au fibré ξ et à la triangulation K. Cette classe est
appelée la classe caractéristique simpliciale de ξ.
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Nous avons le corollaire suivant du théorème 4.1:

Théorème 4.4 Soit ξ un fibré localement trivial de fibre simple F et (M,F)
un feuilletage de dimension n. Si πp(F ) = 0 pour tout p ≤ n − 2, alors la
classe c(ξ,K) = 0 si et seulement si le fibré ξ possède une section de classe
BC0.

5 Preuve des théorèmes A, B, C, D et E

Nous appliquons les résultats démontrés dans les sections précédents à la
preuve des théorèmes annoncés dans l’introduction.

5.1 Mesures transverses invariantes

Soit (M,F) un feuilletage sur une variété compacte. Une transversale borélienne
de (M,F) est un borélien de M qui rencontre toute feuille le long d’un fermé
discret de cette feuille. Deux transversales T et S sont isomorphes s’il existe
une transformation bijective bi-borélienne γ : T → S telle que γ(x) est dans
la même feuille que x pour tout x ∈ T .

Une mesure transverse est une application σ-additive µ qui assigne à chaque
transversale borélienne T de (M,F) un nombre µ(T ) ∈ [0,∞]. Une telle
mesure est invariante si µ(T ) = µ(S) pour toute paire de transversales boréliennes
isomorphes T et S. Elle sera dite finie si µ(T ) < ∞ pour toute transversale
borélienne compacte T . On appellera dans la suite feuilletage mesuré tout
feuilletage muni d’une mesure transverse invariante finie µ.

Le lemme suivant clarifie la signification de l’invariance d’une mesure trans-
verse. Sa preuve, complètement élémentaire, est laissée au lecteur.

Lemme 5.1 Soit T et S deux transversales mesurables de (M,F) et α : T →
S une transformation mesurable telle que f(x) ∈ Lx pour tout x ∈ T . Soit
µ une mesure transverse invariante sur (M,F). Alors pour toute fonction
f ∈ L1(T, µ) on a:

∫
T

f(x)dµ(x) =
∫

S

 ∑
x∈α−1(y)

f(x)

 dµ(y).

Un ensemble A ⊂ M est dit F-saturé ou tout simplement saturé s’il est
réunion de feuilles de F . Un saturé A est µ-négligeable si toute transversale
borélienne T ⊂ A est de mesure nulle.
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Définition 5.2 Un objet définit sur (M,F , µ) sera dit de classe MC0 (pour
mesurable et continu) s’il existe un borélien saturé µ-négligeable A ⊂ M tel
que l’objet est de classe BC0 (i.e. globalement borélien et continu le long des
feuilles) en restriction à M − A.

On termine ce paragraphe en rappelant la notion de mesure ergodique.

Définition 5.3 Une mesure transverse invariante µ sur (M,F) est dite er-
godique si pour tout borélien saturé A, soit lui soit son complémentaire est
µ-négligeable. Un feuilletage muni d’une mesure ergodique est appelé un feuil-
letage mesuré ergodique.

5.2 Triangulations et champs µ-finis

Soit (M,F , µ) un feuilletage mesuré. Une triangulation K de (M,F) est dite
µ-finie si µ(K(p)) < ∞ pour tout p. On peut trouver une preuve du résultat
suivant dans [19]:

Proposition 5.4 Tout feuilletage mesuré (M,F , µ) de classe Cr possède une
triangulation µ-finie de classe Cr.

On appellera champ tangent toute section X du fibré tangent TF continue le
long des feuilles. On considérera deux types de champs tangents:

(i) Ceux de classe BC0 qui sont globalement boréliens entant qu’applications
de M dans TF ;

(ii) Ceux de classe MC0 qui sont boréliens quitte à enlever un saturé µ-
négligeable de M .

On notera OX l’ensemble des zéros de X. Un champ tangent X est dit trans-
verse ou à zéros isolés si la trace de OX sur µ-presque toute feuille est un fermé
discret de la feuille. On remarquera que le caractère fermé découle automa-
tiquement de la continuité de x le long de la feuille. Si X est de classe BC0

alors OX est une transversale borélienne, tandis qu’en classe MC0 l’ensemble
OX est seulement mesurable, i.e. borélien modulo un sous-ensemble de mesure
nulle. L’indice local indX(x) est en tout cas bien défini pour µ-presque tout
x ∈ OX et détermine une fonction mesurable sur OX.

Définition 5.5 Un champ tangent transverse x est dit µ-fini si la fonction
indice indX ∈ L1(OX, µ). Dans ce cas l’intégrale

∫
OX

indX dµ est un nombre
réel que nous appellerons indice moyen du champ par rapport à µ.
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5.3 Un peu d’homologie

On se fixe une triangulation µ-finie K sur le feuilletage mesuré (M,F , µ), ainsi
qu’un isomorphisme borélien K ' [0, 1] dont l’utilité est de munir l’espace des
simplexes d’un ordre borélien. Cet ordre permet de définir des applications
bord boréliennes ∂i : K[p+1] → K[p] telles que ∂0(σ), ∂1(σ), . . . , ∂p+1(σ) sont les
p-faces de σ écrites en ordre croissant et munies des orientations induites.

On veut définir le complexe (C∗(K, R), ∂) des châınes boréliennes réeles de K.
Pour cela prenons un (p− 1)-simplexe orienté τ ∈ K[p−1]. Puisque les feuilles
sont localement compactes, l’étoile de τ est finie, i.e. il existe un nombre
fini de p-simplexes orientés σ tels que τ = ∂iσ. Alors pour toute cochâıne
z ∈ Cp−1(K, R) la somme finie

z̃(τ) =
∑

τ=∂iσ

z(σ).

définit un élément z̃ ∈ Cp−1(K, R). On définit le complexe des châınes en
posant Cp(K, R) = Cp(K, R) pour tout p ∈ N et ∂z = z̃ ∈ Cp−1(K, R)
pour tout z ∈ Cp(K, R). L’homologie de ce complexe est appelée l’homologie
borélienne réelle de K et notée H∗(K, R).

5.4 L’indice de Kronecker

Définition 5.6 Soient c ∈ Cp(K; R) et z ∈ Cp(K; R) une p-cochâıne et une
p-châıne. On définit l’indice de Kronecker global ou moyen de z et c par:

〈c, z〉µ =
1

2

∫
K[p]

c(σ) · z(σ) dµ(σ)

On introduit le facteur 1
2

pour compenser le fait que l’on intègre deux fois la
valeur c(σ) · z(σ) = c(−σ) · z(−σ). Remarquons que l’intégrale ci-dessus n’est
pas toujours définie ni finie. Une paire cochâıne-châıne (c, z) sera dite µ-finie
si
∫
|c · z|dµ < ∞. Dans ce cas 〈c, z〉µ est un nombre réel bien défini.

Proposition 5.7 Soit c ∈ Cp−1(K; R) et z ∈ Cp(K; R) des (co)châınes de K.
Si les paires (dc, z) et (c, ∂z) sont µ-finies alors:

〈dc, z〉µ = 〈c, ∂z〉µ.

Démonstration. Soit ∂i : K[p] → K[p−1] les applications face. Rappelons qu’elles
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sont mesurables. Nous avons:

〈dc, z〉µ =
∫
K[p]

dc(σ) · z(σ) dµ(σ) =
∑

i

∫
K[p]

c(∂iσ) · z(σ) dµ(σ)

〈c, ∂z〉µ =
∫
K[p−1]

c(τ) · ∂z(τ) dµ(τ) =
∑

i

∫
K[p−1]

∑
∂iσ=τ

c(τ) · z(σ) dµ(τ)

En appliquant le lemme 5.1 à la fonction f : K[p] → R définie par f(σ) =
c(∂iσ) · z(σ) et à la transformation α = ∂i, on obtient l’égalité entre les termes
respectifs des sommes à droite. Ceci démontre la proposition. 2

5.5 Orientation et cycle fondamental

On note O(F) le revêtement des orientations de F ; c’est un revêtement à deux
feuillets de M feuilleté par les revêtements des orientations des feuilles. Une
orientation borélienne de F est une section o de O(F) de classe BC0. Le feuil-
letage est boréliennement orientable s’il possède une orientation borélienne. Il
est clair qu’une orientation au sens classique du fibré vectoriel TF définit
une orientation borélienne de F , autrement dit un feuilletage orientable est
boréliennement orientable.

Une orientation borélienne o de (M,F) définit une orientation sur chaque
feuille, et en particulier sur les n-simplexes d’une triangulation K. On note
1 = 1o la n-châıne borélienne qui vaut 1 sur les n-simplexes de K munis de
l’orientation o. Il est bien connu qu’il s’agit d’un cycle que nous appellerons
le cycle fondamental de (M,F) (relatif à l’orientation o).

5.6 Preuve du théorème A

Étape I

On définit la caractéristique d’Euler d’une une triangulation µ-finie K de
(M,F) par:

χ(K, µ) =
∑

i

(−1)iµ(K(i)) =
∫
K
(−1)dim σdµ(σ).

Dans cette première étape nous prouvons le lemme suivant:

Lemme 5.8 Si K est une triangulation de classe C2 de (M,F , µ) alors il
existe un champ tangent Z de classe BC0, µ-fini et à zéros isolés sur (M,F , µ)
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tel que

χ(K, µ) =
∫

OZ

indZ(x) dµ(x).

Démonstration. Soient K′ = sd(K) et K′′ = sd2(K) les première et deuxième
subdivisions barycentriques de K. Tout sommet v ∈ K′′0 est dans l’intérieur
d’un seul simplexe de K. On note η(v) le barycentre de ce simplexe. Nous avons
ainsi une application mesurable η : K′′0 → K′0 qui engendre par linéarité une
application simpliciale η : |K′′| → |K′|. Pour tout x ∈ |K′′| le point η(x)
est dans le même simplexe que x de sorte que le chemin linéaire orienté cx

d’origine x et extrémité η(x) est bien défini. Ce chemin est de classe C1 car la
triangulation est de classe C2. On note Z(x) le vecteur tangent à cx en x. Ceci
définit un champ de vecteurs tangents aux feuilles dont les singularités corre-
spondent aux barycentres des simplexes de K, et on peut vérifier facilement
l’identité suivante:

indZ(σ) = (−1)dim σ (4)

où indZ(σ) désigne l’indice de Z au barycentre de σ. En effet Z pointe vers le
barycentre de σ en tout point de l’intérieur de σ. Par conséquent −Z pointe
vers le barycentre de σ aux points intérieurs des simplexes de K′′ transverses
à σ. Le champ Z a donc pour variété stable au point singulier σ̂ le simplexe σ.
Mais il est bien connu que l’indice d’une telle singularité est égale à la parité
de la dimension de sa variété stable. Ceci montre l’identité (4). On complète
la preuve du lemme en intégrant l’identité (4) par rapport à µ. 2

Étape II

Soit maintenant X un champ tangent µ-fini et à zéros isolés. Quitte à déformer
légèrement la triangulation K on peut supposer que OX ne rencontre pas le
(n−1)-squelette |Kn−1|. Ce champ détermine donc par restriction une (n−1)-
section de T 1F que nous notons gX. Pour tout n-simplexe σ ∈ K[n] muni de
l’orientation induite par celle du feuilletage on a par définition:

c(g)(σ) =
∑

x∈OX∩σ

indX(x).

En intégrant sur K[n] l’identité ci-dessus on obtient:

〈c(gX),1〉µ =
1

2

∫
K[n]

c(gX)(σ) · 1(σ) dµ(σ) =
∫

OX

indX(x) dµ(x)

Considérons maintenant le champ Z de l’énoncé du lemme 5.8. Les cocycles
d’obstruction c(gX) et c(gZ) sont cohomologues d’après le théorème 4.1. En
appliquant la proposition 5.7 on obtient:

χ(K, µ) = 〈c(gZ),1〉µ = 〈c(gX),1〉µ =
∫

OX

indX(x) dµ(x).
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Étape III

On conclut la preuve du théorème par le lemme suivant:

Lemme 5.9 Soit K une triangulation µ-finie de (M,F). Alors:

χ(M,F , µ) = χ(K, µ).

Démonstration. La caractéristique d’Euler de (M,F , µ) est par définition l’ac-
couplement de la classe d’Euler e(TF) ∈ Hn(M, Z) avec la classe de Ruelle-
Sullivan [Cµ] ∈ Hn(M, R). L’identité de i : M → M est evidemment une
application BT entre le feuilletage F et le feuilletage à une seule feuille M .
Si L est une triangulation de M alors par un raisonement analogue à celui du
théorème 2.5 on peut construire une triangulation K de (M,F) et une BT -
application simpliciale h : |K| → |L| qui est une approximation simplicale de
i en restriction aux feuilles. Nous avons alors un diagramme commutatif:

Hn(L, R) h∗ //

〈·,[Cµ]〉
''OOOOOOOOOOOOO Hn(K, R)

〈·,1〉µ
��

R

Mais il est bien connu que la classe e(TF) n’est autre que la classe car-
actéristique c(T 1F ,L) qui, d’après le théorème 4.2 est envoyée par h∗ sur
la classe caractéristique feuilletée c(T 1F ,K). Compte tenu de ce qui a été
démontré dans l’étape II, on en déduit que:

χ(M,F , µ) = 〈e(TF), [Cµ]〉 = 〈c(T 1F ,K),1〉µ = χ(K, µ),

ce qui complète la preuve du lemme. 2

5.7 Preuve du théorème B

L’implication (2)⇒(1) est la plus facile; c’est un corollaire du théorème A.
En effet soit X un champ tangent µ-fini à zéros isolés non dégénérés, la non
dégénérescence d’un zéro signifie que son indice local est ±1; c’est le cas par
exemple du champ tangent Z construit dans le lemme 5.8. Si µ(OX) < ε alors
|χ(M,F , µ)| ≤ µ(OX) < ε. Si pour tout ε > 0 on peut trouver X vérifiant
cela, alors χ(M,F , µ) = 0.

Nous prouvons dans ce qui suit l’implication (1)⇒(2). On se fixe donc un
feuilletage mesuré ergodique (M,F , µ) à caractéristique d’Euler nulle, muni
d’une triangulation µ-finie K.
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Quelques notations et une proposition technique

On supposera que (M,F , µ) est munie d’une orientation et que les n-simplexes
de K sont munis de l’orientation induite. De cette façon on peut voir toute
n-cochâıne comme une fonction borélienne c : K(n) → R définie sur les n-
simplexes non orientés. Pour tout borélien A ⊂ K(n) on notera 1A la cochâıne
qui vaut 1 sur A et 0 partout ailleurs. Remarquons par exemple que le cycle
fondamental 1 = 1K(n) . On notera ||c|| =

∫
|c|dµ la norme L1(µ) de la cochâıne

c. On commence par démontrer la proposition suivante:

Proposition 5.10 Soit c ∈ Cn(K; Z) une n-cocycle dont toutes les valeurs
non nulles sont ±1. Si 〈c,1〉µ = 0 alors il existe une suite de (n−1)-cochâınes
ηr telle que

lim
r→∞

||c− dηr|| = 0.

Preuve de la proposition 5.10

Un chemin de n-simplexes est une suite σ1 . . . σk de n-simplexes telle que σi et
σi+1 ont une face principale commune pour tout i. Les (n− 1)-faces σi ∩ σi+1

d’un chemin seront supposés munies de l’orientation induite par σi+1, qui
est l’opposée de celle induite par σi. On remarque enfin que l’on peut voir
l’ensemble des chemins comme un borélien de ∪k(K(n))k.

Soit c ∈ Cn(K; Z) vérifiant les conditions de l’énoncé. Notons T+(c) et T−(c)
les boréliens de K(n) sur lesquels c prend respectivement les valeurs +1 et −1.
Remarquons que puisque 〈c,1〉µ = 0 alors on a µ(T+(c)) = µ(T−(c)). On peut
supposer que µ(T+(c)) > 0 car dans le cas contraire il n’y a rien à prouver.

Lemme 5.11 Pour µ-presque tout σ ∈ T−(c) il existe un chemin de n-simplexes
σ1 . . . σn tel que σ = σ1 et σn ∈ T+(c).

Démonstration. Soient A+ et A− les saturés de M formés par les feuilles de
F qui rencontrent respectivement T+(c) et T−(c). Puisque ces deux boréliens
sont de mesure positive et que la mesure µ est ergodique, le saturé A+ ∩ A−
est de mesure totale, ce qui implique le lemme. 2

On suppose que K est définie par une famille de prismes πp
i (i ∈ Ip) comme

au §3.3, et on considère l’application borélienne naturelle i : K(n) → In qui
assigne à chaque n-simplexe de K l’indice du prisme auquel il appartient. On
dira qu’un chemin σ1 . . . σk ∈ Ck est de type α ∈ Ik

n si i(σl) = αl pour tout l.

Lemme 5.12 Deux chemins de même type cöıncident ou sont disjoints.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la longueur des chemins. Le
résultat est évident pour les chemins de longueur 1. Supposons qu’il est vrai
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pour les chemins de longueur k − 1. Il a alors deux cas:

a) σ1 ∩ σ′1 6= ∅, donc σ1 = σ′1. Alors puisque deux faces principales d’un
simplexe sont d’intersection non vide, on a σ2 ∩ σ′2 6= ∅, donc σ2 = σ′2 et
on conclut par l’hypothèse de récurrence.

b) Le même raisonnement montre que σ1 6= σ′1 implique σ2 6= σ′2 et on
conclut comme précédemment que les deux chemins sont disjoints. 2

Pour tout i ∈ In on désigne T i
±(c) = T±(c) ∩ πn

i , le borélien des n-simplexes
de T± de type i. On notera D(c) l’ensemble de tous les chemins reliant un
n-simplexe de T−(c) à un n-simplexe de T+(c). Tout chemin de n-simplexes
σ1 . . . σk ∈ D(c) détermine de façon évidente une (n − 1)-cochâıne à support
dans les faces du chemin et dont le cobord est 1σk

− 1σ1 . En vertu du lemme
précédent on peut recoller les cochâınes correspondant aux chemins de même
type α = i1 . . . ik pour obtenir une cochâıne borélienne ωc

α dont le cobord est
la n-cochâıne 1

T
ik
+ (c)

− 1
T

i1
− (c)

.

On numérote de façon arbitraire les types de chemins et on désigne par α(c) =
i1(c) . . . ik(c) le premier type α tel que ||dωc

α|| > 0, et on pose:

ĉ = c− dωc
α(c).

Lemme 5.13 Le cocycle ĉ vérifie les hypothèses de la proposition 5.10. De
plus on a:

i) T±(ĉ) ⊂ T±(c);
ii) α(ĉ) > α(c).

Démonstration. Par hypothèse c = 1T+(c) − 1T−(c). On aura alors:

ĉ = (1T+(c) − 1T−(c))− (1
T

ik(c)

+ (c)
− 1

T
i1(c)
− (c)

)

= 1
T+(c)−T

ik(c)

+ (c)
− 1

T−(c)−T
i1(c)
− (c)

ce qui montre que les seules valeurs non nulles de ĉ sont ±1 et qui établit la
propriété (i). De plus d’après la proposition 5.7 on a 〈ĉ,1〉µ = 〈c,1〉µ = 0.

Par ailleurs on a:

T−(ĉ) = T−(c)− T
i1(c)
− (c) et T+(ĉ) = T+(c)− T

ik(c)
+ (c)

donc il n’existe aucun chemin de D(ĉ) de type α(c). La cochâıne ωĉ
α(c) vérifie

alors ||dωĉ
α(c)|| = 0, ce qui implique α(ĉ) > α(c) par définition. 2

Définissons deux suites par récurrence:

(1) c0 = c et η0 = ωc
α(c);
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(2) cr+1 = ĉr = c− dηr et ηr+1 = ηr + ωcr

α(cr).

La proposition 5.10 revient donc à prouver:

Lemme 5.14 limr→∞ ||cr|| = 0.

Démonstration. On considère un chemin quelconque σ1 . . . σk ∈ D(c) de type
α. Puisque α(cr+1) > α(cr) il existe un r tel que α(cr) > α. En particulier
cr(σ1) = cr(σ) = 0. Par conséquent l’ensemble ∩rT−(cr) est composé seulement
des σ ∈ T−(c) dont il ne part aucun chemin arrivant sur T+(c). Sa mesure est
nulle d’après le lemme 5.11. Par conséquent:

lim
r→∞

||cr|| = lim
r→∞

2µ(T−(cr)) = 0. 2

Fin de la preuve du théorème B

Soit Z un champ tangent µ-fini á zéros non dégénérés. Quitte à faire une
subdivision de K puis à déformer un peu le champ Z on peut supposer que
T0 et T1 ne rencontrent pas le (n − 1)-squelette de K et que tout n-simplexe
contient tout au plus un zéro de Z. Le champ Z détermine alors une (n− 1)-
section gZ du fibré en sphères T 1F dont le cocycle d’obstruction c(gZ) ne
prend que des valeurs ±1 et 0. De plus d’après le théorème A on a:

0 = χ(M,F , µ) =
∫

OZ

indZ(x)dµ(x) = 〈c(gZ),1〉µ.

Le cocycle c = c(gZ) vérifie alors les conditions du lemme précédent, et il est
donc limite (pour la norme L1(µ)) d’une suite de cobords dωr. Mais d’après la
propriété (2) du théorème 4.1 il existe pour chaque ωr une (n−1)-section gr de
T 1F telle que ωr est la cochâıne différence ω(gr, gZ)). Les cocyles d’obstruction
c(gr) sont à valeurs dans {+1, 0,−1} et nous avons limr→∞ ||c(gr)|| = 0. En
vertu du théorème 4.1 on peut étendre gr en un champ tangent sans zéro au
dessus des simplexes où c(gr) s’annule. On peut l’étendre aussi par linéarité
au dessus des autres n-simplexes, mais avec une singularité non dégénérée au
barycentre du simplexe. Le résultat est une suite de champs tangents µ-finis
Xr à zéros non dégénérés qui vérifie:

lim
r→∞

µ(OXr) ≤
∫

OXr

|indXr |dµ = lim
r→∞

||c(gr)|| = 0

ce qui complète la preuve du théorème B.
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5.8 Preuve du théorème C

Un feuilletage mesuré triangulé (M,F , µ) est hypercompact s’il possède une
filtration compacte simpliciale, i.e. une suite croissante de boréliens simpliciaux
à feuilles compactes Bn ⊂ M telle que M −∪nBn est un saturé µ-négligeable.
Le résultat suivant est un corollaire facile du théorème de Connes-Feldman-
Weiss. Dans [6] le lecteur pourra en trouver une preuve:

Proposition 5.15 Un feuilletage mesuré est hypercompact si et seulement si
il est moyennable.

On se fixe un feuilletage mesuré ergodique orientable (M,F , µ) qui est moyennable
et à caractéristique d’Euler nulle. On suppose qu’il est muni d’une triangula-
tion µ-finie K, d’une filtration compacte simpliciale Bn comme ci-dessus, et
d’une (n− 1)-section s de T 1F dont le cocycle d’obstruction c(s) est à valeurs
dans {+1, 0,−1}. D’après la preuve du théorème A nous avons 〈c(s),1〉µ = 0.

Une nouvelle proposition technique

Par des techniques analogues à celles de la proposition 5.10 on a:

Proposition 5.16 Soit c ∈ Cn(K; Z) un n-cocycle dont toutes les valeurs
non nulles sont ±1 et Bn une filtration compacte simpliciale de (M,F , µ). Si
〈c,1〉µ = 0 alors il existe une suite de (n− 1)-cochâınes ηr telle que:

(i) Pour tout r ∈ N les cochâınes ηr et ηr+1 cöıncident sur Br;
(ii) limr→∞ ||c− dηr|| = 0;

Esquisse de démonstration. On définit des cochâınes ωc
α(c) comme dans la

preuve de la proposition 5.10 mais en considérant seulement les chemins Dr(c) ⊂
D(c) qui sont contenus dans un Br. On peut construire ainsi par une récurrence
analogue une suite de cochâınes ω

cr+1

α(cr+1) à support dans Br+1− support ωcr

α(cr),
de sorte que la cochâıne

ηr+1 =
r+1∑
i=1

ωcr

α(cr)

cöıncide avec ηr sur Br+1. Enfin la propriété (ii) est prouvée par le même
argument en tenant compte que M − ∪rBr est µ-négligeable. 2

Fin de la preuve

On se fixe Z et gZ comme dans la preuve du théorème B, et on applique le
lemme 5.16 au cocycle d’obstruction c(gZ). Nous avons une suite de cochâınes
ηr qui par la propriété (2) convergent sur tous les simplexes de ∪rBr, i.e.
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sur µ-presque tout simplexe. Puisque les cocycles dηr sont à valeurs +1, 0 ou
−1, leur norme L1(µ) est bornée par µ(K(n)) qui est finie par hypothèse. Le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique alors:

||dη − c(gZ)|| = lim
r→∞

||dηr − c(gZ)|| = 0

où η est la cochâıne limite des ηr. On a alors dη = c(gZ) sur µ-presque tout
n-simplexe. Le théorème 4.4 garantit alors l’existence d’une section de T 1F
de classe MC0.

5.9 Preuve des théorèmes D et E

On rappelle que si K est un complexe simplicial dénombrable de dimension
finie, alors l’opérateur cobord di agit continûment sur les espaces de i-châınes
de carré integrable l2(K(i)). L’espace de Hilbert séparable

H i
(2)(K) = ker di/im di−1

est appellé communement le i-ème espace de cohomologie l2 réduite de K.
Soit (L, g) une variété de Riemann connexe. On note Hi

(2)(L, g) l’espace de
Hilbert des i-formes harmoniques de carré integrable sur (L, g). On rappelle
le théorème suivant dû à Dodziuk:

Théorème 5.17 ([13]) Si (L, g) est une variété de Riemann à géométrie
bornée et K une triangulation bornée de (L, g), l’intégration des i-formes sur
les i-simplexes définit des isomorphismes d’espaces de Hilbert:

Hi
(2)(L, g) → Hp

(2)(K) (p = 0, . . . , n)

Soit g une métrique de Riemann de classe MC∞ de volume µ-fini et géométrie
bornée sur (M,F , µ) et K une triangulation g-bornée de (M,F , µ). On définit
le i-ème nombre de Betti de K (resp. de g) comme étant la dimension de
Murray-von Neumann (cf. [8,12]) du champ mesurable d’espaces de Hilbert
H i

(2)(KL) (L ∈ F) (resp. Hi
(2)(L, g) (L ∈ F)). En symboles:

bi(K, µ) = dimµ{H i
(2)(KL)}L∈F , bi(g, µ) = dimµ{Hi

(2)(L, g)}L∈F

Dans ce cas la norme des isomorphismes du théorème 5.17 est uniformement
bornée et les dimensions moyennes des deux champs mesurables cöıncident
(cf. [12,8]), i.e. bi(K, µ) = bi(g, µ). En utilisant les propriétés élémentaires de
la dimension de Murray-von Neumann dimµ puis la décomposition naturelle
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l2(K(i)
L ) = ker di ⊕H i

(2)(KL)⊕ im di−1 on obtient:

n∑
i=1

(−1)ibi(K, µ) =
n∑

i=1

(−1)iµ(K(i)) = χ(K, µ).

Par conséquent

χ(K, µ) = dimµ

(⊕
i

H2i
(2)(L, g)

)
− dimµ

(⊕
i

H2i+1
(2) (L, g)

)
= dimµ(ker D+

g )− dimµ(ker D−
g )

où D+
g (resp. D−

g ) est la restriction de l’opérateur d∗ + d aux formes de degré
paire (resp. impaire). Ceci démontre le théorème E.

Pour le théorème D, il nous reste à prouver que si (M,F , µ) est un feuilletage
mesuré ergodique de dimension deux à feuilles orientables et caractéristique
d’Euler nulle, et g une métrique de Riemann à géométrie bornée et volume µ-
fini sur (M,F , µ) alors µ-presque toutes les feuilles sont paraboliques. On peut
supposer que la mesure n’a pas d’atome car dans le cas contraire sont support
serait réduit à une feuille compacte de caractéristique d’Euler nulle, i.e. un
tore. Si µ n’a pas d’atome alors presuqe toutes les feuilles sont non compactes
et ne possèdent donc pas de formes harmoniques de carré intégrable en degré
0 et 2. En particulier χ(M,F , µ) = −b1(g, µ) = 0 en vertu du théorème E, ce
qui implique que l’ensemble des feuilles possèdant une 1-forme harmonique de
carré intégrable est de mesure nulle. Mais les seules surfaces de Riemann qui
ne possèdent pas une telle forme sont les surfaces paraboliques (cf. [15]). Ceci
complète la preuve du théorème D.
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