
MÉMOIRE présenté par

Mihai GRADINARU

en vue d’obtenir le diplôme

d’HABILITATION À DIRIGER DES RECHERCHES

Spécialité : Mathématiques Appliquées

Sujet : Applications du calcul stochastique à l’étude de certains processus

soutenu le 7 décembre 2005

à l’Institut de Mathématiques Élie Cartan

devant le jury composé de :

Gérard Ben Arous École Polytechnique Fédérale de Lausanne
Michel Emery Université Louis Pasteur, Strasbourg
Michel Ledoux Université Paul Sabatier, Toulouse Rapporteur
David Nualart University of Kansas, Lawrence Rapporteur
Bernard Roynette Université Henri Poincaré, Nancy
Zhan Shi Université Pierre et Marie Curie, Paris Rapporteur
Marc Yor Université Pierre et Marie Curie, Paris Président du jury

DFD Mathématiques - École Doctorale IAEM Lorraine - UFR STMIA

te
l-0

00
11

82
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
M

ar
 2

00
6

http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00011826/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr


te
l-0

00
11

82
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
M

ar
 2

00
6
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Préface

Mathematics is not a deductive science – that’s a cliché. When you try
to prove a theorem, you don’t just list the hypotheses, and then start to reason. What you do is trial and
error, experimentation, guesswork. 1

(Paul R. Halmos)

Mon activité de recherche concerne le calcul stochastique en général et se concentre en particulier sur la
caractérisation et le comportement des trajectoires des processus stochastiques. Depuis la fin de mon DEA,
cette activité de recherche a été menée d’une part dans l’équipe de Modélisation Stochastique et Statistique
d’Orsay, Université de Paris-Sud, durant ma thèse (1991-1995), et d’autre part à l’Institut Élie Cartan de
Nancy, Université Henri Poincaré (depuis 1996). Mes travaux de recherche sont l’objet de diverses collabo-
rations et ont donné lieu à des publications dans divers journaux (voir la liste à la fin de cette introduction).
Les travaux [6]2, [7] et [9,10] font aussi partie des thèses, respectivement, de Madalina Deaconu, Samuel
Herrmann et Ivan Nourdin.

Pendant la thèse je me suis intéressé à deux problèmes proposés par Gérard Ben Arous. Le premier
problème concerne la description précise de la singularité près de la diagonale de la fonction de Green
associée à un opérateur hypoelliptique (sous l’hypothèse de Hörmander forte et avec une géométrie des
crochets de Lie localement constante). La fonction de Green G est la densité de la mesure d’occupation
de la diffusion associée et l’étude est basée sur une analyse fine des trajectoires de cette diffusion. Nous
montrons que la limite limy→x G(x, y)|y|Q(x)−2

x n’existe pas, où | · |x est une norme localement homogène
adaptée à la géométrie des crochets de Lie et Q(x) est la dimension graduée en x. Il s’agit d’un comportement
différent par rapport à la situation elliptique, à celle du groupe d’Heisenberg plat ou à la situation du groupe
d’Heisenberg “non-plat”3 . La limite ci-dessus existe seulement de façon radiale et ce comportement est
décrit à l’aide d’un processus non-markovien qui est la projection d’une diffusion invariante sur un groupe
de Lie nilpotent. L’étude repose sur des résultats de développement de Taylor stochastiques4 et sur les
estimations a priori de la fonction de Green et de ses dérivées5 . Des exemples et des applications à la théorie
du potentiel sont présentés. Ce travail a donné lieu à deux publications en collaboration avec Gérard Ben
Arous [3,14]. La deuxième partie de ma thèse porte sur le théorème de support en norme γ-hölderienne,
0 < γ < 1/2. Il s’agit d’une généralisation du résultat de Stroock et Varadhan pour la topologie uniforme6 .
Nous montrons que le support de la loi de la diffusion

�
x est encore l’adhérence du même ensemble de

trajectoires, mais pour la topologie γ-hölderienne. Nous avons suivi la stratégie de Stroock et Varadhan
et l’outil de base est une estimation de la probabilité que le mouvement brownien ait une grande norme

1“I Want to be a Mathematician ; an automathography”, Springer 1985.
2Les références [1-15] de cette préface correspondent à la liste de publications.
3Chaleyat-Maurel, M., Le Gall, J.-F. Green function, capacity and sample paths properties for a class of hypoelliptic diffusion

processes, Probab. Theory Related Fields 83, 219-264 (1989).
4Castell, F. Asymptotic expansion of stochastic flows, Probab. Theory Related Fields 96, 225-239 (1993).
5Nagel, A., Stein, E.M., Wainger, S. Balls and metrics defined by vector fields I. Basic Properties Acta Math. 155, 103-147

(1985).
6Stroock, D.W., Varadhan, S.R.S. On the support of diffusion processes with applications to the strong maximum principle.

Proceedings of Sixth Berkeley Symposium of Math. Statist. Probab. 1970, University of California Press, 333-359, 1972.
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γ-hölderienne, conditionnellement au fait qu’il ait une petite norme uniforme (ou γ ′-hölderienne, γ′ < γ).
Ces estimations impliquent un cas particulier de l’inégalité de corrélation et constituent l’outil central d’un
résultat de grandes déviations en norme hölderienne7 . Cette collaboration avec Gérard Ben Arous et Michel
Ledoux a donné aussi lieu à deux publications [2,13]. Les détails de tous ces travaux peuvent être trouvés
dans ma thèse [15], soutenue en juin 1995.

Mes travaux de recherche après ma thèse, bien qu’orientés dans plusieurs directions, sont restés concen-
trés sur l’étude fine des trajectoires de processus stochastiques : diffusions, mouvement brownien fraction-
naire, solutions d’équations aux dérivées partielles stochastiques. Ce document contient la synthèse de ces
travaux. Pour guider la lecture de cette synthèse, les principales directions de recherche seront décrites dans
les quatre premiers chapitres, les deux derniers chapitres contenant d’autres travaux. L’organisation de ce
document ne respecte donc pas l’ordre chronologique stricte de ces recherches.

Le premier thème, résumé dans le Chapitre 1, est l’étude et l’identification des lois d’intégrales par
rapport au temps local d’une diffusion (plus particulièrement du processus de Bessel de dimension 0 < d <
2). L’intérêt de cette étude est multiple : retrouver et compléter des résultats de même type connus, illustrer
le lien entre ces fonctionnelles et l’opération d’intégration fractionnaire (l’opérateur d’Abel) et donner une
approche originale pour ce type de questions, basée sur deux représentations probabilistes de solutions d’un
problème aux limites. Ces travaux font l’objet de deux publications [4,5] en collaboration avec Bernard
Roynette, Pierre Vallois et Marc Yor.

Le Chapitre 2 contient un autre problème auquel je me suis également intéressé : peut-on donner la
description précise du comportement des trajectoires de la diffusion obtenue comme une petite perturbation
brownienne d’un système dynamique dépourvu de la propriété d’unicité de solutions (le phénomène de
Peano) ? Nous illustrons un nouveau phénomène singulier de grandes déviations pour la densité d’une telle
diffusion. À partir de ce résultat on peut obtenir un principe singulier de grandes déviations pour sa loi8.
Le travail [7] , fruit d’une collaboration avec Samuel Herrmann et Bernard Roynette, est basé sur des outils
de grandes déviations, mais aussi sur l’étude des solutions de viscosité pour des équations aux dérivées
partielles de Hamilton-Jacobi.

Une autre partie importante de mon travail de recherche est résumée au Chapitre 3. Cela concerne
l’étude du mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst 0 < H < 1/2 et l’élaboration d’une ap-
proche du calcul stochastique (et plus particulièrement de la formule d’Itô) par rapport à ce processus gaus-
sien (non-markovien, non-semimartingale). Dans une série de trois publications [8,9,10] nous nous sommes
intéressés à la construction des intégrales stochastiques par rapport au mouvement brownien fractionnaire
et à l’obtention de la formule d’Itô. D’autre part nous avons étudié les approximations trajectorielles de ces
intégrales (mais aussi pour des intégrales d’Itô classiques par rapport aux semimartingales, un cas en dehors
“du monde gaussien”). Notre approche, basée sur une méthode de régularisation de Russo et Vallois, utilise
une analyse gaussienne fine et la régularité Hölder des trajectoires. Les résultats peuvent être utilisés pour
étudier des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement brownien fractionnaire9 . Ces
travaux ont débuté en collaboration avec Francesco Russo et Pierre Vallois, puis avec Ivan Nourdin et ce
sont poursuivis par une collaboration à quatre.

Les idées utilisées pour l’étude du mouvement brownien fractionnaire ont inspiré une autre partie de
mon travail de recherche actuel. Il s’agit de la possibilité de développer des idées du calcul stochastique
classique (formule d’Itô, formule de Tanaka, temps local) pour les solutions de certaines équations aux déri-
vées partielles stochastiques. Dans le Chapitre 4 nous décrivons ces résultats pour l’équation de la chaleur
stochastique linéaire. Des outils de calcul de Malliavin et du calcul stochastique par rapport au mouvement

7Ben Arous, G., Ledoux, M. Grandes déviations de Freidlin-Wentzell en norme hölderienne, Séminaire de Probabilités XXVIII,
Lect. Notes in Math. 1583, 293-299, Springer-Verlag 1994.

8Herrmann, S., Phénomène de Peano et grandes déviations, C.R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 332, 1019-1024, 2001.
9Nourdin, I., Schémas d’approximation associés à une équation différentielle dirigée par une fonction hölderienne ; cas du

mouvement brownien fractionnaire, C. R. Math. Acad. Sci. Paris 340, 611-614, 2005.
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brownien fractionnaire sont adaptés pour l’étude de cette convolution stochastique en dimension infinie.
Cette étude fait l’objet d’une publication [11] en collaboration avec Ivan Nourdin et Samy Tindel. Avec
Samy Tindel, nous poursuivons l’étude de l’équation de la chaleur stochastique non-linéaire et nous avons
obtenu récemment une formule de type Itô (non contenue dans ce document).

Le Chapitre 5 est issu d’une collaboration avec Madalina Deaconu et Jean-Rodolphe Roche (et inspiré
des travaux de ce dernier10). Il s’agit d’une tentative de calcul le plus exact possible de l’espérance du
temps de sortie du disque unité du mouvement brownien plan réfléchi sur un petit disque intérieur (d’un
autre point de vue, il s’agit de la solution d’un problème aux limites mixte). À notre connaissance, seuls
les problèmes de Dirichlet et de Neumann étaient traités. Nous étudions la densité de ce processus et nous
utilisons une famille de transformations fractionnaires linéaires du plan complexe. Cette étude est contenue
dans la publication [6].

Enfin, le dernier chapitre est un travail encore en cours [12], en collaboration avec Ivan Nourdin, et
concerne l’estimation (de point de vue statistique) de la volatilité stochastique (le coefficient diffusion d’une
équation différentielle stochastique) à partir d’une observation discrétisée de la trajectoire sur un intervalle
de temps donné. Nous nous sommes aussi intéressés à la construction d’un test d’adéquation basé sur cette
estimation. Le modèle d’une semimartingale est également étudié et l’approche de ce travail est basée sur le
calcul stochastique, mais aussi sur certaines idées utilisées pour l’étude du mouvement brownien fraction-
naire.

Les six chapitres de ce document sont organisés de la manière suivante : après une courte introduction
et motivation de chaque problème nous décrivons les résultats centraux et nous donnons ensuite les princi-
pales idées de preuve. Chaque chapitre se termine avec un certain nombre de perspectives et de références.
L’ensemble de toutes les références bibliographiques est réunie à la fin du document.
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Chapitre 1

Intégrales par rapport aux temps locaux

1.1 Introduction

L’objet de l’étude est le processus

{
L(ϕ)

t (X) :=
∫ t

0
ϕ(s)dLs(X), t > 0

}
, (1.1)

où :
• X est une diffusion réelle (e.g. mouvement brownien B, pont brownien b, processus de Bessel R, pont

de Bessel r, processus d’Ornstein-Uhlenbeck etc),
• {Lt(X) : t > 0} est le temps local de X en 0,
• ϕ est une fonction borélienne positive localement bornée.
Le but est de décrire le plus explicitement possible les lois des variables aléatoires L (ϕ)

t (X), t > 0.
L’intérêt de cette étude est de triple nature :
• retrouver, compléter et étendre des résultats de même type (voir aussi §1.2) ,
• mettre en lumière la relation entre les transformées de Laplace des lois étudiées et des transformées

d’Abel (intégration fractionnaire) (voir §1.3-1.5)
• illustrer une approche originale qui repose sur deux représentations probabilistes (de Dirichlet et de

Fokker-Planck) d’une équation aux dérivées partielles avec conditions initiales et aux limites (voir
§1.4).

Les résultats concernant cette étude ont fait l’objet de deux publications [8] et [9]. Cette dernière contient
aussi un glossaire de formules obtenues dans ces deux articles.

1.2 Quelques exemples de résultats

Avant d’énoncer quelques résultats significatifs, revenons sur quelques faits connus au moment où l’on
a démarré ce travail. Les fonctionnelles de type L(ϕ)

t (X) apparaissent d’une manière naturelle :

• {L(ϕ)
t (B) : t > 0} est le temps local en 0 du processus {ϕ(t)Bt : t > 0} ou {ϕ(1t)Bt : t > 0} ; ici B est le

mouvement brownien standard et 1t := sup{s < t : Bs = 0} (voir aussi la formule de balayage [11], p.
260) ;
• la loi de

∫ ∞
0 e−sdLs(B) a été étudiée en [3] en relation avec certains lois d’arcsinus (voir aussi [12]) ;

• L(1)
1 (B) et L(1)

1 (R) sont de loi de Mittag-Leffler (ici et ailleurs 1 note la fonction constante 1).
Par souci de concision on va illustrer les résultats seulement pour le processus de Bessel R de dimension

d ∈]0, 2[ ou d’indice n ∈] − 1, 0[, ainsi que pour le mouvement brownien standard B, les deux processus
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issus de 0. Précisons que certains résultats pour le mouvement brownien peuvent être retrouvés à partir des
résultats pour le processus de Bessel en prenant n = −1/2.

La plupart des résultats concernent la variable aléatoire L(ϕ)
1 (R) qui existe et est finie si et seulement si∫ 1

0 ϕ(s)s−n−1ds < ∞ (voir aussi [10], p. 655 pour le cas du mouvement brownien).
Les résultats obtenus (pour certaines fonctions ϕ) sont de trois types :

i) Description de la loi de L(ϕ)
1 à travers sa transformée de Laplace (ou ses moments).

Pour le processus de Bessel R on montre que :

� n
0

[
exp

(
−λ

∫ 1−u

0
ϕ(u + s)dLs(R)

)]
=

∑

k>0

(
− λΓ(|n|)

2n+1Γ(n + 1)

)k

(Ak
ϕ1)(u), u ∈ [0, 1], λ > 0. (1.2)

Ici :
• �

n
0 l’espérance par rapport à la loi

�
n
0 du processus de Bessel R d’indice n issu de 0 ;

• ϕ : [0, 1] → [0,∞[ est une fonction continue telle que limt↓0 t|n|ϕ(t) existe ;
• (Aϕh)(u) := (J−n ϕ̃h)(1 − u), avec J−n l’opérateur d’Abel d’indice −n (voir §1.3 ci-dessous) et h une

fonction borélienne positive (on utilisera la notation ˜̀(u) := `(1 − u) pour ` : [0, 1]→ [0,∞[ ).
Pour le mouvement brownien on obtient :

�
0


exp


− λ
√

2π

∫ 1

0

dLs(B)√
u

1−u + s




=

∑

k>0

(
−λ

2

)k
�

[ �
{Pk>u}√

Pk

]
, u ∈]0, 1[, λ > 0, (1.3)

où
�

0 est l’espérance par rapport à la loi
�

0 du mouvement brownien standard issu de 0 et où on a noté
P0 = 1 et Pk = Pk−1Vk, pour k > 1, avec les variables aléatoires Vk des copies indépendantes de loi de
arcsinus (ou loi beta de paramètres 1

2 ,
1
2 ).

ii) Lois explicites avec randomisation.
Les variables aléatoires suivantes sont de même loi E(1), exponentielle de paramètre 1 :

(a)
2n+1

Γ(|n|)

∫ Z

0
(Z − s)ndLs(R), (b)

2n+1Γ(n + 1)
�

(a, |n|)

∫ 1−Za,1

0
(Za,1 + s)ndLs(R), (1.4)

et

(a)

√
2
π

∫ 1

0

dLs(B)
√

1 − s
, (b)

√
2π

�
(a, 1/2)

∫ 1

0

dLs(B)√
Za,1

1−Za,1
+ s

, (1.5)

où Za,1 est une variable aléatoire de loi beta de paramètres a, 1, indépendante de B et de R, et Z est une
variable aléatoire positive indépendante de R de loi quelconque.
iii) Théorèmes limites.
Il y a convergence en loi vers la loi gaussienne standard, lorsque β ↓ 0, des familles de variables aléatoires :

{
2n+1Γ(n + 1)
√
z(1) − z(|n|)

(√
β

∫ 1

0
sβ+ndLs(R) − 1

2n+1Γ(n + 1)
√
β

)
: β > 0

}
(sous

�
n
0), (1.6)

et 

√
π

ln 2


√
β

∫ 1

0
sβ−1/2dLs(B) − 1√

2πβ

 : β > 0

 (sous
�

0) (1.7)

où z := Γ′/Γ est la fonction digamma.
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1.3 Lien formel avec la transformée d’Abel

La transformée d’Abel (ou l’opération d’intégration fractionnaire) est donnée par

(Jα f )(t) :=
1
Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1 f (s)ds, t > 0, 0 < α 6 1, (1.8)

où f : � + → � + est une fonction borélienne. J1 f est une primitive de f . De plus, si f est dérivable et
f (0) = 0, alors Jα+1 f ′ = Jα f .

Nous allons illustrer une relation formelle entre la loi de L(ϕ)
t (R) pour le processus de Bessel d’indice n

et la transformée d’Abel. On peut écrire, pour toute fonction h borélienne positive

� n
0

[∫ t

0
h(s,Rs)ds

]
=

∫ ∞

0
m(dy)

∫ t

0
h(s, y)

� n
0[dsL

y
s(R)] =

∫ ∞

0
m(dy)

∫ t

0
h(s, y)p·s(0, y)ds,

où Ly
s(R) est le temps local en y, m(dy) := 2y2n+1 �

{y>0}dy est la mesure vitesse associée à R et p·s(0, y) est la
densité du semigroupe Pns (0, dy) par rapport à la mesure m(dy). On déduit que

�
n
0[dsL

y
s(R)] = p·s(0, y)ds. Si

on note q(s) := p·s(0, 0), alors
� n

0

[
L(ϕ)

t (R)
]
=

∫ t

0
ϕ(s)q(s)ds.

Par ailleurs,

1
2

� n
0

[(
L(ϕ)

t (R)
)2

]
=

� n
0

[∫ t

0
dsL

(ϕ)
s (X)

∫ t

s1

ds′L
(ϕ)
s′ (X)

]
=

∫ t

0
ϕ(s)q(s)ds

∫ t

s
ϕ(s′)q(s′ − s)ds′,

par la propriété de Markov. Ensuite, par le théorème de Fubini on trouve :

� n
0

[(
L(ϕ)

t (R)
)2

]
= (2!)

∫ t

0
ϕ(s)Qs(ϕq)ds,

où Qtψ := (Qψ)(t) =
∫ t

0 q(t − s)ψ(s)ds. De la même façon,

� n
0

[(
L(ϕ)

t (R)
)3
]
= (3!)

∫ t

0
ϕ(s)Qs(ϕQ•(ϕq))ds

et ainsi de suite pour tous les moments. Enfin, comme q(s) = kns−n−1 (avec kn une constante), l’opérateur
Q est l’opérateur d’Abel d’indice −n. Cela montre qu’il y a une relation, au moins formelle, entre la loi de
L(ϕ)

t (R) et la transformée d’Abel. On précisera cette relation au paragraphe suivant.

1.4 Idées de démonstration d’un résultat central

L’idée principale pour aborder ce problème est de relier deux représentations probabilistes de la solution
d’une équation aux dérivées partielles. Le générateur infinitésimal du processus de Bessel R d’indice n est
donné par (pour x > 0) :

L = 1
2
∂2

∂x2
+

2n + 1
2x

∂

∂x
(1.9)

(pour le mouvement brownien il suffit de prendre n = −1/2). On considère le problème suivant



(∂ω/∂t)(t, x) = (Lω)(t, x), t, x > 0
ω(0, x) = ω0(x), x > 0
ω(t, 0) = f (t), t > 0,

(1.10)
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où ω0 et f sont deux fonctions régulières telles que ω0(0) = f (0) = 0. Si ω0 est continue, avec une hypothèse
de croissance lente à l’infini, et si f est de classe C1, alors il y a existence et unicité pour ce problème et la
solution de (1.10) admet deux représentations probabilistes.

1ère étape : représentation de type Dirichlet de la solution ω : il s’agit de résoudre le problème de
Dirichlet temps-espace pour l’opérateur L − (∂/∂t) sur [0, t] × [0,∞[. Par la formule d’Itô appliquée au
processus {(t − s, x + Rs) : s ∈ [0, t]} on trouve :

ω(t, x) =
� n

x
[
ω0(Rt)

�
{t<T0}

]
+

� n
x
[
f (t − T0)

�
{t>T0}

]
, t, x > 0, (1.11)

où T0 := inf{t > 0 : Rt = 0} et
�
n
x est la loi du processus de Bessel d’indice n issu de x.

2ème étape : représentation de type Fokker-Planck de la solution ω : elle est implicite, car si on pose

ϕ(t) := (1/ f (t)) lim
x↓0

x2n+1(∂ω/∂x)(t, x), t > 0, (1.12)

alors

y2n+1ω(t, y) =
∫ ∞

0
ω0(x)pt(x, y)

� n
x

[
exp

(
−L(ϕ)

t (R)
)
| Rt = y

]
x2n+1dx, t, y > 0. (1.13)

Ici pt(x, y) est la densité du semigroupe de Bessel par rapport à la mesure de Lebesgue dy. Cette densité
peut s’obtenir ([9], p. 535) à partir de la densité du semigroupe carré de Bessel (dans [2], p. 379, on reprend
l’expression de cette dernière pour un autre problème).

Pour obtenir (1.13) on considère d’abord la fonction ω définie par

〈h, ω〉ν =
� n
ω0ν

[h(Rt)Mt] avec Mt := exp(−L(ϕ)
t (R))

L’idée est de vérifier que la fonction ω satisfait (1.10), d’où, par unicité de la solution on aura ω = ω

et donc on pourra utiliser (1.11) dans la relation de définition de ω ci-dessus. Dans cette relation de dé-
finition on a posé ν(dx) := x2n+1dx la mesure invariante par rapport à laquelle le semigroupe de Bes-
sel est symétrique, h une fonction borélienne quelconque et on a noté

�
n
ω0ν

l’espérance par rapport à
�
n
ω0ν

(·) =
∫ ∞

0 ω0(x)
�
n
x(·)ν(dx).

Pour vérifier que ω satisfait (1.10) on utilise essentiellement la formule d’Itô appliquée au processus
g(t,Rt)Mt, où g(t, x) = u(t)x2|n| + v(t) est à support compact dans � ∗+ × � ∗+, u et v étant régulières ([9], p.
541-543). Dans ces calculs la martingale R2|n|

t −2|n|Lt(R) associée au processus de Bessel joue un rôle central.
Cette martingale apparaît d’une manière naturelle lorsqu’on définit le temps local Lt,x(R) du processus de
Bessel au niveau x comme une densité d’occupation ([9], p. 538, voir aussi [6], p. 8-9 et [11], p. 321) : pour
toute fonction h borélienne positive

∫ t

0 h(Rs)ds = 2
∫ ∞

0 h(x)Lt,x(R)x2n+1dx (on écrit Lt(R) au lieu de Lt,0(R)
pour simplifier).

3ème étape : l’opérateur d’Abel apparaît. Cette étape est plutôt technique ([9], p. 544-545). L’idée est
d’utiliser les expressions (1.11) et (1.13) pour calculer explicitement ϕ avec (1.12). La décomposition en
deux termes de la représentation de Dirichlet force une décomposition en deux termes de (1.12), mais aussi
de (1.13). Chaque terme est calculé séparément en employant des équivalents pour les fonctions de Bessel.
Quand on refait la somme on trouve :

(α f + ϕ f )(t) =
2n+1

Γ(|n|) tn−1
∫ ∞

0
ω0(y)ye−y2/2tdy, t > 0, (1.14)

où
α f (t) := cn(J

n+1 f ′)(t) (1.15)

est essentiellement la transformée d’Abel de f (ici et ailleurs cn := 2n+1Γ(n + 1)/Γ(|n|)) ([9], p. 546).
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4ème étape : obtenir un résultat clé. Si φ(x, u) la densité par rapport à la mesure de Lebesgue du de la
loi sous

�
n
x du temps d’arrêt T0 utilisé dans la représentation de Dirichlet (1.11), alors le deuxième terme de

cette relation s’écrit, pour t = 1 :

ω2(1, x) :=
� n

x
[
f (1 − T0)

�
{T061}

]
=

∫ 1

0
f (1 − u)φ(x, u)du, (1.16)

et, par ailleurs, en utilisant (1.13) et la propriété de Markov forte,

y2n+1ω2(1, y) =
∫ ∞

0
ω0(x)p1−u(0, y)φ(x, u)x2n+1dx

×
∫ 1

0
du

� n
0

[
exp

(
−

∫ 1−u

0
ϕ(u + s)dLs(R)

)
| R1−u = y

]
. (1.17)

Mais φ(x, u) = (2n/Γ(|n|))un−1 x−2ne−x2/2u �
{x>0,u>0} ([8], p. 311, [9], p. 537), d’où, en mettant ensemble

(1.16), (1.17) et (1.14) on trouve :

2n+1

Γ(|n|) y
∫ 1

0
f (1 − u)un−1e−y2/2udu =

∫ 1

0
du (α f + ϕ f )(u)p1−u(0, y)

× � n
0

[
exp

(
−

∫ 1−u

0
ϕ(u + s)dLs(R)

)
| R1−u = y

]
. (1.18)

Cette égalité ne contient plus la fonction ω0, et les seuls paramètres sont les fonctions continues positives f
et ϕ. Une autre forme de ce résultat est :

∫ 1

0
(α f + ϕ f )(1 − u)

� n
0

[
h(Ru) exp

(
−

∫ u

0
ϕ(1 − u + s)dLs(R)

)]
du

=
2n+1

Γ(|n|)

∫ ∞

0
yh(y)dy

∫ 1

0
f (1 − u)un−1e−y2/2udu, (1.19)

où h est une fonction borélienne positive quelconque ([9], p. 550-551). (1.18) et (1.19) sont des résultats
clés et au paragraphe suivant on va montrer comment les utiliser pour obtenir les formules données au §1.2.

1.5 Autres résultats et remarques

Nous allons montrer comment obtenir (1.2). On commence par remplacer ϕ par λϕ en (1.18) et ensuite
on intègre par rapport à y. On trouve :

Γ(|n|)
2n+1

∫ 1

0
(α f + ϕ f )(u)Λϕ(u)du =

∫ 1

0
(1 − u)n f (u)du, (1.20)

où Λϕ(u) =
�
n
0[exp(−λ

∫ 1−u

0 ϕ(u + s)dLs(R))] (on rappelle que α f (t) = cn(Jn+1 f ′)(t)). Par ailleurs, par des
manipulations simples avec la transformée d’Abel, on peut montrer que, pour une fonction régulière ` :

Γ(|n|)
2n+1

∫ 1

0
αδz (u)`(u)du = (1 − z)n`(1)Γ(n + 1)(Jn+1 ˜̀′)(1 − z), (1.21)

où, comme avant ˜̀′(z) = −`′(1−z). Enfin, si on prend f = δz en (1.20) et on utilise (1.21) avec `(u) = Λϕ(u),
après quelques calculs ([9], p. 552-553) on trouve l’équation intégrale (I+(λ/cn)Aϕ)Λϕ = 1, d’où on déduit
(1.2).
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Si on prend dans (1.2), ϕ(t) = (1 − t)β, β > n, on trouve une égalité qui permet de déduire plusieurs
résultats :

� n
0

[
exp

(
−λ

∫ 1−u

0
(1 − u − s)βdLs(R)

)]
= 1 +

∑

k>1

(
− λ

cn

)k

(1 − u)k(β−n)

×
k∏

j=1

Γ((β + 1) + ( j − 1)(β − n))
Γ( j(β − n) + 1)

, u ∈ [0, 1]. (1.22)

On fait dans cette égalité β = 0 et u = 0, d’où

� n
0
[
exp (−λcnL1(R))

]
= 1 +

∑

k>1

(−λ)k

∏k
j=1 Γ( j|n| + 1)

. (1.23)

Cette dernière égalité montre que cnL1(R) est de loi de Mittag-Leffler de paramètre |n| (voir [5], p. 447). Ce
résultat est cité dans [1], p. 25.

On prend β = n dans (1.22). On obtient que, pour tout u ∈ [0, 1[, (2n+1/Γ(|n|))
∫ u

0 (u− s)ndLs(R) est de loi
E(1). Ce résultat est cité dans [7], p. 468, où l’on souligne la méthode analytique de cette démonstration. Une
réciproque de cette affirmation est la suivante : si on suppose que pour tout u ∈ [0, 1[ la variable aléatoire∫ 1−u

0 ϕ(u + s)dLs(R) est de loi E(1), alors ϕ(t) = (2n+1/Γ(|n|))(1 − t)n. Pour démontrer ce fait on vérifie que
(J−nϕ̃)(u) = cn et ensuite on utilise l’injectivité de la transformée d’Abel ([9], p. 557).

Passons à la démonstration de (1.4). Pour obtenir la loi (1.4.a) il suffit de remarquer que lorsque β = n, le
membre de droite de (1.22) ne dépend pas de u. (1.4.b) est un cas particulier du résultat plus général suivant.

On choisit f telle que
∫ 1

0 α f (u)du = 1 et soit Z est une variable aléatoire indépendante de R, de densité
α f (1 − u)

�
[0,1](u). Si on pose ϕ = α f / f , alors

∫ Z

0
ϕ(1 − Z + s)dLs(R) est de loi E(1). (1.24)

En effet, à partir de (1.19) avec h ≡ 1 et λϕ au lieu de ϕ, on trouve :

(1 + λ)
∫ 1

0
α f (1 − u)

� n
0

[
exp

(
−λ

∫ u

0
ϕ(1 − u + s)dLs(R)

)]
du = 1,

ce qui est (1.24). La loi (1.4.b) n’est alors qu’un cas particulier avec ϕ(t) = cnΓ(a−n)
Γ(a) tn et Z = Za,1 de loi beta.

Revenons sur la formule (1.3) et prenons dans (1.19) n = −1/2, f (t) = ta (a > −1/2) et λϕ au lieu de ϕ.
Alors :

∫ 1

0
(1 − u)a−1/2 �

0

[
h(|Bu|) exp

(
−λ

∫ u

0

dLs(B)
√

1 − u + s

)]
du

=
2

βa + λ

∫ ∞

0
yh(y)dy

∫ 1

0
(1 − u)au−3/2e−y2/2udu, (1.25)

où βa = 2a
�

(a, 1/2). Par changement d’échelle, on peut remplacer h(|Bu|) par h(
√

u |B1|) dans l’espérance
et lorsqu’on conditionne par {|B1| = y} on peut éliminer la fonction h ([8], p. 274-275). Ensuite, on pose
u = e−v et on inverse la transformée de Laplace par rapport au paramètre a. Lors de ce calcul ([8], p. 275-
278) on utilise le fait que 2/βa est la transformée de Laplace (en a) de toute variable ln(1/V), avec V de loi
de arcsinus. On en déduit que :

2
βa + λ

=
∑

k>0

(
−λ

2

)k (
2
βa

)k+1

=
∑

k>0

(
−λ

2

)k

g?(k+1),
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où g?(k) est la densité de ln(1/(V1 . . .Vk)), avec les variables aléatoires V` indépendantes de même loi de
arcsinus. Enfin, pour déduire (1.3), on enlève le conditionnement en intégrant contre la densité de |B1|.

La loi (1.5.a) est le cas particulier de la loi (1.4.a) (il suffit de prendre n = −1/2 et Z = 1). Vérifions la
loi (1.5.b). Par calcul direct on voit que

�
[ �
{Pk>Za,1}√

Pk

]
=

� [
Pa−1/2

k

]
=

( �
[Va−1/2]

)k
=

( �
(a, 1/2)
π

)k

.

On en déduit que le membre de droite de (1.3) vaut (1 + λ
�

(a, 1/2)/(2π))−1 , d’où la loi recherchée.
Remarquons que lorsqu’on remplace le mouvement brownien B par le pont brownien b et la variable de

loi beta Za,1 par une variable de loi beta Za,1/2 la loi (1.5.b) reste la même. En particulier, on peut prendre
une variable Z1/2,1/2 de loi de arcsinus indépendante de b, par exemple 1 = sup{s < 1 : Bs = 0}. Ainsi, la
variable aléatoire √

2
π

∫ 1

0

dLs(b)√
1−1
1
+ s

(1.26)

est de loi E(1). La loi (1.5.a) s’obtient alors comme une conséquence du fait que les variables aléatoires∫ 1
0 ϕ(s)dLs(B) et

√
1

∫ 1
0 ϕ(1s)dLs(b) ont la même loi, pour toute fonction borélienne positive ϕ, lui même

vrai parce que les processus {Lt(b) : t ∈ [0, 1]} et {L1t(B)/
√
1 : t ∈ [0, 1]} ont la même loi.

Enfin, donnons les idées de démonstration des théorèmes limites (1.6) et (1.7). D’abord, soit dans (1.2)
ϕ(t) = tβ+n (β > 0), u = 0 et soit λ

√
β à la place de λ :

� n
0

[
exp

(
−λ

√
β

∫ 1

0
sβ+ndLs(R)

)]
= 1 +

∑

k>1

(
− λ

2n+1Γ(n + 1)

)k
β(k/2)−1

k

k−1∏

j=1

�
( jβ, |n|),

où, au membre de droite, le premier terme de la série est −λ
2n+1Γ(n+1)

√
β
. Notons dn := 2n+1Γ(n + 1). On en

déduit (voir [8], p. 295 et [9], p. 560) :

� n
0

[
exp−λ

(√
β

∫ 1

0
sβ+ndLs(R) − 1

dn
√
β

)]

=

1 +
∑

k>1

(
− λ

dn

)k
β(k/2)−1

k

k−1∏

j=1

�
( jβ, |n|)



1 +
∑

k>1

(
λ

dn

)k 1

(k!)βk/2

 , (1.27)

Le terme général tk(β) du produit des séries peut s’écrire comme :

tk(β) =

(
λ

dn

)k 1

βk/2

k∑

j=1

(−1) j

j!(k − j)!

j−1∏

i=1

iβ
�

(iβ, |n|), k > 1. (1.28)

Il est connu que x
�

(x, |n|) = 1 + δnx + o(x), lorsque x ↓ 0, avec δn := z(1) − z(|n|) et z = Γ′/Γ la fonction
digamma. Par un raisonnement sur les coefficients des polynômes en β dans (1.28) on déduit ([8], p. 296)

que limβ↓0 t2`(β) =
(
λ2δn/d2

n

)`
/(`!). On passe à la limite dans (1.27) et on trouve :

lim
β↓0

� n
0

[
exp−λ

(√
β

∫ 1

0
sβ+ndLs(R) − 1

dn
√
β

)]
= exp

(
λ2δn

d2
n

)
. (1.29)

Ce résultat donne la convergence (1.6). (1.7) s’obtient pour n = −1/2 (car z(1) − z(1/2) = ln 4).
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1.6 Perspectives

Donnons ici quelques perspectives basées sur quelques questions, ayant des énoncés simples, issues de
ces calculs :
• Pour quelles fonctions ϕ et ψ as-t-on l’indépendance des variables aléatoires

∫ 1−u

0
ϕ(u + s)dLs(R) et∫ 1−u

0 ψ(u + s)dLs(R) (u ∈ [0, 1]) ? Une idée serait de pouvoir éventuellement exprimer le produit des
transformées de Laplace de ces variables à l’aide de (1.2).

• Un problème de Skorokhod : soit µ une probabilité sur � +. Peut-on trouver une fonction ϕ telle que∫ 1

0
ϕ(s)dLs(R) ait pour loi µ ?

• Soit le problème suivant :



(∂ω/∂t)(t, x) = (Lω)(t, x) − (Lu/u)(t, x) − ((∂u/∂t)/u)(t, x), t, x > 0
ω(0, x) = u(0, x), x > 0
ω(t, 0) = u(t, 0), t > 0,

où u est une fonction donnée. Il est clair que ω = u est une solution de ce problème. On en déduit
comme à la §1.4 ci-dessus :

∫ ∞

0
h(x)u(t, x)dx =

∫ ∞

0
u(0, x)dx

× � n
x

[
h(Rt) exp

(
−

∫ t

0

(Lu) − (∂u/∂t)
u

(s,Rs) −
∫ t

0
χ(s)dLs(R)

)]
,

où χ(t) := (1/h(t, 0)) limx↓0 x2n+1(∂u/∂x)(t, 0). Peut-on trouver des “bonnes” fonctions u pour les-
quelles on peut décrire les lois des couples (

∫ t

0
v(s)dRs,

∫ t

0
χ(s)dLs(R)) ?

• Soit b le pont brownien et notons par h
β

la densité de la variable aléatoire
∫ 1

0
sβdLs(b). Est-il possible

de trouver h
β

? Une idée serait de poser g
β
(y) = yβ−1/2h

β
(yβ+1/2), de voir que g

β
satisfait

g
β
(y) =

√
2
π

(
β +

1
2

)
yβ

∫ ∞

0

g
β
(y + s)
√

s
ds (1.30)

et de trouver, si possible, la solution de cette équation intégrale.
L’article [9] (qui généralise et complète [8]) est cité par plusieurs auteurs (on a déjà souligné [1], [2], [6]

et [7]) et apparaît aussi dans [4], p.103.
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Chapitre 2

Un principe singulier de grandes déviations

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie la diffusion {Xε
t : t > 0} issue de x0 et obtenue par une petite perturbation

brownienne {εBt : t > 0} d’une trajectoire du système dynamique x′(t) = b(x(t)). L’hypothèse centrale est
que ce système dynamique est soumis au phénomène de Peano, à savoir, on suppose que b est une fonction
réelle continue, mais pas lipschitzienne ; il n’y a donc pas nécessairement d’unicité de la solution de ce
système dynamique (voir §2.2).

Le but est de décrire, le plus précisément possible, le comportement de la loi
� ε de cette diffusion, quand

ε → 0. Le pas essentiel dans cette étude est la description du comportement de la densité de probabilité
pε(t, ·) de la variable Xε

t . L’intérêt est l’illustration de la décroissance exponentielle de pε(t, x) avec des
vitesses différentes suivant la position du couple (t, x) dans le plan (voir §2.3).

De plus, la méthode de démonstration est originale car elle combine des arguments probabilistes (de
type grandes déviations et calcul stochastique) avec des idées analytiques (la théorie des semigroupes et les
solutions de viscosité pour des équations de Hamilton-Jacobi, voir §2.4).

Les résultats concernant l’étude de la densité pε(t, ·) ont fait l’objet de la publication [4], qui fait aussi
partie de la thèse [5].

2.2 Le phénomène de Peano

Supposons que le processus réel {Xε
t : t > 0} est solution sur [0,T ] de l’équation différentielle stochas-

tique {
dXε

t = εdBt + b(Xε
t )dt, t ∈]0,T ],

Xε
0 = x0 ∈ � , (2.1)

où b est une fonction réelle continue. Si on note la loi de la diffusion Xε par
� ε, alors la famille { � ε : ε > 0}

est étroitement relativement compacte et toute valeur d’adhérence a son support contenu dans l’ensemble
des trajectoires du système dynamique

{
x′(t) = b(x(t)), t ∈]0,T ],
x(0) = x0.

(2.2)

Si b est une fonction réelle lipschitzienne, alors la solution Xε converge, uniformément sur [0,T ], vers
l’unique solution du système dynamique. La théorie de Freidlin-Wentzell montre que la loi

� ε suit un
principe de grandes déviations de vitesse ε2. Autrement dit,

� ε décroît exponentiellement vite vers la masse
de Dirac en l’unique solution de (2.2).
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Lorsque la fonction b n’est pas lipschitzienne, mais vérifie la condition suivante :

b est continue, impaire, croissante, à dérivée continue et
1
b

est intégrable au voisinage de 0, (2.3)

alors le système dynamique (2.2) admet une infinité de solutions non constantes (le phénomène de Peano).
Sous l’hypothèse (2.3), dans [1] on a montré qu’il existe une unique valeur d’adhérence { � ε : ε > 0}
dont le support est l’ensemble des deux trajectoires extrémales de (2.2) (la trajectoire extrémale supérieure,
respectivement inférieure est la solution qui quitte en premier l’intervalle ] −∞, δ], respectivement [−δ,∞[,
δ > 0). Autrement dit,

� ε tend vers une combinaison affine des deux masses de Dirac en les extrémales.
Au moment où l’on a démarré ce travail il n’y avait aucune information concernant la vitesse de conver-

gence de
� ε pour ce cas, ni de principe de grandes déviations. Une idée assez naturelle est de décrire d’abord

le comportement de la densité pε(t, x).

2.3 Les résultats

On considère le cas particulier suivant :

x0 = 0 et b : � → � , b(x) = |x|γsgn(x), 0 < γ < 1. (2.4)

On peut montrer qu’il y a existence et unicité de la solution forte de (2.1) et qu’il y a une infinité de solutions
de (2.2), {±cγ(t − λ)1/(1−γ) : λ > 0} , où cγ est une constante. Les deux solutions extrémales de (2.2) sont :

ρ1,2 (t) := ±{(1 − γ)t}1/(1−γ). (2.5)

D’après [1],
� ε converge étroitement vers (1/2)(δρ1

+ δρ2
). Intuitivement, la trajectoire limite “préfère” les

trajectoires qui quittent zéro le plus rapidement possible.
Dans ce cas particulier on peut expliciter la densité pε(t, x), ainsi que les vitesses des convergence de

cette densité, lorsque ε→ 0 et (t, x) ne se trouve pas sur une des deux extrémales. Voici les résultats obtenus :
i) Le point (t, x) est situé en dehors des extrémales |x| > {(1 − γ)t}1/(1−γ) et 0 < γ < 1.

Il existe une fonction strictement positive kt(·) telle que :

lim
ε→0

ε2 ln pε(t, x) = −kt(|x|). (2.6)

Autrement dit, la décroissance est exponentielle avec vitesse ε2 comme dans la théorie classique de Freidlin-
Wentzell. D’une façon intuitive, si x est “grand”, alors x n’est pas “visité” par les trajectoires déterministes
donc il est raisonnable de retrouver l’asymptotique classique des grandes déviations.
ii) Valeur particulière γ = 1

2 .

Si |x| > t2

4
, alors lim

ε→0
ε2 ln pε(t, x) = −kt(|x|) = −

(
|x|2
2t
− 2|x|3/2

3
+
|x|t
4
− t3

96

)
(2.7)

et

si |x| < t2

4
, alors lim sup

ε→0
ε2/3 ln pε(t, x) 6 a′1(

t
2
−

√
|x|), (2.8)

où a′1 = −1, 01879297 . . . est le plus grand zéro négatif de la dérivée de la fonction d’Airy Ai.
iii) Le point (t, x) est situé entre les deux extrémales |x| < {(1 − γ)t}1/(1−γ) et 0 < γ < 1.

Dans toute la suite de ce chapitre on notera

s(ε) := ε2(1−γ)/(1+γ). (2.9)
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Alors :

lim
ε→0

s(ε) ln pε(t, x) = −λ1

(
t − |x|

1−γ

1 − γ

)
, (2.10)

où λ1 est la première valeur propre positive de l’opérateur de Schrödinger :

L := −1
2

d2

dx2
+

1
2

V(x), où V : � ∗ → � +, V(x) :=
γ

|x|1−γ + |x|
2γ. (2.11)

Heuristiquement, une unique trajectoire déterministe passe par un x “petit” après être restée en 0 un certain
temps ; la diffusion aura alors tendance à rester au voisinage de 0 un certain temps et évolue ensuite en
restant proche de cette trajectoire déterministe. Or, la probabilité de rester un certain temps au voisinage de
0 s’exprime à l’aide d’une valeur propre de l’opérateur L.

Enfin, notons que dans le cas γ = 0 les calculs sont encore plus explicites. On peut trouver la densité
et prouver sa convergence. De plus on montre que la diffusion converge vers les solutions (généralisées)
extrémales de (2.2) (qui sont dans ce cas ±t) :

∀(t, x) ∈ � + × � ∗, lim
ε→0

ε2 ln pε(t, x) = − (|x| − t)2

2t
et lim

ε→0
ε2 ln

�
(||Xε

t | − t| > δ) = −δ
2

2t
. (2.12)

2.4 Idées de démonstration

Nous allons donner ici les idées principales de démonstration des résultats (2.6)-(2.10) concernant le
comportement de la densité pε(t, ·) de la diffusion (2.1) (avec (2.4)).

Une application du théorème de Girsanov ainsi que de la formule d’Itô-Tanaka permet de déduire que,
pour toute fonction h borélienne positive :

�
[h(Xε

t )] =
�

[
h(εBt) exp

(
|Bt|γ+1

(γ + 1)ε1−γ −
γ

2ε1−γ

∫ t

0
|Bs|γ−1ds − 1

2ε2(1−γ)

∫ t

0
|Bs|2γds

)]
. (2.13)

Cette formule est le point de départ de la preuve.
La 1ère étape est de donner plusieurs représentations de la densité pε(t, x). On a :

pε(t, x) =
1

ε
√

2πt
exp

(
|x|γ+1

(γ + 1)ε2
− x2

2ε2t

)

× �
[
exp

(
−γt

2

∫ 1

0
|xs + ε

√
tbs|γ−1ds − t

2ε2

∫ 1

0
|xs + ε

√
tbs|2γds

)]
, (2.14)

où {bt : t ∈ [0, 1]} est le pont brownien standard. Pour l’obtenir on fait un changement d’échelle en (2.13) et
on utilise la décomposition du mouvement brownien Bt = bt + g t, avec g une variable aléatoire gaussienne
standard, indépendante du pont brownien b.

Une deuxième expression est obtenue en conditionnant par rapport à {Bt = x} et en renversant le temps
(voir [4], p. 561) :

pε(t, x) =
1

ε
√

2πt
exp

(
|x|γ+1

(γ + 1)ε2
− x2

2ε2t

)
�

x
ε s(ε)1/2

[
exp

(
−1

2

∫ t/s(ε)

0
V(Bs)ds

) ∣∣∣∣∣∣ B t
s(ε)
= 0

]
. (2.15)

Ici le potentiel V est donné par (2.11) et a un point singulier. L’idée suivante remonte à Kac [9], mais pour
des potentiels continus. On introduit le semi-groupe d’opérateurs, contractant et à trace, qui préserve la
positivité

(Tth)(x) :=
�

x

[
h(Bt) exp

(
−1

2

∫ t

0
V(Bs)ds

)]
.
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Il est connu que sa densité (par rapport à la mesure de Lebesgue) admet un développement en série en termes
des valeurs propres λ j et des fonctions propres ψ j de l’opérateur de Schrödinger (2.11). Enfin, on en déduit
le développement en série de la densité :

pε(t, x) =
1

εs(ε)1/2
exp

(
|x|γ+1

(γ + 1)ε2

) ∞∑

j=1

e−
λ j t

s(ε)ψ j(0)ψ j

(
|x|

εs(ε)1/2

)
. (2.16)

On en déduit un résultat plus faible que (2.10) : pour tout t > 0, limε→0 s(ε) ln pε(t, εs(ε)1/2) = −λ1t.
À partir de la première représentation (2.14) de la densité on peut étudier le comportement de la quantité

ε2 ln pε(t, x) : c’est la 2ème étape de la preuve. Soient les fonctionnelles du pont brownien b suivantes :

F(εb) :=
γt
2

∫ 1

0
|xu −

√
tεbu|γ−1du et G(εb) :=

t
2

∫ 1

0
|xu −

√
tεbu|2γdu.

Alors (2.14) s’écrit encore

pε(t, x) =
1

ε
√

2πt
exp

(
|x|γ+1

(γ + 1)ε2
− x2

2ε2t

)
�

[
exp

(
−F(εb) − G(εb)

ε2

)]

6
1

ε
√

2πt
exp

(
|x|γ+1

(γ + 1)ε2
− x2

2ε2t

)
�

[
exp−G(εb)

ε2

]
. (2.17)

Soit l’espace H1
0 := {φ(u) =

∫ u

0 f (s)ds avec f ∈ L2([0, 1]; � ) et φ(1) = 0} muni de sa norme usuelle ([4],
p. 565). On introduit la fonctionnelle :

A(φ) := t
∫ 1

0
|xu −

√
tφ(u)|2γdu +

∫ 1

0
φ′2(u)du, φ ∈ H1

0 , (2.18)

et on peut montrer ([4], p. 567-570) qu’il existe une fonction positive k t(·) telle que

inf
φ∈H1

0

A(φ) = A(φ0) =



2|x|1+γ
γ+1 −

x2

t , si |x| 6 {(1 − γ)t}1/(1−γ)

2|x|1+γ
γ+1 −

x2

t + 2kt(|x|), sinon.
(2.19)

Lors de la minimisation de la fonctionnelle A, on démontre l’existence de la fonction minimum φ0 et on met
en évidence ses propriétés. La démonstration est technique et est basée sur une étude fine des solutions de
problèmes de Cauchy.

En utilisant deux outils classiques de grandes déviations, le principe de Varadhan et le théorème de
Schilder (voir, par exemple [3] p. 43 et p. 81) on montre que, lorsque |x| > {(1 − γ)t}1/(1−γ) :

lim sup
ε→0

ε2 ln pε(t, x) 6
|x|γ+1

γ + 1
− x2

2t
− 1

2
inf
φ∈H1

0

A(φ) 6 lim inf
ε→0

ε2 ln pε(t, x), (2.20)

d’où (2.6). L’idée de la minoration dans (2.20) est la suivante : on choisitW un voisinage de φ0 tel que :

∃η > 0 : max
φ∈W

F(φ) 6 η et ∀δ > 0 : max
φ∈W

G(φ) 6 G(φ0) + δ.

On en déduit

lim inf
ε→0

ε2 ln
�

[
exp

(
−F(εb) − G(εb)

ε2

)]
> lim inf

ε→0
ε2 ln

�
(εb ∈ W) − lim

ε→0
ε2η −max

φ∈W
G(φ)

> − inf
φ∈W∩H1

0

1
2

∫ 1

0
|φ′(u)|2du −G(φ0) − δ > −1

2
A(φ0) − δ.
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L’expression explicite (2.7) de la fonction kt pour le cas particulier γ = 1/2 est une conséquence de
(2.19) et des calculs de minimisation de la fonctionnelle A. Précisément, lorsque |x| > (t/2)2, on trouve la
fonction minimum φ0(u) = (t3/2/4)u(1 − u) et A(φ0) = xt/2 − t3/48.

À ce niveau de la démonstration, toujours pour le cas particulier γ = 1/2, nous allons mettre en évidence
les idées d’une démonstration probabiliste pour la majoration (2.8) (qui n’apparaît pas dans [4], mais qui
est détaillée dans [5]). On utilise encore la première représentation (2.14) ou plutôt la majoration (2.17). On
commence par décomposer

�
[exp−G(εb)/ε2] en deux termes E1 et E2, suivant que εb se trouve ou non

dans une boule en norme α-hölderienne, 0 < α < 1, centrée en φ0. Par le principe de Varadhan pour le pont
brownien en norme α-hölderienne :

lim sup
ε→0

ε2 lnE2 = lim sup
ε→0

ε2 ln
�

[
exp

(
−G(εb)

ε2

)
�
{εb<Bα(φ0,r)}

]
6 −A(φ0)

2
− r

2
. (2.21)

Pour l’autre terme on utilise les décompositions de φ0 et du pont brownien dans la base de Schauder de
l’espace des fonctions α-hölderiennes sur [0, 1], et on obtient après calculs :

E1 =
�

[
exp

(
−G(εb)

ε2

)
�
{εb∈Bα(φ0,r)}

]
6 exp

(
−A(φ0)

2ε2

)
�

[
exp

(
− t3/2

2ε

∫ a

0
|bs|ds

)]
, (2.22)

où a := sup{0 6 u 6 1 : φ0(u) = xu/
√

t}. Pour obtenir (2.8) à partir de (2.17), (2.21) et (2.22) il reste à
estimer l’espérance de l’expression précédente. On utilise le résultat suivant qui semble avoir un intérêt en
soi :

lim
ε→0

ε2/3 ln
�

[
exp

(
−1
ε

∫ a

0
|bs|ds

)]
=

a′1a

21/3
, ∀0 6 a < 1, (2.23)

où a′1 est le plus grand zéro négatif de la dérivée de la fonction d’Airy Ai (a′1 = −1, 01879297 . . .). L’ar-
gument central de démonstration de (2.23) est l’utilisation de la formule de Kac (voir [7], p. 54 ; voir aussi
certains calculs de [13] et [15]) :

�
∫ ∞

0
e−βt exp

(
−

∫ t

0
|Bs|ds

)
f (Bt)dt = Φ(0)

∫ 0

−∞
Ψ(y) f (y)dy + Ψ(0)

∫ ∞

0
Φ(y) f (y)dy, (2.24)

où Φ et Ψ sont deux solutions de l’équation différentielle homogène − 1
2 w′′(x) + (β + |x|)w(x) = 0 telles

que Φ soit bornée en +∞, Ψ soit bornée en −∞ et ΦΨ′ − Φ′Ψ = 2, et f est une fonction réelle bor-
née à support compact. On peut prouver que Φ(x) = Ψ(−x) = c Ai

(
21/3(β + x)

)
, pour x > 0, où c−2 =

−21/3Ai(21/3β)Ai′(21/3β). La fonction Ai(·) apparaît naturellement car c’est une solution bornée en +∞ de
l’équation −w′′(x) + xw(x) = 0. Pour obtenir (2.23) on doit d’abord conditionner par {Bt = x} (prendre
d’abord f = (1/2δ)

�
]x−δ,x+δ[ dans (2.24) et ensuite faire δ→ 0) et on déduit, après calculs et inversion de la

transformée de Laplace,

�
[
exp

(
−

∫ t

0
|Bs|ds

) ∣∣∣∣∣∣ Bt = x

]
e−x2/2t

t1/2
= − 1

21/3

∑

n>1

Ai(21/3 |x| + a′n)
a′nAi(a′n)

exp

(
a′nt

21/3

)
, (2.25)

où a′n est le n-ième zéro de la dérivée Ai′. Pour éliminer le conditionnement on doit intégrer sur � + par
rapport à x l’égalité (2.25) et on trouve la valeur d’une expression de type

�
[
exp

(
−1
ε

∫ a

0
|bx,a

s |ds

)]

où bx,a est un pont brownien allant de 0 à x sur [0, a] (voir [5], p. 33-35) .
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Revenons au cas d’une valeur quelconque de γ ∈]0, 1[. La 3ème (et dernière) étape de la démonstration
est de nature analytique et repose sur l’étude des solutions de viscosité d’une équation de Hamilton-Jacobi
(voir aussi [2]) :

∂u
∂t
+ H(t, x, u,

∂u
∂x
,
∂2u

∂x2
) = 0, sur U ⊂ � + × � , (2.26)

où H(t, x, u, p, q) est un hamiltonien réel défini sur U × � 3, elliptique : si q < q′ alors H(t, x, u, p, q) 6
H(t, x, u, p, q′). Rappelons qu’une fonction u définie sur U, bornée, semi-continue supérieurement (respecti-
vement semi-continue inférieurement) est une sous-solution (respectivement sur-solution) de viscosité pour
(2.26) si, pour toute fonction ϕ ∈ C2(U; � ) et pour (t0, x0) ∈ U un point de maximum local (respectivement
minimum local) de u − ϕ, on a :

∂ϕ

∂t
(t0, x0) + H(t0, x0, u(t0, x0),

∂ϕ

∂x
(t0, x0),

∂2u

∂x2
(t0, x0) 6 0 ( respectivement > 0).

Soulignons aussi que toute solution classique est une solution de viscosité.
L’idée est basée sur la remarque suivante (voir aussi [14], p. 127) : la fonction

(t, x) 7→ 1
√

2πt
exp(− x2

2t
)

�
[
exp

(
−1

2

∫ t

0
V(Bs)ds

) ∣∣∣∣∣∣ Bt = x

]

est une solution classique de l’équation (∂u/∂t)+Lu = 0 sur ]0,T ]× � ∗. Ici V est le potentiel de l’opérateur
de Schrödinger L (2.11).

En utilisant la deuxième représentation (2.15) de la densité pε(t, x) on peut montrer que la fonction
uε(t, x) := −s(ε) ln pε(t, x) est une solution de viscosité de l’équation de Hamilton-Jacobi sur le domaine
Ωε := {(t, x) : (1 − γ)ε4/(1+γ) < t < T, εs(ε)1/2 < x < {(1 − γ)t}1/(1−γ)} (voir Fig. 2.1) :

∂uε

∂t
+ Hε(t, x, uε,

∂uε

∂x
,
∂2uε

∂x2
) = 0, avec Hε(t, x, u, p, q) := −ε

2

2
q +

ε
4γ

1+γ

2
p2 + xγp − γxγ−1 s(ε). (2.27)

PSfrag replacements

T

{(1 − γ)T }1/(1−γ)

Ω
εΩ

ε s(ε)1/2

solution extrémale

0

F. 2.1 – Domaine pour (2.27).

Une partie technique, qui généralise dans cette situation les idées de [2], est de faire ε tendre vers 0 dans
(2.27). On montre que uε converge vers la solution de viscosité (qui est en fait une solution classique) u0 de
l’équation sur Ω := {(t, x) : 0 < t < T, 0 < x < {(1 − γ)t}1/(1−γ)} :

∂u0

∂t
+ H0(x,

∂u0

∂x
) = 0, avec H0(x, p) = xγp. (2.28)

Le développement (2.16) de la densité pε(t, x) permet de déduire la condition aux limites :

u0(t, 0) = − lim
ε→0

s(ε) ln pε(t, 0) = λ1t. (2.29)

Mais l’unique solution (classique) de (2.28)-(2.29) est u0(t, x) = λ1(t− x1−γ/(1−γ)) et (2.10) est démontrée.
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2.5 Perspectives

Les perspectives ont pour point de départ quelques questions.
Une première question est : serait-il possible de traiter le cas d’une fonction b générale ? On constate

que, bien qu’on ait considéré un cas particulier, le problème reste difficile. Il semble clair que ce cas général
ne peut pas être abordé par les mêmes méthodes. Néanmoins, le résultat de [1] est démontré sous l’hypothèse
(2.3). Peut-on être plus précis ?

Dans [5] les résultats de [4] ont été généralisés au cas où la fonction réelle b satisfait (2.3) ainsi que
l’hypothèse suivante :

il existe 0 < γ < 1 et κ > 0 telles que b′(x) ∼ κγ|x|γ−1 au voisinage de l’origine. (2.30)

Autrement dit, la fonction b a un comportement au voisinage de l’origine qui ressemble beaucoup a celui de
la fonction x 7→ sgn(x)|x|γ.

Par exemple, la deuxième étape de la démonstration décrite au paragraphe §2.4, basée sur les techniques
de grandes déviations, s’applique et on montre qu’il existe une fonction strictement positive k t telle que

lim
ε→0

ε2 ln pε(t, x) = −kt(|x|), si |x| > K−1(t),

où K−1(·) est la fonction réciproque de K(x) :=
∫ x

0
dy
b(y) . De même, par la troisième étape de la démonstration

on montre que
lim
ε→0

s(ε) ln pε(t, x) = λ1(K(|x|) − t), si |x| < K−1(t),

où λ1 est la première valeur propre positive de l’opérateur

L = −1
2

d2

dx2
+

κγ

2|x|1−γ +
κ2|x|2γ

2
.

Une deuxième question naturelle est : la loi de la diffusion Xε satisfait-elle un principe de grandes
déviations ? Une discussion informelle concernant ce problème a été faite dans [8].

La réponse complète est donnée dans [5] (voir aussi [6]) et est basée sur l’étude fine de la densité de Xεt .
On démontre un principe de grandes déviations pour { � ε : ε > 0} dans lequel la vitesse de convergence de

� ε(Γ) dépend de la position du borélien Γ de l’espace des trajectoires par rapport aux solutions extrémales
du système dynamique. D’une façon plus précise, on suppose, en plus de (2.3) et (2.30), que la fonction b
est bornée et strictement croissante. Alors la famille de lois { � ε : ε > 0} satisfait un principe de grandes
déviations, de vitesse ε2 et de fonctionnelle d’action :

IT (φ) =


1
2

∫ T

0
|φ′(s) − b(φ(s))|2ds, si φ ∈ H1

+∞, sinon,

où H1 est l’espace de Cameron-Martin. Évidemment, cette fonctionnelle s’annule sur l’ensemble des solu-
tions du système dynamique (2.2). Donc le principe de grandes déviations ne donne pas d’information sur le
comportement de

� ε(Γ), où Γ est un borélien de l’espace des fonctions réelles continues sur [0,T ] contenant
une solution ϕ de (2.2).

Dans [6] on utilise les résultats de [4] sur le comportement précis de la densité pε(t, x), pour (t, x) situé
entre les deux extrémales, pour décrire le comportement de la diffusion Xε au voisinage d’une solution non
extrémale ϕ de (2.2), sous les mêmes hypothèses que pour le principe de grandes déviations. Pour le cas
particulier b(x) = sgn(x)|x|γ, en utilisant (2.10) on montre que

lim
ε→0

s(ε) ln
�

 sup
t∈[0,T ]

|Xε
t − ϕ(t)| 6 δ

 = λ1

(
|ϕ(T ) + δ|1−γ

1 − γ − T

)
,

pour 0 < δ < {(1 − γ)T }1/(1−γ) − |ϕ(T )|.
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Troisième question : peut-on étudier la situation où la fonction b dépend à la fois de t et de x (système
dynamique non-homogène) ?

Une quatrième question intéressante, mais qui semble difficile, est l’étude du même problème en dimen-
sion supérieure. Remarquons que dans [1] on a étudié seulement le cas de la dimension 1, sans discuter le
cas de la dimension supérieure.

Enfin, une cinquième question : que peut-on dire lorsque le système dynamique est perturbé non par le
mouvement brownien, mais par le mouvement brownien fractionnaire ? On pourrait penser que les avancées
récentes (formules d’Itô et de Girsanov ...) du calcul stochastique par rapport à ce processus seraient des
outils de base pour aborder ce problème.

L’article [4] est cité par [11], [10] et [12].
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Chapitre 3

Formule d’Itô et mouvement brownien
fractionnaire

3.1 Introduction

Une des idées fondamentales du calcul stochastique est la suivante : si X est une semimartingale et si f
est une fonction de classe C2, alors f (X) est une semimartingale et on peut écrire la formule d’Itô.

Il est bien connu que le mouvement brownien fractionnaire {BHt : t > 0} d’indice de Hurst 0 < H < 1,
est une semimartingale si et seulement si H = 1

2 (voir [24], p. 97-98), situation dans laquelle il s’agit du
mouvement brownien standard.

Les questions naturelles sont alors : lorsque H , 1
2 , est-il possible de construire des intégrales stochas-

tiques par rapport au mouvement brownien fractionnaire ? Peut-on écrire une formule de type Itô ?
Il n’est pas difficile de voir que, pour H > 1

2 le mouvement brownien fractionnaire est à variation
quadratique nulle (voir §3.2) donc l’intégrale de Young ([29]) peut être utilisée. Dans la suite on va surtout
considérer le cas H < 1

2 .
Les réponses données constituent quelques premiers pas vers un un calcul stochastique par rapport au

mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H < 1
2 , d’où leur intérêt :

• définition de l’intégrale symétrique (d’ordre m) par rapport au mouvement brownien fractionnaire ;
• étude fine de l’approximation trajectorielle de cette intégrale ;
• démonstration de la formule d’Itô pour le mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst quel-

conque.
L’étude est essentiellement basée sur une analyse gaussienne fine élémentaire, mais aussi sur des outils du
calcul stochastique classique.

Les résultats concernant ces questions ont fait l’objet de trois publications [14], [15] et [16]. Les articles
[15] et [16] font aussi partie de la thèse [19].

3.2 Notations et résultats principaux

Le mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H ∈]0, 1[ est un processus gaussien centré, de
covariance

CH(s, t) =
�

(BHs BHt ) =
1
2

(|s|2H + |t|2H − |s − t|2H), (s, t) ∈ � 2. (3.1)

Ainsi,
�

[|BHt − BHs |2] = |t − s|2H et donc les trajectoires de BH sont hölderiennes de paramètre strictement
inférieur à H.
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Il y a plusieurs approches pour construire des intégrales par rapport au mouvement brownien fraction-
naire(voir [14], p. 1773-1774, [16], p. 782 ou [9] pour des tours d’horizon des différentes approches).

Les travaux [14], [15] et [16] reposent sur une méthode de régularisation introduite par Russo et Vallois
[25] et généralisée comme suit. Pour X et Y deux processus réels continus on introduit :

[X, . . . , X︸   ︷︷   ︸
m fois

](t) := lim
ε→0

prob
1
ε

∫ t

0
(Xs+ε − Xs)

mds la m-variation, (3.2)

∫ t

0
Ysd
−(m)Xs := lim

ε→0
prob

1
ε

∫ t

0
Ys(Xs+ε − Xs)

mds la m-intégrale forward (3.3)

et ∫ t

0
Ysd
◦(m)Xs := lim

ε→0
prob

1
ε

∫ t

0

Ys+ε + Ys

2
(Xs+ε − Xs)

mds la m-intégrale symétrique (3.4)

(les convergences sont en probabilité, les processus admettant des versions continues). Pour m = 1, ces
objets généralisent respectivement la variation quadratique, l’intégrale d’Itô et l’intégrale de Stratonovich,
par exemple, lorsque les processus X et Y sont des semimartingales et lorsque Y est adapté. Dans le cas
m = 1 on omettra l’indice m dans les notations et dans les dénominations.

Dans [26] est démontré le résultat suivant : l’intégrale forward
∫ t

0
f ′(Xs)d−Xs existe pour toute fonction

f ∈ C2( � ; � ) si et seulement si X admet une 2-variation et dans ce cas la formule d’Itô suivante a lieu :

f (Xt) = f (X0) +
∫ t

0
f ′(Xs)d

−Xs +
1
2

∫ t

0
f ′′(Xs)d[X, X]s, t ∈ � . (3.5)

C’est un calcul élémentaire pour voir que le mouvement brownien fractionnaire BH admet une 2-variation
si et seulement si H > 1

2 (nulle si H > 1
2 ), donc (3.5) s’applique, pour toute fonction f ∈ C2( � ; � ). Sous

les mêmes hypothèses, H > 1
2 et f ∈ C2( � ; � ), l’intégrale symétrique

∫ t

0 f ′(Xs)d◦Xs existe et la formule
d’Itô-Stratonovich a lieu :

f (BHt ) = f (BH0) +
∫ t

0
f ′(BHs ) d◦BHs , t ∈ � (3.6)

(voir aussi [3] ou [21] pour une approche basée sur l’opérateur divergence lorsque H > 1
2 ; voir aussi [12]).

En fait, si H < 1
2 il n’est pas possible de montrer directement l’existence de l’intégrale symétrique. On

peut voir que si H > 1
4 le mouvement brownien fractionnaire admet une 4-variation. Cette idée est la base

de la démonstration d’un 1er résultat :

si H > 1
4 et si f ∈ C4( � ; � ) alors

∫ t

0 f ′(BHs ) d◦BHs existe et (3.6) a lieu (3.7)

(lorsque H > 1
4 ce résultat a été obtenu indépendamment dans [1] par des techniques de calcul de Malliavin ;

voir aussi [2] et [21]).
On est tenté de poser la question suivante : pour quelles valeurs de H la formule (3.6) reste vraie ? On

approche la réponse à cette question en deux temps. Dans un premier temps on montre que :

(3.6) n’a pas lieu pour H < 1
6 . (3.8)

En effet, par un calcul simple on trouve :

(BHt )3 = (BH0)3 + 3
∫ t

0
(BHs )2d◦BHs −

1
2

[BH, BH, BH](t), t ∈ � ,

où l’intégrale symétrique existe si et seulement si la 3-variation [BH, BH, BH] existe. Encore une fois, on peut
facilement voir que si H > 1

3 , la 3-variation de BH existe. En fait, on peut prouver que ([14], p. 1780) :

si H > 1
6 alors la 3-variation [BH, BH, BH] existe. (3.9)
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Montrons que si H < 1
6 alors la 3-variation [BH, BH, BH] n’existe pas. Supposons le contraire, à savoir que,

lorsque ε → 0, 1
ε

∫ t

0 (BHs+ε − BHs )3ds converge en probabilité vers une variable aléatoire ξ. On en déduit que,
lorsque ε→ 0,

ε
1
2−3H 1

ε

∫ t

0
(BHs+ε − BHs )3ds = (1/

√
ε)

∫ t

0

(
(BHs+ε − BHs )/εH

)3
ds

converge en loi vers 0. Cela contredit le fait que la même quantité converge en loi vers
√

c3,Ht g, avec g une
variable gaussienne standard et c3,H , 0 une constante explicite. En effet, il s’agit d’un cas particulier du
2ème résultat central :

si H 6 1
2 et si m > 3 est un entier impair alors, lorsque ε→ 0,

{(1/
√
ε)

∫ t

0

(
(BHs+ε − BHs )/εH

)m
ds : t > 0} loi−→{√cm,H βt : t > 0}.

(3.10)

Ici {βt : t > 0} est un mouvement brownien standard et cm,H , 0 est une constante explicite. Dans un second
temps on prouve le 3ème résultat important ([16], p. 795) :

si H > 1
6 et si f ∈ C6( � ; � ) alors

∫ t

0 f ′(BHs ) d◦BHs existe et (3.6) a lieu (3.11)

(le même résultat a été obtenu simultanément et indépendamment dans [9] en utilisant d’autres techniques
comme la dérivation fractionnaire et le calcul de Malliavin ; voir aussi [7] et [8]).

Pour franchir la barrière 1
6 on introduit une nouvelle classe d’intégrales. Pour un entier m > 1 et une

probabilité ν sur [0, 1] on définit la ν-intégrale d’ordre m de g(X) par rapport à un processus continu X :
∫ t

0
g(Xs) dν,mXs := lim

ε→0
prob

1
ε

∫ t

0
ds (Xs+ε − Xs)

m
∫ 1

0
ν(dα) g(Xs + α(Xs+ε − Xs)). (3.12)

Ces intégrales ont été déjà introduites dans [28] mais pour m = 1 et X une semimartingale. On retrouve,
pour Y = g(X), les m-intégrales forward et symétrique, (3.3) et (3.4), en prenant, respectivement ν = δ0

et ν = (1/2)(δ0 + δ1). La m-variation (3.2) de X s’obtient en prenant simplement g ≡ 1. Quand ν est une
probabilité symétrique (c’est-à-dire, invariante par l’application t 7→ 1−t) cette intégrale est la généralisation
naturelle de la m-intégrale symétrique. Précisons que la δ1/2 -intégrale symétrique joue un rôle central (voir
la relation (3.27) au paragraphe suivant).

Avec ces outils on peut écrire un développement d’Itô général (4ème résultat) :

si `, n > 1 sont deux entiers, si ν est symétrique telle que ses moments d’ordre (2 j) valent 1/(2 j + 1),
j = 1, . . . , ` − 1, si X admet une (2n)-variation et si f ∈ C2n( � ; � ), alors

f (Xt) = f (X0) +
∫ t

0
f ′(Xs)d

ν,1Xs +

n−1∑

j=`

kν`, j

∫ t

0
f (2 j+1)(Xs)d

δ1/2 ,2 j+1Xs, t ∈ � ,

où la somme sera nulle si ` > n − 1 (kν`, j sont des constantes explicites).
(3.13)

L’égalité s’entend au sens suivant : si toutes les intégrales sauf une existent, alors la dernière existe aussi.
Ce résultat repose sur un développement de Taylor et a un caractère plutôt “déterministe”. Son intérêt réside
dans son application au mouvement brownien fractionnaire.

D’abord, on peut faire le tour de la question d’existence des ν-intégrales par rapport au mouvement
brownien fractionnaire ([16], p. 793-794). Par exemple, pour

∫ t

0 g(BHs ) dν,2nBHs (n > 1 entier), il suffit de voir
que, lorsque ε→ 0,

1
ε

∫ t

0
ds (BHs+ε − BHs)2n

∫ 1

0
ν(dα) g(BHs + α(BHs+ε − BHs )) ' ε2nH−1µ2n

∫ t

0
g(BHs )ds presque sûrement,
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uniformément en t sur tout compact. Ici et ailleurs µ2n note le moment d’ordre (2n) d’une variable gaussienne
standard g. Cet équivalent s’obtient pour f (x) = x2n à partir du 5ème résultat :

pour tout H, pour Y processus continu et pour f : � → � polynomiale

lim
ε→0

∫ t

0
Ys f (

BHs+ε − BHs
εH

)ds =
� [

f (g)
] ∫ t

0
Ysds, presque sûrement,

uniformément en t sur tout compact.
(3.14)

Notons aussi le résultat suivant d’existence ([16], p. 794) :

si (2n + 1)H >
1
2

et si g ∈ C( � ; � ) alors
∫ t

0
g(BHs ) dδ1/2 ,2`+1BHs existe et s’annule pour tous les entiers

` > n (n > 1 entier).
(3.15)

Par exemple, si H > 1
6 , les intégrales

∫ t

0
g(BHs ) dδ1/2 ,`BHs existent et s’annulent pour tout entier impair ` > 3. Si

on combine ce résultat au développement d’Itô (3.13) on trouve la première partie du 6ème résultat central :

si H > 1
6 et si f ∈ C6( � ; � ) alors

∫ t

0
f ′(BHs ) dν,1BHs existe pour toute ν symétrique et

f (BHt ) = f (BH0) +
∫ t

0
f ′(BHs ) dν,1BHs , t ∈ � .

(3.16)

De plus, pour un entier r > 2,

si (2r + 1)H >
1
2

et si f ∈ C4r+2( � ; � ) alors
∫ t

0
f ′(BHs ) dν,1BHs existe pour toute ν symétrique et

f (BHt ) = f (BH0) +
∫ t

0
f ′(BHs ) dν,1BHs , t ∈ �

pourvu que les moments d’ordre (2 j), j = 1, . . . , r − 1, de ν valent 1/(2 j + 1).
(3.17)

On peut trouver des exemples de probabilités ν pour lesquelles (3.17) s’applique, leur forme étant liée à
la formule de Newton-Côtes. Ainsi, pour r > 2 on peut prendre ([16], p.795)

ν =

2r−2∑

j=0

a jδ j/(2r−2), où a j =

∫ 1

0

∏

k, j

(2r − 2)α − k
j − k

dα. (3.18)

Par exemple, si r = 2 il suffit de choisir ν = (1/6)(δ0 + 4δ1/2 + δ1) (liée à la formule de Simpson) et la
formule d’Itô (3.17) s’applique pour H > 1

10 et f ∈ C10( � ; � ). Enfin, si H ∈]0, 1[ est quelconque fixé,
on choisit l’entier r > (1 − 2H)/(4H), la mesure ν et on applique (3.17) pour une fonction f suffisamment
régulière (voir aussi [5], [9] et [11] pour d’autres approches du problème de la construction d’une intégrale
par rapport au mouvement brownien fractionnaire et l’obtention de la formule d’Itô, pour tous les indices de
Hurst H ∈]0, 1[).

3.3 Autres résultats

Ce paragraphe contient quelques résultats connexes au précédents obtenus dans [14], [15] et [16] concer-
nant la généralisation de la covariation, la décomposition d’une ν-intégrale ainsi que des résultats d’approxi-
mation au premier et second ordre des m-intégrales.
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La m-variation est un cas particulier de la m-covariation d’un vecteur (X1, . . . , Xm) de processus réels
continus :

[X1, . . . , Xm](t) := lim
ε→0

prob
1
ε

∫ t

0
(X1

s+ε − X1
s ) . . . (Xm

s+ε − Xm
s )ds. (3.19)

Nous analysons les conditions d’existence et les relations avec les m-intégrales (3.3). Par exemple, pour un
entier n > 1 :

[Y, X, . . . , X︸      ︷︷      ︸
2n

](t) =
∫ t

0
Ysd
+(2n−1)Xs −

∫ t

0
Ysd
−(2n−1)Xs, (3.20)

où la m-intégrale backward est définie par

∫ t

0
Ysd
+(m)Xs := lim

ε→0
prob

1
ε

∫ t

0
Ys+ε(Xs+ε − Xs)

mds. (3.21)

Notons que : ∫ t

0
Ysd
◦(m)Xs =

1
2

[∫ t

0
Ysd
+(m)Xs +

∫ t

0
Ysd
−(m)Xs

]
. (3.22)

Pour le mouvement brownien fractionnaire on peut montrer que ([14], p. 1785 et [16], p. 794), pour un
entier n > 1 et pour g ∈ C1( � ; � ) :

[g(BH), BH, . . . , BH︸               ︷︷               ︸
2n

](t) = µ2n

{ ∫ t

0
g′(BHs )ds, si 2nH = 1

0, si 2nH > 1,
(3.23)

et ([16], p. 794) si g ∈ C2n−1( � ; � ) :

[g(BH), BH, . . . , BH︸               ︷︷               ︸
2n

](t) = −2
∫ t

0
g(BHs ) d−(2n−1) BHs = 2

∫ t

0
g(BHs ) d+(2n−1) BHs , si H >

1
2n

. (3.24)

De plus, à partir de (3.24) on peut voir que si H > 1
2n , la (2n)-covariation [g(BH), BH, . . . , BH] existe, pour

toute fonction g localement bornée.
Pour n = 2 et H = 1

4 nous déduisons de (3.23) que, pour toute fonction g localement bornée,

[g(B1/4), B1/4, B1/4, B1/4](t) = −3
∫

�
g(a)(L1/4

t )′(a)da. (3.25)

où L1/4
t (a) est le temps local en a du mouvement brownien fractionnaire B1/4 ([14], p. 1786). L’application

a 7→ L1/4
t (a) est une fonction absolument continue (cette propriété est vraie lorsque H < 1

3 ). (3.25) est une
généralisation de l’identité de Bouleau-Yor pour le temps local brownien :

[g(B1/2), B1/2](t) = −
∫

�
g(a)L1/2

t (da). (3.26)

Concernant les ν-intégrales, nous avons déjà signalé l’importance de la δ1/2 -intégrale : si ν est une pro-
babilité sur [0, 1] symétrique, si g ∈ Ck( � ; � ) et si X admet une (2n)-variation (k + m > 2n), alors

∫ t

0
g(Xs) dν,mXs =

[
k−1

2

]
∑

i=0

ν0
2i

(2i)!

∫ t

0
g(2i)(Xs) dδ1/2 ,m+2iXs + Rt, t ∈ � , (3.27)

23

te
l-0

00
11

82
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
M

ar
 2

00
6



où ν0
j =

∫ 1
0

((1/2) − α) j ν(dα) et Rt = (−1)k(ν0
k/k!)

∫ t

0 g(k)(Xu)d[X, . . . , X]s, si k + m = 2n et Rt = 0 si
k + m > n ([16], p. 789). Par exemple, si X admet une 6-variation (c’est le le cas du mouvement brownien
fractionnaire avec H > 1

6 ) et si g ∈ C4( � ; � ) alors :

∫ t

0
g(BHs )d◦(3)BHs =

∫ t

0
g(BHs )dδ1/2 ,3BHs +

1
8

∫ t

0
g′′(BHs )dδ1/2 ,5BHs

et
∫ t

0
g(BHs )d◦(5)BHs =

∫ t

0
g(BHs )dδ1/2 ,5BHs . (3.28)

Enfin, nous allons répondre à deux autres questions naturelles. Est-il possible d’avoir convergence
presque sûre dans (3.3) et (3.4) ? Pour le cas du mouvement brownien fractionnaire on a déjà énoncé (3.14)
qui mène à la réponse de cette question pour f (x) = x2n (voir aussi [17]). Si f (x) = x2n+1 la limite en (3.14)
est nulle. Est-il possible de changer de normalisation pour obtenir une limite non nulle ? On a déjà énoncé
(3.10) comme réponse à cette question pour le mouvement brownien fractionnaire avec H < 1

2 (voir [27]
pour H > 1

2 ). Soulignons qu’un autre intérêt des résultats (3.14) et (3.10) est que les convergences obtenues
sont en tant que processus.

Comme applications de (3.14) nous montrons que les intégrales forward et symétrique suivantes peuvent
être définies trajectoire par trajectoire ([15], p. 5) :

si H > 1
2 et g ∈ C1( � ; � ) alors

∫ t

0
g(BHs )d−BHs existe presque sûrement (3.29)

et
si H > 1

3 et g ∈ C2( � ; � ) alors
∫ t

0
g(BHs )d◦BHs existe presque sûrement. (3.30)

Dans [30] on introduit une intégration trajectorielle par rapport au mouvement brownien fractionnaire
des processus ayant régularité γ-hölderienne, avec γ > 1 − H. De plus, quand l’intégrant est g(BHt ), les
hypothèses forcent H > 1

2 (voir [30], p. 354). Ainsi (3.29)-(3.30) constituent une amélioration des résultats
dans [30].

Par ailleurs, un lien entre l’intégrale symétrique et l’intégrale de type Skorokhod peut être établi (voir
[1]) : ∫ t

0
g(BHs )d◦BHs =

∫ t

0
g(BHs )δBHs + H

∫ t

0
g′(BHs )s2H−1ds. (3.31)

Le deuxième terme dans le membre de droite de cette égalité est la limite presque sûre, quand ε→ 0, de

1
2ε

∫ t

0
g′(BHs )[CH(s, (s + ε) ∧ t) −CH(s, (s − ε) ∨ 0)]ds.

Ainsi, par (3.30) et (3.31) on voit que l’intégrale de type Skorokhod peut être définie trajectoire par trajec-
toire pour H > 1

3 .
Enfin, remarquons qu’on peut prouver des résultats semblables pour des martingales (autrement dit,

pour des processus qui ne sont pas nécessairement gaussiens). On note {F t : t > 0} la filtration canonique
du mouvement brownien standard B = B1/2. Soit la martingale Zt = Z0 +

∫ t

0 σ(Bs)dBs, σ ∈ C2( � ; � ). On a
([15], p. 4) :

pour un processus continu Y et pour f : � → � polynomiale

lim
ε→0

∫ t

0
Ys f (

Zs+ε − Zs√
ε

)ds =
∫ t

0
Ys

� [
f (gσ(Bs))|Fs

]
ds presque sûrement,

uniformément en t sur tout compact,
(3.32)
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et ([15], p. 6)

si m > 3 est un entier impair alors, lorsque ε→ 0,

{(1/
√
ε)

∫ t

0
((Zs+ε − Zs)/

√
ε)mds : t > 0} loi−→{

∫ t

0
σ(β(1)

s )md(κ1β
(1)
s + κ2β

(2)
s ) : t > 0}.

(3.33)

Ici on a noté par g une variable aléatoire gaussienne standard, par {(β(1)
t ,β

(2)
t ) : t > 0} un mouvement

brownien bidimensionnel standard et par κ1, κ2 deux constantes. Ces résultats (voir aussi [4] et [6]) sont
de même type que (3.14), respectivement (3.10) et, une fois de plus, il s’agit de convergences en tant que
processus. Comme précédemment en (3.29), on peut déduire que ([15], p. 5) :

si g ∈ C1( � ; � ) alors l’intégrale d’Itô
∫ t

0
g(Zs)dZs existe presque sûrement. (3.34)

3.4 Quelques idées de démonstration

Donnons les idées des démonstrations des principaux résultats 1-6 décrits au paragraphe §3.2. Pour
obtenir (3.7) on écrit, en utilisant le développement de Taylor :

1
ε

∫ t+ε

t
f (BHs )ds − 1

ε

∫ ε

0
f (BHs )ds =

1
ε

∫ t

0

f ′(BHs+ε) + f ′(BHs )

2
(BHs+ε − BHs )ds

− 1
12ε

∫ t

0

f (3)(BHs ) + f (3)(BHs+ε)

2
(BHs+ε − BHs )3ds +

1
ε

∫ t

0
J(BHs , B

H
s+ε)(B

H
s+ε − BHs )4ds, (3.35)

où J(a, b) = (1/24)
∫ 1

0
(4λ3 − 6λ2 + 1)( f (4)(λa + (1 − λ)b) − f (4)(a))dλ. Si on peut passer à la limite dans

(3.35), alors on trouve

f (BHt ) = f (BH0) +
∫ t

0
f ′(BHs )d◦BHs −

1
12

∫ t

0
f (3)(BHs )d◦(3)BHs , t ∈ � , (3.36)

ce qui donne (3.6) dès qu’on montre que la 3-intégrale symétrique est nulle. Le membre de gauche de (3.35)
converge, lorsque ε → 0, vers f (BHt ) − f (BH0). Le troisième terme du membre de droite de (3.35) converge
vers zéro en utilisant l’existence de la 4-variation de BH, ainsi que le fait que sups∈[0,t] J(BHs , B

H
s+ε) → 0

en probabilité, quand ε → 0. Pour terminer la démonstration de (3.7) on doit montrer que la 3-intégrale
symétrique existe et s’annule. Nous montrons que si 1

4 < H <
1
3 les 3-intégrales forward (3.3) et backward

(3.21) existent et s’annulent. Si H = 1
4 les 3-intégrales forward et backward ne s’annulent pas en général,

mais ∫ t

0
g(BHs )d−(3)BHs = −

∫ t

0
g(BHs )d+(3)BHs = −

3
2

∫ t

0
g′(BHs )ds.

La dernière égalité a lieu pour g ∈ C1( � ; � ). Dans tous les cas (3.22) donne la conclusion.
La démonstration de l’existence et des propriétés des 3-intégrales forward et backward (moments, ré-

gularité des trajectoires, valeurs) est technique, mais élémentaire ([14], §5). Elle repose sur le caractère
gaussien du mouvement brownien fractionnaire, ainsi que sur sa propriété d’autosimilarité d’indice H : pour
tout c > 0, le processus {BHct : t > 0} a la même loi que le processus {cHBHt : t > 0}. L’idée centrale est de
montrer que la famille de variables aléatoires {(1/ε)

∫ t

0
g(BHs )(BHs+ε − BHs )3ds : ε > 0} est de Cauchy dans

L2(Ω). Quelques calculs formels compliqués ont été effectués avec des procédures Maple ([14]).
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Le même type d’argument s’applique pour obtenir (3.11). Ainsi, pour H > 1
6 , on déduit le développement

suivant :

1
ε

∫ t+ε

t
f (BHs )ds − 1

ε

∫ ε

0
f (BHs )ds =

1
ε

∫ t

0

f ′(BHs+ε) + f ′(BHs )

2
(BHs+ε − BHs)ds

− 1
12ε

∫ t

0
f (3)

(
BHs + BHs+ε

2

)
(BHs+ε − BHs )3ds − 1

480ε

∫ t

0
f (5)

(
BHs + BHs+ε

2

)
(BHs+ε − BHs )5ds

+
1
ε

∫ t

0
J̃(BHs , B

H
s+ε)(B

H
s+ε − BHs )4ds, (3.37)

où J̃ ∈ C( � 2; � ) satisfait J̃(a, a) = 0 (en écrivant un développement de Taylor à l’ordre 6). Si on admet
(3.15), pour H > 1

6 , les intégrales
∫ t

0 f (3)(BHs )dδ1/2 ,3BHs et
∫ t

0 f (5)(BHs )dδ1/2 ,5BHs existent et s’annulent. Quand
ε→ 0, on trouve, par (3.37) :

f (BHt ) = f (BH0) +
∫ t

0
f ′(BHs )d◦BHs −

1
12

∫ t

0
f (3)(BHs )dδ1/2 ,3BHs −

1
480

∫ t

0
f (5)(BHs )dδ1/2 ,5BHs

= f (BH0) +
∫ t

0
f ′(BHs )d◦BHs , t ∈ � . (3.38)

Notons que, pour H > 1
6 , un développement de Taylor à l’ordre 6 du même type que (3.35) conduit, à

f (BHt ) = f (BH0) +
∫ t

0
f ′(BHs )d◦BHs −

1
12

∫ t

0
f (3)(BHs )d◦(3)BHs +

1
120

∫ t

0
f (5)(BHs )d◦(5)BHs , t ∈ � , (3.39)

et, par (3.38), on déduit que la somme des deux derniers termes est nulle. En fait les deux derniers termes
au membre de droite de (3.39) sont nuls par (3.28) et (3.15).

Pour obtenir (3.13) on pousse le développement de Taylor à l’ordre 2n, sous l’hypothèse de régularité
de f . Cette démonstration ([16], §5) constitue une amélioration de la démonstration donnée auparavant dans
[14], §5.

Comme précédemment, la démonstration de (3.15), c’est-à-dire de l’existence et de l’annulation des
δ1/2-intégrales symétriques

∫ t

0 g(BHs ) dδ1/2 ,mBHs , pour 1
2m < H 6 1

m et m > 3 un entier impair, repose sur une
analyse de la structure de la fonction covariance CH du mouvement brownien fractionnaire ([16], §5). Cette
analyse gaussienne est différente et plus fine que celle utilisée dans la démonstration ([14], §5) de (3.7).
Le pas fondamental est la démonstration de la convergence vers zéro dans L2(Ω) de la famille de variables
aléatoires {(1/ε)

∫ t

0
g((BHs+ε + BHs )/2)(BHs+ε − BHs )mds : ε > 0}.

Nous allons donner les idées de démonstration de (3.10) et (3.14) (mais aussi de (3.33) et (3.32)). Pour
l’approximation au premier ordre, (3.14) et (3.32), on commence par démontrer la convergence dans L2(Ω).
Ensuite on utilise un argument de type Borel-Cantelli, ainsi que la régularité Hölder des trajectoires étudiées.
En fait, avec cette démarche on démontre le critère général suivant ([15], p. 7) :

pour f polynomiale et pour {Wt : t > 0} un processus à trajectoires γ-hölderiennes soit

W ( f )
ε (t) =

∫ t

0
f (

Ws+ε −Ws

εγ
)ds; s’il existe {Vt : t > 0} processus continu à variation bornée

tel que, ‖W ( f )
ε (t) − Vt‖2L2(Ω) = O(εα), ε→ 0, α > 0 alors, pour tout processus {Yt : t > 0}

continu, lim
ε→0

∫ t

0
YsdW ( f )

ε (s) =
∫ t

0
YsdVs, presque sûrement, uniformément en t sur tout compact.

(3.40)
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L’application de ce critère est technique : pour le cas du mouvement brownien fractionnaire on se sert de
son caractère gaussien, tandis que pour le cas des martingales on utilise le calcul stochastique.

Passons à la démonstration de l’approximation au second ordre (3.10). Par l’autosimilarité du mouve-
ment brownien fractionnaire il suffit d’étudier la convergence en loi du processus MT (t) = T−1/2

∫ tT

0 (BHs+1 −
BHs )mds, lorsque T → ∞.

Illustrons la démarche pour le mouvement brownien B = B1/2. Par des applications successives de la
formule d’Itô (classique) et de la version stochastique du théorème de Fubini (voir [23], p. 175) on écrit

MT (t) comme
∫ tT

0 RT (s)dBs plus un reste qui tend vers zéro dans L2(Ω). On commence par vérifier que

limT→∞
∫ tT

0 RT (s)2ds = cst t, d’où, par le théorème de Dubins-Schwarz, on déduit que MT (·) →
√

cstβ·,
quand T → ∞, au sens de la convergence en loi des marginales de rang fini. On termine en validant un
critère de tension.

Lorsqu’on passe au cas du mouvement brownien fractionnaire d’indice 0 < H < 1
2 des nouvelles diffi-

cultés techniques apparaissent. On utilise la représentation du mouvement brownien fractionnaire de type
moyenne mobile BHt =

∫ t

0 KH(s, t)dBs et le calcul stochastique d’Itô classique, pour mettre en place le pro-
gramme décrit ci-dessus. On souligne que le noyau KH(s, t) est essentiellement de la forme (s− t)H−(1/2) (voir
[2], p. 122), donc singulier pour s = 0 ainsi que pour s = t, d’où les difficultés techniques.

Enfin, pour démontrer (3.33) on suit une démarche semblable. On utilise, en plus des résultats clas-
siques de calcul stochastique (entre autres, la version asymptotique du théorème de Knight, [23], p. 524), un
théorème de convergence en loi pour des intégrales stochastiques obtenu dans [18], p. 125.

3.5 Perspectives

Une fois de plus les perspectives sont basées sur des questions.
Une première question naturelle générale est : peut-on appliquer le calcul stochastique développé jusque-

là pour étudier des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement brownien fraction-
naire ? Une réponse à cette question est donnée dans [19] (voir aussi [20]) : après avoir étendu la notion
d’intégrale de Newton-Côtes et la formule d’Itô à des processus de la forme (BHt ,Vt), où {Vt : t > 0} est
une processus à variation bornée, on étudie la notion de solution de l’équation différentielle stochastique
dXt = σ(Xt)dBHt + b(Xt)dt. L’existence et unicité d’une telle solution est démontrée et des schémas d’ap-
proximation numérique de la solution sont donnés.

Voici encore quelques questions issues de ces travaux :
• Est-il possible d’appliquer les mêmes méthodes pour un processus gaussien général ? La réponse est

sans doute positive. Il s’agit en fait de décrire des conditions qui doivent être satisfaites par la fonction
de covariance d’un tel processus. Soulignons, néanmoins que, dans le cadre du mouvement brownien
fractionnaire plusieurs des résultats précédents expriment des conditions nécessaires et suffisantes en
termes de l’indice de Hurst (qui caractérise la régularité des trajectoires). Ce fait remarquable semble
hors d’atteinte pour un processus gaussien général.
• On a vu dans (3.9) que la 3-variation [BH, BH, BH] existe si H > 1

6 et elle n’existe pas si H < 1
6 . Que se

passe-t-il pour H = 1
6 ? Par (3.10) on sait seulement que (1/ε)

∫ t

0
(B1/6

s+ε − B1/6
s )3ds converge en loi vers

une variable aléatoire gaussienne.
• Par (3.11) on sait que l’intégrale symétrique

∫ t

0 g(BHs )d◦BHs existe pour H > 1
6 et par (3.29) on sait

qu’elle existe presque sûrement pour H > 1
3 . A-t-on existence presque sûre pour H ∈] 1

6 ,
1
3 [ ?

• Que peut-on dire de l’existence de la limite en loi de

1
√
ε

[
1
ε

∫ t

0

g(BHs+ε) + g(BHs )

2
(BHs+ε − BHs )ds −

∫ t

0
g(BHs )d◦BHs

]
quand ε→ 0 ?
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• Peut-on démontrer un résultat de type Bouleau-Yor pour le mouvement brownien fractionnaire d’in-
dice H = 1

2n ? La réponse à cette question est sûrement positive et la démonstration devrait reposer sur
les relations (3.23)-(3.24) pour la (2n)-covariation [g(BH), BH, . . . , BH].

• Est-il possible de prouver un résultat de type formule d’Itô-Tanaka avec les mêmes outils ?
• Peut-on traiter le cas du mouvement brownien fractionnaire de dimension supérieure à 1 par la même

approche ?
L’article [16] (qui est le prolongement naturel de [14] mais qui repose aussi sur [15]) est cité par plusieurs

auteurs (on a déjà souligné [7] et [9], mais aussi [22]). [14] est cité par [9],[10] et [13].
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Chapitre 4

Convolution stochastique en dimension
infinie

4.1 Introduction

On considère l’équation de la chaleur stochastique linéaire avec un bruit blanc espace-temps additif



(∂X/∂t)(t, x) = (∂2X/∂x2)(t, x) + (∂2W/∂x∂t)(t, x), sur ]0,T [×]0, 1[
X0 = 0, sur [0, 1]
Xt(0) = Xt(1) = 0, sur [0,T ],

(4.1)

ou dans sa forme d’évolution sur l’espace de Hilbert H = L2([0, 1]; � ), avec des conditions Dirichlet au
bord

dXt = ∆Xt dt + dWt, t ∈]0,T ], X0 = 0. (4.2)

Ici ∆ = ∂2/∂x2 est l’opérateur de Laplace sur [0, 1] avec des conditions Dirichlet au bord. Le processus
{Xt : t > 0}, à valeurs dans H, est la solution mild de (4.2) ou la convolution stochastique du mouvement
brownien cylindrique {Wt : t > 0} avec le semigroupe associé à l’opérateur ∆ :

Xt =

∫ t

0
e(t−s)∆dWs, t ∈ [0,T ]. (4.3)

Le but de cette étude est d’obtenir des formules de type Itô et Tanaka lorsqu’on veut décrire l’évolution
de t 7→ F(Xt) pour des classes assez larges de fonctionnelles F. Il s’agit d’un premier pas dans une direction
assez peu explorée de la théorie des équations aux dérivées partielles stochastiques. Cette étude est inspirée
des développements récents du calcul stochastique par rapport au mouvement brownien fractionnaire de
dimension 1. L’intérêt de ce travail est que ces idées sont adaptés au cadre de la dimension infinie.

Les résultats sont contenus dans la publication [7].

4.2 Cadre et résultats

Soit {en : n > 1} la base orthonormée trigonométrique de l’espace H, en(x) =
√

2 sin(nπx), x ∈ [0, 1],
n > 1 et notons que la décomposition spectrale de l’opérateur est ∆en = −λnen, où les valeurs propres sont
λn := (πn)2, n > 1.

Le mouvement brownien cylindrique est, par définition, la série Wt =
∑

n>1 Wn
t en, où {Wn : n > 1} est

une suite de mouvements browniens linéaires standards. Bien que Wt < H, la famille de variables aléatoires
gaussiennes {W (y)

t =
∑

n>1〈en, y〉H : y ∈ H}, est bien définie et satisfait
�

[W(y)
t W (z)

t ] = (t ∧ s)〈y, z〉H .
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On rappelle que l’intégrale dans (4.3) est bien définie car il suffit ([6], p. 119) de remarquer que la
norme Hilbert-Schmidt ‖es∆‖HS ' cst.s−1/2, lorsque s → 0. Le processus solution X vit dans H et admet la
décomposition suivante dans la base {en : n > 1} :

Xt =
∑

n>1

Xn
t en, où Xn

t :=
∫ t

0
e−λn(t−s)dWn

s , n > 1, t ∈ [0,T ], (4.4)

où {Xn : n > 1} est une suite de processus d’Ornstein-Uhlenbeck indépendants. En effet le processus X
existe à valeurs dans H car

� [
|Xt |2H

]
=

∑

n>1

∫ t

0
e−2λn(t−s)ds 6

∑

n>1

1
2λn

< ∞.

Décrivons quelques propriétés simples mais importantes de la solution X. D’une part X est un pro-
cessus de Markov, mais aussi un processus gaussien centré, avec l’opérateur de covariance donné par

� [〈Xs, y〉H〈Xt, z〉H
]
= 〈CX(s, t)y, z〉H et explicite. Précisément, dans la même base orthonormée :

CX(s, t)n,n = (1/2λn)e−λn(s∨t) sinh(λn(s ∧ t)), s, t ∈ [0,T ]. (4.5)

D’autre part, X est une limite d’une suite de semimartingales X (N)
t =

∑
16n6N Xn

t en, mais X n’est pas une
semimartingale. Par exemple, en utilisant (4.4) on peut montrer qu’il existe deux constantes positives c1 < c2

telles que
c1|t − s|1/2 6 � [

|Xt − Xs|2H
]
6 c2|t − s|1/2, ∀t, s ∈ [0,T ]. (4.6)

Ainsi la trajectoire t 7→ Xt est hölderienne de tout indice plus petit que 1
4 .

Pour obtenir une formule de type Itô on a plusieurs possibles stratégies, basées sur les propriétés du
processus X.

Une approche de type markovien serait basée sur la décomposition de type Fukushima F(X t) = Mt +Nt,
où M est une martingale locale et N est un processus à variation quadratique nulle (ou d’énergie zéro). Mis
à part l’existence de cette décomposition, on ne connaît pas bien les propriétés des processus M et N.

Une approche de type semimartingale serait la suivante : on peut écrire, pour une fonction F N : � N → �
de classe C2 :

FN(X(N)
t ) = FN(0) +

∑

16n6N

∫ t

0
∂xn FN(X(N)

s )dX(N)
s +

1
2

∫ t

0
Tr(F′′N(X(N)

s )ds, t ∈ [0,T ].

Ici l’intégrale stochastique est au sens d’Itô. En faisant N → ∞, on peut déduire une formule de type Itô
pour des fonctionnelles F = limN→∞ FN telles que Tr(F′′) soit bornée. Toutefois, lorsqu’on veut obtenir une
formule de type Tanaka, les fonctionnelles typiques auxquelles on aurait besoin d’appliquer la formule d’Itô
sont F : H → � de la forme :

F(`) =
∫ 1

0
f (`(x))ϕ(x)dx, f ∈ C2

b( � ; � ), ϕ ∈ L∞(]0, 1[; � ), ` ∈ H. (4.7)

Cette fonctionnelle, bien que de classe C2 ayant les deux premières dérivées bornées, a une dérivée seconde
qui n’est pas à trace.

Nous avons utilisé le caractère gaussien du processus X. Grâce à l’effet régularisant du semigroupe
associé à ∆, Tr(e2s∆) ' cst.s−1/2, quand s → 0, la formule de type Itô qu’il est possible de démontrer est
valide pour une classe plus large de fonctionnelles :

pour toute F : H → � de classe C2 ayant les deux premières dérivées bornées,

F(Xt) = F(0) +
∫ t

0
〈F′(Xs), δXs〉 +

1
2

∫ t

0
Tr(e2s∆F′′(Xs))ds, t ∈ [0,T ].

(4.8)
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Ici
∫ t

0 〈F
′(Xs), δXs〉 est une intégrale de type Skorokhod par rapport au processus gaussien X qui sera définie

au paragraphe suivant (voir (4.14)).
Le deuxième résultat central est une formule de type Tanaka pour le processus X. La fonctionnelle

typique que nous considérons est Fϕ : H → � définie par Fϕ(`) =
∫ 1

0 |`(x)|ϕ(x)dx, où ϕ ∈ Cc(]0, 1[; � ),

` ∈ H. On peut voir que, pour `, `′ ∈ H, [F′ϕ(`)]( ˜̀) =
∫ 1

0 sgn(`(x))ϕ(x) ˜̀(x)dx et on démontre que

Fϕ(Xt) =
∫ t

0
〈F′ϕ(Xs), δXs〉 +

1
2

∫ t

0

∫ 1

0
δ0(Xs(x)) G2s(x, x)ϕ(x)dx ds. (4.9)

Ici {Gt(x, y) : t > 0, x, y ∈ [0, 1]} est le noyau de la chaleur de type Dirichlet sur [0, 1]

Gt(x, y) =
1

(4πt)1/2

∞∑

r=−∞

{
exp

(
−(y − x − 2r)2/(4t)

)
− exp

(
−(y + x − 2r)2/(4t)

)}
,

et δ0(Xs(x)) est une distribution au sens de Watanabe sur l’espace de Wiener associé à W . Ainsi le deuxième
terme joue le rôle d’un temps local associé à X et il sera noté Lϕ

t (X).
Enfin, signalons que simultanément et indépendamment de notre travail, L. Zambotti [14] a étudié le

même problème et a obtenu d’autres formules de type Itô et Tanaka, en utilisant une régularisation du noyau
et∆ par le facteur eε∆ et un passage à la limite. Son approche est basée sur le formalisme de Walsh [12].

4.3 Idées de démonstration

D’abord il faut donner un sens à l’intégrale stochastique dans (4.8). Commençons par une explication
heuristique dans laquelle les calculs sont formels : l’équation (4.2) s’écrit : dX t = dWt +

(∫ t

0
∆e(t−s)∆dWs

)
dt,

d’où, “par Fubini”, pour une fonction convenable h,

∫ T

0
〈h(t), dXt〉 =

∫ T

0
〈h(t), dWt〉 +

∫ T

0

〈
dWs,

∫ T

s
∆e(t−s)∆h(t)dt

〉
.

Notons que dans le deuxième terme l’intégrale stochastique est anticipante. De plus, la norme de l’opérateur
‖∆e(t−s)∆‖op ' cst.(t − s)−1, quand t → s, donc pour compenser cette divergence on devrait remplacer dans
cette intégrale h(t) par h(t) − h(s).

Décrivons maintenant les arguments rigoureux de la définition de l’intégrale par rapport à X.
On note HW := L2([0,T ]; H) l’espace auto-reproduisant associé à la famille gaussienne {W(h) : h ∈

HW }, où W(h) :=
∑

n>1

∫ T

0 〈h(t), en〉HdWn
t , h ∈ HW . C’est une méthode classique, basée sur le calcul de

Malliavin pour définir l’intégration de Skorokhod des variables aléatoires à valeurs dans HW par rapport à
W (voir par exemple [9] ou [8]). On notera par DW et δW les opérateurs de dérivation de Malliavin et de
divergence, respectivement :

�
[FδW (u)] =

�
[〈DW F, u〉HW ], F ∈ D1,2

W (HW ), u ∈ L0(Ω;HW ). (4.10)

On introduit les opérateurs linéaires G : HW →HW et G? : Cε([0,T ]; H) →HW définis par :

Gh(t) :=
∫ t

0
e(t−s)∆h(s)ds, h ∈ HW , t ∈ [0,T ] (4.11)

et

G?h(t) := e(T−t)∆h(t) +
∫ T

t
∆e(s−t)∆(h(s) − h(t))ds, h ∈ Cε([0,T ]; H), t ∈ [0,T ], (4.12)

33

te
l-0

00
11

82
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
M

ar
 2

00
6



où Cε([0,T ]; H) est l’ensemble des fonctions ε-hölderiennes. On peut vérifier la propriété de dualité :
∫ t

0
〈G?h(s), k(s)〉Hds =

∫ t

0
〈h(s),Gk(ds)〉H , h, k ∈ Cε([0,T ]; H), t ∈ [0,T ]. (4.13)

L’idée de la définition de l’intégrale par rapport à X est la suivante : formellement X = GẆ donc il suffit
de poser, au moins pour des fonctions h ∈ Cε([0,T ]; H), δX(h) = δW (G?h).

On peut rendre rigoureuse cette idée (voir [1] pour le cas du mouvement brownien fractionnaire li-
néaire). On pose HX := (G?)−1(HW ) l’espace auto-reproduisant associé à la famille gaussienne {X(h) :
h ∈ HX}. Son produit scalaire est donné par 〈 �

[0,s]y,
�

[0,t]z〉HX = 〈CX(s, t)y, z〉H . Si {ut : t ∈ [0,T ]} est un
processus stochastique à valeurs dans H, alors l’intégrale stochastique de Skorokhod par rapport à X est

∫ T

0
〈us, δXs〉 = δX(u) := δW (G?u) =

∫ T

0
〈G?us, δWs〉H , ∀u ∈ D̂1,2

X (HX). (4.14)

Ici D̂1,2
X (HX) := {u processus :

� ∫ T

0 |G
?ut |2Hdt < ∞ et

� ∫ T

0 dτ
∫ T

0 dt ‖G?DW
τ ut‖2op < ∞}.

Décrivons maintenant les idées de la démonstration de la formule d’Itô (4.8). Sans perte de généralité
on peut supposer que F(0) = 0. La vérification du fait que F′(X) ∈ D̂1,2

X (HX) est un calcul technique basé
sur (4.10). Donc l’intégrale stochastique de F ′(X) par rapport à X est bien définie.

SoitM l’ensemble des intégrales stochastiques multiples par rapport à W . C’est un ensemble dense dans
L2(Ω; � ) engendré par les variables aléatoires {Ym : m > 0} : Y0 = 1, Ym = δ

W (h⊗m), m > 1, h ∈ HW . Pour
obtenir (4.8) il suffit de vérifier que, pour tout m ∈ N

�
[YmF(Xt)] =

�
[Ym

∫ t

0
〈F′(Xs), δXs〉] +

1
2

�
[Ym

∫ t

0
Tr(e2s∆F′′(Xs))ds]. (4.15)

Bien que trop réducteur, le cas m = 0 illustre bien l’idée de démonstration de (4.15), le cas m > 1 impliquant
plutôt des calculs techniques basés essentiellement sur (4.10) ([7], p. 12-16). On pose ϕ(t, y) =

�
[F(e t∆y +

Xt)], avec y ∈ H. Alors ∂2
yyϕ(t, y) = e2t∆ �

[F′′(et∆y+ Xt)]. L’équation de Kolmogorov (voir par exemple [6],
p. 257) est :

∂tϕ =
1
2

Tr(∂2
yyϕ) + 〈∆y, ∂yϕ〉H . (4.16)

Pour y = 0 dans (4.16) on trouve :

�
[F(Xt)] = ϕ(t, 0) =

∫ t

0
∂sϕ(s, 0)ds =

1
2

∫ t

0
Tr(∂2

yyϕ(s, 0))ds =
1
2

∫ t

0

�
[Tr(e2s∆F′′(Xs))]ds (4.17)

(l’intégrale stochastique (4.14) étant d’espérance nulle) qui est (4.15) pour m = 0.
Soulignons que l’idée de base est l’intégration par partie gaussienne. En effet, la variable aléatoire X n

s ,
gaussienne centrée de variance (1−e−2λn s)/(2λn) satisfait

�
[Xn

s g′(Xn
s )] = (1−e−2λns)/(2λn)

�
[g′′(Xn

s )]. Alors,
pour toute fonction g : � → � régulière, telle que g(0) = 0,

�
[g(Xn

t )] = −λn

∫ t

0

�
[Xn

s g′(Xn
s )]ds +

1
2

∫ t

0

�
[g′′(Xn

s )]ds =
1
2

∫ t

0
e−2λn s �

[g′′(Xn
s )]ds,

égalité qui peut donner l’intuition du dernier membre de (4.17).
Enfin, on va donner les idées de démonstration de (4.9) : on doit régulariser la fonction valeur absolue

pour pouvoir appliquer la formule d’Itô (4.8) et ensuite on doit passer à la limite. Soit ϕ ∈ Cc(]0, 1[; � ) fixée
et on va noter σε := | · | ∗ pε, avec pε(x) = (2πε)−1/2e−x2/(2ε) la densité gaussienne de variance ε > 0. On

pose Fε(`) :=
∫ 1

0 σε(`(x))ϕ(x)dx, ` ∈ H. Alors, par (4.8),

Fε(Xt) =
∫ t

0
〈F′ε(Xs), δXs〉 +

1
2

∫ t

0
Zεs ds, (4.18)
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où

Zεs = Tr(e2s∆F′′ε (Xs)) =
∫ 1

0
σ′′ε (Xs(x))G2s(x, x)ϕ(x)dx (4.19)

(comparable à (4.9)).
En utilisant la décomposition en chaos de Wiener et la formule de Stroock (voir [7], p. 21-25), on

démontre que la variable aléatoire
∫ t

0
Zεs ds converge, lorsque ε→ 0, à la fois dans L2(Ω; � ) et dans l’espace

de Sobolev D−1,2
W , le dual de D1,2

W (voir [11], p. 259). Lors de cette démonstration nous utilisons d’une
manière essentielle les inégalités classiques suivantes : pour tout η > 0, il existe deux constantes positives
c1 < c2 telles que

c1t−1/2
6 Gt(x, y) 6 c2t−1/2 et c1t1/2

6

∫ t

0

∫ 1−η

η

Gs(x, y)2ds dy 6 c2t1/2,

la première pour tous x, y ∈ [η, 1− η] et la deuxième, uniformément pour (t, x) ∈ [0,T ] × [η, 1− η] (voir [2],
p. 268). On identifie ensuite sa limite Lϕt (X), qui est le deuxième terme au membre de droite de (4.9).

Comme limε→0 Fε(Xt) = Fϕ(Xt) dans L2(Ω; � ), on déduit que
∫ t

0 〈F
′
ε(Xs), δXs〉 converge et il reste à

calculer la limite. On pose Vε(t) = F′ε(Xt) = σ′ε(Xt)ϕ ∈ H et V(t) = sgn(Xt)ϕ ∈ H. On voit que pour trouver
la limite, il suffit de montrer que

lim
ε→0

G?Vε = G?V dans L2([0,T ] ×Ω; H).

Cette convergence est obtenue en adaptant les arguments utilisés dans [3] pour le mouvement brownien
fractionnaire de dimension 1.

4.4 Perspectives

L’objet des travaux en cours est de formuler et de prouver des résultats similaires (formules de type Itô
ou Tanaka) pour la solution issue de 0 de l’équation de la chaleur stochastique générale, par exemple :

dYt = ∆Yt dt + σ(Yt)dWt , ou même dZt = (∆Zt + b(Zt))dt + σ(Zt)dWt , t ∈]0,T ]. (4.20)

On pourrait se demander que donne la même étude si on remplace ∆ par un opérateur plus général A ?
Une autre direction serait l’étude de l’existence et de l’identification des mesures stationnaires pour des

équations aux dérivées partielles stochastiques.
Ainsi, une première question est la suivante : il est connu que la mesure invariante de la solution X de

(4.2) est la loi du pont brownien standard. Nualart et Pardoux [10] ont considéré une version de (4.2) avec
une condition de réflection au point 0 et dans [13] on a prouvé que la mesure invariante de la solution de
cette l’équation a pour mesure invariante la loi du pont de Bessel de dimension 3. Une question naturelle
serait de voir si Ut(x) = (X1

t (x)2 + X2
t (x)2 + X3

t (x)2)1/2 satisfait l’équation de Nualart-Pardoux, lorsque X i,
i = 1, 2, 3 sont trois copies indépendantes du processus X solution de (4.2).

Dans la même direction, une autre question serait de voir si, pour des équations aux dérivées partielles
stochastiques non-linéaires, comme l’équation de Burgers stochastique ([4]) ou l’équation des milieux po-
reux stochastique ([5]), une formule de type Itô pourrait simplifier l’étude de l’existence et de l’identification
des mesures stationnaires (cet étude étant généralement basé sur l’équation de Kolmogorov).
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Chapitre 5

Mouvement brownien réfléchi dans le
disque unité

Il s’agit d’étudier la diffusion de la chaleur dans un domaine D où l’on a placé un obstacle d. Supposons
que la frontière du domaine est absorbante tandis que celle de l’obstacle est réfléchissante. Un problème
classique d’optimisation (qui nous a été aussi inspiré par le travail [7]) est le suivant : où faut-il placer une
source de chaleur dans D pour que la quantité de chaleur soit maximale ?

On considère la cas où D et d sont deux disques (voir Fig. 5.1) de frontières ∂D = γ1 et ∂d = γ0 .
Supposons que D est le disque unité centré à l’origine et que d est un petit disque centré sur l’axe des

abscisses en un point c0 ∈ ] − 1, 1[, de rayon R0 ∈ ]0, 1 − |c0|[. Le domaine situé entre les deux cercles sera
noté :

Ω := {z ∈ �
: |z| < 1, |z − c0| > R0}.

Si une source est placée au point z ∈ Ω alors la quantité de chaleur est :

Q(z) =
∫

Ω

dw
∫ ∞

0
u(t, z,w)dt = cst.

�
z(τ). (5.1)

Ici u(·, z, ·) est l’unique solution du problème suivant :


(∂u/∂t)(t, z,w) = (1/2)∆u(t, z,w), pour (t,w) ∈ � ∗+ ×Ω
u(0, z,w) = δz(w), pour w ∈ Ω
(∂u/∂n)(t, z,w) = 0, pour (t,w) ∈ � ∗+ × γ0

u(t, z,w) = 0, pour (t,w) ∈ � ∗+ × γ1 ,

(5.2)

Nous avons noté dans (5.1) par τ le temps de séjour dans Ω du processus {Xt : t > 0} :

Xt := Bt − Kt, avec K0 = 0, Kt :=
∫ t

0
n(Xs)d|K|s, |K|t :=

∫ t

0

�
{Xs∈γ0 }d|K|s.

Ici n est la normale à γ0 extérieure par rapport à Ω et {Kt : t > 0} est un processus continu, localement à
variation bornée (voir aussi [5], p. 512). En fait le processus {Xt : t > 0} n’est rien d’autre que le mouvement
brownien plan {Bt : t > 0} issu de z, réfléchi sur γ1 et absorbé sur γ0 . La deuxième égalité de (5.1), est une
simple conséquence du calcul stochastique appliqué au processus réfléchi X ([2], p. 23). Le problème est
donc de maximiser

�
z(τ) pour z ∈ Ω.

De point de vue de la théorie du potentiel, Q est, à une constante multiplicative près, l’intégrale sur Ω
de la fonction de Green G(Ω) associée au problème (5.2) :



∆G(Ω)(z,w) = δz(w), pour w ∈ Ω
(∂G(Ω)/∂n)(z,w) = 0, pour w ∈ γ0

G(Ω)(z,w) = 0, pour w ∈ γ1 .

(5.3)

37

te
l-0

00
11

82
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

8 
M

ar
 2

00
6



0

γ

z

γ

1

F. 5.1 – Mouvement brownien réfléchi sur γ1 et absorbé sur γ0 .

Précisement, on obtient par (5.1),
�

z(τ) = −2
∫

Ω

G(Ω)(z,w)dw. (5.4)

Lorsque Ω est la couronne centrée en zéro et pour le cas d’un problème aux limites de type Dirichlet
(les deux frontières absorbantes), le calcul de la fonction de Green remonte à [8] (voir aussi [6], p. 6.41).
Le calcul de la fonction de Green pour le problème aux limites de type Neumann (les deux frontières
réfléchissantes) est traité dans [4]. Dans la publication [2], travail qui fait aussi partie de la thèse [1], on a
étudié le cas du problème aux limites de type mixte, pour lequel il semblait ne pas y avoir de référence.

Il est bien connu que s’il n’y a pas d’obstacle (R0 = 0),
�

z(τ) = (1/2)(1 − |z|2) et son maximum est
atteint en z = 0.

Lorsque l’obstacle est bien placé, à savoir si les deux cercles, γ0 et γ1 , sont concentriques le calcul est
simple (voir par exemple [6], Chap. 6). On trouve

�
z(τ) = (1/2)(1−|z|2+R2

0 ln |z|2) et le maximum est atteint
quand z se trouve sur γ0 .

On calcule aussi l’expression ([2], p. 25) de la fonction de Green G
(AR0

)
pour la couronne AR0

= {w ∈
�

: R0 < |w| < 1} en utilisant la construction de la densité de probabilité du mouvement brownien plan
réfléchi sur γ1 et absorbé sur γ0 . Cette densité est connue pour le mouvement brownien linéaire réfléchi en
0 et absorbé en 1 (voir par exemple [3], p. 77-79). Pour le mouvement brownien plan on doit remplacer la
symétrie et la translation par l’homothétie de rapport R0 et l’inversion de centre 0 et rapport R0. On trouve :

G
(AR0

)
(z,w) =

1
4π

ln |w|2 + 1
4π

∞∑

n=−∞
ln
|z − w/R

4n

0 |2|z − 1/(wR
4n+2

0 )|2

|z − 1/(wR
4n

0 )|2|z − w/R
4n+2

0 |2
, pour z , w. (5.5)

Pour analyser la situation générale, on va passer du problème sur AR0
au problème sur le domaine Ω. On

utilise la famille de transformations fractionnaires linéaires complexes :

aθ(ζ) :=
ζ cosh θ + sinh θ
ζ sinh θ + cosh θ

, θ ∈ � , ζ ∈ �
. (5.6)

Précisément, on peut montrer par calcul direct que G(AR )(a−p(z), a−p(w)), z , w, satisfait au problème (5.3)
et donc, par unicité de la solution, elle coïncide avec G(Ω). Ici G(AR ) est la fonction de Green pour la couronne
AR = {w ∈

�
: R < |w| < 1} avec

R = tanh


1
4

ln
(1 + R0)2 − c2

0

(1 − R0)2 − c2
0

 ∈]0, 1[, et p =
1
4

ln
(1 + c0)2 − R2

0

(1 − c0)2 − R2
0

. (5.7)

Pour trouver
�

z(τ) on utilise (5.4) :

�
z(τ) = −2

∫

Ω

G(AR )(a−p(z), a−p(w))dw. (5.8)
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Le calcul est technique et se fait à l’aide (5.5) et de la formule de Green. L’expression que nous avons
obtenu pour

�
z(τ) n’est pas simple ([2], p. 21) :

�
z(τ) = (1/2)(|z sinh p − cosh p|2 − |z cosh p − sinh p|2) − ln

|z cosh p − sinh p| |z q sinh 2p − r|
|z sinh p − cosh p| |z r − q sinh 2p|

+ (R2/r2) ln
|z cosh p − sinh p| |z r − q sinh 2p| |z 2q(1 − q) sinh 2p − s|
|z sinh p − cosh p| |z q sinh 2p − r| |z s − 2q(1 − q) sinh 2p| +

∞∑

n=1

sn(z, p,R), (5.9)

où
q = (1 − R2)/2, r = (cosh p)2 − R2(sinh p)2, s = (cosh p)2 − R4(sinh p)2. (5.10)

La suite sn(z, p,R) est explicite et converge vers zéro, quand n→ ∞, uniformément pour z ∈ Ω, avec vitesse
R4n. Pour c0 = 0 ainsi que pour c0 = R0 = 0 on retrouve les expression précédemment évoquées (par
exemple, si c0 = 0 on a p = 0, R = R0 et r = 1).

On utilise des approximations numériques (procédures Fortran) pour illustrer ces fonctions et pour
localiser le maximum (voir Fig. 5.2). On constate que lorsque R0 est petit, la position du point de maximum
est proche de zéro (comme dans le cas sans obstacle). Faire croître R0 implique un déplacement du point
de maximum vers γ1 (il s’éloigne de γ0). Enfin, si R0 est fixe, la distance entre le point de maximum et γ0

semble dépendre linéairement de c0 ; en revanche si c0 est fixe, il semblerait que la distance soit la même
pour différents valeurs de R0.

a.

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

b.

-1

-0.5

0

0.5

1
-0.5 0 0.5

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

F. 5.2 – Le cas c0 = 0, 2 et R0 = 0, 4.

Comme perspectives, on pourrait étudier les propriétés précédentes, concernant la distance entre le
point de maximum et γ0 , mais aussi un problème plus proche de la réalité mais, bien sûr, plus compliqué,
celui où l’on considère des domaines moins réguliers que les disques (avec des coins, par exemple).
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Chapitre 6

Étude statistique de la volatilité stochastique

6.1 Introduction

Soit X la diffusion définie par l’équation différentielle stochastique suivante :

Xt = x0 +

∫ t

0
θ(s, Xs)dBs +

∫ t

0
b(s, Xs)ds, t ∈ [0, 1], (6.1)

où x0 ∈ � et {Bt : t > 0} est un mouvement brownien réel standard.
On suppose que les fonctions θ et b sont inconnues et qu’on dispose d’une observation discrétisée de la

trajectoire de X sur un intervalle de temps donné, par exemple [0, 1]. La dérive étant considérée comme un
paramètre de nuisance, peut-on construire un estimateur du coefficient de diffusion de X ? Étant donnée une
fonction connue ϑ, est-il possible de décider si ϑ = θ ou non ?

Dans la prépublication [10], qui fait aussi partie de la thèse [13], nous étudions ces deux questions :
on observe X aux instants {i/2n : i = 0, . . . , [2nt] − 1} et on considère le processus primitive I ainsi que
l’approximation În :

I(t) :=
∫ t

0
θ(s, Xs)

2ds et În(t) :=
[2nt]−1∑

i=0

(
X i+1

2n
− X i

2n

)2
, t ∈ [0, 1], n ∈ � ∗. (6.2)

Nous recherchons, à l’aide du calcul stochastique, la vitesse de convergence vers I de l’approximation În,
en tant que processus. Cette approximation est ensuite utilisée pour définir une statistique de décision qui
permet de bâtir un test d’adéquation.

Signalons que la première question est classique dans le cadre paramétrique (θ une constante incon-
nue) et qu’il y a quelques références concernant l’estimation non-paramétrique et en utilisant des méthodes
diverses.

Nous nous concentrons seulement sur le cadre non-paramétrique, c’est-à-dire celui où θ est une fonction.
Lorsque le coefficient de diffusion ne dépend pas de t (i.e. θ(s, x) = θ(x)) on peut construire une estimation
de θ(x)2 à partir d’une approximation discrète du temps local en x (voir [7]). Inversement, si on suppose que

le coefficient de diffusion ne dépend pas de Xt (i.e. θ(s, x) = θ(s)), on peut estimer
∫ 1

0 h(s)θ(s)2ds (h étant
une fonction régulière quelconque). La fonction θ2 est ensuite reconstruite en utilisant une base d’ondelettes
(voir [8]). Pour le cas de l’équation (6.1) on reprend l’idée de [8] et pour conserver l’aspect processus on va
prendre h =

�
[0,t] : on trouve le processus primitive I.

Il est bien connu (voir [4]) que, pour chaque t > 0, În(t) converge presque sûrement vers I(t). On peut
montrer, en fait, que limn→∞ În = I presque sûrement, uniformément sur tout compact de [0, 1]. L’intérêt
central est de trouver la vitesse de convergence en loi du processus În. L’idée principale est de se ramener à
un modèle de type semimartingale qui semble avoir un intérêt en soi.
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6.2 Le modèle semimartingale

Soit

Yt = x0 +

∫ t

0
σ(s, Bs)dBs +

∫ t

0
Msds, t ∈ [0, 1], (6.3)

où la fonction inconnue σ sera recherchée dans l’espace C1,2([0, 1] × � ; � ) et ayant des dérivées bornées
par rapport à la seconde variable et où M est un processus continu adapté. Nous introduisons

J(t) :=
∫ t

0
σ(s, Bs)

2ds et Ĵn(t) :=
[2nt]−1∑

i=0

(
Y i+1

2n
− Y i

2n

)2
, t ∈ [0, 1], n ∈ � ∗. (6.4)

Si t est fixé, Ĵn(t) tend presque sûrement vers J(t), lorsque n → ∞. On peut voir que Ĵn converge vers
J presque sûrement, uniformément sur tout compact de [0, 1] (par exemple, en utilisant des arguments
similaires aux ceux utilisés dans [9] comme la régularité Hölder des trajectoires et le lemme de Borel-
Cantelli). Dans [15] on trouve le même type de résultat pour le mouvement brownien standard. De plus, on
donne une démonstration de la convergence en loi des processus (dans la topologie de Skorokhod, car Ĵn est
càdlàg) : lorsque n→ ∞,

{2n/2(Ĵn(t) − J(t)) : t ∈ [0, 1]} loi−→{
√

2
∫ t

0
σ(s,β(1)(s))2dβ(2)(s) : t ∈ [0, 1]}, (6.5)

où β(1) et β(2) sont deux mouvements browniens linéaires indépendants (un mélange de lois gaussiennes).
Jean Jacod nous a signalé qu’on pourrait obtenir cette convergence à partir des résultats du travail [11] non
publié (voir aussi [3] et [2] pour des questions similaires). Pour un résultat qui ne fait pas intervenir la
fonction inconnue σ , 0, on introduit V̂n(t) := 2n ∑[2nt]−1

i=0 (Y(i+1)/2n − Yi/2n )4, t ∈ [0, 1], n ∈ � ∗. Alors, pour
chaque t ∈]0, 1] fixé, lorsque n→ ∞,

2n/2
(
V̂n(t)

)− 1
2
(
Ĵn(t) − J(t)

) loi−→
√

2
3
N(0, 1). (6.6)

Ainsi la vitesse de convergence est 2n/2.
Donnons quelques idées de démonstration de (6.5). On commence par écrire 2n/2(Ĵn − J) comme un

processus 2n/2 jn plus un reste qui converge en probabilité vers zéro, où pour t ∈ [0, 1]

2n/2 jn(t) =
∫ t

0
σ(s, Bs)dZn(s) et Zn(t) = 2n/2

[2nt]−1∑

i=0

[
(B i+1

2n
− B i

2n
)2 − 2−n

]
loi
= 2−n/2

[2nt]−1∑

i=0

(g2i − 1). (6.7)

Ici {gi : i > 0} est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi N(0, 1). On voit que, lorsque
σ ≡ 1, le résultat est une conséquence du théorème central limite fonctionnel. Pour le cas où la fonction
σ est quelconque, on utilise des outils classiques de calcul stochastique pour montrer que, lorsque n → ∞,
(σ(ι, B)2,Zn) → (σ(ι,β(1))2,β(2)) en loi, où ι(s) = s. La conclusion s’obtient en appliquant un résultat de
convergence en loi des intégrales stochastiques dans l’espace de Skorokhod (voir [12], p. 125).

Expliquons le problème de test. Soit Cb,0 l’ensemble des fonctions ς : � → � non-constantes, ana-
lytiques, ayant les deux premières dérivées bornées et telles que ς(0) = 0. On observe les valeurs {Y i/2n :
i = 0, . . . , [2nt] − 1} d’une semimartingale de la forme Yt = σ(Bt), où σ ∈ Cb,0 est une fonction inconnue.
Supposons que ς ∈ Cb,0 connue et on voudrait bâtir un test d’adéquation pour

(Hs) : σ(| · |) = ς(| · |) contre (As) : σ(| · |) , ς(| · |). (6.8)
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Pour t ∈ [0, 1] et n ∈ � ∗ nous introduisons :

Ĵintn(t) :=



2−n ∑[2nt]−1
i=0 (ς′ ◦ ς−1)(Yi/2n )2, si ς est une bijection strictement monotone

2−n ∑[2nt]−1
i=0 F(Yi/2n ), si ς vérifie (ς′)2 = F(ς), F ∈ C1( � ; � ),

(6.9)

ainsi que la statistique de décision

Tn(t) :=

√
3
2

2n/2
(
V̂n(t)

)− 1
2
∣∣∣∣ Ĵn(t) − Ĵintn(t)

∣∣∣∣ , t ∈ [0, 1], n ∈ � ∗. (6.10)

Le test sera basé sur les deux convergences suivantes (n→ ∞) :

sous (Hs), ∀t ∈]0, 1], Tn(t)
loi−→ |g|, tandis que sous (As), ∀t ∈]0, 1], Tn(t)

p.s.
−→∞. (6.11)

Ici g est une variable aléatoire N(0, 1). La première partie est une conséquence de (6.6). Pour illustrer la
démonstration de la deuxième partie, considérons un des deux cas, par exemple que (ς ′)2 = F(ς) (pour
l’autre cas on fait un raisonnement identique). On a, pour t ∈]0, 1] fixé,

lim
n→∞

∣∣∣∣Ĵn(t) − Ĵintn(t)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∫ t

0
(σ′(Bs)

2 − F(σ)(Bs)
2)ds

∣∣∣∣∣∣ p.s.

Si on suppose que la variable aléatoire limite
∫ t

0 (σ′(Bs)2 − F(σ)(Bs)2)ds est nulle avec une probabilité
positive, alors sa loi n’est pas absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Par un résultat
classique (basé par exemple sur le calcul de Malliavin, voir par exemple [14], p. 87) on déduit que (σ ′)2 =

F(σ) et par l’unicité de la solution d’un problème de Cauchy on contredit ensuite l’hypothèse (A s). Il s’ensuit
que la variable aléatoire limite précédente est presque sûrement positive, d’où Tn(t)→ ∞ presque sûrement
([10], p. 14).

Considérons un exemple (procédure Matlab). On observe n = log2(10000) valeurs d’une trajectoire Y
donnée par Fig. 6.1. Comme Yt ∈ [−1, 1] pour t ∈ [0, 1], on va tester si Yt = σ(Bt), avec une fonction σ à

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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0
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0.4
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0.8

1

F. 6.1 – Semimartingale observée

valeurs dans [−1, 1]. Par exemple, on va tester (Hs) avec ς(x) = (2/π) arctan x. On trouve Tn(1)(ω) = 36, 99
et comme

�
(|g| > 36, 99) < 0, 01 on rejette (Hs).

6.3 Modèle de diffusion

On passe à l’étude du modèle (6.1) et on va supposer désormais que la fonction inconnue θ sera re-
cherchée dans l’espace C1,2([0, 1] × � ; � ) et admettant des dérivées bornées par rapport à la seconde va-
riable et que b ∈ C1,1([0, 1] × � ; � ). De plus, pour des raisons techniques on a besoin de supposer que
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infx∈ � |θ(x)| > 0 (θ est uniformément elliptique). On introduit les fonctions g et f par

g(t, x) :=
∫ x

x0

dy
θ(t, y)

, G(t, x) := (t, g(t, x)), F(t, x) := G−1(t, x) =: (t, f (t, x)) (6.12)

(F existe par le théorème de Hadamard-Lévy [1], p.130) et on pose B̃t := g(t, Xt) ⇔ Xt = f (t, B̃t). Par la
formule d’Itô on peut voir que B̃t = Bt −

∫ t

0
csds, où cs := −(b/θ − (∂θ/∂x)/2 + (∂g/∂t))(s, Xs). Ensuite,

par le théorème de Girsanov on peut déduire que B̃ est un mouvement brownien sous une probabilité ˜�

donnée par d˜� = exp(Z)d
�

. Ici on note Z :=
∫ 1

0
csdBs − (1/2)

∫ t

0
c2

sds et
���

(eZ) = 1, après vérification du
critère de Novikov (basée sur les hypothèses sur θ et b). La diffusion X est ainsi reliée, par un changement
de probabilité, à Y donné par une expression de type (6.3) :

dXt = θ(t, Xt)dBt + b(t, Xt)dt = θ(t, f (t, B̃t))dB̃t + Mtdt, Mt = {[(∂θ/∂x)/2 − (∂g/∂t)]θ}(t, f (t, B̃t)).

On applique (6.5) et on obtient la convergence en loi des processus (dans la topologie de Skorokhod),
lorsque n→ ∞ :

{2n/2(În(t) − I(t)) : t ∈ [0, 1]} loi−→{
√

2
∫ t

0
θ(s, f (s,β(1)(s)))2dβ(2)(s) : t ∈ [0, 1]}, sous ˜� , (6.13)

où β(1) et β(2) sont deux mouvements browniens linéaires indépendants sous ˜� et où f est donnée par
(6.12). Lorsqu’on note Ûn(t) := 2n ∑[2nt]−1

i=0 (X(i+1)/2n −Xi/2n )4, t ∈ [0, 1], n ∈ � ∗, alors, par (6.6), pour chaque
t ∈]0, 1] fixé, quand n→ ∞,

2n/2
(
Ûn(t)

)− 1
2
(
În(t) − I(t)

) loi−→
√

2
3
N(0, 1), sous ˜� . (6.14)

(6.14) donne la vitesse 2n/2 de convergence en loi sous ˜� . La relation (6.15) ci-dessous donne une idée sur
la vitesse de convergence en loi sous

�
(essentiellement la même), tandis que (6.16) permet de construire

des intervalles de confiance asymptotiques pour I(t) : soit t ∈]0, 1] fixé et soit γ >1
2 ; alors, pour tout R > 0,

lim
n→∞

�
(
2γn

(
Ûn(t)

)− 1
2
∣∣∣∣În(t) − I(t)

∣∣∣∣ > R

)
= 1 (6.15)

et pour tout η > 0,

lim sup
n→∞

�
(
2n/2

(
Ûn(t)

)− 1
2
∣∣∣∣În(t) − I(t)

∣∣∣∣ > η
)
6 φ−1

κ


1
√

2π

∫

|x|>
√

3
2 η

e−
x2
2 dx

 . (6.16)

Ici κ > 0 est tel que
� �

(Z2) 6 κ2 et φκ(x) = x exp(−κ/
√

x). Des résultats concernant la convergence en loi
sont démontrés dans [6] et nous ont été signalés à la fin de notre travail par un rapporteur anonyme.

Enfin, on va construire un test d’adéquation pour le modèle de diffusion. On note Cb,± l’ensemble des
fonctions ϑ : � → � non-constantes, analytiques, ayant les deux premières dérivées bornées et qui ne
s’annulent pas. On observe {Xi/2n : i = 0, . . . , [2nt] − 1}, où X est la diffusion donnée par (6.1) avec le
coefficient de diffusion qui ne dépend pas de t, θ ∈ Cb,± inconnue et b ∈ C1,1([0, 1] × � ; � ) connue ou
inconnue. On se donne ϑ ∈ Cb,± connue et on voudrait tester

(Hd) : θ2 = ϑ2 contre (Ad) : θ2
, ϑ2. (6.17)

Soit, pour t ∈ [0, 1], n ∈ � ∗ :

Îintn(t) := 2−n
[2nt]−1∑

i=0

ϑ(X i
2n

)2, t ∈ [0, 1], n ∈ � ∗, (6.18)
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ainsi que la statistique de décision

S n(t) :=

√
3
2

2n/2
(
Ûn(t)

)− 1
2
∣∣∣∣În(t) − Îintn(t)

∣∣∣∣ , t ∈]0, 1], n ∈ � ∗. (6.19)

Alors, par la même méthode de démonstration que pour (6.11), on montre que ([10], p. 14)

sous (Hd), ∀t ∈]0, 1],∀η > 0, lim sup
n→∞

�
(S n(t) > η) 6 φ−1

κ

(
1
√

2π

∫

|x|>η
e−

x2
2 dx

)
,

tandis que sous (Ad), ∀t ∈]0, 1], S n(t)
p.s.
−→∞, lorsque n→ ∞

(6.20)

où φκ est comme dans (6.16).
Si on observe n = log2(10000) valeurs d’une trajectoire X (voir Fig. 6.2) sur l’intervalle [0, 10]. On va
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6

F. 6.2 – Diffusion observée

tester (Hd) avec ϑ(x) = 1 + 2 cos x et on veut savoir si X vérifie X0 = 5 et dXt = (1 + 2 cos Xt)dBt − dt,

t ∈ [0, 10]. On trouve S n(10)(ω) = 115, 26 et comme φ−1
51

(
(1/
√

2π)
∫
|x|>115,26

e−
x2
2 dx

)
< 0, 01 on rejette

(Hd) (procédure Matlab).

6.4 Perspectives

Plusieurs perspectives de ce travail (en révision) sont possibles. Première question est : peut-on avoir
des conclusions raisonnables des tests basés sur l’observation d’un seul instant t ? Il faudrait préciser encore
mieux le problème de test pour une utilisation pratique : comment doit-on modifier ces tests pour pouvoir
valider des modèles ? En effet, les deux tests décrits peuvent servir surtout pour rejeter des modèles. On
présente des simulations avec Matlab, basés sur 10000 observations. En réalité on dispose plutôt de 365
jours d’observations (par exemple, en finance). Plus précisément, pour 10, 100 ou 300 observations peut-on
toujours obtenir des conclusions ?

Une autre direction serait de préciser mieux la convergence en loi, sous la probabilité
�

, dans le cas de
la diffusion : quel type de convergence et quelle vitesse ? Les résultats (6.15)-(6.16) donnent seulement un
aperçu. Plus technique, la question suivante est légitime : peut-on remplacer la condition assez restrictive

� �
(Z2) 6 κ2 par une condition d’intégrabilité

� �
(|Z|) < ∞ ? Au même niveau, une autre question serait :

peut-on donner une preuve directe de la convergence en loi, dans l’espace de Skorokhod, de 2n/2 jn de (6.7)
(basée, peut-être, sur la convergence en loi des marginales de rang fini et un critère de tension) ? Aussi :
peut-on trouver une autre approche qui permettrait d’enlever l’hypothèse d’uniforme ellipticité ?
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Enfin, on pourrait reprendre les idées du modèle semimartingale pour étudier une intégrale stochastique
de la forme

∫ t

0
σ(s, BHs )dBHs où BH est le mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H, à l’aide des

outils déjà utilisés dans le travail [9] (voir aussi le travail récent [5]). L’étude des solutions des équations
différentielles stochastique par rapport au mouvement brownien fractionnaire serait une suite naturelle.
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