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Introduction

L’analyse statistique de la qualité de vie est devenue depuis une dizaine d’année primor-
diale dans le cadre de la recherche clinique. En effet, il est de plus en plus courant de voir,
pour de nouveaux traitements, une équivalence avec les traitements de référence en terme de
taux de guérison ou d’allongement de la durée de survie : on cherche alors & réduire par les
nouveaux traitements les effets secondaires. La mesure de la qualité de vie des patients peut
alors apparaitre comme un véritable outil de référence pour mesurer 'impact du traitement
ressenti par le patient sur son quotidien.

De nombreuses difficultés résident cependant dans la mesure d’une telle variable, non di-
rectement mesurable. Mais on peut désormais s’appuyer sur une littérature consistante datant
du début du 20°¢ siécle pour la mesure de tels traits latents (avec Spearman dés 1904 [137]
et les premiers travaux formels sur la mesure de l'intelligence) et de plus de vingt ans dans
I’application concréte en mesure de la qualité de vie.

Il semble cependant que si I’aspect "confirmatoire" servant & valider des outils de mesure
de la qualité de vie a été souvent traité, il n’en est pas de méme pour les aspects "explora-
toires" servant & construire de tels outils, dont les premiers travaux sont plus récents (années
90). La raison a cet état de fait tient sans doute a I'importance des experts (psychologues,
psychiatres, cliniciens) dans la construction de questionnaire de qualité de vie. Le statisticien
est ainsi appelé plutot pour valider des outils déja construits, mais moins souvent durant la
phase de construction de tels outils. Pourtant, il peut y avoir un intérét a construire des outils
a partir de leurs propriétés psychométriques, ce qui peut limiter ensuite certains problémes
de validation. Bien entendus, ’apport du statisticien ne doit étre que dans le cadre d’une
aide & la décision, et il semble difficile de construire du début & la fin un outil de mesure de
la qualité de vie seulement en fonction des qualités psychométriques recherchées. A ce titre,
les outils exploratoires doivent pouvoir permettre 'introduction d’a priori, en particulier la
définition d’un noyau d’items servant de base a la construction d’une échelle unidimensionnelle.

Dans un tel cadre exploratoire et psychométrique, on peut s’interroger sur les propriétés
que doivent vérifier une "bonne" échelle de mesure de la qualité de vie. L’unidimensionna-
lité est aujourd’hui communément admise : une échelle doit mesurer un concept unique. La
psychométrie moderne impose en outre, dans le cadre de la théorie de réponse aux items
(IRT) deux autres propriétés : I'indépendance locale et la monotonicité. Enfin, la simplicité
d’utilisation de I'instrument de mesure est une notion importante. A ce titre, rechercher un
ensemble d’items vérifiant un modéle de Rasch peut étre une solution puisque ce modéle est
sous-jacent a toute notion de score simple (non pondéré). Dans un cadre clinique, le fait qu’un
outil soit particuliérement simple d’utilisation est un atout considérable, puisque ces outils
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s’adressent alors a des personnes généralement peu au fait de considérations psychométriques,
et hostiles & tout instrument nécessitant des calculs, aussi simples soient ils. La notion de score
non pondéré (revenant & compter un nombre d’items que le patient vérifiera) reste en général
en dessous du seuil de tolérance des praticiens pour 'utilisation de tels outils.

Ce travail s’inscrit donc dans le cadre du modéle de Rasch, et plus spécifiquement de la
sélection, & partir d’'un ensemble d’items, de sous-ensembles d’items vérifiant un modeéle de
Rasch. Contrairement au cadre causal ott 'on cherche le meilleur modéle pour s’adapter aux
données (ici les réponses aux items), on va chercher les ensembles d’items qui, selon le modéle
de Rasch, donc a 'aide de scores non pondérés, permettent de mesurer le mieux possible les
concepts sous-jacents mesurés par ’ensemble des items, quitte & parfois rejetter les items qui
ne permettent pas d’aboutir & une meilleure qualité de la mesure (a4 moins d’utiliser des mo-
deéles plus complexes, donc au détriment de la simplicité d’utilisation des échelles de mesure).

Une seconde partie du travail concernera le développement d’outils psychométriques sous
deux logiciels statistiques généralistes : SAS et Stata. Plusieurs programmes pour effectuer
des modélisations ou de la sélection d’items seront présentés.
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Plan de cette thése

Dans le premier chapitre, nous expliciterons un certain nombre de termes, dont la défini-
tion n’est pas toujours unanime dans la littérature, aussi, ce chapitre ne doit pas étre considéré
comme un dictionnaire de définitions précises, mais comme une présentation détaillée de termes
peu connus, qui seront utilisés dans le reste du document. Ce chapitre fera ensuite état de
I’ensemble des notations utilisées par la suite. Il se conclura sur une présentation succinte des
modéles dits "classiques" en analyse de qualité de vie.

Le second chapitre présentera rapidement les hypothéses fondamentales de la théorie de
réponse aux items (IRT) et les modéles de cette théorie les plus couramment utilisés dans le
domaine de la qualité de vie, en particulier le modéle de Rasch et ses extensions pour les items
dichotomiques (OPLM) ou polytomiques (Partial Credit Model et Rating Scale Model).

Le troisiéme chapitre concernera 'extension de 'IRT au champ multidimensionnel, ¢’est-a-
dire a la prise en compte simultanée de plusieurs traits latents. Les extensions de la littérature
du modéle de Rasch dans ce champ sont présentées et, pour un de ces modéles, ’estimation
des paramétres par les Equations d’Estimation Généralisées (GEE) sera proposée [64]. Un
nouveau modele sera proposé au quatriéme chapitre : le modéle (polytomique) multidimensio-
nel de Rasch marginalement exhaustif (M(P)MSRM). Ce modéle a fait 'objet de la principale
partie d’une publication parue dans Communication in Statistics - Theory and Methods [68].

Les deux chapitres suivants s’attacheront & expliquer un certain nombre de procédures
issues de la théorie classique (chapitre 5) ou de 'IRT (chapitre 6) permettant de trouver une
partition d’items telle que chaque sous-échelle formée vérifie un certain nombre de proprié-
tés (unidimensionnalité, fiabilité du score pour I'analyse classique, vérification des hypothéses
fondamentales pour I'IRT).

Dans ces six premiers chapitres (hors chapitre 4), nous nous attacherons bien sir a faire
une revue des thémes traités, mais nous détaillerons aussi, de fagon plus systématique, les
outils utilisés dans la partie originale de ce travail, & savoir le chapitre 4 et I’ensemble des
deux derniers chapitres.

Le chapitre 7 définira deux méthodes de classification des items en se basant sur ’adéqua-
tion & un modeéle de Rasch. La premiére méthode est une adaptation au champ de 'IRT des
procédures pas & pas descendantes (Backward). La seconde méthode est basée sur une procé-
dure ascendante et a fait 'objet d’une partie dans la publication déja citée [68] ainsi que deux
communications orales dans des congrés internationaux (23¢ conférence annuelle de la " So-
ciety for Multivariate Analysis in the Behavioural Sciences (SMABS)" [56], 2nd Euro-Japanese
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Workshop on Stochastic Modelling for Finance, Insurance, Production and Reliability [57]).
Une amélioration particuliérement efficace en terme de réduction du temps de calcul a donné
lieu & une autre conférence (Workshop en 'honneur de Marvin Zelen [67]) et a un article
en cours d’écriture [69]. Ce chapitre s’achévera par une étude de simulations comparant les
différentes méthodes de sélection des items en sous-échelles (présentée principalement lors du
Workshop "Environment and Health Related Quality of Life : Statistical Perspectives" [66],
et par deux exemples sur des données réelles : le premier concerne l'analyse de trois sous-
échelles issues du "Sickness Impact Profil", présentée lors de I’ International Conference on
Statistics in Health Sciences [60]), I autre concerne un travail dans un cadre différent, on la
procédure a été utilisée dans le but de construire un score simple (non pondéré) pour prédire le
risque de récidive de la tentative suicidaire chez des patients regus dans un service d’urgence.
Cette derniére étude a donné lieu & deux conférences ( séminaire de Probabilité et Statistique
de I'Université de Montpellier 2 et de FTENSAM [59], XXXVémes Journées du Groupement
d’Etude sur la Prévention du Suicide (GEPS) [119]) et & une publication dans la Revue Fran-
gaise de psychiatrie et de psychologie médicale [120].

Enfin, le dernier chapitre présentera un travail d’écriture de macro-programmes sous les
logiciels généralistes SAS et Stata afin d’analyser les échelles de qualité de vie sous ces logiciels
sans faire appel & des logiciels spécifiques. Ce travail concerne principalement ’estimation
des paramétres des modéles de I’ IRT et les méthodes de sélection d’items en sous-échelles.
Le premier travail en ce sens est décrit en [65] et a été présenté lors d'un atelier INSERM
[79] puis lors d’une formation de la Société Francaise de Statistique [58]. Un des principaux
macro-programmes sous SAS, %AnaQol, a donné lieu & un article soumis a "Communications
in Statistics - Simulation and Computation" [70], et un des principaux modules sous Stata a
donné lieu a un article soumis & "The Stata Journal" [63]. Pour certains autres programmes,
un manuel a été écrit (|62] et [61]).
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Glossaire

Abbréviation Signification Reéférence

2-PLM Two Parameters Logistic Model : Modéle logistique a deux 2.7.3
paramétres (modéle de Birnbaum)

5-PAM Five Parameters Acceleration Model : Modéle d’accélération 2.7.4
a cinq parameétres

ACP Analyse en Composantes Principales 5.3.2

AFCS Analyse en Facteurs Communs et Spécifiques 5.3.1

AIC Akaike Information Criterion Critére d’information 7.3.3.4
d’Akaike

ASS Approximate Simple Structure : Structure approximative- 3.3
ment simple

CL Complete Linkage : Lien complet 6.1.3

CLV Classification around Latent Variables : classification autour 5.3.6
de variables latentes

CML Conditional Maximum Likelihood : Maximum de vraisem- 2.6.8.3
blance conditionnelle

DETECT Dimensionality FEvaluation To Enumerate Contributing 6.3
Traits : Evaluation de la dimensionalité par I’énumération
des traits contributifs

EM Expectation-Maximisation : Estimation-Maximisation 2.6.8.6

GEE Generalized Estimating Equations : Equations d’estimation 2.6.8.5
généralisées

GLM Generalized Linear Models : Modéles linéaires généralisés 2.6.6.1

GLMM Generalized Linear Mixed Models : Modéles linéaires géné- 2.6.6.3
ralisés mixtes

GMRM Generalized Multidimensional Rasch Model : Modéle de 3.4.3.7
Rasch multidimensionnel généralisé

HCACCPROX Hierarchical Cluster Analysis / Conditional Proximity Mea- 6.1
sures : Classification hiérarchique avec mesures de proximité
conditionnelles

ICC Item Characteristic Curve : Courbe caractéristique de 'item 2.2

IRF Item Response Function : Fonction de réponse a l'item 2.2

IRT Item Response Theory : Théorie de réponse a l'item 2
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Glossaire

Abbréviation Signification Référence

JML Joint Maximum Likelihood : Maximum de vraisemblance 2.6.8.2
jointe

M2-PLM Multidimensional Two Parameters Logistic Model : Modéle 7.4.1.2
logistique & deux paramétres multidimensionnel

M5-PAM Multidimensional Five Parameters Acceleration Model : Mo-  7.4.1.2
dele d’accélération & cinq paramétres multidimensionnel

MML Marginal Maximum Likelihood : Maximum de vraisemblance 2.6.8.4
marginale

MMHM Mokken Monotone Homogeneous Model : Modéle monoto- 6.2.1
nement homogéne de Mokken

MMSRM Multidimensional Marginally Sufficient Rasch Model : Mo- 4.5
déle multidimensionnel marginalement exhaustif de Rasch

MPMSRM Multidimensional Polytomous Marginally Sufficient Rasch 4.10
Model : Modéle polytomique multidimensionnel marginale-
ment exhaustif de Rasch

MPLT Multidimensional Polytomous Latent Trait Model : Modéle 3.4.3
multidimensionnel polytomique a trait latent

MRCML Multidimensional Random Coefficients Multinomial Logit 3.4.4
Model : Modéle logistique multinomial a coefficients aléa-
toires multidimensionnel

MSP Mokken Scale Procedure : Procédure d’échelle de Mokken 6.2

OPLM One Parameter Logistic Model : Modéle logistique & un pa- 2.7.1
rametre

PCM Partial Credit Model : Modéle de crédit partiel 2.8.3

RM Rasch Model : Modéle de Rasch 2.6

RSM Rating Scale Model : Modéle d’échelle de classement 2.8.2

SEM Stochastic  Expectation-Maximisation :  Estimation- 2.6.8.6
Maximisation Stochastique

SIP Sickness Impact Profil : Profile d’impact des maladies 7.5.1

SL Single Linkage : lien unique 6.1.3

SS Simple Structure : Structure simple 3.3

UPGMA Unweighted Pair-Group Method of Averages : Méthode des 6.1.3
moyennes par paire non pondérée

WPGMA Weighted Pair-Group Method of Averages : Méthode des 6.1.3

moyennes par paire pondérée
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Premiére partie

L’analyse statistique de la qualité de
vie
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Chapitre 1

Notions et notations

1.1 Notions

1.1.1 Trait latent

Mesurer la qualité de vie est un exercice délicat, car la qualité de vie, comme d’autres
variables (état de santé, intelligence, aptitude, connaissance...) n’est pas une variable qui peut
étre directement mesurée. On appelle généralement ces variables des traits latents lesquels
"font référence & une particularité humaine (...) présente chez chacun et qui se manifeste a des
degrés divers selon les individus" [54].

1.1.2 Questionnaires, profils, tests, items

La mesure de variables latentes s’effectue & ’aide de questionnaires, appelés aussi dans
le domaine de la qualité de vie des profils (en général quand ces questionnaires mesurent
plusieurs dimensions, comme par exemple le "Sickness Impact Profil", ou le "Profil de qua-
lité de vie subjective") ou des tests (par exemple "test de QI"). Ces questionnaires sont
composés d'items (variables) a réponses le plus souvent binaires ("oui"/"non", "d’accord" /-
"pas d’accord"...) ou ordinales ("pas du tout" /"peu"/"en partie" /"complétement", "jamais" /-
"quelquefois" /"souvent" /"toujours" ...). On note aussi plus rarement des items a réponses ana-
logiques (régles graduées ou non), discrétes (nombre entre 0 et 10 par exemple) ou continues
(réponse libre comprise entre deux valeurs), mais il n’en sera pas question dans ce document.

1.1.3 Reéponses positives/correctes et négatives/incorrectes

C’est dans le domaine des sciences de I’éducation et de la psychologie (mesure de 'intel-
ligence, mesure de la connaissance...) que se sont développées principalement les méthodes
d’analyse de traits latents. Elles ont ensuite été appliquées en recherche clinique au cours des
années 80. De cette origine, subsistent des termes de vocabulaire mal adaptés au domaine
spécifique de la qualité de vie, notamment 'appellation des modalités de réponses aux items
comme positives/correctes ou négatives/incorrectes : & chaque item, on associe une modalité
négative (ou incorrecte) définie comme celle étant la moins favorable a une bonne qualité de
vie (ou & un bon état de santé) ; les autres modalités sont appelées positives (ou correctes),
et correspondent aux modalité les plus favorables eu égard a la qualité de vie. On note que
dans le cas d’items & réponses binaires, il existe pour chaque item une seule modalité positive.
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1.1.4 Mesures indirectes, scores

Pour mesurer les variables latentes, on utilise des méthodes de mesures indirectes, basées
sur des observations réelles (réponses aux items). Cette inférence passe par la construction d’un
modéle établissant un lien entre les traits latents et les observations. Le modéle ainsi construit
aboutit a la création d’un (ou plusieurs) score(s), pondéré(s) ou non, avec des pondérations
connues ou estimées, le(s)quel(s) refléte(nt) le(s) niveau(x) des individus par rapport au(x)
trait(s) latent(s) étudié(s).

1.1.5 Dimensions, traits latents, échelles, sous-échelles

Les notions de dimension, échelles et sous-échelles restent floues dans la littérature. Nous
utiliserons dans ce document le terme dimension pour parler du concept mesuré, celui d’échelle
comme ’ensemble des items d’un questionnaire mesurant un (ou plusieurs) trait(s) latent(s),
et celui de sous-échelle comme le sous-ensemble des items d’un questionnaire mesurant un seul
trait latent donné.

En outre, dans le cadre d’un questionnaire unidimensionnel, il y aura confusion entre les
termes questionnaire, d’échelle et sous-échelle. Ce sera notamment le cas dans le chapitre 2
de ce document.

1.1.6 Psychométrie, théorie classique, théorie de réponse aux items

Il est courant de différencier, dans le champ de la mesure de traits latents psychologiques
(Psychométrie), la théorie classique et la théorie de réponse auz items (IRT) [théorie moderne].
Les modéles de la théorie classique décomposent le score observé en un vrai score et une erreur,
et modélise les observations par des modéles linéaires. Les modéles de 'IRT entrent dans le
cadre des modéles linéaires généralisés et décrivent une probabilité de réponse par rapport au
trait latent, généralement via un lien logistique ou probit (plus rarement logarithmique).

1.2 Notations

1.2.1 Notations mathématiques générales

Dans ce document, IN et IR représenteront respectivement ’ensemble des entiers naturels
et 'ensemble des réels.

Sauf exceptions explicitement indiquées, les scalaires seront notés en minuscules maigres
(a, b, v...), les vecteurs en minuscules grasses (a, 6...) et les matrices en majuscules grasses (A,
©...). Les constantes, comme celles définies par exemple au paragraphe 1.2.2, seront notées en
majuscules maigres.

A’ représente la transposée de la matrice A, A~! son inverse (si A est inversible) et A~
une inverse généralisée.

Les variables aléatoires seront représentées par des majuscules (X, Y,...). Les réalisations
de ces variables seront notées par la méme lettre en minuscule et indexées (x1, yp...). E(X)
et V(X) sont respectivement ’espérance et la variance de X. Cov(X,Y) et Corr(X,Y’) sont
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respectivement la covariance et la corrélation entre les variables aléatoires X et Y.

~

Les estimations seront notées par un chapeau : Z, 4...

Le vecteur x = (21, ..., 2y, ..., 1) sera notée x = (x);=1,.. 1, tandis que x = (z1,..., 2y, ..., x1)
sera notée x = (x7);_y -

I4 représente la matrice identité d’ordre d et 14 représente le vecteur unité de taille d. O
représente, selon le contexte, une matrice ou un vecteur composé de 0.

x = 1;(y) signifie que z = 1siy € I et z =0 sinon.

1.2.2 Notations spécifiques

La taille du questionnaire (nombre d’items de I’échelle) sera notée J. Les items sont in-
dexés par j = 1, ..., J. La dimension du questionnaire (nombre de sous-échelles) est notée @, et
chaque dimension est indexée par ¢ = 1,..., Q. La taille (nombre d’items) de la ¢¢ sous-échelle
est notée par Jg,.

Le questionnaire est passé a un échantillon de N individus, chaque individu étant indexé
parn=1,., N5

Les variables aléatoires de réponses des individus aux items sont notées X;, j =1,...,J.
La réponse du n¢ individu au j¢ item est notée x,;. m; représente le nombre de modalités
positives de I'item j (m; =1 si le j¢ item est dichotomique).

Les @ traits latents sont notés ©,, et leurs valeurs individuelles pour le n° individu sont
0, = (0n1, ..., Ong, ., UnQ)’. Dans un cadre unidimensionel (Q = 1), on notera © le trait latent
et 0, sa valeur individuelle pour le n¢ individu.

Pour chaque item, la modalité négative sera codée 0. Dans le cadre dichotomique, la moda-
lité positive de chaque item est codée 1, et dans un cadre polytomique, les modalités positives
seront codées par des entiers supérieurs ou égaux a 1 : on considérera que les modalités sont
ordonnées de la modalité la moins favorable & un bon niveau sur le trait latent (codage le
plus petit, en général 1) a la modalité la plus favorable & un bon niveau sur le trait latent (le
plus souvent codée m; pour le j¢ item). En général, bien que ce ne soit pas la régle absolue,
plusieurs modalités d’'un méme item ne sont pas codées de la méme maniére.

Le score est la variable aléatoire S = }]:1 X Cette variable prend pour valeur s, =

ijl xp; pour I'individu n.

M représente la valeur maximale possible du score M = Z}]:1 m;, la valeur minimale du
score étant 0.

Lyolontairement, nous avons choisi de ne pas indexer les individus par i comme cela est généralement fait,
dans un soucis de cohérence
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D’autres notations seront introduites au fur et & mesure du texte.

1.3 Les modéles classiques

1.3.1 Principes

La théorie classique [95] est basée sur 'analyse du score observé considéré comme une
estimation d’un vrai score représentant la variable latente & mesurer [91].

1.3.2 Définition

En théorie classique [95], on suppose un lien linéaire entre le score (on parlera de score
pour la réponse a chaque item) observé X,,; et un "vrai" score 7,; défini comme ’espérance
de X,,;. Le modele sous-jacent est donc un modele linéaire a effets aléatoires :

an = Tpj + €nj (11)

ol €y; est l'erreur de mesure, avec E(ep;) = 0 et Cov(7y;, €n5) = 0.

1.3.3 La fiabilité

La fiabilité d’une mesure (d’un score) est définie par le rapport entre la variance du "vrai"
score T,,; (que 'on notera o2 j) et celle du score observé X,,; (que 'on notera ag(j). On la note
pour l'item Xj :

0,2

2 7
Pj = UTJ (1.2)
X

1.3.4 Le coefficient alpha de Cronbach

Le coefficient alpha de Cronbach est I'un des indices le plus souvent retrouvé dans les
analyses d’échelles de qualité de vie. C’est un indice qui permet de mesurer la fiabilité d’un
modéle classique, c¢’est-a-dire la fiabilité quand on utilise le score .S,, pour mesurer le vrai score
Tn-

On suppose que le score S, est la somme de J variables aléatoires X,,;, j =1,...,J telles
que p% = Corr(X,j, Xu), Vj # 1 et p% fixé?, alors la fiabilité du score S, s’écrit [54] :

Jok

1+ (J = 1)k 3

2
pPs =
Cette égalité est connue sous le nom de formule de Spearman-Brown. Le coefficient alpha

de Cronbach [24] est une estimation de p%. Dans le cas de la normalité des variables X,,;, j =
1,...,J, Uestimateur du maximum de vraisemblance du alpha de Cronbach est :

9 J7

== =1 (1.4)

2on parle alors d’un modéle paralléle
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ol 7 est une estimation de la corrélation moyenne entre les variables X;, j = 1,...,J prises
deux & deux.

5 J o J
P mz Z Corr(X;, X) (1.5)

j=1k=j+1

1.4 Synthése

Ce premier chapitre introductif a permis de préciser les notions élémentaires de la psycho-
meétrie. Le chapitre suivant présentera la théorie de réponse aux items (IRT) et les principaux
modeéles de cette théorie utilisés dans le cadre de ’analyse de la qualité de vie.
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Chapitre 2

La Théorie de Réponse aux items
(Item Response Theory - IRT)

2.1 Définition générale

La théorie de réponse aux items (Items Response Theory - IRT) [114] [147] est basée
sur une relation entre les réponses & des items mesurant un trait latent et ce trait latent. A
contrario de 'analyse classique, la relation entre le score observé et le trait latent n’est plus
(forcément) linéaire.

L’IRT repose sur trois hypothéses fondamentales : I'unidimensionnalité, la monotonicité
et I'indépendance globale.

Dans cette partie, et sauf mention contraire, 'IRT fera référence a 'IRT paramétrique telle
que définie a la section 2.5.2

2.2 Les fonctions de réponse aux items (Items Response Func-
tions - IRF) et les courbes caractéristiques des items (Items
Characteristic Curves - ICC)

Les fonctions de réponses aux items (IRF) [147] sont les fonctions P(X,; = xy,;/6,,v;)
oll v; est un vecteur de parametres caractérisant I'item j. En IRT, on modélise les IRF en
fonction du (ou des) trait(s) latent(s) et des paramétres associés aux items.

Les courbes caractéristiques des items (ICC)[14] sont les représentations graphiques des
IRF en fonction du trait latent.

2.3 Hypothéses fondamentales

2.3.1 L’unidimensionnalité

L’unidimensionnalité signifie que le trait latent sous-jacent & un ensemble d’items (& travers
leur fonction réponse) est un méme et unique scalaire. La réalisation du trait latent pour

15
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I'individu n est notée 6,,. Un tel ensemble d’items est dit, par abus de langage, unidimensionnel.
Nous verrons au chapitre 3 que cette hypothése peut étre dépassée quand le trait latent sous-
jacent aux items est vectoriel : on dit alors que les items sont multidimensionnels.

2.3.2 La monotonicité

La monotonicité concerne les fonctions réponses des items. En IRT, les IRF doivent étre
non décroissantes en ©, ou en d’autres termes, on doit avoir :

dP(an = .%'nj/an, I/j)

> 2.1
do,, =0 (2.1)

2.3.3 L’indépendance locale

L’indépendance locale signifie que conditionnellement au trait latent, les réponses aux
différents items sont indépendantes. Pour un individu donné, ou plus généralement pour 1’en-
semble des individus ayant la méme valeur pour le trait latent, les réponses aux différents
items sont indépendantes les unes des autres (les variables X,,; et X, avec j # k, les indices
de deux items différents, sont indépendantes, Vn = 1,..., N).

J
P(Xn = Xn/0p,v) = [ [ P(Xnj = 2n;/0n,v;), (2.2)
j=1
avec Xp = (Xnj)j=1,...7, Xn = (Tnj)j=1,..,s et v = (V;)j=1,...J.

2.4 Les traces des items

2.4.1 Principes généraux : les traces classiques

Les traces des items sont des représentations graphiques simplifiée des courbes caractéris-
tiques des items. On représente, pour un item donné, et pour chaque valeur du score de 0 a
M la probabilité qu’un individu ayant ce score ait répondu & une des modalités positives de
cet item. La trace d'un item j correspondant & sa k® modalité représente donc P(X; = k)
en fonction du score S. Dans une échelle bien construite constituée d’items dichotomiques, la
trace doit étre une fonction non décroissante : plus les individus ont un score élevé, et plus la
probabilité de répondre positivement a chacun des items doit étre élevée (hypothése de mono-
tonicité). Dans un cadre polytomique, I'analyse est plus délicate : en effet, les individus ayant
de trés hautes valeurs sur le trait latent ont tendance a plus souvent répondre aux modalités
les plus hautes, au détriment des modalités moyennes. Pour ces modalités moyennes, on assiste
généralement a une tendance croissante de la trace, puis a une tendance décroissante.

2.4.2 Traces particuliéres : les traces cumulées

Pour une analyse plus simple, les traces cumulées peuvent étre utilisées pour les items po-
lytomiques. On ne représente alors plus la probabilité de répondre & une modalité particuliére
d’un item, mais & la probabilité de répondre "au moins" a chacune des modalités d’un item.
La trace correspondant a sa k¢ modalité représente donc P(X; > k) en fonction du score S.
Toutes les traces cumulées doivent étre non décroissantes.
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2.4.3 Détection des mauvais items a 1’aide des traces

Lorsque la trace d’un item dichotomique ou une trace cumulée d’un item polytomique est
plate, sur la totalité du spectre du score, un item mal intégré a ’échelle est a suspecter. En
effet, cela signifie que la probabilité de répondre positivement & cet item est indépendant de
la valeur du score, donc que 'item mesure un autre concept que celui mesuré par le score.

Il arrive réguliérement d’avoir des items pour lesquels, a partir d’une certaine valeur du
score, tous les individus répondent correctement a cet item, ou au contraire, pour lesquels, en
dessous d’une certaine valeur du score, aucun individu ne réponde correctement a cet item. On
observe alors dans ces deux cas des parties complétement plates des traces. Dans le premier
cas, on parle d’un effet plafond, et dans le second cas d’un effet plancher. Cela signifie que,
dans le premier cas, 'item est sensiblement plus facile que le reste des items, et dans le second
cas, que l'item est sensiblement plus difficile que les autres. Ces items sont le plus souvent
inutiles car mal adaptés a la population étudiée.

2.4.4 Adaptation des traces : les traces en fonction du sous-score

Lorsque qu’un item ne mesure pas le méme concept que les autres items utilisés pour calcu-
ler un score, les traces sont toujours légérement croissantes, puisque l'item visé est utilisé pour
calculer le score (donc la réponse a l'item et le score sont légérement corrélés positivement).
Ce phénoméne est d’autant plus important que le nombre d’items est restreint. Pour pallier &
ce probléme, on peut utiliser le sous-score (rest-score), c¢’est-a-dire le score calculé sans I'item
donné (sous-score par rapport a l'item k Sy = Zj:L#k X; = 8 — Xj), pour effectuer la
représentation des traces : dans ce cas, la trace d’un item mesurant un autre concept que celui
mesuré par le reste des items est plate.

2.5 IRT paramétrique et IRT non-paramétrique

2.5.1 L’IRT non paramétrique

I’IRT non paramétrique a démarré au début des années 70 avec les travaux de Mokken
[107] mais s’est principalement développée dans le courant des années 90 (voir par exemple
[108], [115], [140], [71], [155]...). Elle vise a vérifier les hypothéses fondamentales de 'IRT [116].
Dans ce contexte, on ne s’intéresse pas & la caractérisation des items et des individus par le
biais de paramétres. Ce champ a été notamment utilisé dans le cadre de la sélection d’items
en échelles vérifiant les hypothéses fondamentales de 'IRT (voir chapitre 6).

2.5.2 L’IRT paramétrique

I’IRT paramétrique représente la forme originelle de I'IRT : les fonctions de réponse aux
items sont modélisées en fonction de paramétres caractérisant les items et les individus, et tels
que les modéles permettent de vérifier les hypothéses fondamentales de I'IRT.
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2.6 Le modéle de Rasch (RM ou 1-PLM)

2.6.1 Modélisation

Le modeéle de Rasch [126] est un des modéles les plus simples de 'IRT puisque chaque
item est caractérisé par un paramétre unique appelé le paramétre de difficulté de l'item.
Une fonction de lien logistique relie les réponses de chaque item & un prédicteur linéaire des
paramétres caractérisant les capacités des individus (le trait latent 6,,) et les paramétres de
difficulté des items (J;). Le modéle de Rasch est un modéle unidimensionnel (le trait latent
est un scalaire). Ce modéle est défini par la propriété d’indépendance locale et par ses IRF
(croissantes par construction) :

exp (5 (0 — 97))
1+ exp (0, — 0;)

P(Xn] = :Unj/Hn,ch) =

2.6.2 Courbes caractéristiques des items dans le modéle de Rasch

Lorsque 'on représente les courbes caractéristiques d’un ensemble d’items vérifiant un
modéle de Rasch, on obtient des courbes logistiques non sécantes comme présentées a la figure
2.1.

05

Proporion de réponses positives

Traitlatent

Fi1G. 2.1 — Courbes caractéristiques de 7 items vérifiant un modéle de Rasch

2.6.3 Interprétation des paramétres de difficulté des items

Les parameétres de difficultés des items s’interprétent facilement : pour un individu donné
0,, fixé), la fonction P(X,,; = x,;/0,,0;) est décroissante en §;, ce qui peut s’interpréter par
J J J J
le fait que plus la valeur de §; est grande, et plus la probabilité qu'un individu donné réponde
j
positivement & cet itemest petite (c’est-a-dire plus cet item est difficile).

La valeur du parameétre ¢; représente la valeur du trait latent qu’il faut atteindre pour
avoir une chance sur deux de répondre positivement & l'item j : les capacités des individus et
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les difficultés des items sont donc représentés dans la méme échelle. Géométriquement, sur la
courbe caractéristique d’un item, la difficulté correspond a I'abscisse du point de I’ IRF ayant
une ordonnée de 0.5.

2.6.4 Paramétres fixes et paramétres aléatoires

Il existe deux maniéres de traiter le modéle de Rasch. La plus ancienne consiste & consi-
dérer les parameétres d’aptitude des individus (6,) comme des paramétres fixes. Le modéle
est alors composé de N paramétres d’aptitude et de J paramétres de difficulté. Nous verrons
ensuite qu’il n’existe en fait que (J — 1) parameétres d’aptitude distincts pouvant étre estimés
de facon consistante.

Une seconde maniére de traiter les paramétres d’aptitude des individus est de considérer
que ces paramétres sont des réalisations d’une variable aléatoire © : on suppose alors la famille
de distribution de cette variable aléatoire et 'on estime les k = card(v) paramétres v de
cette fonction de distribution G(0/v). En général, on suppose que cette variable aléatoire est
distribuée selon une loi normale, aussi ’on estime la moyenne et la variance de cette variable
(k = 2), et le modéle est alors composé de (J + 2) paramétres.

2.6.5 Représentation graphique

Kreiner [90] propose de définir le modéle de Rasch a effets fixes comme un modéle gra-
phique. La figure 2.2 montre un exemple d’une telle représentation pour cing items. On note
que les fleches représentent le sens d’une relation de dépendance causale (le trait latent ex-
plique la réponse a chaque item). En outre, il n’y a pas de liaison (arréte) entre les items, ce
qui signifie donc que les réponses aux items sont indépendantes conditionnellement au trait
latent (hypothése d’indépendance locale) [et aux autres items].

FiG. 2.2 — Représentation graphique du modéle de Rasch

2.6.6 Le modéle de Rasch comme un modéle linéaire généralisé (mixte)
2.6.6.1 Les modéles linéaires généralisés - GLM

Soient pour chaque observation ¢ (i = 1,..., N) une variable réponse notée y;, un vecteur
de covariables noté x; et un vecteur de parameétres inconnus noté 3.

Les modéles linéaires généralisés sont définis par [100] :
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1. les observations sont mutuellement indépendantes,

2. la densité de la variable réponse y; appartient a la famille exponentielle (dont la densité
est donnée ci dessous - équation (2.3)),

3. Despérance p; = F(y;) est reliée au prédicteur linéaire 7; = u;’3 avec u; = u(x;) un
vecteur connu et la fonction A(.) bijective appelée fonction lien, par la relation p; = h(n;).

La densité d’une variable y; est de la famille exponentielle si, en posant #; un parameétre

canonique, ¢ un paramétre de dispertion, w; un poids associé a la réalisation de y;, d;(¢) = w%
et a(.) et ¢(.) des fonctions spécifiques a chaque distribution, on peut écrire la densité de y;

comme : o yzal B a(QZ)
f(yu 92) = exp ( dz(qb)

T ol ¢>) 2.3)
2.6.6.2 Le modéle de Rasch a effets fixes

Dans le cadre général du modele de Rasch, les observations z,; sont par définition indé-
pendantes, de par la propriété d’indépendance locale.

Dans le cas du modéle de Rasch & effet fixe, on peut montrer qu’il appartient aux GLM
en montrant que la densité de la variable réponse x,; est de la forme exponentielle, en posant

ni xp (0, —9;
0,,; = log <—1fpjnj> avec ppnj = 41;2;(9”71%), a(bn;) =log (1 +exp (0, —0;)), wpj =1, ¢ =1 et
c(zpnj,¢) = 0.

La fonction lien A(.) est donc la fonction logit et le modéle est un modéle logistique.

En posant les vecteurs uy;’ = (0,...,0,—1,0,...,0, 0,...,0,1,0,..,0 ), 6 = (6;)j=1,...1, 0 =

J parametres §; N parametres 6,
(0p)n=1...~N et B = (8',0"), on retrouve le modele de Rasch a effets fixes.

2.6.6.3 Les modéles linéaires généralisés mixtes - GLMM

Les GLMM (GLM a effets aléatoires) sont une extensions des GLM ou des effets aléatoires
sont introduits dans le prédicteur linéaire 7;, de telle sorte que, conditionnellement aux effets
aléatoires, le modéle est défini comme un GLM [33]. Le vecteur 3 ne contient alors plus que
les effets fixes.

Soit b un vecteur aléatoire réel non observé appelé vecteur des effets aléatoires décomposé
en @ parties b = (bg)¢=1,....Q avec bg définissant le ¢° trait latent (bq = (biq)i=1,..,.n). Soit
un vecteur z; connu permettant de lier 'observation ¢ au ¢¢ trait latent. Alors le prédicteur
linéaire 7; s’écrit :

n; = ui',B + Zi/b (2.4)

Par analogie avec les GLM, on peut définir un GLMM de la maniére suivante :

1. les observations sont mutuellement indépendantes,

2. conditionnellement aux effets aléatoires, la densité de la variable réponse y; appartient
a la famille exponentielle (définie & 'équation (2.3)),
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3. Pespérance u; = E(y;/b) est reliée au prédicteur linéaire n; par la relation u; = h(n;),
4. les erreurs sont indépendantes des effets aléatoires,

5. la loi du vecteur b est en général supposée comme une distribution multinormale centrée
de matrice de variance-covariance ¥ inconnue.

2.6.6.4 Le modéle de Rasch a effets aléatoires

Dans le cas du modéle de Rasch a effets, on peut montrer qu’il appartient aux GLMM
en montrant que conditionnellement au trait latent, la densité de la variable réponse xy;
est de la forme exponentielle. Dans ce cas, @ = 1 et le vecteur des effets aléatoires est dé-
fini comme b = (6,,)n=1,..n. On pose B = J, uy; = (0,...,0,—1,0,...,0) de dimension J et
Znj = (0,...,0,1,0,...,0) de dimension N.

La fonction lien A(.) est donc la fonction logit et le modéle est un modéle logistique mixte.

2.6.7 Propriétés spécifiques

Le modéle de Rasch est un modéle simple & interpréter. Cependant, les hypothéses sous-
jacentes qu'il implique (ICC non sécantes par exemple), fait qu’il est parfois difficile de trou-
ver un ensemble d’items qui vérifient un modéle de Rasch. De nombreux autres modéles plus
souples ont été proposés mais aucun n’a connu le succés du modéle de Rasch. Deux raisons
peuvent expliquer ce phénomeéne : la premiére est qu’'un modéle plus souple, ou qui exige
des hypothéses moins spécifiques, offre I'avantage de mieux s’adapter & un ensemble d’items
existant, mais pose des problémes d’estimation des paramétres, de mesure de ’adéquation et
d’interprétation ; la seconde tient sans doute & deux propriétés importantes et spécifiques a
une famille de modéles proches du modéle de Rasch : I'exhaustivité du score sur le trait latent,
et la "specific objectivity".

Ceci a amené certains psychométriciens, dont Molenaar [114, page 5|, & estimer qu’il est
souvent préférable, pour mesurer un phénomeéne latent, de rechercher un ensemble d’items qui
vérifient un modéle de Rasch avec ce trait latent, plutdét que de trouver un modéle plus com-
plexe qui a une bonne adéquation & un ensemble d’items donnés. En effet, on cherche plutot
en psychométrie & définir ’ensemble des items qui va permettre de mesurer le mieux possible
le trait latent, c’est-a-dire un ensemble d’items vérifiant, au minimum, les hypothéses fonda-
mentales de 'IRT. La simplicité d’interprétation (et donc d’utilisation) du modeéle de Rasch,
fait qu’il est par conséquent plus intéressant de trouver un bon ensemble d’items vérifiant un
tel modéle, quitte & jeter certains items, que de trouver un modéle plus complexe ayant de
moins bonnes propriétés de mesure mais s’ajustant mieux a ’ensemble des données.

2.6.7.1 Exhaustivité du score sur le trait latent

L’exhaustivité du score sur le trait latent signifie que, sous le modéle de Rasch, toute
I'information disponible sur la valeur du trait latent d’un individu n est contenu dans la
statistique exhaustive S,, = Z}]:l Xyj (score). On peut vérifier simplement cette propriété
en montrant que sous ’hypothése d’indépendance locale, la densité conjointe des variables
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Xntye s Xnjy s Xng (que Ton notera f(Xp1, ..., Xnj, ..., Xn/0n,d)) appartient a la famille ex-
ponentielle :

T exp [0 (0 — 0))]
Xt = Zn1s oo Xoig = T ooy Xy = = e
F(Xnr =1,y Xng = T, oy Xong = Ty [0, 0) ]1;[1 1+ exp(0n, — J5)

exp {snen — Z}']:1 Tn;j0j
= & = (2.5)
[T ITj= 1+ exp(6n — ;)

Par le théoréme de factorisation de la famille exponentielle (voir par exemple [30], ou
sous le nom de théoréme de Darmois [135]), on montre formellement que la statistique S, est
exhaustive du trait latent 6,,. Le modéle de Rasch n’est pas le seul modéle a vérifier cette
propriété (si 'on considére le score comme pouvant étre pondéré) : les modéles IRT vérifiant
une telle propriété sont dits "de la famille du modéle de Rasch" (Rasch family models) [36].
Cependant, le modéle de Rasch est le seul modéle de 'IRT ou cette propriété s’applique, pour
des items dichotomiques, au score simple (non pondéré) [9].

La figure 2.3 représente la propriété d’exhaustivité du score sur le trait latent dans le cadre
d’une représentation graphique : dans cette figure, on note que toute I'information disponible
sur I’ensemble des items est contenue dans le score (aucun lien direct entre les items et le trait
latent), et que désormais, conditionnellement au score, les réponses aux items ne sont plus
indépendantes.

FiG. 2.3 — Représentation graphique de la propriété d’exhaustivité du score sur le trait latent
dans le cadre du modéle de Rasch

2.6.7.2 L’objectivité spécifique (Specific Objectivity)

L’objectivité spécifique est une propriété du modeéle de Rasch définie et nommée ainsi par
Rasch [128]. Elle repose sur 'idée qu’il est possible, au sein du modéle de Rasch, de comparer
"objectivement" deux individus, c’est-a-dire indépendamment de I'instrument de mesure (le
questionnaire). Un exemple typique de cette probabilité est de montrer que la probabilité
qu’entre deux individus nj et no donnés, n; ait répondu positivement a 'item j et no ait
répondu négativement au méme item, sachant qu’'un seul des deux a répondu positivement a
cet item, ne dépend pas du paramétre de difficulté de l'item (4;) :

exp(fn,)
eXP(9n1 ) + exp(9n2 )

P(anj = 1aXn2j = 0/9n1,9n2,6j,Xn1j "’Xngj = 1) = (26)
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Cet exemple peut étre généralisé a J items.

Une des conséquences de cette propriété est que pour des individus ne présentant pas le
méme niveau sur le trait latent, les difficultés des items restent les mémes (en terme d’ordre
et d’écart entre les valeurs des parameétres).

Fisher (voir une revue sur ce théme en [36]) a montré que le modeéle de Rasch est le seul
modéle vérifiant les hypothéses de 'IRT a respecter cette propriété.

2.6.8 L’estimation des paramétres
2.6.8.1 Identifiabilité des paramétres du modéle de Rasch

Le modele de Rasch est un modele linéaire généralisé qui associe a la variable réponse X,,; :

— les J parameétres d; et les N paramétres ¢, dans le cadre du modéle de Rasch a effets
fixes,

— les J parameétres §; et les k parameétres composant v dans le cadre du modele de Rasch
a effets aléatoires.

Dans le cas du modéles de Rasch & effets fixes, la matrice U = (unj’)n=1,... .N,j=1,...,7 (voir
les définitions a la section 2.6.6.2) est de rang (J + N — 1) tandis que le vecteur 3 est de
dimension (J + N), ceci justifie la non identifiabilité de ce modéle. L’ajout d’une contrainte
d’identifiabilité permet d’identifier le modele [113].

En général, la contrainte d’identifiabilité utilisée est celle de la nullité de la moyenne des
paramétres de difficulté :

> 6 =0

J=1

C’est notamment le cas pour le logiciel RSP [46]. On trouve aussi parfois comme contrainte
la nullité d'un parameétre de difficulté particulier (0 = 0).

Dans le cadre du modéle de Rasch a effets aléatoires, le modéle est identifiable si I'on
considére la distribution du trait latent comme centrée. Dans 'autre cas, le modéle revient a
un modéle équivalent ol la moyenne du trait latent peut étre considéré comme une constante,
et I'on doit alors poser une contrainte d’identifiabilité sur les paramétres de difficultés des
items (du méme type que dans le cadre du modéle de Rasch a effets fixes).

2.6.8.2 La méthode du maximum de vraisemblance jointe

La méthode du maximum de vraisemblance jointe (Joint Maximum Likelihood - JML) est
la méthode d’estimation la plus naturelle dans le cas ou le trait latent est considéré comme
un ensemble de paramétres fixes. Elle consiste a trouver les estimateurs qui maximisent la
vraisemblance jointe :

N J

L;(6,0/x)= H H P(an = xnj/ena(;j) (2.7)

n=1j=1
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avec 6 = (0;)j=1,...7 €t 0 = (On)n=1,... .N-

En dérivant le logarithme de cette quantité par rapport a 6, (n = 1,...,N) et §; (j =
1,...,J), on obtient les équations du maximum de vraisemblance suivante :

5. — J exp(6n—0;)
n Jj=1 1+exp(0n—0;)

{ te— ZN exp(On—0;)
J T £en=1 14exp(On—9o;)

n=1,..N;j=1,.,J (2.8)

Les estimations des paramétres de difficulté du modeéle obtenues par cette méthode sont
cependant non consistants [43|. Andersen [7] montre cependant qu’elles le sont & condition
que N — +o00, J — 400 et N/J — +00. Aussi cette méthode est a proscrire, en particulier
lorsque le nombre d’items est important, ou lorsque le nombre d’individus est petit.

2.6.8.3 La méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle

La méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle (Conditional Maximum Like-
lihood - CML) permet de résoudre le probléme de l'inconsistance des estimateurs du JML
lorsque l'on considére le trait latent comme un ensemble de paramétres fixes. Le principe
de cette méthode est alors de s’affranchir du trait latent en utilisant la vraisemblance des
observations conditionnellement au score :

LCn (aaan/xnasn) = P(Xn = Xn/9n7575n = sn)
P(Xy = %xn/0n,9)
P(S,, = 5,/0,,0)

-1

J ) _ 5. J
UL D S | CLE SO

i=1 YEQ/ 37y yj=sn =1
exp(Onsn) exp(— ijl Znjd;) y szl [1+ exp(6p, — 9;)]
szl [1 + exp(O, — 9;)] exp(nsn) Zyeg/ ST y=sn exp(— Zj‘]:1 Y;0;5)

exp <— ijl mnjéj)
’ysn(é)
= Lcn (6/Xna Sn)

ou s = (sp)n=1,..N, 2 est ensemble des 27 vecteurs possible de dimension J composés de 0
et de 1 et y = (y;)j=1,..,s est un vecteur quelconque de 2. La fonction symétrique gamma est
définie comme :

J
s (6) = > exp [ =Y v;6; (2.10)
j=1

YEQ Xy yj=s

Le trait latent disparait alors dans cette vraisemblance conditionnelle. On note que dans
ce cas, seuls les individus n’ayant pas un score nul ou parfait (s, # 0 et s, # J) apportent de
I'information (dans le cas d’un score nul ou parfait, la vraisemblance associée a un individu
est égale a 1). Seuls ces individus peuvent donc étre utilisés dans le processus de maximisation

(2.9)
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de la vraisemblance.

Alors :
N
Lo (5/X,S) = H Len (5/Xn73n)
n=1
sn # 0,80 # J
_ T 0 5P (= S 203%) (2.11)
T2 s (8)]™
avec ng le nombre d’individus tels que S,, = s. On montre que
dys (0 *
2 00) _ _ exp (=85) 701 (65) (2.12)
do;

Avec &5 = (01,..,0j-1,0j+1,-.-,05). Donc en dérivant Lc (6/Xn,s) par rapport aux d;, on
obtient les équations du maximum de vraisemblance conditionnelle :

i\f: exp(=0;)7s, 1 (97) _ JZ:ln exp(—d;)7s-1 (85)

b= e (0) wo)

j=1,...,J (213)

n=1/sn#0,sn#J s=1

Les estimations obtenues sont finies et uniques dés lors que la matrice des réponses est
bien conditionnée [38]. De plus, les estimations sont consistantes quand N — +o0 & J fixé |7]
[122].

2.6.8.4 La méthode du maximum de vraisemblance marginale

La méthode du maximum de vraisemblance marginale (Marginal Maximum Likelihood -
MML) permet d’estimer les paramétres du modéle de Rasch lorsque le trait latent est consi-
déré comme une variable aléatoire. La vraisemblance marginale est obtenue en intégrant la
vraisemblance par la fonction de distribution du trait latent G(©/v), ot v est un ensemble
de parameétres définissant la fonction G(.).

L (8,v/x) =

=

n=1

J
/IR H P(Xyj = 2nj/0,6;)G(0/v)do
j=1

I
=

Ly, (0,v/%y) (2.14)

3
Il
—

On peut alors estimer de fagon consistante et conjointement les paramétres de difficulté
des items et les paramétres v. Il est courant de supposer la fonction de distribution du trait
latent comme une loi normale centrée de variance o2 [113]. Cela résulte sans doute du fait que
le modeéle de Rasch a effets mixtes et un GLMM et que le choix de la distribution multinormale
pour les effets aléatoires est trés fréquent dans ce domaine (voir quasi-systématique) car ce
choix permet le rapprochement entre les GLMM et les GLM hétéroscédastiques [33|. Dans le
cas du modele de Rasch & effets mixtes, il est en outre commode de centrer la distribution de
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la variable aléatoire, ce qui évite des probléme d’indétermination (voir section 2.6.8.1).
L’estimation se fait a laide d’un algorithme de maximisation classique (par exemple

Newton-Raphson). A chaque étape, les intégrales sont estimées a l’aide de quadratures de
Gauss-Hermite. Ces quadratures permettent d’estimer des intégrales du type :

K
/ f(z) exp(—2?)dx ~ Z wy f (Ay) (2.15)
R u=1

O les u sont les indices des K noeuds de quadratures A, pondérés par les poids w,. Ces
quadratures sont donc employées quand la variable d’intégration est distribuée normalement.

Les noeuds A,, u=1,..., K sont les K racines des polyndémes orthogonaux d’Hermite de
degré K [28] définis par [51] :

dK .2
Pie(z) = (<D exp(a?) T A=) (2.16)
Le poids w,, associé au noeud A, vaut alors [51] :
K—-1)l/2
_ - DVar (2.17)

O K P (AP

Des tables existent pour retrouver ces noeuds et poids associés [28] : voir par exemple
I'ouvrage de Stroud et Secrest [141].

On note que lorsque la variable latente est distribuée selon une loi normale centrée de
variance o2, on procéde & un changement de variable. Alors on utilise les noeuds transformés

A* = /20 A,, et en posant f,(xn/y,8) = 3-]:1 P(Xnj = xpn;/y,0;), on obtient :

K
LMn((s,O'Q/X) ~ %Zwufn(xn/ALa)
u=1

%

K
% D wufu(xa/V204,,6) (2.18)
u=1

Ainsi, on peut estimer la log-vraisemblance s (5, 0'2/X) = log Ly (5, 0'2/X) par

N K
Iy (6,v/x) =~ logH\/LEZwufn(xn/\/iaAu,é)
n=1 u=1

%

N K
_glogﬂ—i-Zlongufn(xn/ﬂaAu,é) (2.19)
n=1 u=1

On obtient alors les equations du maximum de vraisemblance marginale par

%{;j”/x) o YN T e (8,0%) Bl VD) =y,
div (0.v/x) 25:1 ZUK:1 Cnu(a’Uz)dfn(xn/dgm‘\m(s) —0

do? ~

(2.20)
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2\ __ Wy
avec Cpy(d,0°) = ST o e V3o AL D)
D’autres auteurs comme De Leeuw et Verhelst [26] ont proposé de ne pas définir de fa-
gon paramétrique la fonction G(.) (modéle semi paramétrique), ce qui est asymptotiquement
équivalent & la méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle [41].

Enfin, Zwinderman [156] a montré que les estimations par MML peuvent étre biaisées si
la fonction G(.) est mal spécifiée.

2.6.8.5 Les équations d’estimations généralisées - GEE

Les équations d’estimations généralisées (dénotées GEE) ont été développées en 1986 par
Liang et Zeger [92] dans un cadre longitudinal. L’application des GEE dans le cadre des mo-
déles linéaires généralisés nécessite l'estimation des deux premiers moments de la variable
réponse. Dans le cadre de modéles & effets aléatoires, ces moments peuvent étre approximés
[154]. Cependant, pour estimer les paramétres de la distribution des effets aléatoires, il faut
pouvoir disposer de ces moments jusqu’a l'ordre 4. Sutradhar et Rao [142]| proposent des ap-
proximations de ces moments. Feddag, Grama et Mesbah [35] montrent que les estimations
des paramétres du modéle de Rasch obtenus avec seulement les deux premiers moments sont
de bonne qualité comparées a celles obtenues avec les quatres premiers moments. C’est cette
approche qui est présentée par la suite.

Dans cette approche proposée par Feddag, Grama et Mesbah [35], [34], la vraisemblance
marginale est linéarisée par une approximation de Taylor. Il est alors facile d’intégrer cette
expression par rapport a la densité du trait latent (supposée normale), puis d’estimer les pre-
miers moments des variables réponses [142].

a- Approximation de la vraisemblance et estimation des moments
Posons Ly, (0,,,0/xn) la vraisemblance associée a l'individu n :

<

J
exp [Tnj (6n — 6;)]
n(On, 6 = =2pi/0n,0;) = 2.21
n /Xn li[ n] CUnj/ n ]) jl—[l 1—|—exp(9n—5j) ( )
On peut approximer P(X,; = 2,;/0,,0;) par une approximation de Taylor de degrés 4
autours de #,, = 0 :

P(an :xnj/améj) = P(X"j :xnj/o’éj)—i_ ) db : : 0 O
n n=0
2 d@% 0, =0 "
6 do;; bu=0
1 d*P(Xn; = 2nj/0n, ;) 4 5
= 0 0, 2.22
o0 o - n+O(10n]7) (2.22)
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Notons lﬁg.) la fonction :

©  exp(f, —d))

) — 2.23
" 14 exp (6, — 05) (223)
Et notons lg;-) la k¢ dérivée de cette fonction par rapport a 6, :
dkl(o)
(k) _ = 'nj
lnj =gk (2.24)
nj
Et l;;gk) la valeur de lg;) en 6, =0:
dkl(o)
#(k) _ nj
by = ok (2.25)
nj g, =
Notons hy; = P(Xp; = xpn;/0n,0;). Par dérivations successives, on montre que :
d*P(Xp; = 20 /0n,0;)
: do? P = hajQnj (2.27)
AP (Xp; = 2nj/0n,0;)
J 167 J 12 = R (2.28)
d*P(Xp; = 2 /0n,0;)
. 761 - 12 = hyjSnj (2.29)

Avec Apj = tnj — 1), Cojg = —1), Doy = —18), By = —1)
Qnj = A% — Cuj

Rpj = Ay = 3An;jCnj — Du;

Snj = Aij — 6Aij(3’nj — Ananj + 3072lj — Enj

Solent hy i, Ay, Chi, Driy Erns. Qru, Ry,

Dy, Enj, Qnj, Rpj, Spj pour 0, =0, alors :

S,’;j les valeurs respectives de hy;, Ay, Cyj,

* * 1 * n2 1 * n3 1 * nd 5

Cette approximation est une fonction linéaire du trait latent 6,,. En intégrant sur la dis-
tribution du trait latent (supposée étre une loi normale centrée de variance o2), on obtient :

1 1 1
P(Xnj = anj/0,6;) = hY; /IR {1 + A0+ iQ;jHQ + R0+ ﬁS;;ja‘l} G(0/5%)d6+0(16,]°)

6 "
(2.31)
Or, 'on sait que si Y est une fonction aléatoire distribuée selon une loi normale centrée de
variance o2 notée G(Y/0?), alors :

/ YG(Y/o?)dY =0 (2.32)
R
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/ Y2G(Y/o?)dY = o? (2.33)
R
/ Y3G(Y/o?)dY =0 (2.34)
R
/ Y1G(Y/o?)dY = 30? (2.35)
R
Aussi
2 o’ ot 5
P(Xnj = xpj/0°,05) = hy; {1 + 7@23‘ + gsr*zj} + O(|0,]7) (2.36)

Et, en utilisant I’hypothése d’indépendance locale :

P(an = xnj,Xnk = mnk/a2,5j,5k) = P(an = xnj/0'275j)P(Xnk = mnk/02,5k) (2.37)

J * * ]
Ry = [ et Sy = <4
J

*(2)
. 1 >
Si xp; = 1, on montre que h;klj — ), A;j = <1 Q;j =

s = ;o ;
Donc les moments d’ordre 1 valent :
pi = P(Xp;=1/0%5))
= oWy U;Jj(?” + %lj@ +0(16,]°) (2.38)
Et les moments d’ordre 2 valent :
ojj = (1= py)
@ +0; (15 - 2 01;) +%4 <Z;<5>—21§“)1§(5)—215(3”3"(3)) +0(16.) (2:39)

ok = P(Xnj=1,Xnr =1/0%8;,0%) — pju

4
*(2) ;%(2 g *(2) ,%(4 *(3) ,%(3 *(4) ;%(2
— lej( 4 5 (lj( NS +lj( =@ +lj( U )) +0(|6,]%) (2.40)

b- Estimation par GEE
Soient p = (15)j=1,..,7 Uespérance du vecteur Xn, Sy i = (¥n; — ft5)(Tn — ) le moment
empirique d’ordre 2 de Xy, Sn = (8n,j1)1<;j<1< €6 N = E(sn) = (0j1)1<j<1<-

Posons &, = (xn,s,), n = 1,...,N le vecteur des observations dont lespérance et la
. . Vi1 V
variance sont données respectivement par ¢ = (u,n) et V = 1 12) ou Vi1 =
Viz Va2

Var(Xn) = (Ujl)j,lzl,...,Ja V12 = COU(XH, Sn) et V22 = Var(Sn).

Alors les équations d’estimations généralisées (GEE) pour les différents moments du modéle
sont de la forme :

N
D'V'Y (¢, - ¢) =0, (2.41)
n=1
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avec

. dp
02

D= < 3_,2651 ;ng ) (2.42)
d o

Les GEE sont en général résolues par un algorithme de Fisher-scoring, ce qui permet
d’obtenir I'estimation des paramétres (§,02). A 'étape k + 1, ces estimations sont calculées
par :

8(k+1) 8(]9) 1 o (B — 1 (s _1Ak;’Ak; 1N (k) 5 (k)
20 | T 2w | TN (PUVETDE) TDOVETY (6 -0 (24

n=1
1 DE TE) o P i int (6, 5200y
ou DWW V) et ¢ sont les valeurs respectives de D, V et ¢ au point (6 *,5°\"))".

La matrice de variance-covariance W des estimations (8, 02)" est obtenue par I'estimateur
sandwich [33] :

W (0v D) (DY 13 (6-4) (6-4) v D) (VD) aas

ou ]j, V et (}b sont les valeurs respectives de D, V et ¢ au point (3, 52)".

2.6.8.6 Autres méthodes : algorithmes EM, SEM

Cette revue des méthodes d’estimations sous le modéle de Rasch ne serait pas compléte
sans parler de 'algorithme EM (Expectation-Maximisation) proposé par Dempster, Laird et
Rubin [27] et implémenté, entre autre, dans le logiciel RSP [46] pour le modéle de Rasch a
effets aléatoires. Cet algorithme ne résoud cependant pas le probléme primordial de la méthode
du maximum de vraisemblance marginale, & savoir Iestimation d’intégrales (par quadratures
de Gauss-Hermite) a chaque étape de 'algorithme. L’estimation se fait par exemple avec un
algorithme de Newton-Raphson [46]. Hamon [54] [55] propose d’utiliser un algorithme SEM
(Stochastic Expectation and Maximisation) afin de contourner ce probléme.

2.6.8.7 Estimation des valeurs individuelles du trait latent

Suivant la méthode d’estimation utilisée, les valeurs individuelles du trait latent peuvent
étre obtenues. Dans le cadre du JML, ces estimations sont directement obtenues. Dans les
autres méthodes, on peut les estimer conditionnellement aux estimations des paramétres de
difficulté des items obtenues.

Lorsque le trait latent est considéré comme un ensemble de paramétres fixes, on maximise
alors la quantité [73] :

LMLE n/(s Xn n] = xnj/HTij)a n = 17 ...,N (2'45)

||:ja

avec Sj I'estimateur de d;, j = 1,...,J obtenu par CML.
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Néanmoins, ces estimations, appelées estimateurs du maximum de vraisemblance (Maxi-
mum Likelihood Estimators - MLE) sont biaisées, en particulier si J est petit [73]|. De plus,
il n’est pas possible d’estimer ces valeurs pour les individus ayant un score nul ou parfait. Il
est possible, par analogie avec le modéle de Rasch a effet aléatoire, de considérer une sorte de
distribution du trait latent notée g(6), en posant :

J exp <6’ — 5]> exp (6’ — SJ)
g(0) = - 1-— - (2.46)
j=1 \ 1+exp <9—5j> 1+ exp <9 5])
En maximisant la quantité
J
Lvre(0,/8,%n) = H Xoj = nj/0n;0;)9(0n) (2.47)

on obtient les estimations du maximum de vraisemblance pondérées (Weighted Likelihood
Estimator - WLE), qui sont non biaisées et permettent d’obtenir des estimations pour le trait
latent méme pour les scores nuls ou parfaits |[73].

Lorsque le trait latent est considéré comme une variable aléatoire, on peut maximiser
la quantité précédente (estimation classique), ou bien utiliser 'estimation modale de Bayes
(Bayes Modal Estimators - BME) en utilisant la loi a priori du trait latent G(0/52) et en
maximisant (voir 73] [33] [77]) :

Lpynp(0,/8,6% xn) = Xnj = Tnj/0n; 0;)G(0,/6) (2.48)

HE&

avec 3j lestimateur de d;, j = 1,...,J et 62 lestimateur de o2 obtenus par MML ou GEE.
Notons que ce sont les estimations obtenues avec la procédure NLMIXED de SAS [77].

Une autre fagon d’estimer les valeurs du trait latent lorsque celui-ci est considéré comme
une variable aléatoire est d’utiliser les estimateurs attendus a posteriori de Bayes (Bayes
Expected A Posteriori Estimators - EAP), en maximisant les quantités [73] :

exp (

[ TT, = ieslle

LEAP(Hn/(Asa 5'2, Xn) = (249)

exp(xn 5
Jrbn 1= 1—"( (o ; ))) G(0/52)do
) G6/62)d
Notons que ces estimations sont celles obtenues avec le module gllapred de Stata [123].

2.6.9 Tester le modéle de Rasch

Divers tests ont été proposés pour tester I'adéquation de données & un modéle de Rasch
[48], ou pour tester la vérification de certaines hypothéses de 'IRT. Concernant les tests
d’adéquation, on peut les regrouper en trois grandes familles : les tests globaux, les tests du
premier ordre et les tests du second ordre. Si I’ensemble de ces tests permettent de tester
I’adéquation au modéle de Rasch, cette typologie repose sur le fait que certains tests sont plus
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sensibles que d’autre a la violation de certaines propriétés du modeéle de Rasch. Nous avons
en outre intégré a cette partie les indices OUTFIT et INFIT qui permettent de détecter des
individus ou items abérants, le test U qui permet de tester I’égalité des pentes des ICC des
items et le split test qui permet de vérifier la propriété d’objectivité spécifique.

2.6.9.1 Les tests globaux

Les tests globaux sont les tests qui permettent de tester I’adéquation globale des données a
un modéle de Rasch. Ces tests sont en outre sensibles au fait que les estimations des paramétres
soient différents dans différents sous- échantillons. Le principal test global est connu sous le nom
de test Z du rapport de vraisemblance d’Andersen [8]. Il repose sur le fait que les estimations
des paramétres de difficulté du modéle de Rasch doivent étre similaires pour des populations
ayant des niveaux différents sur le trait latent (principe d’objectivité spécifique). La population
est alors séparée en fonction de la valeur du score s en G groupes (un groupe correspondant
a un intervalle donnée du score, hors score nul ou parfait). La statistique de test est alors :

G

Z = —2log (mngc(é/x, s)> + 2log ;H(lsangc(és/xg) (2.50)

avec Lc(d/x,s) définie par I'équation (2.11) et Lc(d4/Xg) la vraisemblance conditionnelle
obtenue avec les individus du groupe g.

Cette statistique suit sous ’hypothése nulle d’'une bonne adéquation au modéle de Rasch
une loi de Chi-deux avec (J — 1)(G — 1) degrés de liberté [8].

Martin-Lof [97] propose un autre test en scindant I’ensemble des J items en deux groupes de

J1 et Jo items. La vraisemblance conditionnelle estimée dans le groupe k est notée ng) (0k/Xxk)-
Le score obtenue par 'individu n pour les items du groupe k est noté s,;. ns est le nombre
d’individus tels que s, = k et ns,s, est le nombre d’individus tels que s,1 = $1 et sp2 = s2.
Ainsi la statistique de test vaut :

ML = 2 <§: f: N, s, 10 (%) - Zj:ns (%) —log (Lc(d/x%,8))
s=0

$1=0s2=0

+ log (Lg)(él/xl)> + log <L(CZ)((51/X2))) (2.51)

Cette statistique suit sous I’hypothése nulle une loi de Chi-deux avec (J;Jo — 1) degrés de
liberté [97].

Outre ces deux tests globaux les plus utilisés dans le cadre du modéle de Rasch, Glas et
Verhelst [48] font une revue de l'ensemble des tests utilisés sous le modéle de Rasch.

2.6.9.2 Les tests du premier ordre

Les tests du premier ordre sont une famille de tests permettant de tester I’adéquation
des données & un modele de Rasch et qui sont particuliérement sensibles aux violations de la
monotonicité, de "parallélisme" des ICC et de I'exhaustivité du score sur le trait latent. Les
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tests les plus connus dans cette famille sont les tests Y (Wright-Panchapakesan), Ric, Riy
et @1 (van den Wollenberg). Ces tests comparent, pour chaque valeur du score, les nombres
attendus et observés d’individus ayant répondu positivement & chacun des items.

On note ng; le nombre d’individus ayant un score s, = s et ayant répondu positivement a
l'item j (X,; = 1) et ng; ce nombre attendu sous I'hypothése du modéle de Rasch. Les scores
s = 1,...,J — 1 sont regroupés en G groupes avec I, I'ensemble des scores s du groupe g,
g = 1, ceey J — 1. Soient dsj == nsj - ’fsz, dls == (dsj)jzl,___,J et dlg = (Zselg dsj)jzl,___,J.

Wright et Panchapakesan [151] utilisent les approximations ng; = ngfts; avec @y =
P(X,; =1/6,,8, =s,0), et posent :

> e, dsj
Ygj = — —, (2.52)
\/ D ser, Mssj (1 — 7))
puis proposent les statistiques :
G
2

Y=Y v (2.53)

g=1

qui suivent sous I'’hypothése de monotonicité de la fonction réponse de l'item j une loi du
chi-deux avec G — 1 degrés de liberté. La statistique Y = Z}'le Y; suit sous I'hypothese de
monotonicité de 'ensemble des IRF une loi du chi-deux a (J —1)(G —1) degrés de liberté. Van
den Wollenberg [145] souligne cependant des erreurs de constructions dans les statistiques Y
dues a l'estimation des ;.

Martin-Lof [97] et Glas [45] proposent des statistiques équivalentes. Nous détaillerons ici
celles de Glas dénommeées statistiques Ric. Comparées au test Y, les my; sont estimées par :
A K
exp(—0; -1 0.
ftoj = PCi0-1(0;) (2.54)
7s(9)

avec 07 = (01)i=1,....j—1,j+1,....J-

Démonstration.
Posons [ =1, ..., 4,...,J Pensemble des items , I* =1,....,5 — 1,7+ 1,...,J, X" = (Xn)ier+,
Xn* = (Tn)ier+ et 85, = D e+ Tni- D’aprés I'équation (2.9), on a

€xXp (_ Zle] xnlél)

P(Xy =%xn/0n,0) = e (0) (2.55)
Or
;g = P(Xp; =1/Xy" =%x4",0,,0,5, =s)
 P(Xp; =1, Xy =x4%/0,,06,5, = s)
B P(Xpn" = xn*/0n, 67,5} =5 —1)
—1
o (= ier mdj) | exp (= 3ie Tnidt)
73(6) ’7371(6*)
_en(-6)a(8) 250

7s(0)
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En outre, une matrice Vg de pondérations des dyg est utilisée. La statistique de test
Ricy = dig'Vig 'dig (2.57)

suit sous '’hypothése de monotonicité des IRF une loi du chi-deux a (J — 1) degrés de liberté,
et la statistique Ric = Z?:l Ricg4 suit sous 'hypothése de monotonicité de ’ensemble des
IRF une loi du chi-deux & (J — 1)(G — 1) degrés de liberté.

Les pondérations utilisés dans les matrices Vg sont ey;; = Zselg NsTsj = Zselg fgj pour
les élements diagonaux de la matrice et

o= Y me (5) e @ e (5 (2.58)
sely Vs <5)

pour les élements non diagonaux avec 6;,? = (01)i=1,....7, 1£], ktk-

La contribution de l'item j a la statistique Ri¢c peut étre évaluée en calculant
G
Rigj =) Vg /%, (2.59)
g=1

avec Vg_l/2 la. décomposition de Cholesky de Vg (Vg_l/QlVg_l/2 = V). Cette quantité
suit, sous I’hypothése d’une adéquation correcte de 'item j au modeéle de Rasch une loi du
chi-deux a G — 1 degrés de liberté.

En outre, une approximation des statistiques Rjc a été proposée par van den Wollenberg
[146]. Ric; peut étre approximée par Qq; telle que :

2 2
< [Zselg Msj — ns]} [Zselg Msj = ”sa} O Yser, nsdy
Qij=) - T ; =D A 7y (260)
= D ser, Nsj 2ser, Ms — Msj = Dser, sj (s — i)
et Ric est approximée par Q1 :
J-1<
Qi = — Z Q1 (2.61)
j=1

La statistique Ri¢c a été étendue & la statistique Rips dans le cadre du modéle de Rasch
a effet aléatoire [45]. Dans ce cas, le nombre de réponses positives a l'item j attendus sous le
modeéle de Rasch est :

Ny =N ;g exp (4) 71 (87) /}R e Tz}(jée ) G(6/62)do (2.62)

Les matrices de pondérations Vg contiennent les éléments eg;; = V ¢; sur la diagonale et
. A - ok exp(sf N
ot = N3 exp () exp (5¢) 71 (87) / ; P9 a/6?)an (2.63)
s€ly R Hj:l <1 + exp (9 - J))
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en dehors des diagonales.

Posons
1
ng=N ——G(0/5°)do (2.64)
R H}']=1 <1 + exp (9 - 5j))
et .
exp(JO — 527, 6;
hy= N PUO=251%)  ipr52)a0 (2.65)
R H;.Izl (1 + exp <6’ - 5j)>
Alors, la statistique Ryps vaut
G
Riy = co + Z dgjlvlgildgj +cy (2.66)
g=1
avec ¢y = W et ¢g = W R suit sous I’hypothése de monotonicité des items une

loi du chi-deux & (J — 1)2 — 1 degrés de liberté.

2.6.9.3 Les tests du second ordre

Les tests du second ordre sont une famille de tests permettant de tester I’adéquation des
données & un modéle de Rasch et qui sont sensibles a la violation des hypothéses d’'unidimension-
nalité du trait latent et d’indépendance locales des réponses aux items. Les tests les plus connus
dans cette famille sont les tests Roc, Rops et Q2 (van den Wollenberg). Ces tests comparent,
pour chaque valeur du score, les nombres attendus et observés d’individus ayant répondu po-
sitivement & chaque paire possible d’items.

On note ny; le nombre d’individus ayant un score s, = 1 et ayant répondu positivement
a l'item j (X,; = 1) et 21; ce nombre attendu sous I'hypothése du modéle de Rasch. Soient

dy; = n1j — Ny, dy le vecteur des %, g =1.J.

On note ngj le nombre d’items ayant un score s, > 1 et ayant répondu positivement aux
items j et [ (X,; =1 et X,y = 1) et fg;; ce nombre attendu sous I'hypothése du modéle de
Rasch. Soient doji = ngji — fgji, v/da/y/n le vecteur des doji, j=1..J, l=j+1,..,J. Vi et
V2 sont deux matrices de pondération.

La statistique Roc; [113] est donnée par :

Roc = d2/V271d2 + dl/Vlildl (267)

Sous I’hypothése d’unidimensionnalité, Roc suit une loi du chi-deux a @ degrés de

liberté.

Cette statistique peut étre étendue au modeéle de Rasch a effets aléatoires [48]. La statis-
tique (Y2 proposée par van den Wollenberg [146] est une estimation de Rac. On note alors ngj
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le nombre d’individus ayant un score s, = s, s > 2 et ayant répondu positivement aux items
J et [ et iy lestimation de ce nombre sous le modele de Rasch :

5 —5))Vs_o(d"

7s(0)

d? + d2 + d2 + d2
Nl Nsj—MNsji Nl —MNsj1 Ns—MNgji—Nsj+Nsji—TNsi+Nsj1’

Soient d? = (ngj — fgji)? et gasji =
alors la statistique donnée par :

_J-3 3 2.69
QQ—ﬁ ZZQQS]‘I ( )

J(J=1)(J—3)
2

suit une loi de chi-deux & degrés de liberté sous 'hypothése d’unidimensionnalité

(Dar)ls le cas de regroupement de scores en G groupes, les degrés de liberté de ()2 deviennent
JG(J=3
2

2.6.9.4 Détecter les observations abérantes : les indices OUTFIT et INFIT

Deux indices [93] trés utilisés permettent de détecter les observations abérantes : OUTFIT
et INFIT.

Ces indices sont basées sur les résidus
V“nj = xnj — Tspj (2'70)

Pour l'item j, ces deux indices sont calculés par

N 2

OUTFIT; — - "ng (2.71)
TN (1 ) '
N 2
1 —1Tn;
INFIT; = — — Z}”—l . (2.72)
Pour l'individu n, ces deux indices sont calculés par
L "2
OUTFIT,=— Y ——4—— (2.73)
n N],Z:;Wsnj(l_ﬂ'snj)
J 2
1 . To
INFIT, = — 2=ty (2.74)

NN .
OUTFIT permet de détecter des observations abérantes du type un individu avec un score

élevé qui n’a pas répondu positivement & un item facile (ou inversement, un individu avec un
score faible qui a répondu positivement & un item difficile).
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INFIT permet de détecter des observations ayant un profil de réponses incohérent, du type
un individu avec un score moyen qui a répondu positivement aux items les plus difficiles et
négativement aux items les plus faciles.

Les valeurs de ces deux indices doivent se trouver dans I'intervale [0.6; 1.4] (selon les sources,
on trouve parfois des valeurs légérement différentes).

2.6.9.5 Tester I’égalité des pentes des ICC : le test U

Afin de tester 1’égalité des pentes des ICC, Molenaar [111] a développé le test U dans le
cadre d’une estimation par CML.

L’échantillon est découpé en 3 parties en fonction du score des items. Une premiére partie
concerne les individus avec un score au plus égal a un seuil c¢;, une seconde concerne ceux
qui ont un score supérieur ou égal & co. La troisiéme partie concerne les autres individus. On
impose

c1
> ng > 25%N (2.75)
s=1
et
J-1
> ng > 25%N (2.76)
s=ca
La statistique U est égale pour l'item j (j =1,...,J) a:
Z1 — %9
Uj = —— 2.77
T e+ T = e ( )
avec
‘1 Toi — Fes
2 = S (2.78)
=1 ’I’Lsﬂ'sj(l — 7'('3]')
et
S S
29 = Z 3 5 (2.79)

s=cy V nsﬁsj(l - ﬁ-sj)

La statistique U; suit sous I'hypothése d’égalité de la pente de I'ICC de litem j a la
moyenne des pentes des autres items du modéle une loi normale centrée réduite : une statistique
significativement négative signifie que la pente de l'item j est trop forte (plus forte que la
moyenne des autres items) et inversement.

2.6.9.6 Le test de cission de I’échantillon (split test)

Ce test est proposé par Molenaar [111] afin de détecter les items qui ne vérifierait pas
le principe d’objectivité spécifique. L’échantillon est scindé en deux en fonction des réponses
(positives ou négatives) a un item donné et dans chaque sous-échantillons, on estime par CML
les paramétres de difficulté des items (on les centrera pour faciliter les comparaisons). On
représente alors dans un graphique les estimations obtenues dans un des deux groupes en
fonction de celles obtenues dans ’autre groupe.



tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

38 I. L’analyse statistique de la qualité de vie

Des écarts importants entre ces représentations et la diagonale montrent que le principe
d’objectité spécifique est bafoué. On s’intéressera notamment aux items ayant une difficulté
plus importante pour le groupe ayant répondu positivement a l'item ayant servi a scinder
I’échantillon.

Les différences entre les deux séries d’estimations peuvent étre testées par un test de
rapport de vraisemblance Z de Andersen (voir section 2.6.9.1).

2.7 Les autres modéles de 'IRT pour items dichotomiques

2.7.1 Le modéle logistique a un paramétre (One Parameter Logistic Model)
(OPLM)

2.7.1.1 Definition

Le modeéle logistique & un parameétre (OPLM) [40] est une extrapolation du modéle de
Rasch ot 'on ne consideére plus les ICC comme non sécantes. Dans ce modéle, des parameétres
B; >0, j=1,...,J, connus (supposés) a priori permettent d’étendre le modeéle de Rasch. Ces
parameétres sont fixés subjectivement par des experts (en donnant plus ou moins d’importance
a chaque item), ou peuvent étre choisi comme des valeurs proches des estimations des pouvoirs
discriminants obtenus dans un modéle logistique & deux paramétres (voir section 2.7.3).

Outre qu’il vérifie les propriétés de 'IRT, '’OPLM est défini par les IRF suivantes :

R sy oxp[Bjtn; (0 — ;)]

Les paramétres (poids) B; sont appelés pouvoirs discriminants (ou pouvoirs discrimina-
toires - discriminating power) : en effet, plus leur valeur est élevée, et plus I'item concerné
permet de séparer (discriminer) deux groupes d’individus par rapport a la valeur de leur trait
latent, en utilisant une valeur seuil de ce trait latent correspondant & la valeur du paramétre
de difficulté de l'item.

En termes géométriques, le fait que les items n’aient pas tous la méme valeur pour les
pseudos-parameétres Bj se traduit par des pentes différentes des ICC & leur point d’inflexion
(lorsque @, = ¢;). Pour obtenir un modéle tel que ces pentes soient égales pour tous les items,
il faut fixer les parameétres B; a une valeur fixée B : le modéle devient alors un modéle équi-
valent au modéle de Rasch.

Démonstration.
La fonction réponse de l'item j vaut :

exp [B; (0 — 6;)]
Ppj = P(Xn; =1/B;,00,05) = 7 T exp [ij(Hn _]5j)] (2.81)

Soit unj == B](Hn — 5])
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La pente de I'ICC en 6 est donnée par :
dPy; Bj exp(un;j)

— = — 2.82
don |9, —g (1 + exp(un;)) 9,—6 (2:82)
.. d2P,;
Cette pente est maximisée lorsque —zz+ = 0. Or
d? Py _ g exp(un;) (1 — exp(2un;)) (2.83)
doy T (1 exp(uny))t
Donc la seule solution a dzg;” =0 est
1 —exp(2up;) =0
Upj =
0, = 6; (2.84)
Donc la pente de I'ICC est maximale en 6, = J; et vaut
APy _ 5B (2.85)

U P

Ainsi pour que deux items j et k aient la méme pente maximale, il faut que B; = By, et
pour que tous les items aient la méme pente maximale, il faut que B; = B Vj =1, ..., J. Dans
ce cas, en posant ) = B6, et 5;* = BJ;, la fonction réponse d'un item j s’écrit :

exp [B(0n — 4;)] exp (607, — &)

P(X,; = 1/B,6,,6;) = = 2
(Xnj / i) L+exp[B(6n, —9;)] 14 exp(f; — 5%) (2.86)

On obtient alors un modéle équivalent au modeéle de Rasch. O

2.7.1.2 Propriétés

De la méme maniére que pour le modéle de Rasch, on montre que le score pondéré S, =
Z}]:1 B; X, ; est une statistique exhaustive du trait latent 6,,. Dans un souci de simplification
pour l'utilisation de tels scores pondérés, et pour réduire le nombre de scores possibles, les
auteurs proposent de restreindre '’espace des pseudos-parameétres B; a I’ensemble des premiers
entiers naturels. Dans ce contexte, il existe alors (ijl Bj 4 1) scores possibles différents.

2.7.1.3 Estimation

Comme pour le modéle de Rasch, TOPLM n’est pas identifiable (une contrainte d’iden-
tifiabilité est nécessaire) et l'estimation conjointe des paramétres de difficulté et des valeurs
individuelles du trait latent est, dans le cas général, inconsistante.

Etant donné la propriété d’exhaustivité du score pondéré S, sur le trait latent, il est pos-
sible d’utiliser la méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle (conditionnellement
au score pondéré gn) qui rend les estimations consistantes. Il est en outre possible d’utili-
ser, en considérant le trait latent comme une variable aléatoire, la méthode du maximum de
vraisemblance marginale, ou d’autres méthodes d’estimations (GEE, algorithme EM...).
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2.7.2 Courbes caractéristiques des items dans ’OPLM

Lorsque 'on représente les courbes caractéristiques d’un ensemble d’items vérifiant un
OPLM, on obtient des courbes logistiques sécantes comme présenté & la figure 2.4. Seuls les
items ayant les mémes pouvoirs discriminants ont des pentes au point d’inflextion des courbes
caractéristiques identiques.

05

Proportion de réponses positives

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Trait latent

FiG. 2.4 — Courbes caractéristiques de 7 items vérifiant un OPLM

2.7.3 Le modéle de Birnbaum (2-PLM)

Le modéle de Birnbaum [15] est un modéle trés connu en psychométrie, malgré des pro-
blémes réels d’estimation des paramétres de ce modéle. Ce modéle extrapole le OPLM, en
considérant les pouvoirs discriminants comme des paramétres inconnus. Nous noterons dans
ce modéle le pouvoir discriminant du j¢ item «; (qui s’interprétent comme les parameétres
Bj sous 'OPLM). Outre qu'il vérifie les hypothéses fondamentales de I'IRT, le modéle de
Birnbaum est défini par ses IRF :

exp [ajn; (On — 5;)]

P(Xy; = anj 93) = ’
( nj wn]/en’aj’éj) 1—|—eXP[O‘j (an_éj)] 5

Dans ce modéle, il n’existe plus de scores connus a priori (avant l'estimation des para-
meétres) qui soit exhaustif du trait latent. A ce titre, le modéle de Birnbaum n’est pas considéré
comme une extension du modéle de Rasch, et la méthode du maximum de vraisemblance condi-
tionnelle n’est plus envisageable.

On trouve souvent ce modéle sous la forme équivalente :

_exp [L7a;2n; (0 — 65)]
~ 1+exp[l.7a; (0, — ;)]
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Le coefficient 1.7 étant une approximation de ¢~ = \/;ﬁ [82, page 120]. Ce coefficient est
utilisé pour approcher la fonction logistique logit(x) par la fonction probit ®(z). En effet on
montre [18] que :

Vu(z) € IR, logit(u(z)) ~ ®(c.u(x)) (2.89)

Lorsque ’on représente les courbes caractéristiques d’un ensemble d’items vérifiant un mo-
déle de Birnbaum, on obtient des courbes logistiques sécantes comme présenté a la figure 2.5.
A la différence de ’OPLM, les pentes des courbes caractéristiques a leur point d’inflexion sont
toutes différentes.

0.5

Proportion de réponses positives

Trait latent

FiG. 2.5 — Courbes caractéristiques de 7 items vérifiant un modéle de Birnbaum

2.7.4 Autres modéles

En IRT, un certain nombre d’autres modéles existent dans un cadre dichotomique unidi-
mensionnel. Cependant, la plupart d’entre eux ont été définis en sciences de 1’éducation (me-
sure de connaissances, de l'intelligence...) et considérent un parameétre de "guessing" (réponse
positive par hasard). Nous nous sommes restreint a ’analyse de la qualité de vie dans ce tra-
vail, or, dans ce domaine, on ne considére pas la possibilité de "réponses par hasard", puisque
les réponses aux items correspondent & un état clinique du patient, et qu’il n’existe pas d’enjeu
lors du processus de réponse. Nous ne ferons donc que citer certains de ces modéles : le 3-PLM
(modéle logistique & trois paramétres), le 4-PLM (modéle logistique & 4 paramétres, faisant
état d’une réponse négative par hasard) ou le 5-PAM (modeéle d’accélération a 5 paramétres
- 5-Parameters acceleration model - qui introduit un paramétre d’accélération permettant de
considérer des ICC non symétriques)...

Nous pourrons cependant citer quelques modéles non étudiés dans ce travail qui sont par-
fois utilisés en qualité de vie : le Linear Logistic Test Model (LLTM) [47| par exemple, qui
permet de décomposer la difficulté de chaque item pour modéliser le processus de réponse, en
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fonction des opérations cognitives sollicitées ; ou le Log-linear Rasch Model (LLRM) [85] [84]
[87] qui permet d’expliquer la réponse a l'item par des covariables (sexe, age...).

Enfin, tout une littérature existe autours des modéles probit : la fonction de lien logistique
est alors remplacée par une fonction probit. C’est le cas des "normal ogive models" & un ou
deux paramétres [95].

2.8 Les modéles de ’'IRT pour items polytomiques

2.8.1 L’extension au cadre polytomique du modéle de Rasch

Si le modeéle de Rasch est un modéle intéressant en IRT, et de ce fait trés utilisé, il ne
permet de prendre en considération que des items & réponses dichotomiques. Or, en qualité de
vie, il est courant d’avoir recours a des questionnaires composés d’items & réponses qualita-
tives, et le plus souvent ordinales. Des extensions au cadre polytomique du modéle de Rasch
ont été proposées en ce sens. Rasch a lui-méme proposé un développement polytomique du
modele de Rasch [127], qui est décrit a la section 3.4.1. Ce modeéle est peu utilisé en pratique,
car c’est un modele trés restrictif. En revanche, dans les années 70, Andrich [13| [10] propose
le Rating Scale Model (RSM), basé sur des résultats d’Andersen [|9]. Masters [98] propose au
début des années 80 le Partial Credit Model (PCM). Ces deux modéles restent a ce jour les
principales extensions au cadre polytomique du modéle de Rasch.

Ces deux modéles pour items a réponses ordinales sont considérés comme des extensions
du modéle de Rasch car ils conservent tous les deux la propriété d’exhaustivité du score sur
le trait latent. Dans ce cadre, il existe encore pour chaque item une réponse négative codée
0, choisie comme la plus défavorable eu égard au concept mesuré, et les autres modalités,
appelées réponses positives, sont ordonnées et prennent pour valeur 1,...,m; (pour Iitem j).

2.8.2 Le modéle d’échelle de classement (Rating Scale Model) (RSM)

Le RSM [12] [11] est le plus simple des deux modéles : tous les items ont le méme nombre
de modalité m; = m Vj =1,...,J. L’item j est modélisé par un parameétre de difficulté ¢;. En
outre, pour chaque réponse positive h codée au dela de 1, un paramétre d’ajustement 7, est
posé (ce parameétre n’étant pas différent entre les items).

La fonction réponse correspondant & la modalité positive h de l'item j dans le cadre du
RSM s’écrit :

_ exp (h@n —0j — ZZ:Q Tp)
D10 eXp (hen —0; — Zi):z Tp)

P(Xy; = h/0n,0;,72, ..., Tm) (2.90)

Le parametre ¢; représente la difficulté globale de Iitem : plus sa valeur est élevée, et plus
il est difficile pour un individu donné d’avoir une réponse positive a I'item j. Sa valeur corres-
pond au niveau du trait latent qu’il faut atteindre pour avoir autant de chance de répondre
négativement a l'item que de répondre a la premiére modalité (notée "1").
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Plus la valeur d’'un paramétre 7, est élevée et plus il est difficile de répondre & une modalité
au moins égale & h pour les individus ayant un réponse au moins égale & h — 1 : il s’agit donc
de la difficulté de la réponse h pour les individus ayant une réponse au moins égale & h—1. La
valeur 75, représente la valeur du trait latent qu’il faut atteindre pour avoir autant de chance
de répondre & la modalité h — 1 qu’a la modalité h.

Lorsque I'on représente les courbes caractéristiques d’un items vérifiant un RSM, on obtient
une figure comme celle présentée a la figure 2.6.

=0
=1 x=

S 05
[
=
2
& X=2

i

4 3 2 - i 1 2 3 4
Trait latent

FiG. 2.6 — Courbes caractéristiques d’un item & 4 modalités suivant un RSM avec les para-
meétres 6; = —2.0, » = 1.0 et 73 = 1.5

2.8.3 Le modéle du crédit partiel (Partial Credit Model) (PCM)

Le PCM [99] [11] introduit quant-a lui un paramétre d;, pour chaque modalité h positive
de chaque item j. Les items n’ont alors pas obligatoirement le méme nombre de modalités.

La fonction réponse correspondant & la modalité positive h de l'item j dans le cadre du
PCM s’écrit :

exXp [h (971 - 22:1 5jp>}
S exp (= S by

Les paramétres du PCM s’interprétent de la méme maniére que ceux du RSM.

P(an = h/@n,éﬂ, ---aéjmj) = (2.91)

2.8.4 Lien entre le RSM et le PCM

On peut considérer le RSM comme un cas particulier du PCM oul les items auraient le
méme nombre de modalités m et ot pour tout j =1,...,J :

{ djn =Th, YVh=2,...,m (2.92)
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2.8.5 Estimation du PCM et du RSM

Etant donné la propriété d’exhaustivité du score sur le trait latent, il est possible d’esti-
mer de fagon consistante les paramétres des deux modéles par la méthode du maximum de
vraisemblance conditionnelle. L’algorithme est par exemple présenté en [11].

En considérant, en paralléle du modéle de Rasch, le trait latent comme une variable aléa-
toire, il est possible d’estimer les paramétres des deux modéles par la méthode du maximum
de vraisemblance marginale [11].

2.9 Synthése

Dans ce chapitre, nous avons posé les hypothéses fondamentales de I'IRT et présenté les
principaux modéles unidimensionnels de 'IRT utilisés dans le champ de la qualité de vie. Dans
la suite, nous allons présenter I'extension de I'IRT au champ multidimensionnel, et les modéles
existants qui en découlent.
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Chapitre 3

L’IRT multidimensionnelle

3.1 Définition

L’IRT multidimensionnelle est une extension naturelle, mais néanmoins récente de I'IRT :
les principales contributions dans ce domaine ont été proposées dans les années 90.

I’IRT multidimensionnelle est encore dans une phase de développement intense, et il
n’existe pas de typologie bien fixée des modéles et de leurs appellations. Peu de modéles bien
définis ont été retrouvés, et il existe plutét un certain nombre d’extrapolations de modéles
unidimensionnels utilisés et retrouvés (voir par exemple [130], [32], [150], [129]).

3.2 Extension des hypothéses fondamentales de I'IRT

3.2.1 La dimension

En IRT multidimensionnelle, il n’y a bien entendu plus d’hypothése d’unidimensionnalité.
En revanche, la dimension @, c’est-a-dire le nombre de traits latents permettant d’expliquer
les réponses a ’ensemble des items, est fixée (connue) a priori. Junker [83] définit en outre
que @ << J. Zhang et Stout [155] définissent la dimension comme le nombre de traits latents
nécessaire pour que soient vérifiées 'indépendance locale et la monotonicité.

I1 existe donc @ traits latents ©,, ¢ = 1,...,Q, et chaque individu est caractérisé par un
vecteur Q-dimensionnel 8,, = (0,4)q=1,....¢ appelé trait latent multidimensionnel.

3.2.2 La monotonicité

En IRT multidimensionnelle, 'hypothése de monotonicité est étendue aux @ traits latents,
c’est-a-dire que les fonctions de réponses aux items sont non décroissantes pour chaque trait
latent, tous les autres traits latents étant par ailleurs fixés. Analytiquement, cela s’écrit :

dP(XnJ = 1/0117 I/j)
0,

>0, Vg=1,...,Q, (3.1)
avec v; un vecteur de parameétres caractérisant I'item j.

45
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3.2.3 L’indépendance locale

En IRT multidimensionnelle, 'hypothése d’indépendance locale est étendue aux @) traits
latents, ou au trait latent multidimensionnel. On a donc pour tout 7, " tels que 1 < j # j/ < J
les variables aléatoires X,; et X,,; indépendantes conditionnellement a @,,. Ainsi

J
P(Xp = Xn/0n;v) = H P(Xpj = Tnj/On;vj), (3.2)

J=1

avec VvV = (I/j)j:Lm’J.

3.3 Les structures simples (SS) et approximativement simple
(ASS)

Une structure simple [44] est la structure sous-jacente & un ensemble de J items for-
mant une partition de ces items en ) groupes tels que les réponses de tous les items d’un
méme groupe sont explicitées par un trait latent spécifique, et ne sont pas expliquées par les
autres traits latents. Dans une structure approximativement simple, les réponses aux items
d’un méme groupe sont expliquées principalement par un trait latent spécifique, et de maniére
moins sensible par les autres traits latents. Zhang et Stout [155] parlent dans ce cas de groupes
d’items suffisamment séparés ("sufficiently separated"). Ils supposent qu’une structure simple
est une structure souhaitable mais peu envisageable en pratique, et qu’une structure approxi-
mativement simple est une approche suffisante d’une structure simple en pratique.

3.4 Les extensions multidimensionnelles du modéle de Rasch

3.4.1 Le modéle multidimensionnel de Rasch

Le modéle multidimensionnel de Rasch est sans doute le premier modéle de 'IRT mul-
tidimensionnelle qui a été proposé. Il est proposé par Rasch lui-méme [127], et explicité par
exemple par Fisher [39] et par Kelderman et Rijkes [87].

Ce modéle permet de traiter les réponses d’'un ensemble de J items polytomiques & M
modalités positives. Dans ce modéle, la dimension (le nombre de traits latents) est fixée a
@ = M. Chaque réponse positive d’un item donné est associée & un et un seul trait latent,
tel que il ne puisse y avoir, pour un méme item, deux réponses associées 4 un méme trait
latent. Les réponses aux items sont codées de maniére a ce que toutes les réponses codées de
la méme maniére soient associées au méme trait latent. Soit A un codage particulier d’une
réponse (h = 1,..., M), alors, & chaque réponse h d’un item, on associe le h® trait latent ©y,.
Le modéle s’écrit donc :

exp (6nn — 95)

P(X,; = h/6,,8;) = .
( J / .7) 1+eXP(9nh—5j) (3 3)

On note que si les items sont dichotomiques, on retrouve le modéle de Rasch classique.
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Ce modéle trés particulier est difficile & mettre en pratique, puisque les modalités de chaque
item doivent étre étudiées de maniére & correspondre chacune & la mesure d’un trait latent
particulier. Dans un certain nombre de domaines, et notamment dans le domaine de I’étude de
la qualité de vie, de tels items semblent trés difficiles & obtenir : les différentes modalités d’un
item dans ce champ correspondent plutét a différents niveaux sur la variable latente. Aucune
application concréte de ce modeéle n’a été retrouvée dans la littérature!. Enfin, ce modéle n’est
utilisable que dans un cadre "confirmatoire" ot ’on chercherait a vérifier que les liens supposés
entre chaque modalité de chaque item et les différents traits latents sont corrects, mais pas
dans un cadre "exploratoire" ot I'on rechercherait les liens entre les items (ou les modalités
des items) et les traits latents. Nous ne développerons pas plus ’étude de ce modéle.

3.4.2 Le modéle a trait latent a plusieurs composantes (multicomponent
latent trait model)

Ce modéle élaboré par Whitely [150] pour analyser des réponses a des items dichotomiques
faisant appel a plusieurs caractéristiques a été présenté par Stegelmann [139] comme une
extension multidimensionnelle du modéle de Rasch, puisqu’il préserve la propriété d’objectivité
spécifique. Le modéle suppose qu’il existe () composantes du trait latent, et qu’il existe une
"variable" (mot proposé par 'auteur) B prenant pour valeurs b, tels que :

b { 1, si une réponse correcte a l'item j est influencée par la ¢¢ composante du trait latent
7471 0, sinon
(3.4)
La fonction de réponse a l'item j s’écrit alors :

H§:1 exp (bjq(Ong — J; ))]

P(Xn] = CEnj/en,(sj) =
1+ H§:1 exp (bjg(Ong — djq))

(3.5)

Stegelman [139] montre que le vecteur sy, = (spg)g=1,...,Q des sous-scores spq = Z]Q:l bigTng
est une statistique exhaustive du trait latent multidimensionnel 8,,. En outre, il propose une
méthode d’estimation des paramétres du modéle basée sur une extrapolation du maximum de
vraisemblance conditionnelle (voir la section 3.4.3) et un test d’adéquation globale basée sur
I’extension du test de rapport de vraisemblance Z de Andersen.

3.4.3 Le modéle multidimensionnel polytomique a trait latent (multidi-
mensional polytomous latent trait model) (MPLT)

3.4.3.1 Définition et notations

Le MPLT extrapole le modéle précédent de deux maniéres : d’une part, le modéle est
étendu aux items polytomiques, d’autre part, les liens entre les items et les traits latents,
définis par la "variable" B, peuvent étre quantifiés a la maniére de 'OPLM, c’est-a-dire que
I’on peut donner plus ou moins de poids & la "variable" B pour représenter I'impact plus ou
moins important de chaque item dans la mesure de chaque trait latent (voir section 2.7.1).

lon peut cependant trouver un certain nombre d’exemples dans les magazines de sociétés concernant des
tests psychologiques vérifiant, ou supposés vérifiant, ce type de modéle
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Ce modele est défini par Kelderman et Rijkes [87] [86]. Les auteurs remplacent le terme
"variable" pour définir B par "poids".

A chaque item j ayant m; modalités positives est associé Q(m; + 1) poids Bjg., avec
g=1,..,Q et x =0,...,m;. Ces poids valent 0 si la réponse x de l'item j ne fait pas appel au
q¢ trait latent, sinon ce poids est défini par un nombre positif. Ils sont choisis subjectivement
par des experts, en fonction des liens supposés entre chaque item et chaque trait latent, et de
la "force" supposée de chacune de ces relations.

A chaque modalité x d'un item j est associé () parameétre dj4, ¢ = 1, ..., () définissant la
difficulté de la réponse x de litem j par rapport au ¢ trait latent.

Le multidimensional polytomous latent trait model s’écrit alors :

exp (25:1 Bjgz(0ng — 5qu))

P(Xnj =2/0n,6;) = ——
Zyzjo exXp <Z§:1 Bigy(Ong — 5qu)>

(3.6)

Les auteurs montrent que les parameétres 4, ne sont pas identifiables, en revanche, les
parameétres 0;, = Z?Zl Bjgz0jqz le sont. Aussi, le modeéle est généralement réécrit [74] :

ot (52 s 52)
ZZZO €xp (Zqul Biqybng — 9 >

P(an = x/On, 6J) =

3.4.3.2 Représentation graphique

Par extrapolation de la représentation graphique proposée a la section 2.6.5 (page 19), la
figure 3.1 propose une représentation graphique du MPLT.

F1G. 3.1 — Représentation graphique du Multidimensional Polytomous Latent Trait Model
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3.4.3.3 L’exhaustivité du vecteur des sous-scores sur le trait latent multidimen-
sionnel

En développant 1'équation (3.7) sous I'hypothése d’indépendance locale, en posant s}, =
Z;-Ll Bjqz,;» on obtient :

—

P(Xn = xn/é)n,é) = P(an = .%'nj/an,(sj‘)

<
Il
—

<

exXp (Zqul Bjge,, Ong — 5j:rnj>
j=1 Z;nio €xp (quzl BiqyOng — 0; >
exp (Z}]:1 [Z?:l Bjqw,;0ng — 5jxnj])
H}I=1 Z;nio €xp (quzl BjqyOng — 9; >

* J
exXp (Zqul SngVng — Zj:l 5jil3nj>
3']:1 C(en’ 6j)

avec ¢(0,,60;) = Z;n:jo exp (2521 Bjgybng — 0; >

Ainsi la densité jointe des X,,;, j = 1, ..., J fait partie de la fonction exponentielle, et par
le théoreme de factorisation, le vecteur sy, = (s5,)¢=1,...,¢ est exhaustif du vecteur 6,.

Par analogie avec le OPLM (voir section 2.7.1), les auteurs restreignent les poids Bjg, aux
premiers entiers naturels afin de réduire le nombre de vecteurs s;, possibles.

La figure 3.2 représente graphiquement la propriété d’exhaustivité du vecteur des sous-
scores sy, sur le trait latent multidimensionnel 8,, dans le cadre du MPLT

FiG. 3.2 — Représentation graphique de la propriété d’exhaustivité du vecteur des sous-scores
sur le trait latent multidimensionnel dans le cadre du MPLT
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3.4.3.4 Estimation par CML et MML

En posant, par analogie avec 1’équation (2.9) :

P(S, =5,/00,8) = ), P(Xa=y/6,.0)
yEQ/sy=s}
Q J
= 7(sy,90)exp Zﬁnqs,’;q H (6,9;)] (3.9)
g=1 j=1

avec ) Iensemble des 27 vecteurs possibles de dimension J composés de 0 et de 1, y =
(yj)j=1,...,7 un vecteur quelconque de §, sy, = (ijl Bjqyj)g=1,...q €t

Ysh8) = > exp(=djy,) (3.10)
YEQ/sy=s}

La vraisemblance conditionnelle des réponses de l'individu n s’écrit alors :

P(Xy =xn/6,,0)
(S* = s}, /Ona 6)
J
exp <_ Zj:l 5jxnj)

v(sh, 6)
— P(X, = xn/S% =%, 0) (3.11)

P(X, =xn/S;, =s5,0,,0) =

Cette vraisemblance conditionnelle est indépendante du trait latent multidimensionnel. 11

est alors possible d’estimer de fagon consistante les paramétres de difficulté § = (6]‘1-)j:17...7J;x:0,___’mJ

en maximisant :
N

Leo(8/%,8%) = [[ P(Xa = xa/S} = s5,6) (3.12)
n=1

Pour résoudre les équations de vraisemblance, il faut poser Q(J + 1) contraintes d’iden-
tifiabilité : on retrouve systématiquement les J.QQ contraintes Bj,0 = 0, Vj = 1,...,J et
q=1,...,Q qui sont les extrapolations multidimensionelles du fait qu’il existe, pour chaque
item, une réponse négative ; Kelderman et Rijkes propose les () autres contraintes suivantes :
Z}‘le Z;n:jl/HquHéo djz = 0, Vg = 1,...,Q qui est I'extrapolation multidimensionnelle de la
contrainte de nullité de la moyenne des paramétres de difficultés des items dans les modéles
de I'IRT. Ces contraintes sont notamment utilisées dans les logiciels LOGIMO et ConQuest

qui permettent d’estimer de tels modéles [74] [88] [152].

Une autre maniére d’obtenir des estimations consistantes consiste a considérer le trait
latent comme une variable aléatoire multimensionnelle notée G(.) (en général, on suppose
cette varible distribuée selon une loi multinormale de paramétres (u, X) : dans ce cas, les @
derniéres contraintes sont généralement g = 0), et & intégrer la vraisemblance sur I’ensemble
des valeurs possible de 0, c’est-a-dire sur IR?. On obtient alors la vraisemblance marginale
donnée par :

N
w(E,8) = Ul/]RQ P(X, =x,/6;0)G(0/%)d0 (3.13)
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Tout comme dans le cadre unidimensionnel, les estimations obtenues par cette méthode
sont biaisées si la fonction G(.) est mal définie [2].

3.4.3.5 Cadre dichotomique

Dans un cadre dichotomique, il n’existe plus que ) poids non systématiquement nuls pour
chaque item. On notera ces poids associés & la réponse positive (z = 1) Bjq, ¢ = 1,...,Q.
Paralléelement, nous noterons la difficulté de la réponse positive de l'item j relative & la q°
dimension 5ng et nous noterons que pour chaque item, il n’existe plus qu’une seule quantité
estimable } - Bjs0q = ;.

Le modéle s’écrit alors :
exp (w (Zqul Bjgbng — 5j)>
1+ exp <Z(?:1 Bjjgbng — 5j>

P(an = .%'/an, 5j) = (3.14)
3.4.3.6 Approche GEE pour le MPLT dans le cas dichotomique
a- Approximation de la vraisemblance marginale

Nous proposons ici d’estimer les paramétres d’'un MPLT par 'approche GEE. Le dévelop-
pement ci-dessous est inspiré du méme développement réalisé sous le modéle de Rasch par
Feddag, Grama et Mesbah [35] (et présenté a la section 2.6.8.5).

La fonction de réponse a un item dichotomique j dans le cadre du MPLT s’écrit :

exp (wnj <Z(?=1 Bijqtng — 6j>>

P(an = xnj/en;B,(Sj) = 0 (315)
1 +exp (Zq:1 Bjqbng — 5]’)
On note hy,;(y) la fonction :
exp(Zn;iy)
hnj(y) = T}(pj(y) = exp [zn;y — log (1 + exp(y))] (3.16)
Soit gn;(0y) = Zqul Bjq0nq — 0, alors
P(Xn] = xnj/On;B,ch) = hnj(gnj(en)) (317)
Soit I(y) la fonction I(y) = 1_?;2;%). Notons l,,j = 1(gn;(0r)).
On montre que les dérivées d’ordre 1 & 3 de cette fonction sont données par :
1 dln
1) =M = BiCojy 4= 1,...,Q, (3.18)
b,
avec
nj = D(gr;) (3.19)

1+ exp(gny)]*’
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@ Py

s = Dy~ D0 B Dnss 11202 = 10 @

avec
D, — &XPgn) (L — exp(gn;))
" [1+exp(gn))]®
3
@ Ay _popopop _
lnquq2q3 B danmden(mdanqg B BJqlBJqQBJQ?)EnJ’ q1,92,93 = 1,..., Q,
avec
g P(gny) (1 — 4exp(gng)) + exp(29ns)
n - .
’ 1+ exp(gy)]'
On montre aussi que
dhy;
hnia = g, = BialinAngs 4 =1, @,
avec Apj = xnj — lnj,
d?hinj

Pnjgigs = m = Bjg,Bjg.hnjQnj, 01,42 =1,...,Q,

_ A2 A
avec Qnj = Anj — Cpjs

d3hy,;
hnquQQQS = denqldanzzdenqg = qu1 BJQ2BJQShannj, q,92,93 = 1,...,Q,

avec R,; = A%j = 3An;Cnj — Dy,

- - Ay
nJq1929394 — dﬂnql d@an daan, d9nq4

avec Snj = Ai] — 6A$L]an — Ananj + 3ng — Enj-

h*

njq1929394°

A*

nj’ ~'njo

w x(1) %(2)  5x(3) * * * *
Notons lj’ qu ’ qu1q2’ qu1q2q3’ hnj’ hnjq’ hnquqz’ hnquqzqs’

njr Bn; et Sy les valeurs de ces fonctions en 6, = 0.

njo
L’approximation de Taylor de h,; a l'ordre 4 vaut :
* * 1 * 1 * 1 * 5
hnj = P 1+ A3 Gnj + 5Q@njGong + £ BinjGang + 57 5n;Gang | + O(110a]]°),

avec

Q
Glnj = Z quenqa
q=1

Q Q
Gonj = > Y Bjgs BjgsOng,Onas,
q1=1¢q2=1
Q Q Q

Ganj = Z Z Z Bijg Bjq: BjgsOng1 OngsOnas

q1=1q2=1g3=1

cr..D

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

= qulqugqugqu4hannja q1,92,43,44 = 1a -'-aQa (327)

* E*

nj’ ng’

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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RQ Q Q
Ganj = Z Z Z Z Bjq, Bjgs Bjgs BjqiUng, Ongs Ongsbnas (3.32)

@=1g2=1g3=1qa=1

Par récurence, on obtient

J
[[h = P(Xa=xn/6,;B5,6))
j=1

J J J J J
— (H me | x [1+ Z A5 Gng + 5 Z QnsGomj + > R} Gang + 7 > 85Gn
+

J
Z Z A:lle:lJQGanIGln]2+ ZZAnjl n]zGlnleZTm

J1=1jo=51+1 Jj1=1j2=1
J J

J J
1
+6 Z Z nji ”]2G1”71G3"J2+ Z Z anlQn]2G2n]1G2n]2

J1=172=1 J1=1j2=j1+1

J J
‘|‘Z Z Z Anjl njo nJSGlnlelnnglnjg

J
1
+QZ Z ZAnh A Qs Gings Gngs Gongs

J J

+Z Z Z A"]l njo njsA;J4G1nj1G1nj2G1nj3G1nj4
J1=1g2=71+1j3=j2+1 ja=7j3+1

+0(]16,]) (3.33)

Aussi, la vraisemblance marginale correspondante & un individu n est

L, (xn,6,%) = / P(Xy =xn/0,;B;,0)G(0,,X)d6,, (3.34)
IRQ
avec G(0,,X) la fonction de répartition de la loi normale centrée de matrice de variance
covariance
0'(9)11 U(G)lq U(G)lQ
Y= J(G)ql U(@)qq J(@)qQ (335)
7@)Q1 - 9(0)Qe - 9(0)QQ

Rappelons que les moments joints d’ordre 1 & 4 de la variable 8 sont donnés par :

0,G(0,X)d0 =0, ¢ =1,...,Q, (3.36)
IRQ

/IRQ 00,04,G(0,%)d0 = 0(9)g,405 71,02 =1,...,Q, (3.37)

/ o 0q16q2‘9q3G(07 E)de = 07 41,492,943 = 17 ceey Qy (338)
IR
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/IRQ HQIH(IQHQSH(MG(H’ E)de = 0(0)q1927(0)g3q2 T T(6)q1937 (0)g2q4
+00)g1420(0)goqss 91592593,94 = 1,..., Q. (3.39)

La vraisemblance marginale correspondante a un individu n peut étre approchée par :

Ly (xn,6,%) =~

J J
1 . 1 .
X /IR2 1+ B E anGan + ﬂ E San4nj
+ Z Z AnJI n]2G1nJ1G1"J2 + = 2 : 2 :ANJI n]2G1nj1G3nj2

H':ja
=

J1=1j2=51+1 ]1 1j2=1
J J
+Z Qnjy @njy G2ngi Gang
j1_1j2—j1+1
1 J J
+2 Z Z ZAnﬁ ngQnJSGlnﬂGlanZnJa
J1=1j2=41+1j3=1
J J
*
+Z Z Z Z A"Jl nj2 n]sAnJ4G1njlGlnj2G1nJ'3G1nj4 G(enaz)den
J1=1j2=j1+1 jz=j2+1 ja=ja+1

(3.40)

b- Calcul des moments

On vérifie que pour tout j, I, k, m tels que j, I, k, m =1,...,J, nous avons :

QR Q
G1njGini = D Y BigBigs0ng,Onas, (3.41)
q1=1¢q2=1
Q Q Q Q
G1njGsni = Y D > > Bjg, Bigy Bigs Bigs0ngy OngsOnasOnas (3.42)
q1=1g2=1g3=1q4=1
Q Q Q Q
GonjGani = >, Y > > Bjg Bigs Bigs Big,0ng, 0ngs0ng;Ong, (3.43)
q1=1q2=1g3=1qa=1
Q Q Q Q
GinjGiniGank = Z Z Z Z Bjg1 Bigs Brgs BregiOngi Ongzbngs Onga (3.44)
q1=1g2=1¢g3=1q4=1
Q Q Q Q
GGG inkGinm = Z Z Z Z Bjg, Bigy Brgs Bmga Ong: Ings Ongs Onga- (3.45)

q1=1q2=1g3=1q4=1

Notons

/ G2njG(6,%)d6 = Z Z Jjq quU(G )q1q2> (3.46)

q1=1q2=1
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Hayji —/ G1njG1G(0,X)d6 = Z Z Bjgi Biaz0 (0)g1 - (3.47)
q1=1g2=1
Hiy — / Gny G(6,5)d6 (3.48)
BQ
QR Q@ Q @

= Z Z Z Z Bjq, BjgyBjqs Bjg (U(G)qlqza(e)qstm + 0(6)g1939(6)g2qa T 0(9)q1q40(9)q2q3) )
q1=1g2=1¢g3=1q4=1

Hypps = / G1njGanG(6,3)dO (3.49)
IRQ

RQ Q Q @

= Z Z Z Z Bjq, Bigy Bigs B, (J(G)Q1q2a(9)Q3q4 + 00)g1459(0)q2qs T 0(9)q1q40(9)q2q3) )
q1=1q2=1¢g3=1qa=1

Hypp = / GonjGoniG(6,3)d0 (3.50)
IRQ

RQ @ Q Q@

- Z Z Z Z B¢, Bjg, Bigs Big, (U(G)QIQ2U(6)QSQ4 T 00)g1439(0)g2qs T 0(9)q1q40(9)q2q3) :
q1=1g2=1¢g3=1qa=1

On montre que

Q Q Q Q
Hy;
H22j = Z Z Z Z Bj(hBJQQBJQSBJCI4U(9)Q1q20(9)113q4 = TJ’ (3.51)
q1=1g2=1g3=1q4=1
Q Q Q Q
HyHz= > > > BjaBieBiuBia96)q10:7 0)asas- (3.52)
q1=1g2=1g3=1q4=1

P(ani/B3.8) = [ hodGi(6.3)
RQ

. / L A G+ Q7 G+~ Clan + 5" Gand (6, )

- nj RQ ng T ln T 5 &n 2 T g n 30 T 5 Onjtran )

= hy; <1 + 5 QniH2; + ﬁsnjHM) ; (3.53)
P(@ng, ni /By, 8) = hyjhy <1+ ~Q; i Hoj + = Q niHo + o S H4j+24SMH4l (3.54)

A A2 + EAZjRZszljllS + ER;FLjA:LlHM?’ll + ZQZ]‘QZIHM?P) :

Posons

(3.55)
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k7.
l(k)(y) _ d l](y) E=1

; Qo S D, (3.56)
et l;, l;(k), k =1,...,5 les valeurs de ces fonctions en y = 0. En remarquant que pour x,; = 1,
on a
hflj = l;f, (3.57)
lf(l)
* )
AL = TR (3.58)
J
x _ x(1)
cry =00, (3.59)
x« _ %(2)
Dy = lj , (3.60)
x _ p=(3)
E; = lj , (3.61)
*(2)
* J
J
*(3)
*  __ J
R;; e (3.63)
J
*(4)
* )
Snj e (3.64)
J
on obtient
« o Hojowo)  Hij w4
= Ui+ le + ﬂlj , (3.65)
oj; = mi(l—py)
_ o 2y @) @)Y L Hag (@) pr@) o (2)(2)
= ;0422 (lj — 2l ) + 52 (lj — 2 @ ) . (3.66)
o1 = E(XnjXu)— E(Xn)E(Xy) =P(Xn; =1, X0 =1/B;,0) — pjm (3.67)

H4j1[3
6

lj(l)ll (3)+ 4é311 lj(g)ll (1)+

= HyuiMir

*
4 J
c- Les équations d’estimations généralisées

Posons
= EXn) = (1))j=1,...7,

Sn,jt = (Tnj — 1) (T — 1),
Sn = (Snvﬂ)iﬁjdgﬁ

n = E(Sn) = (oji)1<j<i<,

avec Xy et Sy, les variables aléatoires dont les réalisations sont notées par x, et sy.

Hyjop2 — HZjH2ll (2) )
s

3.68
3.69
3.70
3.71

AA,_\A
~—_ — ~— ~—
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Soit ¢ = (,m)" et &, = (n, sn)".

Soient o) ( |
_ 01)ji=1..5 COV(Xqn,sn
V= ( COV(sn,xn) COV(sp) )’ (3.72)
0 = (0j)j=1,....7, (3.73)
& = (7(0)g9)g=1....@: (3.74)
Y= (U(G)Q1q2)1§q1<q2§Qa (3.75)
dp (dp) (dp
_ do da a~y
D= dn dn an . (3.76)
a0 do il

Les GEE sont de la forme :
N
U@d,a,7) =DV 'Y (£, —¢) =0 (3.77)
n=1

~(k A A
On les résoud par 'algorithme de Fisher-scoring en utilisant 6( ), d(k), ,?(k)? D®) vk,
~(k ~(k
Eib ) et (b( ) les estimations respectives de 8, a,y,D, V, £,, et ¢ a l'étape k et dont les équations

itératives a 'étape (k + 1) sont données par :

~(k+1) 5 N

P . —1 . v a N
At | = am |+ (D(k) V(k)—lD(k)> DE k-1 Z(Eﬁk) —o®))  (3.78)
ﬁ/(k+1) ﬁ/(k) n=1

d- Estimation finale de la log-vraisemblance marginale

La log-vraisemblance marginale peut étre estimée par quadratures de Gauss-Hermite aprés
la derniére itération. Celle-ci est égale a :

N
(8,5)/%) = / [ P(Xa = xa/6,8)G(6/5)d6 (3.79)
Bn:l

On se place dans le cadre bi-dimensionnel, avec 8 = (61,02) et f(61,02) = HnN:1 P(X, =
.1
Xn/0.,8). Soient 05 et 03 telles que (67, 05)/(07,05) = Q02 E (G10s)

—~1/2 1/2' o&—1/

On a donc (0},05) = =3 "7(01,6;) avec /7 % > = 57" done 7% est la matrice

: V2
de Cholesky de 3.

. g 011 012 &1 022 —012
On montre que si X = | R Jalors ¥ = - N R ,
012 012 2|\ —012 011

~—1/2 1 022 0
b = ( b N (?%2 ) . (3.80)

Izl
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Selon le théoréme du changement de variable, on a :

/ f(a)da = / f(a*)|J(afa")|da" (3.81)

Avec J(a/a*) la matrice jacobienne de a en a*. On montre que :

2[3
e (3.82)
022

o Y 2
L 9, = /25205 + G12V2 . (3.83)
el von
La matrice jacobienne de 8 en 8* vaut :
" 22
JO/0) = 4. - | = / (ij% . (3.84)
doy  do} gi2 /26
1 2 Vo3 2699

Oy = / 25’22(9; +

Donc J(0/6%)] = 21/|].

La vraisemblance marginale peut alors étre approchée par

Ly(8,%) = /f(al,ez)c:(e/ﬁ:)de

24/[2
_ /f(e;: 03) e~ exp (~6767) db”

2|38
_ * )k l ¥ p* *
_ /f( [.03)— exp (~67'67) dB

%

1 R R
p > wawnf(AL, AY), (3.85)

u=1v=1
avec R le nombre de points de quadratures utilisé, A,, » = 1, ..., R les noeuds de quadrature
et wy, m =1,..., R les poids associés. Les noeuds transformés A}, et A} sont calculés ainsi :

022

A=A, — 224, | /260 (3.87)

3]

e- Variance des estimations

La matrice de variance-covariance W des estimations (3 , &, %) est obtenue par l'estimateur
sandwich [33] :

/NN
W:%@v_lﬁ) 1 <DV—1;(§n—¢)(§n—¢)’V‘1D> (DV—1D> L ass)

ol ]5, \7, én et (},’) sont les approximations de D, V, &, et ¢ au point (3, a,q).
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3.4.3.7 Le modéle de Rasch multidimensionnel généralisé (Generalized Multidi-
mensional Rasch Model) (GMRM)

Hoijtink, Rooks et Wilmink [74] proposent un modéle dichotomique plus spécifique nommé
le "Generalized Multidimensional Rasch Model" (GMRM), présenté comme un cas particulier
du MPLT (c’est pourquoi nous le présentons dans cette section) et comme une extrapolation
multidimensionnelle de 'OPLM. Dans ce modéle, des restrictions plus fortes sont posées sur
les poids Bj,. Ils considérent en effet que chaque item doit avoir le méme poids global B,
c’est-a~dire que Vj = 1,...,J, 23:1 Bj, = B. En outre, ils restreignent les poids a @ + 1
valeurs : 0, 1,..., Q.

3.4.3.8 Interprétation des paramétres de difficulté des items

Etant donné que les parameétres d;4, ne sont pas identifiables, on ne peut estimer dans le
MPLT que les sommes §;, = qu:1 Bjgz0jqe (05 = 23:1 d;q dans le cadre dichotomique). Ce
probléme d’identifiabilité pose des problémes d’interprétations des paramétres caractérisant les
items : & quoi correspond la valeur d;, (3;)? Kelderman et Rijkes [87] éludent le probléme en
ne proposant pas d’interprétations de ces paramétres et en comparant graphiquement, via les
courbes caractéristiques des items, des items dans une étude sur des données réelles. Hoijtink,
Rooks et Wilmink [74] parlent plus largement de ce probléme : ils interprétent le parameétre d;
comme une difficulté moyenne de I'item j sur I’ensemble des () traits latents. Ils proposent en
outre de comparer seulement les difficultés des items j et j' qui auraient des poids identiques
sur toutes les dimensions Vj,j' =1,...,J; j # j',Vg=1,...,Q, Bj; = Bjg.

3.4.3.9 Lien avec les modéles unidimensionnels

Il est possible de retrouver avec le MPLT certains modéles unidimensionnels en posant des
contraintes sur les poids Bjy,; dans un cadre unidimensionnel, () = 1 et on simplifie Bj,; par
Bj, (et dans un cadre dichotomique Bj, par Bj), et 0,4 par 0, L’équation (3.7) s’écrit dans
un cadre unidimensionnel :

exp (Bjgzbn — 0jz)

P(Xp; = 2/00,8;) = —mo ,
(K =200 03) = 5505 e (B — 339)

(3.89)

et plus spécifiquement avec des items dichotomiques (cf équation (3.14)) :

exp (x(Bjé?n — 5))
P(X,.=2/60 ) — . .
( " / " 5]) 1+ exp (B]Hn - 6j) (3 90)

L’équation (3.90) représente de fait ’'OPLM (voir section 2.7.1, aprés une transformation
des parameétres de difficulté 6;). En posant les contraintes B; = 1, Vj = 1,...,J, on retrouve
le modele de Rasch.

A partir de I'equation (3.89), en posant les contraintes Bj, = z, Vj = 1,...,J, Vo =
1,...,m;, on retrouve le Partial Credit Model (voir section 2.8.3, aprés une transformation des

djz)-
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3.4.4 Le modéle logistique multinomial a coefficients aléatoires multidi-
mensionnel (Multidimensional Random Coefficients Multinomial Lo-
git Model) (MRCML)

Le MRCML a été défini en paralléle du MPLT, dont il est trés proche, par Adams, Wilson
et Wang [2] : le MRCML décrit matriciellement le méme modéle que le MPLT décrit analyti-
quement. Il a vocation & généraliser les modéles de la famille de Rasch, tant unidimensionels
que multidimensionnels.

Soit un ensemble d’items polytomiques Y, j = 1,...,J & m; modalités positives et soit,
pour chaque item Y} un sous-ensemble de variables aléatoires X, k = 0,...,m; telles que :

X = { Losi¥; =k (3.91)

0, sinon
Soient X; = (Xjk)kzl,___,mj, X = (Xj)j=1,..,; deux vecteurs de tailles respectives m; et

K= ijl m; et Xpj et Xy les réalisations de ces deux vecteurs aléatoires pour 'individu n.

Soient le vecteur 6 = (0 )j=1,...J, k=1,.. m; de dimension K et © = (©¢)g=1.,....Q le vecteur
aléatoire des @) traits latents dont la réalisation pour l'individu n est notée 9,,.

Soit le vecteur ajx = (@jr)i=1,.. .k Ol ajp # 0 si 'on modélise la k¢ fonction caractéris-
tique de l'item j en fonction du [¢ parameétre de d et soit la matrice A = (ajk);:1 T kel

Soient enfin le vecteur Bjx = (Bjgz)g=1,...,Q, €t les matrices B; = (Bjx)fvzl’___’mj et B =
(Bj)j=1,....J-

Le modéle s’écrit alors :
P(Xp =xn/0,;A,B,8) = ¥(0,,06) exp [xq' (B, + Ad)], (3.92)

ou

-1
v(8,,8) = {Zexp (B6,, +A6)]} , (3.93)

zeN

avec ) I’ensemble de tous les vecteurs z possibles.

Les auteurs du modéle montrent qu’il est possible de considérer le trait latent multidimen-
sionnel soit comme un ensemble de parameétres fixes (et proposent 'estimation par maximum
de vraisemblance conditionnelle), soit comme un vecteur aléatoire. Dans ce dernier cadre, ils
proposent une estimation des parameétres par 1'algorithme EM [2] [3].

3.5 Autres modéles de I'IRT multidimensionnelle

3.5.1 Les extensions des modéles unidimensionnels

Les extensions multidimensionnelles des modéles unidimensionnels sont souvent retrouvées
dans la littérature. Ce sont les formes les plus simples des modéles multidimensionnels, mais
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nous n’avons pas retrouvé de littérature étudiant de fagon précise ces modéles. Ils consistent
a extrapoler la référence au trait latent unidimensionnel dans les modéles classiques de 'IRT
par une somme pondérée des Q composantes du trait latent multidimensionnel. Les pondéra-
tions utilisées correspondent alors & des pouvoirs discriminants reliant chaque item & chaque
trait latent. Un exemple courant est celui du modéle de Birnbaum (modéle logistique a deux
parameétres) dont la forme unidimensionnelle est :

_exp [Tnjaj (0 — 05)]
1+ exp [ (6, — 65)]

P(Xn] = xnj/0n§ aj, 5]) ) (394)

et dont l'extension multidimensionnelle souvent rencontrée (voir par exemple [131], [1] ou
[144]) est

exp [Cﬂnj (Z?:l tjgfng — 5;)]
1+exp <Z§2:1 jqbng — 5j> |

avec o = (Qjg)g=1,..,Q et ; correspond a la difficulté moyenne (pondérée par les ajg) de
litem j sur les @) traits latents. Il est ainsi possible d’étendre tous les modéles de I'IRT
unidimensionnelle & un cadre multidimensionnel.

P(Xn] = xnj/On;aj,ch) = (395)

3.5.2 Les extensions longitudinales

On trouve parfois la notion de modéles multidimensionnels pour parler de modéles longi-
tudinaux (voir par exemple [31]). Nous ne considérerons pas ces modéles a proprement parler
comme des modéles multidimensionnels. En effet, dans les modéles longitudinaux, si 'on s’in-
téresse aux relations entre les mesures d’un méme trait latent & différents instants, le probléme
ne se pose pas tout a fait de la méme fagon, méme si globalement, les modéles peuvent ample-
ment se ressembler. La principale différence entre les deux approches tient sans doute au fait
que dans un modéle multidimensionnel, on pose un parameétre de difficulté pour chaque item
dans chacune des dimensions, or dans un modéle longitudinal, la difficulté d’un item n’évolue
pas au cours du temps, ce qui suppose donc qu’il n’y a qu'un seul paramétre de difficulté
par item. Il est vrai, que dans les modéles multidimensionnels, seule une somme pondérée des
parameétres de difficulté est estimable pour chaque item, ce qui fait qu’en pratique les modéles
restent globalement similaires.

3.6 Synthése

Ce chapitre fait état des modeéles de I'IRT multidimensionnelle retrouvée dans la littérature
et utilisés pour I’analyse de la qualité de vie. Ces modéles restent cependant complexes en ce qui
concerne 'estimation de leurs paramétres mais surtout de I'interprétation de ces paramétres.
Le chapitre suivant est donc consacré a un nouveau modéle multidimensionnel présenté en [68|
qui permet une interprétation aisée de I’ensemble de ses paramétres, et permet 'utilisation de
scores pour la mesure de chacun de ses traits latents.
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Chapitre 4

Une proposition : le modéle
(polytomique) multidimensionnel de
Rasch marginalement exhaustif

(M(P)MSRM)

4.1 Un nouveau modéle

Alors qu’il existe déja un certain nombre de modeéles, on peut se demander 'intérét de
définir un nouveau modéle. Le modéle que nous proposons est en effet un modéle spécifique
que nous avons défini dans un cadre exploratoire (voir section 7.3). Ce modéle "corrige"
certains défauts dans un tel cadre du modéle multidimensionnel de Rasch, du MPLT et du
GMRM. Ces défauts sont principalement :

— ces modéles peuvent étre difficile d’usage dans un cadre exploratoire, c¢’est-a-dire dans
une analyse ayant pour but de définir les liens entre les items et les traits latents, en
particulier pour le modéle multidimensionnel de Rasch qui suppose une connaissance de
ces relations lors de la construction des items,

— pour le MPLT, le GMRM, et le MRCML le vecteur des sous-scores est exhaustif du
trait latent multidimensionnel, mais ces deux modéles ne vérifient pas une propriété
plus spécifique que nous appellerons I'exhaustivité marginale : chaque sous-score doit
étre exhaustif du trait latent correspondant, ce qui implique que marginalement aux
autres items, tous les items reliés & une méme dimension vérifient un modeéle de Rasch ;

— pour le MPLT et le MRCML, dans un cadre unidimensionnel, le modéle n’est pas forcé-
ment un modeéle de Rasch (cadre dichotomique), ni une extrapolation polytomique du
modeéle de Rasch (cadre polytomique), mais plutot un OPLM.

Le modeéle présenté ci-aprés a fait I'objet d’une large présentation en [68].

63
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4.2 L’exhaustivité marginale
La propriété d’exhaustivité marginale est définie de la fagon suivante :

Propriété 1 L’erhaustivité marginale est définie par le fait qu’il existe un sous-score S; ea-
hautif du trait latent O et ce, pour chacun des traits latents ©4, (¢ =1,...,Q).

4.3 Modéles marginaux

Propriété 2 Soient X = (Xj)j=1,.75 €Y = (Yj)j=1,. 4, deuzr vecteurs de réponses a
deux ensembles disctincts d’items dont les réponses dépendent d’un trait latent multidimen-
sionnel @ = (04)q=1,....Q- Les items dont les réponses appartiennent & X sont ceux qui dé-
pendent du trait latent 6, € 6. Soit Q ['ensemble de tous les vecteurs Y possibles. Soit
0; = (0g)g=1,...r—1,r+1,..Q- Marginalement auz items de Y et a 0}, les items de X sutvent un
modeéle de Rasch relativement au trait latent 6,. Analytiquement, en posant x = (;)j=1,..Jx
cela correspond a :

JIx
* * eXp (xj(eT — 5]))
P(X =x,Y = y/0;8)G(6°)d0" = P(X = x/6,,8) =
/]R;:( Y =3/0:0)6(07)00; = POX=0.0) = ]| Y260

4.4 Définition

Le modéle multidimensionnel marginalement exhaustif de Rasch (Multidimentional Mar-
ginally Sufficient Rasch Model - MMSRM) est défini comme un modéle de 'IRT vérifiant la
propriété d’exhaustivité marginale et la propriété 2.

4.5 Proposition

Soient () ensembles distincts d’items X(q)qzl,___,Q vérifiant chacun un modeéle de Rasch
suivant le trait latent ©4, ¢ = 1,...,Q. Soit J,; le nombre d’items de I’ensemble X g =

1,...,Q. Soit 5](9) le parameétre de difficulté associé au j¢ item de 'ensemble X (@ Soit X =

qul,...,Q X (@), La fonction réponse du j¢ item de ensemble X(9) est donc :

exp [xﬁfq) (an - 5](9))]

1+ exp (an - 5§q))

P(X(q) — x(Q)/an; 5]((1)) —

n n (4.1)
Par I’hypothése d’indépendance locale des items, définissant les modeéles de U'IRT multidi-
mensionnelle, on obtient :

i @iy [xﬁfj (enq - 5j(q>)]
PXn = xa/00:0) = ql;[l]l_[l 1+exp <0nq — 5](-‘1))

Lorsque le trait latent multidimensionnel est considéré comme une variable aléatoire mul-
tivariée, il reste & définir la fonction de distribution du trait latent multidimensionnel que nous
noterons G(@)). 1l est alors possible d’écrire la loi jointe du vecteur X, et du trait latent 6,, :

f(Xp =%n,0,/0) = P(Xy = %xn/6,;0)G(6,,) (4.3)

(4.2)
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Par construction, comme chaque ensemble d’items X(@ vérifie un modéle de Rasch, on
sait que le sous-score Sy = Z}']q:1 ng) est exhaustif du trait latent ©, donc ce modele vérifie
la propriété d’exhaustivité marginale.

Toujours par construction, en utilisant la propriété d’indépendance local et les fonctions
réponse aux items liés au trait latent 6, définis a I’équation (4.1), on montre aisément que
ces items, marginalement aux autres items et aux autres traits latents, suivent un modéle de

Rasch :
(9) )
j=1 1 + exXp <9nq — 6](q)>

Donc le modéle proposé vérifie la propriété 2, et est donc un modéle multidimensionnel
marginalement exhaustif de Rasch.

Le MMSRM modélise une structure simple au sens de Stout [140], puisque chaque item
est 1lié & un seul trait latent.
4.6 Représentation graphique

En considérant le trait latent multidimensionnel comme un ensemble de paramétres fixes,
on peut représenter un tel modéle comme & la figure 4.1.

FiG. 4.1 — Représentation graphique du modéle multidimensionnel marginalement exhaustif

de Rasch

La figure 4.2 représente la propriété d’exhaustivité marginale dans le cadre du MMSRM
(en considérant les parameétres 6,4, ¢ = 1, ..., Q) comme des paramétres fixes). Cette figure est
a mettre en lien avec la figure 3.2 (page 49) présentant la propriété d’exhaustivité du vecteur
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des sous-scores (sp) sur le trait latent multidimensionnel (6,,).

Soore 1

Score 2

Score O ltern J

FiG. 4.2 — Représentation graphique de la propriété d’exhaustivité marginale dans le cadre du
MMSRM

4.7 Estimation

Il existe deux maniéres de considérer les traits latents :

— soit on considére les parametres 0,4, n =1,..., N, ¢ = 1,...,Q comme des paramétres
fixes,

— soit on considére le vecteur @,, comme une réalisation d’'une variable aléatoire multidi-
mensionnelle .

Dans le premier cas, il est possible de considérer ce modéle comme un cas particulier du
MPLT dans le cadre dichotomique, sous les contraintes

Vji=1,..,J, 3qj/Bjy; =1 et Bj, =0siq# gj,

ou ¢; est alors I'indice du seul trait latent auquel est relié I'item j. L’estimation peut alors étre
réalisée par maximum de vraisemblance conditionnelle telle que explicité a la section 3.4.3.4.

Dans le second cas, il faut définir la distribution du trait latent multidimensionnel : par
extrapolation du modéle de Rasch, il est d’usage d’utiliser une loi multinormale centrée de
matrice de variance X, méme si n’importe quelle fonction de distribution peut étre utilisée a
la place. L’estimation se fait alors par maximum de vraisemblance marginale, comme explicité
a la section 3.4.3.4.
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Dans ce dernier cas, le modéle est plus proche par définition du MRCML, dont il est un
cas particulier en posant & = (0;);=1,...7, A = I3, Xy = (Tnj)j=1,...,.7 €t

By By Big
B=| B, --- By - Bjo (4.5)
B By, By

En posant par exemple les J; premiers items comme reliés a la premiére dimension (Bj; =
1), les J items suivants reliés a la seconde dimension, etc..., la matrice B se présente alors

sous la forme :
13, 0

0 134
Ce modeéle fait partie de ce que Adams, Wilson et Wang [2] nomment un modéle mul-
tidimensionnel entre items (multidimensional between items model), puisque qu’il revient
A considérer plusieurs modéles unidimensionnels reliés ensemble avec cependant possibilité
d’avoir des dépendances entre les diverses composantes du trait latent multidimensionnel.
Dans un tel modéle, il est possible d’estimer ’ensemble des paramétres en deux temps : dans
un premier temps, les paramétres caractérisant les items peuvent étre estimés sous-échelle par
sous-échelle par maximum de vraisemblance marginale ; dans un second temps, les paramétres
définissant la distribution du trait latent multidimensionnel peuvent étre estimés conditionnel-
lement aux estimations des paramétres caractérisant les items. Cette fagon de procéder permet
un gain important en terme de temps de calcul, sans affecter les estimations des paramétres
[2]. Cependant, dans le cadre du MMSRM, chaque modéle unidimensionnel est un modéle de
Rasch (par construction) ce qui n’est pas le cas dans le modeéle de Adams, Wilson et Wang.

4.8 Interprétation des paramétres de difficulté des items

Nous avons vu (section 3.4.3.8) que dans le MPLT ou dans le MRCML, I’ensemble des
parametres de difficulté des items ¢; n’est pas identifiable, et que seule la somme pondérée
0; = qu:1 0;q est estimable. Avec les contraintes posées pour le MMSRM, il est aisé de voir que
0j = djq; = 5]@, c’est-a-dire que la somme identifiable §; correspond exactement a la difficulté
de I'item j sur I'unique trait latent auquel cet item est relié (ce trait latent est indexé g¢;). Ce
paramétre a alors un sens, ce qui lui donne un intérét supplémentaire par rapport aux deux
autres modeéles plus souples.

4.9 Nécessité d’une structure simple

Nous avons vu que le MMSRM défini a la section 4.7 est un cas particulier du MPLT avec
une structure simple. Nous allons démontrer que cette structure simple est une nécessité pour
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que le modéle vérifie la propriété d’exhaustivité marginale.

Remarquons tout d’abord que le modéle de Rasch est un cas particulier du MPLT uni-
dimensionel et dichotomique lorsque tous les coefficients B; sont égaux a 1. Nous estimerons
qu'un MPLT dichotomique vérifiant la propriété d’exhaustivité marginale doit vérifier le fait
que les parameétres Bj, sont soit nuls, soit égaux a 1.

On se place dans un cadre bidimensionnel : dans ce cadre, il existe trois ensembles d’items.
Le premier groupe dénommé A; est 'ensemble des items reliés au premier trait latent ©1 mais
pas au second O donc dans ce groupe, chaque item j vérifie Bj; = 1 et Bjs = 0. Le second
groupe dénommé As concerne les items reliés au second trait latent, mais pas au premier donc
pour ces items, on a Bj; = 0 et Bjp = 1. Enfin, le troisieme groupe dénommé A;s concerne les
items j reliés au deux traits latents donc tels que Bj; = Bjz = 1. Puisqu’il n’est pas possible
d’avoir des items reliés & aucun trait latent, les ensembles Ay, Ay et A5 sont disjoints entre
eux et forment une partition des items.

Théoréme 4.1 Si l’ensemble Ayo n’est pas vide, alors le modéle sous jacent n’est pas un

MMSRM.

Démonstration.
Prenons un item k € A;9, alors P(X), = 1/6,0;) = logit (1 + 62 — ¢;). Or (voir [82, page 120]
et [18]) :
logit ((91 + 6y — (5]) ~® (C. (91 + 6y — 5j)) R (4.7)

avec ¢ = 1.77! et ®(.) la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Or si 1’on
a une variable aléatoire T distribuée selon une loi normale centrée de variance ¢ dont la
fonction de répartition est notée Gr(t/o2), et a et b deux réels quelconques, alors (d’apres [50]
et [154]), nous avons :

/ O(a+ bt)Gr(t/o?)dt = & (|02b2 + 1|—1/2a) (4.8)
R

Alors, en supposant le trait latent ©9 de fonction de distribution une loi normale centrée
de variance o5 notée Ga(f/03), on a

Eo, (P(X,,/0,6,)) = /B D (c. (01 + 0 — 5,)) Ga(02/03)db
- q><|g§c2+1|*1/2c(91—5j)) (4.9)

Donc on a

Ee, (P(X),/0,01)) ~ logit <|a§c2 1720, — 5j)) (4.10)
Or pour un item [ de A1, on montre directement que
E@2 (P(XZ/G, 51)) ~ logit ((91 — 51) (4.11)

Ainsi pour que marginallement & ©s, les items reliés & ©1 suivent un modéle de Rasch, il
faudrait que leurs pouvoirs discriminant soient tous égaux, c’est-a-dire que |o3c? + 1\*1/ 2=1,
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or 03 > 0, donc |o3¢? + 1|7%/2 < 1. Ainsi, si 'ensemble A5 n’est pas vide, le modéle ne peut
pas étre un MMSRM.

Une structure simple est donc nécessaire pour que le modeéle puisse étre un MMSRM. Cette
démonstration peut étre généralisée pour () traits latents, en montrant que les items reliés a
plusieurs traits latents ne peuvent pas, marginallement a tous les traits latents sauf un, suivre
un modéle de Rasch avec les items reliés seulement au trait latent considéré.

(]

4.10 Extension au cadre polytomique

Il est relativement aisé d’étendre le modéle proposé au cadre polytomique [67]. Au lieu
de sélectionner @) ensembles d’items comme dans la section 4.5 qui vérifient un modéle de
Rasch, on sélectionne ) ensembles d’items qui vérifient un modéle de crédit partiel (PCM).
La propriété 2 devient :

Propriété 3 Soient X = (Xj)j=1,.75 €Y = (Yj)j=1,. 4, deuzr vecteurs de réponses a
deur ensembles disctincts d’items dont les réponses dépendent d’un trait latent multidimen-
sionnel @ = (04)g=1,..@. Les items dont les réponses appartiennent a X sont ceur qui dé-
pendent du trait latent 0, € 6. Soit Q [’ensemble de tous les vecteurs Y possibles. Soit
0; = (04)g=1,..r—1,r+1,..Q- Marginalement aux items de Y et a 0}, les items de X suivent
un modeéle de crédit partiel relativement au trait latent 0,.

Le modéle ainsi obtenu est appelé modéle polytomique multidimensionnel marginalement
exhautif de Rasch (Multidimensional Polytomous Marginally Sufficient Rasch Model - MPM-
SRM) et vérifie par construction la propriété d’exhaustivité marginale.

Le modéle s’écrit alors :

exp [az <9nq — D=1 55»?)]

P(XY = 2/64;07) = — = (4.12)
1+>,7 exp [w (an — > =1 5JZ )}
avec 6§»q) = (5;‘;))36: ooyl
En considérant les parameétres 0,4, n = 1,...,N, ¢ = 1,...,) comme des parameétres

fixes, ce modele est un cas particulier du MPLT en posant les contraintes : Bjg,» = z,Vj =
1,..J, x=1,...mj et Bjs = 0, siq# g;. Dans le cas ou le trait latent multidimensionnel
est traité comme une variable multivariée aléatoire, le modéle obtenu est un cas particulier du
MRCML en posant les matrices Aj, j =1,...,J de taille (m;, m;) :

1 0 - --- 0
1 1 0 - 0

Aj=1| ¢ ..o o (4.13)
1 1 0

—_
—_
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Puis en posant

A= (4.14)

4.11 Application sur trois échelles du Sickness Impact Profil
(SIP)

Nous avons estimé les paramétres d’'un MMSRM sur trois sous-échelles de la version fran-
caise du SIP [22] dont nous connaissons les réponses de 483 patients dépressifs [60]. Les trois
sous-échelles sont celles traitées par Hamon [54] : il s’agit des sous-échelles "communication"
(9 items préfixés par "c"), "mobilité" (10 items préfixés par "m") et "comportement émotion-
nel" (9 items préfixés par "eb"). Le tableau 4.1 donne les énoncés des 28 questions. Toutes les
questions sont a réponse dichotomique (oui/non).

Le MMSRM étudié considére que les items de chaque sous-échelles sont liées & un trait
latent distinct : le trait latent est donc tridimensionnel. La distribution de ce trait latent mul-
tidimensionnel est supposée étre une loi normale centrée multivariée de matrice de variance
inconnue.

Les estimations des paramétres sont obtenues par maximum de vraisemblance marginale.
On peut les comparer aux estimations obtenues dans chacun des trois modeéles de Rasch uni-
dimensionnel pour ce qui concerne les variances des traits latents : les deux estimations sont
données dans le tableau 4.2. Pour faciliter les comparaisons entre les deux approches, seuls les
450 patients ayant répondus a l’ensemble des 28 items ont été retenus.

On note que les deux maniéres d’estimer les variances donnent des estimations proches.
Les items peuvent étre classés sans probléme en fonction de leur difficulté dans chacune des
sous-échelles.

Comparé a l'analyse par trois modéles de Rasch unidimensionnels, le MMSRM permet
d’estimer les corrélations entre les trois traits latents, et d’obtenir une meilleure adéquation
gloable du modéle aux données. Dans cet exemple, les trois traits latents sont correlés positi-
vement et relativement fortement (entre 0.34 et 0.54). La log-vraisemblance du MMSRM est
de -6542.79 contre une somme des trois log-vraisemblance obtenues dans les trois modéles de
Rasch de -6605.23 : 'adéquation du MMSRM aux données est donc meilleure que ’adéquation
de trois modeéles unidimensionnels indépendants (statistique du rapport de vraisemblance de
124.08 pour 3 degrés de liberté soit p<0.001).
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Item Enoncé

cl J’ai du mal & écrire ou a taper a la machine

c2 Je communique surtout par gestes; par exemple, je fais signe avec la téte, je montre
du doigt, je m’exprime par signes

c3 Seules quelques personnes qui me connaissent bien, me comprennent lorsque je parle

c4 Quand je parle, je perds souvent le controle de ma voix ; par exemple, je me mets a
parler fort ou & voix basse, ma voix tremble ou, tout & coup, elle n’est plus la méme

cd Je n’écris que pour signer mon nom

cb Je ne discute avec quelqu’un qu’en étant trés prés de lui ou en le regardant

c7 J’ai des difficultés a parler ; par exemple, les mots ne me viennent pas, je me mets a
bégayer, a balbutier, j’articule mal les mots

c8 Les gens comprennent mal ce que je dis

c9 Je ne m’exprime pas clairement quand je suis stressé(e)

ml Je ne me débrouille qu’a l'intérieur de mon immeuble

m2 Je reste dans la méme piéce

m3 Je reste d’avantage au lit

m4 Je reste au lit presque tout le temps

mb Maintenant, je ne prends plus les transports en commun

m6 Je reste a la maison presque tout le temps

m7 Je ne vais que dans les lieux ou je suis sur(e) de trouver des toilettes a proximité

m8 Je ne vais pas en ville

m9Y Je ne suis hors de chez moi que durant de courtes périodes

ml0 Je ne peux pas me débrouiller dans le noir ou dans les endroits non éclairés sans
I'aide de quelqu’un

ebl  Je dis que je ne vaut rien ou que je ne sers a rien, par exemple, je dis que je suis un
poids pour les autres

eb2  Tout d'un coup, je me mets a rire ou a pleurer

eb3d Il m’arrive souvent de gémir et de me plaindre parce que j’ai mal ou que je ne me
sens pas bien

ebd  J’ai essayé de me suicider

ebb  J’agis avec nervosité, j’ai la bougeotte

eb6  Je ne cesse de me tenir ou de frotter les parties de mon corps qui me font mal ou qui
me génent

eb7  Je manque de patience ou d’indulgence avec moi-méme ; par exemple, je dis souvent
du mal de moi, je me traite de tous les noms, je me sens responsable de tout ce qui
arrive

eb8  Je parle sans espoir de ’avenir

eb9  J’ai des frayeurs soudaines

TaB. 4.1 — Enoncés des items des trois sous-échelles du SIP choisies
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Estimation Estimations Estimations

Parameétres de difficulté | cl -0.106 | m1 1.749 | ebl -0.712

c2 2.512 | m2 2.468 | eb2 -0.273

c3 2.401 | m3 -0.003 | eb3 0.099

cd 1.097 | m4 1.899 | eb4 2.035

ch 0.347 | mb 1.223 | ebb -1.268

c6 1.179 | m6 -0.720 | eb6 0.845

c7 0.883 | m7 3.791 | eb7 -1.414

c8 1.954 | m8 0.790 | eb8 -1.373

c9 -0.154 | m9 -0.467 | eb9 -0.607
m10 2.687

Variances (MMSRM) 1.982 1.597 0.643

Variances (Rasch) 2.267 1.650 0.664
Corrélations Corr(c,m)=0.525
Corr(c,eb)=0.538
Corr(m,eb)=0.342

TAB. 4.2 — Estimations des paramétres du MMSRM pour les trois sous-échelles du SIP

4.12 Synthése

Cette premiére partie nous a permis de définir la théorie de réponse aux items, et de pré-
senter les principaux modéles unidimensionnels et multidimensionnels de cette théorie utilisés
dans le cadre de I'analyse de la qualité de vie. Un nouveau modéle multidimensionnel simple
A interpréter a été présenté. Dans la partie suivante, nous nous attacherons a la construction
d’échelles de qualité de vie & partir d’'un ensemble d’items, de fagon a de que chacune des
échelles ait de bonnes propriétés psychométriques. Nous verrons tout d’abord les méthodes
issues de 'analyse factorielle, puis les méthodes existantes en IRT non-paramétriques. Nous
proposerons alors trois méthodes basées sur les modéles de 'IRT multidimensionnels pour
construire de telles échelles.
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Deuxiéme partie

La sélection d’échelles
unidimensionnelles d’items
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Chapitre 5

Les méthodes classiques de sélection
d’items

5.1 But de ce chapitre

Ce chapitre présente trés briévement deux méthodes utilisées en psychométrie : I'analyse
pas a pas du alpha de Cronbach et I’analyse factorielle. Ces deux méthodes sont sans doute les
plus utilisées actuellement. Nous les traiterons cependant trés briévement car elles n’entrent
pas dans le champ de 'IRT qui nous intéresse plus particuliérement.

5.2 La procédure pas a pas du alpha de Cronbach

Cette procédure [25] est simple & mettre en oeuvre [105]. Elle consiste, pour un ensemble
d’items, de rechercher un sous-ensemble d’items (sous-échelle) le plus fiable possible, en se
basant sur le coefficient alpha de Cronbach. En effet, une des conséquence de la formule
de Spearman-Brown est que la fiabilité d’un ensemble de J items est monotone croissante
sur J. Comme le coefficient alpha de Cronbach mesure la fiabilité, on peut construire une
courbe donnant la valeur du coefficient alpha de Cronbach en fonction du nombre d’items
dans I’échelle. L’idée principale étant d’avoir pour chaque valeur de J la valeur maximale du
coefficient alpha de Cronbach parmi toutes les combinaisons possible de J items. Comme il
est difficile de calculer le coefficient alpha de Cronbach pour un tel nombre de combinaisons
(surtout si 'ensemble initial est de grande taille), on utilise I’algorithme suivant :

— & la premiére étape on calcule la valeur du coeflicient alpha de Cronbach sur I’ensemble

initial des items

— a chaque étape, on calcule la valeur du coefficient alpha de Cronbach en retirant un

4 un chacun des items, et on supprime, pour les étapes ultérieures, I'item qui permet
d’obtenir la valeur du coefficient alpha de Cronbach maximale

— on arréte I'algorithme quand il ne reste que deux items

On trace alors la courbe des valeurs maximales obtenues du alpha de Cronbach pour chaque
nombre possible d’items (de 2 & J) et on retient les items non supprimés avant une éventuelle
décroissance de la courbe (dans le cas ou la courbe est croissante de 2 & J, on retient les J
items initiaux).

75
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5.3 L’analyse factorielle exploratoire

L’analyse factorielle est sans doute la méthode la plus ancienne utilisée en psychométrie
pour définir les liens entre les items et les traits latents. Elle a été introduite par Spearman
[137] [138] et popularisée par Thurstone [143|. Deux méthodes d’analyse factorielle sont prin-
cipalement utilisées en psychométrie : 'analyse en facteurs communs et spécifiques (AFCS,
que 'on retrouve sous le nom d’analyse en facteurs, ou "factor analysis"), et I’analyse en com-
posantes principales (ACP).

5.3.1 Principes de I’analyse en facteurs communs et spécifiques

L’AFCS connait une grande renommée en science de 1’éducation, et reste sans doute moins
connue en recherche clinique (ou I’ACP semble étre plus souvent utilisée). Cette analyse repose
sur une modélisation de la matrice de réponses aux J items par un ensemble de Q) facteurs
communs (un facteur commun est une variable continue qui influe sur les réponses d’au moins
deux items différents) et J facteurs spécifique (un facteur spécifique influe sur les réponses
d’un seul item).

5.3.1.1 L’AFCS pour déterminer des échelles d’items

Le principe d’utilisation de ’AFCS pour déterminer des échelles d’items repose sur le fait
que les facteurs communs n’expliquent pas tous avec la méme intensité les réponses de chacun
des items. On va donc chercher, pour chaque item, le ou les facteurs communs qui expliquent
le plus ses réponses. Aussi, 'ensemble des items qui sera relié de cette maniére & un méme
facteur sera considéré comme unidimensionnel et formera une échelle.

5.3.1.2 Estimation des paramétres

Soient X la matrice centrée de taille (N x J) des réponses des N individus aux J items
X, j=1,...,J, F la matrice (N x Q) des coordonnées des N individus sur les @) facteurs
communs fg, ¢ =1,...,Q, T la matrice (J x Q) composée de paramétres ;4 inconnus et E
la matrice (/N xJ) de coordonnées des N individus sur les J facteurs spécifiques ej, j =1,..., J.

Le modéle de ’analyse en facteurs s’écrit :
X =FI' +E, (5.1)

ou, en d’autre terme, en posant X,; la réponse de l'individu n a l'item j, f, la coordonnées
de l'individu n sur le facteur commun fy et e,; la coordonnée de l'individu n sur le facteur
spécifique e;, alors :

Q
an = Z 'qufnq + enj (5'2)
g=1

On pose la contrainte que les facteurs communs sont standardisés et indépendants deux a
deux, donc que F'F = Iq. En outre, on suppose que les facteurs communs sont indépendants
des facteurs spécifiques et que les facteurs spécifiques sont indépendants deux a deux. Enfin,
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les facteurs communs et spécifiques sont centrés, donc E(fy) = E(e;) =0, ¢ =1,...,Q, j =
., J ot fq est le ¢¢ facteur commun (¢° colonne de la matrice F) et e est le j¢ facteur
spécifique (j¢ colonne de la matrice E) et E'E = A diagonale.

Soient S et 3 les matrices de variance-covariance empirique et théorique des variables
Xj;, 5 = 1,..,J (on remarquera que dans le cas o les variables X; sont standardisées
au préalable, ces matrices correspondent aux matrices de corrélations), et A la matrice de
variance-covariance des facteurs spécifiques. Alors

S=IT+A, (5.3)
car comme les facteurs communs et les facteurs propres sont indépendants, TF'E = E'FI’ = 0

Ainsi, on peut trouver une estimation (I'; A) de (I'; A) en résolvant le systéme

1 A A A ~
S=XX=%= I+ A (5.4)

Il existe une infinité de solutions de ’ensemble (I, F, E) a ce systéme. On peut par exemple
utiliser les ) premiéres composantes principales de la matrice de variance-covariance S [81].

Pour résoudre le systéme d’équations, on peut utiliser le maximum de vraisemblance si les
distributions des X; sont supposées normales. Dans le cas contraire, notamment lorsque ’on a
affaire a des items dichotomiques ou polytomiques, on utilise la méthode des moindres carrés,
ou celle des moindres carrés généralisés [21] [118] qui ne nécessitent pas d’hypothése sur la
distribution des variables X.

Dans la méthode des moindres carrés, on minimise la quantité

J
ZZ S]k—O']k y (5.5)

Jj=1k=1

ou sjk et 7,; sont les éléments des matrices %S et X respectivement. Dans le cadre des
moindres carrés généralisés, la quantité & minimiser est

b {[¥ s8] [ 2]} 55

Cependant, comme il existe une infinité de solutions au modéle, il est courant de rechercher
la structure approximativement simple la plus proche des données, en effectuant une rotation
des facteurs, de maniére a4 ce que chaque item soit le mieux possible représenté sur un seul
facteur commun, et le moins bien possible sur les autres facteurs communs, en maximisant
pour chaque item j, j =1,...,J un parameétre |v;q|, ¢ =1,...,Q (les ;4 étant les éléments de
la matrice I'), et en minimisant les autres parameétres |vy;4|. En effet, & toute solution (I', F, E)
du modéle, alors (A, A~'F,E) est aussi solution de ce systéme avec la matrice A réguliére
(AA" = A’A =1q). Les rotations de ce type sont appelées orthogonales (ou rigides) car elles



tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

78 II. La sélection d’échelles unidimensionnelles d’items

conservent l’orthogonalité des facteurs communs. Les rotations orthogonales les plus connues
sont la rotation Varimax qui maximise la quantité

[ 0] (=i () || 5

q=1

2

la rotation Quartimax qui maximise la quantité

2 272
J J
Senla () |l (#)
70 — 70 ) (5.8)
et la rotation Orthomax qui maximise la quantité

Q [ (< 2
4 2

Do b7 (2t | (5.9)

=1 |j=1 i=1

avec bjq, 7 =1,...,J, ¢ =1,...,Q les éléments de la matrice (JxQ) B = I'A (qui correspondent
donc aux coordonnées des items sur les facteurs communs aprés la rotation effectuée), et
c? = qu:1 ?q (appelée communalité). v est un réel tel que 0 <~y <1 [81].

5.3.2 L’analyse en composantes principales (ACP)

Nous considérerons ici ’ACP comme un cas particulier de I’AFCS, o la solution choisi est
celle ou les facteurs correspondent aux composantes principales (axes portés par les vecteurs
propres de la matrice de variance-covariance). Dans cette analyse, il n’est pas fait d’hypothése
a priori sur le nombre de facteurs communs (). On notera cependant deux différences impor-
tantes entre les deux analyses [37] : d’une part, en ACP, on cherche les ) variables latentes
qui reconstituent au mieux les variances des variables X;, tandis qu’en AFCS, on cherche les
() variables latentes qui reconstituent au mieux les covariances entre les variables X; ; d’autre
part, les solutions de ’ACP sont emboitées (pour passer de k composantes principales & k+1,
il suffit de trouver la nouvelle composante principale de variance maximale orthogonale au k
premiéres), tandis que les solutions de ’AFCS ne le sont pas (il faut alors réestimer I’ensemble
des paramétres).

5.3.3 Le cas des variables qualitatives

L’AFCS (et 'ACP) sont basées sur la matrice de variance-covariance (ou de corrélation)
des réponses aux variables. Cependant, on a trés souvent affaire & des variables & réponses
dichotomiques ou polytomiques. L’utilisation de la covariance ou du coefficient de corrélation
de Pearson n’est alors pas toujours adapté, par exemple en introduisant des facteurs artificiels
si les difficultés des items sont variables.

Aussi, il est d’usage d’utiliser des coefficients d’association entre variables qualitatives, en
particulier les coefficients de corrélation tétrachorique.



tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

Les méthodes classiques de sélection d’items 79

Ces coefficients se définissent ainsi : soient deux variables Y7 et Y5 distribuées selon une
loi binormale centrée réduite de corrélation p, dont les réalisations sont notées y; et yo. Soient
deux seuils s1 et so et soient deux variables dichotomiques X et X5 de réalisations z1 et xo
définies telles que 1 = Tj5 . o) (¥1) et T2 = T[4, o0)(y2). Soit enfin le tableau de contingence
entre les variables aléatoires X7 et X5 donné dans le tableau 5.1.

Xk
1 0 Total
X; 1 A B A+ B
0 C D C+D

Total A+C B+ D N

TAB. 5.1 — Tableau de contingence entre les items dichotomiques X7 et X5

On peut estimer p & partir de X7 et X5 en résolvant

ﬂ:l — 2pr179 + 13
exXp dIldxg, (510)
/h 27 ( )1/2 2(1—p?)
ot hy = &~ LA et hy = d~1(2EE) avec @71(.) la réciproque de la fonction de répartition

de la loi normale centrée réduite.

Il existe une solution unique & cette équation notée r; et appelée coeflicient de corrélation
tétrachorique entre les variables X et Xa. Ce coefficient a été introduit par Pearson [121] qui
en propose plusieurs estimations trés rapides & obtenir :

AD — BC

Q1= AD 1 BC (5.11)
. (nvAD —V/BC
e (5m> (.12
N 2BCN -1
Q4=sm{§ <1+(AD—BC)(B+C)> } (5.13)

Yule [153] propose deux mesures, la mesure @)1 (appelée coefficient d’association de Yule)

et la mesure
vVAD —\/BC

©2=AD+ VBC

(5.14)
appelée coefficient de colligation de Yule.

Hamdan [53] montre que 7; est 'estimateur du maximum de vraisemblance de p. Le coef-
ficient de corrélation polychorique permet de la méme maniére de mesurer ’association entre

deux variables nominales ordonnées.

On peut utiliser la matrice des coefficients de corrélation tétrachorique en analyse factorielle
exploratoire. Cette approche, si elle permet de résoudre le probléme technique de mesure de
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I’association entre variables catégorielles, n’est pas dispensée de problémes. En effet, ce coef-
ficient est instable quand les proportions marginales des variables X7 et Xy sont extrémes,
ou quand N est petit [106]. Ensuite, la matrice de corrélation tétrachorique peut ne pas
étre définie positive [89]. Enfin, les variances peuvent étre estimées approximativement a 0
(probléme connu sous le nom de cas d’Heywood [72]) : dans ce cas, cela signifie qu'il y a trop
ou pas assez de facteurs communs dans le modéle, ou pas assez d’observations pour obtenir des
estimations stables des paramétres ou que le modéle en facteurs communs n’est pas approprié
aux données [76].

5.3.4 L’analyse en facteurs d’information compléte (full information item
factor analysis)

Bock, Gibbons et Muraki [16] proposent une méthode d’estimation des paramétres qui
nécessite moins de calculs (donc de temps de calculs), grace a la mise en oeuvre d’un algorithme
EM, remplacant la méthode classique des moindres carrés, plus coiiteuse en temps de calcul.
Cette méthode est basée sur les fréquences de chaque vecteur des réponses possibles (plutot
que sur les premiers moments joints des variables réponses de 'analyse factorielle classique),
ce qui explique son nom de "full information". Cette méthode a connu un grand succés a
une époque ot les capacités informatiques ne permettaient de traiter qu’une vingtaine d’items
avec la méthode classique, contre une soixantaine avec cette méthode [fin des années 80 [16]].
Cette méthode reste implémentée dans des logiciels plus récents, comme TESTFAC, méme si
I'intérét est moins évident avec les nouvelles générations d’ordinateurs.

5.3.5 La procédure Varclus

La procédure Varclus [6] a été popularisée par le logiciel SAS [78]. Cette procédure cherche
des ensembles de variables quantitatives unidimensionnelles (dans le sens ou seule la premiére
valeur propre de la matrice de variance-covariance est supérieure a 1).

L’algorithme de cette procédure est le suivant :

— & une premiére étape, on considére un seul ensemble contenant toutes les variables,

— a chaque étape, on scinde I'’ensemble qui présente la plus forte valeur pour la seconde
valeur propre (sous réserve que celle-ci soit supérieure & 1) en deux ensembles : pour
ce faire, on effectue une ACP suivie d’une rotation quartimax sur les variables de cet
ensemble et on affecte chaque variable a deux groupes en fonction des corrélations (au
carré) entre chaque variable et chacune des deux premiéres composantes aprés rotation,

— on stoppe l'algorithme dés que dans chaque ensemble, la seconde valeur propre est infé-

rieure a 1.

Cette procédure a I'avantage de présenter une méthode objective (non soumise a des choix
de T'utilisateur) pour définir le nombre d’ensembles de variables et la composition de chacun
de ces ensembles. Elle peut étre adaptée a des variables qualitatives en utilisant par exemple
la matrice de corrélation tétrachorique. Elle présente cependant les mémes inconvénients face
a de telles variables que les autres analyses factorielles.
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5.3.6 La procédure de classification autour de variables latentes - CLV

Cette procédure proposée par Vigneau, Qannari et al. [148] [149] est proche de la procé-
dure Varclus dont elle a les mémes objectifs : trouver K ensembles de variables disjoints et
unidimensionnels.

La méthode s’appuie sur la minimisation du critére :

K J

1
E = NZZ%HXJ — agjckl)? (5.15)

k=1 j=1

avec Xj, j = 1,...,J les variables a classer apres centrage, cx, k = 1,..., K les composantes
latentes de chacun des K groupes et ay; des coefficients & estimer. dy; est une indicatrice qui
prend pour valeur 1 si la variable x;j appartient au groupe k, et 0 sinon.

Cela revient & maximiser la quantité

K
T=N> cf/X{Xkci (5.16)
k=1

Ck

avec ¢y = Jeton et Xy, k=1,..., K 'ensemble des variables du groupe k.

La procédure CLV se déroule en deux temps. Une premiére phase est constituée d’une
classification ascendante hiérarchique des variables en se basant sur le critére 7. Une seconde
phase consiste & consolider la partition obtenue grace & un algorithme de nuées dynamiques.

On montre que le critére T' est égale a la somme des premiéres valeurs propres de tous
les groupes. C’est un critére facile a calculer. Il est aussi facile & montrer que ce critére di-
minue lorsque l'on regroupe des variables ou des groupes de variables, donc dans le cadre
de la classification hiérarchique ascendante, la stratégie consiste & agréger a chaque étape les
deux groupes de variables conduisant & la plus petite diminution de ce critére. En outre, on
peut utiliser la valeur de T & chaque étape pour détecter les regroupements ayant conduit a
une forte diminution du critére, et donc pour choisir le nombre adéquat de groupes de variables.

L’étape de consolidation de la procédure consiste & réaffecter éventuellement des variables
4 un autre groupe en se basant sur la covariance au carré entre chaque variable et la premiére
composante principale de chaque groupe. On arréte cette consolidation quand la partition
devient stable.

La principale différence entre Varclus et CLV réside dans le fait que Varclus est une classifi-
cation descendante (& chaque étape on sépare le groupe de variables le moins unidimensionnel,
jusqu’a ce que 'on obtienne seulement des groupes unidimensionnels), tandis que CLV est une
classification ascendante (on regroupe des variables potentiellement unidimensionnelles). En
outre, 'algorithme de consolidation de la partition est plus complexes et demande plus de
calculs dans le cadre de Varclus.

Les auteurs de la procédure CLV proposent en outre d’étendre CLV & d’autres cas, en
particulier en considérant le sens de la relation entre les variables, et/ou en trouvant des
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composantes latentes comme des combinaisons linéaires de variables connexes, ce qui permet
d’interpréter aisément les composantes latentes trouvées (voir par exemple [148] [133]).

5.3.7 L’analyse paralléle modifiée révisée (Revised Modified Parallel Ana-
lysis)

L’analyse paralléle modifiée révisée est une méthode issue de ’analyse factorielle proposée
pour construire des échelles d’items unidimensionnelles. Cette méthode a été proposée en 1997
par Budescu, Cohen et Ben-Simon [17], et s’appuie sur 'analyse paralléle modifiée (modified
parallel analysis) de Drasgow et Lissak [29] issue elle-méme sur 'analyse paralléle (parallel
analysis) de Humphreys et Montanelli |75].

5.3.7.1 L’analyse paralléle

L’analyse paralléle permet de définir la dimension (c’est-a-dire le nombre de facteurs com-
muns pertinent) d’une matrice de réponses a J variables quantitatives. On calcule la matrice
de corrélation de cette matrice, puis on remplace les éléments diagonaux de cette matrice
par le carré du coefficient de corrélation linéaire entre chaque variable et les (J — 1) autres.
La méme opération est réalisée sur un ensemble de J variables simulées par une loi normale
centrée réduite sur le méme nombre d’individus. On compare alors les valeurs propres des
deux matrices et on détermine la dimension de la matrice initiale comme égale au nombre de
valeurs propres de la matrice initiale plus grandes que celles de la matrice simulée.

5.3.7.2 L’analyse paralléle modifiée

[’analyse paralléle ne s’applique qu’a des variables numériques car on suppose une relation
linéaire entre les variables et les facteurs communs. L’analyse paralléle modifiée résout ce
probléme pour les variables dichotomiques en utilisant les corrélations tétrachoriques et en
remplacant les éléments diagonaux de la matrice artificielle par le plus grand coefficient de
corrélation tétrachorique entre chaque variable et toutes les autres prises une a une. La matrice
simulée est obtenue a l'aide d'un modéle de I'IRT unidimensionnel . Dans cette approche,
seules les deux premiéres valeurs propres des deux matrices sont comparées, ce qui permet de
déterminer si I’ensemble des items est unidimensionnel ou non.

5.3.7.3 L’analyse paralléle modifiée révisée

Budescu, Cohen et Ben-Simon [17] critiquent sur cing points 'analyse paralléle modifiée :

1. la procédure est non robuste aux petits effectifs,

2. toutes les différences entre les valeurs propres sont attribuées a la dimension de la matrice
initiale,

3. la procédure ne calcule par les variabilités d’échantillonnage,

4. la procédure compare seulement les deux premiéres valeurs propres, alors que les diffé-
rences peuvent apparaitre seulement sur les suivantes.

5. la procédure a un seul intérét : vérifier 'unidimensionnalité.

'nous renverrons a I’article de Drasgow et Lissak [29] pour le choix du modéle de I'TRT choisi
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Pour résoudre le premier point, ils proposent d’utiliser la matrice des corrélations tétra-
choriques attendue sous les hypothéses de 'IRT (unidimensionnalité, indépendance locale et
monotonicité) a aide du modéle logistique a trois parameétres (3-PLM) : des données simu-
lées sont obtenues sous ce modéle, et la matrice de corrélation tétrachorique sur ces données
simulées est alors calculée.

Pour résoudre le second probléme, ils proposent d’utiliser les mémes éléments diagonaux
dans les deux matrices (en prenant les éléments diagonaux de la matrice simulée).

Pour résoudre le troisiéme probléme, ils utilisent une méthode "Jacknife" pour estimer la
variance des estimations des valeurs propres des matrices, en retirant, une 4 la fois, chacune
des variables.

Pour dépasser le quatriéme point, ils proposent un test ("gap test") pour tester 1'égalité
des rapports

R W
RL[7 = “_0;’ ) i=1,..,J, 1=1,2,3,
Auin)
ou )\l_((]) bs) €1 )‘l_(gh) sont respectivement les [ valeurs propres obtenues dans la matrice initiale
et dans {a matrice estimée en supprimant Iitem j. Sous I'hypothése d'unidimensionalité des

données (un seul facteur commun), les RL;7, RL,” et RLy 7 sont identiquement distribués,
ainsi, si un item j est influencé par un autre facteur commun que les autres items, il peut
étre détecté. Ainsi, les items perturbant les distributions des RLZ_] , 1 =1,2,3 sont rejetés, et
I’on considére que les items non rejetés forment une échelle unidimensionnelle. On peut refaire
I’analyse avec les items rejetés la premiére fois, pour former une seconde échelle, et ainsi de
suite, jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’items disponibles. Aussi, cette analyse permet de sélec-
tionner des ensembles unidimensionnels d’items, et donc de définir la dimension de la matrice
initiale, contrairement & ’analyse paralléle modifiée qui vérifie seulement I'unidimensionnalité
des données (point 5).

5.4 Synthése

Les méthodes issues de 'analyse factorielle présentées dans ce chapitre sont sans conteste
les plus répandues pour construire des échelles d’items. Le principal inconvénient de ces mé-
thodes est de ne s’intéresser qu’a la notion d’unidimensionnalité des données. Dans le chapitre
suivant, nous présenterons trois méthodes basées sur I'IRT, qui permettent de construire des
échelles vérifiant les propriétés fondamentales de 'IRT.
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Chapitre 6

Les procédures existantes en Théorie
de Réponse aux Items non
parameétrique

6.1 La classification hiérarchique avec mesures de proximité
conditionnelles (HCA /CCPROX)

6.1.1 Définition générale

La classification hiérarchique avec mesures de proximité conditionnelles (Hierachical Clus-
ters Analysis/Conditional Proximity Measures - HCA/CCPROX) a été proposée par Roussos,
Stout et Marden [132]. Elle consiste & regrouper les items selon une classification ascendante
hiérarchique. Les items sont donc considérés dans cette analyse comme des observations.

Utiliser une classification hiérarchique sur des items dichotomiques nécessite de fixer deux
choses : d’une part la mesure de proximité entre deux items, et d’autre part la mesure de
proximité entre deux ensembles ("clusters") d’items.

6.1.2 Les mesures de proximité entre les items

Parmi les nombreuses mesures d’association existantes entre des items dichotomiques, les
auteurs en ont retenu trois, que nous nommerons les mesures A, A+ D et Corr. Soit le tableau
de contingence 6.1 entre deux items dichotomiques X; et X}, :

X

1
X; A
C

willve] )

1
0

TAB. 6.1 — Tableau de contingence entre les items dichotomiques X; et X},

Alors les mesures de proximité A (connue sous le nom de mesure de dissimilarité de Jaccard

85
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[80]), A + D (connue sous le nom de mesure de dissimilarité de Sokal et Michener [136]) et
Corr (popularisée par Guilford [49]) entre ces deux items sont :

pA(Xj7Xk) = \/1 — (Wé—i—C’)’ (61)

PA+D(Xjan)=\/1—<A+215+D>a (6.2)
AD — BC
poom (X5 Xu) = /2 (Corr(2 X2)) = \/ - (armer o omm) )
(6.3)

Roussos, Stout et Marden proposent en outre 4 nouvelles mesures de proximité définies
conditionnellement & un score S obtenu sur I’ensemble des items. Ces mesures seront nommées
CCorr, CCov et MH. Soit le tableau de contingence 6.2 entre deux items dichotomiques X;
et X, pour les individus ayant un score s aux (J — 2) autres items de I’échelle :

Xk

1 0
X, 1 A4, B,
0 Cs Dy

TAB. 6.2 — Tableau de contingence entre les items dichotomiques X; et X}, pour les individus
ayant un score S = s

Alors les mesures de proximité CCorr, CCov et M H entre ces deux items sont :

J—-2
pecor(Xj, Xp) = 4|2 (1 - = ZN Corry(X; Xk)> (6.4)

B Z AsDs — BsC
- "VA + B,)(Cs + Dy)(As + Co)(Bs + Ds)) )

1 "22 A.D, — B,C,

N Ns + cccovs (65)

J—2
1
pCCov(Xjan) = _N § Nscovs(Xjan) + CCeov = —
0

s= s=0
ZJ 02A sDs
S N
pMH(ijXk) = —10g (ZJ 2 BoCs ) +cpmm, (66)
s=0 N,

avec Ny = Ag + By + Cs + Dy et coeon €6 ey deux constantes.

Pour garantir de bonnes propriétés de ces mesures de proximité (en particulier que la ma-
trice de proximité de l’ensemble des items soit définie positive), on ajoute dans le cadre des
mesures Ccov et M H les constantes cccop €t carg afin que pocov(Xj, Xi) et pyra(Xj, Xi)
soient positives Vi, k =1,...,J, j # k.
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L’idée des deux premiéres mesures de proximité vient du fait que, si I’ensemble des items
vérifie une structure simple (voir section 3.3), et que 6, est un trait latent composite mesuré
par le score S = ijl X, alors la corrélation conditionnelle au trait latent composite entre
deux items mesurant la méme dimension est positive tandis que celle entre deux items mesu-
rant deux traits latents différents est négative. Aussi, grace aux mesures de proximité CCov
et CCorr, deux items reliés a la méme dimension sont plus proches que deux items reliés a
deux dimensions différentes (les mesures de proximité sont plus petites dans le premier cas).

Concernant la troisiéme mesure de proximité, elle s’appuie sur le calcul de l'odds-ratio
ajusté de Mantel-Hanszel [96].

On notera qu’il n’est pas toujours possible de calculer les mesures CCorr et M H (lorsque
qu’il existe au moins un score s tel que A; + B = 0 ou Cs + Dy = 0 ou A; + Cs = 0 ou
Bs + Dy = 0 pour CCor ou tel que Bs =0 ou Cy =0 pour M H).

6.1.3 Les mesures de proximité entre les ensembles d’items

Les auteurs s’appuient en outre sur quatre méthodes existantes pour mesurer la proximité
de deux ensembles d’items :

— le lien unique (single linkage) (SL [42]),

— le lien complet (complete linkage) (CL [102]),

— la méthode des moyennes par paire non pondérée (unweighted pair-group method of
averages) (UPGMA [136]),

— le méthode des moyennes par paire pondérée (weighted pair-group method of averages)
(WPGMA [103]).

Soient C', Csy et C5 trois ensembles d’items distincts comportant un item ou plus. On sup-
pose que C et Cy ont été assemblés pour former un nouvel ensemble d’items. Soit p(C; | C2, Cs)
la mesure de proximité entre les ensembles C1 | Cy et Cs.

Par le SL, cette mesure est égale a la mesure de proximité minimale entre toutes les paires
d’items possibles provenant de Cy |JCy d’une part et de C3 d’autre part.

Par le CL, cette mesure est égale a la mesure de proximité maximale entre toutes les paires
d’items possibles provenant de C} |JC2 d’'une part et de C3 d’autre part.

Par le UPGMA, cette mesure est égale a la mesure de proximité moyenne entre toutes les
paires d’items possibles provenant de C;JCe d’une part et de C5 d’autre part.

Par le WPGMA, cette mesure est égale a la moyenne pondérée des mesures de proximité
entre toutes les paires d’items possibles provenant de Cp|JCs d’une part et de C5 d’autre
part. Les poids sont accordés de facon inversement proportionnelle aux tailles respectives de
C1 et Co de maniére & ce que ces deux sous-ensembles soient pondérés de fagon égale.
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6.1.4 Reésultats

Roussos, Stout et Marden [132] ont réalisé des simulations pour étudier empiriquement
cette méthode. Les paramétres de simulations utilisés sont :
la structure des items (Simple ou approximativement simple),
— le nombre de dimensions (Q = 2 ou ) = 3),
— le nombre d’individus (N = 250, N = 1000 ou N = 3000),
— la corrélation entre les traits latents (p = 0.7,p = 0.8 ou p = 0.9),
— le nombre d’items dans chaque dimension (J; =5, J; = 10 ou J; = 20),
la mesure de proximité utilisée (A, A+ D, Corr, CCorr, CCov ou M H),
— la méthode d’agrégation utilisée (SL, CL, UPGM A ou WPGM A).

Les données sont simulées par une extension multidimensionnelle du modéle de Birnbaum
(voir section 3.5.1) :

exp {1.7 <a99n + 5j>}

(6.7)

Le vecteur a; des pouvoirs discriminants de I'item j est choisi de maniére a ce que I'indice
multidimensionnel de discrimination défini par Reckase et McKinley [131]

MDISC; =

Q
>, 3)
q=1

soit fixé parmi 5 valeurs (0.4, 0.8, 1.2, 1.6 et 2.0). Le paramétre de difficulté d; de I'item j est
choisi de maniére & ce que l'indice

(6.9)
soit fixé parmi 5 valeurs (—1.5, —1.0, 0.0, 1.0 et 1.5).

Dans le cas d’une simulation d’une structure simple, I'item j est relié exclusivement a la
dimension ¢;, alors ajq;, = MDISCj et §; = —MDL;.MDISCj.

Dans le cas d’une simulation d’une structure approximativement simple & ) dimensions,

g, = \/MDISC']2 <1 -(Q-1) [cos(15°)]2) et ajg = MDISCjcos(15%) si q # gq;.

Dans le cadre des trois mesures classiques, c’est la mesure C'orr qui donne les meilleurs
résultats. Dans tous les cas, les mesures de proximité conditionnelles donnent de meilleurs
résultats que les mesures classiques. La méthode d’aggrégation U PGM A semble étre celle qui
donne les meilleurs résultats, et SL la moins bonne. La mesure de proximité CCov semble
étre la meilleure des trois mesures de proximité conditionnelles proposées.

Le taux de classement correct atteint, pour une combinaison UPGM A/CCov, 95% dans le
cadre d’une structure simple et 90% dans le cadre d’une structure approximativement simple
dans les cas suivants : N = 500/p = 0.7, N = 1000/p = 0.8, N = 3000/p = 0.9.
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6.2 La Mokken Scale Procedure (MSP)

6.2.1 Le Modéle Monotonement Homogéne de Mokken (Mokken Mono-
tone Homogeneous Model) (MMHM)

Le modeéle Monotonnement Homogéne de Mokken [107] [109] [108] (que 'on peut retrouver
sous le nom de modeéle de Mokken [104] ou d’échelle de Mokken [110]) est un modéle non
paramétrique (dans lequel les IRF des items ne sont pas définies par des paramétres - voir
section 2.5) dans lequel les items vérifient les trois hypothéses fondamentales de 'IRT :

— unidimensionnalité,

— indépendance locale,

— monotonicité.

Ce modéle a été étendu dans le cadre du modéle doublement monotone (doubly monotone)
(par exemple [108]), un modeéle non paramétrique ou les IRF des items sont non sécantes (on
peut se reporter a cet égard a une comparaison de ce modéle avec le modéle de Rasch réalisée
par Meijer, Sijtsma et Smid [104]). Le modeéle de Mokken a également été développé dans un
cadre polytomique [115].

Dans le cadre de ce modéle, la principale question qui a été débattu concerne la maniére de
vérifier qu’un ensemble d’items vérifie un MMHM (voir sur ce théme [115]). En fonction des
indicateurs utilisés pour mesurer 'adéquation, une procédure pour permettre la construction
d’échelles d’items vérifiant un tel modéle & partir d’'un ensemble initial d’items a été proposée
(voir & cet égard [109], [71], [108]).

6.2.2 Les erreurs de Guttman
6.2.2.1 Définition dans un cadre dichotomique

Les erreurs de Guttman [52] sont définies pour une paire d’items dichotomiques : elles
représentent le nombre de personnes ayant répondu négativement a l'item le plus facile (des
deux items), et positivement a l'item le plus difficile. La difficulté d’un item dans un cadre
non paramétrique est représenté par la probabilité empirique de réponses négatives a l'item.

Reprenons le tableau de contingence entre les items X; et X}, (voir tableau 6.3).

Xk
1 0
X, 1 4 B A+B
0 C D C+D

A+C B+D N

TAB. 6.3 — Tableau de contingence entre les items dichotomiques X; et X},

L'item X; est dit plus facile que l'item Xj, si P(X; = 1) > P(X} = 1) c’est-a-dire si
A+ B > A+ C. Dans ce cas, le nombre d’erreurs de Guttman ej;, entre les items X; et X
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est égal &
ejr=N.P(X;=0,X,=1)=C (6.10)

Ainsi, si I'item X est le plus facile (B > C), alors ej, = C, sinon (si C' > B) ej, = B.
Alors
ejr = min (B, C) (6.11)

Soit eﬁ) le nombre d’erreurs de Guttman attendues sous ’hypothéses d’indépendance des

réponses aux items, alors
e(%) _ Nejk +D €k + A
J N N

(6.12)

6.2.2.2 Extension au cadre polytomique

Il est possible d’étendre les erreurs de Guttman dans le cadre des items polytomiques [112]
[117]. Dans ce cas, on définit par €j(r)k(s) les erreurs de Guttman entre la modalité r de l'item
j et la modalité s de l'item k. La modalité r de l'item j est plus facile que la modalité s de
litem k si P(X; > 1) > P(X} > s). Alors

ej(rk(s) = N.min(P(X; > r, Xy < s); P(X; <71, X}, > 5)) (6.13)

Alors le nombre d’erreurs de Guttman de la paire d’items polytomiques (X, X},) est

mj my

€jk = Z Z €i(r)k(s) (6.14)

r=1 s=1

De la méme maniére, on peut définir le nombre e(.oz k(s) d’erreurs attendues de Guttman

entre la modalité r de 'item j et la modalité s de I'item k sous ’hypothése d’indépendance
des deux items par

0
eﬁ(i)k(s) = N.P(X; <r)P(Xy > s), (6.15)

avec P(X; > r) > P(X}, > s) (la modalité r de I'item j est plus facile que la modalité s de
l'item k). Alors le nombre d’erreurs de Guttman attendues sous ’hypothése d’indépendance

des deux items est
mj mg
0) _ (0)
Cik = Z Z €i(r)k(s) (6.16)
r=1 s=1

6.2.3 Les coefficients d’échelles de Loevinger

Les coefficients d’échelles suivants ont été proposés par Loevinger [94]. Nous les définirons
a partir des erreurs de Guttman, en concordance avec Molenaar [112]| ou avec le manuel du
logiciel MSP [117].

6.2.3.1 Le coefficient d’échelle de Loevinger entre deux items
Soit Hjy, le coefficient d’échelle entre deux items j et k. Alors
Sk

0
O

Hj=1- (6.17)
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Mokken présente ce coefficient comme le rapport entre la covariance o, des items j et k
et la covariance maximale possible & marges fixées dans le tableau de contingence des items j
et k notée o (mar)-
o
Hy, = —% (6.18)
O jk(max)
Démonstration.
La covariance entre les items X; et X, est égale a

A A+BA+C NA-(A+B)A+0)
=N N N N

(6.19)

On crée (tableau 6.4) le nouveau tableau de contingence théorique entre les items X et
X}, avec les marges fixées permettant de maximiser la covariance oy, :

Xk
1 0
.1 A B A+B
c* D* C+D
A+C B+ D N

TAB. 6.4 — Tableau de contingence théorique entre les items dichotomiques X; et Xj pour
maximiser la covariance

Dans ce cas, la covariance vaut

A* A+BA+C NA*—(A+B)(A+0)

(6.20)

Pour que cette covariance soit la covariance maximale & marge fixée, il faut donc maximiser
A*,ainsi A* = A+min(B;C) = A+ej, et min(B*,C*) = 0. Ainsi, on obtient B* = B — ejy,
C* = C —ej, et D* = D + ej;,. Comme les marges sont fixées, on a A+ B = A* + B* et
A+ C= A"+ C* donc

(A+B)(A+C) = (A*+B")(A*+C")

— A*(N — D¥) (6.21)
Ainsi
ok NA— A*(N — D¥)
— 6.22
Ujk(ma:v) NA* — A*(N - D*) ( )
 NA—-A*N 4 A*D*
- A* D*
N(A - A%
= 1+
(A +eje)(D + eji)
_ 1 _ Yk
o 0
©

= H; (6.23)
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Hemker, Sitjsma et Molenaar [71] présentent en outre ces coefficients de cette maniére.
Nous privilégierons la premiére approche pour deux raisons : d’une part, elle ne pose pas le
probléme de définition d’'une covariance entre deux variables catégorielles, et en outre, elle
nous semble plus facile & interpréter.

Ce coefficient est simple a interpréter. Il est toujours inférieur a 1 (la valeur 1 étant atteinte
quand il n’y a aucune erreur de Guttman observée entre les deux items).

Quand il est proche de 1, cela signifie qu’il y a peu d’erreurs de Guttman observées (com-
parativement au nombre attendu sous 'hypothése d’indépendance). Quand il est proche de
0, cela signifie que les réponses aux deux items sont indépendantes. Quand il est négatif, cela
signifie qu’il y a plus d’erreurs de Guttman observées que d’attendues sous le modéle d’indé-
pendance. Dans ce cas, il faut inverser les réponses (pour un des items, la réponse positive est
favorable au trait latent, tandis que pour 'autre item, la réponse posititive est défavorable
au méme trait latent). Ainsi, sous réserve que les items j et k soient correctement codés, le
coefficient Hj de Loevinger ne doit pas étre significativement négatif.

Mokken [107] montre que si les items X; et Xj sont monotonement homogeénes, alors
ojr > 0 et H;, > 0. Donc pour qu'un ensemble d’items soit monotonement homogene, il faut
que toutes les paires d’items (j, k) vérifie Hj;, > 0. Il existe un test pour tester la non nullité
du coefficient Hjj,. Il s’agit du test z [117]. La statistique de ce test vaut

B AD — BC
- NVA+B)(A+C)B+D)(C+D)

et cette statistique suit sous I’hypothése de nullité du coefficient Hj; un loi normale centrée
réduite.

Zik (6.24)

6.2.3.2 Le coefficient de Loevinger d’intégration d’un item dans une échelle

Soient S un ensemble d’items, et H jS le coefficient d’intégration d’un item j appartenant
a S (j € S) dans l'échelle formée par les items de ’ensemble S.

Alors on pose e]S le nombre d’erreurs de Guttman associées a l'item j par rapport a

(0)

I’ensemble des items de S et ef ce nombre attendu sous I'hypothése d’indépendance des

réponses entre 'item j et chacun des items de I’ensemble S. On a alors 639 = kes ktj €jk €t
5(0

) _ (0)
€ = Dkes, ket €ik >

S ©) fr.
HS =1 S 2kes ke Gk Hik (6.25)
7 S0) (0) '
€ 2_kes, ki Cjk

Cet indice s’interpréte sous réserve de considérer que tous les items de S en dehors de
l'item j vérifient de bonnes propriétés d’échelles (vérifient un MMHM). Dans ce cas, un indice
H ]S proche de 1 signifie que 'item j s’intégre bien dans I’échelle .S, tandis qu’un coefficient H jS
proche de 0 signifie que 'item j s’intégre mal dans I’échelle formée de I’ensemble des autres

items de S.
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6.2.3.3 Le coefficient d’échelle de Loevinger

S(0) ce

Soit €% le nombre d’erreurs de Guttman entre les items d’un ensemble S et e
nombre attendu sous I’hypothése d’indépendance des réponses des items de S, alors e® =
> jes 2okes, k>j Gk €t e50) = D jes DokeS, k>j eg?g). Alors le coefficient H® d’échelle de Loe-

vinger vaut

(0) s ©

G 2jes 2kes, ki Sk 1y 2jes 2Znes, k>j € Hin (6.26)
50 ~ © 0 |

€ D jes 2okes, k>j Cik 2jes 2kes, k>j Cik

H° =1

On montre [108] que H® > minjecg HJS Un coefficient H® proche de 1 signifie que I’échelle
formée par I'ensemble des items de S a de bonnes propriétés d’échelles (cet ensemble d’items
vérifie un MMHM), tandis qu’un coefficient H S proche de 0 montre cette échelle a de mauvaises
propriétés.

6.2.4 Lien entre les coefficients d’échelles de Loevinger et le MMHM

Mokken [107] montre que si un ensemble d’items S vérifie un MMHM, alors H* est signifi-
cativement positif (dans un MMHM, V3, k, Hj; > 0 et on en déduit directement que HS > 0).
Cependant, la réciproque n’étant pas vraie, il suppose qu’il existe un seuil 0 < ¢ < 1 tel que si
H® > ¢, alors 'ensemble des items de S vérifie un MMHM. II propose en outre la classification
suivante, basée sur des observations empiriques :

~ 51 0.3 < H® < 0.4, alors I'échelle S est dite "faible" ("weak"),

~ 51 0.4 < H® < 0.5, alors I'échelle S est dite "medium" ("medium"),

~ 51 0.5 < H®, alors I'échelle S est dite "forte" ("strong").

Il suggére donc d’utiliser les coefficients de Loevinger pour construire un ensemble d’items
vérifiant un MMHM. Cette idée a été formalisée par Hemker, Sitjsma et Molenaar [71] pour
proposer la "Mokken Scale Procedure", une méthode de sélection automatique d’items per-
mettant de construire des échelles vérifiant un MMHM.

6.2.5 Algorithme

A une étape initiale, on choisit la valeur d’un seuil ¢ et une paire d’items (j, k) qui vérifie
Hjj, > c tel que Hj, soit significativement supérieur a 0.

A T'étape n, on intégre dans I’échelle S~ en cours de formation I'item j qui vérifie :
1. j¢ st

2. S = 5=

3. Jj = argmaxgg(n-1) H™ avec §*() = g(n—1) Uk

4 HS" > ¢

5. Hjj, significativement supérieur a 0, Vk € S (n—1)

La procédure s’arréte dés qu’il n’existe plus d’items vérifiant I’ensemble de ces conditions.
Pour éviter des problémes de multiplicité des tests, & chaque étape, une correction de Bonfer-
roni est effectuée sur le niveau de signification des tests.
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On peut remplacer la paire d’items initiale par un noyau d’items choisi a priori par I'uti-
lisateur. Un seconde échelle peut ensuite étre formée a partir des items non sélectionnés dans
la premiére échelle, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’il ne reste plus d’items disponibles, ou que
les items restant ne puissent pas étre groupés pour former une nouvelle échelle.

Le seuil ¢ peut étre choisi en fonction des caractéristiques voulues de 1’échelle (plus il est
grand, et plus I’échelle sera "forte" (au sens de Mokken)), ou de maniére & vérifier certaines
contraintes, comme le nombre d’items dans la premiére dimension. Dans tous les cas, les
auteurs préconisent de choisir ¢ > 0.3.

6.2.6 Résultats

Lors d’études de simulations précédentes a leur article, Hemker, Sijtsma et Molenaar |71]
relévent que les résultats de la procédure peuvent étre modifiés en fonction :

— de la variance du trait latent (plus cette variance est grande, et plus la valeur de H® est
grande),

— du nombre de modalités d’items polytomiques (sans que I'influence dans un sens ou dans
lautre sur les résultats de la procédure soit clairement identifiée),

— de la corrélation entre les différents traits latents (plus cette corrélation est faible et
meilleurs sont les résultats),

— du pouvoir discriminant des items (plus les items sont discriminants, et plus facilement
ils sont sélectionnés).

En outre, ils réalisent une étude de simulations avec les paramétres suivants :

— le nombre de dimensions simulées (Q = 2 ou @ = 3)

— la corrélation entre les traits latents (p = 0.0, p = 0.2, p = 04, p = 0.6, p = 0.8 ou

p=10),

le niveau de discrimination moyen pour les items d’une méme dimension (ap; = 1.0,

apy = 1.5 ou apy = 2.0),

— la constance des pouvoirs discriminants des items d’une méme dimension (constant ou
non (£0.5 autour de la valeur moyenne).

Les simulations sont réalisées sur N = 2000 individus, avec J, =9, Vg =1,...,Q et 4 ré-
plications de chaque cas. Les auteurs estiment que la taille de ’échantillon choisie (N = 2000)
est suffisamment grande pour obtenir une certaine constance des résultats. Les données sont
simulées a l'aide d’'un modéle a réponses graduées [98] (extension du modéle de Birnbaum
pour items polytomiques), avec une structure simple.

Cette étude de simulation permet d’étudier en profondeur les valeurs acceptables du seuil ¢
suivant les conditions initiales. Ils montrent ainsi que pour des items faiblement discriminant
(apr = 1.0), le seuil ¢ doit étre inférieur a 0.3, pour des items moyennement discriminant
(apr = 1.5), il doit étre inférieur & 0.4 et pour des items fortement discriminant (aps = 2.0),
il doit étre inférieur a 0.55. En outre, ils obtiennent de bons résultats avec des seuils trés bas
quand les traits latents sont trés peu corrélés, mais ce seuil minimal doit étre relevé quand les
corrélations entre les traits latents augmentent. Les résultats sont similaires, que les pouvoirs
discriminants des items d’une méme dimension soient constants ou non, et avec deux ou trois
dimensions simulées.
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6.3 La procédure DETECT

6.3.1 L’indice DETECT et les indices Iss et R

Soit un ensemble de J items dichotomiques X;, j = 1,..., J formant une partition P en K
classes. Soient O,4, ¢ =1, ...,Q, @ traits latents avec @ = (0),=1,.. ¢ et solent oy, ¢ =1,...,Q
@ poids associés avec & = (ag)q=1,....¢- Soit un trait latent composite O = &’®. On prendra
comme définition de oy = Z}]:1 Qujq Ol aijq représente le pouvoir discriminant de 'item j sur le
trait latent ¢. On note @ la dimension de ’ensemble des items (définie par les auteurs comme
le nombre minimal de traits latents pour que soient vérifiées I'indépendance locale des items
et la monotonicité - voir section 3.1)

On définit I'indice DETECT [155] (Dimensionality Evaluation To Enumerate Contributing
Traits) comme :

Da(P) = Z Z §;k(P)E [Cov (X, X1/Oa)] (6.27)
] 1 k=j+1

avec 0;,(P) = 1 si les items j et k sont placés dans le méme groupe de la partition P et —1
sinon.

Soit P* la partition en K* classes des items qui maximise 'indice DETECT
Les auteurs montrent que

Théoréme 6.1 (Théoréme 1 dans [155]) Quand Q < 2, alors l'indice DETECT est maxi-
misé sur la vraie partition des items (P* est la vraie partition des items).

Théoréme 6.2 (Théoréme 2 dans [155]) Quand l’ensemble des items a une structure ap-
proximativement simple, alors K* < @

Soit les indices

Iss(P) = 77D jzﬂﬁ;l P)l+ (E[Cov(X;, Xk/Oa)]) (6.29)

et
Dq(P)

R(P) =
(P) ﬁz D —i+105k(P)|E [Cov (X, Xy /Oa)] |

(6.30)

On note que
—1<Iss(P)<let —1<R(P)<1

Théoréme 6.3 (Théorémes 3 et 4 dans [155]) Un ensemble d’items a une structure ap-
proximativement simple si et seulement si

mgx]ss(P) =1, et mng(P) = 1. (6.31)
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Définition 6.1 (Condition de régularité de la matrice de covariance des traits latents)

Soit oji, J=1,....J, k=1,....J, j# k les élements de la matrice ¥ de covariance des traits
latents. Cette matrice vérifie la condition de régularité si

(ZlQ:1 O‘lajl) <Zg=1 am“m/’c)
Q Q
2121 Zm:1 QOO m

Théoréme 6.4 (Théoréme 5 dans [155]) Si les items ont une structure simple, alors P*
est la vraie partition si la condition de régularité de la matrice de covariance des traits latents
est respectée.

Ok < (6.32)

Les auteurs estiment que le théoréme 6.4 continue de s’appliquer pour une structure ap-
proximativement simple si la condition de régularité de la matrice de covariance des traits
latents est fortement respectée.

6.3.2 Estimation pratique des indices

En pratique, on ne peut pas calculer I'indice DETECT, puisque nous ne connaissons pas
les valeurs des parametres a;, j = 1,...,J, et que la variable ©¢ est latente. Les auteurs
proposent d’utiliser I'estimateur

J-1 J
2 R
J=1 k=j+1
ol vajk est un "bon" estimateur de F [Cov (X;, X;;/Oa)].
Ils proposent d’utiliser I'estimateur
Ak 1 ~ ~
Covjy, = 3 [Covjk(S) + Covjk(T)] , (6.34)

avec S = 23'121 Xj et Ty, = 22]:1, 14,k X1 et

J

~ N, o~
Covji(S) = chov(xj, X,,/8 = 1), (6.35)
=0
J—-2 N‘kl
Covjp(T) =Y _ —~ Cov(X;, X/ Ty, = 1), (6.36)
=0

avec N; le nombre d’individus tels que S = [ et Njz; le nombre d’individus tels que T}, = .

6.3.3 Algorithme de la procédure DETECT

Le théoréme 6.4 permet de supposer qu’il est possible, en maximisant 'indice DETECT,
et sous réserve que les items aient une structure approximativement simple, de retrouver cette
structure. Les auteurs proposent un algorithme génétique pour maximiser I'indice DETECT,
et nomment la procédure "procédure DETECT". Pour une présentation plus précise des al-
gorithmes génétiques, nous renvoyons a l'article [155].
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A une étape initiale, on produira trois partitions d’items a K classes (K fixé par l'uti-
lisateur) basées sur la classification hiérarchique avec mesures conditionnelles de proximité
présentée a la section 6.1 avec les mesures de proximité entre les ensembles d’items SL (simple
linkage), C'L (Complete linkage) et UPGM A (Unweighted pair-group method of averages),
et en utilisant les mesures de proximité C'cov (ils proposent d’adapter ces mesures en utilisant
les mesures va;k a la place de Z‘s]:_g NgCovg(Xj, X)) Ces trois partitions seront appelées
"partitions parents".

A chaque étape ¢, on fait "muter" M items (tel que J/10 < M < J/5) choisis aléatoi-
rement, de telle maniére que 'on considére toutes les possibilités d’appartenance d’un item
mutant & chacune des classes existantes. On obtient ainsi R = 3M (K — 1) + 3 partitions
mutantes, dont 3 d’entre elles seront des clones des partitions parents, et on calcule les R
indices D,.(t), © = 1,..., R. On choisit alors les trois partitions qui maximisent D,.(t) et on
passe a l'étape suivante (¢ + 1) en considérant celles-ci comme les nouvelles partitions parents.
On arréte l'algorithme quand mazx, D, (t) = max, D,(t — 1).

Pour déterminer le nombre de dimensions a retenir, on définit d(K) comme la valeur maxi-
male obtenue avec K classes d’items. On pose par définition d(0) = d(1) = 0. L’algorithme
génétique est réalisé pour K = 2, puis pour K = 3, et ainsi de suite. On arréte la procédure
lorsque I'on obtient d(K —2)) > max(d(K —1);d(K)). La partition en (K —2) classes d’items
qui permet de trouver d(K — 2) est alors choisie.

Une importante critique que I'on peut faire & la procédure DETECT est le caractére
non-déterministe de l'algorithme. Ainsi, il sera possible d’obtenir des résultats différents en
relancant plusieurs fois la procédure sur un méme ensemble d’items (ceci n’a cependant pas
été étudié par les auteurs).

6.3.4 Reésultats

Les auteurs ont réalisé une étude de simulations faisant varier :

— le nombre de dimensions (2, 3 ou 4),
— le nombre d’individus (400 ou 800),
— le nombre d’items total (20 ou 40).

100 réplications de chaque cas ont été simulées. Les réponses sont simulées a 1’aide d’une
extension multidimensionnelle du modéle de Birnbaum (identique a cette utilisée par Roussos,
Stout et Marden [132] pour I'étude de simulation avec la HCA /CCPROX, voir équation (6.7)),
avec une structure approximativement simple. Les paramétres de discriminations des items
sont tirés aléatoirement selon une loi normale bornée (avec une moyenne plus faible pour les
dimensions secondaires que pour la dimension principale pour chaque item). Les paramétres
de difficultés sont simulés par une loi normale bornée. Dans tous les cas, plus de 85% des
simulations permettent d’obtenir un résultat parfait, et dans plus de 95% des cas, un résultat
correct (bonne détermination du nombre de dimensions simulées mais un ou deux items classés
incorrectement).
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6.4 Comparaison de HCA/CCPROX, MSP et DETECT

6.4.1 FEtude de simulations

Dans un article récent [144], van Abswoude, van der Ark et Sijtsma comparent les trois
procédures HCA /CCPROX, MSP et DETECT. Les paramétres utilisés dans les simulations
sont :

le modéle utilisé pour simuler les données (extrapolations multidimensionnelles compen-
satoires du 2-PLM et du 5-PAM [134)),

— le nombre de traits latents (2 ou 4),

— les corrélations entre les traits latents (6 niveaux : 0.0 & 1.0 par seuil de 0.2),

— le nombre d’items reliés a chaque trait latent (4 combinaisons),

— les pouvoirs discriminants des items (2 niveaux).

Certains paramétres restent en outre fixés sur ’ensemble des simulations : la taille de
I’échantillon N & 2000 et la structure des items, qui sera une structure simple dans tous les
cas. Les paramétres de difficultés des items sont en outre équidistants dans chaque dimension
sur Uintervalle [—2;2].

Le 5-PAM (5 parameters acceleration model) est modélisé par :

exp[1l.7a; (6, — 6, &

P(Xnj = 1/0n, 05,05, &5,7}7, 7™ = i + ()7 = 21 {1 — ex[p [1.7]02 @ _j)é]j)] } :
(6.37)

ot Yo et ’y;fp permettent asymptotiquement d’avoir une probabilité de réponse positive su-
périeure a 0 et inférieure a 1, et &; est appelé parametre d’accélération de l'item j et rend
la, fonction de réponse a l'item dissymétrique si & # 1. Dans les simulations, 'yé»m“ est tiré
aléatoirement dans une loi uniforme sur 'intervalle [0.0;0.2], W;LP est tiré aléatoirement sur
une loi uniforme sur l'intervalle [0.8;1.0] et &; est tiré aléatoirement par une loi uniforme sur

I'intervalle [0.25;7].

Concernant les pouvoirs discriminants pour chaque item relatif a la dimension a laquelle
est relié cet item, ils sont choisis avec des valeurs basses, c’est-a-dire en les simulant par une
loi normale de moyenne 0.75 et de variance 0.1, en tronquant & 0.5 et 1.25, ou avec une valeur
haute, et sont dans ce cas simulés par une loi normale de moyenne 1.75 et de variance 0.1,
tronquée a 1.5 et 2.0. Les plans suivants sont utilisés : [bas; bas], [bas; haut] et [haut; haut]
pour @ = 2 et [bas; bas; bas; bas], [bas; bas; haut; haut] et [haut; haut; haut; haut] pour @ = 4.

Enfin, concernant le nombre d’items dans chaque dimension, les simulations sont réalisées
avec les plans suivants : [7;7], [7;21], [21;7] et [21;21] pour Q = 2 et [7;7;7;7], [7;7;21;21],
[21;21;7;7] et [21;21;21;21] pour Q = 4.

Chaque simulation est répliquée une seule fois.

6.4.2 Reésultats

Les résultats retrouvés par cette étude sont les suivants :
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— MSP est moins efficace que les deux autres méthodes pour retrouver la partition réelle
des items quand la corrélation entre les traits latents est forte,

— Pour toutes les méthodes, mais en particulier pour MSP, de forts pouvoirs discriminants
des items permettent de retrouver plus efficacement la partition des items,

— Les résultats sont peu sensibles au nombre d’items, cependant, MSP peut parfois, sur des
échelles avec beaucoup d’items, créer deux sous-échelles avec d’une part les items avec un
faible pouvoir discriminant et d’autre part les items avec un fort pouvoir discriminant,

— HCA/CCPROX est parfois impossible a réaliser avec beaucoup d’items (présence de 0
dans les tables de contingence) : des adaptations sont possibles,

— le nombre de dimensions affecte peu les résultats,

— T'utilisation de 'extrapolation multidimensionnelle du 5-PAM affecte de fagon impor-
tante les résultats des trois procédures, en particulier pour DETECT et HCA /CCPROX.

6.5 Synthése

Les trois procédures non paramétriques de I'IRT présentées dans ce chapitre offrent d’in-
téressantes alternatives aux méthodes factorielles pour construire des échelles d’items non
seulement unidimensionnelles mais vérifiant en outre les autres propriétés fondamentales de
I'IRT (monotonicité et indépendance locale). Ces procédures ne sont cependant pas basées
sur un modéle paramétrique, aussi, par exemple, la construction de score pour la mesure des
traits latents dans chaque ensemble formé n’est basé que sur des conjectures. Dans le chapitre
suivant, nous proposons donc différentes maniéres de construire des ensembles d’items de ma-
niéres a ce que ceux-ci aient une bonne adéquation a un modéle de I'IRT (nous utiliserons
essentiellement le modéle de Rasch).
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Chapitre 7

Propositions : La classification d’items
en sous-échelles basée sur 'adéquation
a un modeéle

7.1 Introduction

Les méthodes présentées dans les deux derniers chapitres sont intéressantes dans la plupart
des cas pour détecter des échelles unidimensionnelles. Cependant, il est souvent souhaitable,
outre 'unidimensionnalité, d’obtenir des échelles vérifiant d’autres propriétés. Les trois métho-
des proposées au chapitre 6 permettent d’obtenir des échelles qui vérifient les trois propriétés
fondamentales de I'IRT, c’est-a-dire, outre 'unidimensionnalité, 1'indépendance locale et la
monotonicité. Ces propriétés peuvent se révéler insuffisantes.

Le modéle de Rasch a connu un véritable succés grace a la propriété d’exhaustivité du score
pour le trait latent. Dans ce modéle, il est aisé, et théoriquement justifiable, d’utiliser le score
plutét que le trait latent pour classer les individus, et les placer dans un continuum : une fois
les estimations des valeurs individuelles du trait latent connues pour chaque valeur possible
du score, il est possible d’estimer la valeur individuelle sur le trait latent pour chaque individu.

Aussi, il nous a semblé intéressant de proposer des méthodes pour construire des échelles
vérifiant, outre les propriétés fondamentales de 'IRT, celles du modéle de Rasch. Deux métho-
des sont proposées dans cette partie. Elles sont basées toutes les deux sur ’adéquation des
données & un modeéle de Rasch. La premiére méthode explicitée & la section 7.2, appelée
"BackRasch", est basée sur une procédure pas a pas descendante, ol & chaque étape, on retire
Iitem ayant la plus mauvaise adéquation a un modeéle de Rasch comprenant tous les items
non retirés de I'échelle. La seconde méthode, appelée "Raschfit" est basée sur une procédure
pas a pas ascendante, dont 1'algorithme, plus complexe, est explicité a la section 7.3.

101
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7.2 La procédure "BackRasch", procédure pas a pas descen-
dante basée sur le modéle de Rasch

7.2.1 Principes

Le principe de la procédure "BackRasch" [60] [61] est celui des procédures pas & pas
descendantes (Backward). A chaque étape, I'item qui a la moins bonne adéquation au modéle
de Rasch sous-jacent & I’ensemble des items restants, est éliminé, et ce jusqu’a ce qu’il n’y ait
plus d’item ayant une mauvaise adéquation au modéle.

7.2.2 Algorithme

L’algorithme se passe en un maximum de K = (J — 2) étapes :

— A [’étape initiale, on sélectionne ’ensemble des items dans le modéle, et on fixe le niveau
de signification « (par exemple o = 0.05),

— A étape k, on estime les paramétres du modéle de Rasch avec les items non supprimés,
et on calcule des statistiques d’adéquations locales de chaque item au modéle (statis-
tiques Ricj, Rinj ou Qj, que I'on dénommera de facon générique par Fj). L'item jo
est celui qui a la plus mauvaise adéquation au modele : I}, = max; F;. L'item jo est
supprimé de la sous-échelle si F}, est significatif au niveau a. Si F}, est non significatif,
I’algorithme est arrété.

La premiére sous-échelle est composée des items qui n’ont pas été supprimés. Dans un
second temps, on peut construire une seconde sous-échelle en partant de I’ensemble des items
supprimés de la premiére sous-échelle, et en relangant le méme algorithme sur ce nouvel en-
semble d’items, et ainsi de suite pour construire les sous-échelles suivantes.

Cette méthode est relativement aisée a extrapoler a d’autres modéles que le modéle de
Rasch. 11 suffit simplement d’utiliser un test d’adéquation locale adapté au modéle.

7.3 Une proposition : la procédure "Raschfit", procédure pas a
pas ascendante basée sur le modéle de Rasch

7.3.1 Principes

Nous proposons [68] une méthode pas a pas ascendante permettant de sélectionner des
items ayant une bonne adéquation & un modéle de Rasch. Le probléme des méthodes pas
A pas ascendantes est cependant de devoir estimer les paramétres de beaucoup de modéles
différents. Classiquement, 'algorithme de ces méthodes est de la forme :

— on part avec un modéle nul (aucune variable explicative),

— a chaque étape on ajoute la variable qui apporte le plus d’information, conditionnel-
lement au fait que les variables déja sélectionnées en apportent (en général, on utilise
comme mesure de 'information la différence entre les log-vraisemblances maximales des
deux modéles multipliée par 2),

— on arréte 'algorithme quand aucune variable non sélectionnée ne peut apporter de 'in-
formation de maniére significative (en utilisant les log-vraisemblances, I’écart doit étre
plus grand qu’un chi-deux & k degrés de liberté ot k correspond au nombre de degrés
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de liberté apporté par la variable).

Dans ce type de procédure, on doit estimer les paramétres d’autant de modéles & chaque
étape qu'il ne reste d’items non sélectionnés, soit J modéles a la premiére étape, J — 1 a la
seconde étape, etc... jusqu’a ce que l'algorithme s’arréte. Si tous les items sont sélectionnés,
alors globalement % modéles sont estimés sur I'’ensemble de la procédure.

Dans le cadre d’un modéle de réponse aux items, nous sommes confrontés a deux problé-
mes :

1. les modéles sont longs a estimer, et une procédure qui voit le nombre de modéles aug-
menter quadratiquement avec le nombre d’items disponibles peut se révéler inadaptée
pour un nombre important d’items,

2. la variable réponse n’est pas unique pour chaque individu : il y a autant de variables
réponses pour chaque individu que d’items dans le modéle, aussi il est difficile de com-
parer des modéles n’ayant pas le méme nombre d’items car les vraisemblances obtenues
ne porteront pas sur le méme nombre d’observations.

Pour résoudre ces deux problémes, nous proposons la procédure "Raschfit" qui permet d’es-
timer un nombre de modéles qui augmente seulement linéairement avec le nombre d’items, et
qui compare & chaque étape deux modéles considérant le méme nombre d’items.

Cette procédure est basée sur I'idée que, si un nouvel item mesure un autre trait latent
que les items déja sélectionnés, alors I’adéquation des données par un modéle de Rasch devrait
étre moins bonne que 'adéquation des mémes données dans le cadre d’un modéle ot les items
déja sélectionnés mesureront un trait latent et le nouvel item mesurera un second trait latent.
Le modéle multidimensionnel choisi sera un MMSRM.

L’adéquation doit tenir compte du fait que le MMSRM bi-dimensionnel comprend plus de
paramétres que le modéle de Rasch pour le méme nombre d’items. Le critére d’information
d’Akaike (AIC) [4] qui est un critére de parcimonie sera utilis¢é pour mesurer 'adéquation
des données au modéle relativement au nombre de paramétres utilisés. AIC est calculé de la
maniére suivante :

AIC = —21 + 2K, (7.1)

ou ! est la log-vraisemblance du modéle et K est le nombre de paramétres du modéle.

Pour n’avoir a estimer qu'un nombre de modéles croissant linéairement avec le nombre
d’items initiaux, il faut avoir a tester le méme nombre de modéles a chaque étape. Pour ce
faire, les items seront ordonnés, et I’ajout d’un seul item sera testé a chaque étape. Les para-
métres de deux modeles seront donc a estimer & chaque étape de ’algorithme.

Notons enfin que pour pouvoir estimer les paramétres d’'un modéle de Rasch, il faut au
minimum 2 items, aussi initialement, un noyau d’au moins deux items sera sélectionné.

Ainsi, en admettant que le noyau initial comporte 2 items, il y aura 2(J — 2) modéles a
estimer, dont (J — 2) modéles de Rasch et (J —2) MMSRM.
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7.3.2 Représentation graphique des deux modéles testés a chaque étape

A chaque étape nous comparons deux modéles. La figure 7.1 représente le modéle unidi-
mensionnel et la figure 7.2 représente le modéle bi-dimensionnel comparés a chaque étape de
la procédure.

[tems déja selectionnés

Mouvel iterm

F1G. 7.1 — Modéle unidimensionnel avec trois items déja sélectionnés et un nouvel item

ltems déja sélectionnés

p Mouvel itermn

F1G. 7.2 — Modéle bi-dimensionnel avec trois items déja sélectionnés et un nouvel item

7.3.3 Algorithme

L’algorithme de la procédure est le suivant :

— A Détape initiale, un noyau d’items d’au moins deux items est choisi, et les autres items
sont ordonnés,

— A chaque étape, le nouvel item est sélectionné dans la sous-échelle si le critére d’Akaike
mesuré avec le modéle de Rasch avec cet item et les items sélectionné est plus petit que
celui mesuré dans un MMSRM ot les items déja sélectionné sont reliés & un trait latent
et le nouvel item & un second trait latent. Sinon, le nouvel item est rejeté.

L’algorithme s’arréte quand il ne reste plus d’items disponibles. On peut alors construire
une seconde échelle avec les items rejetés de la premiére sous-échelle, et ainsi de suite, jusqu’a
ce qu’il n’y ait plus d’items disponibles.
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7.3.3.1 Noyau initial

Le noyau initial peut étre choisi par 'utilisateur, en se basant soit sur des aspects séman-
tiques (un ou plusieurs expert(s) définira(ont) alors les items qui selon-lui(eux) mesurent le
méme concept), soit sur des informations spécifiques (tel sous-ensemble d’items a une bonne
adéquation & un modéle de Rasch), soit en fontion de propriétés psychométriques.

Dans ce dernier cas, et en ’absence de toute autre information sur les items, nous propo-
sons de choisir comme noyau la paire d’items (j, k) qui a le plus grand coefficient d’échelle de
Loevinger : (j,k) = arg max(j m) Him (on cherche alors les deux items les plus "corrélés" entre
eux au sens de Loevinger).

Le choix du noyau initial d’items a sans doute son importance, que nous n’avons cependant
pas mesurée.

7.3.3.2 Ordre des items

Dans I'algorithme, ’ajout d’un seul item est testé & chaque étape. Ceci sous-entend que
I'ordre dans lequel vont étre classés les items a une importance. Nous retiendrons trois cas :
lordre des items est aléatoire, I'ordre des items est basé sur une connaissance (avis d’expert
ou autre), 'ordre des items est basé sur les propriétés psychométriques des items.

Dans le dernier cas, nous proposons de classer les items dans l'ordre d’inclusion de ces
items dans le cadre de la Mokken Scale Procedure (MSP) en retenant un seuil ¢ minimum (0)
et en n’effectuant aucun test de signification : ainsi, tous les items seront sélectionnés par cette
procédure dans une seule sous-échelle. En outre, le noyau tel que défini a la section 7.3.3.1
sera utilisé dans la procédure MSP.

Nous retiendrons en outre deux cas, lorsque les items ne sont pas classés aléatoirement : les
items sont classés de I'item qui s’intégrera de facon la plus probable au modéle de Rasch avec
les items déja sélectionnés jusqu’a 'item qui s’intégrera de fagon la moins probable au modéle
de Rasch avec les items sélectionnés (nous appellerons cet ordre le classement "positif"), et le
classement inverse (appelé classement "négatif").

Le classement "positif" est sans doute le classement le plus robuste, car ce classement
favorise I'intégration rapide (au plus tot dans les étapes de Palgorithme) des items, ainsi les
sous-échelles formées contiendront rapidement beaucoup d’items. En revanche, ce classement
est celui qui rendra I’exécution de la procédure la plus longue possible, puisque la sous-échelle
en cours sera rapidement importante en taille, donc les modéles contiendront plus de para-
meétres & estimer (ce qui sera un processus plus long). Le classement "négatif" a les avantages
et inconvénients inversés par rapport au classement "positif" : la procédure sera moins robuste,
mais la procédure sera plus rapide & exécuter.

7.3.3.3 Estimation des paramétres des modéles

Les traits latents sont considérés comme des variables aléatoires. A ce titre, on utilise la
méthode du maximum de vraisemblance marginale pour estimer les parameétres du modéle.
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Comme il 'est expliqué a la section 4.7, nous utiliserons une estimation en deux temps des
paramétres du MMSRM : dans un premier temps, les paramétres de difficulté des items sont
estimés dans des modéles unidimensionnels ; dans un second temps, on estime les paramétres
de la distribution du trait latent multidimensionnel conditionnellement aux estimations obte-
nues pour les paramétres de difficulté du modéle. Cette fagon de faire permet un grand gain
en terme de temps de calcul.

On remarquera cependant que dans chaque MMSRM, un seul item est relié a la seconde
dimension. Il est alors impossible d’estimer les paramétres du modéle de Rasch correspondant
a cette dimension.

On peut estimer le paramétre de difficulté de 'item en question (que 1'on indexera par jj -
le parameétre de difficulté en question est donc ¢;,) en donnant a chaque individu la moyenne
du trait latent correspondant comme valeur individuelle de celui-ci : cette moyenne est fixée
a 0 (voir section 2.6.8.1). On résoud alors I’équation :

N

R exp ( xn]o ]0)
850 = P(Xn0 = Tnjy/0; "
o r%ljzzx}_[l (Xno = Tnjo/0jy) = max H 1+ exp (—dj;,) 72)

On montre facilement que

. t
Jo
avec tiy = YoN | Tnjo-

Démonstration.

N
e TT S (=ZnjoFjo )
djo ne1 1+ exp (_5j0)

(o9
I

Jo

= maxlog _ﬁ SXP A" Tnjo%0) (_xnjo(;j())
950 =1 I +exp (_6j0)

[ exp <— PO wnjo%)
= maxlog I
%o [Th=1 [T +exp (—dj)]

= max {(ty0j,) = Nlog[1 +exp (=0;,)]}
= max f (35 /tjo, N) (7.4)

J0

df(5j0 /tjm N) — exp(—5j0)
déj, tio 1+ exp(—d;,) (7.5)

Donc

exp(—3)

—t. 4+ N—2A %)
70 1+ exp(—dj,)

=0 (7.6)

= tj, (7.7)
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Nexp(_éjo) = 75]‘0(1 + exp(—gjo)) (7'8)
(N - tjo) exp(_Sjo) = 1j, (7'9)
g tjo
exp(—dj,) = N—ti, (7.10)
5. = —log [~ (7.11)
70 N — tjo .

7.3.3.4 Calcul du critére d’Akaike

Le critére d’Akaike est facile a calculer une fois connue la valeur de la log-vraisemblance [
et le nombre de paramétres K (voir équation (7.1)).

Dans un modéle unidimensionnel (Rasch classique), il y a J paramétres de difficultés
dj, 5 =1,...,J et 1 paramétres pour définir la distribution du trait latent (nous utiliserons
une loi normale centrée, donc ce paramétre correspond a la variance du trait latent), donc
K = J+ 1. Dans un MMSRM & deux dimensions, il y a toujours J paramétres de difficulté
dj, 7 = 1,...,J et le trait latent bi-dimensionnel est supposé étre distribué selon une loi
multinormale centrée, donc trois paramétres caractérisent sa distribution : les deux variances
des traits latents, et la covariance entre les traits latents. Donc dans ce modéle, K = J + 3.

7.3.4 Améliorations sur le temps de calcul : la procédure Raschfit-Fast
7.3.4.1 Principes

La procédure décrite dans les précédentes sections a un lourd inconvénient : estimer les
paramétres d’un modéle bidimensionnel est un processus long. Aussi, nous proposons l’adap-
tation suivante présentée en [67] et [69].

Cette adaptation est basée sur 'idée que, si un ensemble de J items X;, j =1,....J a
une bonne adéquation & un modéle de Rasch, alors les réponses de chacun de ces items seront
mieux expliquées par le score S = ijl X, que par une constante. Ainsi, si I'on ajoute un
nouvel item a cet ensemble, et que ce nouvel ensemble d’items vérifient un modéle de Rasch,
alors la réponse au nouvel item sera mieux expliquée par le score obtenu sur les (J + 1) items
que par une constante, tandis que les réponses des J premiers items ne seront pas moins bien
expliquées par le score calculé sur les (J + 1) items que par celui calculé sur les J premiers
items.

7.3.4.2 Représentation graphique

Le modéle "bi-dimensionnel" peut étre représenté comme dans la figure 7.3. Ce modéle est
a comparer au modéle présenté a la figure 7.1.
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ltems deja selectionnes

nouvel item

F1G. 7.3 — Modéle "bi-dimensionnel" avec trois items déja sélectionnés et un nouvel item dans
le cadre de la version rapide de la procédure "Raschfit"

7.3.4.3 Modéle

Dans cette adaptation de la procédure "Raschfit", nous utiliserons la propriété d’exhausti-
vité du score sur le trait latent : nous nous plagons donc délibérément dans le cadre du modéle
de Rasch a effets fixes (le trait latent n’est plus considéré comme une variable latente). Cette
propriété implique que toute l'information disponible sur le trait latent est disponible dans
la variable score S. Ainsi, si deux individus n; et ny ont la méme valeur de score, alors les
estimations des valeurs individuelles du trait latent pour ces deux individus seront égales, ou
en d’autres termes :

Sny = Sng = Opy = Opy (7.12)

Des estimations consistantes des valeurs individuelles du trait latent peuvent étre obtenues
conditionnellement aux paramétres de difficulté des items [73|. Dans le cas général, les valeurs
des paramétres de difficulté sont inconnues mais peuvent étre estimées de fagon consistante
par maximum de vraisemblance conditionnelle.

On notera alors 05 la valeur individuelle du trait latent d’un individu ayant un score égal
as, Sj I’estimation par maximum de vraisemblance conditionnelle du paramétre de difficulté
de l'item j et 6 = (Sj)j:17...7J. On peut écrire la vraisemblance des réponses aux items d’un
individu n :

Lsn(0n/8,@n) = Lsn(0s,/8,2n)
J_exp <xnj(95n - 5])> (7.13)
j=1 1+exp <95n - 5]‘) |

On ne peut cependant estimer 05 que pour s # 0 et s # J, ainsi la vraisemblance d’un

N-échantillon est :
N

Ls(0/8,x) = 11 Lsn(0s, /8, 2p) (7.14)
n=1
sn#0, sy #£J

ol 6 = (an)nzl,...,N'
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Ce modéle contient J paramétres de difficulté 6;, j = 1,...,J et (J — 1) paramétres
fs, s=1,....,J —1,donc K =2J — 1, donc

AIC = —max {log [Ls(a/fs, :c)} } +2(27 — 1) (7.15)

7.3.4.4 Adaptation de la procédure

On adapte la procédure "Raschfit" avec cette nouvelle vision. On appelera cette nouvelle
version "Raschfit-Fast". L’étape initiale et la définition du noyau restent identique a la pro-
cédure de base.

A chaque étape ultérieure de I'algorithme, on compare un modéle de Rasch classique en
ajoutant & un ensemble E composé de J items déja sélectionnés un nouvel item jg, et un
modéle ol cet item jg ne sera pas intégré dans le modéle de Rasch.

Soient S, = > jeE Xn; et S} = S, + X5, On définit par F' I'ensemble des individus sur
lesquels nous estimerons les paramétres du modéle. Cet ensemble est défini ci dessous. Sj est
I'estimation de ¢;, j € F dans un modéele de Rasch obtenue par maximum de vraisemblance
conditionnelle avec I’ensemble des individus de F'. 5;* est l'estimation de ¢;, j € E'\Jjo dans
un modéle de Rasch réalisée par maximum de vraisemblance conditionnelle avec I’ensemble
des individus de F. § = (0;)jep et 6 = (S;)jGEUjo

Le premier modeéle est donc un modéle de Rasch classique. On maximisera donc sa vrai-
semblance conditionnelle :

Ls-(0/8" ) = [[ Lsn(0s3/8 ", 2n) (7.16)

ner

Ce modéle contient K* = 2J + 1 paramétres. Le critére d’Akaike de ce modéle est donc
AIC" = ~ maxlog {LS*(O/S*, ac)} +2(27 +1) (7.17)

Le second modéle est un modéle ou les J items de F vérifient un modéle de Rasch et ou
les réponses a 'item jp sont expliquées par un modéle logistique nul (contenant seulement une

constante). Sa vraisemblance conditionnelle est donc :
. exp —xnj03j0 exp (Zn;(0s, — Aj)
Ls(6/6.2) = ] ( - ) ( - )
ner | 1+ exp <—5jo) jee 1+exp <68n - 53‘)
eXp (—Cﬂnj0(§j0)

= L Lon(0s, /0, xn) (7.18)
nlgv 1+ exp <—5j0) °

Ce modéle contient K = 1+ 2J — 1 = 2J paramétres. Le critére d’Akaike de ce modéle
est donc

AIC = — maxlog {LS(G/S, a:)} +2(2J) (7.19)
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L’item jo est sélectionné dans la méme dimension que les items de F si AIC* < AIC.

F' est I’ensemble des individus qui peuvent étre utilisés pour 'estimation dans les deux
modeéles, donc F' = {n/s, # J, s; #0, s} #J+1}.

On note que les vraisemblances des deux modeéles sont estimées en deux temps : dans un
premier temps, les paramétres de difficultés sont estimés, puis la vraisemblance est estimée
dans un second temps en considérant les estimations des paramétres de difficultés comme
les vraies valeurs de ces paramétres. Ceci nous oblige donc & faire I’hypothése que le critére
d’Akaike issu de cette estimation de la vraisemblance a le méme comportement que le critére
d’Akaike "classique" résultant de I'estimation de la vraisemblance du modéle en une seule
étape. Cette fagon de procéder a cependant déja été utilisée par Hoijtink, Rooks et Wilmink
[74].

7.3.5 Extensions a d’autres modéles

L’extension de la procédure Raschfit est facilement extrapolable & d’autres modéles. La
seule contrainte est que ces modéles utilisent une structure simple des items. Dans un cadre
polytomique, on peut utiliser le MMPSRM [67]. On pourrait aussi utiliser des extrapolations
multidimensionnelles de certains modéles comme le modéle de Birnbaum, sous la condition
qu’un seul pouvoir discriminant soit non nul (ajq = 0 si ¢ # g;).

Notons seulement que si la procédure "Raschfit" est généralisable & n’importe quel modéle
a structure simple, 'adaptation "Raschfit-fast" ne 'est qu’aux modéles de la famille de Rasch.

7.4 Etude de simulations

Nous avons réalisé une étude de simulations (voir [56], [66], [68] et [120]) permettant de
comparer différentes méthodes de sélection d’items en échelles, et en particulier les procédures
"BackRasch", "Raschfit" et "Raschfit-fast".

Nous avons testé plusieurs paramétres de simulation : le modéle utilisé dans les simulations
(2 modeéles), la corrélation entre les traits latents (6 niveaux), la structure des items (simple ou
approximativement simple - 2 niveaux), le nombre d’items dans chaque dimension (3 possibi-
lités) et le pouvoir discriminant des items (6 possibilités). Ceci entraine un plan d’expérience
avec 2 X 6 X 2 x 3 x 6 = 432 plans différents. Cependant, seuls 360 d’entre eux étaient différents.
En outre, étant donné le temps de calcul requis pour certaines procédures, en particulier pour
"Raschfit", une seule réplication de chaque plan a été testée.

Les huit procédures testées sont "Raschfit" (classement négatif des items), "Raschfit-
fast" (classement positif des items), "Backrasch", "MSP (c=0.3)", "MSP (c=0.2)", "AFCS-
Varimax", "ACP-Varimax" et "HCA /CCPROX".

Les valeurs des paramétres, et I'ensemble du plan de simulations a été repris comme
"proche" de I'étude de van Abswoude, van den Ark et Sijtsma [144|, avec des différences
notoires (nombre d’items par dimensions, ajout d’'une valeur de pouvoir discriminant trés
basse...).
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7.4.1 Les paramétres de simulations
7.4.1.1 Paramétres fixes

Les données ont été simulées avec N = 2000 individus. Ce nombre d’individus important
permet de supposer une certaine robustesse des méthodes [71]. En pratique, il est courant de
voir de tels nombres d’individus dans des études en sciences de I’éducation (voir des tailles
d’échantillons encore plus grandes), mais dans le domaine de la qualité de vie, les effectifs sont
généralement plus faibles (200 & 500 individus en général).

Nous avons toujours simulé () = 2 traits latents par une loi multinormale centrée réduite.
Le coefficient de corrélation entre les deux traits latents est un paramétre non fixe dans les
simulations. Cependant, dans certains cas, il est égal & 1.0, ce qui signifie alors explicitement
que les données sont unidimensionnelles. Nous n’avons pas effectué de simulations avec Q > 2
car dans les précédentes études de simulations citées (|71], [132] ou [144]), il n’apparait pas de
différence importantes sur la nature des résultats quand les données sont simulées avec plus
de deux dimensions. Bien que cela ne soit en rien une preuve, nous supposons donc que les
résultats sont du méme ordre pour des dimensions supérieures.

Pour les parameétres de difficulté des items, les quantiles #, Jj=1,...,J; de laloi normale
centrée réduite ont été utilisés dans chacune des deux dimensions ¢ = 1, 2, ou J, représente le
nombre d’items relié & une dimension gq.

7.4.1.2 Modéles

Deux modéles ont été utilisés dans cette étude de simulations. Il s’agit des extrapolations
multidimensionnelles du 2-PLM et du 5-PAM (voir section 3.5.1). Nous appelerons par la suite
ces extrapolations M2-PLM et M5-PAM. Le M2-PLM s’écrit :

exp [1-7$nj (ZqQ:1 jqlng — 6j>]

P(Xyj = xnj/0n; 05, ) = 1+ exp [1.7 <Z(?:1 gOng — 5j)]

(7.20)

et le M5-PAM :

é‘.
exp |17 (SF10%000 - 5)| |

1+exp [1.7 (ZqQ:l o bng — 5;)}
(7.21)
Afin de faciliter les comparaisons entre les deux modéles, nous avons choisi d’utiliser dans
le M5-PAM des paramétres aj, et 07 tels que, pour chaque jeu de simulation, les réponses de
fonction aux items dans le M2-PLM et le M5-PAM aient les mémes pentes maximales, et les
mémes localisations de ces pentes maximales!.

P(Xpj = 20 /0n; 05, 05, &5,77757) = 7§°“’+(v§‘p - wl-“w)

'van Abswoude, van der Ark et Sijtsma [144] ont utilisé aussi ce principe, mais il semblerait que les calculs
qu’ils ont effectué soient faux, ce qui laisse planer un doute sur leur analyse du comportement des procédures
pour le M5-PAM
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On obtient :
o, = Y (7.22)

jq NG
up 1 3 J
1 (7 =) (v85)

Et

TS T8 L o

La démonstration de ces résultats est donnée en annexe A.

7.4.1.3 Structure des items

Des structures simples et des structures approximativement simples ont été simulées. Pour
simuler une structure simple, on pose g¢; le trait latent reli¢ a 'item j et ajq = 0 si g # gj.
Dans le cadre d’une structure approximativement simple, les parameétres «j, avec q # g; sont
fixés a une faible valeur (0.2).

Dans le cas des simulations obtenues par le modéle M2-PLM, et une structure simple, en
effectuant le changement de variable 0,4, = 1.7aq;0pg; €t 6; = 1.74;, on obtient le modele

o s (g~ )]
14+ exp [5nqj — SJ}

P(an = mnj/én; g]) = (7.24)

Ce modele est donc un MMSRM. Nous étudierons donc en détail ce cas (voir section
7.4.2.3), en particulier pour la procédure "Raschfit" basée sur ce modéle.

7.4.1.4 Choix des modéles et des structures

Le choix de ces modéles a été fait pour étudier le comportement des diverses procédures,
en particulier des trois procédures proposées basées sur le MMSRM (BackRasch, Raschfit et
Raschfit-Fast), quand les données étudiées vérifient exactement ce modeéle (M2-PLM - Struc-
ture simple), ou bien quand il existe des écarts plus ou moins important entre le véritable
modéle sous-jacent aux données et le MMSRM, que ce soit au sujet de la structure des items
qui peut étre moins favorable qu’une structure simple (M2-PLM - structure approximative-
ment simple), des fonctions réponses aux items qui peuvent étre moins réguliéres que dans
le MMSRM (M5-PAM - structure simple) ou des deux possibilités (M5-PAM - structure ap-
proximativement simple).

7.4.1.5 Corrélations entre les traits latents

Le coefficient de corrélation entre les deux traits latents peut prendre six valeurs diffé-
rentes : 0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 et 1.0. Dans le dernier cas, les deux traits latents sont identiques :
les données sont dans ce cas unidimensionnelles.
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7.4.1.6 Nombre d’items par dimension

On retiendra deux valeurs possibles pour le nombre d’items par dimension : 7 et 14. Trois
plans seront testés : [7;7], [7;14] et [14;7]. 7 items représentent une échelle de dimension
modeste. A titre de comparaison, la plus petite échelle du Sickness Impact Profil (sur 8)
comprend 7 items (Sommeil et Repos) mais une dizaine en moyenne. 14 items représente
une échelle d’assez grande taille. A titre de comparaison, une seule échelle du SIP dépasse ce
nombre avec 20 items (Vie sociale).

7.4.1.7 Pouvoirs discriminants des items

On retiendra trois valeurs possible pour le pouvoir discriminant de chaque item par rapport
au trait latent auquel cet item est principalement reli¢ : une valeur basse "l" (ajq, = 0.4),
une valeur moyenne "m" (ajy, = 0.7) et une valeur haute "h" (aq;, = 1.7). On note que I'on
a simulé tous les items reliés principalement au méme trait latent avec la méme valeur de
pouvoir discriminant. Six plans sont possibles : [I;1], [l;m], [l; h], [m;m], [m;h] et [h;h]. On
note que les plans avec [7; 14] items et [14; 7] items sont identiques dans les cas [I;1], [m;m] et
[h; h], aussi, ils n’ont été simulés qu’une seule fois.

7.4.2 Reésultats
7.4.2.1 Classification des résultats

La classification des résultats de simulation n’est pas forcément une opération aussi simple
que cela. Nous distinguerons cing cas :
— 1 : la classification obtenue des items est celle qui a été simulée
2 : la classification obtenue des items n’est pas celle qui avait été simulée, mais il n’existe
que des erreurs mineures de classement
— 3 : la classification obtenue des items n’est pas celle qui avait été simulée, mais il n’existe
pas d’erreurs majeures de classement
— 4 : la classification obtenue des items n’est pas celle qui avait été simulée, et il existe des
erreurs majeures de classement
— 5 : le résultat de la classification n’est pas spécifique (il ne permet pas de conclure).

Nous définirons les erreurs majeures de classement de la maniére suivante :

Définition 7.1 (Erreur majeure de classement) Une erreur majeure de classement entre
deuz items provient du fait que les deux items sont reliés exclusivement (cas de structures
simples) ou principalement (cas de structures approximativement simples) 4 deux traits la-
tents distincts, mais qu’une procédure de classification d’items classe ces deux items dans une
meéme sous-échelle. Dans le cas ot une seule dimension a €té simulée, une erreur majeure de
classement signifie que les items sont classés par la procédure de classification en fonction d’un
paramétre caractérisant chaque sous-ensemble (les présentes simulations ne permettront d’étu-
dier ainsi que linfluence du pouvoir discriminant des items, mais on peut supposer d’autres
caractéristiques comme les difficultés des items) [Une erreur majeure de classement dans le
cadre unidimensionnel sont les classements qui aboutieraient & un classement de type 1 ou 2
sl y avait deuzr dimensions].

Nous définirons les erreurs mineures de classement de la maniére suivante :
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Définition 7.2 (Erreur mineure de classement) Une erreur mineure de classement sur
une dimension simulée signifie qu’un petit nombre d’items de cette dimensions (que nous fize-
rons subjectivement a 2 items pour les dimensions ot J; = 7 et a 3 items pour J; = 14) ne
sont pas classés avec les autres items et forment & euzr seuls une nouvelle dimension, ou bien
ne sont pas sélectionnés par la procédure.

Nous définirons un résultat non spécifique pour une classification de la maniére suivante :

Définition 7.3 (Résultat non spécifique d’une classification) Un résultat non spécifique
pour une classification concerne les classifications pour lesquelles il existe un grand nombre
d’items dans au moins une dimension (que nous fixerons subjectivement a plus de 2 items pour
les dimensions ot J; = 7 et a plus de 3 items pour J, = 14) qui ne sont pas sélectionnés par la
procédure et dans lesquelles il n’existe, pour les items sélectionnés, aucune erreur majeure de
classement [On notera que, dans un cadre unidimensionnel, lorsque deuz items provenant de
chacun des deur sous-ensembles seront classés ensemble, les erreurs majeures de classement
sont tmpossible et le résultat sera classé de type 3, méme si peu d’items ont été sélectionnés
(un tel résultat est présenté a la troisiéme ligne des classements de type 3 dans le tableau 7.2)].

Dans le tableau 7.1, sont présentés des résultats type pour des simulations avec deux en-
sembles de 7 items (J; =7, Vg = 1,2) dépendants de deux traits latents distincts.

Résultat Premier ensemble Second ensemble

d’items d’items

1 1111111 2222222
2222222 1111111

2 1111011 2222222
2222332 1111111

2223322 1110011

3 2223333 1111111
1112221 3334444

4 1112222 1112222
1112233 1112221

1111111 1111111

0001100 1100000

5 0000000 0000000
0000000 1111111

0000220 1111111

0000111 0022000

TAB. 7.1 — Exemple de résultats types, avec deux ensembles de 7 items simulés reliés & deux

traits latents disctincts

Dans le tableau 7.2, sont présentés des résultats types pour des simulations avec deux
ensembles de 7 items (J, =7, Vg = 1,2) dépendants d'un méme trait latent (cas ot p = 1.0).
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Premier ensemble

Second ensemble

d’items d’items
1111111 1111111
1111011 1001111
1111111 1110011
2221111 2212111
1112221 1122333
0000110 1111111
1111111 2222222
1112221 3334444
1111111 2223333
0000000 0000000
0000000 1111111
0000222 1111111
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TAB. 7.2 — Exemple de résultats type, avec deux ensembles de 7 items simulés reliés au méme
trait latent

7.4.2.2 Présentation des résultats

Les résultats détaillés par procédure sont détaillées dans les annexes B (voir page 169).
Dans la présente section, nous présenterons les résultats agrégés en fonction du modéle, de la
structure, de la corrélation entre les deux traits latents, et des pouvoirs discriminants dans
chacune des dimensions utilisés dans les simulations. Le nombre d’items dans chaque dimen-
sion n’est pas retenu car il n’apparait pas comme un facteur important.

Au vue des résultats, concernant le modeéle (voir section 7.4.1.2) et la structure (voir sec-
tion 7.4.1.3), nous retiendrons trois cas différents : le M2-PLM avec une structure simple
(MMSRM), le M2-PLM avec une structure approximativement simple (perturbation du MM-
SRM) et le M5-PAM quelque soit la structure utilisée (perturbation importante du MMSRM).

Pour la corrélation entre les deux traits latents, nous retiendrons trois cas : une corrélation
faible (p < 0.4), une corrélation forte (0.6 < p < 0.8) et le cas unidimensionnel (p = 1.0).

Enfin, pour les pouvoirs discriminants des items, nous retiendrons deux cas : au moins une
des dimensions est simulées avec un pouvoir discriminant bas (a;,; = 0.4), et 'autre cas.

7.4.2.3 M2-PLM - Structure simple : MMSRM

Dans ce premier cas (voir tableau 7.3) le plus favorable aux procédures basées sur le mo-
dele de Rasch (Raschfit, Raschfit-fast, et Backrasch) puisque les données sont simulées par un
tel modéle, on note en effet de trés bon résultats pour celles-ci, en particulier pour Raschfit
et Raschfit-Fast (pour les cas bi-dimensionnels). Backrasch produit cependant beaucoup d’er-
reurs (type 4) mais semble plus robuste lorsque les traits latents sont fortement corrélés. Les
procédures HCA /CCPROX et AFCS-Varimax donnent elles-aussi de trés bons résultats, en
particulier pour des faibles corrélations des traits latents (p < 0.4). MSP (¢=0.3) donne de
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Type 1 ou 2/Type 4 Corrélation entre les deux trait latents

(Type 5) p<0.4 06<p<0.8 p=1.0
Nombre de simulations 45 30 15

Raschfit 84% /11% 67%/30% 27%/47%
Raschfit-Fast 73%/7% 43% /40% 47%/33%
BackRasch 51%/44% (2%)  53%/47% (0%)  33%/53% (0%)
MSP (¢=0.3) 44%/0% (53%)  10%/50% (37%) 53%/0% (47%)
MSP (¢=0.2) 36%/13% (31%) 3%/70% (13%)  73%/0% (7%)
HCA/CCPROX 91%/7% 30%,/60% 40% /0%
AFCS-Varimax 78% /0% 30%/40% 20%/0%
ACP-Varimax 31%/7% 23%/37% 13%/0%

TAB. 7.3 — Résultats agrégés des simulations avec le M2-PLM et une structure simple (Taux
de résultats de type 1 ou 2/Taux de résultats de type 4 (Taux de résultats de type 5))

trés bon résultats quand celui-ci est déterminé, mais il est souvent non déterminé (dés qu’'une
dimension a été simulée avec une valeur basse du pouvoir discriminant), mais elle perd ses
qualité pour des hautes valeurs de corrélations entre les traits latents. MSP (¢=0.2) semble
plutét moins bonne (moins de résultats de type 1 ou 2/plus de résultats de type 4), en par-
ticulier quand les traits latents sont fortement corrélés. L’ACP-Varimax donne des résultats
trés moyens.

Dans des cas unidimensionnels (p = 1.0), les procédures basées sur des modeéles semblent
les moins adaptées puisque ce sont elles qui ont les plus fort taux d’erreurs. MSP semble la
procédure la plus & méme de détecter une structure unidimensionnel (avec cependant encore
beaucoup de cas indéterminés, notamment quand une dimension est simulée avec un faible pou-
voir discriminant). Les autres procédures détectent relativement peu souvent la réelle structure
des items, mais produisent peu d’erreur (type 4).

7.4.2.4 M2-PLM - Structure approximativement simple

Lorsque le modéle utilisé dans les simulations vérifie une structure approximativement
simple, les résultats de toutes les procédures se dégradent (voir tableau 7.4). Ceci est notam-
ment vrai pour les procédures Raschfit-fast et Backrasch. HCA /CCPROX semble un peu plus
robuste que les autres procédures a ces perturbations. MSP (¢=0.3 ou ¢=0.2) reste encore trés
correctes quand le résultat est déterminé (peu souvent), et tant que la corrélation entre les
deux traits latents reste faible. Raschfit continue d’avoir des résultats corrects, bien que 1'on
note beaucoup plus d’ erreurs de classements (type 4) qu’avec des simulations par structure
simple. Les méthodes basées sur 'analyse factorielle présente peu de résultats corrects (type
1 ou 2), mais aussi peu de résultats incorrects (type 4).

Dans un cadre unidimensionnel (p = 1.0), les résultats sont globalement les mémes qu’avec
une structure simple, mais on note que pour les procédures basées sur des modeéles (Raschfit,
Raschfit-Fast et Backrasch), les résultats semblent meilleurs (moins de résultats de type 4).
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Type 1 ou 2/Type 4 Corrélation entre les deux trait latents
(Type 5) p<0.4 06<p<0.8 p=1.0
Nombre de simulations 45 30 15

Raschfit 60%/29% 40%,/60% 27%/13%
Raschfit-Fast 18%,/38% 10%/87% 27%/7%
BackRasch 2%/67% (18%) 0%/87% (10%) 7%/0% (27%)
MSP (c=0.3) 13%/0% (87%) 7%/7% (87%)  13%/0% (53%)
MSP (¢=0.2) 42%/4% (49%)  7%/40% (50%) 53%/0% (13%)
HCA/CCPROX 80%/16% 30%/70% 47% /0%
AFCS-Varimax 7%/ 7% 10%/53% 0%/0%
ACP-Varimax 9%/20% 10%/53% T%/7%

TAB. 7.4 — Résultats agrégés des simulations avec le M2-PLM et une structure approximative-
ment simple (Taux de résultats de type 1 ou 2/Taux de résultats de type 4 (Taux de résultats
de type 5))

7.4.2.5 M5-PAM

Type 1 ou 2/Type 4 Corrélation entre les deux trait latents
(Type 5) p<0.4 06<p<0.8 p=1.0
Nombre de simulations 90 60 30

Raschfit 54% /39% 38%/58% 43% /20%
Raschfit-Fast 26% /56% 17%/75% 57% /7%
BackRasch 23%/69% (7%)  28%/62% (8%) 20%/40% (3%)
MSP (¢=0.3) 18%/30% (49%) 0%/75% (23%) 57%/0% (13%)
MSP (c=0.2) 18%/61% (18%) 0%/95% (5%)  83%/0% (0%)
HCA/CCPROX 33%,/64% 13%/87% 33%,/0%
AFCS-Varimax 43% /44% 5%/85% 10%,/0%
ACP-Varimax 24%/37% 7%/ 78% 17% /0%

TAB. 7.5 — Résultats agrégés des simulations avec le M5-PAM (Taux de résultats de type 1
ou 2/Taux de résultats de type 4 (Taux de résultats de type 5))

Avec des simulations réalisées par M5-PAM (voir tableau 7.5), les résultats sont sensible-
ment moins bons qu’avec les simulations réalisées par M2-PLM. Les erreurs (type 4) sont
beaucoup plus importantes dans toutes les procédures, tandis que les bons résultats (type 1
ou 2) sont moins nombreux (a l'exception de ACP-Varimax). Cette dégradation est surtout
sensible pour des corrélations faibles entre les traits latents (pour les corrélations fortes, les
résultats étaient déja médiocres avec le M2-PLM).

On peut noter en particulier les mauvais résultats dans ce cas des procédure non para-
métriques (MSP, HCA/CCPROX) assez surprenantes, car les algorithmes sont moins liés a
la forme des ICC que pour les procédures basées sur des modeéles (Raschfit, Raschfit-Fast,
Backrasch). Il est d’ailleurs étonnant de voir que ces derniéres procédures produisent un taux
de résultat corrects non négligeable, en particulier pour Raschfit).



tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

118 II. La sélection d’échelles unidimensionnelles d’items

7.4.2.6 Temps d’exécution

Le temps d’exécution est trés variable d’une procédure a l'autre [67]. Nous avons retenu,
pour chaque procédure, les temps d’exécution moyen, minimum et maximum et ’écart-type du
temps d’exécution sur les procédures (pour Raschfit, Raschfit-Fast, HCA /CCPROX, il s’agit
des moyennes sur I’ensemble des simulations, pour les autres procédures, il s’agit d’estimations
basées sur 12 simulations tirées aléatoirement. Pour Raschfit et Raschfit-Fast, le temps a été
compté en minutes puis rapporté en secondes). Nous avons distingué les cas avec 7 items
dans chaque dimensions, et les cas avec 7 items dans une dimension et 14 dans l'autre. Les
résultats sont présentés dans le tableau 7.6. Toutes les simulations ont été effectuées sur deux
ordinateurs comparables en terme de vitesse de microprocesseurs (950 MHz ou 1 GHz) qui
se différenciaient seulement sur la taille de la mémoire RAM (512 Mo et 256 Mo). Des essais
ont montré que le type de processeur avait une grande importance (réduction de prés de
40% du temps de calcul sur un ordinateur & 2GHz pour la procédure Raschfit) mais que
la. RAM influengait peu le temps de calcul (moins de 5% de différences de temps entre le
950MHz/512Mo et le 1GHz/256Mo).

Temps de calcul [7:7] [7:14] ou [14:7]

moyenne écart-type min. /max. moyenne écart-type min. /max.
Raschfit 18190 3384 13740/39540 | 38829 9291 23460/64800
Raschfit-Fast 320 110 120/720 1216 530 240/2640
BackRasch 340 87 207/468 2037 213 1890/2410
MSP (c=0.3) 20 ) 5/187 89 18 8/382
MSP (¢=0.2) 24 6 6/237 107 22 10/467
HCA/CCPROX 89 ) 79/123 353 81 287/905
AFCS-Varimax 1 1 1/3 2 1 1/4
ACP-Varimax 1 1 1/3 2 1 1/4

TAB. 7.6 — Temps de calculs moyens, minimum et maximum en secondes et écart-type pour
chaque procédure sur les simulations en fonction du nombre d’items dans chaque dimension

La procédure "Raschfit" est de loin celle qui nécessite le plus de ressources : en moyenne,
5 heures pour 14 items et prés de 11 heures pour 21 items, loin devant Raschfit-Fast et
BackRasch (respectivement 5 minutes et 33 minutes en moyenne). Les procédures de 'IRT
non paramétriques, bien que non instantannées, nécessitent beaucoup moins de ressources : 20
a 90 secondes en moyenne pour 14 items, 1 minute 30 seconde a 6 minutes en moyenne avec
21 items). Quand aux méthodes issues de 'analyse factorielles, elles sont quasi-instantannées.

7.4.2.7 Concordance entre les méthodes

Il est possible de calculer les kappa de concordance [23] entre les différentes méthodes prises
deux a deux. On retient trois "jugements" possible : "correct" (type 1 ou 2), "moyen" (type
3) ou "mauvais" (type 4). Les résultats de type 5 sont supprimés, car ils ne concernent pas
toutes les méthodes.

Ces concordances n’ont pas d’intéréts pour "estimer" la valeur des méthodes, mais permet
de comparer les cohérences des résultats entre les différentes méthodes et observer par exemple
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s’il s’agit toujours des mémes simulations qui obtiennent le méme type de classifications entre
les différentes méthodes.

On obtient la matrice de concordance définie dans le tableau 7.7. Aucune pondération
particuliére n’ont été données & des "jugements" différents entre deux méthodes.

Raschfit  Raschfit Backrasch MSP MSP HCA AFCS
Fast (c=0.3) (c=0.2) CCPROX Varimax
Raschfit-Fast 0.38
BackRasch 0.30 0.34
MSP (¢=0.3) 0.27 0.38 0.18
MSP (¢=0.2) 0.18 0.27 0.08 0.64
HCA/CCPROX 0.29 0.26 0.25 0.54 0.45
AFCS-Varimax 0.29 0.28 0.17 0.46 0.35 0.48
ACP-Varimax 0.24 0.32 0.18 0.29 0.20 0.28 0.49

TAB. 7.7 — Matrice des coefficients kappa de concordance entre les méthodes

Les concordances sont relativement faibles entre les méthodes : le kappa de concordance
maximal vaut "seulement" 0.64, et en moyenne, les kappa de concordance valent 0.32. Les
meéthodes les plus concordantes sont MSP (¢=0.3) avec MSP (¢=0.2). On note aussi une forte
concordance entre les deux méthodes issues de ’analyse factorielle. L’analyse des concordances
rappelle les trois groupes de méthodes : celles basées sur I’adéquation & un modeéle (Raschfit,
Raschfit-Fast et BackRasch), celles basées sur les propriétés de 'IRT (MSP et HCA/CCPROX)
et celles basées sur I'analyse factorielle (AFCS et ACP). On note que Raschfit-Fast est assez
concordante avec MSP, et que HCA /CCPROX est concordante avec ’AFCS. En revanche,
BackRasch semble la méthode la moins concordante avec les autres, en particulier avec MSP
et les analyses factorielles.

7.4.2.8 Synthése et adaptations

Nous pouvons donc conclure sur les différentes procédures de la fagon suivante :

— Raschfit semble trés bien adaptée dés lors que les données suivent un MMSRM (on
peut penser que cela serait vrai avec d’autres modeéles). Les résultats sont alors bons,
méme avec de fortes corrélations entre les traits latents. Dans un cadre unidimensionnel,
cette procédure donne de bons résultats dés lors que les pouvoirs discriminants des items
sont similaires (sinon, elle a tendance a classer en plusieurs échelles les groupes d’items
ayant des pouvoirs discriminants différents, ce qui est logique avec les hypothéses du
modele de Rasch). Quand les données ne suivent plus un MMSRM, les résultats de cette
procédure semblent trés corrects comparés aux autres procédures. En revanche, cette
procédure est trés longue a tourner (5 heures avec deux fois 7 items et 10 heures avec 7
et 14 items en moyenne),

— Raschfit-Fast donne aussi de trés bons résultats quand les données sont simulées avec
un MMSRM. Elle semble moins robuste que Raschfit & de fortes corrélations entre les
traits latents, ou & des écarts au modéle utilisé. Cette procédure permet cependant un
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gain de temps considérable sur Raschfit (60 fois plus rapide avec deux fois 7 items et 30
fois plus rapide avec 7 et 14 items en moyenne),

— Backrasch donne des résultats beaucoup plus médiocres, méme lorsque les données sont
simulées par un MMSRM. En revanche, cette procédure semble plus & méme de détecter
un jeu de données unidimensionnel que Raschfit. La procédure prend environ autant de
temps (voir plus) que Raschfit-Fast, sur laquelle elle n’a aucun avantage,

— MSP donne de bons résultats dans des cas trés favorables (corrélations faibles entre
les traits latents, forts pouvoirs discriminants des items), et ce quelque soit le modéle
utilisé dans les simulations (méme si I'on note une dégradation des résultats lorsque les
modeles utilisés sont moins réguliers que le MMSRM). En revanche, cette procédure
a tendance & fournir un grand nombre de résultats indéterminés, notamment dés que
le pouvoir discriminant des items est faibles. En baissant un peu le seuil ¢ (& 0.2), les
résultats restent corrects, mais les résultats qui deviennnent déterminés ont tendance &
donner des mauvais résultats. C’est une procédure en revanche trés rapide, ce qui lui
donne un certain avantage de ce point de vue,

— HCA /CCPROX donne de trés bons résultats lorsque les données sont simulées par
MMSRM, mais aussi des résultats corrects quand le modeéle utilisé est moins régulier.
Les résultats sont trés bons lorsque les pouvoirs discriminants des items sont forts.
Cette procédure semble la plus robuste aux écarts aux MMSRM, mais aussi & de fortes
corrélations des traits latents. C’est une procédure rapide (un peu plus lente que MSP
mais environ 4 fois plus rapide que Raschfit-Fast ou BackRasch, ce qui en fait une
procédure trés intéressante,

— AFCS-Varimax donne des résultats corrects sur I’ensemble des simulations mais a ten-
dance & dissocier en plusieurs échelles des items issus d’'une méme dimension en fonction
de leur difficulté (les items faciles formant une dimensions, et les items difficiles une
autre, soit un résultat de type 3). Les résultats de cette procédure sont quasi instantan-
nés,

— ACP-Varimax donne des résultats décevant, mais peu souvent mauvais (beaucoup
de type 3, comme pour AFCS-Varimax). Les résultats de cette procédure sont quasi
instantannés.

Les conclusions que nous rapportons sur MSP, HCA /CCPROX, AFCS-Varimax et ACP-

Varimax sont conformes a celles retrouvées dans la littérature ([144], [71], et [132] par exemple
pour MSP et HCA-CCPROX ou [21] et [17] pour les analyses factorielles).

Deux adapatations nous semble en outre importante : la possibilité d’étendre les procédures
facilement & des items polytomiques ordinaux, et la possibilité de choisir un noyau d’items
pour construire les échelles. Le tableau 7.8 résume les caractéristiques de chaque procédure.

7.5 Applications

7.5.1 Application sur le Profil d’impact des maladies (Sickness Impact Pro-
fil) (SIP)

Nous avons utilisé les mémes méthodes que celles des simulations, en ajoutant Raschfit-
Fast avec un classement négatif des items, Varclus et CLV, soit un total de 11 procédures, sur
les trois sous-échelles de la version frangaise du SIP décrites a la partie 4.11. Cette répartition
des méthodes équilibre les "groupes" de méthodes avec 4 méthodes basées sur ’adéquation
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Sélection Propriétés Adéquation Items Noyau
basée sur de 'IRT  au modéle de Rasch polytomiques initial

Raschfit adéquation globale X X X? X
au modeéle de Rasch
Raschfit-Fast adéquation globale X X X? X
au modeéle de Rasch
BackRasch adéquation locale X X X3 X4
au modeéle de Rasch
MSP Monotonicité X X5 X5
HCA/CCPROX Indépendance X X6 X7
locale
AFCS-Varimax Analyse X8
factorielle
ACP-Varimax Analyse X8
factorielle

TAB. 7.8 — Caractéristiques de chacune des méthodes de sélection d’items

voir section 7.3.5

0w N O O ke W N

en utilisant un Partial Credit Model
en interdisant le retrait de certains items lors de la procédure
prévu par les auteurs [71]
en adaptant les mesures de proximité aux items polytomiques
en faisant en sorte que ce noyau forme un cluster initial

en utilisant les corrélations polychoriques
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des données & un modéle de Rasch, 3 basée sur les propriétés de 'IRT, et 4 basées sur une
vision algébrique de 'unidimensionnalité (trouver des ensembles d’items tels que la premiére
valeur propre dans chaque groupe soit la plus grande possible).

Toutes les procédures donnent des résultats sensiblement différents. Afin de trouver une
classification synthétique, nous avons utilisé, pour chaque paire d’items, le nombre de classe-
ments dans un méme groupe comme mesure de similarité.

Une classification hiérarchique ascendante par la méthode du "lien complet" (complete
linkage) permet d’obtenir un dendrogramme représentant & chaque agrégation le nombre mi-
nimale de classements dans un méme groupe parmi toutes les paires d’items de ce nouveau
groupe. Un tel dendrogramme est représenté a la figure 7.4.
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Fic. 7.4 — Dendrogramme issue de la classification des items en fonction du nombre de clas-
sements dans un méme groupe par les 11 procédures

On scinde le dendrogramme en fonction du nombre minimal de classement dans un méme
groupe que ’on souhaite pour chaque paire d’items de chaque groupe. Par exemple, si I'on
souhaite que dans chaque groupe, chaque paire d’items soit classée dans un méme groupe par
au moins 3 procédures, on obtient 6 groupes d’items décrit dans le tableau 7.9.

Dans cette classification "synthétique", tous les items de la sous-échelle "Communica-
tion" sont classés ensemble (et avec aucun autre item). On trouve cependant deux grands
groupes d’items. D’une part les items c2, ¢3, c6 et ¢8, qui parlent plutét des problémes de
compréhension des autres, et d’autres part des items cl, ¢4, ¢5, c7 et ¢9 qui parlent soit de la
communication écrite (items cl et ¢5) ou plutdt des difficultés a parler (items c4, ¢7 et ¢9).
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Sous-échelles Liste des items Nombre de classements minimum en commun
cl-c9

ml, m2, mb5-m10
m3, m4, eb4

ebl, eb2, eb8, eb9
eb3, eb6

ebb, eb7

S T W N =
N 00 W W w o

TAB. 7.9 — Partition synthétique des 28 items des sous-échelles "communication", "mobilité"
et "comportement émotionnelle"

Le deuxiéme groupe est constitué de tous les items de la sous-échelle "mobilité" sauf m3
et m4. On retient dans ce regroupement 4 grands groupes : les items m6, m8 et m9 qui parlent
de la difficulté a quitter le domicile, les items m1, m2 et m5 qui envisage plutot des difficultés
lorsque la personne se trouve a 'extérieur de son domicile, I'item m7, plus isolé, qui parle de la
nécessité d’avoir des toilettes a proximité, et I'item m10 qui parle des difficultés a se mouvoir
dans ’obscurité.

Le troisiéme groupe est constitué des items m3, m4 et eb4. m3 et m4 parlent clairement
des difficulté a quitter le lit (soit en se référant & une période antérieure non précisée pour m3,
soit en considérant la part subjective de cette "activité" pour la personne. L’item eb4 parle
plutot de tendance suicidaire. Ce regroupement pourrait donc étre une base a la mesure de
troubles de type dépressif : perte de ’entrain aux activités habituelles, tendance suicidaire.

Le groupe suivant est constitué des items ebl, eb2, eb8 et eb9 avec deux regroupements
trés nets : d’une part ebl et eb8 qui se situent eux aussi dans la mesure de troubles de type
dépressif [perte de l'estime de soi (ebl), perte des attentes dans 'avenir (eb8)] avec de forts
taux de réponses positives dans cette population de déprimés (respectivement 65% et 77% et
86% des personnes qui ont répondu positivement a au moins un de ces deux items), et d’autre
part eb2 et eb9 qui envisagent plutot des sautes d’humeurs.

Le cinquiéme groupe est composé des items eb3 et eb6 qui font tous les deux référence a
des douleurs somatiques.

Le dernier groupe rassemble les items ebb et eb7 qui parlent plutét de troubles anxieux.

Notons que ’ensemble des procédures a des différences sensibles entre leurs résultats et
la partition "type" proposée. Les procédures MSP ou HCA sont celles qui donnent des par-
titions des items les plus proches de celle-ci. Raschfit et Backrasch ont plutét eu tendance
a regrouper les échelles " communication" et "mobilité" (échelles fortement corrélée a 0,60)
aux exceptions notables de m3, m4 et dans une moindre mesure m9. Les méthodes issues
de l'analyse factorielle (ACP, AFCS et Varclus) ont plutdt eu tendance a scinder les échelles
initiales en plusieurs sous-échelles.
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CLV est une méthode & mettre a part, car elle trouve une partition sensiblement différente
des autres, en particulier en ce qui concerne ’échelle "Comportement émotionnel", ol cette
méthode a regroupé ensemble 8 des 9 items composant cette échelle, alors que les 10 autres
méthodes ont toutes scindé cette échelle en au moins 4 ensembles. CLV, en revanche trouve
une structure des items trés cohérente de la structure théorique du questionnaire en trois
échelle, puisque, a ’exception de eb4 classé avec ’échelle mobilité, la structure est exactement
retrouvée. Cela nous permet de supposer que les trois échelles du SIP sont bien undimension-
nelles et que les regroupements effectués par ce profil de qualité de vie permet de maximiser un
critére proche de celui utilisé par CLV (a savoir la maximisation de la somme des premiéres va-
leurs propres issues des matrices de données de chaque groupe). Néanmoins, en tenant compte
d’autres propriétés recherchées (monotonicité, indépendance locale, exhaustivité du score sur
le trait latent...), cette structure ne semble pas la plus adéquate.

Notons que tous les items ont une corrélation avec le score calculé avec les autres items du
groupe auquel les items sont agrégés dans la partition synthétique (rest-scores) plus impor-
tante qu’avec tous les scores calculés dans les autres groupes. Néanmoins, on note de faible
corrélations (<0,20) entre les items et les rest-scores dans leur groupe pour les items m?7 et
ebd4, ou de fortes corrélations (>0,25) entre certains items et d’autres échelles [items cl (avec
le groupe 2), ¢5 (avec le groupe 2), c¢6 (avec le groupe 2), m4 (avec le groupe 2), m8 (avec le
groupe 1), ebl (avec le groupe 1)].

En analysant les deux premiéres échelles du tableau 7.9 par un modéle de Rasch, on trouve,
pour la premiére échelle, une mauvaise adéquation des items cl et c5, et pour la seconde de
m?7. Ces trois items sont isolés des autres items de leur échelle par plusieurs procédures (voir
dendrogramme 7.4).

D’un point de vue psychométrique, on peut s’interroger sur les différences entre la struc-
ture initiale du SIP, définie par des méthodes d’analyse factorielle et validée cliniquement, et
la structure proposée dans cette analyse : il semblerait que la structure initiale, du moins pour
la sous- échelle "comportement émotionnel", ne permette pas d’obtenir des scores avec de
bonnes propriétés psychométriques, et que cette échelle soit plutot un agglomérat de plusieurs
concepts différents plus ou moins correllés.

7.5.2 Application dans un autre champ : prédire le risque de récidive de
la tentative suicidaire par un score simple

7.5.2.1 L’étude

La méthode Raschfit a été appliquée dans un champ différent de celui de la qualité de
vie, dans le but de trouver un score simple pour prédire le risque de récidive de tentative du
suicide, suite & un passage aux urgences pour cette raison. Ce travail s’est appuyé sur une
étude réalisée par le service de psychiatrie du Centre Hospitalier de Dreux en 2000 aupreés de
259 patients. Durant cette étude, les psychiatres ont relevé durant un an toutes les caracté-
ristiques des patients regues aux urgences pour tentative de suicide (caractéristiques sociales,
caractéristiques de la tentative de suicide, antécédents psychiatriques personnels et familiaux,
diagnostic psychiatrique). Un des buts de I’étude était de réussir a détecter les patients a
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risque de récidives sans diagnostic psychiatrique (donc en permettant & des non psychiatres
comme des psychologues de les détecter lors d’un entretien préalable). Deux méthodes ont été
utilisées dans ce but : I'analyse discriminante, et la procédure Raschfit. L'usage de la procé-
dure Raschfit apportait ici un avantage indéniable comparé a I'analyse discriminante : celui
de permettre la création d’un score simple (non pondéré) pour mesurer le trait latent (dans
ce cas la propention d’un patient a récidiver suite & une tentative de suicide). Cette étude a
été présentée en [59] et [119] et publiée en [120].

Une revue de la littérature basée principalement sur les travaux de Chastang [19] a permis
de déterminer les facteurs de risque de la récidive suicidaire :
I’existence d’antécédent de tentative de suicide,
— les antécédents traumatiques (deuils violents ou brutaux, violences dans l’enfance),
— les antécédents de suicides familiaux,
— la dépression, 'anxiété et les psychoses.

La présence de ces facteurs de risque chez chacun des patients a permis le classement des
patients entre les personnes a risque de récidive, et les personne & moindre risque de récidive.
Notamment, toutes les personnes qui avaient un antécédent de tentative de suicide de moins
d’un an ont été systématiquement classées a risque puisque ce facteur de risque est I'un des
principaux facteur de risque connu de la récidive suicidaire [5|. Ainsi, 117 des 259 patients
(45%) ont été classés a risque.

Nous avons donc cherché un score qui permette de retrouver au mieux ces patients. Deux
méthodes ont été utilisées pour ce faire : 'analyse discriminante, et la méthode Raschfit.

7.5.2.2 Analyse discriminante

L’analyse discriminante permet de construire un score linéaire a partir des variables rete-
nues. L’avantage de cette méthode est d’étre particuliérement bien adaptée & I’objet de I’étude
(expliquer une partition des individus en deux groupes par un ensemble de variables). Pour ce
faire, nous avons dichotomisé toutes les variables, en regroupant, suite a une analyse descrip-
tive, les modalités les plus favorables & un risque de récidive d’une part, et les autres d’autre
part. Nous avons cherché a minimiser la fonction de coit suivante :

cout(modele) = 4p + 2n1 + no (7.25)

avec p le nombre de variables retenues, ni le nombre de patients & risque classés & moindre
risque et ng le nombre de patients & moindre risque classés a risque.

Ce type d’analyse permet d’obtenir un score basées sur les variables suivantes (entre cro-
chets, les coefficients linéaires associés aux modalités concernées) :

— situation professionnelle [non retraité : 0.4],

— antécédents de tentatives de suicide |oui, de moins d'un an : 2.6],

— antécédents traumatiques [deuils brutaux ou violences dans 'enfance : 2.3]

— antécédents traumatiques |deuils récents : 2.0]

— antécédents familiaux [suicides familiaux : 1.2]

— antécédents familiaux [psychiatriques : 0.6]



tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

126 II. La sélection d’échelles unidimensionnelles d’items

— constante : -2.1

Un score positif classera le sujet comme a risque de récidive, un score négatif le classera
comme a moindre risque.

7.5.2.3 Raschfit

La procédure Raschfit a été réalisée sur I'ensemble des items dichotomisés (les réponses
"positives" seront choisies pour étre les plus favorables a un classement a risque). Cette procé-
dure permet de construire deux groupes de variables (voir tableau 7.10) qui mesurent chacune
un trait latent par un score simple. Six items ne sont pas retenus car la procédure "Raschfit"
les classent séparément.

Variable Modalités classées comme
"réponses positives"
Score 1 1. Situation matrimoniale Divorcé ou veuf
2. Maladie non psychiatrique Oui
3. Addictions Oui
4. Antécédents de TS Moins d’un an
5. Deuil récent Oui
6. Violence subie dans ’enfance Oui
7. Suicide familial Oui
8. Antécédents psychiatriques familiaux Oui
9. Estime de soi Altérée ou trés altérée
Score 2 10. Sexe Femmes
11. Situation professionnelle Actif, invalides ou scolarisés
12. Deuil brutal Oui
13. Insertion Stable
Variable 14. Classe d’age Moins de 55 ans
non retenues 15. Drogues Oui
16. Fugues Oui
17. Entourage Famille non étayante ou réseau social
18. Délinquance Oui
19. Antécédents psychiatriques Oui

TAB. 7.10 — Variables regroupées avec la procédure Raschfit

La figure 4.1 représente le MMSRM obtenu ou 8* représente un trait latent multidimen-
sionnel non précisé.

La figure 7.6 représente le MMSRM obtenu avec seulement les deux principaux traits la-
tents, en introduisant les scores exhaustifs de chacun de ces deux traits latents et la variable
"risque de récidive", ainsi que les corrélation entre cette variable et les deux scores.
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F1G. 7.5 — Représentation graphique du MMSRM obtenu avec les 19 items

FiG. 7.6 — Représentation graphique du MMSRM avec les deux principaux traits latents et la
variable "risque de récidive"
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Avec ces deux scores (le premier en 9 points, le second en 4 points), nous avons tenté de
retrouver nos deux groupes de patients (& risque de récidive/a moindre risque de récidive) en
utilisant tous les seuils possibles, pour chacun des deux scores et pour la combinaison croisée
des deux scores, en minimisant la méme fonction de colt que pour 'analyse discriminante.
Le premier score est celui qui permet de mieux retrouver le groupe des individus. C’est aussi
celui qui est le plus corrélé a la variable de risque de récidive (Coefficient de corrélation de
0.75). Nous avons alors "réduit" cette échelle, en supprimant une a une la variable dont la
suppression permettait de diminuer la fonction de cotit. L’algorithme a été stoppé dés que la
fonction de coiit ne pouvait plus étre réduite.

Finalement, seuls quatre critéres ont ainsi été gardés pour composer un score :
— antécédent de tentative de suicide de moins d’un an,

— décés récent,

— violence subie dans ’enfance,

— antécédents psychiatriques familiaux.

Le nouveau score sous-jacent a une corrélation de 0.75 avec la variable "risque de récidive".
La régle de décision permettant de retrouver au mieux la catégorie de patient est la suivante :
"si le patient vérifie au moins un des quatre critére (si son score est supérieur ou égal a 1),
alors il est classé a risque de récidive.".

7.5.2.4 Validation des scores

Les deux scores (le premier issu de l'analyse discriminante, le second de la procédure
Raschfit) ont été testés sur trois échantillons :

— sur Péchantillon de travail (permettant d’évaluer la sensibilité et la spécificité),

— sur ’échantillon indépendant des tentatives de suicides ayant été suivies dans le reste
de l'année d’une récidive (ces observations n’avaient pas été utilisées dans les calculs)
(permettant d’évaluer la sensibilité),

— sur le sous-échantillon de I’échantillon de travail des tentatives de suicides des trois pre-
miers mois de 'année n’ayant pas été suivies dans le reste de 'année d’une récidive
(permettant d’évaluer la spécificité).

Les deux derniers échantillons sont appelés "échantillons témoins". Les deux scores évalués
avec les outils utilisés classiquement en épidémiologie :

— Taux de classement correct (TCC) des patients

— Sensibilité (Se) : taux de classement correct des patients a risque

— Spécificité (Sp) : taux de classement correct des patients & moindre risque
Valeur prédictive positive (VPP) : taux de classement correct chez les patients classés a
risque
— Valeur prédictive négative (VPP) : taux de classement correct chez les patients classés

4 moindre risque

Le tableau 7.11 présente ces différents indices pour les deux scores proposés. Les chiffres en
gras correspondent aux indicateurs obtenus sur I’échantillon de travail, tandis que les chiffres en
italiques correspondent aux indicateurs obtenus sur les deux échantillons témoins. Les chiffres
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suivis d’une astérisque sont des estimations basées sur la répartition initiale des patients dans
les groupes "a risque" et "& moindre risque".

Echantillon de travail Score issu de Score issu de
Echantillons témoins I’analyse discriminante la procédure Raschfit
Taux de classements corrects 93% 63%* 92% 68%*
Sensibilité 97% 65% 99% 69%
Spécificité 90% 61% 86% 66%
Valeur prédictive positive 89% 43%* 85% 47%*
Valeur prédictive négative 97% 80%* 99% 83%*

TAB. 7.11 — Indicateurs de validité des scores proposés

Nous voyons que les deux scores proposés ont de trés bons indicateurs sur ’échantillon de
travail. Ceux-ci se dégradent cependant de fagon non négligeable sur les échantillons-témoins.
Les indicateurs sont comparables entre les deux scores, que ce soit sur ’échantillon de travail
ou sur les échantillons témoins (avec un léger avantage pour le score issu de la procédure Ra-
schfit dans ce dernier cas). L’avantage du score issu de la procédure Raschfit est sa simplicité
d’utilisation, notamment dans un cadre clinique, comparé au score issu de ’analyse discrimi-
nante qui nécessite des calculs (aussi légers soit-ils) ou bien 'usage d’un arbre de décision.

Ces scores sont des propositions, et ne peuvent étre utilisés pour l'instant que comme
hypothése de recherche. Ils nécessitent une validation dans un cadre identique (population
général de patients ayant effectués une tentative de suicide) avant toute utilisation clinique,
comme le préconisent McGinn et al. [101] qui ont réalisé une classification en niveaux des
régles de prédiction clinique, en fonction de la validation de ces régles et donc de leur preuve
scientifique. Les scores proposés ici se placent ainsi au dernier niveau de cette classification en
quatre niveaux.

7.6 Synthése

Dans les deux premiéres parties, nous avons présentés un certain nombres d’outils (indices,
modeles, procédures) provenant principalement de la théorie de réponse aux items. Dans la
partie suivante, nous présentons des programmes SAS et Stata permettant le calul de ces
indices, I'estimation de ces paramétres ou la réalisation de ces procédures de fagon automatisée.
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Chapitre 8

Analyse de 'existant et nouveaux
macros-programmes pour I'IRT

8.1 L’IRT et les logiciels généralistes

Les logiciels généralistes (SAS, Splus, Stata, R, SPSS...) ont peu développé les modéles de
I'IRT. Diverses raisons peuvent expliquer ce manque :

— des raisons historiques : I'IRT a été développé principalement dans le champ des sciences
de l’éducation, par des non-statisticiens (psychologues notamment), peu habitués a uti-
liser des logiciels statistiques généralistes. Ces utilisateurs ont donc développé leurs
propres logiciels plutot que de s’adapter aux logiciels généralistes existants,

— des raisons techniques : les modéles de 'IRT nécessitent de grandes ressources infor-
matiques pour estimer les paramétres (que ce soit par CML ou MML), aussi, les logi-
ciels spécifiques ont été développés dans des langages rapides (de bas niveau) comme le
FORTRAN ou le C, plutét que dans des langages de haut niveau plus lents comme les
langages des logiciels généralistes.

Pourtant, depuis quelques années, la montée en puissance des ordinateurs permet désor-
mais d’utiliser des méthodes utilisant de larges ressources avec les logiciels généralistes dans
des temps raisonnables. Ainsi, depuis la toute fin des années 90, les logiciels généralistes pro-
posent des procédures pour estimer les paramétres des modéles non linéaires & effet mixtes,
ce qui permet donc 'estimation par MML des modéles de 'IRT. En outre, certains auteurs
ont en paralléle montré qu’il était désormais possible d’estimer dans des temps raisonnables
les paramétres de certains modeéles par CML. Cela permet aujourd’hui le développement de
I'IRT dans ces logiciels, qui avaient maintenu ce champ a ’écart.

L’usage des logiciels généralistes a pourtant de nombreux avantages puisqu’il permet a tous
les possesseurs de ces logiciels d’utiliser ceux-ci sans contraintes budgétaires, et sans avoir a
apprendre de nouveaux langages. De plus, contrairement & I’ensemble des logiciels spécifiques,
il est possible de programmer 1’ensemble des indices, tests ou modéles de I'IRT (avec certes
parfois beaucoup de temps), ce qui évite I'usage de plusieurs logiciels spécialisés, avec toutes
les contraintes de transferts de données de 'un a l'autre par exemple. Les possibilités de ces
logiciels sont donc trés importantes dans ce champ.

133
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Nous nous sommes intéressés a deux logiciels généralistes particuliers : SAS et Stata. Dans
la suite de ce chapitre, nous ferons le point sur ces logiciels en ce qui concerne 'existant dans les
versions de base (accessibles directement a tous les utilisateurs de ces logiciels) et aux ajouts
spécifiques trouvés dans la littérature. Dans un second temps, nous proposerons un certain
nombre de programmes automatiques particuliers pour réaliser certaines procédures, calculer
certains indices ou estimer certains modéles présentés précédemment. Nous expliciterons en
détail les options de ces logiciels, et le cas échéant, expliciterons les programmes.

8.2 SAS

8.2.1 Version de base

La version de base de SAS ne prévoit aucune procédure spécifique concernant l’analyse
d’items. On retiendra simplement la possibilité d’obtenir la valeur du alpha de Cronbach pour
un ensemble d’items dichotomiques ou polytomiques dans le cadre de la PROC CORR (en
ajoutant 'option ALPHA), ainsi que quelques indices associés (corrélation items-score, valeur
moyenne des corrélations inter-items...).

8.2.2 Ajouts

Sous SAS, il existe peu d’ajouts concernant I’analyse d’items retrouvés sous formes de
macros effectuant des analyses automatisés. Les seuls ajouts dans ce domaine retrouvés, en
dehors des programmes présentés par la suite sont trés récents (2003) et concernent un travail
en ce sens de Christensen et Bjorner [20]. Six macro-programmes sont téléchargeables! qui
sont détaillées dans le tableau 8.1.

Nom des programmes Détail

Y%orasch Estimation du modéle de Rasch par CML

Yollrasch Estimation du modeéle log-linéaire de Rasch (covariables pos-
sibles) par CML

Yopml Reéalisation du test d’unidimensionnalité de Martin-Lof

%latreg Modeéles de régressions avec une covariable latente

Yolatreg  2d et %latreg st Modéles de régressions avec deux covariables latentes

TAB. 8.1 — Macro-programmes de Christensen et Bjorner

8.3 Stata

8.3.1 Version de base

Tout comme pour SAS, Stata n’a pas prévu, dans sa version de base, de procédures spé-
cifiques pour I'IRT. On notera l'existence de la procédure (module) alpha permettant de
calculer la valeur du alpha de Cronbach sur des items dichotomiques ou polytomiques associés
a quelques autres indices. Cette procédure est donc trés proche de la procédure CORR de SAS
de ce point de vue.

"http ://www.biostat.ku.dk /rasch /macro.html ou http ://freeirt.free.fr



tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

Nouveaux macros-programmes pour I'IRT 135

8.3.2 Ajouts

Dans sa philosophie, Stata est plus enclin & 1’élaboration de procédures par ses utilisateurs
que SAS. Aussi, les ajouts sont un peu plus anciens sous ce logiciel que sous SAS. Il est ce-
pendant intéressant de voir que plusieurs de ces ajouts concernent ’exportation de données
Stata dans des formats lisibles par des logiciels spécifiques développés dans le cadre de I'IRT.
C’est notamment le cas des procédures to_msp, to _rumm et raschcvt qui permettent
respectivement d’exporter des données vers les logiciels MSP, RUMM et WINSTEPS?.

On ne peut en outre pas parler de modéles & variables latentes sous Stata sans nom-
mer le programme gllamm, écrit par Rabe-Hesketh, Skrondal et Pickles (voir par exemple
[123], [124] ou [125]). Ce programme permet d’estimer les parameétres des modéles linéaires
généralisés a effets mixtes, dont le modéle de Rasch ou celui de Birnbaum [123]. Cepen-
dant, cette procédure entre dans un cadre trés large, celui des modéles linéaires générali-
sés a effets mixtes, et n’offre qu'un processus d’estimation des paramétres. Un site Internet
(http ://www.gllamm.org) concerne ce programme.

8.4 Théorie classique et estimations des modéles de I'IRT sous

SAS

8.4.1 Le macro-programme %AnaQol
8.4.1.1 Définition

Le macro-programme SAS %AnaQol (version 3.3) permet sous la méme syntaxe de :

— calculer le alpha de Cronbach,

— réaliser une procédure pas a pas du alpha de Cronbach,

— dessiner les traces classiques ou cumulées d’items dichotomiques ou polytomiques en
fonction du score ou du rest-score,

— dessiner les traces logistiques pour les items dichotomiques,

— estimer les paramétres du modéle de Rasch, de 'OPLM ou du modéle de Birnbaum pour
les items dichotomiques,

— estimer les paramétres du Partial Credit Model ou du Rating Scale Model pour les items
polytomiques,

— dessiner sur les mémes graphiques les traces empiriques et théoriques de chaque item
sous les modéles de Rasch et de Birnbaum,

— calculer les statistiques du test Q1 de van den Wollenberg sous le modéle de Rasch et celui
de Wright-Panchapakesan sous le modéle de Birnbaum pour les items dichotomiques.

Ce programme a été détaillé en [70]. Il nécessite le programme %gammasym qui permet
de calculer les valeurs des fonctions symétriques gamma.

2Le premier programme est proposé par Jeroen Weesie, les deux autres par Fred Wolfe. Ils sont téléchar-
geables en tapant "findit" depuis Stata. Aucune documentation supplémentaire au fichier hlp classique sous
Stata n’a été retrouvée pour ces trois programmes
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La syntaxe du macro-programme %AnaQol est la suivante :

%AnaQol(DATASET=nom_de la_table, ITEMS=liste_des items,
ALPHA=vyes/no, SBSALPHA=yes/no, TRACES=none/classical/cumulative/fit,
REF=score /restscore, DISPLAY =yes/no, LOGISTIC=yes/no, DETAILS=yes/no,
MODEL=none /rasch/birnbaum/oplm/pcm/rsm, B=liste_ des pouvoirs_ discriminants) ;

Les options du programme % AnaQol sont répertoriées dans le tableau 8.2.

Options Défaut Description

DATASET=  last Permet de choisir la table de travail

ITEMS= _numeric_ Détermine les items a utiliser

OoUT= ouT Définit le préfixe des tables de sorties

ALPHA= NO Calcule le alpha de Cronbach et les indices associés (YES ou NO)

SBSLPHA= NO Réalise une procédure pas-a-pas basée sur le alpha de Cronbach
(YES ou NO)

TRACES=  NONE Dessine les traces classiques (CLASSICAL) ou cumulées (CU-
MULATIVE) |différence visible seulement pour les items polyto-
miques|, ou bien dessine sur le méme graphique les traces théo-
riques et empiriques des items (FIT) (seulement avec un modéle
pour items dichotomiques)

REF= SCORE Représente les traces en fonction du score (SCORE) ou du rest-
score (RESTSCORE)

DISPLAY=  NO Affiche sur les graphiques des traces les probabilités (YES ou NO)
LOGISTIC= NO Représente I'ensemble des traces logistiques (YES ou NO) [seule-
ment pour des items dichotomiques]

DETAILS= NO Affiche le détail de I’algorithme d’estimation des paramétres d’un
modele (YES ou NO)

MODEL= NONE Modélise les réponses a des items dichotomiques par un modéle de
Rasch (RASCH), un OPLM (OPLM) ou un modéle de Birnbaum
(BIRNBAUM) ou celles d’items polytomiques par un Partial Cre-
dit Model (PCM) ou un Rating Scale Model (RSM)

B= Liste les pouvoirs discriminant des items (dans l'ordre des items

définis dans ITEMS=) [seulement si MODEL=OPLM]

TAB. 8.2 — Options du macro-programmes SAS % AnaQol

La syntaxe du macro-programme %gammasym est la suivante :

Y%gammasym(LIST=liste_ de_valeurs) ;

Ce programme retrourne les macro-variables locales "gamma+#" pour chaque valeur # du

score.

On notera que par défaut, le macro-programme %AnaQol permet d’obtenir les tables
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_rep et dege qui permettent, pour la premiére, d’obtenir les scores et rest-scores calculés
pour chaque items, et pour la seconde d’obtenir une table mise en forme pour réaliser la pro-
cédure NLMIXED. Ce macro-programme peut sans probléme étre utilisé dans ces buts.

Un exemple de sortie du macro-programme % AnaQol est présenté en annexe C.2.

8.5 Theéorie classique et estimations des modéles de I'IRT sous
Stata

8.5.1 Le programme traces
8.5.1.1 Définition

Le programme Stata traces (version 3) permet d’obtenir diverses représentations gra-
phiques des traces d’items dichotomiques ou polytomiques.

8.5.1.2 Syntaxe

La syntaxe du programme traces est la suivante :

. traces liste_des_items |, score restscore ci test cumulative logistic
repfile(répertoire) scorefiles(nom_de fichier) restscorefiles(nom_ de_ fichier)
logisticfile(nom_ de_ fichier) nodraw nodrawcomb replace|

es options du programme traces sont répertoriées dans le tableau 8.3. Un exemple de
sortie du programme traces est présenté en annexe C.3.

8.5.2 Le programme raschtest
8.5.2.1 Deéfinition

Le programme Stata raschtest (version 7.2) permet d’estimer les paramétres d’un mo-
dele de Rasch par maximum de vraisemblance marginale (en utilisant la procédure xtlogit),
maximum de vraisemblance conditionnelle (en utilisant la procédure clogit) ou équations
d’estimation généralisées (en utilisant la procédure geekel2d définie a la section 8.5.4). Ce
module permet d’obtenir les tests du premier ordre (avec une estimation par CML, Rle, Q1
ou Wright-Panchapakesan, et avec les autres estimations R1m ou une version adaptée de Q1),
le test de rapport de vraisemblance Z de Ansersen et le test U (avec estimation par CML),
le test de cission, les indices OUTFIT et INFIT par items ou par individus. Le programme
estime en outre les valeurs individuelles du trait latent associées a chaque niveau du score.
Des regroupements de modalitées peuvent étre effectuées lorsque peu d’ individus présentent
certaines valeurs du score. Le programme est documenté en [63].

Le programme nécessite ’accés a plusieurs programmes qui ne font pas partie de la version
de base de Stata :
— gammasym qui permet de calculer les valeurs des fonctions symétriques gamma,
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Options Description

score Représente les traces des items en fonction du score (par défaut si les
options restscore et logistic ne sont pas indiquées)

restscore Représente les traces des items en fonction du rest-score

ci Affiche sur les traces l'intervalle de confiance a 95%

test Teste la nullité de la pente moyenne des traces

cumulative Pour des items polytomiques, remplace les traces classiques par les traces
cumulées

logistic Représente les traces logistiques (pour des items dichotomiques)

repfile Permet de définir un répertoire pour sauver les graphiques

scorefiles Permet de définir le nom générique des fichiers concernant les traces en
fonction du score (et de les sauver)

restscorefiles Permet de définir le nom générique des fichiers concernant les traces en
fonction du rest-score (et de les sauver)

logisticfile Permet de définir le nom du fichier des traces logistiques

nodraw N’affiche pas les traces a I’écran

nodrawcomb N’affiche pas le graphique des traces combinées (toutes les traces sur le
méme graphique)

replace Permet d’écraser des fichiers déja existants

TaB. 8.3 — Options du programmes Stata traces

— gausshermite qui permet d’approximer des intégrales avec des quadratures de Gauss-

Hermite,

— geekel2d qui permet d’estimer les paramétres du modéle de Rasch par GEE,
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— gllamm qui permet d’estimer les paramétres des modéles linéaires généralisés mixtes

— gllapred qui permet d’estimer les estimations attendues a posteriori de Bayes pour le
trait latent [123],

— ghquadm qui permet d’obtenir les noeuds et poids des quadratures de Gauss-Hermite,

— elapse qui permet de calculer le temps d’execution d’un programme.

8.5.2.2 Syntaxe

La syntaxe du programme raschtest est la suivante :

.raschtest liste_des_items [if exp|[in range| |, method(cml/mml/gee) test(R/Q)/WP)
meandiff details group(liste_ numérique) autogroup dirsave(répertoire) filessave pause
replace icc graph information splittest genlt(nouvelle_ variable) genscore(nouvelle_ variable)
genfit(liste_ de_ wvariables) comp(variable) trace explain

Les options de ce programme sont décrites dans le tableau 8.4.

Précisons simplement la syntaxe de 'option group : on indique dans cette option les va-
leurs seuils hauts des groupements de scores, ainsi group(l 2 3 4) signifie que 'on prendra
les groupes de scores 0, 1, 2, 3, 4, 5 a J-1, et J. On note que les scores nul et parfait (0 et
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Options Description

method Permet de choisir la méthode d’estimation des parameétre de difficulté des items
(CML par défaut),

test Permet de choisir le type du test du premier ordre (R par défaut),

meandiff Permet, avec test(cml) de centrer les estimations des paramétres de difficulté
des items,

details Permet d’obtenir pour chaque groupe de scores et pour chaque item le nombre
de réponses positives observées et attendues, ainsi que la contribution de
chaque groupe de scores a la statistique de test du premier ordre,

group Permet d’effetuer des regroupements de scores, si certains scores sont peu re-
présentés par exemple,

autogroup Permet d’effetuer automatiquement des regroupements de scores, avec au
moins 30 individus par groupe,

dirsave Permet de définir le répertoire dans lequel seront sauvés les graphiques (celui
deéfini par c(pwd) par défaut)

filesave Permet de sauvegarder les graphiques dans le répertoire précédent,

pause Permet de ne pas dessiner les représentations graphique (intérét seulement si
les graphiques sont sauvés)

replace Permet de remplacer éventuellement les fichiers graphiques,

icc Représente, pour chaque item, les courbes caractéristiques observée et théo-
rique,

graph Représente sur un méme graphique les distributions du scores, des paramétres
de difficulté des items, et, éventuellement, la distribution du trait latent,

information Représente la fonction d’information de 1’échelle,

splittest Realise le split test pour chaque item,

genlt Crée une nouvelle variable contenant ’estimation, pour chaque individu, du
trait latent,

genscore Crée une nouvelle variable contant le score de chaque individu,

genfit Crée plusieurs nouvelles variables, dont I'indice OUTFIT, I'indice INFIT, et la
contribution de chaque item & I'indice OUTFIT,

comp Reéalise un test de Student de comparaison de moyenne du trait latent pour
deux groupes défini par la variable,

trace Affiche, lors de 'exécution du module, les étapes réalisées,

explain Affiche des informations sur les techniques d’estimation et les tests, et stoppe

le module.

TaB. 8.4 — Options du programme Stata raschtest
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J) restent toujours isolés. la syntaxe group(1l 3 4) permettra de prendre les groupes 0, 1, 2 &
3,4 a J-1, J. Avec une telle syntaxe, on notera, par exemple pour 6 items, que group(1 2 5)
correspond exactement a group(1 2).

Le programme gammasym peut en outre étre utilisé de facon autonome pour calculer la
valeur de la fonction symétrique gamma. Sa syntaxe est la suivante :

. gammasym liste_des paramétres

La liste des parametres est composée des valeurs des parametres d;, j = 1,...,J a utiliser.
Les valeurs des fonctions symétriques gamma sont retournées dans des scalaires r(gamma#)
pour chaque niveau # possible du score (de 0 & J).

Le programme gausshermite peut en outre étre utilisé de facon autonome pour estimer
I'intégrale sur I’ensemble des réels d’une fonction f(x) avec x distribué normallement. Sa syn-
taxe est la suivante :

. gausshermite fonction |, nodes(#) mu(#) sigma(#) display|

avec fonction une fonction en x (par exemple z” 2+log(z)), 'option nodes permettant de
définir le nombre de point de quadrature (12 par défaut), mu de définir la moyenne de x (0
par défaut), sigma ’écart type de x (1 par défaut) et display permettant d’afficher le résultat
a I’écran.

Un exemple de sortie du programme raschtest est présenté en annexe C.4.

8.5.3 Le programme mmsrm
8.5.3.1 Définition

Le programme mmsrm permet d’estimer les parameétres d'un MMSRM par maximum
de vraisemblance marginale. Ce programme utilise la procédure gllamm proposée par Rabe-
Hesketh, Pickles et Skrondal [123] pour estimer les parameétres du modeéle. La procédure se
déroule en deux temps : dans un premier temps, les paramétres de difficulté des items sont
estimés dans des modeéles unidimensionnels puis les paramétres de la distribution du trait
latent multidimensionnel sont estimés (voir section 4.7). Dans le cas ot un seul trait latent
est défini, la procédure renvoit au programme raschtest. Avec les versions acuelles de ce
programme, il n’est possible de n’indiquer que deux traits latents au maximum.

8.5.3.2 Syntaxe

La syntaxe du programme mmsrm (version 2) est la suivante :
. mmsrm liste_des_items , partition(liste de_nombre)| trace nodetails]
L’option partition doit indiquer le nombre d’items reliés a chacun des traits latents : le

premier chiffre indique le nombre d’items reliés & un premier trait latent, tandis que (’éven-
tuel) second chiffre indique le nombre d’items reliés & un second trait latent. Les items sont
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Options Description

partition Définit la partition des items
trace Permet d’obtenir le détail de la procédure d’estimation
nodetails Supprime l'affichage des informations sur I’avancée de la procédure

TAB. 8.5 — Options du programme Stata mmsrm

pris dans l'ordre de liste des items.

Le programme utilise les modules raschtest (et les autres modules dont celui-ci a besoin)
et gllamm [123|. Un exemple de sortie du programme mmsrm est présenté en annexe C.5.

8.5.4 Le programme geekel2d
8.5.4.1 Définition

Le programme geekel2d permet d’estimer les paramétres du Multidimensional Polyto-
mous Latent Trait Model (MPLT) restreint au cadre dichotomique par la méthode des GEE,
avec une dimension (modéle de Rasch ou OPLM) ou deux dimensions (MMSRM, GMRM,
MPLT). Le détail des calculs est donné a la section 3.4.3.6.

8.5.4.2 Syntaxe

La syntaxe du programme geekel2d (version 4.1) est la suivante :

. geekel2d liste_des_items |, coef(nom_de matrice) nbit(#) critconv(#)
quad(#) 1l novar|

Options  Description

coef Définit le nom de la matrice B avec J lignes et @) colonnes (par défaut, cette
matrice est considérée comme un vecteur de 1 et donc le modéle estimé est un

modéle de Rasch)

nbit Fixe le nombre maximal d’itérations (par défaut a 30)

critconv Fixe la valeur du critére de convergence (par défaut a le — 15

quad Définit le nombre de noeuds de quadrature a utiliser (par défaut a 12)

1 Estime la log-vraisemblance marginale et le critére d’Akaike par quadratures
de Gauss-Hermite

novar N’estime pas les variances des estimations (plus rapide)

TAB. 8.6 — Options du programme Stata geekel2d

La matrice définie dans coef doit étre sauvée au préalable. Cette matrice contient un item
par ligne et une dimension par colonne. Si la matrice est un vecteur de 1, alors le modéle
est un modéle de Rasch, si c’est un vecteur d’entiers, il s’agit d'un OPLM. Dans un cadre
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bidimensionnel, lorsque la somme des coefficients de chaque ligne est égal & une constante, il
s’agit du GMRM défini a la section 3.4.3.7, lorsque cette constante est égale & 1, il s’agit d’un
MMSRM défini & la section 4.5. Dans les autres cas, il s’agit d’'un MPLT. Bien que ’on puisse
indiquer des réels dans la matrice, nous recommandons de n’utiliser que les premiers entiers,
comme le font les auteurs du modele [87].

Soit B*) Testimation du vecteur des parameétres du modéles a Détape k, alors le critére de
convergence a l’étape k est défini comme :

e = (g% — g0y (gD — 5®) (8.1)
avec 300 = 0.
Le programme utilise ghquadm pour calculer les noeuds et les poids de quadrature. Ce

programme est disponible gratuitement sur internet 3. Un exemple de sortie du programme
geekel2d est présenté en annexe C.6.

8.6 Les procédures de sélection d’échelles unidimensionnelles
sous SAS

8.6.1 Le macro-programme %BackRasch

8.6.1.1 Définition

Le macro-programme %BackRasch permet de réaliser la procédure BackRasch sur un
ensemble d’items. Il est possible de définir le niveau de signification et le nombre d’échelles a
construire. Ce programme est détaillé en [61].

8.6.1.2 Syntaxe

La syntaxe du macro-programme %BackRasch (version 2) est la suivante. Les options
sont définies dans le tableau 8.7.

%BackRasch(DATASET=nom_de_la_table, ITEMS=liste des_items,
MAXDIM=1/#/maz, P=0.05/#);

Le macro-programme %BackRasch ne crée pas de sorties spécifiques en dehors des in-
formations obtenues dans les fenétres log et output. Un exemple de sortie est présentée en
annexe C.7. Ce macro-programme utilise %AnaQol (et les autres macro-programmes dont
celui-ci a besoin).

8.6.2 Les macro-programmes %LoevH et %9 MSP

8.6.2.1 Définition

Le macro-programme SAS %MSP (version 3) permet de réaliser la Mokken Scale Pro-
cedure sur un ensemble d’items. Ce macro-programme utilise le macro-programme%LoevH

Son peut le trouver en tapant "findit ghquadm" depuis Stata
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Options Description

DATASET= Nom de la table

ITEMS= Noms des items a utiliser

MAXDIM=  Définit le nombre d’échelles maximales & construire. Par défaut ce nombre

est 1, et il est possible d’indiquer max pour que le programme construise des
échelles jusqu’a ce qu’il n’y ait plus d’items disponibles
P= Indique le niveau de signification (par défaut 0.05)

TAB. 8.7 — Options du macro-programme SAS %BackRasch

(version 2) pour calculer les coefficients de Loevinger, cependant le macro-programme %LoevH
n’est pas utilisable en tant que tel. Ces deux programmes sont détaillés en [62]. Le macro-
programme %MSP tourne sous SAS/IML qui doit étre lancé au préalable.

8.6.2.2 Syntaxe

La syntaxe du macro-programme %MSP est la suivante. Les options sont définies dans le
tableau 8.8.

%MSP (DATASET=nom_de_la_table, ITEMS=liste des_items, C=0.3/# /max);

Options Description

DATASET= Nom de la table
ITEMS= Noms des items a utiliser
C= Seuil ¢ choisi

TAB. 8.8 — Options du macro-programme SAS %MSP

Un exemple de sortie du macro-programme %MSP est présenté en annexe C.8.

8.6.3 Le macro-programme %DETECT
8.6.3.1 Définition

Le macro-programme SAS %DETECT permet de calculer les indices DETECT, Iss et R
ainsi que les corrélations entre les items et les (rest-)scores de la partition indiquée.

8.6.3.2 Syntaxe

La syntaxe du macro-programme SAS %DETECT (version 2) est la suivante. Les options
sont définies dans le tableau 8.9.

%DETECT(DATASET=nom_de_la_table, OUT=nom_de la_table de_sortie,
ITEMS=liste_des_items, PART=definition_de la_ partition) ;
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Options Description

DATASET= Nom de la table

OoUT= Nom de la table de sortie

ITEMS= Noms des items a utiliser

PART= Définition de la partition (liste de nombre indiquant le nombre d’items reliés

a chaque dimension, dans le méme ordre que items=

TAB. 8.9 — Options du macro-programme SAS %DETECT

Un exemple de sortie du macro-programme %DETECT est présenté en annexe C.9.

8.7 Les procédures de sélection d’échelles unidimensionnelles
sous Stata

8.7.1 Le programme raschfit
8.7.1.1 Définition

La programme raschfit permet de réaliser la procédure Raschfit ou Raschfit-fast sur un
ensemble d’items dichotomiques. Il est possible d’utiliser plusieurs maniéres pour classer les
items : soit 'utilisateur classe lui-méme les items (les premiers items formant le noyau de la
premiére sous-échelles, les items étant ensuite pris un par un dans 'ordre défini, soit en utili-
sant la procédure MSP en prenant un seuil ¢ égal & 0, et en n’effectuant aucun test. L’ordre
des items, en dehors du noyau constitués des premiers items définis par la procédure (ou par
'utilisateur) suivra alors un classement positif (de I'item étant classé avec le noyau en premier
a l'item regroupé en dernier avec 1’échelle) ou négatif (ordre inverse en dehors du noyau).

8.7.1.2 Syntaxe

La syntaxe du programme Stata raschfit (version 2) est la suivante :

. raschfit liste des items , [kernel(#) nbscales(#) itemsorder(mot-clé)
nofast|

Les options du programme raschfit (version 2) sont définies dans le tableau 8.10.

raschfit utilise les modules msp, raschtest et mmsrm (ainsi que les modules nécessaires
a ces trois programmes).

Une seule sortie est prévue pour le programme raschfit : il s’agit d’un vecteur r(affect)
qui comporte, pour chaque item, le numéro de la dimension a laquelle 'item a été affecté (0 si
l'item n’a été affecté & aucune dimension). Un exemple de sortie du programme raschfit est
présenté en Annexe 2 page 194.
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Options Description

kernel Définit un noyau pour la premiére sous-échelle composée des # premiers items
de warlist (par défaut 0)

nbscales Définit le nombre maximal de sous-échelles a construire (par défaut 0)

itemsorder Définit 'ordre des items dans la procédure, soit par le classement de I'utilisa-
teur (order) soit dans un order positif obtenu avec MSP (msp) soit dans un
order négatif obtenu avec MSP (mspinv). Lorsque order est définit, le noyau
est composé des 2 premiers items de varlist (sauf indication contraire dans
kernel (par défaut mspinv)

nofast Par défaut, Raschfit-fast est utilisée. Cette option permet d’effectuer la procé-
dure Raschfit.

TaB. 8.10 — Options du programme Stata raschfit

8.7.2 Le programme backrasch
8.7.2.1 Définition

Le programme Stata backrasch permet de réaliser la procédure Backrasch sur un ensemble
d’items dichotomiques. Il est possible de définir la méthode d’estimation (CML, MML ou
GEE), le type de test a utiliser (R ou Q), le niveau de signification et le nombre maximal
d’échelles & construire. Le programme est détaillé en [61].

8.7.2.2 Syntaxe

La syntaxe du programme Stata backrasch (version 2) est la suivante :

. backrasch liste_des_items |, method(cml/mmli/gee) test(R/Q) p(#) nbscales(#)
nodetail noautogroup]|

Les option du programme backrasch sont définies dans le tableau 8.11.

Options Description

method Permet de choisir la méthode d’estimation (CML par défaut)

test Permet de choisir le test du premier ordre a utiliser (R par défaut)

P Définit le niveau de signification (par défaut 0.05)

nbscales Définit le nombre maximal d’échelles & construire (par défaut une seule)
nodetail N’affiche pas toutes les informations pendant 1’éxécution de la commande

noautogroup Evite le regroupement des scores (par défaut, le programme regroupe les scores
en groupes de 30 individus minimum)

TaB. 8.11 — Options du programme Stata backrasch

Une seule sortie est prévue pour le programme backrasch : il s’agit d’un vecteur r(selection)
qui comporte, pour chaque item, le numéro de la dimension a laquelle I'item a été affecté (0
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si l'item n’a été affecté a aucune dimension).

Le programme backrasch utilise raschtest (et tous les programmes utilisés par celui-ci).
Un exemple de sortie du programme backrasch est présenté en annexe C.11.

8.7.3 Les programmes loevh et msp
8.7.3.1 Définition

Le program Stata loevh (version 6) permet d’obtenir les erreurs de Guttman (par paire
d’items, pour un item dans une échelle et pour ’ensemble de 1’échelle) observées et théoriques
(sous 'hypothése d’indépendance deux & deux des items) au sein d’une échelle d’items di-
chotomiques or polytomiques ordonnés, ainsi que les différents coefficients de Loevinger (par
paire d’items, d’intégration de chaque item dans 1’échelle et pour 1’échelle). Ce programme est
détaillé en [62].

8.7.3.2 Syntaxe
Sa syntaxe est la suivante :
. loevh liste des items |, pairwise pair ppp pmm]|

Les options de ce programme sont décrites dans le tableau 8.12.

Options Description

pairwise Supprime les individus ayant des valeurs manquantes dans chaque croisement
d’items (au lieu de la suppression globale de tous les individus ayant au moins
une donnée manquante)

pair Affiche les erreurs de Guttman et les coefficients de Loevonger par paire d’item
PPP Affiche la matrice P++
pmm Affiche la matrice P- -

TaB. 8.12 — Options du programme Stata loevh

Par défaut, tous les individus ayant au moins une donnée manquante sont supprimés. Avec
I'option pairwise, on calcule les erreurs de Guttman observées et théoriques par paire d’items
avec tous les individus ayant répondus & au moins ces deux items. On utilise ainsi toute I'in-
formation disponible. La procédure par défaut correspond cependant & celle utilisée par le
logiciel MSP.

Le programme Stata msp permet de réaliser sur un ensemble d’items la Mokken Scale
Procedure. Ce programme est détaillé en [62]. La syntaxe de ce programme (version 6) est la

suivante :

. msp liste des items |, c(#) kernel(#) p(#) notest pairwise nodetails|
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Ce programme utilise le programme Stata loevh pour estimer les coefficients. Les options
de ce programme sont décrites dans le tableau 8.13.

Options Description

c Définit la valeur du seuil ¢ (par défaut 0.3)

kernel Définit les # premiers items comme le noyau de la premiére sous-échelle

o) Définit la valeur du niveau de signification des tests (par défaut 0.05)
pairwise  Utilise 'option "pairwise" pour le calcul des coefficients H de Loevinger
notest Supprime 'exécution des tests de nullité des coefficients H de Loevinger
nodetails Supprime les informations sur 1’algorithme

nobon Empéche 'utilisation de corrections de Bonferroni pour les tests de nullité des

coeflicients de Loevinger
minvalue Détermine la valeur minimale des coefficients de Loevinger pour chaque paire
d’items lors de la construction d’une sous-échelle (par défaut 0)

TaB. 8.13 — Options du programme Stata msp

Un exemple de sortie des programmes loevh et msp est présenté en annexe C.12.

8.7.4 Le programme hcaccprox
8.7.4.1 Définition

Le programme hcaccprox permet de réaliser une classification hiérarchique avec mesures
de proximités sur des items dichotomiques.

8.7.4.2 Syntaxe

La syntaxe de ce programme (version 2) est la suivante :

. hcaccprox liste_des_items |, prox(mot_ clé) method(mot_ clé)
partition(liste_de nombres) measures details detect(#)]

Les options de ce programme sont décrites dans le tableau 8.14.
Ce programme utilise le programme detect quand l'option detect est utilisée.

Un exemple de sortie du programme hcaccprox est présenté en annexe C.13.

8.7.5 Le programme detect
8.7.5.1 Définition

Le programme detect permet de calculer, pour une partition d’items, les indices DE-
TECT, Iss et R, ainsi que les corrélations entre chaque item et les scores et sous-scores.
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Options Description

prox Définit la mesure de proximité a utiliser : a (Jaccard - voir équation (6.1)), ad
(Sokal et Michener - voir équation (6.2), cor (Guilford - voir équation (6.3)),
ccov (voir équation (6.5)), ccor (voir équation (6.4)) ou mh (voir équation 6.6)
(ccov par défaut)

method Définit la méthode d’aggrégation des clusters : single (Lien unique), complete
(lien complet), UPGM A (Méthode de la moyenne par paire non pondérée)
(voir section 6.1.3) [UPGM A par défaut]

partition Définit la liste des partitions & afficher par exemple 1 — 5 pour les partitions
ayant entre 1 et 5 clusters, ou 2 3 4

measures Affiche la matrice des mesures de proximités entre les items

details Affiche le détail de I'algorithme d’aggregation

detect Calcule les coefficients DETECT, Iss et R pour les partitions en K < # clusters

TAB. 8.14 — Options du programme Stata hcaccprox

8.7.5.2 Syntaxe

La syntaxe de ce programme (version 3.1) est la suivante :

. detect liste des_items, partition(liste_de nombres) [noscores norestscores|

Les options de ce programme sont décrites dans le tableau 8.15.

Options Description

partition Définit la partition des items comme une suite de nombre. Le premier nombre
indique le nombre d’items (les premiers de varlist) reliés au premier trait latent,
le second nombre indique que les items suivants sont reliés au second trait
latent, et ainsi de suite.

noscores N’affiche pas la matrice de corrélation entre les items et les scores

norestscores N’affiche pas la matrice de corrélation entre les items et les rest-scores

TAB. 8.15 — Options du programme Stata detect

Un exemple de sortie du programme detect est présenté en annexe C.14.

8.7.6 Le programme simirt

8.7.6.1 Définition

Le programme simirt permet de simuler des données selon un modeéle de 'IRT (Rasch,
Birnbaum, OPLM, 3-PLM, 4-PLM, 5-PAM). Il est possible de simuler deux ensembles d’items
avec deux traits latents différents qui peuvent étre ou non corrélés.
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8.7.6.2 Syntaxe

La syntaxe de ce programme (version 1) est la suivante :

. simirt [, nbobs(#) dim(# [#]) mu(# [#]) cov(# |# #]) diff(liste_ de_wvaleurs_

ou_ expression) disc(listede_valeurs) pmin(liste_ de wvaleurs) pmax(liste_de valeurs) acc(liste-

_ de_waleurs) clear store(filename) replace prefix(string [string[) draw |

Les options de ce programme sont décrites dans le tableau 8.16.

Options  Description

nbobs  Définit le nombre d’individus a simuler,

dim Définit le nombre d’items dans chaque dimension,

mu Définit les moyennes des traits latents,

cov Définit la matrice de covariance des traits latents,

diff Définit les parameétres de difficulté des items,

disc Définit les pouvoirs discriminants des items,

pmin Définit les probabilités de réponses positives minimum des items,
pmax Définit les probabilités de réponses positives maximum des items,
acc Définit les paramétres d’accélération des items,

clear Stipule que les données actuelles doivent étre remplacées,

store Définit le fichier dans lequel les données doivent étre sauvées,

replace Permet de remplacer éventuellement le fichier de sauvegarde,
prefix  Permet de définir le préfixe des items,
draw Affiche les courbes caractéristiques théoriques des items.

TAB. 8.16 — Options du programme Stata simirt

8.8 Le site web AnaQol et le projet FreelIRT

8.8.1 AnaQol

Le site AnaQol (http ://anaqol.free.fr) présente ’ensemble des programmes décrits au
chapitre 8. Sur ce site, les mises & jour sont présentées, la syntaxe de chaque programme est
expliquée, et il est possible de télécharger les différents programmes. Des références globales
permettent de trouver la littérature indispensables & la bonne compréhension des programmes.
Le site est développé en francais et en anglais.

8.8.2 Le projet FreeIRT

Le projet FreelRT est une collaboration avec Karl Bang Christensen, afin de mettre en
commun le travail réalisé sous SAS et Stata. Le projet FreeIRT est une association informelle
entre chercheurs proposant des programmes gratuitement et librement dans le domaine de
IIRT sur les logiciels SAS, Stata, Splus, R et SPSS. Le projet a été lancé en février 2004 et
s’est ouvert au public dés mars 2004. L’adhésion est libre. Chacun peut proposer ses propres
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programmes.

Les programmes peuvent étre répertoriés a condition de vérifier un certain nombre de
conditions de forme. Au minimum, les programmes doivent indiquer l'auteur, les différentes
versions du programme, une adresse pour contacter ’auteur, la date et le numéro de la version,
et une description sommaire de I'utilisation du programme. En outre, un certain nombre de
régles complémentaires sont indiquées et souhaitées (manuel, références, options "noprint" ou
" nodisplay", utilisation d’objets temporaires, sorties, gestion des données manquantes, pos-
sibilité de réaliser le programme sur un sous-ensemble d’observations, messages d’erreurs...).

Le site FreeIRT (http ://freeirt.free.fr) est une interface graphique écrite en scripts PHP
d’une base de données MySQL contenant toutes les informations sur les programmes, les ver-
sions et les auteurs. Une arborescence de thémes couverts par les programmes a été créée. 11
est ainsi possible d’effectuer des recherches par programme, par auteur, par logiciel ou par
théme (mais aussi avec les combinaisons thémes/logiciels). Le site est interactif dans le sens
ou chaque programmeur peut directement modifier les informations de la base de données en
ce qui concerne ses propres informations ou les informations sur les programmes ou versions
dont il est I'auteur principal, et mettre ainsi en temps réels a jour le site. En outre, il est
possible d’enregistrer des références bibliographiques et de les associer & chaque programme.

Notons enfin qu’il est possible a tout visiteur d’émettre en temps réel des commentaires
(problémes rencontrés, conseils, souhaits) sur un programme et de notifier des erreurs. Dans le
cas ol des erreurs sont signalées, le programme reste téléchargeables, mais un message indique
ces erreurs a chaque page ot il est possible de télécharger le logiciel. Une nouvelle version ne
peut étre proposée que si elle corrige les erreurs notifiées.

Les sites AnaQol et FreeIRT ont donné lieu, entre janvier 2004 et mai 2005, & prés de
5000 visites différentes et plus de 40000 pages vues. Parmi les programmes présentés dans
ce documents, plus de 4500 fichiers de programmes ont été téléchargés (tous programmes et
versions confondus).
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a deux domaines : d’une part la création de
sous-échelles d’items ayant de bonnes propriétés psychométriques, d’autres part, 'implémen-
tation d’indices, modéles et procédures issues de 'IRT dans les logiciels SAS et Stata.

En ce qui concerne la création d’échelles d’items, nous avons proposé trois méthodes diffé-
rentes. La premiére, appelée BackRasch correspond & une procédure pas a pas du descendante
(Backward) sur un modéle de Rasch contenant initiallament ’ensemble des items, en utilisant
un test d’adéquation. Une seconde méthode, appelée "Raschtest", s’appuie sur un modeéle mul-
tidimensionnel que nous avons défini, le modéle multidimensionnel marginalement exhaustif
de Rasch (MMSRM) : le principe de cette méthode, basée sur une procédure pas a pas ascen-
dante (Forward), est de comparer a chaque étape le modéle permettant 'ajout d’un item dans
la méme dimension que les items déja sélectionné (par un modeéle de Rasch) avec un modéle
liant le nouvel item & une seconde dimensionnel (par un MMSRM). La comparaison des deux
modaéles est réalisée par le critére d’Akaike. Une derniére procédure, appelée "Raschtest- Fast",
est une adaptation de "Raschtest" plus rapide, car basée principalement sur 'utilisation de
modéles unidimensionnels.

Des simulations montrent dans les cas favorables une nette prédominance de "Rasch-
fit" sur les deux autres méthodes ainsi que sur les méthodes retrouvées dans la littératures
(issues de l'anayse factorielle, ou de la Théorie de Réponse aux Items non paramétriques).
Dans des cas moins favorables (c’est-a- dire quand le modéle simulé n’est plus un MMSRM),
la procédure "Raschfit" donne des résultats similaires aux autres procédures. En revanche,
la procédure "Raschfit" requiert des temps d’exécution importants, car elle nécessite 'esti-
mation des paramétres de plusieurs modéles multidimensionnels, ce qui donne en ce sens des
avantages considérables aux deux autres procédures ou aux autres procédures de la littérature.

Ces méthodes ont été utilisées pour étudier la cohérence de la structure factorielle de trois
sous-échelles du Sickness Impact Profile (SIP) : dans leur ensemble, les méthodes montrent de
legéres différences entre la structure du SIP pour deux des trois sous-échelles et une derniére
sous-échelle incohérente d’un point de vue psychométrique. La procédure Raschfit a en outre
été utilisée dans un autre contexte, pour créer un score simple (non pondéré) dans la prédic-
tion de la récidive suicidaire.

Ce travail pourrait étre ultérieurement développé vers d’autres modéles, en particulier vers
les modéles polytomiques. Des méthodes pour accélérer les processus d’estimations des para-
métres des modéles, EM ou SEM par exemple, pourraient étre des solutions a court terme pour
développer les procédures basées sur des modéles longs & estimer. A terme, cet inconvénient

151
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devrait cependant étre compensé par I’augmentation des puissances des ordinateurs.

Concernant le deuxiéme théme de ce travail, & savoir 'implémentation sous SAS et Stata
de programmes concernant 1'IRT, il a aboutit & la conception de 7 macro-programmes SAS
et 13 modules Stata permettant de calculer automatiquement un certain nombre d’indices,
d’estimer les paramétres des modéles de I'IRT parmi les plus courant, et de réaliser un certain
nombre de procédures, dont les procédures de sélection d’items proposées. Ce projet a été a
I'initiative d’un projet plus vaste de répertorisation des programmes issus de I'IRT sous les
logiciels statistiques généralistes (Projet FreeIRT). Un site Internet a été créé a l'occasion.

Ce travail doit étre prolongé pour diversifier au maximum 1’offre de programmes sous ces
logiciels tres utilisés et parfois seuls logiciels techniques disponibles pour les utilisateurs. Ce
type de développement devrait permettre un gain de temps important pour les utilisateurs
des programmes (pas de formation a d’autres logiciels qu’a celui utilisé habituellement, pas
de transferts fastidieux des données d’un logiciel & l'autre) et un gain économique (pas de
nouveau(x) logiciel(s) a acheter). A terme, ceci devrait permettre de développer la notoriété
de I'IRT aupreés des utilisateurs de logiciels généralistes. Ceci nécessite néanmoins encore un
long travail de programmation et de validation pour obtenir des programmes d’aussi bonne
qualité et aussi complets que les logiciels spécifiques actuels.
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Annexe A

Comparaison du M2-PLM et du
5-PAM

Soient la fonction de réponse a l'item j sous le M2-PLM défini par :

exp [1-7$nj (ZqQ:1 jqlng — 6j>]
1+ exp [1 7 <Zq 1 @gbng — 5j)]

P(Xnj = 2nj/0n; ), aj) =

et celle sous le M5-PAM défini par :

exp [1.7xnj (Z?:l

(A.1)

=) |

P(Xnj = Tnj/0n; 0}, 0, &, 7iT) = v§°w+(v 7§°“’)

Dans cette annexe, nous cherchons les valeurs 04] T

1+ exp [1.7 (fozl

0 yfna = 05|

(A.2)

Vi=1,...,J, Vg=1,...,Q de maniére

a ce que la fonction de réponse a l'item j ait sous ces deux modéles la méme pente maximale,

et que la pente soit maximale pour la méme valeur de 6,,.

Soient Tjqar2—prar)(6) la pente de 'ICC de l'item j sur le trait latent ¢ en 6 sous le
M2-PLM, et 7jqm5—panr)(6) celle sous le M5-PAM, et soient 7' o(M2—pL) €t 7' o(M5—PAM)

les valeurs maximales de ces pentes. Nous allons calculer ces pentes maximales.

Sous le M2-PLM, on a

dP(X; =1/6;6;,
qu(M27PLM)(0) = (] dH/ : J)
q

S
qu 1+ exp [1 7 (Zq 1 %gfq 5J>}
1.7aq exp [1 7 <Zq 1 %P 51”

{1 + exp [1 7 <Zq 1 a0 5])] }2

165

(A.3)
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Sous le M2-PLM, on sait que la pente est maximée au point d’inflexion des fonctions de
réponses aux items, c’est a dire au point ot Z(?Zl ajgfy — 65 = 0. Alors

L70j4exp [1.7x 0] 1705, 1704,

. _ _ _ A4
Tiq(M2—PLM) {1 +exp[l.7 x 0]}2 1+ 1]2 4 .

Sous le M5-PAM, on a

dP( 1/0’ b ’5 ’ lOw?V'l'Lp)
qu(M5fPAM)(9) = 2 %505 :
do,

exp [1 7 (Z Tofa — 5*)} “
1+ exp [17(zq lozjqﬂ 5;)}

exp {1 7 <zq 1 %q0q 5j>] .
1+ exp [1.7 <Zq=1 O‘;qaq o 6;)]

Nous allons maximer cette pente par rapport a 6, en considérant le vecteur 07 = (HT)T:L___,Q req
fixé. Maximiser 7jq(ar5—panr)(0) revient & maximiser log (qu(M5_PAM)(0)), donc on résoud
I’équation :

_ i ’Ylow+(’Y ,Ylow>
d@q J J

= 17054¢; < 75“”) (A.5)

dlog (jg(a5—par)(0))

— A.
o 0 (A.6)
Posons u; = zq 1Q50q — 07, v = % et uj, = % = aj,, alors
log (qu(M5_PAM)(0)) = log (1.7ajq§j( — 'yéow))

—log (1 +exp (u;)) + & [u; —log (1 +exp(uy))] (A7)

Alors
dlog (7jq(n5—pan)(6)) _ u, exp(u;) Ledd g u;, exp(u;)
e, 1—|—exp( i) i jl—i—exp( )

- ]q ( Uj + g] gjvj) (AS)

Donc
dl ; _ o
08 (Tjq(rs—pam(9)) =0 & —v;+&—&vj=0 (A.9)
do,

= A.10

¢ U= i (A.10)

& exp(uy) =& (A1)

& ;= log(&) (A12)
Alors

1 £ &
* _ o low J
TigMs—pam) = L705.E; < 7 ) 1+¢ (1 T §j>
. g+l
_ low 5
= 170, ()7 i) (ﬁ) (A.13)
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*

L . .
Donc pour que Tia(M2—PLM) = Tjg(M5—PAM)> O doit avoir

* Qjq
ajq N 4 up low & &itt (A14)
Vi T T+¢,

Pour le M2-PLM, la pente est maximisée quand 0; = Zqul ajqfy, tandis que pour le M5-
PAM, elle est maximisée quand Z(?Zl o 0q — 07 = log(&;).

N\ §&itl
En posant w; = 4 ('y;tp — 7§°w> ( 3, ) """ on montre que

1+¢5
@ 1
&by =— > ajely =0, (A.15)
q=1 q] q=1
donc on doit avoir 5
% — 65 = log(&;), (A.16)
wj
soit
gr= i A17
j_J_Og(gj) (A.17)

J
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Résultats des simulations

169



~
A
& == [ B R B R B EE R B B el B R B S o B B ot o B RS i aY
mm = T
n ~—
= oy Bl A A 4 4 AN F AN FAN[|= N A AF A A A~ A
=
= £ :
= =~ o R o B R R T N [ B R s - [ E B B B I Bl B B B RS R o
e
.~ <t
a SR LR BRI EaN I~ o N I RS | R S A Rl o I BN BN o
S —
2 3 =
mm Dl A A A = (AN AN NN A N = HAN AN~ NN
g7 3
.;SmU122212211242322442444442
o =
25 8=
b.m(\W111143121441 o+ N N < <F
/lkm Bl
2.3 El g m ot Flaomos oo <
S|
<) —~ =
£ 835 F
N O N N NN M NN [N AN N <
ed(\
g =
Md DN oA A A A A AN A AN DA A A A NN~ A <A
O
2= =
a S
m .mT Bl A N on NN A N[ A N
[ ——
< 2 gF
ce~
% o = i R B B R B (S B o BRSNS RS R AT R A R e
—
§ o
= Eld A A A FOF OO0 NF NN A A O DN
) O =
= & =
..w Ao S T Y S [ N o
Q = =
% ISH A RS AN RS RS N K R RS RS R N | RS S RS RS RS TN RS S TS TR S S
~ £
& Sl O ¥ © 0 OO A T QOIS N T O RN SS AT O 0D
< VS S S S o A0S0 0SS SIS S S~
- P
i = Z Z
n n
o — 21 @ i B oy !
= B =l oa < 0 N n <
Ao

9002 Jel\ ¥ - T UOISIaA ‘S, TTO00-|8}

TaB. B.1 — Résultat des 360 simulations avec la procédure Raschfit
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B.2 La procédure Raschfit-Fast

(Pouvoir discriminant des items (1 : bas; m : moyen; h : haut))

[Taille des deux dimensions simulées]

(hsh)

[1457]

(m;h)

[1457]  [7514]| [757]

(m;m)

[1457]] [7;7]

(1;h)

[14;7] [7;14]] [7;7]

(1;m)
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(10
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[1457]| [757]
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ASS
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TaB. B.2 — Résultat des 360 simulations avec la procédure Raschfit-Fast
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TAB. B.3 — Résultat des 360 simulations avec la procédure BackRasch
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B.4 La procédure MSP (c=0.3)

: bas; m : moyen; h : haut))

[Taille des deux dimensions simulées|

(Pouvoir discriminant des items (1

(hsh)

[1457]

(m;h)

[1457]  [7514]| [757]

(m;m)

[1457]] [7;7]

(1;h)
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TAB. B.4 — Résultat des 360 simulations avec la procédure MSP (c=0.3)
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B.5 La procédure MSP (c=0.2)
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TAB. B.5 — Résultat des 360 simulations avec la procédure MSP (c=0.2)
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B.6 La procédure HCA/CCPROX

[1457]

M/ . o A N [ = A N [ A A NN A~ NN M
S
+~
= 3
= Bl = N | N N N [ < N
o —~
= S0
EN <t
o =N B~ B IR e N R R RN IS IR S U~o l | FaN IS SRS IS T B FAN RS S RS IS (oo
O — =
2T -
m.,m Dl A = N N A AN AN NN NN
=
833 2
=i=A LB N e B A B EE IR N B N | [ B B RS S N E RS A Al
TS T
Sl
8 3 E &
b.m(W111142111122 —_ o % o NN N <™
.. &
ﬂ\m ¥
mrm S B -~ H e R | R T T T R el R TR T e
£ EZDE
e
%%OU124443244443444443444443
T w —
o 9 )
wd Bl — < <t < | o < SH K ||t St oo | < <t
[}
R ¥
== T
.mT Pl 1 QN < NN~ NN AN N < o
(S ——
ce~
o = S IR I I B BN [ I R R RS R RS B IR e A B R R o
—
.m -
Z e R e T e B [ HE o BT o | RIS T T o N [ B S IR I o)
o
ol =
~— Afs
= [ R~ BN IR AN B IS RS RS S CH IR HIRS AR STRS T  B- l ARES T S ES AR
= =
S R S T~ [~ BN NS IS o | ESTRE S SRS T S N I RIS SR S o)
o
Bloan 0 ooloa 49 0ol 49 0olod oo
OIS S S S o e S 3SS S A S S SS ASs S o~
2
Z|2 3 = z
) )
S~ A~ A &~ on A A
M_ | 1 |
N N N < 0 N o <

9002 Jel\ ¥ - T UOISIaA ‘S, TTO00-|8}

TAB. B.6 — Résultat des 360 simulations avec la procédure HCA/CCPROX
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B.7 La procédure AFCS-Varimax
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TAB. B.7 — Résultat des 360 simulations avec la procédure AFCS-Varimax
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B.8 La procédure ACP-Varimax
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TaB. B.8 — Résultat des 360 simulations avec la procédure ACP-Varimax



178 IV. Annexes




tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

Annexe C

Sorties des programimes

C.1 Les données

Dans les exemples de sorties suivantes, nous utiliserons les données de trois sous-échelles
du SIP : "Communication" (9 items : c1 a ¢9), "Comportement émotionnel" (9 items : ebl a
eb9) et "Mobilité" (10 items : m1 a m10).

C.2 Le macro-programme SAS %AnaQol

%anaqol (dataset=essai,items=ebl-eb9,alpha=yes,sbsalpha=yes, model=rasch);

Indexes Values
Average Inter-Items Correlation 0.104731
Cronbach alpha 0.512871

Cronbach alpha

Average
Inter-items Cronbach
Item Correlations alpha
Item Test Rest-score without without
Ttem Correlation Correlation the item the item
EB1 0.53028 0.31413 0.09381 0.45301
EB2 0.46377 0.21248 0.10631 0.48761
EB3 0.48404 0.22612 0.10459 0.48306
EB4 0.23286 0.05020 0.12768 0.53936
EB5 0.43652 0.22539 0.10468 0.48331
EB6 0.39291 0.14328 0.11520 0.51019
EB7 0.51160 0.31074 0.09422 0.45419
EB8 0.50740 0.30433 0.09499 0.45642
EB9 0.49533 0.25416 0.10110 0.47363

179
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Cronbach alpha step-by-step procedure

Maximal
Deleted Number Cronbach
Items of Items Alpha
9 0.512871
EB4 8 0.539361
EB6 7 0.542532
EB3 6 0.531448
EB5 5 0.504783
EB7 4 0.479989
EB2 3 0.472456
EB9 2 0.486649
EB1
EB8

Cronbach apha step—by—step procedure

Maximal Cronbach Alpha
0.557

Humber of ltems

Fic. C.1 — Procédure pas a pas du alpha de Cronbach sur les items ebl & eb9

Le coefficient alpha de Cronbach mesuré sur I’ensemble de 1’échelle " comportement émo-

tionnel" est trés médiocre (0.51). La suppression de 'item eb4 permet de 'augmenter un peu
(0.54). En dehors de cet item problématique (que nous avions d’ailleurs classé a part des
autres items de cette échelle dans notre analyse du SIP), les autres items semblent former une
échelle plutot médiocre (le coefficient de Loevinger de 1’ échelle ainsi formée est par exemple
de seulement 0.19).
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Rasch model

Description Value
-2 Log Likelihood 4682.8
AIC (smaller is better) 4702.8
AICC (smaller is better) 4702.9
BIC (smaller is better) 4743.9

Rasch model

Standard Degrees of
error of the freedom of p-value of
Difficulty difficulty Q1 the Q1 the Q1
Items parameters parameters Statistics statistics statistics
EB1 -0.54494 0.10310 4.9675 7 0.66392
EB2 -0.09908 0.09943 5.2996 7 0.62346
EB3 0.23788 0.09906 10.0034 7 0.18838
EB4 2.20076 0.13988 12.6913 7 0.08000
EB5S -1.16349 0.11444 6.2758 7 0.50794
EB6 0.98271 0.10552 9.0701 7 0.24766
EB7 -1.23244 0.11619 8.5040 7 0.29025
EB8 -1.24656 0.11656 12.0016 7 0.10051
EB9 -0.43540 0.10186 5.5501 7 0.59314
GlobalQ1l . . 66.1009 56 0.16738
Variance 0.66340 0.09787

Bien que I’échelle "comportement émotionnelle" semble médiocre, 'adéquation au modéle
de Rasch est plutot correcte : 'item eb4 est celui qui a la plus mauvaise adéquation au modéle
de Rasch, mais le test Q1 qui lui est associé est peu significatif (p=0.08). Ceci peut expliquer
que les procédures basées sur le modéle de Rasch (Raschfit, Raschfit-Fast, et BackRasch)
étaient celles qui séparaient le moins les items de cette échelle (bien que les conclusions sur
cette échelle ne soient pas identiques avec les trois échelles).

C.3 Le programme Stata traces

. traces c*x , restscore ci test logistic repfiles(c:\graphs)
restscorefiles(restscores) logisticfile(logistic)

L’item cl (figure C.2) a une trace plutdt plate, tandis que la trace 'item c4 (figure C.3)
est plutdt accentuée. La figure C.4 montre bien de fortes différences entre les pentes des traces
logistiques : le modéle de Rasch ne semble pas opportun dans une telle échelle.



tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

182 IV. Annexes

Trace of the item c1 as a function of the restscore

.25 5 .75 1
1 1 1 1

Rate of positive response

0
1

T T

0 1 2 3 4 5) 6 7 8
Rest score with respect to the item c1
———— Lower 95% confidence interval- — —— Upper 95% confidence interval
Item c1=1

Test: slope=0, p<0.0001

F1Gg. C.2 — Trace de l'item cl

Trace of the item c4 as a function of the restscore

.25 1
1 1 1 1

Rate of positive response
0 P 5 .'PS

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Rest score with respect to the item c4
———— Lower 95% confidence interval- ——— Upper 95% confidence interval
Item c4=1

Test: slope=0, p<0.0001

F1G. C.3 — Trace de l'item c4

C.4 Le programme Stata raschtest

Nous allons utiliser les 9 items de ’échelle "communication" du SIP. Les scores 7 et 8 sont
regroupés car ils concernent peu d’individus (38 au total sur ces deux scores). L’estimation
est réalisée dans un premier temps par maximum de vraisemblance conditionnelle, puis dans
un second temps par maximum de vraisemblance marginale.
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Logistic traces

o - //
T T T T T T T T T T
0 2 3 4 5 6 7
Total score

— ltem ci Item c2

— ltemc3 Item c4

— ltemch Item c6

Item c7 Item c8
— ltemc9

F1G. C.4 — Traces logistiques des items cl & ¢9

. raschtest cl-c9, autogroup mean

Estimation method: Conditional maximum likelihood (CML)

Number of items: 9

Number of groups: 9 (7 of them are used to compute the statistics of test)
Number of individuals: 385 (11 individuals removed for missing values)
Conditional log-likelihood: -1202.5759

Log-likelihood: -2258.6276

Difficulty
Items parameters std Err. Rlc df p-value Outfit Infit U
cl -1.23053 0.10870 25.411 6 0.0003 1.464 1.213 5.347
c2 .38114  0.14085 4.979 6 0.5465 0.767 0.881 -1.091
c3 .27237  0.13721 5.736 6 0.4534 0.812 0.820 -1.232
c4 -0.02176 0.11110 2.911 6 0.8200 0.890 0.932 -0.727
c6 -0.77800 0.10734 6.839 6 0.3360 1.191 1.071 3.032
c6 0.06070 0.11197 4.541 6 0.6038 1.079 1.028 1.488
c7 -0.23523 0.10929 16.854 6 0.0098 0.713 0.812 -3.111
c8 0.83095 0.12501 10.652 6 0.0998 0.757 0.851 -1.257
c9 -1.27964 0.10902 3.379 6 0.7600 0.887 0.947 -0.672
Rlc test Rlc= 83.197 48 0.0012
Andersen LR test Z= 80.042 48 0.0025

The mean of the difficulty parameters is fixed to O
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Ability
Group Score parameters std Err. Freq. 11
oo 2
1 1 23092 0.12762 T4 -120.6067
2 2 148307 0.09607 79 -222.1793
3 3 05085 0.096828 63 -219.4348
4 4 07809 0.10651 48 -178.6362
5 5 026419 0.10868 49 -202.6461
6 6 08309 0.13%5 34 -121.20%8
7 7 148943 o0.a7ss5 24 -97.75%2
8 41090  0.29488 14
e o9 s

Ces premiéres sorties concernent l’estimation par CML des paramétres du modéle. Le
premier tableau présente, pour chaque item, les estimations des paramétres de difficulté de
chacun des items, la contribution au test du premier ordre ( par défaut, le test Rlc), les indices
OUTFIT et INFIT et la statistique du test U. En outre, on obtient la statistique du premier
ordre, ainsi que le test Z de rapport de vraisemblance d’Andersen. Le second tableau donne
les estimations, pour chaque valeur du score (ou regroupement de scores) a Iestimation du
trait latent pour les individus ayant ce score. Ce second tableau indique en outre l'effectif
de chaque score, et la vraisemblance associée a chaque groupe de scores (utilisée pour le test

d’Andersen).
. raschtest cl-c9, autogroup method(mml) icc information

Estimation method: Marginal maximum likelihood (MML)

Number of items: 9

Number of groups: 9 (9 of them are used to compute the statistics of test)
Number of individuals: 472 (11 individuals removed for missing values)
Marginal log-likelihood: -2206.7816
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Difficulty
Items parameters std Err. Rim  df p-value Outfit Infit
cl -0.10599 0.13144 26.040 6 0.0002 1.367 1.275
c2 2.51187 0.17318 6.779 6 0.3418 1.282 1.432
c3 2.40141 0.16927 6.901 6 0.3301 1.374 1.348
cd 1.09654 0.13908 4.348 6 0.6297 1.190 1.177
ch 0.34266 0.13228 7.702 6 0.2608 1.247 1.209
c6 1.17910  0.14025 4.300 6 0.6362 1.441 1.283
c7 0.88323 0.13644 18.433 6 0.0052 0.960 1.044
c8 1.95427  0.15587 10.830 6 0.0938 1.193 1.272
c9 -0.15446 0.13150 12.557 6 0.0506 1.017 1.021
Rim test Rim= 86.786 55 0.0040
Sigma 1.51695  0.08266
Ability
Group Score parameters std Err. Freq.
0 0 -1.83819  1.02033 82
1 1 -1.83819 0.78613 74
2 2 -1.01641  0.80462 79
3 3 -0.42959  0.79598 63
4 4 0.26284  0.54585 48
5 5 0.71403 0.60539 49
6 6 1.00437 0.83925 34
7 7 1.55340  0.70397 24
8 19576  0.64902 14
8 9 3.22890  0.92297 5

Ces secondes sorties concernent les estimations par MML des paramétres du modéle. On
note cette fois que la contrainte d’identifiabilité ne porte plus sur les parameétres de difficulté
des items, mais sur la distribution du trait latent dont la moyenne est fixée a 0. Le test R1m
est effectué, a la place du test Rlc. Le test d’Andersen n’est pas possible avec ce type d’es-
timation, aussi il n’est pas effectué. On note un décalage des estimations des paramétres de



tel-00011754, version 1 - 4 Mar 2006

186 IV. Annexes

difficutés due a la contrainte d’identifiabilité qui est différente (et qui permet de fixer le niveau
de référence), mais les écarts entre les paramétres de difficulté sont préservés.

Dans la seconde commande, nous avons demandé 1’édition des traces empiriques et théo-
riques des items, ainsi que le graphique de 'information de ’échelle. Dans la figure C.5, nous
avons représentés les traces de I'item 1 (ayant une mauvaise adéquation au modéle) et I'item
4 (ayant une bonne adéquation au modéle). Dans le graphique C.6, nous avons représenté le
graphique d’information : ’échelle apporte beaucoup d’information pour les individus ayant
une valeur du trait latent comprise entre 0 et 2 (valeurs plutot favorables), mais peu pour les
petites valeurs du trait latent (inférieures a 0).

Observed and Expected ICC for the item c1 Observed and Expected ICC for the item c4
R 4 0
w 4 n 4
& &
o~ o~

3 2 O 0 1 2 3 3 2 O 0 1 2 3
Latent trait Latent trait
\ Observed ICC Expected ICC | \ Observed ICC Expected ICC |
figure C.5a. traces de l'item c1 figure C.5b. traces de l'item c4

F1a. C.5 — Courbes caractéristiques des items cl et c4 sous le modéle de Rasch

Information graph of the scale

Information
1
1

T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
latent trait

F1G. C.6 — Graphique de I'information des items c1 & c9 sous le modéle de Rasch
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C.5 Le programme Stata mmsrm

. mmsrm c* ebx ,part(9 9) trace
Estimation of the difficulty parameters of the dimension 1.
Estimation of the difficulty parameters of the dimension 2.

Estimation of the parameters of the distribution of the multidimensional latent trait.
This process could be long to run. Be patient !

[...]

Variances and covariances of random effects

xx*xlevel 2 (__000005)

var(1): 2.0732417 (.17981448)
cov(2,1): .68730267 (.08594218) cor(2,1): .59049852
var(2): .65344417 (.08806499)

Log-likelihood:-4713.7784

Items Parameters std Err.
cl -0.10599 0.13144
c2 2.51187 0.17318
c3 2.40141 0.16927
cd 1.09654 0.13908
cb 0.34266 0.13228
c6 1.17910 0.14025
c7 0.88323 0.13644
c8 1.95427 0.15587
c9 -0.15446 0.13150
ebl -0.71235 0.11048
eb2 -0.27305 0.10655
eb3 0.09936 0.10594
eb4d 2.03499 0.14568
ebb -1.26833 0.12069
eb6 0.84476 0.11224
eb7 -1.41382 0.12441
eb8 -1.37321 0.12333
eb9 -0.60700 0.10921
Varl 2.07324

Var2 0.65344
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Dans ces sorties, le tableau final permet d’obtenir les estimations des paramétres de diffi-
cultés de chacun des items, ainsi que les estimations des éléments de la matrice de variance-
covariance des traits latents.

C.6 Le programme Stata geekel2d

. geekel2d ebl-eb9,11

Initial step
First iteration
iteration: 1 Convergence index: .2577922957010083

iteration: 2 Convergence index: .0065367199339846
iteration: 3 Convergence index: .0001482492222776
iteration: 4 Convergence index: 5.31562191982e-07
iteration: 5 Convergence index: 1.03170257558e-08
iteration: 6 Convergence index: 1.07362851303e-10
iteration: 7 Convergence index: 1.58710594818e-12
iteration: 8 Convergence index: 1.98494631355e-14

The algorithm converge at the 8th iteration
---ESTIMATIONS---

Parameters Standard errors

ebl: -0.702047 0.109114
eb2: -0.246575 0.105010
eb3: 0.128134 0.103842
eb4: 2.028494 0.153906
ebb: -1.221470 0.120592
eb6: 0.863806 0.113395
eb7: -1.411664 0.124082
eb8: -1.371421 0.122656
eb9: -0.570982 0.107606
varl: 0.675080 0.102185
11: -2445.3206

AIC: 4910.6411
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La premiére partie des sorties concerne ’algorithme d’estimation, le dernier tableau indique
les estimations des paramétres, I'estimation de la variance. L’option 1l permet d’afficher la
valeur de la log-vraisemblance maximale et du critére d’Akaike. Ces estimations peuvent étre
comparées a celles obtenues par maximum de vraisemblance marginale obtenues ci dessous
avec le programme raschtest.

. raschtest ebl-eb9, method(mml) test(none)

Estimation method: Marginal maximum likelihood (MML)

Number of items: 9

Number of groups: 10

Number of individuals: 470 (13 individuals removed for missing values)
Marginal log-likelihood: -2445.1507

Difficulty
Items parameters std Err.

C.7 Le macro-programme SAS %BackRasch

%backrasch(dataset=essai,items=m1-m10);

NOTE: The AnaQol macro run without error.

The item M3 is bad fitted (p= 0), so it is excluded
NOTE: The AnaQol macro run without error.

The item M7 is bad fitted (p=0.0005051561), so it is excluded
NOTE: The AnaQol macro run without error.

There is no more bad fitted items

Dans la fenétre "log", on retrouve pour chaque échelle construite ’historique de I'algo-
rithme de construction des échelles. Dans la fenétre "output", les sorties du programmes
%AnaQol obtenue a chaque étape de 'algorithme sont disponibles. Dans cet exemple, la pro-
cédure supprime les items M3 et M7. M3 est un item qui avait été isolé lors de I'analyse du
SIP (avec M4), M7 est un item qui est peu souvent relié & M9 par exemple. L’item M4 n’est
pas supprimé et a méme plutdét une bonne adéquation au modéle.
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Rasch model

Description Value
-2 Log Likelihood 4300.8
AIC (smaller is better) 4322.8
AICC (smaller is better) 4322.8
BIC (smaller is better) 4368.0

Rasch model

Standard Degrees of
error of the freedom of p-value of
Difficulty difficulty Q1 the Q1 the Q1

Items parameters parameters Statistics statistics statistics
M1 1.11244 0.13103 3.996 8 0.85746
M2 1.75837 0.15277 7.199 8 0.51532
M3 -0.67369 0.11037 104.200 8 0.00000
M4 1.21610 0.13391 5.062 8 0.75093
M5 0.55101 0.11890 5.273 8 0.72809
M6 -1.38748 0.11603 15.446 8 0.05103
M7 3.17766 0.24430 32.829 8 0.00007
M8 0.13045 0.11334 15.757 8 0.04599
M9 -1.156133 0.11329 18.376 8 0.01858
M10 1.95448 0.16135 3.060 8 0.93052
GlobalQ1l . . 190.078 72 0.00000
Variance 1.64962 0.20048

Rasch model

Description Value
-2 Log Likelihood 3630.6
AIC (smaller is better) 3650.6

AICC (smaller is better) 3650.7
BIC (smaller is better) 3691.7
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Rasch model

Standard Degrees of
error of the freedom of p-value of
Difficulty difficulty Q1 the Q1 the Q1
Items parameters parameters Statistics statistics statistics
M1 1.13304 0.13731 7.0440 7 0.42431
M2 1.81641 0.15920 6.9873 7 0.43021
M4 1.24314 0.14023 6.8456 7 0.44514
M5 0.53242 0.12499 18.7929 7 0.00886
M6 -1.57633 0.12451 5.8472 7 0.55770
M7 3.29264 0.25007 25.9928 7 0.00051
M8 0.07902 0.11937 7.0812 7 0.42047
M9 -1.31763 0.12100 9.7769 7 0.20157
M10 2.02274 0.16780 3.3887 7 0.84687
GlobalQ1 . . 81.5615 56 0.01450
Variance 2.38496 0.29550
Rasch model
Description Value
-2 Log Likelihood 3488.5
AIC (smaller is better) 3506.5
AICC (smaller is better) 3506.5
BIC (smaller is better) 3543.4
Rasch model
Standard Degrees of
error of the freedom of p-value of
Difficulty difficulty Q1 the Q1 the Q1
Items parameters parameters Statistics statistics statistics
M1 1.29675 0.13736 7.3279 6 0.29158
M2 1.98487 0.15958 5.6703 6 0.46111
M4 1.40762 0.14033 4.6343 6 0.59149
M5 0.69251 0.12473 6.5466 6 0.36482
M6 -1.42955 0.12356 4.9062 6 0.55590
M8 0.23647 0.11888 10.3560 6 0.11044
M9 -1.16898 0.12005 9.6795 6 0.13881
M10 2.19287 0.16828 4.1326 6 0.65874
GlobalQ1l . . 46.5967 42 0.28893

Variance 2.46328 0.30844
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C.8 Les macro-programmes SAS %LoevH et %MSP

proc iml;
Jmsp(dataset=essai,items=cl c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8
c=0.3

The subscale 1 is composed
SCALE1
c9
c8
c7
c3
c2
c4
c6
m7
ch

O O O O O O O o o

c9 m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 mi0);

of 9 items with H=0.4051
Hj

.4766
.4198
.4484
.4500
.4132
.3822
.3499
.3411
.3423

The subscale 2 is composed of 7 items with H=0.4266

SCALE2
mé

m2

m9

ml

m8

mb

mi0

O O O O O O o

Hj
.5451
.3909
.5328
.3859
.4164
.3696
.3053

The subscale 3 is composed of 2 items with H=0.5252

SCALE3  Hj
m4 0.5252
m3 0.5252

MSP retrouve des ensembles d’items relativement proches des échelles originelles : tous
les items de I’échelle "communication" sont classés ensemble, avec I'item m7. 7 des 10 items
de "mobilité" sont classés ensembles. Les items "atypiques" sont m3, m4 (tous deux classés a

part dans notre analyse du SIP) et m7.

C.9 Le macro-programme SAS %DETECT

%detect (dataset=sip,out=out,items=c1-c9 ml-m10,part=9 10);
Main indexes

Description

Indexes

DETECT Index
Iss Index
R Index

0.009742
0.555556
0.801691
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Correlations between the items and the sub-scores and sub-rest-scores

Items Scorel Score2 Rest-Scorel Rest-Score2
C1 0.486544 0.262118 0.297954 0.022884
Cc2 0.518973 0.157717 0.397490 -.009296
C3 0.561725 0.178994 0.442510 0.006835
Cc4 0.618276 0.128081 0.470540 -.095802
C5 0.572603 0.338221 0.401848 0.104976
Ccé 0.560908 0.266263 0.401852 0.046092
c7 0.693885 0.241348 0.561829 0.011781
C8 0.588040 0.177224 0.458543 -.014595
Cc9 0.627524 0.212893 0.469145 -.027827
M1 0.199234 0.518802 0.027657 0.355934
M2 0.241379 0.476642 0.100261 0.337770
M3 0.128690 0.363237 -.085963 0.130623
M4 0.111508 0.503060 -.056489 0.342241
M5 0.209532 0.510114 0.016567 0.322574
M6 0.204859 0.638040 -.001411 0.466905
M7 0.182721 0.235635 0.099935 0.143962
M8 0.239390 0.609342 0.035266 0.431349
M9 0.213057 0.677017 0.002619 0.513784
M10 0.247462 0.397173 0.115629 0.258921

L’indice Iss permet d’avoir une idée du pourcentage de covariance conditionnelles entre
toutes les paires d’items qui vérifient une structure approximativement simple : 56% des co-
variances conditionnelles vérifient donc ce type de structure. L’indice R permet de mesurer
la quantité de covariances conditionnelles qui vérifient cette structure : 80% de la covariance
conditionnelle est "expliquée" par une structure approximativement simple. L’indice DETECT
est difficile & interpréter seul, il est plus utile pour comparer différentes partitions. Par exemple,
en comparant cette partition avec celle qui aggrégerait I'item m10 aux items c1 & ¢9, on obtient
DETECT=0.009355 (et aussi de plus petites valeurs de Iss et R). Ainsi, I'item m10 semble
étre plus proche de I’échelle composée des items m1 & m9 que de celle composée des items cl
a c9.

La table des corrélations entre les items et les scores peut s’utiliser en recherchant pour
chaque item le score avec lequel cet item est le mieux corrélé. Afin de faciliter les comparaisons,
il peut étre judicieux de comparer les corrélations entre chaque item et le rest-score de ’échelle
a laquelle I'item est associé (échelle 1 pour les items cl & c9 et I’échelle 2 pour les items m1l
a ml0) avec les corrélations entre l'item et le score pour les échelles auxquels les items ne
sont pas associés. Par exemple, on voit que la corrélation entre 'item cl et le rest-score dans
I’échelle 1 est de 0.297954 tandis que la corrélation entre ce méme item et le score a 1’échelle
2 est de 0.262118, donc cet item est mieux intégré dans I’échelle 1 que dans I’échelle 2. On
observe ainsi un probléme de classement de I'item m7, et plusieurs cas limites (c1, m3 et m10).
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C.10 Le programme Stata raschfit

. raschfit m*, itemsorder (msp)
SCALE: 1

The program is ordering the items
The kernel of the scale is m2 m6

iteration: 1

The program is estimating the parameters of the models (N=289)
Unidimensional model: 11: -201.8149 AIC: 413.6299
Bidimensional model: 11: -207.1991 AIC: 422.3981
The item m9 is selected in the scale 1

iteration: 2

The program is estimating the parameters of the models (N=307)
Unidimensional model: 11: -536.0562 AIC: 1086.1125
Bidimensional model: 11: -542.1203 AIC: 1096.2407
The item ml is selected in the scale 1

iteration: 3

The program is estimating the parameters of the models (N=324)
Unidimensional model: 11: -604.2995 AIC: 1226.5989
Bidimensional model: 11: -598.2478 AIC: 1212.4955
The item m7 is not selected in the scale 1

iteration: 4

The program is estimating the parameters of the models (N=329)
Unidimensional model: 11: -T47.2427 AIC: 1512.4855
Bidimensional model: 11: -757.9466 AIC: 1531.8933
The item m8 is selected in the scale 1

iteration: 5

The program is estimating the parameters of the models (N=337)
Unidimensional model: 11: -861.5987 AIC: 1745.1975
Bidimensional model: 11: -857.3082 AIC: 1734.6163
The item ml10 is not selected in the scale 1
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iteration: 6

The program is estimating the parameters of the models (N=343)
Unidimensional model: 11: -934.5748 AIC: 1891.1497
Bidimensional model: 11: -936.9886 AIC: 1893.9772
The item mb is selected in the scale 1

iteration: 7

The program is estimating the parameters of the models (N=353)
Unidimensional model: 11: -1119.4353 AIC: 2264 .8705
Bidimensional model: 11: -1119.4904  AIC: 2262.9809
The item m4 is not selected in the scale 1

iteration: 8

The program is estimating the parameters of the models (N=382)
Unidimensional model: 11: -1300.5777 AIC: 2627.1554
Bidimensional model: 11: -1185.1846 AIC: 2394 .3691
The item m3 is not selected in the scale 1

La procédure Raschfit-Fast (classement positif) appliquée aux items de 1’échelle "mobilité"
rejette les items m3, m4, m7 et m10. On remarque que m3 et m4 n’ont pas été classés avec les
autres items de cette échelle dans notre analyse du SIP, quant & m7 et m10, il ne sont classés
que rarement avec certains autres items de cette échelle comme m9 : ce sont donc les 4 items
qui posent le plus de problémes.

C.11 Le programme Stata backrasch

. backrasch cx*

subscale : 1

The item cl is removed of the scale 1 (p=0.0003)
The item c5 is removed of the scale 1 (p=0.0086)
The item c6 is removed of the scale 1 (p=0.0076)
No more item to remove of the scale 1

Number of selected items : 6
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Estimation method: Conditional maximum likelihood (CML)

Number of items: 6

Number of groups: 6 (4 of them are used to compute the statistics of test)
Number of individuals: 301 (8 individuals removed for missing values)
Conditional log-likelihood: -536.6696

Log-likelihood: -1214.0285

Difficulty

Items parameters std Err. Rlc  df p-value Outfit Infit U

c2 3.03011 0.21803 2.154 3 0.5410 0.961 0.902 0.853

c3 2.88408 0.21301 0.435 3 0.9329 0.906 0.923 0.511

cd 1.46000 0.18192 0.721 3 0.8682 0.992 0.978 0.881

c7 1.26053 0.17934 4.030 3 0.2583 0.811 0.825 -1.816

c8 2.41521 0.19952 5.806 3 0.1214 0.733 0.872 -1.031

* c9 0.00000 1.127 3 0.7705 0.993 0.978 1.030
Ric test Ric= 14.583 15 0.4819
Andersen LR test Z= 16.007 15 0.3816

*: The difficulty parameter of this item had been fixed to O

Ability
Group Score parameters std Err. Freq. 11
oo s
4 1 02138 0.12085 98  -112.854
2 2 1.00081 0.11026 78 -163.3927
3 3 le7ess 011104 68  -148.6300
4 4 273076 0.16231 32 -103.789
5 3.77975  0.23956 23
s s s

On regarde avec ce programme si la premiére échelle obtenue lors de 'analyse du SIP vérifie
un modele de Rasch. On remarque que les items liés a P'écriture (cl et ¢5) sont enlevés en
premier. Enfin, I'item c6 est enlevé. Les estimations obtenues avec ’échelle finale sont données.
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C.12 Les programmes Stata loevh et msp

Nous allons utiliser les échelles "communication" et "comportement émotionel"

. loevH cl1-c9
Observed  Expected
Easyness  Guttman Guttman  Loevinger

Item Obs P(Xj=1) errors errors H coeff z-stat. p-value
cl 472 0.5191 388 545.22 0.28837 11.6206 0.00000
c2 472 0.1377 197 337.94 0.41706 14.5056 0.00000
c3 472 0.1483 205 359.68 0.43005 15.4702 0.00000
c4 472 0.3157 359 576.19 0.37694 17.0728 0.00000
ch 472 0.4407 387 581.44 0.33441 14.4484 0.00000
c6 472 0.3030 379 566.11 0.33052 14.8534 0.00000
c7 472 0.3496 330 587.82 0.43860 19.8252 0.00000
c8 472 0.1970 254 438.04 0.42014 16.6049 0.00000
c9 472 0.5275 307 537.66 0.42900 17.0594 0.00000
Scale 472 1403 2265.05 0.38059 33.1333 0.00000

Le programme loevH permet d’afficher ’ensemble des coefficients de Loevinger reliés a
I’échelle. Tous les coefficients de Loevonger sont supérieur a 0.3 sauf celui correspondant & cl.

. msp cl-c9 eb*

Significance level: 0.000327
The two first items selected in the scale 1 are c¢8 and c9 (Hjk=0.7466)
Significance level: 0.000296

The item c7 is selected in the scale 1 Hj=0.6035 H=0.6381
Significance level: 0.000272
The item c2 is selected in the scale 1 Hj=0.4553 H=0.5638
Significance level: 0.000253
The item c3 is selected in the scale 1 Hj=0.4440 H=0.5178
Significance level: 0.000237
The item c4 is selected in the scale 1 Hj=0.4491 H=0.4908
Significance level: 0.000224
The item eb5 is selected in the scale 1 Hj=0.3950 H=0.4724
Significance level: 0.000214
The item eb7 is selected in the scale 1 Hj=0.3248 H=0.4426
Significance level: 0.000205
The item c6 is selected in the scale 1 Hj=0.3357 H=0.4130

Significance level: 0.000198
None new item can be selected in the scale 1 because all the Hj are lesser than .3
or none new item had all the related Hjk coefficients significantely greater than O.
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Observed  Expected

Easyness  Guttman Guttman  Loevinger

Item Obs P(Xj=1) errors errors H coeff z-stat. p-value
c6 462 0.3074 319 480.19 0.33567 13.4513 0.00000
eb7 462 0.7749 191 285.21 0.33032 8.5735 0.00000
ebb 462 0.7532 197 305.10 0.35432 9.5669 0.00000
cd 462 0.3139 286 483.50 0.40848 16.4010 0.00000
c3 462 0.1515 173 318.39 0.45665 15.1815 0.00000
c2 462 0.1385 171 295.76 0.42182 13.4804 0.00000
c7 462 0.3506 257 486.00 0.47119 18.5732 0.00000
c8 462 0.1991 212 380.73 0.44317 15.9788 0.00000
c9 462 0.5281 230 433.64 0.46961 15.9062 0.00000
Scale 462 1018 1734.26 0.41301 29.9767 0.00000
Scale: 2

Significance level: 0.001389
The two first items selected in the scale 2 are ebl and eb8 (Hjk=0.4334)
Significance level: 0.001163
None new item can be selected in the scale 2 because all the Hj are lesser than .3
or none new item had all the related Hjk coefficients significantely greater than O.

Observed  Expected

Easyness  Guttman Guttman  Loevinger
Item Obs  P(Xj=1) errors errors H coeff z-stat. p-value
ebl 462 0.6494 39 68.83 0.43340 6.9173 0.00000
eb8 462 0.7706 39 68.83 0.43340 6.9173 0.00000
Scale 462 39 68.83 0.43340 6.9173 0.00000

Significance level: 0.002381
The two first items selected in the scale 3 are eb3 and eb6 (Hjk=0.4066)
The following items are excluded at this step: eb2 eb4
Significance level: 0.002083
None new item can be selected in the scale 3 because all the Hj are lesser than .3
or none new item had all the related Hjk coefficients significantely greater than O.
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Observed  Expected

Easyness  Guttman Guttman  Loevinger
Item Obs P(Xj=1) errors errors H coeff z-stat. p-value
eb3 462 0.4762 46 77.52 0.40663 6.2934 0.00000
eb6 462 0.3203 46 77.52 0.40663 6.2934 0.00000
Scale 462 46 77.52 0.40663 6.2934 0.00000

Scale: 4
Significance level: 0.005000
The two first items selected in the scale 4 are cl and c5 (Hjk=0.3485)
The following items are excluded at this step: eb4d
Significance level: 0.004167
None new item can be selected in the scale 4 because all the Hj are lesser than .3
or none new item had all the related Hjk coefficients significantely greater than O.

Observed Expected

Easyness Guttman  Guttman Loevinger
Item Obs P(Xj=1) errors errors H coeff z-stat. p-value
cl 462 0.5260 63 96.70 0.34851 6.3235 0.00000
cb 462 0.4416 63 96.70 0.34851 6.3235 0.00000
Scale 462 63 96.70 0.34851 6.3235 0.00000

Scale: 5

Significance level: 0.016667

None new scale can be constructed

because none pair of item, among the remaining items, verify Hjk>.3

La premiére partie des sorties concerne le détail des étapes de 'algorithme de MSP (cette
partie est supprimée avec I'option nodetails. A chaque étape, l'item sélectionné est indiqué,
ainsi que la valeur du coefficient d’intégration de cet item dans la nouvelle échelle (Hj) et le
coefficient d’échelle (H).

La seconde partie indique pour chaque échelle construite le nombre d’items, le coefficient
d’échelle, la liste des items composant cette échelle et le coefficient d’intégration de chaque
item dans 1’échelle.
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C.13 Le programme Stata hcaccprox

. hcaccprox c* eb* m*, detect(10)

Indexes to test the 10 latest partitions of the items

Only one cluster:
clusters:
clusters:
clusters:
clusters:
clusters:
clusters:

© 00 N O O W N

clusters:
clusters:

10 clusters:

DETECT Iss
.00082 -0.16402

|
(@]

-0.00081 -0.17989
0.00039 -0.09524
0.00384 0.17989
0.00472 0.24339
0.00477 0.23810
0.00467 0.22751
0.00437 0.21693
0.00613 0.38624
0.00582 0.35979

| |
o O

O O O O O O O O

R

.08200
.08131
.03924
.38574
.47399
.47962
.46948
.43934
.61583
.58477

IV. Annexes

Cette premiére commande permet de visualiser en une seule fois les caractéristiques des
dix plus petites partitions des items. La partition en 9 clusters semble la plus pertinentes car
elle maxime les indices DETECT, Iss et R. On peut obtenir la composition des 9 clusters en

tapant :

. hcaccprox c* eb* m*, part(9)

Number of clusters : 9

Cluster
Cluster
Cluster
Cluster
Cluster
Cluster
Cluster
Cluster
Cluster

© 00 N O O WN =

: ebd

m7

ml10

eb3 eb6

m3 m4

ebb eb7

cl cb c8 c4 c7 c9 c2 c3 c6
ebl eb8 eb2 eb9

m2 m8 m6 m9 ml mb

C.14 Le programme Stata detect

. detect c* eb* m*x , part(9 9 10) noscores

DETECT : 0.0066
Iss : 0.4656
R : 0.6675
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Correlations Items-Rest-Scores

Items dim 1 dim 2 dim 3
cl 0.3129 -0.0853 0.0228
c2 0.3980 -0.0726 -0.0042
c3 0.4265 -0.0543 0.0296
cd 0.4763 -0.0055 -0.0846
cb 0.3962 -0.0750 0.1163
c6 0.4088 -0.0150 0.0392
c7 0.5633 0.0108 0.0044
c8 0.4612 -0.0061 -0.0023
c9 0.4760 0.0473 -0.0196
ebl 0.0720 0.3060 0.0186
eb2 -0.0938 0.2102 -0.2358
eb3 -0.0257 0.2463 -0.1314
ebd -0.0698 0.0504 -0.0337
ebb 0.0191 0.2177 -0.1735
eb6 -0.0386 0.1606 -0.1117
eb7 -0.0046 0.3082 -0.1774
eb8 -0.0059 0.3138 0.0061
eb9 -0.1029 0.2592 -0.1310
ml 0.0276 -0.0947 0.3662
m2 0.1000 -0.0470 0.3414
m3 -0.0964 -0.1295 0.1383
m4 -0.0514 -0.0721 0.3482
mb 0.0151 -0.1219 0.3285
mé -0.0026 -0.1947 0.4684
m7 0.0957 -0.05634 0.1750
m8 0.0487 -0.1857 0.4425
m9 0.0084 -0.1461 0.5143
ml0 0.1154 0.0586 0.2499

Seulement 47% des covariances vérifient une structure simple (Iss=0.4656), et seulement
67% de la covariance vérifie une telle structure (R=0.6675). Cela signifie que la structure
initiale des trois sous-échelles du SIP ne vérifie pas une structure simple. En étudiant les
corrélations entre les items et les sous-scores, on note en effet des corrélations positives (parfois
assez importantes) entre des items et des sous-scores d’une autre dimension : par exemple, c5
et le sous-score "mobilité" (dimension 3) ont un coefficient de corrélation de 0.1163, m2 et
le sous-score "communication" (dimension 1) ont un coefficient de corrélation de 0.1000, ou
ml0 et le sous-score "communication" ont un coefficient de corrélation de 0.1154. D’autres
items ont aussi de faibles corrélations avec le sous-score de leur dimension : eb4 (0.0504), eb6
(0.1606), m3 (0.1383) ou m7 (0.1750).



