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1-INTRODUCTION.

Choisir entre deux hypotheses est un des problemes fondateurs de la
statistique mathématique. Il n’existe pas de solution miracle, suivant la modé-
lisation choisie pour cette prise de décision on obtient des solutions différentes. Le
choix entre ces différents cadres décisionnels est un probleme externe a la statis-
tique mathématique, il dépend du champ d’application considéré. La procédure
choisie fournit une aide a la décision qu’il est difficile d’interpréter sans tenir
compte des criteres qui ont structuré sa production. Pourtant, I'utilisateur in-
terprete souvent ses résultats sans tenir compte de la modélisation sous jacente
avec laquelle il travaille (cf. [Wan.]). On peut méme se demander si une méthode
statistique n’est pas d’autant plus populaire qu’il est possible d’oublier les bases
de sa construction dans sa mise en ceuvre. Les tests statistiques finissent par dire
oui ou non a des seuils conventionnels sans référence a la dissymétrie de traitement
entre les deux hypotheses. De plus, quand 'hypothese H traduit la notion d’effet
négligeable, elle prend souvent la forme d’un effet parfaitement nul. Il devient alors
paradoxalement plus facile de prendre une décision a partir d’un échantillon, qui
est parfois simplement une sous population, qu’a partir d’un travail exhaustif s’il
était possible. Les utilisateurs semblent peu friands de réponses qui laissent place
au jugement comme une probabilité a postériori sur l'espace des parametres ou
des décisions. Et dans ce cas, il est rare de trouver une probabilité a priori liée au
champ d’étude, elle est le plus souvent non informative. Le point de vue que nous
allons développer n’empéche évidemment pas les pratiques magiques. Nous avons
simplement essayé de rendre difficile 'oubli du caractere aléatoire des procédures
statistiques, en optant pour une aide sous la forme d’une probabilité sur I'espace
des décisions. Ce type d’inférence a été défendu dans de nombreux travaux (cf.
[KroM])).

L’étude d’un probleme de décision statistique passe par la donnée de
criteres de sélection entre les différentes regles de décision considérées. Clas-

siquement on commence par se donner une fonction de perte et on compare les
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procédures de décision a partir des fonctions de risque correspondantes. Il est
rare qu’un choix unique de ce critere s’impose, bien que I’étude de certaines fonc-
tions de perte soit privilégiée, par exemple la perte quadratique dans le cadre
de l'estimation ou le risque de se tromper pour le choix entre deux hypotheses.
Meéme si ce dernier choix parait assez “naturel”, d’autres pertes sont possibles, en
particulier si on regarde ce probleme de choix entre deux hypotheéses comme un
probleme d’estimation (cf. [HwaC], [Rob.] p. 186). Les fonctions de risque per-
mettent d’introduire un préordre partiel sur les regles de décision et ainsi de
sélectionner les regles admissibles. Cette premiere sélection s’obtient en comparant
les regles entre elles, elle ne dérive pas de propriétés intrinseques. Nous allons dans
cette étude partir de telles propriétés pour définir les “bonnes” regles de décision,
celles que nous appellerons “experts”. Une regle pourra étre déclarée expert sans
avoir a la comparer a l’ensemble des autres regles. La propriété de base que nous
imposons aux experts est simplement que le diagnostic d, 6 appartient a ©4, doit
étre plus probable quand 6 appartient a ©4 que lorsque 6 n’y appartient pas. C’est
une notion de regle non biaisée, mais pour que cela suppose une connaissance fine
du modele nous imposons que cette propriété soit aussi vérifiée conditionnelle-
ment a tout événement non négligeable, et pas simplement globalement comme
c’est généralement le cas. Quand ils existent les experts ne sont ainsi pas trop
dépendants de I'espace des réalisations et de ’espace des parametres choisis. Cette
définition des experts sera précisée par la suite, nous restons dans cette introduc-
tion au niveau des idées directrices. L’exemple simple de la famille des lois normales
de moyenne inconnue 6 €IR et de variance 1 nous servira a imager notre propos.
Lorsque les hypotheses sont unilatérales les experts sont les regles admissibles pour
le risque de se tromper. Mais pour les hypotheses bilatérales les experts se réduisent
aux regles triviales qui décident toujours la méme hypothese. On peut dire que
c’est a peu pres ce qui se passe dans tout modele statistique a rapport de vraisem-
blance monotone. Nous allons étre amené a traiter deux problemes différents : un

trop plein d’experts d'un coté et une pénurie d’experts de 'autre.



Commencons par le premier cas : que faire de tous ces experts ? Le statis-
ticien se trouve souvent dans une situation semblable, par exemple avec un ensem-
ble de regles admissibles. Il se donne généralement des criteres supplémentaires
pour essayer de sélectionner une regle de décision : recherche d’un test U.P.P.
(uniformément plus puissant), d’un test sans biais U.P.P., d’un test invariant
U.P.P., d'une regle de Bayes, d'une regle minimax, etc. Pour nous cela reviendrait a
chercher un expert qui soit plus expert que les autres. Voila qui sonne étrangement
car le vocabulaire choisi traduit le fait que nous ne voulons pas sélectionner un
expert. Ceci nous obligerait a fournir a I'utilisateur une réponse en tout ou rien,
ce qui finit par cacher son caractere aléatoire. Nous préférons considérer nos ex-
perts comme égaux en droit, les faire voter et fournir a l'utilisateur le résultat
de ce vote, c’est-a-dire une probabilité sur 1’espace des deux décisions possibles.
Il se trouvera dans une situation semblable a celle obtenue quand on transforme
une probabilité a postériori en une probabilité sur ’ensemble des décisions. Pour
faire voter nos experts il faut définir une probabilité sur ’ensemble des experts.
Nous en avons associé une a chaque probabilité du modele en essayant d’accorder
d’autant plus de poids a un ensemble d’experts qu’il est formé d’experts donnant
des résultats différents sous cette probabilité. Nous avons alors autant de votes que
de valeurs du parametre et il y a bien des manieres de les synthétiser. Reprenons le
cas d’hypotheses unilatérales dans I'exemple des lois (N (6,1))geir. Pour le choix
entre H : 0 < 6y et H : 0 > 0y, on peut dire que le vote associé a la proba-
bilité frontiere N (6p, 1) est une solution de type minimax, sous chaque hypothese
elle choisit le plus favorable des votes défavorables. C’est un vote neutre au point
frontiere, c’est-a-dire que lorsque 6y est la valeur du parametre les votes en faveur
de H (resp. H') ont une fréquence moyenne égale & % Pour chaque observation on
associe alors a la décision H : 6§ < 0y une fréquence de votes qui se trouve étre le
seuil minimum de rejet du test de H contre H'. La fréquence des votes en faveur de
H’ est aussi un seuil minimum de rejet, celui du test de H' contre H. Ceci donne un

sens nouveau a la notion de p-value qui correspond mieux a son utilisation courante



et peu orthodoxe, comme indice de fiabilité du choix d’une des hypotheses. Cette
probabilité sur ’espace des décisions est obtenue sans l'introduction d’une loi a
priori non informative, comme dans le cadre bayésien. Il est cependant possible de
synthétiser ’ensemble des votes en faisant une moyenne a partir d’une probabilité
sur ’ensemble des parametres et donc de prendre en compte des informations a
priori. Cette probabilité sert de pondération, nous ne parlerons pas de probabilité
a priori car elle ne se comporte pas de facon semblable. Par exemple, en analyse
bayésienne les p-values précédentes se trouvent en prenant pour loi a priori la loi
impropre non informative définie par la mesure de Lebesgue, alors que dans notre

cas il faut prendre la masse de Dirac en 6.

Analysons maintenant le cas ou il n’y a que les experts triviaux. C’est ce
qui se passe pour les hypotheses bilatérales dans ’exemple des lois (N (60,1))ocir-
On peut penser diminuer les contraintes imposées par la définition des experts
en travaillant sur une sous tribu, ce qui diminue ’ensemble des événements sur
lesquels la propriété de base des experts doit s’appliquer conditionnellement.
Si 'on consideére les hypotheses bilatérales H : 6 € [—0y,+00] et H : 0 €
] = 00, —0p[U] + 6o, +00[ on peut symétriser le probleme en se restreignant a la
tribu engendrée par les intervalles de méme probabilité sous 6y et sous —8g, c’est-
a~dire les intervalles symétriques par rapport a 0. Il existe alors des experts, c’est
comme si on travaillait sur le modele image du précédent par la statistique valeur
absolue, 6 et —f étant confondus car de méme image. Le résultat du vote sous 6y
ou —0y fournit le seuil minimum de rejet du test sans biais de H contre H' comme
fréquence des votes en faveur de H. La fréquence des votes en faveur de H’ est
quant & elle le seuil minimum de rejet du test de H' contre H. Cette solution repose
sur une symétrie du probleme de décision par rapport a 8 = 0, elle est justifiée
s’il est équivalent pour l'interprétation d’avoir 8 < —0y ou 6 > +6,. On casse
ainsi la structure d’ordre classique sur © =IR pour la remplacer par le préordre
induit par la distance a 0. Dans bien des cas la structure de départ garde un sens

méme pour des hypotheses bilatérales, le choix principal est entre H et H' mais
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0 < —b6y et 8 > +0p ne signifient pas la méme chose. 1l est alors intéressant que
le vote par rapport a ces hypotheses proviennent de votes pour les hypotheses
unilatérales définies par le point frontiere —0y d’une part et celles définies par 6y
d’autre part. Nous avons pour cela introduit la notion de votes compatibles sur
une famille d’hypotheses unilatérales. Dans le cas précédent il suffit que pour toute
observation la fréquence des votes en faveur de la décision 8 < —6 soit inférieure
a la fréquence des votes en faveur de la décision 6 < +6y. On peut alors définir
une probabilité sur les trois événements | — oo, —0y[, [—6o, +0o] et | + 0y, +00[ donc
sur les hypotheses H et H’. Cette maniere de faire a Iavantage d’imposer une
cohérence entre les solutions de problemes de décision qui reposent sur une méme

structuration de I’espace des parametres par rapport aux interprétations possibles.

La notion de votes compatibles prend tout son intérét quand I'analyse du
parametre est structurée par un ordre. L’ensemble des hypotheses unilatérales joue
alors un role fondamental. Dans un modele a rapport de vraisemblance monotone,
définir des votes compatibles sur cette famille d’hypotheses revient a définir une
probabilité sur l’espace des parametres muni de la tribu de l'ordre. Quand ©
est un intervalle de IR muni de 'ordre usuel on définit généralement des votes
compatibles en associant a chaque probleme de décision unilatéral le vote défini
par la probabilité frontiere entre les deux hypotheses. Dans l'exemple des lois
(N(6,1))pcir on obtient sur les boréliens de ©® =IR la loi normale centrée sur
I’observation obtenue et de variance 1. On peut aussi obtenir des votes compatibles
en utilisant des pondérations sur I’espace des parametres. Ceci est particulierement
intéressant dans le cas ou on a une information a priori a introduire. La solution
du vote frontiere ne suppose, elle, aucune information a priori, elle donne d’ailleurs
souvent une loi sur les parametres qui peut étre considérée, dans le cadre bayésien,

comme la loi a postériori d’une loi a priori non informative.

La probabilisation de I'espace des parametres muni de la tribu de 'ordre permet
de définir une probabilité sur n’importe quelles hypotheéses, un peu comme une

probabilité a postériori. Il est cependant préférable que les hypotheses aient une
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interprétation liée a l'ordre qui structure ©. Lorsque l’espace des parametres
n’est pas ordonné, mais est un produit d’espaces ordonnés il est souvent possible
d’obtenir une probabilisation de cet espace. Lorsque chaque espace ordonné
peut étre probabilisé de facon indépendante on prendra la loi produit. Dans le
cas contraire il faudra hiérarchiser les ordres et construire des probabilités de
transition. Pour un parametre fantome cela revient a trouver une solution au
probleme de décision défini en fixant ce parametre, et & obtenir une probabilisation

conditionnelle sur ’espace du parametre fantome.



2-CHOIX ENTRE DEUX PROBABILITES.

2.1 DEFINITION DES EXPERTS.

Dans ce cas particulier ’espace des parametres se réduit a deux éléments
© = {0, 1}. On peut toujours supposer que les deux probabilités Py admettent une
densité pg par rapport & une mesure p sur (2, A) (cf. [Leh.] p. 74). Il y a deux
décisions possibles d = 0 et d = 1 qui correspondent respectivement au choix de
0 = 0 et de 8 = 1. Une regle de décision est alors définie par une statistique réelle
¢ a valeurs dans D = {0, 1}. Pour la réalisation w € €2, on décide d = ¢(w).

Comme nous l’avons expliqué dans l'introduction nous allons essayer
de définir les experts en imposant des propriétés qui ne font pas intervenir des
comparaisons entre regles de décision. Ces propriétés doivent pouvoir se vérifier ou
s’infirmer en ne considérant que la regle de décision qui postule au label d’expert.

Nous allons commencer par ce que l'on ne veut pas, donc par une
propriété qui ne peut pas étre 'apanage d’un expert. Face a une réalisation w
un expert doit diagnostiquer entre § = 0 et = 1, on ne peut pas accepter que la
probabilité qu’il décide d = 0 quand 6 = 0 soit plus faible que lorsque 6 = 1. Il est
bien siir équivalent de dire que 1’on ne veut pas que la probabilité de décider d = 1
soit plus faible pour § = 1 que pour 6 = 0. Ceci revient a dire qu'un diagnostic d
doit avoir plus de chance d’étre produit quand il est bon que quand il est mauvais.

Sous cette condition un expert doit vérifier :

Pi({¢ =1}) = Ei(¢) = Po({¢ = 1}) = Eo(d)

(Ey est opérateur espérance par rapport a Pp).

C’est la notion classique de sans biais. Cette propriété est globale, elle
repose sur les moyennes de ¢. Elle n’est pas tres contraignante localement. Par
exemple si elle est strictement réalisée, F1(¢) — Eo(¢) = g > 0, on peut inverser
la, décision sur tout événement A inclus dans {¢ = 0} (resp. {¢ = 1}) des que

Py(A) < g (resp. P1(A) < q). Ceci nous montre que la réalisation de cette propriété
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ne suppose pas une connaissance fine de la structure du modele. Pour cela il faut
essayer de I'imposer conditionnellement a tout événement C'. Si C est de probabilité
non nulle sous Py et P, on peut définir un modele statistique conditionnel ;

(Q2, A) est muni des probabilités P’ définies par :
Vo€ {0,1} VBecA PY(B)=Py(BNC)/Py(C).
Dans ce nouveau modele un expert doit alors vérifier :

PP({¢p=1}) = EY (¢) > Py ({6 = 1}) = Ej (¢)

(ES est opérateur espérance par rapport a P{). Lorsque Py(C) ou Pi(C) est
nulle on ne peut plus définir de modele statistique conditionnel. Mais dans ce cas,
si 'une des deux probabilités est non nulle, par exemple Py(C) # 0, un expert doit
décider d = 0 sur Py presque stirement tout C'. Ces considérations nous conduisent

a la définition suivante :

Définition 2.1.1

Soit le modéle statistique (Q,.A, (Pe)ee{o,l})~ Un expert du choix entre
Py et P, est une regle de décision ¢ : (2, A) — {0,1} qui vérifie pour tout
événement C' :
P (Cn{p=0})=0si P(C)=0
Py(Cn{p=1})=0si P (C)=0
Ef (¢) > E§ (¢) si Py(C) # 0 et Pi(C) #0.

Le probleme du choix entre deux probabilités, Py et P, est traité de
deux manieres dans la théorie des tests, suivant qu’on privilégie Py ou P;. On
parle du test de P, contre P; ou du test de P; contre P,. Ce sont les tests de
Neyman qui sont sélectionnés.

Rappelons qu’on appelle test de Neyman de P; contre Py (cf. [Mon.2] p. 135) une
fonction de test pour laquelle il existe k dans IR tel que :

Pp(w) E 1sur {we Q;py < kpi} et
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d(w) = 0sur {weQ;po>kpr}
(avec la convention co x 0 = 0, la notation = signifiant : Py et P; presque
stirement).

Ce sont les tests de Neyman communs aux deux problemes de test : Py contre P;

et P; contre Py, qui vont jouer un role fondamental dans notre probleme. Nous

allons commencer par mettre en place cet outil.
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2.2 FONCTIONS DE TEST SIMPLES.

Considérons les événements suivants :
So = {w € Q; po(w) > 0},
51 ={weQ;pi(w) >0},
Qe ={weQ;po(w) =kpr(w)}{SoUS1} pour k €IRT,
Do = {w e Q; pr1(w) =0} = S%.

La famille {Qy}, <7+ forme une partition de §2. On vient ainsi de définir
une statistique K & valeurs dans IRT qui peut étre considérée comme le rapport
entre les densités py et p; (la forme indéterminée 0/0 prenant ici la valeur + 00).
Cette statistique est unique, Py et P} presque strement, c’est-a-dire que presque
stirement, elle ne dépend pas de la mesure et des densités choisies pour exprimer
Py et Py (voir annexe I ).

On peut définir les tests de Neyman de P; contre P (voir 2.1) en utilisant
la statistique K. ¢ est un de ces tests si ¢ p:'S'ZI{K<+OO} ou si il existe k €IR™
tel que 1l{g iy pg.s. 10} %‘S.H{ng}. Pour k£ = 0 seul le test ¢ p:'S'JI{Kgo} est
intéressant puisque ceux qui ne valent pas presque stirement 1 sur l’événement
{K < 0} sont de méme puissance (Py({¢ = 0}) = 1) mais de seuil plus grand.
Il reste alors les tests de Neyman communs aux deux problemes de test. Ils sont
définis par l'une des propriétés : ¢ p:'S'JI{KSO}, k< pﬁs. [0) %S.JI{KSIC} et
k eIR}, ¢ I {K <+ o0}~ Les fonctions indicatrices qui permettent de définir ces

tests de Neyman vont jouer un role essentiel.

Définition 2.2.1

Soit (k,B) € {(O, 1);{(k, B)}rer+, pefoy; (oo,())}. La fonction de test
simple associée a (k,() est définie par : ¢y, 3y =1 gy +B. HUig—py (la
statistique K est le rapport des deux densités pgy et py).

Considérons les tests de Neyman compris presque siirement entre les
deux fonctions de test simples ¢ ) et @1y pour k €IR}. Tls sont presque

stirement égaux si Po({K = k}) = 0 et PLA{K = k}) = 0. Dans le cas
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contraire, ces deux probabilités sont non nulles puisque k& €IR}. Elles définissent
sur { K = k} un modele conditionnel composé de deux probabilités identiques. Ce
qui différencie principalement les tests de Neyman ¢ compris entre ¢ o) et ¢, 1)
c’est la probabilité de décider d = 1 quand l'événement {K = k} est réalisé :
B=P({p=1}N{K = k})/Py({K = k}). Pour tout $ dans l'intervalle [0, 1] on
peut trouver une regle de décision ¢ : 2 — {0, 1} ayant la propriété précédente, si
I’événement { K = k} contient des événements de probabilité conditionnelle 5. Ceci
peut étre impossible, par exemple si on prend pour modele le modele image de la
statistique exhaustive K. Afin de remédier a cet inconvénient, qui peut introduire
des discontinuités dans le traitement du probleme, on utilise souvent des fonctions
de test aléatoires : ¢ est a valeur dans [0, 1] et ¢(w) représente la probabilité de
décider d = 1. Pour prendre une décision il faut alors faire intervenir un aléa sur
D = {0,1} qui donne & d = 1 la probabilité ¢(w) d’étre obtenu. Si on introduit
cet aléa dans le modele on obtient de nouveau des regles de décision déterministes,
c’est-a-dire a valeur dans {0, 1}. Stevens [Ste.] par exemple utilise cet artifice pour
améliorer les intervalles de confiance dans le cas du parametre d’une loi binomiale.
Nous reviendrons sur cette difficulté de la répartition d’une masse en k €IR} entre
les décisions d = 1 et d = 0. Elle disparaitra quand nous ferons voter nos experts
sans avoir a introduire les fonctions de test aléatoires ou a utiliser un surmodele
contenant un aléa. Nous pourrons ne faire voter que les fonctions de test simples.
Considérons 'ensemble des fonctions de test simples :

Py = {¢(0,1)? {qb(k:ﬁ)}kEIR;“,ﬁe{O,l}; ¢(oo,o)}-

Il est totalement ordonné par la relation d’ordre partiel usuelle sur les fonctions.
Aussi nous le noterons parfois [¢ (1), P(c,0)]- L’ordre obtenu coincide avec celui

induit par l'ordre lexicographique sur les couples (k, 3) :

kE<k
(k,B) < (K.0) <=4 ou
k=K et B<8.

Il permet de définir les bornes supérieure et inférieure d’un sous ensemble de

fonctions de test simples.
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L’opérateur Ey, espérance par rapport a Py, est croissant sur &, =

[0,1)s P(c0,0]-
Eo(dk,8)) = [o O, dPs = Po({du,p) = 1}).

(k, 3) 0,1) (00,0)
Eo(ék,3)) 0 /1= FPy(Q)
Ei(bkp) | P1(0) 1

On a toujours Ei(d.5) — Eo(dk.) = [o@ke P —po)du > 0; en effet
b3y (P1 — po) = 0 pour k < 1 et pour k > 1 (o) — é1,1))(p1 — po) dp >

fQ(l - <Z5(1,1))(p1 - po) dp = fQ —¢(1,1)(p1 - po) dps.
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2.3 ENSEMBLE DES EXPERTS.

Nous allons démontrer que les experts sont les tests de Neyman
déterministes communs aux tests de Py contre P; et de P; contre FPy. Ce que

nous allons écrire en utilisant les fonctions de test simples, comme en 2.2.
Proposition 2.3.1

Les experts sont les régles de décision ¢ : (2, A) — {0,1} presque
sturement ordonnables dans l’ensemble des fonctions de test simples : &5 =

[$(0,1), D(00,0)]- Cest-a-dire qu’il existe des fonctions de test simples, égales ou

p.s. p.S.
consécutives, encadrant presque surement ¢ : x5y < ¢ < Qi 1)

Cette propriété est vérifiée s’il existe ¢ 3) presque strement égale a ¢
A . p.S. p.S. X p.s. A b.s.
ou s’il existe k €IR] tel que Py < ¢ < P&,y (larelation < signifiant <

. D.s.
sans avoir = ).
Démonstration

I — Condition nécessaire.

Soit ¢ un expert. On cherche k € IR*, 3 et 3 dans {0,1} tels
p.s. p.s.
que : ¢pp < ¢ < Gup-

Par construction de Qg et o, (voir 2.2) on a Py(Qy) = 0 et P1(2s) = 0.

La définition des experts entraine alors : P;(Q N {¢ = 0}) = 0 et
p.S. p.S.
Py(2s N{¢ = 1}) = 0. Ce qui peut s’écrire ¢p,1) < < P(o0,0)-

Nous pouvons maintenant définir
Plko,Bo) = SuUp{P’ € [(0.1), P(o0,0)] 5 ¢’ < ¢} et
Dy gy = inf{d € [b(0,1), Poo,0)]; @ < ¢}
Si kg > ki, pour k €]ky, ko[ on a évidemment
P (k,0) pg.s. 10) pg‘s‘ Gk,1)- Ces inégalités sont aussi vérifiées pour k = ko,
lorsque 0 < kg = k1 < 400. Lescas kg = ky = 0et kg = k1 = +©

correspondent & ¢ = b0,1) et ¢ 2 ?(50,0)-

Il nous reste a montrer que I'on ne peut pas avoir kg < kq.
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Pour cela nous allons supposer ky < ki et trouver un
événement C vérifiant : Py(C) # 0, P (C) # 0 et ES(p) < EF(¢).
Par définition, ceci contredira le fait que ¢ est un expert.

Soit k €]ko, k1]

Considérons I'événement A = {¢0) — Ako,8,) = 1} N{¢ = 0}. La
définition de ¢, g,) entraine que Py(A) ou Pi(A) est non nulle, sinon
on aurait @, g,) < O(k,0) pg's' ¢. De plus, sur A C Q — (Qg U Q) les
densités pg et p; sont strictement positives, on a donc : Py(A4) # 0 et
Pi(4) £0.

De meéme, la définition de ¢, g,) entraine que l'événement B =
{Dh1,81) — Pk,1) = 1} N{p = 1} vérifie : Py(B) # 0 et P(B) # 0.
L’événement C' = AU B est bien stir de probabilité non nulle sous Py et
Py, pour finir nous allons montrer qu'il vérifie : EX(¢) < ES(¢). On a
EG (¢) = Po(B)/[Po(A) + Po(B)] et EY (¢) = Pi(B)/[P1(A) + Pi(B)],
avec Py(A) = [,podp < [, kprdp = kP (A) et Po(B) = [gpodp >
[ kp1 dp = kP1(B), ce qui entraine Py(A)/Py(B) < P1(A)/Py(B); on

en déduit alors facilement 1’'inégalité recherchée.

IT — Condition suffisante.

Soit ¢ une regle de décision encadrée presque siirement par
deux fonctions de test simples égales ou consécutives : ¢ g pg's' 10} pg's'
G k,p)- On doit démonter que ¢ est un expert. Pour cela on considere
un événement C' et on envisage les trois cas de la définition 2.1.1.

1% cas : Py(C) = 0.

C est donc P; presque stirement inclus dans €2 ; de plus comme
[0) pZ'S. Ok,8) = P(0,1), ¢ est presque stirement égale a 1 sur g ; I'égalité
recherchée, P, (C N{¢ = 0}) = 0 s’en déduit facilement.

29 cas : P (C) = 0.

Dans ce cas C' est Py presque sturement inclus dans ., et ¢

p.S.
est presque sirement égale a 0 sur Qq, puisque : ¢ < O ) < P(0,0) 3
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on obtient alors facilement 1’égalité recherchée : Po(C' N{¢p =1}) =0.
3% cas : Py(C) # 0 et P(C) #0.
Considérons le modele statistique conditionnel :
(2, A, (P )peq0,13y) avec Py de densité (1/Py(C)) 1 par rapport a Py.
Dans ce nouveau modele ¢ est encore un test de Neyman, elle définit
un test uniformément plus puissant, pour tester PS contre PC au seuil
(1/Py(C))Eo(1Ic .¢) = E§(¢) et pour tester PC contre P au seuil
(1/P(C))E(1Ic .(1 — ¢)) = EF(1 — ¢). La puissance étant supérieure
au seuil on a bien EY(¢) > ES(¢) (cf. [Leh.] p. 76).
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2.4 VOTES DES EXPERTS.

Les experts font partie des procédures de décision admissibles pour le
risque classique : la probabilité de se tromper. Si on voulait sélectionner un expert
il faudrait imposer des contraintes supplémentaires. Dans la théorie des tests on
privilégie une hypothese, par exemple Hy : § = 0, on fixe un seuil « et on s’intéresse
aux procédures de décision qui vérifient Ey(¢) < a et maximisent F1(¢). Le lemme
fondamental de Neyman et Pearson (cf. [Leh.] p. 74) nous donne la solution. Cette
maniere de faire est bien sur critiquable. Certains vont préférer donner un indice
d’aide & la prise de décision comme la p-value, le seuil minimum de rejet (cf. [Sch.]).
D’autres vont refuser la dissymétrie totale de traitement des deux hypotheses
en acceptant une troisieme décision, celle de ne pas conclure (cf. [Mor.1] [Ney.]
[Nik.1]).

La difficulté du choix d’un expert provient du comportement opposé des deux

risques Ey(¢) et E1(1 — ¢), quand 'un diminue 1’autre augmente.

(k, B) (0,1) /! (00,0)
Eo(ék,3)) 0 /1= FPy(Q)
Ei(1=dwp) | 1—Pi(Q) \ 0

On peut supprimer cet inconvénient en construisant un risque unique, synthese
des deux précédents. La difficulté est alors transférée au choix de cette synthese.
Dans le cadre Bayesien c’est le choix de la probabilité a priori sur © = {0,1},
c’est-a-dire les pondérations des deux risques. On sélectionne ainsi une procédure
de décision qui minimise la moyenne pondérée des deux risques. Mais bien souvent
on fournit a 'utilisateur la probabilité a postériori sur © = {0, 1} et on le laisse se
forger sa propre opinion a partir de cette probabilité sur ©, qu’il transformera en
probabilité sur D = {0,1}.

Dans la plupart des pratiques, le choix d'une procédure de décision est
illusoire, 'utilisateur ne peut pas mettre en avant les yeux fermés la réponse
fournie, méme si elle est déterministe. I1 doit défendre les criteres qui ont présidé au

choix de cette procédure. Pour une application donnée ces criteres font rarement
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I'unanimité des utilisateurs, plusieurs regles sont légitimes. Comme elles donnent
leur avis gratuitement, aucune contrainte économique ne nous empéche de les
entendre toutes. C’est ce que nous nous proposons de faire pour les experts. La
difficulté sera alors de résumer leurs réponses. Pour cela nous accorderons a chacun
d’eux un poids spécifique en probabilisant ’ensemble des experts sélectionnés.

L’utilisateur obtiendra le résultat de ce ”vote”

d’experts sous la forme d’une
probabilité sur D. Bien entendu nous ne chercherons pas a probabiliser I’ensemble
des experts par une masse de Dirac car nous retrouverions le probleme de
la sélection d’un expert. Nous allons plutot essayer de faire voter les experts

“démocratiquement”.

Avant d’étudier comment répartir les voix des experts, il nous faut mieux
définir les votants. Par exemple, des experts presque stirement égaux ne feront
qu’un, ils n’auront droit qu’a une seule carte de vote. Nous voulons aussi que
les différentes fagons de modéliser le probleme de décision n’influencent pas les
résultats. C’est bien sir la valeur de la statistique exhaustive K, le rapport des
densités, qui joue le role fondamental. Elle est unique presque sturement (voir
annexe I). Mais nous avons vu qu'’il y a des experts qui ne sont pas uniquement
définis, presque sturement, par la valeur de K. Ce sont ceux correspondant a
une fonction de test ¢ strictement encadrée par deux fonctions de test simples
consécutives : @z o) p<'S' [0) p<'S' G(k,1) (voir la proposition 2.3.1). Ces experts ne
peuvent exister que pour k& €IR} et a condition qu’il y ait une masse en k :
Py({K =k})>0et PL({K = k}) > 0. Cela ne suffit pas, il faut pouvoir partager
cette masse entre les décisions d = 0 et d = 1. Ce qui n’est pas possible quand
) est constitué des valeurs de K. L’existence de tels experts suppose donc que
I’ensemble des réalisations ) contienne des informations superflues, par exemple
un aléa permettant de prendre une décision a partir d’une regle aléatoire (voir 2.2).
Quand il existe plusieurs experts de ce type pour un méme k, ce qui les différencie
c’est principalement la part de Po({K = k}) et Pi({K = k}) qu'’ils consacrent a

la décision d = 1. S’ils le font sur des réalisations différentes dans {K = k} ceci
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n’a pas d’importance puisque sous {K = k}, les probabilités conditionnelles sont
uniformes. Les experts compris strictement entre ¢ 0y et ¢ 1) peuvent donc sur
{K = k} faire ce qu’ils veulent, le choix entre Py et P, n’est plus structurant, seule
la limitation des informations inutiles peut les restreindre. Nous allons commencer
par refuser toute information superflue et donc nous limiter aux experts dépendant
de la statistique exhaustive K. Ce qui revient a faire voter les experts définis par
I’ensemble des fonctions de test simples.

La répartition des voix sur @5 = [¢(0,1), P(c0,0)], consiste a probabiliser
®,. Pour cela nous le munissons de la tribu borélienne correspondant a la topologie
de l'ordre. Un intervalle de ®, aura d’autant plus de poids que ses extrémités
¢ et ¢ sont des experts différents. Il semble naturel d’exprimer ces différences
en comparant les moyennes des experts sous FPy. Des experts égaux presque
stirement ne compteront alors que pour un, car sur ®,, les classes d’équivalences
formées d’experts de méme moyenne sont celles définies par 1’égalité presque
stire. On définit alors une probabilité sur ®, en posant pour ¢ €]¢ g 1), P(c0,0)[ :
mg([¢0,1), ¢]) = Eo(¢). Il en est de méme si I'on pose my([¢(0,1), ¢]) = Ep(4). Ces
deux probabilités sont identiques si la fonction de répartition de K est continue.
Dans le cas contraire il existe k €IR;} possédant une masse : Py({K = k}) > 0.
Cette masse est affectée a @1, o) par mg et a (i, 1) par my. En fait, il semble légitime
de partager équitablement la masse. Pour une réalisation w, le résultat du vote est

alors une probabilité @y sur D définie par Q5 ({1}) = f% d(w) d(meg +my) /2.

Définition 2.4.1

Lorsqu’on réalise w appartenant a {K = k}, le résultat du vote des

experts sous Py est une probabilité QQ§ définie sur I’espace des décisions par :

1 si k=0
Qs ({1}) = A1/2)P({K =k}) + Po({K > k}) =1 — Ep(d(r,1/2)) st IZ €IRf
0 st = 00

(avec 172y =1 <py +(1/2) Hix=py= (1/2)[d(k,0) + d,1)])-
On retrouve la notion de p-value, plus exactement celle de mid-p-value
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(cf. [Rou.]). Si on fait voter les experts en utilisant Py pour les différencier, la
fréquence de la décision d = 0 quand on réalise w, QF ({0}), est un seuil minimum
de rejet du test de Hy : € = 0 contre H; : § = 1. Dans le cas ol on répartit les voix
en utilisant P, la fréquence de la décision d = 1, QY ({1}), est un seuil minimum de
rejet du test de Hp : = 1 contre H; : § = 0. S’il y a une masse en k €IR], ce seuil
minimum de rejet correspond a une moyenne uniforme entre les seuils des tests
aléatoires a la limite du rejet quand on observe k. Ces tests aléatoires deviennent
des experts si on prend pour modele le produit du modele image de K par l'aléa
sur [0,1] muni de la probabilité uniforme. On obtient ’ensemble ®. des experts
définis par ¢, g)(w,u) =1 xcpy (W)+ Uyig—py (). 1o (u) avec k €IR] et
B € [0,1]. On peut définir comme précédemment des probabilités mg et my, cette
fois elles sont définies sur . muni de la topologie de 'ordre lexicographique, et
I'opérateur Ey désigne la moyenne par rapport au produit de Py par la probabilité
uniforme. Dans ce cas on a créé un continuum, les probabilités mg et mj sont
identiques. Il est facile de vérifier que pour cette probabilité, le résultat du vote

des experts de ®. est celui de la définition précédente.
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2.5 VOTE PONDERE.

Nous allons analyser ce qui se passe quand on fait voter les experts en
utilisant un mélange de Py et P;. Il est défini par une probabilité A sur © = {0, 1}
donc par A({0}) = A. Si 'on veut comparer les résultats obtenus avec ceux de
I’analyse Bayesienne a partir de la loi a priori A, il est préférable que A\ puisse
s’interpréter comme une prise de position en faveur de I'hypothese § = 0, donc
que la croissance de A entraine celle de la fréquence des experts qui décident P.
Comme E1(dk,)) — Eo(dk,z)) = 0 (voir fin de 2-2) on a Qg ({0}) < QY ({0}), le
mélange associé a A\ € [0,1] sera : (1 — X\)Py + AP;.

Définition 2.5.1

Soit A € [0,1]. Pour une réalisation w € ), on appelle vote des experts
pondéré par A, la probabilité définie sur I’ensemble des décisions par :
Q{1 = (1 = NQF{1}) + AQ7({1}).

QY est le résultat du vote des experts quand dans la définition 2.4.1 on
remplace la probabilité Py par le mélange (1 — \)Py + AP;. On retrouve bien les
votes Qf et QY pour A=0et A = 1.

On maximise la prise de décision en faveur de § = 0, en prenant A = 1. Le
vote des experts est alors établi a partir de P; et la fréquence de la décision d = 1,
Q% ({1}), est le seuil minimum de rejet du test de Hyp : 6§ = 1 contre H; : 6 = 0.
C’est le type de test qui permet de confirmer avec force la faveur accordée a 6 = 0
puisqu’on est alors dans le cas du rejet. On peut faire une remarque semblable
dans le cas ou on favorise # = 1, en prenant A = 0. C’est le seuil minimum de rejet
du test de Hy : # = 0 contre Hy : # = 1 qui intervient.

Meéme siici D = © = {0, 1}, la probabilité Q)§ ne peut pas étre confondue
avec la probabilité a posteriori A({6} | w) obtenue a partir de la probabilité a priori

A définie par A({0}) = A. Lorsque w appartient a Qj on a (cf. [Bor.] p. 283) :

1 si k=0
A{l} |w) = (1=XN)/[Me+1—=X)] si kelRf
0 st k= o0.
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Alors que la fréquence des experts ayant décidé P;, dans un vote pondéré par A,

est égale a :

1 si k=0
Qx({1}) = 1= (1= NEo(dp1/2) = AE1(bk1/2)) st k €IRT
0 st k= o0.

Exemple :

Considérons, par rapport a la mesure de Lebesgue, les deux densités :
po = (1/6) o) +(1/3) 111,21 +(1/2) 1|2 5 et
pr = (1/2) o) +(1/3) 11,20 +(1/6) Uz
Il y a trois valeurs de k utiles : 1/3, 1 et 3. Le tableau suivant donne le vote des

experts et la probabilité a posteriori en fonction de la pondération .

Q3 ({1}) A({1} | w)
11—\ 0,/1/2,/1 1-X| 0/1/2,/1
wel0,1] | B2 3/4,/5/6,/11/12 | 3=32 | 0,3/4 /1
well 2] | 22 1/3,71/2 ,/72/3 1-Xx| 0/1/2,/1
we (2,3 | 22 | 1/12,1/6 /1/4 = | 071/4 1

Le choix de A a des conséquences moins lourdes sur Q4 ({1}) que sur A({1} | w).
Pour une réalisation w, les réponses ont une amplitude de 1 dans le cas de la

probabilité a posteriori et de 2/12 ou 1/3 dans le cas du vote des experts.

Cette remarque ne dépend pas de l’exemple. Il en est toujours ainsi
quand w appartient & Q et k & IR] ; lorsque (1 — \) varie de 0 & 1, A({1} | w)
croit de 0 a 1 alors que Q{({1}) croit de 1 — E1(¢k,1/2)) & 1 — Eo(@d,1/2))-
L’amplitude de ces variations, Qg ({1}) — QY({1}), est maximum lorsque la
réalisation n’apporte aucune information, c’est-a-dire que w appartient a €y =
{K = 1}; elle vaut alors Ei(¢x1,1/2)) — Eo(d@1,1/2)) = Pi(B) — Po(B) avec
B ={we Q; po(w) < p1(w)}. Le centre de 'intervalle de variation correspond
ax=1/2,Q7,({1}) =1 - (1/2)[Eo(d®,1/2)) + E1(dk,1/2)], dans ce cas on ne
privilégie aucune des deux hypotheses, on les traite symétriquement. Ce qualificatif
peut s’appliquer a d’autres manieres de faire. Dans le paragraphe suivant nous en

verrons une qui repose directement sur les deux votes de base sans les mélanger.
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3-REGLES DE DECISION DE BOL’'SHEV.

3.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES.

Les regles de Bol’shev donnent une solution au probleme du choix entre
deux probabilités quand on accepte la possibilité de ne pas conclure (cf. [Nik.1] et
[Nik.2]). Bol’shev considére ’ensemble des décisions D’ = {0, 1,2}, la décision 2
voulant dire que les deux probabilités sont plausibles, on refuse de prendre position
en faveur de I'une d’elles. Une regle de décision &’ est alors une probabilité de
transition de (Q2,.A) vers (D', D’); D’ étant I’ensemble des parties de D’. Pour
toute partie C de D', ¢’ (w, C') représente la probabilité de décider que d appartient
a C, lorsqu’on observe w.

La perte utilisée par Bol’shev est celle qui donne pour risque la proba-
bilité de se tromper, on peut 'écrire L(f,d) = 1— 1l 2y (d). Pour une regle ¢’ il
considere donc les deux erreurs :

R(0,0") = [, UD, ) dé (w )} dPy(w) = Eg[1 —0'(.,{6,2})].
Bol’shev se fixe deux seuils a9 € [0,1] et a3 € [0,1]; il s’intéresse aux regles
&' vérifiant R(0,0") < ag pour 0 € {0,1}. Cet ensemble de regles, AL, est non
vide puisqu’il contient la regle qui décide toujours d = 2. Bien siir, cette regle est
inintéressante, Bol’shev cherche des regles qui ne décident pas trop souvent d = 2.
Pour les reégles 0’ de Al il va faire intervenir les deux probabilités de décider
d =2: FEp(d(.,{2})) et essayer de les minimiser. Il considere donc le préordre

partiel suivant.

Définition 3.1.1
Dans A, une régle 0" est aussi bonne qu’une regle §" si :

Eo(0'({2})) < Eo(0" (., {2})) et E1(6'(-,{2})) < En(6"(., {2}))-

Nous allons retrouver les résultats principaux sur les regles de Bol’shev en
utilisant les fonctions de test simples, ce qui nous permettra de faire plus facilement

le lien avec les experts. Comme les regles de décision considérées sont aléatoires,
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les fonctions de test ¢ gy utilisées le seront avec 8 dans [0, 1] et pas dans {0,1}
(voir la définition 2.2.1). L’ensemble de ces fonctions de test est noté @,.

Lo = {¢(o,1>§ {0k.0) retrt, pero) ¢<oo,0)}-

Il est muni de 'ordre lexicographique et il a alors les mémes propriétés que Py

(voir la fin de 2.2). L’opérateur Ejy est continu pour la topologie de 'ordre.

Définition 3.1.2
On appelle régle de Bol’shev, les probabilités de transition de (2, A) vers
(D', D') définies par deux fonctions de test de @, b 5y < Qi gy, de la maniére

suivante :
1-— gb(kn”@u)(w) St d =0
O (w, {d}) = by (W) si d=1
¢(k”,ﬁ’/)<w) — (Zs(k/’ﬁl)(w) S]: d e 2

Comme le montre la proposition suivante, on peut dans A/, se restreindre

aux regles de Bol’shev.

Proposition 3.1.1

Soit ¢’ un élément de Al,. Il existe dans Al une régle de Bol'shev &'y

aussi bonne que ¢'.

Démonstration

¢ (w) = 0'(w,{1}) définit un test de Hy : § = 0 contre
Hiy : 0 =1auseuil o = Ey(0’(.,{1})) < ap. Les propriétés de I'opérateur
FEy sur @, permettent d’affirmer qu’il existe dans ®, un plus grand
élément, ¢y g1y, vérifiant :
Eo(¢,p) = infla’, (1 - Py(Qe))}-
D’apres le lemme de Neyman et Pearson (cf. [Leh.] p. 74) ¢ 5y définit
un test de Hy contre H; aussi puissant que ¢’, ce qui se traduit par :
Er(bu,p)) = Er(d).

De méme ¢"(w) = ¢'(w,{0}) définit un test de Hy : 0 = 1

contre Hf : = 0 au seuil o = F1(d'(.,{0})) < a;. 1l existe dans @, un
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1% cas

2érn

suivant :

°c

plus petit élément ¢ gy qui vérifie :
E1 [1 —_— (b(k”,ﬁ”)] = inf{oé” 3 (1 - Pl(QO))}.
1 — ¢ gy définit un test de Neyman de H contre Hj aussi puissant

que ¢”. 1l vérifie donc aussi :

Eo(1 = ¢ pmy) > Eo(@”).

o) < BBy

Ces deux fonctions de test définissent une regle de Bol’shev 0’5
qui appartient & A/, car pour 6§ € {0,1} on a :
R(0,8%5) = o[l — 85, {0,2})] < .

Il reste a démontrer que 0’z est aussi bonne que ¢’, soit :
Eol6 (., {21)] < Bolo'(, {2})] pour 6 € {0,1}.

L’inégalité ¢ gy < drrr gy est incompatible avec I'égalité
Eo(¢ar ) =1 — Po(Q2so) car on a alors ¢ gy = @(o0,0)
Eo(¢k,pry) est donc égale & o = Eo(¢').

On a aussi E1[1 — ¢ gry] = &, sinon on aurait ¢ gy = ¢(0,1)-
Pour 6 € {0, 1} on obtient alors facilement :

Eo[6(.,{2})] = Eolpur gy — e ] < Eo(1—9¢" —¢") = Eg(6'(.,{2})).

8+ Gae, 1) = ).

Soit ¢k, ) € (A gy » Gk )], nous définissons une regle de
Bol’shev d%; en posant :
0p(w,{0}) =1 = ¢,g) (W) et d5(w, {1}) = S5 (w).
Cette regle ¢%; appartient a A/ car :
R(0,0%) = Eo(dx,p)) < Eo(9ar ) <o < ap et
R(1,05) = E1(1 = ¢,p) < Er(1 = ¢ pr)) < @’ < on.
Elle est bien siir aussi bonne que ¢’ puisqu’elle ne décide jamais d = 2 :

Ep[op({2})] = 0 < Ep(d'(.,{2})) pour 0 € {0,1}.

Nous avons méme démontré que d% est ”aussi bonne” que ¢’ au sens
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Proposition 3.1.2

Soient a € [0,1] et a7 € [0, 1].
Il existe dans A, une régle de Bol’shev ¢!, telle que pour 6 € {0,1} :
ol (-, {21)] = inf{Bel0'(, {21)]; &' € AL},
Cette régle est unique presque sirement si et seulement si ¢y, 3,) pg's' k1 ,B1) 5
les deux fonctions de test (i, ,) €t Gk, 3,) €tant respectivement le plus grand et
le plus petit élément de ®, tels que :
Eo(d(ko,50)) = inflao , (1= Fo(Qe))};
Ei[l = ¢, )] = inflar, (1—-Pi(0))}

Démonstration
La proposition 3.1.1 nous permet d’affirmer qu’il suffit de

considérer le sous ensemble AZ des regles de Bol'shev de AL .

I — Construction de 4/, .

Les opérateurs Ey étant continus sur @, il existe un plus grand
élément @y, 3,), €t un plus petit élément ¢, 5,), vérifiant respective-
ment :

Eo(P(ko,80)) = infl{ao , (1= Fy(Qu0))}
Ei[1 = ¢, 5] = inf{ar , (1= P1(Q0))}.
AB est constitué des régles de Bol'shev définies par deux

fonctions de test ¢ gy et ¢ gy telles que :
5y < Per,87) 5 Pk B) < Dlho,Bo) €8 Pk 87) = Dk, By)-
1" cas : P(ry,60) < Pl 1)

La regle 6, définie par ¢k, g,) et @, ,) convient. En effet,
pour toute régle &' de AZ on a pour § € {0,1} :

Eol6'(.{2D)] = Eo(dwr pry — darp)) = Eo(dry p1) — Plko.o))
Eylo,, (., {2})].
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277 cas : ¢(’€0,50) > ¢(k17/31)'
Soit Gk, 3) € [D(ky,B1) » Plko,B0)]> a regle de Bol'shev §;, définie
par ¢ 3 et ¢ 5 convient. Elle appartient & AL et Ey[d),(.,{2})] =0

pour 6 € {0,1}.

IT — Unicité de 9,,.

Dans le premier cas précédent la regle d;, définie par ¢, o)
et d(x,,3,) est unique presque sirement ; en effet si une autre regle 6" de
AB convient, on a pour § € {0,1} :

Ep[d"(-,{2})] = Eyld,(-, {2})] donc
Eo(b(ko.p0) — Ph.587)) = Eo(Drr 57y — S(ky 1)) = 0

Dans le deuxieme cas, ¢(x,,5,) > P(k,1,8:)- il faut montrer qu’il y
a unicité presque sure si et seulement si : @, 3,) pg's' O(ky,81)s C'est-a-dire
Eo(D(ko,B0) — Plkr,81)) = 0 pour 6 € {0,1}.

C’est une condition nécessaire car lexistence de 6 € {0,1} tel que
Eo[P(ko,50) — Pk1,5:)] > 0 implique que les regles de Bol’shev définies
par ¢.3) € [Oky,81) » Pko,Bo)) D€ SONt pas presque stirement égales.
La condition suffisante est évidente si I’on montre que toute régle ¢
de AB vérifiant Eg[d'(.,{2})] = 0 pour § € {0,1} possede la propriété
suivante : ¢, 8,) < dr.g) < P gy < Do, Bo)- 0 doit bien étre de
cette forme sinon on aurait ¢ g1y < G, 8,) < G g7 €t/ou Py gy <
B(ko,Bo) < Pk, prr)> ce qui est impossible puisque la définition de ¢, g,)
(resp. P(iy,3,)) entrainerait 0 < Ei[dw, 5,) — duwr,g9)] < E1[6'(.,{2})]
(resp. Eo[d’(.,{2})] > 0).

La non unicité a lieu lorsqu’il est possible de trouver une regle ¢’ qui
décide toujours Py ou P; avec au moins un seuil strictement inférieur a ag ou aq ;
§' vérifie pour 6 € {0,1} : Eg[d'(.,{2})] =0 et R(0,d") < g 'une au moins de ces
inégalités étant stricte.

On est dans ce cas lorsque les probabilités P, et P; sont suffisamment disjointes
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pour étre séparées aux seuils choisis, c’est-a-dire qu’il existe une fonction de test

simple @1, ) telle que Eg(¢,5)) < ap et E1(1—¢ ) < a1 I'une de ces inégalités

étant stricte. On pourrait donc étre plus exigeant en diminuant les seuils g et a;.
Bol’shev se pose le probleme du choix d’une regle de décision quand il

n’y a pas unicité, ce qui revient a choisir un élément ¢, 5y de [Pk, 8,)> Dko,B0)]-

Pour cela il considere une pondération des deux risques :

R(X, b)) = (1 = N Eo(dr,)) + AE1(1 — d(1,5))-

A peut s’interpréter comme la probabilité a priori accordée a P;. Il se donne un

ensemble de pondérations possibles, A C [0,1] et il cherche ¢, gy minimisant :

. _ JR(infA,¢up) si Eo(Pw,p)) = E1(1 = du.p))
sup{ RO\ 6e,))i 2 € A} = {R(SUPA, ¢(:,Z)) si E8(¢(:,Z)) < Ei(l - ¢<Z,§§)
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3.2 VOTES DES EXPERTS ET REGLES DE BOL'SHEV.

Nous avons vu que le résultat du vote des experts dépend de la probabi-
lité utilisée pour les faire voter. Les probabilités basées sur Py et P, donnent
les votes les plus différents. Il est donc tentant d’essayer de prendre une décision
a partir des résultats de ces deux votes, c’est-a-dire en se servant de Qg ({0}),
Q3 ({13) et Q¢({0)), Q¢({1}). Comme Q5 ({0}) + Q5({1}) = 1 et By(dus) >
Eo(6(s)) (voir fin de 2.2) on a : Q¢({1}) = Q¢({1}) et Q¥ ({0}) = Q¥ ({0}). On
décidera d = 1 (resp. d=0) sans état d’ame lorsque les votes pour P; (resp. P) sont
jugés prépondérants. Pour cela on peut regarder si le vote pour P; (resp. Pp) peut
étre considéré comme un plébiscite dans le cas le plus favorable, ce qui revient a
juger QF({1}) (resp. QY ({0})). Supposons que P; (resp. Fy) soit plébiscité lorsque
Q5 ({1}) > 1 —ayp (resp. QY({0}) > 1 —ay), il y a quatre types de décision suivant
que Py et P; sont ou ne sont pas plébiscités : d = 0 si P, est plébiscité alors que
P; ne l'est pas, d = 1 si P; est plébiscité alors que Py ne 'est pas, d = 2 si ni Py

ni P; ne sont plébiscités, d = 3 si Py et P; sont plébiscités.

Définition 3.2.1

Soient oy < 1 et oy < 1. On appelle régle des plébiscites, 0,, la régle de

décision déterministe a valeurs dans {0,1,2,3} définie par :

0 si QF({0})>ap et QY{1l}) <
5 (w) = 1 si Q‘ﬁ({O}) <ag et QY{1}) >
p 2 si QF({0}) > ap et ‘f({l}) > o
3 si QF({0}) <ap et QY{1l}) <

La restriction ag # 1 et a; # 1 est sans conséquence pratique. Elle
évite la prise en compte de régles ¢, qui plébisciteraient P, (resp. Fy) pour des
réalisations w dans Q. (resp. §p), lorsque ap =1 (resp. a3 = 1).

dp étant déterministe nous allons commencer par la comparer aux regles
! de la proposition 3.1.2 quand elles sont presque sirement déterministes. Nous

utiliserons les fonctions de test ¢, 5,) et d, 3,) définies dans cette proposition.

31



Proposition 3.2.1

Soient g < 1 et a1 < 1. @(iy,5,) €t P(k,,3,) sont respectivement la plus
grande et la plus petite fonction de test de ®, telles que :
Eo(A(ko,80)) = infiawo , (1 —Fo(Ro))};
E1 = ¢, )] = inf{on, (1 —P1(Q0))}-
On suppose que [y et (31 valent 0 ou 1.
a) Si G(1y,3) pﬁs. P(ky,5,) la régle unique 6, est alors presque siirement égale a la
régle des plébiscites dy,.

p.s.
b) Dans le cas contraire, ¢(,,5,) > P(kr,81) €t Pho,B0) 7 Pkr,p1), la régle des

plébiscites 6, décide d = 0 (resp. d = 1) lorsque toutes les régles 0, décident d =0

(resp. d =1) et d = 3 dans le cas contraire.

Démonstration

Les définitions de Qg ({0}) et Q¢ ({1}) (voir la définition 2.4.1)
permettent d’obtenir facilement les équivalences suivantes :
Q§({0}) <ap<l<=we Q avec k < kg ouk =kget 5y >1/2

Q{1}) <<l weQaveck>kiouk=Fk et <1/2.

Démonstration de a) : ¢z, 3,) pg‘s‘ B kr ,B1)-

D’apres la proposition 3.1.2, nous savons que ¢/, est unique
presque strement.

Si Oko,80) < D(ky,p) On peut prendre pour §;, la regle de
Bol’shev définie par ¢, 5,) €t @, p,)- Elle est presque strement
déterministe si et seulement si g et 31 prennent les valeurs 0 ou 1. En ef-
fet, pour que [y appartienne a ]0, 1] il est nécessaire d’avoir : Py(€2,) > 0.
d7, et 6, décident toutes les deux d = 1 (resp. d = 0) sur € lorsque
k < ko (resp. k > k1) ou k = kg et Byp =1 (resp. k = k1 et 1 = 0). Sur
les autres 2 elles décident d = 2.

Il nous reste le cas P, 5,) > P(k,,8,) sous la condition

D (ko o) B P(ky,81)- O ne décide presque jamais d = 2 (voir le gtme

cas du I de la démonstration de 3.1.2). Comme J, elle décide d = 1
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(resp. d = 0) sur Q lorsque (k,0) < (k1,31) (resp. (k,1) > (ko, Bo))- 9,
et J,, sont donc presque stirement égales. Remarquons que la regle d, ne

décide jamais d = 2 et presque jamais d = 3.

p.S.
Démonstration de b) : ¢(ry,51) < D(ko,8o) O Plko,g0) 7 Plha.B1)-
D’apres la fin de la partie IT de la démonstration 3.1.2, les regles
O

Dkr,61)) < P 5y < G5 < Dio,60)) €6 Eol(dwr ) — b)) = 0
pour 6 € {0,1}.

sont les regles de Bol’shev définies par ¢ gy et ¢ gy tels que :

On a supposé que [y et B; valent 0 ou 1. Il est facile de voir que les
regles ¢/, décident toutes d = 1 (resp. d = 0) sur Qy lorsque k < k; ou
k=ki et =1 (resp. k> ko ouk =ky et By =0). §, fait de méme et

lorsque les regles 4, ne sont pas unanimes elle décide d = 3.

Cette proposition montre que la regle des plébiscites différencie les
mémes catégories de réalisations que les regles d/ . de la proposition 3.1.2 lorsque
Bo et (1 valent 0 ou 1.

On a fy €]0,1] (resp. /1 €]0,1]) quand le seuil ag (resp. o) ne permet
pas de trouver un test de Neyman déterministe U.P.P. & ce seuil lorsque Py (resp.
Py) joue le role de Hy. La regle des plébiscites d,, étant déterministe, on va essayer
de la comparer aux regles de Bol’shev déterministes les plus proches des regles 4/, .
Om : (2, A) — {0,1,2} fait partie de ces regles si il existe d/, qui vérifie :

Vw € {0m(w) =0} U {dm(w) =1} 0 (w, {Om(w)}) = 1/2

VYw € {0 (w) = 2} o (w,{0}) < 1/2 et 0], (w,{1}) < 1/2.

On peut dire que §,, décide d € {0, 1} lorsque la décision d est majoritaire pour
la regle ¢/ . Plusieurs regles J,, peuvent correspondre a une méme regle 9§, . il
suffit qu’il existe w tel que 4, (w,{0}) = ¢/, (w,{1}) = 1/2. Bien entendu, si 4§/,
est déterministe la regle d,, la plus proche est 6, = d/,. Il est facile de vérifier
que la proposition 3.2.1 reste valable lorsque les regles d/. sont remplacées par les

regles déterministes d,,. On peut alors la prolonger en considérant les cas ou I'un
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au moins des parametres 3y et 31 ne vaut pas 0 ou 1.

Proposition 3.2.2

Soient g < 1 et a; < 1. @(iy,5,) €t P(k,,3,) sont respectivement la plus
grande et la plus petite fonction de test de ®, telles que :
Eo(@(ko,p0)) = inf{ao , (1= Fo(Qx))};
Er[l = ¢y 6] = inflar, (1—Pi())}-
On suppose avoir 3y €]0, 1] ou £ €]0,1]
a) Olho,Bo) < Plky,:) Sans le cas (ko,Bo) = (k1,B1) = (ko,1/2); dm est unique
presque stirement et égale a la régle des plébiscites 0.
D) P(ko.B0) > Plk1.B1) OU Dlko.Bo) = ki Br) = Plho.1/2) ; la régle des plébiscites 9y
décide d = 0 (resp. d = 1) lorsque toutes les regles 6, décident d =0 (resp. d =1)

et d = 3 dans le cas contraire.

INT

La condition ¢, 8,) < @ ,3) remplace la condition ¢, ,)
@k, ,8,) de la proposition 3.2.1 car By €]0, 1] (resp. 31 €]0, 1]) implique Py(2%,) > 0
(resp. P1(€2%,) > 0); on ne peut donc pas avoir ¢, g,) > Pk1,8:) €t P(ko,s0) Bs
Pkr B)-
Démonstration
Démonstration de a).
D’apres la proposition 3.1.2, 4, est unique presque sirement. Elle est
définie par deux fonctions de test ¢ g1y et @ gy vérifiant :
P ,6) < Plhofo) < Plha,pr) < Pk,5),
Do) = Blko,bo) €6 Srpry = Dk o)
Lorsque fy €]0,1[ (resp. B1 €]0,1]) on a ¢ 3y = O, (Tesp.
P g7y = Bk ,py))- On en déduit facilement que §,, est aussi presque
stirement unique si on n’a pas : (ko, 50) = (k1,01) = (ko,1/2); dans ce
cas Pp(Q,) > 0 et il y a deux 6, différentes I'une définie par ¢, o)
l'autre par ¢, 1)-
Considérons pour 6, la réegle de Bol’shev définie par ¢, 3,

et ¢(r,,5,). Comme on n’a pas (ko,Bo) = (k1,81) = (ko,1/2), les regles
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dp et 6/, décident d = 1 (resp. d = 0) sur €, si et seulement si k < ko
(resp. k > k1) ouk = ko et By > 1/2 (resp. k = ky et $1 < 1/2). La régle

PR / , N
dm associée a d,, est alors égale a dy,.

Démonstration de b).

Considérons d’abord le cas @u,.5,) = Pti,81) = P(ko,1/2)-
D’apres la partie a), il existe deux regles ¢, différentes 1'une définie
par ¢,,0) I'autre par ¢, 1). Elles sont égales a 4, en dehors de €y, ;
sur ), elles sont différentes et d, décide d = 3. La proposition est donc
bien vérifiée.

On suppose maintenant @, 5,y < G(ko,30)-
Les regles d;, sont les regles de Bol’shev définies par ¢ g1y et ¢ )
vérifiant : g, 5,)) < G5y < G(er,57) < Pk o) €6 ) = G )
(voir la fin de la partie II de la démonstration 3.1.2).
dp décide d = 1 (resp. d = 0) sur Qy, lorsque k < ky ouk =k et 81 > 1/2
(resp. k > ko ou k = kg et By < 1/2); dans les autres cas J, décide d = 3.
Les 6,, fournissent bien la méme décision que 9, lorsque ¢,, décide d = 0
ou d = 1. Dans le cas ou ¢, décide d = 3 on trouve des d,, qui décident

d = 0 et d’autres qui décident d = 1.

La regle des plébiscites 0, montre sous une lumiere différente les régles o7,
sélectionnées par Bol’shev. Lorsque ¢/, est unique presque stirement ce changement
d’éclairage est équivalent au passage de la théorie des tests a la notion de p-value
vue sous ’angle d’un vote d’experts.

Dans le cas de non unicité des regles 0, Bol’shev ajoute un critere de
sélection pour en garder une seule. Quel que soit le critere choisi cette regle ne
décide que d = 0 ou d = 1. Nous avons vu que la regle §, remplace le choix
d’un critére par un nouveau type de décision, d = 3, lorsque les §;, ne sont pas
unanimes. ¢, décide d = 3 sur le méme type de Q que ceux sur lesquels d,,, décide

d = 2 quand elle est unique. Pour expliquer ceci supposons que les {25 soient
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de probabilités nulles, ainsi seules les regles déterministes sont intéressantes, et
considérons deux seuils g et a; tels qu’il existe une fonction de test simple ¢y
vérifiant : Eo(¢r) = ap et E1(¢r) = 1—aq; 0, et d, sont égales presque stirement
et ne décident pas d = 2; si I’on diminue les deux seuils elles continueront a étre
égales presque stirement mais décideront d = 2 autour de {2 ; si 'on augmente les
deux seuils il n’y aura plus unicité presque stire des 9/, et autour de Q, ¢, décidera
d = 3. La décision d = 3 intervient d’autant plus facilement que les probabilités
P, et P; sont différentes.

La décision d = 2 ou d = 3 est prise lorsque les fréquences des votes sous P;
et Py, Q5({1}) et Q7 ({0}), sont jugées de fagcon semblable : faibles ou fortes.
Il semble intéressant de considérer la regle de décision basée sur la différence
Gw) = QY({0}) — Qg ({1}) qui varie entre —1 et +1; on ne prendrait aucune
décision autour de 0 et on déciderait d = 0 ou d = 1 ailleurs suivant que G(w) est

positif ou négatif.
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4-CHOIX ENTRE DEUX HYPOTHESES STABLES.

4.1 DEFINITIONS.

L’ensemble des parametres © est partagé en deux, © = Oy U O; avec
Oy NO; =0 et O # (. On considere le modele statistique (Q, A, (Py)gco) et
I’ensemble des décisions D = {0,1}. Pour i € {0,1}, d = i signifie : 6 appartient
a ©;. Dans la suite pour définir ce probleme de décision on écrira simplement le
modele sous la forme : (2, A, (Py)geco,uo, ). La notation Olp-s. signifiera 1’égalité
presque stre pour la famille de probabilités { Py}oce’. Lorsque ® = © on notera

simplement 2. Une régle de décision sera définie par une fonction de test

¢ (2, A) —{0,1}.

Nous avons déja étudié le cas ou © se réduit a deux éléments :
(2, A, (Pp)oefo,yufo,})- Dans ce cas, notre définition des experts repose sur 'idée
qu'un diagnostic d € D doit avoir plus chance d’étre produit quand il est bon que
quand il est mauvais. Cette condition peut s’appliquer a chaque couple (0, 6;) de
©p x ©1. Un expert du probleme de décision (£2, A, (Ps)gco,uo,) serait alors un
expert du choix entre Py, et Py, pour tout 0y € ©¢ et 6; € ©;. Cette propriété est
cependant trop forte lorsqu’il existe des événements de probabilité nulle sous 6
(resp.f;) alors qu’ils ne le sont pas pour tous les € de ©¢ (resp. ©1). La restriction
au probleme de décision (£2, A, (Py)oeo,)ufs,}) rend la décision certaine sur ces
événements.
Considérons par exemple le choix entre ©; = {1} et Oy = {2,3}, Py étant la loi
uniforme sur [0 — 1,0 + 1]; ¢(x) =1ljp145 (z), B € [0,1], définit un expert du
choix entre {1} et {2} mais pas de celui entre {1} et {3} si § < 1; en effet les
experts de ce choix sont presque surement égaux a 1l[g o) ; ¢ fait pourtant partie
des regles de décision intéressantes pour le probleme de départ. Ces considérations
nous amenent a garder des regles de décision qui ne sont plus des experts pour
certains couples (0, 01), mais qui dans ce cas décident d =1 (resp. d = 0) avec la

probabilité 1 sous 6y (resp. 6).
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Définition 4.1.1

Soient le probléme de décision (2, A, (Pyp)oco,ue,) et une fonction de
test ¢ : (2, A) — {0,1}.
¢ définit un expert du choix entre les deux hypothéses 0 € Oy et 6 € O s’il
possede les deux propriétés suivantes :
i) pour tout (6y,01) € Og x ©1, ¢ est un expert du choix entre Py, et Py,, sinon
il vérifie 'une des égalités : Eg, (¢) =0, Ep, (¢) =1;

. y ©op-s. ©1p.s.
ii) pour tout événement A tel que 1I, 2= 0 (resp. 1I, = 0) on a

¢ 114 eg's'ﬂA (resp. ¢ 114 Oop-s- 0).

La propriété i) exprime que pour tout couple (0y,01), ¢ est presque
surement ordonnable dans l’ensemble des fonctions de test définies en 2.2 :

[qﬁgg%?l ,QSEZZ’% |. En effet, si ¢ est un expert du choix entre Py, et Py, il est or-

61) _ [¢(90:91) ¢(90:91)]

donnable dans I’ensemble des fonctions de test simples : <I>§"°’ (0,1) (00.0)

(voir la proposition 2.3.1) et lorsque Ejy,(¢) = 0 (resp. Ey,(¢) = 1) on a
{902}]}8 ¢§§0{§1 (resp. qbﬁo(”(%) { 02}]) )

Quant a la propriété ii) elle traduit 'idée qu’il faut, presque tout le
temps, décider d = 1 (resp. d = 0) sur les événements de Py probabilité nulle pour
tout 6 de ©¢ (resp. ©1). Cette condition peut étre techniquement utile dans le cas
ou il n’existe pas de support commun a toutes les probabilités.

Dans le cas courant ou les probabilités Py, 0 € ©, admettent des densités
strictement positives par rapport & une méme mesure, on a pour tous les couples
(0o,07) : qﬁgg?l’?l) =11y et ¢§Zg733) =1I. La définition précédente revient a dire que
¢ est un expert du choix entre ©g et O si c¢’est un expert pour tous les problemes
simples : (2, A, (Py)geio,1u{6,})- Un expert ¢ du modele (2, A, (Fy)oco,ue,) est
alors un expert de tout modele emboité : (9, A, (Pg)gegaugll), O, C ©g et
©] C 0. Le passage d’'un modele emboité au modele de départ ne peut alors
que réduire ’ensemble des experts. Il pourra finir par se restreindre a I1[j et

1. C’est souvent le cas des problemes bilateres dans un modele a rapport de

vraisemblance monotone. Le travail sur les experts sera donc différent de celui fait
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sur les regles admissibles dans la théorie de la décision a partir d’'une fonction de
perte. En effet, les regles admissibles pour un modele emboité sont généralement
encore admissibles dans le modele de départ. Les regles admissibles sont souvent
trop nombreuses, les experts eux sont plutét trop rares.

Le travail sur les regles admissibles est simplifié dans le cas ou les problemes
de décision emboités sont sensiblement les mémes. Par exemple dans la théorie
des tests, les propriétés obtenues avec des hypotheéses simples (lemme de Neyman-
Pearson principalement) se prolongent facilement au cas des tests unilatéraux dans
un modele a rapport de vraisemblance monotone. Ce qui est important dans ce
type de probleme de décision, c’est que le probleme du choix entre un élément
Oy de B¢ et un élément 6; de ©; ne change pas fondamentalement lorsque 6y
et 6, varient. En fait, pour ces différents problemes de décision on peut se res-
treindre a une méme classe de regles de décision. Nous allons commencer par faire
quelque chose de semblable. C’est-a-dire analyser le cas ou 'ensemble des experts
du modele global contient les fonctions de test simples des problemes de décision
définis par les couples (6p,01). Pour cela, il faut que les fonctions appartenant

09,0 . . . .
<I>g 0,61) soient ordonnables. Nous allons le faire en introduisant une

aux ensembles
notion qui généralise le cas des hypotheses unilatérales dans les modeles a rapport

de vraisemblance monotone.

Définition 4.1.2

Soit (Q, A, (Py = pe.it)eco,u0,) un probleme de décision dominé par
la mesure p. Les hypothéses sont stables si il existe une statistique réelle T,
telle que pour tout couple (6y,01) € Oy x ©1 il existe une fonction croissante
h(oo.0,) - IR— IRT vérifiant py, /pe, = h(go,6,)(T) sur le domaine de définition de
ce rapport, c’est-a-dire en dehors de {w € ; pg, (w) = pp, (w) = 0}.

Avant d’étudier les experts du choix entre deux hypotheses stables nous
allons donner un exemple de telles hypotheses dans un modele qui n’est pas a
rapport de vraisemblance monotone. Il est facile d’en construire puisque notre

définition ne suppose rien sur les rapports pgr /pg- lorsque 0’ et 6" appartiennent &
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la méme hypothese. Ainsi le probleme de décision, défini par les deux hypotheses
composées des probabilités uniformes sur les intervalles de longueur [ €]0, 2] centrés
sur 1 pour © et sur 2 pour ©g, n’est pas a rapport de vraisemblance monotone,

mais les hypotheses sont stables.
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4.2 ENSEMBLE DES EXPERTS.

Soit (€2, A, (Py = pg-it)sco,ue,) un probleme de décision a hypotheses
stables par rapport a la statistique réelle T
Les fonctions de test qui vont jouer un réle fondamental dans ce probleme sont
celles définies a partir de 'ordre introduit par la statistique 7'. C’est-a-dire les

fonctions de la forme f(; ) =1 f7r<y +u 1gr—y. On pose :

F= {f(t,u); (tvu) € {(_007 1>§ {(tvu)}tGIR,ue{O,l}; (—I—O0,0)}}

Les éléments (—oo, 1) et (400, 0) permettent d’avoir dans tous les cas les fonctions
de test 11y et 1lq.

F' est totalement ordonné par la relation d’ordre partiel usuelle sur les fonctions.
Nous le noterons parfois [f(_oc,1), f(4+00,0)]. Cet ordre coincide avec I'ordre lexi-
cographique sur les couples (¢,u). Il permet de définir les bornes supérieure et
inférieure d’un sous ensemble de F' et de munir F' de la topologie de 'ordre qui
coincide avec la topologie de la convergence simple. Sur cet espace 'opérateur Fy,
espérance par rapport a Py, est croissant et continu. Il peut cependant prendre
des valeurs différentes sur deux éléments successifs : f; o) et fe 1)

Pour tout couple (6p,01) de ©g x O, on va utiliser 1’ensemble des
fonctions de test simples basé sur la statistique K = hg,,)(T), on le note
p{fo-01) (voir la définition 2.2.1). Bien que K = hg, ¢,)(T’) soit unique, Py, et Py,
presque strement, le choix des hg, ¢,) n’est pas globalement sans conséquences.
Certaines familles {hg,.6,) } (6,,6,)c00x0, facilitent le travail. La définition suivante

donne des propriétés techniques qui nous seront utiles pour écrire simplement nos

propositions.
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Définition 4.2.1

Soit {h9,,6,)} (60,61)c0,x0, une famille de fonctions rendant stables les
hypothéses ©g et ©1 a partir de la statistique T. Notons D; =| — oo,t;) la
plus grande demi-droite inférieure ouverte ou fermée définissant un événement
T7HD;) ={w € Q; T(w) € D;} sur lequel les densités {pg, }9,co, sont nulles. De
méme Dy = (ts,+o0[ est la plus grande demi-droite supérieure ouverte ou fermée
définissant un événement T (D) sur lequel les densités {py, }o,co, sont nulles.

Cette famille est normalisée si chacune des fonctions h, g,) vérifie les
trois propriétés suivantes.

i) Si I est un intervalle de IR —(D; U D,) définissant un événement T~ 1(I) sur
lequel pg,(w) = pg, (w) = 0, h(g,,0,) est constante sur I.
ii) h(g,,0,) €st égale & +-oo sur D;.

iii) h(g,,9,) est nulle sur D; — D.

Il est facile de montrer qu’a partir d'une famille {h(g,.0,)}(6,,0,)c00x 0,
on peut toujours construire une famille normalisée (voir annexe II).
Dans la suite nous supposerons toujours travailler avec une famille

., . 00,0
normalisée. L’union de tous les (IDg 0,61)

, lorsque (6o, 61) parcourt O x O1, est
appelée ensemble des fonctions de test simples et noté A;. Cet ensemble va jouer

le r6le de @, dans le choix entre deux probabilités.

Proposition 4.2.1

Il existe un plus petit intervalle fermé, A, de F' qui contient I’ensemble
A des fonctions de test simples.
Les éléments de A = [f(to,uo), f(t1,u)] définissent des experts du choix entre ©g
et ©1. Tout autre expert de ce choix, défini par un élément de F, est presque
strement égal & f(;,,uo) OU f(t) uy)-
Les demi-droites D; et Dy de la définition 4.2.1 vérifient : f, ) =1p,-p, (T) et
fttr,un) = 1= 1p, (T).
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Démonstration

a) — Démonstration de : A; C F.

Soient (k, §) € {(o, 1); {(k, 8} perne e oy (00, 0)} ot
(0p,01) € O©g x ©1. La fonction de test simple associée a (k, () dans
%% st notée : d,p)- En utilisant K = R, 9,)(T), elle s’écrit
g <py ou g <y suivant que 3 =0 ou g = 1.
Une réalisation w appartient a {K < k} (resp. {K < k}) si et seulement
si T'(w) appartient a :
Dy, = {t €IR, h, 0,)(t) < k} (vesp. Dy, = {t €IR, h, 0,)(t) < k}).
Lorsque Dy = 0 on a ¢ 3y =1lp= f(—o0,1)-
Lorsque Dy =IR on a ¢ gy =1a= f(400,0)-
Enfin, lorsque Dy, # 0 et Dy, #IR il existe ty, €IR tel que Dy, =]—o0, t[ ou

Dy, =] — 00, 1], puisque hg, g,) est croissante. On a donc ¢ 5) = fi,.0)

si Dk :] - OO,tk[ et QS(k’ﬁ) = f(tk,l) si Dk :] - OO,tk].

b) — A =[1Ip,_p, (T),1- 1Ip, (T)].

Posons f,uy) = infAs et i, uy) = supAs.

A = [ftto,u0)s ft1,u)] est évidemment le plus petit intervalle fermé
contenant Ag.
1) = fito.up) =Hp;—p, (T)

Lorsque D; UD, =IR, c’est évident puisque A, est réduit a un
seul élément qui s’écrit 1Ip,_p, (T') ou1— 1Ip_(T). Dans le cas contraire
1p,_p, (T') =1Ip, (T); d’apres la définition 4.2.1 on a toujours 1Ip,
(1) < o) done 1Ip, (T) < fitgue) = inf{{050" Ho001)c00%0:
pour démontrer I'inégalité IIp, (T) > f(1y,uo), définissons la demi-
droite Do par IIp, (T') = fr,,ue) €t montrons qu’elle est incluse dans
D;; pour tout (0p,01) la fonction hg,,) est nulle sur Dy puisque
fto,uo) < qﬁgg?i?l), les densités py, sont donc nulles sur T1(Dy), ce qui
implique bien Dy C D;.

i) ~ Sy = 1= 1Ip, (T)
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La démonstration est semblable a celle de i). D’apres la pro-

priété ii) de la définition 4.2.1 on a toujours ¢Ezg’g§) <1-— 1Ip_(T) donc

60,0 ’
1— 1Ip, (T) = feiu) = sup{¢€£203)}(90,91)€@0X@1; pour démontrer

I'inégalité 1— 1Ip, (T) < f(4, u,)» définissons Dy par 1Ip, (T) = fi uy)
et montrons que la demi-droite IR —D; est incluse dans D, ; pour tout

(00,01) la fonction h(g, g,y est infinie sur IR —D; puisque f, u,) >

(90791)
P(00.0) -

plique bien IR —D; C Dy.

les densités pg, sont donc nulles sur T-1(IR —D;), ce qui im-

c) — Les experts de F sont presque siurement égaux a un élément de A.
En fait on va démontrer quelque chose de plus fort, en prenant
un élément f(; ) de F' — A et en montrant que s’il définit un expert il
vérifie : fiu) = fitomo) O fitw) = Ftr,un)-
Pour tout couple (6y,6;) de Oy x O, on note F(@-01) Pintervalle défini
par [qbgg?l’?l), gb%i&ﬁ?] dans F. On a bien siir : 2% C F(00.01) of ftw)

est en dehors de l'intervalle F(0:%) pour tout couple (6, 0;).

Ogp.s. .
Lorsque f(t,u) S f(tQ,UQ) on a f(t,’u) Ozp f(to,uO) pulsque Ee()(f(tQ,UQ)) =

0 pour tout 6y de Og. Si f; ) est un expert, le fait que I'événement
A = {ftouo) = 1} soit de Py, probabilité nulle pour tout 6y de ©q
entraine : f(; ). 114 @g'S'ZIA (voir la propriété ii) de la définition 4.1.1).
On en déduit la propriété recherchée : f(; ) B J(touo)-
Le cas f(¢,u) > f(t,,u,) se traite de fagon semblable. On a Eg, (f(1,,u,)) = 1
pour tout 61 de ©p et donc f( ) Orp-s. f(t1ur)- L'événement A =
{f¢t1,u1) = O} étant de Py, probabilité nulle pour tout ¢; de Oy, si
f(t,uy est un expert, la propriété ii) de la définition 4.1.1 entraine :
Oop-s. p.s.

Jtwy- HHa =" 0. On a encore la propriété recherchée : f;.,) =

f(tl,u1)~

d) — Tout élément f(;,) de A est un expert.
i) — Démonstration de la propriété i) de la définition 4.1.1.

Soit (0p,01) € B¢ x ©1. On doit démontrer que f(;,) est un
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expert du choix entre Py, et Py, ou qu’il vérifie : Eg,(fu)) = 0 ou

E91 (f(t,u)) =1
er 00,61) 00,61)
1% cas @ fiiu) € F(80.61) = [¢EO?1) ,¢§O§l 0) JCF.

Posons k = hyg, 0,)(1). Si k €IRT on a (%" < fuu < ") et

d’apres la proposition 2.3.1 f(;,) est un expert du choix entre Py, et

Py, . Lorsque k = 0 (resp. k = +00) la construction de ) 3 partir

de K = hg,0,)(T) entraine : fr ) < gbgg?{?l) (resp. frtu)y > ¢E22:g3))§
(60,01)

comme f,) appartient a F00.601) on g Jtw) = QS(O N (resp. fitu) =

qb(eo’el)

(00.0) )5 ftt,u) est donc encore un expert du choix entre Py, et Fp,.

28Me (asg ftw) & F(00,61)
On a alors, soit f < ¢(90,91) it f > ¢(90,91) t d it
y (t,u) (0,1) , SO1 (t,u) (00,0) € onc, So1
Eg,(ft,u)) = 0, soit Eg, (f(+,4)) = 1. La propriété i) est vérifiée.
ii) — Démonstration de la propriété ii) de la définition 4.1.1.

. f s BOpp.s.
1% cas : soit un événement A tel que 114 o8- .

©1p.s. ,
L% 1I4. Décomposons A en

On doit obtenir légalité : f;.). 11a
A = An{few = 0} et A" = AN {fu..) = 1}. Pour avoir I'égalité
recherchée on doit démontrer Py, (A’) = 0 pour tout ¢, dans O;.

Soient §; € ©1 et B = A’ N {pg, > 0}. Py, (A’) est nulle si
Py, (B) Dest.
Considérons le cas : fi1.u) > fro,u0)-

(80,61
01 <

ft,u)- Posons B = B N {pg, = 0} et B” = BN {pg, > 0}. Comme
B"” C A, on a Py,(B") =0, donc u(B") =0 et Py, (B") = 0. Pour finir

D’apres le lemme 2 de 'annexe II, il existe 6 € Oq tel que ¢

on va démontrer que B’ est vide.

S'il existait w € B’ on aurait hg, ¢,)(T(w)) = 0 car B est inclus dans B.
Ce qui impliquerait ¢Eg?1’§l)(w) = ldonc f(,4)(w) = 1; ceci est impossible
puisque w € B’ C A’.

Il nous reste le cas : ft.u) = f(t0,u0)-

Si f(to,uo) = f(t1,u1) on a P91({f(t,U) = O}) =0 donc Pgl(A/) = 0.
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Sinon il existe dans A — { f1,,u0)}, une suite {gn }nev décroissant vers

Jtouo) 3 cOMme gn > fiy, 40) ON a la propriété recherchée sur les g, :

Gn- 114 olzp'S'ZIA ; ce qui entraine bien f(t’u). 114 elzp's'ZIA.
2°Me cas : soit un événement A tel que 114 O .
On doit obtenir I'égalité : f; ). 1la O%% ) La démonstration est

semblable & la précédente. On décompose A en A" = AN{f ) = 1} et
A" = AN{fw = 0}. Pour avoir I'égalité recherchée on doit démontrer
Py, (A") = 0 pour tout §y dans Oy.

Soient 0y € ©g et B = A’ N {ps, > 0}. Py,(A’) est nulle si
Py, (B) Dest.

Considérons le cas @ fu) < f(t1,u1)-

(60,01)
(c0,0) =

ft,u)- Posons B = BN {py, = 0} et B” = BN {pg, > 0}. Comme
B" C A, on a Py, (B") = 0, donc u(B") = 0 et Py,(B") = 0. Pour

D’apres le lemme 1 de 'annexe II, il existe 61 € O tel que ¢

finir on va démontrer que B’ est vide. S’il existait w € B’ on aurait
R(go,0.)(T'(w)) = oo car B’ est inclus dans B. Ce qui impliquerait
QSEZZjﬁ?(w) = 0 donc f(;u)(w) = 0; ceci est impossible puisque w €
B' C A

Il nous reste le cas : ft.u) = f(t1,u1)-

Si f(to,uo) = f(t1,u1) on a P@g({f(t,u) = 1}) = 0 dOIlC PgO(B) = 0.
Sinon il existe dans A — {f u,)}, une suite {g,}nemn croissant vers
Jttr,ur) 3 comme g, < fg, ;) o0 a la propriété recherchée sur les g, :

Gn- 114 fop-s: 0; ce qui entraine bien f(; .. 114 P25,

Nous venons de trouver les experts du choix entre ©y et ©; qui sont

définis par un élément de F. Nous allons maintenant considérer ’ensemble des

experts. Dans le choix entre deux probabilités, I’ensemble des fonctions de test

simples, ®4, a joué un role fondamental. Les experts n’étant rien d’autre que

des regles presque siirement ordonnables dans @, (voir proposition 2.3.1). Nous
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allons généraliser la proposition 2.3.1 au choix entre deux hypotheses stables. C’est

I’adhérence de Ay dans F' qui jouera le role de .

Proposition 4.2.2

Soit (2, A, (pe-it)pco,ue, ) un probleme de décision & hypotheses stables.
On note A4 I'ensemble des fonctions de test simples définies a partir d’une famille
{h(90,91)}(90791)€@0><@1 normalisée.
Les experts du choix entre ©¢ et O sont les régles de décision ¢ : (2, A) — {0,1}

presque siirement ordonnables dans I’adhérence A_ de A;. C’est-a-dire qu’il existe

deux éléments de A, f et f’, tels que : f < ¢ f’ et |f, f'[NAs = 0.
Démonstration
I — Condition suffisante.

Soit une regle de décision ¢ pour laquelle il existe f et f’ dans
- p.s. p.s. -
Astelsque: f < ¢ < flet]f, f'[NAs = 0. Démontrons que ¢ est un

expert.

a) — Démonstration de la propriété i) de 4.1.1.

Soit (00,01) € Oy x O1. Si ¢{00)) < fona Ey,(¢) = 1. Si

¢(90:91)

o1 = f/ on a Ey,(¢) = 0. Dans le cas contraire nous allons montrer

que ¢ est un expert du choix entre Py, et Pp,.
Comme |f, f'[NAs =0, f < ¢(0°’91 entraine f’ < ¢(00,91) et ¢ng}1’§1) < f
implique qﬁgg(’l’?l) < f ; nous avons donc :

(90,91) < f < ¢ f/ < ¢(90791

(O 1) (00,0) *
Considérons G = {g € @(90,91) Lg< flet G ={g¢€ (I)(Go,el) > 1
G et G’ forment une partition de @290’01) en deux intervalles non vides.

1 cas : supG = QSEZO(’)?I)'
G’ n’étant pas vide on ne peut pas avoir k = oo. On obtient alors

p.s. p.s.
I’encadrement suivant : qﬁgz(’(’gl) <f < ¢ < fI< qﬁgzoi?l d’apres

la proposition 2.3.1, ¢ est un expert du choix entre Py, et Py, .

éme 00,01)
2 : supG = qﬁgkol) )
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p.S. p.S.
Pour tout ¥’ > kona: qﬁgzoi?l) <f < ¢ < 1< qbgz(,)’g)l) ; ceci entraine

f=f = ¢E§°i§1) et ¢ = ¢EZO£1) est un expert du choix entre Py, et
Py

1°

b) — Démonstration de la propriété ii) de 4.1.1.

. ;. Ogp.s.
1" cas : soit un événement A tel que 114 95

On doit obtenir Pégalité : ¢. 114 2 11,.

p.s. p.s.
Par hypothese on a f < ¢ donc f. 1[4 < ¢. 1I4. De plus f est

un élément de A, C A, d’apres la proposition 4.2.1 c’est un expert ; il

vérifie donc : f. 114 eg's'ﬂA (partie ii) de la définition 4.1.1). L’égalité
recherchée est bien vérifiée.

28 cas : soit un événement A tel que 114 O (.
On doit obtenir I’égalité : ¢. 114 Op-s (),

p.s. p.s.
Par hypothese ¢ < f/, donc ¢. 114 < f'. 1I4. f’ appartenant a A,
c’est un expert ; d’apres la partie ii) de la définition 4.1.1 il vérifie :

Ogp-s. L s , (g
fro1I, T2 0. Légalité recherchée est encore vérifiée.

IT — Condition nécessaire.
Soit ¢ un expert du choix entre Qg et ©1. On doit trouver deux
éléments f et f/ de Ay, tels que : f p§.5. ¢ pﬁs. f et ]f, f'INAs = 0.
Pour cela nous utiliserons G = {g € A,; g p§.5. o} et
G'={gcA;yg pz‘s‘ #}. Ce sont des intervalles ordonnés de A,. Nous

allons commencer par établir quelques propriétés de G et G'.

a) — G est non vide.

Nous allons montrer qu'il contient f(;, u,) = infA. Pour cela
Op.s.
il faut obtenir fi;, 4,) < ¢ quel que soit ¢ de ©.

1°" cas : Soit 0 € Oy.
0&8.

Par définition de f(, uy) on a Eg(f(15,uq)) = 0, c’est-a-dire fi;, o) 0

Op.s.
et donc : @ = fiig u0)-

2%Me (as : Soit 6 € O5.
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0p-S.

Considérons A = {f(1,uo) = 1}, on a 14 Our 0; la propriété ii) de
la définition 4.1.1 entraine : ¢. 114 62'8'1[,4. Comme 1= f(1,,u0), ON

Op.s.
obtient bien ¢ > fi,,

ug)*

b) — G’ est non vide.
Nous allons montrer qu'’il contient f(;, .,) = supA. Pour cela
il faut obtenir ¢ 9%& J(t1,ur) quel que soit 6 de ©.
1" cas : Soit 0 € ©;.

9&5.

Par définition de fg, 4,) on a Eg(fe, u,)) = 1, c’est-a-dire fi4, ;) 1

Op.s.
et donc: ¢ < fig, up)-
28me cag ¢ Soit O € O.

Considérons A = {f, u,) = 0}, on a 114 Op-s. 0; la propriété ii) de la

()_p.S.

définition 4.1.1 entraine : ¢. 114 ©25 (). Comme (1= 114) = fty,uy), ON

Op.s.
obtient bien ¢ < f4, uy)-

c) — G et G’ sont fermés.

Pour montrer que G est fermé il suffit de montrer que g, =
supG appartient a G. Posons A = {gs > ¢}, on doit démontrer que
Py(A) = 0 pour tout § € ©.

On considere une suite (g, )nenv de G croissant vers g;. Les événements
A, = {gn > ¢} croissent vers A ; comme g, p§.5. ¢, on a Py(A,) =0 et
donc Py(A) = 0 pour tout 6 € O.

De méme pour montrer que G’ est fermé, on démontre que
gi = infG’ appartient & G’. On pose A = {g; < ¢} et on consideére une
suite (gn)nev de G’ décroissant vers g;. Les événements A,, = {g, < ¢}
croissent vers A ; comme g, pz‘s‘ ¢, on a Py(A,) =0 et donc Py(A) =0

pour tout # € ©.

d) — Existence de f et f’ ayant les deux propriétés requises.
On utilise les deux bornes g; = supG et g; = infG’. Si g; < g

p.s. p.s.
ona¢ < g;<gs < ¢;lechoix f = f' =g avec g € [g;,9s| convient ;
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¢ est presque sirement égal & un élément de A,.

Il nous reste & trouver f et f’ lorsque g5 < g;. On a, par construction,
p.s. p.s.

gs < ¢ < gi. f = gset f/ = g; conviennent si ]gs,g:[NAs = 0.
Il suffit de vérifier : ]gs, g;[NAs = 0. Pour cela on considére un couple

q)geo,eﬂ

(0o, 071) et on cherche & montrer : ]gs, g;[N = (). La propriété i) de

la définition 4.1.1 nous conduit a distinguer trois cas.

1% cas : ¢ est un expert du choix entre 0y et 6.

Nous allons raisonner par l’absurde en supposant qu’il existe qﬁgz(’;)l)

dans ]gs, g:[. ¢ étant un expert du choix entre 6y et 01, il est ordonnable

par rapport a qbgz%e)l) (voir proposition 2.3.1).

. {00,01}p.s.
187 possibilité : ¢ < o000 < g,.

{60,01}p.s. | {60,01}p.s. 60 0 .
Rappelons que "L signifie < sans que lon ait {00,01}p-s.

Nous allons commencer par analyser ce qui peut empécher ¢Ezovﬁe)1)

d’appartenir a G’ c’est-a-dire de vérifier : ¢ < qﬁgz(’;)l .
0 ,91 0 »V1
Posons A = {g; — ¢Ek(,)/3) ) — 1} N{p =1} = {¢Ek059) ) # giy N{ep =1}

p.s.
Comme ¢ < g;, on a ¢. JIAc ¢(90,91) 11 pc. Par définition de A on
) 09,60
a ¢EZO’;)1)' JIA: O, ceci imphque (b ZIA { 07:1}p.s.

Py, (A) = Py, (A) = 0; les événements AN {pp, > 0} et AN {py, > 0}

0, ce qui peut s’écrire

sont alors p négligeables et donc Py négligeables pour tout 6 ; la seule
partie de A qui peut ne pas étre Py négligeable, pour tout 6, est

B = An{pg, = 0}N{pg, = 0} ; on adonc déja: ¢. 1Ige pg's' ¢E20é9)1)_ pe.

On distingue maintenant deux cas, qui conduiront a des contradictions
différentes.

i) Pour tout # € ©; : Py(B) = 0. La partie ii) de la définition 4.1.1

implique : ¢. 1Ig 2 0. ¢ étant égal & 1 sur B, cet événement est

Py négligeable pour tout 0 et on a alors ¢ < QSEZO;; ; ceci prouve que

gbgzoée)l) appartient & G’ et contredit ’hypothese : qﬁgzobe)l) < g; =1infq.
ii) Il existe § € ©1 tel que Pyp(B) > 0. L’événement C = B N {py > 0}

est non vide et Pp(C) > 0. Soit w € C, comme py,(w) = 0 on
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a hg,,0)(T'(w)) = 0; hg,e ¢Etant croissante on a, pour t = T(w),

Epy(f1,1) = 03 de plus o5 < fun) < g car w € A; o)

(k,B) (0,1)
et qﬁgzo’;)l) sont donc de moyenne nulle sous Py, ce qui, par définition

de QSEgOl’?l , implique 'égalité Py, et Py, presque slrement de ces deux

{60,601 }p.s. s

éléments de dL00). ¢ vérifie alors : ¢ "L qﬁgg?l’?l) et ¢ Bop-s
(60,01) P 01p-5. (0,,0,) . . .

QS(O 1) ;onen déduit ¢ < ¢(0 1) > cequi contredit le fait que ¢ est

un expert du choix entre Py, et Py, .

. {60,601 }p.
2°m¢ possibilité : o > ¢4 > ..

La démonstration est semblable a celle du cas précédent.

On pose A = {80 — g, = 1} {6 = 0} {8 # 930

(k,B)
{¢ = 0}. Comme g < ¢, on a (;5(90 0 g ¢. 1I 5. De plus,

B (k,B)
¢EZO£1)- 1I4=114 entraine ¢. 114 {60,01}p-s

Py, (A) = 0 puisque A C {¢ = 0}; les événements A N {pg, > 0} et

IA?; I

"11 4, ce qui implique Py, (A) =

AN{ps, > 0} sont alors u négligeables et donc Py négligeables pour tout

0 ; la seule partie de A qui peut ne pas étre Py négligeable, pour tout 6, est
60,0 p.s.

B = An{pg, = 0}N{pp, = 0} ; on a donc déja : qﬁgki’ml). e < ¢. 1pe.

On distingue maintenant deux cas, qui conduiront a des contradictions

différentes.

i) Pour tout # € ©g : Py(B) = 0. La partie ii) de la définition 4.1.1

implique : ¢. 1Ip O1syy p. Comme ¢ est égal a 0 sur B, cet événement
est Py négligeable pour tout # et on a alors qﬁgzo ;)1) § ¢ ; ceci prouve que

QSEZ?[’}Q)I) appartient & G et contredit ’hypothese : qﬁgz(”;)l) > gs = supG.

ii) Il existe 0 € ©g tel que Pyp(B) > 0. L’événement C = B N {py > 0}
est non vide et Py(C) > 0. Soit w € C, comme py,(w) = 0 on a
hig0.)(T(w)) = 400; he,) étant croissante on a, pour t = T(w),

Eg, (fit,0)) = 1; de plus g5 < fr0) < qbgzoée)l) car w € A; on a donc

Eq, (¢EZO£1 ) =1 = ((ﬁgzg’% ), ce qui implique, par définition de
S. {0 ,91} .S.

Bl s gl BT gt 9 véife sloa : ¢ TS gl

et ¢ s ¢(90,91 on en déduit ¢ >‘ ¢(00,91) ce qui contredit le fait

0) ,0)
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que ¢ est un expert du choix entre Py, et Fp, .

Séme pOSSlblllte ¢ {90:91}103 quZoée)l)
On a ¢ {9072}17'3- ¢(90,91) < gl et gs < ¢(90,91) {0072}])'8' ¢, On peut

(k,B) (k,B)
refaire les démonstrations des deux possibilités précédentes jusqu’au cas

i). C’est dans ii) que 1'on se sert de I'inégalité stricte, Py, et Py, presque

sirement, entre ¢ et QSEZO’;)I).

Il nous reste a trouver une contradiction lorsque les deux cas ii) sont
réalisés. Les constructions faites au début de ces deux cas sont encore
valables. Elles nous conduisent & I’existence de 6 € O, de ' € O et de
deux réels, t et t/, tels que :

9s < fre,0) < ¢EZ?[}9)1) et hgp,)(t) = +00;

¢EZ?[39)1) < far1y < gi et h, o (') = 0.

Considérons I'intervalle I = [t,t'] ; la fonction hgg,) (vesp. hg,,e7)) est
égale & 400 (resp. 0) sur I, donc pour tout w de {T" € I} on a py, (w) =0
et pg, (w) = 0. La famille {h(g, ¢,)} étant normalisée, d’apres la définition

4.2.1, hg,,0,) est constante sur I, puisque I CIR —(D; U D) (voir

(00791)

la proposition 4.2.1); ce qui contredit 1’existence d’un élément ¢(k )

strictement entre f(; ) et fi 1) -

29 cas : By, (¢) = 0.

9017 S. ¢(90,91)

La condition Eg,(¢) = 0 est équivalente a ¢ 0.1)

01p.s.
Montrons que 'on a aussi ¢ < QSEgO{?l

Par définition, qﬁgool’?l vaut 1 sur {pp, = 0} N {pg, > 0}. L’événement

b ’0 . ’ .
A={¢ > qbgg?l(;l)} = {qﬁgg?l)l) = 0} N{¢ = 1} est bien 6; négligeable
puisqu’il se décompose en A" = AN {py, > 0} qui est p négligeable
(Ep,(¢) = 0) et B=AN{pg, =0} N{py, =0}.

60,0 (r s s Sy .
Le cas ¢ {60 f)p.s. ¢Ego£1 a été étudié précédemment puisque ¢ est alors

un expert du choix entre Py, et Py, .

Il reste a considérer le cas : ¢ fop-s- qbggol’ﬁl) et ¢ 1< qﬁgg(’l’?l).
p.S.

Par construction de B on a ¢. 1Ig. < qSEgOl’?l). 1ge.
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Nous allons encore raisonner par l’absurde en supposant qu’il existe

¢(90,91

(k,B) ) dans ]gs, gi[; on a alors ¢(90’91) < ¢(90791

(0,1) k,B) < gi Si on montre

(90701

que B est Py négligeable pour tout 6 on aura ¢ < ¢(0 D

, ce qui
se traduit par I'appartenance de (,75%001’?1) a G’ et est incompatible avec
09,0 .

bty < g =infC.

Montrons d’abord que B est Py négligeable pour tout 6 de ©(. S’il
existait € O tel que Py(B) > 0, ¢ serait un expert du choix entre
Py et Py,, d’apres la partie i) de la définition 4.1.1, puisqu’on aurait

. 01p-5- (0,0 00,0
Ey(¢p) > 0 et par hypothese ¢ < ¢E0?1)1) < gb( 0 1) donc Ey, (¢) < 1;
de plus, I'événement C = B — {g; = 0} serait non négligeable pour
p.s.
Py puisque ¢ < g, il existerait alors w € C tel que pg(w) > 0
0,0 o

donc hg g,y (T(w)) = +oo et ¢Eooé)§ < fir(w),0) < gi; on aurait méme
qb%ifég < gs puisque le premier cas appliqué a ¢ expert du choix entre

Py et Py, entraine ]gs,gi[ﬂq)ge’el) = (); ce qui impliquerait Fy, (¢) = 1

(00391

(0,1) ) . On a donc bien

qui est incompatible avec la condition ¢ 91<. )
Py(B) =0 pour 0 € ©y.

Il reste & montrer que 'on a aussi Py(B) = 0 pour tout 6 dans ©;. Soit
6 € O1, supposons FPy(B) > 0; 'événement C = B N {pg(w) > 0} ne
serait pas p négligeable bien que Py négligeable pour tout 6 de O ; il
existerait alors wg: € C' tel que py (wg:) = 0, donc h(9/ 9)(T(w9/)) =0 et

par définition de B C A : QSEg?l’?l) < f(T(wer)1) < ¢(0 1) ; le lemme 2 de

¢(907 1)

I'annexe IT impliquerait f(, 4,) = (0,1) » Ce qui contredit la condition

o) 9<. qﬁggol’?l) car ¢ est un expert donc ¢ pZ.S. f(to,uo) (voir II-a)).
3% cas : By, (¢) = 1.

La démonstration est semblable a la précédente.

On pose A = {¢ < ¢Ezg:gﬁ)} = {QSEZZ?Z? = 1}N{¢ = 0} qui se décompose

en A’ = AN{py, >0}, A" = An{py, =0} N {py, > 0} et

B =An{py, =0} N{py, = 0}.

A" est vide puisque {pg, = 0} N {pg, > 0} est inclus dans {(}5(90’% =0}
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(90701
,0) )

Ey,(¢) = 1 est équivalente a ¢ fip.s. qbgzg:g%); on a évidemment

par définition de QS A’ est p négligeable puisque la condition

Oop.s.
Py, (B) =0 et donc aussi : ¢ OZ qggg,gﬂ.

Le cas ¢ {00,01}p-s. (p(eo’el

(00.0) & été étudié précédemment puisque ¢ est alors

un expert du choix entre Py, et Py, .

Il reste a considérer le cas : ¢ o5 QSEZZ’%) et ¢ 0> qﬁgzg’%

p-S.
Par construction de B on a ¢. 1. ¢(90,01) 1ge.

Nous allons encore raisonner par l’absurde en supposant qu’il existe

Si on montre

01)
,0)

00,01 Oo 01 o
S dans Jg, gil; on a alors gg < 6y < ¢Eog 0) -

que B est Py négligeable pour tout 6 on aura ¢ > ¢(90,

se traduit par ’appartenance de ¢(90,g§) a G et est incompatible avec

ce qui
QSEZZ’% > g5 = supG.

Montrons d’abord que B est Py négligeable pour tout 6 de ©;. S’il
existait § € O tel que Py(B) > 0, ¢ serait un expert du choix entre
Py, et Py, d’apres la partie i) de la définition 4.1.1, puisqu’on aurait
Ey(¢p) < 1 et par hypothese ¢ 9>' qﬁgzg’g%) donc Ey,(¢) > 0; de plus,
Iévénement C = B — {g; = 1} serait non négligeable pour Py puisque

p.s.
¢ > gs et B C {¢ = 0}; il existerait alors w € C tel que pg(w) > 0

donc hgy0)(T(w)) = 0 et g5 < firw)) < qﬁgg?{?); on aurait méme
qﬁggol’?) > g; puisque le premier cas appliqué a ¢ expert du choix entre

%" — ¢ ce qui impliquerait Eg,(¢) = 0

0
qui est incompatible avec la condition ¢ (g (,75(90’91) On a donc bien

Py(B) =0 pour 6 € O;.

Py, et Py entraine |gs, g;[N

Il reste & montrer que 'on a aussi Py(B) = 0 pour tout 6 dans Oy. Soit
0 € O, supposons Py(B) > 0; I'événement C' = B N {pp(w) > 0} ne
serait pas p négligeable bien que Py négligeable pour tout 6’ de ©1 ; il
existerait alors wg: € C' tel que py: (wer) = 0, donc hyg, 9/)(T(w9/)) = +00
et par définition de B C A : ¢(90,91) > f(T(wyr),1) = qb( 0) ; le lemme 1 de

0 =

¢(00391

(00.0) » €€ qui contredit la condition

I'annexe IT impliquerait fi, ) =
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Oop.s.
(ZS (g ¢(00791)

p.s.
(00.0) puisque tout expert vérifie : ¢ < fi4, 4,y (voir II-b)).
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4.3 VOTES DES EXPERTS.

Considérons un probléeme de décision a hypotheses stables :

(Q, A, (Py = po-it)oco,u0,) (voir la définition 4.1.2). D’apres 'annexe II on peut
lui associer une statistique réelle T et une famille normalisée :

{h(60,01) }(80,01)c00x0, (Voir la définition 4.2.1). K (g, 9,) = h(s,,0,)(T) nous permet
de définir I’ensemble q>§90’91> = [QSES’?{?%QSEZZ?Z?] des fonctions de tests simples
basées sur Ky, ,) (voir la définition 2.2.1). D’apres la proposition 4.2.2, c’est
I'adhérence A, de A, = U(go’gl)egoxglq)geo’el) dans F' qui contient les experts
fondamentaux. Comme nous ’avons fait pour le choix entre deux probabilités
(paragraphe 2.4), nous allons commencer par probabiliser cet ensemble d’experts.

A, C F est muni de la o-algebre trace de la tribu borélienne correspon-
dant a la topologie de 'ordre défini sur F' (voir le paragraphe 4.2). Pour définir
une probabilité sur A, on peut utiliser les constructions classiques & partir d'une
semi-algebre (cf. [Nev.] p. 25). Par exemple, la semi-algebre engendrée par les in-
tervalles de la forme | «, f[= {g € A,; g < f} avec f € A, ou celle engendrée
par ceux de la forme | <, f] = {g € A,; g < f}. On montre facilement, qu’il suffit
alors de définir sur les intervalles de la forme | <, f] (resp. | <, f]) une fonction
a valeurs dans [0, 1], non décroissante, continue & gauche (resp. droite) et valant 0
(resp. 1) en f = infA, (resp.f = supAy).

Comme nous l’avons fait en 2.4, nous choisissons de probabiliser Ay
en utilisant 'opérateur Ey. Pour chaque # € O, il nous permet de définir deux
probabilités mg et mj en posant mgy(] «—, f[) = Eg(f) pour f # infA; et
mpy(] —, f]) = Eo(f) pour f # supA,. Ces deux probabilités sont identiques
si pour tout couples (f,g) d’éléments successifs de A,, c’est-a-dire f < g et
1f,9[NAs = 0, on a : Ey(f) = Ep(g). Dans le cas contraire, la masse Fy(g — f)
est attribuée a f par mg et a g par my. Comme nous 'avons fait au paragraphe
2.4, il semble naturel de partager équitablement cette masse entre f et g, ce qui
revient & probabiliser A, par (mg+mj)/2. Le résultat du vote des experts & partir

de cette probabilité définit pour chaque réalisation w € €2 une probabilité Q§ sur
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= {0,1}. On a QF({1}) = fA d(mg + my)/2. Afin de pouvoir exprimer
simplement ce résultat, on va définir une statistique qui jouera un role semblable

a celui du rapport des densités K dans le choix entre deux probabilités.

Définition 4.3.1

Soit (2, A, (Py = pg-it)eco,ue,) un probleme de décision a hypotheses
stables a partir de la statistique réelle T'. Associons a t €IR, deux éléments de
[f(=00,0)> f(400,1)] définis par :

Faou) = sup{f € As; [ < freo)} U{fcoo0)}
Ftoewn) =inf{f € Ags [ > fen} U{f(4oo)}
On appelle statistique essentielle, la statistique K (1) obtenue a partir de la

fonction croissante K : IR— IR définie par :

—00 st (ag,ut) = (—00,0)
by — 1 st (ag,up) = (—00,1)
K(t) =« [ac+b]/2 si —o0<ar <b <400

a; + 1 si (b, vs) = (+00,0) et ap > —o0
“+00 St (btavt> (+OO, ].)

Sous Py, la fonction de répartition moyenne Gy (k) de cette statistique est égale a

[Po({K(T) < k}) + Py({K(T) < k})]/2.

Cette définition est cohérente car on ne peut pas avoir en méme temps
(ag,us) = (—00,0) et (by,vy) = (+00,1). En effet, on a Ay C [infAs, supA,] =
[1Ip,—p, (T),1— 1p, (T)] € [f(=c0,1), f(+0,0)] (voir la proposition 4.2.1), le cas
(at,up) = (—00,0) (resp. (by,v) = (+00,1)) se produit donc uniquement lorsque
t € (D; — Dy) (resp. t € Dy).
La quatrieme possibilité de la définition de K élimine le cas : (b, v¢) = (4+00,0)
et a; = —o0, il correspond & A; = {f(_s0,1)s f(400,0)}, donc & un choix entre deux
hypotheses définies par des densités py identiques et telles que D; = D, = (). Nous
aurions pu enlever ce cas sans intérét, mais comme il ne pose pas de probleme
lorsque D; # () ou Ds; # () nous avons préféré choisir entre K(t) = —oo et

K(t) = +o0.
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La croissance de K provient du fait que pour ¢ < t’ on a soit f(at,ut) = f(a;,u;) et
F(bewe) = Jo)00)5 8016 f(b, 0) < flaful)-

Pour ¢ n’appartenant pas & D; U Dg, on a infA, < o) < fe) <
sup/A ; les deux fonctions de test Jas,ue) €6 f(b, 0, définissent alors les deux
experts successifs de A, qui ne prennent pas la méme décision lorsque T'(w) = t. La
statistique essentielle K (7") nous permet de traiter de fagon homogene les éléments

successifs de A, chargés par la probabilité (mg 4+ my)/2 et ceux qui ne le sont pas.
Proposition 4.3.1

Lorsqu’on réalise w, le résultat du vote des experts A, sous Py est une

probabilité QF définie sur I’espace des décisions D = {0, 1} par :

1 si T(w) € D; — Dy
QF({1}) =< 1= Go(K(T(w))) si T(w)€IR—(D;U Dy)
0 si T(w) € Dy

(Gy est la fonction de répartition moyenne de la statistique essentielle K (T), les

demi-droites D; et Dy sont définies en 4.2.1).
Démonstration

Soient 8 € © et w € Q.

Qy({1}) = fAs f(w)d(mg + mp)/2 est la fréquence des experts qui
décident d =1 face a la réalisation w.
Posons t = T'(w), d’apres la proposition 4.2.1 on a : infA, =1Ip, _p_(T)
et supA; = 1— 1Ip_ (T); les différentes conditions de I'expression de
Q5 ({1}) peuvent s’écrire respectivement : f; o) < infAg, infA; <
fee0) < fen) < supAg et f1) > supA,.

1% cas : f0) < infA,.
Tous les experts de A, décident d = 1 en w puisque T'(w) = t; on a bien
Qy({1}) = 1.

2PMC cas :infAg < fet0) < fe1) < sup/,.

Considérons les fonctions de test 0; = fia,,u,) €t 0 = fp,0,) de la
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définition précédente. Elles vérifient : infA, < 6y < fro) < fu1) <
0, < supA,.
d; (resp. ;) est le plus grand (resp. petit) expert de A, décidant d = 0
(resp. d = 1) pour la réalisation w. On a donc :
Q5 ({1H)=1 = [(me + mp)/2)(] —,61])
=1 = (1/2)[me(] <, 6t[) + mpy(] <, 0:])]
=1—(1/2)[Eq(0;) + Eo(5:)]
=1—(1/2)[Pp({0; = 1}) + Po({0: = 1})].
Ceci démontre le résultat recherché, QF ({1}) = 1—Gg (K (t)), si les deux

(
(

événements {§; = 1} et {0, = 1} s’écrivent respectivement : {K(T) <
K(t)} et {K(T) < K(t)}; c’est-a-dire si {0; —d0; = 1} = {K(T) = K(t)}.
Par construction de K ona {0, —d; =1} C {K(T') = K(t)}. Considérons
wo ¢ {d; — d; = 1}, il nous reste & montrer que K(z) # K(t) pour
x = T'(wp). Nous allons analyser successivement les différents cas de la
définition de K (t); dans notre situation il n’y a que trois cas possibles
puisque d; = f(a,,u,) €t 0 = fb,,0,) appartiennent a [infA,, supA,] C
[f(—00,1)s f(400,0))-

i) K(t) = by — 1 pour (a¢,u) = (—o0, 1).
Dans ce cas {6; —0; = 1} = {f,,0) = 1} et wo € {f(p,,0,) = 0} ; pour
que wy puisse exister il faut b; < +oo puisque x = T'(wg) €IR ; on a alors
Jev0) < 2,00 done fo, 0 < flaw,ue) 3 cOMMeE fra, u) < f(b,,0,), O0 @
—00 < by < ag ; par définition de K(x) ceci implique K(x) > a, > by >
b —1 = K(t) (on a b, > b, — 1 car by n’est pas infini).

i) K(t) = [ar + b]/2 pour —oco < ap < by < +00.
wo appartient & {f(a, u,) = 1} ou {f(s,,0,) = 0}, dans le premier cas on
a fe1) < fbwwe) < Jlar,u,) €6 dans le second [, v) < flapu.) < f2,0)0
ce qui implique respectivement b, < a; et b; < a,.
Lorsque b, < a; la définition de K (z) entraine K(z) < K(t); c’est

évident si a; < by ou a, = —o0 ; dans le cas contraire cela reste vrai car
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a; = by est équivalent & (ag,u) = (¢,0) et (by,v) = (¢, 1), d’autre part
on a —o0 < a, <t puisque x < t.
De méme, lorsque b; < a, on a K(t) < K(x); c’est évident si a; < by ou
b, = +0o0; dans le cas contraire cela reste vrai car on a (a, u) = (¢,0),
(be,v) = (t, Vet t < x < by < 400.

iii) K(t) = a; + 1 pour (by,v) = (+00,0) et a; > —oc.
wo appartient & {f(,, «,) = 1} et comme précédemment on a fr, 1) <
Jbw0) < flar,ue)s bz < ag, done K(x) < K(t).

3PM€ (as fan > sup/,.
Tous les experts de A, décident d = 0 en w puisque T'(w) =t ; on a donc

bien : Q4 ({1}) = 0.

Les votes Qg que 'on vient de définir ont été construits a partir d’une
famille normalisée {h(a,,0,) }(60,6,)c0,x0, Particuliere. On peut démontrer (voir la
proposition 1 de 'annexe IIT)qu’en changeant de famille normalisée on obtient les
mémes votes sauf sur un ensemble de réalisations négligeable pour tout Pp.

Comparons ce vote avec celui obtenu pour le choix entre Py, et Pp,
lorsque 6 € {6,601} (voir la définition 2.4.1). Le résultat du vote des experts
@290’91) C A, dépend de la valeur de la statistique K(9,,6,) = M(04,6,)(T). Posons
K9,,0,)(w) = k', la fréquence du vote en faveur de Py, est égale & 1 si k' =0, a0
si k' = 400 et a [Py({K0y,0,) > K'}) + Po({K(9,,0,) > k'})]/2 sinon. I est facile
de voir que Kg,9,) se factorise par K(T') : Kg,,9,) = hl(eo’el)(K(T)), on a alors
k' = h'(k) avec k = K(T(w)). Dans le cas ou la réalisation w pose vraiment un
probleéme de choix entre Py, et Py, , c’est-a-dire 0 < k' < 400, le vote Q5 ({1}) des
experts Ay est compris entre Py({K(g,.0,) > k'}) et Po({K(gy,6,) = k'}). C'est un

vote qui affine celui du choix entre Py, et Py, , en prenant en compte les autres cas

possibles.

Examinons maintenant le vote de l’ensemble des experts. D’apres la
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proposition 4.2.2 tout expert ¢, non presque strement égal a un élément de Ag,

est presque surement strictement encadré par deux éléments successifs de Ay :
p.s.

f < ¢ '3 f’. En dehors de I'événement A = {f # f'} = {f =0} n{f =1},
¢ est presque stirement égal & f et f’. Sur A la statistique essentielle K(T') est
constante, tous les rapports de densités Ky, 9,) le sont donc aussi. Les réalisations
w appartenant a A n’ont aucune raison de se différencier par rapport a la décision
prise. C’est ce que font les experts f et f/, qui sont d’ailleurs les regles fi,, 4,) €t
J (b ,0,) de la définition 4.3.1, ¢ étant une valeur quelconque prise par la statistique T’
sur A. Les experts compris entre f et f’ different principalement par la proportion
de A pour laquelle ils décident d = 1. L’ensemble de ces experts dépend des
événements inclus dans A. Si on veut éviter l'intervention de ces problemes
de mesurabilité on peut considérer sur A les experts aléatoires constants. Les
réalisations w de A sont ainsi traitées de facon semblable et toutes les proportions
sur A de la décision d = 1 sont permises. Ceci revient a considérer le sur-modele
%[0, 1] muni de la probabilité P, produit de P par la loi uniforme sur [0, 1] et les
experts déterministes de la forme : 1l g(ry<) (W) + Hig )=k (W). o g (u),
B variant entre 0 et 1 (la restriction de 8 & {0,1} définit les experts de Aj).
Dans ce sur-modele I’ensemble des experts considérés peut étre probabilisé, comme
précédemment, par 'opérateur Ejj moyenne par rapport a Pj. Les deux probabilités
possibles sont ici identiques et on vérifie facilement que 1’on obtient le méme vote
que celui des experts de A,. Dans la suite nous ne considererons que ce type de
votes. Les autres votes que 1’on peut construire sur ’ensemble des experts a partir
de Ey sont toujours compris entre les votes définis sur Ay & partir de my et mj.
IIs ne peuvent étre différents sur A que si Py(A) > 0.

Nous nous retrouvons avec un vote pour chaque valeur possible du
parametre #. Avant d’en choisir un ou d’en construire une synthese nous allons
montrer qu’on avantage la décision d = 1 (resp. d = 0) en utilisant 6 appartenant a
Oy (resp. ©1). Ceci se comprend aisément puisque Py, (resp. Py, ) a plutot tendance

a charger les grandes (resp. petites) valeurs de T'.
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Proposition 4.3.2

j)\V/QO €0y etVh €O 0na:
Qg,({1}) = Qf, ({1}) et bien sir Qg ({0}) < Qg ({0}).

ii) S'il existe 6 tel que QF ({1}) sy Go(K(T)), sous Py le vote Qy
est neutre : Eg(Q7 ({1})) = Eo(Q7 ({0})) = 3

Démonstration

i) Soient 6y € O, 61 € ©1 et w € Q, posons T'(w) = t.
D’apres la proposition 4.3.1, les votes Qf, ({1}) et Qg ({1}) sont égaux a
1 (resp. 0) lorsque t € (D; — D) (resp. t € D). Il nous reste a considérer
le cas : t €IR—(D; U Dy)
On a alors Q4 ({1}) =1 — Go(K(t)), Gy étant la fonction de répartition
moyenne de la statistique essentielle K(T') : Go(K(t)) = Eg(f:) avec
fo =1eem <y +3 Hikm=xw)-
Soient 0y € O¢ et 0; € O4, il nous faut démontrer 'inégalité :
Eo,(ft) < Eo, (ft), c’est-a-dire [, fi(po, — po,) dp > 0.
Pour cela nous utilisons la stabilité des hypotheses qui suppose ’exis-
tence d’'une fonction mesurable croissante hg, g,y : [IR— IR vérifiant
Po,/Po, = h(g,,0,) (1) sur le domaine de définition de ce rapport, c’est-a-
dire en dehors de {w € Q; pg,(w) = pp, (w) = 0}.
La valeur de K(t) dépend de deux éléments de A,, & = fasuy) €t
0t = f(by,v0)» car t ¢ (D; U Dy). s vérifient §; < fz0) < fe,1) < 0f et
[6:,6/[NA; = 0. Dans le 2°™ cas de la démonstration de la proposition
4.3.1 nous avons montré I'égalité : {K(T) = K(t)} = {d; —0: = 1}. Quel
que soit le cas de figure : qﬁgzgig%) < &, qﬁéﬁ?{?ﬂ <o <0y < (,75(90’91) ou
5 < 6553, on a toujours {K(T) = K(t)} € {h(g,.6,)(T) = hay.60)(1)}
(qﬁgz(’;)l est une fonction de test simple basée sur K g, 9,y = h(a,,0,)(T)).
K et h(@o’gl) étant croissantes on en déduit : 1/5,< f; <1l avec
A = {h(99,0:)(T) < h(gg,00) (1)} et B = {hpy,0,)(T) < hygy,0.)(t)}-
Si h(go,00)(t) < 1ona 1Ig (pg, — pg,) = 0 donc [, fe(pe, — po,) dp > 0.
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Il nous reste le cas hg, g,)(t) > 1; posons Q1 = {h(g,,0,)(T) <1}, on a
alors 11, < fi; il est facile de vérifier I'inégalité suivante :

(ft_ 1191)(1791 - peo) > (1_ 1191)(]991 _p90> pUiSque (p01 - p@o) est
négatif sur le complémentaire de €2 ; en intégrant chacun des membres

de cette inégalité on obtient le résultat recherché : fQ ft(po, —po,) dpp > 0.

if) Soit 0 tel que Q% ({1}) 2" 1 — Gy(K(T)).

11 suffit de montrer I'égalité Ep(Q5({0})) = & c’est-a-dire
Eg(Go(K(T))) = 3.
Si K(T) est diffuse Gy est la fonction de répartition classique de K (7)),

elle est de plus continue. Nous savons que Gg(K (7)) suit une loi uniforme

1
5-

sur [0, 1] (cf. [Bre.] p. 284) qui est bien de moyenne
Si K(T') n’est pas diffuse, on consideére l’ensemble dénombrable des
points chargés par K(T). Le complémentaire de ces points est une
union dénombrable d’intervalles disjoints sur lesquels Gy est continue
et égale a la fonction de répartition classique. La mesure trace de la
probabilité image de Py par Go(K (1)) sur les intervalles (a;, b;), images

par Gy des intervalles précédents, est donc la mesure de Lebesgue. Ceci

implique Ey[Go(K(T)). 11a,4,) (Go(K(T)))] = “5%. Dans lintervalle

avec
b2

T

2
«1e, » . ai —
la probabilité a;;1 — b;. La moyenne sur ces intervalles est alors %

bitait
2

)bi, aiy1( la statistique Go(K (7)) ne prend qu’une valeur

En sommant ces résultats on obtient Fy(Gy(K(T))) = —% + % = %

Cette proposition nous montre que les votes () qui avantagent la

décision d = 1 sont ceux qui se font a partir de # appartenant a ©y. Si ©y n’est

pas trop limité, en particulier s’il existe des 6y qui donnent a T des fonctions de

répartition presque nulles pour des valeurs réelles aussi grandes que 1’on veut, on

aura des 0 pour lesquels @y ({1}) sera proche de 1. Généralement ces 0y ne sont

pas tres probables pour I'utilisateur qui veut choisir entre ©g et ©1. En effet, s’il
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définit le principe du partage de © en deux, il est rare qu’il essaie de limiter ©
a partir de ses connaissances empiriques. © contient généralement les valeurs du
parametre mathématiquement possibles. Le choix d'un vote final prendra alors
peu en compte les votes associés a ces . Cela peut se faire en prenant la moyenne
des votes associés a 6 appartenant a Og, a partir d’une probabilité Ay bien choisie.
On peut aussi éviter les votes () trop favorables a la décision d = 1 en prenant,
dans ©g, le vote le moins favorable a d = 1. S’il existe c’est un cas particulier du
choix précédent, Ay étant une masse de Dirac, dans le cas contraire on peut tout
de méme définir un vote répondant a ce critere. Nous allons définir ces deux types

de votes ainsi que les deux qui correspondent a O;.

Définition 4.3.2

Soit (2, A, (Py = pe.pt)eco,u0,) un probleme de décision a hypotheéses
stables. ©® = Oy U ©; est muni d’une tribu T et on suppose que Qj({1}) est
mesurable pour presque tout w.

Ao (resp. A1) étant une probabilité sur ’espace mesurable (0q, 7y) (resp. (01,77)),
on appelle vote pondéré par Ay (resp. A1) la probabilité définie sur D = {0,1},
pour presque toute réalisation w, par :

Q4. ({11) = fo, @ ({1} do(6) (resp. Q%, ({1}) = Jop. Q3 ({1}) A1 (0)).

On appelle vote le plus favorable sous ©¢ (resp. ©1), la probabilité définie sur
D = {0, 1}, pour toute réalisation w, par :

08, (10}) = supoca, @3 ({0}) (resp. @5, ({1}) = supsee, Q3 ({1)).

Ces quatre types de votes vérifient : Qf ({1}) < Qg ({1}) < Qg ({1})
Q. ({1).

Cette propriété entre les quatre types de votes découle directement des
définitions et de la proposition 4.3.2.
Q¢, et Qg, représentent les votes les plus proches parmi ceux basés sur ©g d’une
part et ©; d’autre part. Ils peuvent étre identiques sur presque tout €2, nous
dirons dans ce cas que les hypotheses sont adjacentes. On peut alors donner le

w PS5 w . N s e .
vote Qg, = @@, comme aide a la décision, quand on observe w.
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Quand les hypotheses ne sont pas adjacentes ou quand les votes pondérés
par Ag et A1 ne sont pas identiques, ce qui est généralement le cas, on a deux votes
pour nous aider a prendre une décision. L'un Q0§ est basé sur O, l'autre QY est basé
sur ©7. Les solutions imaginées dans le cas du choix entre deux probabilités sont
encore possibles. Nous allons les passer en revue rapidement. Nous en reparlerons
plus en détail au chapitre suivant, dans le cadre classique des modeles a rapport
de vraisemblance monotone.

Comme dans la théorie des tests on peut privilégier une hypothese. Ici, ceci revient
a utiliser un seul des deux votes, Q§ ou @)Y, comme aide a la décision.

De facon semblable a ce qui a été fait au paragraphe 2.5, on peut aussi utiliser
un vote pondéré par A € [0,1] : Q¥({1}) = (1 — N)QF({1}) + A\QY({1}). Si Qf
et Q¢ correspondent a deux probabilités Ay et A1, QF est le vote pondéré par
la probabilité Ay = (1 — A\)Ag + AA;. Cette décomposition de la pondération est
intéressante car A permet d’exprimer un choix a priori entre les deux hypotheses.
Ce choix peut bien siir provenir d’un vote antérieur. Comme nous l’avons vu au
paragraphe 2.5, le vote basé sur A n’est pas défini par les probabilités a postériori
de ©g et ©; obtenues a partir de la loi a priori Ay.

Enfin, on peut prendre une décision a partir de la regle des plébiscites définie
au paragraphe 3.2. Ceci fournit une généralisation des regles de Bol’shev. On
peut aussi considérer les regles de décision basées sur la différence G(w) =
QY ({0}) — Qg ({1}) € [-1,+1], qui ne prennent aucune décision autour de 0 et

décident d = 0 ou d = 1 ailleurs suivant que G(w) est positif ou négatif.
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5 MODELES A RAPPORT DE VRAISEMBLANCE MONOTONE.

5.1 HYPOTHESES UNILATERALES.

Les modeles a rapport de vraisemblance monotone recouvrent un grand
nombre de cas classiques (cf. [Kar.], [KarR], [Leh.]). En particulier les modeles
exponentiels a parametre réel, mais aussi les modeles statistiques portant sur le
parametre de non centralité d’une famille de densités de Student, Fisher ou khi-
deux.

Suivant les auteurs, la définition des modeles a rapport de vraisemblance monotone

peut prendre différentes formes, nous utiliserons la suivante :

Définition 5.1.1

Soit (2, A, (pe.1t)gco) un modeéle statistique dominé par la mesure p,
© étant totalement ordonné par la relation <. Il est a rapport de vraisemblance
monotone s’il existe une statistique T a valeur dans IR telle que pour tout 0’ et
0" de ©, §' < 0", il existe une fonction croissante hy g1y : IR— IR+ vérifiant
por /Der = hgr oy(T) sur le domaine de définition de ce rapport c’est-a-dire en

dehors de {w € Q; pg(w) = pgrr(w) = 0}.

Dans certaines définitions 1'égalité pg /pgr = her o) (T) est remplacée
par une égalité presque stire : pgr /per = h(g».9/y(T'). Nous ne I’avons pas fait car
I’événement p-négligeable sur lequel on n’a pas ’égalité dépend de 6’ et 6”. Ceci
peut poser probleme quand on utilise cette égalité sur une infinité non dénombrable
de couples (0',0”). De plus ce type de définitions est équivalent a la définition
choisie ici, lorsque la mesure p est o-finie (cf. [Pfa.]).

Comme dans la théorie des tests nous allons commencer par étudier
les hypotheses unilatérales. Ce sont les hypotheses naturellement stables dans
un modele a rapport de vraisemblance monotone, c’est-a-dire celles qui le sont
a partir de la statistique T'. Nous verrons qu’elles ne sont cependant pas les seules

hypotheses stables.
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Définition 5.1.2

Soit (2, A, (pg-1t)9eco) un modele statistique a rapport de vraisemblance
monotone.
On appelle hypotheéses unilatérales, les hypothéses définies par une partition
ordonnée {61,060} de O.
©=0;+06p, 0, #0,00#0 et Vb, € O1, VOy € O : 01 < by.

Ces hypothéses sont bien stir stables.

Les hypotheses unilatérales ne sont pas toujours les seules hypotheses
stables d’un modele a rapport de vraisemblance monotone. Par exemple si Py
désigne la probabilité uniforme sur [# — 1,60 + 1] le modele (IR, B, (Py)gcocir)
est a rapport de vraisemblance monotone pour 'ordre ordinaire sur © CIR et
la statistique identité 7'; les deux hypotheses ©9 = {0} et ©1 = {-2,42}
sont stables, les experts étant presque surement égaux a 1— 11[_y 4q; les deux
hypotheses ©g = {—1,+1} et ©O; =]—o00, —1[U]+1, +00[ le sont aussi. Remarquons,
que dans ces deux cas on peut retrouver des hypotheses unilatérales en utilisant la
statistique — |T'| et en changeant 'ordre sur ©. Quand cet ordre est fondamental
pour linterprétation, les hypotheses unilatérales deviennent généralement les
seules hypotheses stables intéressantes.

Nous allons maintenant comparer nos résultats a ceux obtenus pour les
hypotheses unilatérales classiquement étudiées en théorie des tests : © CIR est
muni de l'ordre ordinaire et Hy est ’hypothese 6 < 6y ou 6 > 6y. Pour cette
derniére hypothese nous savons qu'il existe au seuil a € [0, 1] un test uniformément

plus puissant défini par :

1 si Tw)<c
p) = n si T =c
0 si T(w)>c

c € IR et y € [0,1] vérifiant Eg,(¢) = o (cf. par exemple [Leh.] p. 78).
Considérons la notion de p-value, de seuil minimum de rejet, pour ce type de

tests. A une réalisation w’ on peut associer le seuil minimum Py, ({7' < T(w')})
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ou Py,({T < T(w')}) suivant que l'on veut une probabilité de rejeter en w’
égale a 1 ou non nulle. Nous prendrons comme p-value la valeur intermédiaire :
Pp,({T < T(W")}) + (1/2)Py,({T = T(w')}). Ces trois valeurs sont bien sur
identiques lorsque T est diffuse.

Le seuil minimum de rejet ainsi défini est basé sur une famille de tests uni-
formément plus puissants, construite a partir de la statistique 7. Nous pouvons
aussi construire une famille semblable a partir de la statistique essentielle K (T')
liée aux hypotheses stables Hy : 0 > 0y et H; : 6 < 0y (voir la définition 4.3.1).
On obtient alors un seuil minimum de rejet qui peut étre interprété comme le
résultat d’un vote d’experts.

S’il existe des tests de puissance 1 sur tout ©; et de niveaux différents, on peut
modifier la définition précédente en prenant une p-value de 1 lorsque la réalisation
w’ appartient & la région de non rejet d’un de ces tests. Ceci est tout a fait justifié
car dans ce cas aucune probabilité Py, ne charge cette région, il est donc difficile

de décider H;.
Proposition 5.1.1

Soit (€2, A, (pe-it)ecocir) un modele statistique a rapport de vraisem-
blance monotone fondé sur la statistique T'. Considérons un élément 0y de ©
différent de inf©, les hypotheses ©g = O N {0 > 6y} et ©1 = O N {0 < Oy}
sont unilatérales.

Q8,({0}) = Qg ({0}) définit un seuil minimum de rejet de Hy : ¢ > 0y contre
H, : 0 < 6y, pour les tests uniformément plus puissants construits avec la
statistique essentielle K(T').

Si les hypothéses sont adjacentes, c’est-a-dire Qg e Q,, Q& ,({1}) e
Qg ({1}) définit un seuil minimum de rejet de Hy : 6 < 0y contre Hy : 6 > 0.

Dans cette proposition nous faisons référence aux résultats du para-
graphe sur les hypotheses stables. On suppose donc travailler avec une famille

{h60,01) }(00,01)c00 x0, NOormalisée (voir la définition 4.2.1). Il est toujours possible
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d’en construire une a partir des fonctions hgr gy, 0" < 0", définies avec le modele
a rapport de vraisemblance monotone étudié (voir I’annexe II).

Il serait intéressant de choisir les fonctions A~ gy d’'un modele a rapport de
vraisemblance monotone de telle sorte qu’elles définissent une famille normalisée
pour toutes les hypotheses unilatérales. Ceci est uniquement possible lorsque les
différentes hypotheses unilatérales définissent les mémes demi-droites D; et Dy
(voir 'annexe IV). Par contre on peut toujours construire des hg gy vérifiant la
propriété i) de la définition 4.2.1, il suffit de suivre la premieére étape de ’annexe

II. On peut alors en déduire facilement une famille normalisée (voir I'annexe IV).
Démonstration

a) Montrons d’abord que Q4 ({1}) est une fonction croissante en 6.
Soient w € 2, 6’ € © et §” € O tels que ' < 0", on cherche a

montrer 'inégalité : Q% ({1}) < Q% ({1}).
Nous avons déja obtenu ce résultat pour 6 € ©; et §” € Oy dans le
cadre plus général de la proposition 4.3.2. Nous devons 1’étendre ici au
cas ou 0’ et 6" appartiennent & la méme hypothese. La démonstration
est semblable a la précédente.
D’apres la proposition 4.3.1, Q¢ ({1}) dépend de la statistique essentielle
K(T') liée aux hypotheses stables ©g = © N {0 > 6y} et
©1 =0 N {0 < bp}(voir la définition 4.3.1).
Si T'(w) € (D; U Dy), on a la propriété recherchée puisque : Qg ({1}) =

%, ({1}). Dans le cas contraire, on a Q4 ({1}) = 1 — Gy(k) avec k =
K(T(w)) et Go(k) = 3Eo(1{rc(y<ky) + 3Eo(1{r(T)<ky))- L'inégalité
recherchée est donc équivalente a Gy (k) > Go (k).
K étant croissante, I’ensemble {t €IR; K(t) = k} est un intervalle non
vide ; il existe donc, dans I’ensemble F' des fonctions de test f; ., définies
au début du paragraphe 4.2, deux ¢éléments f(y/ 1) et fr o) tels que :
Fowy =g ry<ry et ferwn) =irr)<iy:

L’inégalité Go/ (k) > Ggr (k) sera démontrée si pour toute fonction de
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test f) de I’ on montre I'inégalité Ep (f.0) > Eor(f(t,u)), cest-
a~dire fQ ft,uy(Por — porr) dp > 0. Ceci est une propriété classique des
modeles a rapport de vraisemblance monotone. Il suffit de distinguer

deux cas :

i) hegroy(t) < 1.

Posons A = {T < t}, hgr ) étant croissante, le rapport pe:/pg:

est inférieur ou égal a 1 sur 'événement A, ce qui se traduit par :

14 .(pgr — por) > 0; comme f ) est nulle sur le complémentaire de A

on a bien : [, f,u)(Per — porr) dpn > 0.

i) hegr g (t) > 1.

Posons €y = {h ¢)(T) < 1}, on a alors 1Ig, < f(4,4) ; il est facile de

vérifier I'inégalité suivante :

(ft,wy— Hay)(por — por) > (1— 1o, )(per — per) puisque (per — por) est

négatif sur le complémentaire de €2; ; en intégrant chacun des membres de

cette inégalité on obtient le résultat recherché : [, fis ) (por—por) dpn > 0.
b) Qg,({0}) = Qf, ({0}) est un seuil minimum de rejet.

L'égalité Qg ({0}) = Qp ({0}) est une conséquence directe
de la propriété démontrée en a), qui est équivalente a la décroissance
de Q% ({0}) par rapport #; en effet, d’apres la définition 4.3.2 on a
Q8,({0}) = supgeo,Qy ({0}) et par définition de ©g : VO € ©g 0 > p.

Soit K(T') la statistique essentielle liée aux hypotheses stables
Oy et O1 (voir la définition 4.3.1). Pour tout 6y de ©¢ et tout 6,
de ©1, le rapport des densités hg, 9,)(T) peut par construction de
K(T) s’écrire iy o (K(T)) avec hip 4 - IR — IR* croissante. Il
suffit de montrer 1’existence d’une fonction h’(emel) de K(IR) dans IRT,
vérifiant hig o\ (K(t)) = h(g,,0,)(t) pour tout ¢ de IR; ordonnons
les statistiques f(q,u,) €t fb,,0,) de la définition 4.3.1, par rapport

(p290,91)

aux fonctions de test simples de , il y a trois cas possibles :

R(go,6,)(t) = 0 on a alors fu, ) < qﬁgg?l’?l), h(go,0,)(t) = k €]0,+o0]
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6 ,91 0 791
on a alors ¢Ek(,)0) ) < f(ataut) < f(btﬂ)t) < ¢Ek(,)1) )’ h(90791)<t) = tooona

alors ¢(200) < frau) 5 Végalité By o (K (1)) = hig, 0, (t) définit bien
Mgy .0,y Sur K(IR) car {K(T) = K(t)} = {fv),0.) = f(as,uy) = 1}; noOUS
avons obtenu cette égalité pour ¢t €IR—(D; U Dy) dans le 2™ cas de la
démonstration de la proposition 4.3.1, il est facile de la vérifier pour ¢
appartenant & D; — Dy ou a Dy (D; et Dy étant les demi-droites associées
aux hypotheses unilatérales {©1,0(} dans la définition 4.2.1).

Nous avons vu qu’il existe, pour tout seuil o € [0, 1], un test

uniformément plus puissant (U.P.P.) défini par :

1 si Tw)<c

pw) = ¢ si Tw)=c
0 si T(w)>c

c € IR et «y € [0,1] vérifiant Ey,(¢) = c.

Tous les tests de la forme de ¢ sont U.P.P. au seuil @ = Ey,(¢) si a > 0;
dans le cas a = 0 il existe au moins un test U.P.P. ¢g, c’est le plus
grand test ¢ vérifiant Fy,(¢) = 0 (cf. [Mor.1] p. 36). On a ¢g =1Ip, (T),
Dy =] — 00,tg) étant la plus grande demi-droite inférieure ouverte ou
fermée telle que Py, (T~1(Dy)) = 0. Par définition, D; C Dy, nous allons
montrer que tous les tests ¢ € [1Ip,_p, (T), 1Ip, (T)] sont U.P.P. au
seuil « = 0. 1l suffit de montrer que 1Ip,_p, (T) et 1Ip, (T') sont de
meéme puissance : V0, € ©1 Ey, (1Ip,—p, (T)) = Ep,(1Ip, (T)); cest
évident lorsque D; U Dy =IR, par définition de Dy. Dans le cas contraire
D;, — Dy, = D; et d’apres le lemme 1 de 'annexe IV, D; = Dfo (la
densité pg, étant nulle sur T-1(D%)); posons A = T-1(D, — D),
A= An{py, = 0} et A” = AN {py, > 0}, 'événement A" est
négligeable puisque Py, (A) = 0; il nous reste & montrer que A’ est Py,
négligeable pour tout #; € O ; en fait on a méme py, nulle sur A’ car
s'il existait w € A’ tel que py, (w) > 0 on aurait hg, g,) nulle en t = T'(w)
donc nul sur | —o0, t], t appartiendrait a Dfo ce qui est impossible puisque

A C A.
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Nous venons de montrer que les tests de la forme ¢ vérifiant
¢ >1Ip,_p, (T) sont uniformément plus puissants a leur niveau, le test
1Ip,_p, (T') étant de niveau 0.

Pour tout test de la forme ¢ on peut construire un test de

méme puissance de la forme :
Pw) = ¢ si KT(w)=¢

¢ € IR et v/ € [0,1] vérifiant Eg (¢') = Fy,(¢) = a.

En effet, nous avons vu que sur 'événement A, = {K(T) = K(c)}
le rapport des densités hg, g,)(T") est constant, il suffit donc de poser
¢ = K(0), 7 = [Pau(T < ¢} 1 Ad) + ~Po(T = h))/Poy(Ad) si
Py, (A;) > 0 et 4/ =1 sinon.

Par construction de K on a 1Ip,_p, (T') =1k T)=—}, les tests de
la forme ¢ vérifiant ¢/ >1Ip,_p, (T') constituent une famille de tests
U.P.P. a leur niveau. Cette famille contient au moins un test de niveau o
pour tout « de [0, 1]. Elle nous permet de définir, pour toute réalisation
w, un seuil minimum de rejet a,, (w) : égal a 0 lorsque T'(w) € D; — Dy et
égal & Py, {K(T) < K(T(w))}) + (1/2) Py, { K(T) = K(T(w))}) sinon.
am(w) est la valeur de la fonction de répartition moyenne Gy, (k) de la
statistique essentielle K (7T') en k = K(T'(w)).

Lorsque T'(w) ¢ D; U Ds on obtient donc bien a.,(w) = Qg ({0}). Il
en est de méme pour T'(w) € D; — D, puisque dans ce cas Qy, ({0}) et
Qi (w) valent 0.

Il nous reste le cas T(w) € Dy, on a alors Qf ({0}) = 1; les tests
construits a partir de K (T') avec ¢/ = 400 ont tous une puissance égale
a 1 sur O7; le seul vraiment intéressant est celui défini par v = 0;
les autres sont de méme puissance mais ils peuvent avoir un niveau
supérieur, quand ce n’est pas le cas on a Py, ({K(T) = +oc}) = 0 donc

am(w) = 1 = Q@ ({0}). Dans tous les cas il est en fait inintéressant
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de considérer les tests ¢’ strictement supérieur a 1— IIp_; il n’existe
alors plus de test qui puisse rejeter Hy en w ; il semble naturel de poser
am(w) = 1 qui signifie bien qu’il n’est pas question de rejeter dans un
tel cas de figure.
c) Cas des hypotheses adjacentes.
On a Q8, e Qé, = Qp,- Ce qui implique :
8, ({1}) = supsee, Q5 ({1}) =" Q5 ({1})-

Pour définir un seuil minimum de rejet de Hy : 6 < 6y contre
Hy : 0 > 0y on considere comme en b) les tests uniformément plus
puissants de la forme :

1 si K(T(w))>c"

¢'(w) = 9" si K(T(w))=c"

0 si K(Tw))<cd
" € IR et v € [0, 1] vérifiant supgeco, Eo(¢") = a.
Lorsque T(w) ¢ D; U Dy le seuil minimum de rejet o, (w) est égal a
supgee, [ — Go(k)] = [1 — Gy, (k)], donc o, (w) = @, ({1}).
Lorsque T(w) € Dg, on a Py(T~1(D,)) = 0 pour tout 6 de ©; (6 < y) ;
le seuil minimum de rejet est donc nul, il en est de méme de Qg ({1}).
Il nous reste le cas T'(w) € D; — Ds, cette fois c’est I'événement
B = T~ YD; — Dy) qui est de probabilité nulle pour tout § de O ; les
tests ¢” avec ¢’ = —oo sont tous de puissance égale a 1, le seul vraiment
intéressant est celui défini par 4" = 0 ; si pour définir le seuil minimum de
rejet on enleve les tests correspondant & ¢’ = —oco et 4”7 > 0, il n’existe
plus de test qui puisse rejeter Hy en w; il est alors naturel (voir le cas
T(w) € Dy de la partie b) de cette démonstration) de poser o/, (w) = 1,
ce qui est bien la valeur de Qj, ({1}).

L’autre test unilatéral classique, correspondant a Hy : 6 < 6y, conduit
a une proposition semblable. II faut prendre un élément 6y de © différent de

sup®, ceci permet de définir les hypotheses unilatérales Oy = © N {0 < 6y} et
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1=06n{0 > 0o}. Qg ({1}) définit alors un seuil minimum de rejet de Ho : 6 < g
contre Hy : 6 > 6, pour les tests uniformément plus puissants construits avec la
statistique essentielle K (7).

Revenons aux hypotheses unilatérales étudiées par la proposition 5.1.1 :
Oy =0N{0>6} et ©, =0 N{0 < by} avec Oy # infO.
Nous allons regarder ce que donne la regle des plébiscites (voir la définition 3.2.1)
appliquée aux deux votes : Qf = Qg et Qf = QF, . Nous le ferons dans le cas
ou les hypotheses ©¢ et ©1 sont adjacentes. Cette propriété signifiant Qg = Qg
presque partout, elle repose sur la famille des fonctions de répartition moyenne,
(Gp)geco de la statistique essentielle K (7T) (voir la définition 4.3.1). Il faut que pour
presque tout w, la fonction de 0, Gg(K (T'(w))) soit continue a gauche en 6. Ceci
n’est pas une contrainte tres forte, elle est en particulier réalisée lorsque les densités
per convergent, dans L; ou p presque sirement, vers pg, quand 6, croit vers 6
(cf. par exemple [Mon.1] p. 138). La plupart des modeles statistiques & rapport de
vraisemblance monotone, classiquement étudiés, vérifient cette continuité en tout
point # de ©, aussi bien a gauche qu’a droite.
Soient ag < 1 et a1 < 1, les hypotheses étant adjacentes, la régle des plébiscites
ne dépend plus que du vote Qp . Elle décide :
d = 0 lorsque @, ({0}) > a0 et Q3 ({1}) < au,
d =1 quand Qg ({0}) < ag et Qg ({1}) > a;.
Si cette regle ne décide ni d = 0 ni d = 1, on peut dire qu’elle nous conseille de
nous abstenir de prendre une décision.
Lorsque ap = a1 = a < 1/2, la regle des plébiscites décide d = 0, c’est-a-
dire § € ©g, quand w appartient a la région de rejet du test de Hy : 0 € ©;
contre Hy : 0 € Oy au seuil «; elle décide d = 1, c’est-a-dire 0 € O, quand w
appartient a la région de rejet du test de Hyg : 6 € ©g contre H; : § € ©; au
seuil «; enfin, cette regle conseille de s’abstenir quand les deux tests précédents
donnent des décisions contradictoires. Nous avions déja trouvé cette regle comme

cas particulier des procédures de décision minimax construites dans une recherche
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de prise de décision par rapport a une partition ordonnée de © (cf. [Mor.2]).
Nous allons maintenant montrer que les probabilités a postériori de O et

©1 obtenues a partir d'une probabilité a priori A sur (0, 7) ne sont pas directement

comparables avec les résultats du vote pondéré QF, qui est la moyenne des votes

Qg par rapport a A (Qy({1}) est supposée étre 7 mesurable presque partout).

Q2({1}) = /@ Q2 ({1}) dA(0)

Pour définir la probabilité a postériori de ©¢, il nous faut supposer que ©; est un
événement de 7 et que la famille (Py)geco définit une probabilité de transition sur
© x A (QF({1}) est bien 7 mesurable). La donnée de la probabilité a priori A
permet alors de probabiliser I’espace produit (£2,.4) ® (0, 7). Sous des conditions
tres générales, on peut reconstruire cette probabilité a partir d’une probabilité de
transition sur ©Q x 7 (cf. [DacD] p. 194, [HenT] p. 239). Pour toute réalisation
w, on obtient alors une probabilité conditionnelle, dite a postériori, sur (0,7).

L’événement ©; étant de probabilité :

M©1 ) = [ o) aa0) / [ merane

Lorsque T'(w) appartient a D; — Ds (resp. Dg), on a QX({1}) = 1 (resp.
Q% ({1}) = 0)(voir la proposition 4.3.1) et A(O; | w) prend la méme valeur puisque
po(w) est alors nul pour @ appartenant & Oq (resp. ©1).

Le cas important est évidemment celui ou 7'(w) n’appartient pas a D; U D . Pour
voir que A(O; | w) et QX({1}) ne se comportent généralement pas de maniere
semblable, on peut écrire A sous forme du mélange de deux probabilités Ag et
A 0 A = Mo+ (1 — M)Ay avec Ag(Og) = 1, A1(O1) = 1 et A = A(Oy).
Faisons maintenant varier la probabilité A en changeant uniquement la pondération
A € [0,1]. Lorsque A croit il est facile de montrer que A(©; | w) décroit alors
que QY ({1}) croit (voir la proposition 4.3.2). Dans le cadre bayésien, plus une
probabilité a priori charge ©; plus elle avantage la décision 6 € ©q, c’est le

contraire dans le cadre des votes pondérés d’experts. Si A = 0, on a toujours
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A(©1 | w) = 1, ce qui n'est pas le cas de QY ({1}), QX({1}) < Qg ({1}). Pour
le choix entre deux hypotheses simples (voir le paragraphe 2.5) nous avons établi
une comparaison mais en utilisant en fait sur ©, deux probabilités différentes,
A= X+ (1—=XNAp et A = (1 —X)Ag+ AA;. A représentait dans les deux cas
un indice de la “faveur” que l'on accorde a I’hypothese ©g. Les conclusions du
paragraphe 2.5 restent intéressantes mais la mise en oeuvre de la comparaison
devient ici plus difficile car il faut encore choisir Ag et Ay, dans le cas de deux
hypotheses simples le seul choix possible était les masses de Dirac en 6y et 6.
Pour montrer plus en détail cette difficulté de comparaison, nous allons étudier un
exemple en ne privilégiant aucune des deux hypotheses, c’est-a-dire avec A = 1/2.
La probabilité a priori A et la pondération A’ sont alors identiques.

Considérons le cas classique d’un n échantillon (Xi, Xo, ..., X,;) d’une
loi normale, N(f,0?), de moyenne inconnue # €IR et de variance connue o>
(o > 0). Le modele statistique est a rapport de vraisemblance monotone, pour
'ordre usuel sur IR, par rapport & la statistique X = (1/n) Zi? X;, qui est
de loi N(6,0%/n). X est aussi une statistique essentielle pour le choix entre

deux hypotheses unilatérales. En effet, pour 0 < 6", h(gr ¢/(T) est une fonction

strictement croissante de 7.

Etudions le probléme du choix entre ©y = {6 > 0} et ©; = {# < 0}. La partition
ordonnée {O©1, O} définit des hypotheses stables adjacentes. En effet, la statistique
essentielle X est diffuse et finie, on a donc Q% ({1}) =1 — F(@(Y(w) -0)), F

étant la fonction de répartition de la loi normale N (0, 1), ce qui entraine bien :

Qs,({1}) = Qg,({1}).

Le seuil minimum de rejet des tests uniformément plus puissants de ©( contre ©
(resp. ©1 contre ©g) peut s’interpréter comme la valeur du vote Qg ({0}) (resp.
Qs ({1})) avec p = 0. C’est le résultat de la proposition 5.1.1, mais aussi une
conséquence directe de l'expression de QF({1}). Les seuils minimums de rejet des
deux tests s’obtiennent donc en prenant comme pondération la masse de Dirac au

point 6y = 0. Dans la théorie bayésienne ces deux seuils seront les probabilités a
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postériori de ©g et ©1 en prenant comme loi a priori sur © =IR une loi impropre,
la mesure de Lebesgue (cf. [Ber.] p. 147). Ceci nous montre bien que probabilité a
priori et probabilité de pondération sur © ne peuvent pas s’interpréter de la méme
fagon.

Regardons tout de méme ce que donnent ces deux méthodes dans le cas classique
olt la probabilité A est la loi normale N (0, ¢?) avec ¢ > 0. On traite ainsi de fagon
tres symétrique les deux hypotheses ©g et ©1. Dans le cadre bayésien on sait que
la loi a postériori sur O est la loi normale N(m(w), v(w)) avec m(w) = mﬁij;Y(w)

et v(w) = (cf. [Ber.] p. 128 ou [Rob.] p. 139). A(©; | w) est donc la valeur

ncz—|—02

de la fonction de répartition de la loi N(m(w),v(w)) en 6y =0 :
AO1 |w) =1 - F(X (W) /) 78%2)-

nc2+o2

Le vote pondéré Correspondant s’écrit :
Qx({1}) 1—f@ (X (w) — 0)) < —eap(—22) o
—Jo Jin 11— ooxm[( y) b= reap(~ 720 = 0)%) Fean(- L) dy db
:1_fIR ]—oo,Y(UJ)[( )ﬁ\/T_ zp(—50z f@ \/ﬁc exp( 027222;2?{02))
eap(— 555 (0 — 15 )%) dO dy

2c202 nc?2+o2

-
=1- fIR 11]—00,?((.0)[ <y)\/%_7-r \/ ncz7:L|—02 exp(_Q(nCQy—FUQ)) dy
=1~ F(PX (@) 5e577)-

A(O; |w) et QX({1}) sont des corrections différentes apportées au seuil minimum

de rejet de ©; contre ©g : Qg ({1}) = 1 — F(@Y(w)) Ces corrections sont

négatives (resp. positives) quand X (w) est négatif (resp. positif) donc quand le
seuil minimum est inférieur (resp. supérieur) a 5. Elles accentuent la tendance.
On obtient A(0; | w) = Q%,({1}) en prenant comme pondération A’ la loi N (0, ¢/?)

avec ¢ = o2 /nc.
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5.2 VOTES COMPATIBLES SUR UNE FAMILLE D’HYPOTHESES UNILATE-
RALES.

Dans un modele a rapport de vraisemblance monotone l'interprétation
de la valeur du parametre 6 est souvent structurée par l'ordre défini sur ©. La
prise de décision peut se voir comme une synthese des résultats d’expertise de
plusieurs hypotheses unilatérales différentes : ({@{ , @{; }) feF. Associons a chacun
de ces problemes de décision indexés par f € F, un vote d’experts. Pour toute
réalisation w € 2 on obtient pour chaque f une probabilité sur D = {0, 1}, nous
notons Q“’(@{) (resp. Q“’(@g)) la probabilité de la décision d = 1 (resp. d = 0).
Q% est une application de {@{}fe]:}ie{o’l} C P(O) dans [0, 1]. Les informations
données par Q¥ seront exploitables si les votes choisis sont cohérents. Par exemple
si ©f ¢ @{/, on ne voudrait pas avoir Q¥ (07) > Q“’(@{/). De méme si la suite
monotone (07"),ezv a pour limite ©f, on aimerait bien que Q¥ (©7") converge

vers Q“’(@{) pour tout w.
Définition 5.2.1

Soient ({@{ , @{; })fer une famille d’hypothéses unilatérales dans un
modeéle a rapport de vraisemblance monotone de parametre © et () une application
de Q x {@{}fef dans [0, 1] telle que Q“’(@{) représente la valeur en d = 1 d’un
vote d’experts du choix entre @{ et @g lorsqu’on réalise w.

Nous dirons que () définit des votes compatibles lorsqu’elle vérifie, pour presque
tout w de (), les trois propriétés suivantes :

a) si ©f c ©f alors Qv(0]) < Qv (©])

b) si la suite (©I") ey croit vers © (resp. décroit vers 0), la suite (Q“(01")) e v
converge vers 1 (resp. 0)

¢) si (O )nem et (@{;L)neﬂ\[ sont deux suites ayant la méme limite, 'une étant

croissante l'autre décroissante, les suites (Q“’(@{”))nem et (Q”(@{%))nem ont

aussi méme limite.

La propriété c) implique bien que si la suite monotone (@{”)HGIN
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converge vers O alors (Q¥(0")),ev converge vers Q¥ (0©7), il suffit de prendre
@{" = @{ pour tout n €IN. Cette propriété est un peu plus forte, afin que Q¥

puisse se prolonger a la tribu engendrée par {@{ }rer.

Proposition 5.2.1

Si () définit des votes compatibles sur la famille d’hypothéses unilatérales
4
({@{,@g}>f€]:, pour presque toute réalisation w de 2, Q“ se prolonge en une

probabilité unique sur la o-algébre engendrée par {@{}fe]:.
Démonstration

Notons N le négligeable formé des réalisations w pour lesquelles
une au moins des trois propriétés de la définition 5.2.1 n’est pas vérifiée.
Nous allons prolonger QQ“ pour tout w de 2 — N.

Considérons la semi-algebre de Boole, S, engendrée par :

{@{ }rer. Elle est constituée du 0, de €2, des demi-droites inférieures
{@{ } reF, des demi-droites supérieures {@g} rerF et des intervalles de la
forme © N @gl.

Soit w € 2 — N, la propriété a) de la définition 5.2.1 nous permet de
prolonger QQ“ de facon unique en une fonction additive d’ensembles, de §
dans [0, 1], telle que @¥(©2) = 1. On a Qw(@{ﬂ@g/) = Q”(@{)—Q”(@{/)
si @{m@{j' £0.Q*(©}) = 1—Q~(0]) représente bien la valeur en d = 0
du vote d’experts défini par () pour le choix entre @{ et @g quand on
réalise w.

Nous aurons démontré la proposition, si nous montrons que
Q* est o-additive sur S (cf. [Nev.] p. 25). Pour cela nous allons montrer
que Q¥ jouit de la propriété de continuité monotone séquentielle en ().
Soit (Sp)nemnv une suite de S qui décroit vers le vide, nous devons
démontrer que (Q¥(Sy))nemv décroit vers 0. C’est évident lorsque la
suite contient le vide. Dans le cas contraire (Vn S,, # (), les suites de S

qui décroissent vers le vide sont de trois types :
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i) Vn S,=0"
i) vn S,=6]
iil) Yn>ng S,=0Nnel£0
D’apres la propriété b) de la définition 5.2.1 on a évidemment
limp—100Q%(Sy) = 0 dans le cas i), mais aussi dans le cas ii) car alors
Q¥(S,) =1 —Q¥(0I") avec ©" qui croit vers Q.
Dans le cas iii), on a S, = ©" — @{7/1. (O emv et (@{;)HGIN sont
des suites respectivement décroissante et croissante. Elles ont méme
limite car ) = Npen Sy = ﬂnGIN@{” — UnGIN@{’/L. La propriété c) de la
définition 5.2.1 nous dit que les images de ces deux suites par Q¥ ont

aussi méme limite. On a donc bien :

im0 Q° (Sn) = limn— 40 [Q(0]") — Q*(67)] = 0.

Considérons un probleme de décision défini par {Qg, 01}, © = Oy + O1.
Si ©; est un élément de la tribu engendrée par (@{ )feF et si ce probleme de
décision ne possede pas d’expert, il est tentant de prendre comme vote, lorsqu’on
réalise w, les valeurs du prolongement de Q¥ en Oy et ©1. On est souvent dans
cette situation lorsque O et ©; définissent des hypotheses bilatérales. Nous anal-
yserons en détail ce cas classique au paragraphe suivant. Bien entendu ce procédé
de construction d’un vote a partir des votes d’une famille d’hypotheses peut se
concevoir dans d’autres modeles que les modeles a rapport de vraisemblance mono-
tone. Ces modeles s’y prétent particulierement car lorsque © CIR, les hypotheses
unilatérales permettent de définir des votes qui se prolongent a l’ensemble des
boréliens de ©. Pour obtenir ce résultat nous avons besoin de relier entre elles les
statistiques essentielles définies a partir d’hypotheses unilatérales différentes. Nous
allons construire une statistique K (7") dont la fonction de répartition moyenne sera
égale a celle de toute statistique essentielle associée a des hypotheses unilatérales

{©1,0}, en dehors de I'image des demi-droites D; et Dy définies par Oq et ©1.
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Proposition 5.2.2

Soit (2, A, (pg-1t)eco) un modéle statistique a rapport de vraisemblance
monotone pour la statistique réelle T', © étant muni de ’ordre total : <.
A tout probléme de décision unilatéral, {01, 0}, associons une statistique essen-
tielle K®1(T') dont la fonction de répartition moyenne sous Py est notée Gg)l.
Posons N = {t €IR;Vw € T~(t) V€O py(w)=0}.

II existe une fonction croissante K :IR— IR, qui définit une statistique
K(T) dont les fonctions de répartition moyenne Gy vérifient, pour toutes hy-
potheses unilatérales {©1,0¢} :
1)Vte IR —(DY° UDSTUN), YoeO, Go(K(t)=Gs (KO (t))
2)Vt € (DP° — N), Vb € O, G, (K(t))=0
3)Vt € (D91 — N), Vb, €01, Gy (K(t))=1.

K(T) est appelée statistique essentielle globale, pour une réalisation w
n’appartenant pas a T~ (DP°UDS1UN), 1—Gy(K (T (w))) est le résultat Q% ({1})

du vote en faveur de ©1 sous Py.

Démonstration

Le modele statistique étant a rapport de vraisemblance mono-
tone il existe, pour 6" < 6", une fonction croissante hg» gy : [IR— IR+
vérifiant pgrr /pg: = hg ¢)(T) sur le domaine de définition de ce rapport :
{w € Q; pgr(w) >0 ou pgr (w) >0}. Nous allons travailler avec une famille
{h 6y }or<or de fonctions normalisées ; hy ¢y est alors constante sur
tout intervalle I indéterminé pour {0',0"} : Vw € T71(I) po(w) =

por(w) = 0 (ceci est toujours possible d’apres ’annexe IV).

I — Définition de K :IR— IR.
Pour tout ¢ €IR et tout couple (6”,6") d’éléments de O tels que
0’ < 0", considérons les deux fonctions de test de F' = [f(_sc 1) [(400,0)]
(voir le paragraphe 4.2) définies par :
") — sup{f € 8V < fuo} U{f oo}
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9//’9/ . 9//’9/
g =inf{f e’ " f > fan} U{fhoen)}
<I>§9”’9') C F désigne I’ensemble des fonctions de test simples construites

a partir du rapport des densités hgr g/y(1") (voir la définition 2.2.1).
(9// 0/) (9//79/)

Par définition : e, 77 < fpo) < fu) S g , il est facile de
vérifier Tégalité : {g® ) — %) = 1} = {hign.g)(T) = hgr o (1)}
Posons hgr g/y(t) = k, on a alors e,ﬁe”’e') = <;5(Z”O)0) lorsque k£ > 0 et

(9” o) QSEZHI)/) lorsque k < 4o00.

La définition de K repose sur les deux éléments de F' :

9//’9/ . 9//’9/
f(atzut) = Sup{el(f )}9"<9” et f(bt,vt) = an{gg )}9’-<9”-

by — 1 st ap = —00
K(t)z [at—l—bt]/Q s1 —OO<CLt§bt<+OO
a; +1 st by =4o0et ar > —00

Ceci définit bien une application de IR dans IR. Vérifions qu’elle est
croissante. Pour ' > t et 6’ < 0" on a hgr g (t) < hgr oy (t'); nous

R . 0",0' 0" .60’ 0.0 0" .0’
avons vu que l’égalité entraine : eg ) = eg, ) et g§ ) = glg, ) ;

dans le cas contraire on a évidemment gge”,e) < 61(5/ "9 Soit ! > t,
si pour tout couple (0”,6"), 6’ < 6", on a hr g\ (t) = h(gr e (t') alors
f(at,ut) = f(at/,ut/) et f(bt,vt) = f(bt/,vt/)7 donc K(t) = K(t/); dans le
cas contraire il existe au moins un couple (6”,6") tel que hgr g1y (t) <

"9 qone Joew0) < flay u,ys ON

heg o) (t'), ce qui implique g( 07.0") < e,
a alors par définition de K : K(t) < K(t).

En montrant la croissance de K, nous avons aussi démontré que
K(t) = K(t') si et seulement si : fia, u,) = flay,u,) € for00) = Fby 00
On a donc {K(T) < K(t)} = {fauy = 1} et {K(T) < K(1)} =
{f®, ) = 1}. La fonction de répartition moyenne de K (1) sous Py

vérifie Go(K () = [Eo(f(as,ur)) + Eo(f(be,00))]/2-

I — Go(K(t) = G5 (K®(t)) lorsque t ¢ DY° U D1 U N.
{01,060} sont des hypotheses unilatérales, d’apres l’annexe

IV on définit une famille normalisée {h(eot’el)}(90701)€@0><@1 pour ces
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hypotheses, en posant :

0 si t€ DS — D
h%) @ = hioo.00)(t) si t € IR —(DP° U D)
+00 st te D?l

Nous savons que le résultat recherché ne dépend pas de la famille
normalisée choisie (voir la proposition 1 de I’annexe III).

La statistique essentielle K©1(T) associée a cette famille est définie &
partir des experts A9 = U(g()’gl)e@()x@l@ge@()l’el), @ieeol’el) étant I’ensemble
des fonctions de test simples construites a partir du rapport des densités

(C]
hoy,00)
démonstration, I’était a partir de hg, g,) (T). Par définition de h?et,el) on
a ‘1329601’61) 2 ‘bgeo’el)m] o0 pen (T),1- e (D)L (1)29901’61) contient

en plus JID?O—DS@l (T) (resp. 1— 1 e, (T)) si pour tout t ¢ D0 — DS

(T') (voir la définition 2.2.1). @geo’el) défini pour la partie I de cette

(resp. t ¢ D) on a hgy,9,)(t) > 0 (resp. hgy,0,)(t) < +00).

Soit t € IR —(DP° U D) # 0 .
Nous avons vu, au début de la démonstration de la proposition 1 de
I’annexe III, que les fonctions de test, de la définition 4.3.1, permettant
de construire K©1 sont alors données par :
128y = sup{f € A9 [ < fugp) et
f@; =L EAZ F > fu)
Elles vérifient : infA® =1lpe0 (1) < f&’u;) < fuoy < funy <
f — 11 pe1 (T) = supA©r.
On peut aussi les définir par :
Ty = suptet”™ ™ Y a0 c00 0, UL o0 (T))},
Fhan = mf{gff”@”}wg,el)e@oXel U {1 1 e (T)}.
La premiere (resp. deuxieme) égalité est évidente dans le cas ou
f@} ) >11 peo (T) (resp. f(@b,1 oy < 1= e, (T')), en effet nous venons

(00391) et @(00391)

de montrer que P ¢ ont la méme intersection avec

| 1,00 (T), 1 10, (T)].
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Lorsque f((ii’ué) zlfD?O (T') (resp. f&l’v;) = 1= e, (T)), on a
| 100 (T), fit,0)] (resp. [f,1), 1= 1 e, (T)[) d’intersection vide avec
A®1 il en est de méme avec tous les @290’91) (toujours d’apres la propriété
précédente) ; on a alors, pour tout (6y, 01) € ©g x O, €, (80,61) <1l e, (T)
(resp. g§ 001 > 1 g1 pe1 (1)), ce qui implique bien 1'égalité recherchée.

Comme ¢t n’appartient pas a D?O U D®1, K©1(t) est défini par :

b, — 1 st a, = —00
K®'(t)={ [a, +b))/2 si —oo<a), <V} <400
ar+1  si b, =+o0 et a, > —o0

On a bien sir G (K©1(t)) = [Ea( f@1 uy) B f(b, o))/2:

Nous devons démontrer que cette quantité est égale a Gy(K(t)) =
[Eo(f(as,u))+Eo(fb,,0:))]/2 lorsque t appartient a IR —(DP°UD®*UN).
Nous le ferons en démontrant :

5. .0 5. .0 o
fear o) = f(ai ul) et f(by,v00) = f(b;l,u;) pour ¢ ¢ D;”° U D' UN.

p.s
) Pour ¢ ¢ D % on a f(at Us) Z f(at,ut)

(60,01)

D’apres la définition de f( L) a partir des e; , IOUS avons :
t

f(a w) < sup{ fas,ur)> HD?O (T)}. La propriété recherchée revient a
démontrer : f4, u,) pZ.S.JIDE-)O (T'). Nous allons le faire en montrant qu’il
existe 0y € Og tel que sup{eteo’e)}gegl pZ.S'ZIDQO (7).

Comme t ¢ Di@O, il existe 0y € O, Z:Jco <tetw €T ()
tels que pg,(wo) > 0. Pour tout 6 de ©; on a h, g)(20) > 0, donc
hioo,0)(t) = ko > 0 et e = {hg, 0)(T) < kg}.

Pour que 6y convienne il nous faut montrer que le cas de figure
sup{eteo’g)}gegl <11 peo (T") implique sup{eteo’g)} pco, p:'S'JIDQO (T).

Il est équivalent de supposer I = Ngeo, (DY 0 —1hg,,0)(t) < kg})tnon vide
et de montrer que I'on a Py(T (1)) = 0 pour tout § de ©. C’est évident
pour 6 € O puisque la densité pg est alors nulle sur 71 (DS°) D T—1(1)
(voir la définition 4.2.1). Lorsque 6 € ©; la densité py est encore
nulle sur T71(I); en effet pour tout w € T1(I) on a pg,(w) = 0 et
hgo,6)(T'(w)) > ko > 0, ceci n’est possible qu’avec pg(w) = 0.
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b) PourtgéDGOUDelUNonaf(atut) pﬁ f(a wl)”

Cette inégalité s’écrit :

// /

sup{el” " Nprign < sup{es”"} 99,011 c00x0, U {1pey (T)}. Nous
allons démontrer ceci en considérant les couples (6”7, 6’) composés de deux
éléments de O (resp. ©1), #' < 0", et en montrant qu’il existe 6, € ©;
(resp. 0. € Og) tel que : 6(9//’9/) p; sup{e(e 0a) 1(59//’9"),1[1)1_@0 (T)}
(6,0 £

< sup{ef™ ) e’ 11 e, (T)}).
1% cas : 6/ € ©g, 0" € ©Og et 0/ < 0".

(resp. e;

Posons hgr ¢y(t) = k3. On a k3 < 400; en effet si on avait
heroy(t) = +oo, la densité pg serait nulle sur T*([t, +o00) et ¢
appartiendrait a Dg/ donc & DOt puisque ' = O, (voir le lemme 1
de I’annexe IV) ; ceci est impossible car t € IR —(D®° U D91 U N).

On peut avoir hgr ¢)(t) = k3 < 400 dans deux situations :

— Jw; € T7L(#) tel que pyr (wi) >0

—Vw € T7(t), por(w) = 0 et pgr(w) = 0.

Nous allons les analyser successivement.

i) Jw; € T71H(t) tel que pyr (wy) > 0.

Montrons d’abord qu'il existe 0, € ©1 tel que pg, (wy) > 0, ceci
nous permettra d’utiliser la propriété 2 du lemme 2 de annexe IV ; si
ce n’était pas le cas on aurait h g,)(t) = +0oo pour tout 6, € Oy ; les
densités py, seraient toutes nulles sur T~ ([t, +0o0[), ce qui est impossible
puisque t ¢ D91,

Nous allons appliquer la propriété 2 du lemme 2 de ’annexe IV, avec
0, <0, =0"<0.,=0". On obtient :
o) S suplofels) o) e (1)}, (avee o, 0,)(t) = b,

(k3,0) (k1,0) 2 7 (k2,0) >
ho..,04) () = k2, h(o, ,)(t) = ks et la convention ¢(0 ) = 11y= f=o0.1))-
Par définition des eff”’@') on a e(eb’o @) = ¢EZ?’%)), (96’9 ) = ¢EZ:’?)))

egec’eb) = qbgzc’%g) (voir le début de la partie I de cette démonstration),

p.S.
donc 8(96’ 2 sup{e( 0:ba) (96’9“),ZID{e>ea} (T)}. Ceci implique
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I'inégalité recherchée car ©9 C {6 > 6,} entraine : Dfawa} C D?“
(voir le lemme 1 de ’annexe 1V), donc ZID;[(»@Q} (T) SJID?O (T).

ii) Vw € T7L(t), po (w) = 0 et pgr(w) = 0.

Montrons d’abord qu'il existe 0, € ©1 et w, € T1(t) tels que
Do, (wa) > 0.
Lorsque la densité pyg,, 1 € O1, est nulle sur T~ (t), notons I ¢, le plus
grand intervalle de IR —(D2° U D®1) contenant ¢ et indéterminé pour
(0',01). Comme ¢t ¢ N il n’est pas totalement indéterminé; d’apres la
propriété 2 du lemme 1 de 'annexe III on a h%/,el)(lj,_el) = +4o0;0n a
donc h%,ﬁl)(t’) = 4oo pour t' € [ = {x > I; 4, }, ce qui implique que
la densité pg, est nulle sur 771(I); comme il en est de méme sur I g,, ¢
appartient & D%,
On ne peut pas avoir cette situation pour tous les éléments de ©; puisque
t ¢ D91 1l existe donc bien , € ©; pour lequel la densité py, est non
identiquement nulle sur 771 (¢).
t étant indéterminé pour (6”,0") on a hy g,)(t) = hr g,)(t) = 0, ce qui
implique | — oo, t] C Df/ N Df” = Df/ ; hegr gy est donc égale & k3 sur
DY / nD? "= D? " puisqu’elle est constante sur tout intervalle indéterminé

(

pour (0”,0"); on a donc eteu’el) = f(—o,1) et l'inégalité recherchée est
évidemment vérifiée.

2PMe cas 0 €Oy, 0" €Oy et 0/ < 0",

La démonstration est semblable a celle du 1°" cas.
Posons hgr gy(t) = k1. On a k1 > 0; en effet si on avait hgr ¢ (t) = 0,
la densité pgr serait nulle sur T-!(] — 0o, t]) et ¢ appartiendrait & DY !
donc a DZQO puisque 6" < ©¢ (voir le lemme 1 de 'annexe IV) ; ceci est
impossible car t € IR —(DP° U D®* U N).
On peut avoir hgr ¢)(t) = k1 > 0 dans deux situations :

— Jw; € T7L(t) tel que por (wi) >0

—Vw € T7(t), por(w) = 0 et pgr(w) = 0.
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Nous allons les analyser successivement.

i) Jw; € T1(t) tel que pgrr(wy) > 0.

Montrons d’abord qu’il existe 6. € Oq tel que py, (wr) > 0;
si ce n’était pas le cas on aurait hg, ¢ (t) = 0 pour tout fy € O ; les
densités py, seraient toutes nulles sur T~ (] — o0, t]), ce qui est impossible
puisque t ¢ Di@O.

Nous allons appliquer la propriété 3 du lemme 2 de ’annexe IV, avec
0, =0 <0,=0"<0. On obtient :

oy = sup{ole ) ot - (T)} (avee g, (1) = ki,
hg,,0.)(t) = k2, R, 0,)(t) = k3 et la convention (/5(9”,9’) =1p= f(—o0,1))-

(0,0)
Comme dans le 1°" cas on a : ,EW ) = ¢EZT%))7 (o0 = (/5510«;7,%))
eyl = ¢EZC’?)3), donc (%) L supfelfete) oet) ptomony (T)}.

Ceci implique 'inégalité recherchée puisque ©y C {6 > Gb} entraine
comme précédemment 11 o-0,) (1) SZID?O (7).

ii) Vw € T7L(t), po (w) = 0 et por(w) = 0.

Montrons d’abord qu’il existe 6, € O et w. € T 1(t) tels que
po, (we) > 0.
Lorsque la densité pg,, 0y € Og, est nulle sur T1(¢), notons I 9, le plus
grand intervalle de IR —(D2° U D®1) contenant ¢ et indéterminé pour
(0p,0"). Comme t ¢ N il n’est pas totalement indéterminé ; d’apres la
propriété 2 du lemme 1 de ’annexe III on a h(e 9,,)(It 90) 0; h%} o)
est donc nulle sur I = {x < I; ¢, }, ce qui implique que la densité py, est
nulle sur 77*(I) ; comme il en est de méme sur I; g, t appartient a Dfo.
On ne peut pas avoir cette situation pour tous les éléments de Oy puisque
t ¢ D?O. Il existe donc bien 6. € ©¢ pour lequel la densité pg_ est non
identiquement nulle sur 7~ (7).
t étant indéterminé pour (6”,0') on a hy, gy (t) = h, e () = +o0,
ce qui implique [t,4+00[C Dﬁ” N Dgl = Dgn ; hor o) est donc égale a

k1 sur Dgu N Dgl = Dg” puisqu’elle est constante sur tout intervalle
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indéterminé pour (0”,6); on a donc eff’”"’/) < 1— I (T) alors que
el > 1= 1l (T) puisque {h(,0r) = +00} C DI ; Vinégalité

recherchée est ainsi démontrée.

c) Pour ¢t ¢ D on a f, 4, pg.s. f&l’vé).

D’apres la définition de f&l’vz) a partir des gﬁeo’el), Nnous avons :
f&l’vé) > inf{fb,0), 1— ZID?1 (T)}. La propriété recherchée revient a
démontrer : f, v,) pg's' 1= 1Ie, (T"). Nous allons le faire en montrant
qu’il existe 61 € O tel que z'nf{glge’el)}ge@0 pg.s. 1— 1 e, (T).

Comme t ¢ D?l, il existe §; € O1, 71 >t et w; € T Hay)
tels que pg, (w1) > 0. Pour tout 6 de ©¢ on a hgg,)(r1) < +oo, donc
hio,00)(t) = kg < +00 et g™ = {h(g.0,)(T) < ko}.

Pour que 6; convienne il nous faut montrer que le cas de figure
inf{g;"" }oeo, >1- 1 e, (T') implique inf{g" " }Yoco, B 1- 16,
(T).

Il est équivalent de supposer I = Mgco,{h,0,)(t) < ko} N D* non
vide et de montrer que I'on a Py(T~1(I)) = 0 pour tout 6 de O.
C’est évident pour 6 € ©; puisque la densité py est alors nulle sur
T-YD®1) D T~Y(I) (voir la définition 4.2.1). Lorsque § € O la densité
pe est encore nulle sur T71(I); en effet pour tout w € T71(I) on a

po, (w) = 0 et hg)(T(w)) < kg < +00, ceci n’est possible qu’avec

po(w) = 0.

P D® U DO UN o

d) Pour t ¢ D7° UDJ* UN on a fp, 0,) = f(b;,v;)'
Cette inégalité s’écrit :

) 0,0 ps- 60,61)

inf{g: " ro<er = inf{g; """ Yoo.00)e00x0, U{1—1 o, (T)}. Comme

en b), nous allons considérer les couples (6”,0’) composés de deux

éléments de O (resp. ©1), 0’ < 0", il suffit de montrer qu’il existe §, € 6

1" pt p.s. ’ 1
(resp. 0. € Og) tel que : g§0 0> inf{g§0 ’9“),g§9 - e, (T)}

0//70/ p.s. . 90’9/ 96’9//
(resp. gi” ") > inf{gt""), 9" 1= 11 e, (T)}).
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1% cas : 6/ € ©g, 0" € ©g et 0/ < 0".

Ces conditions sont celles du 1 cas de b), elles nous conduisent
a analyser les deux mémes situations.

i) Jw; € T71(¢) tel que pgr(wy) > 0.

Comme en i) du 1% cas de b), il existe 6, € ©; tel que
po, (we) > 0. La propriété 2 du lemme 2 de I'annexe IV appliquée a
0, <0, =0"<0.=0" nous donne :

0.,0,) PS5 . 05,04 0,04
o) = inf{eGe ) sty 1= 1 <o (D)}, (avee hi, o, (t) =
(9//’0/)

k1, ho..0.)(t) = k2, he, 6, (t) = k3 et la convention ¢(m,1) =1lg=
f(4+00,0)). Par définition des g§9 ) on a g(eb’e o) = qSEZ‘;’%), ggec,ea) =

‘bEZZ:Gl)) géocyob) _ (bgzcﬁlg) (voir le début de la partie I de cette

démonstration), donc g( e:0b) pg nf{g(eb /ba ) (9“’9“), 1— HDie*eb}
(T")}. Ceci implique I'inégalité recherchée car ©; C {6 < 6} entraine :
D=0} ¢ DO (voir le lemme 1 de I’annexe IV), donc

L= 1L ooy (T) > 1= 110, (T).

ii) Vw € T~1(t), por(w) = 0 et pgr(w) = 0.

Comme en ii) du 1" cas de b), il existe 0, € O; et w, € T~1(t)
tels que py, (wa) > 0; de plus hggr o) est égale a hr gy (t) = k3 sur
DY nD! =DY.

On a donc gﬁe”")') ZHDf’ (T'), alors que gﬁ‘)/’e“) SZID?/ (T') puisque
t € {hg 9, =0} C DY . L’inégalité recherchée est bien vérifiée.

2PMe cas 1 0 €Oy, 0" €Oy et 0/ <0,

On obtient deux situations possibles, celles du 2°™° cas de b).

i) Jw; € T7H(t) tel que pyr (wy) > 0.

Comme en i) du 2°™° cas de b), il existe . € Oy tel que
po,(wr) > 0. La propriété 3 du lemme 2 de l'annexe IV appliquée a
0,=0 <0,=0" <0, donne :

o) S inf (gl 0t 1 1T oy (T)} (avee hyg, a,)(t) =

k1, ho.,0.)(t) = k2, h.6,)(t) = ks et la convention <Z5(9” 9)) =1lg=
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f(4+00,0)). Comme dans le 1°" cas de cette partie on a :

(65,04) (05,04) (chea) _ (0c,04) (0c,0p) (0c,0p)
' (b(k:i 1) Yt = ¢(k2’1) et g, " = ¢(k3’113, donc

g _=
(9,,9) PZ mf{g(e 9) (ec,eb),l_

1T 0<0c) (T)}. Ceci implique
I'inégalité recherchée puisque ©; C {f < 6.} entraine comme précé-
demment 1— 1 yg0<0c) (T) > 1- e, (T).

ii) Vw € T7L(t), po (w) = 0 et pgr (w) = 0.

Comme en ii) du 2°™ cas de b), h(g g7y est égale a hgr g1y (t) =
ki1 sur Dgu ng/ = Dgu. On a donc gge”,e’) = f(+00,0) =11 et I'inégalité

recherchée est évidente.

Il -Vt € (D2° — N), Vb € Oy, Gy, (K(t)) =0.
Soient ¢t € (D2 — N) et 6y € Og. Par définition de D°, les
densités py, € Oy, sont nulles sur T-1(¢). Comme ¢t ¢ N, il existe
01 € ©1 et wy € T71(t) tels que py, (w1) > 05 on a alors hg, g,)(t) = 0

et d’apres la partie I de cette démonstration : ggeo’el) = ¢(9°’91)

f(bt,vt) < qb(?)ol?l) GQO( ( )) étant égal a [Eeo(f(at,ut)> +E90(f(btﬂ)t)>]/2

avee fla,u) < f(bew) (vOir 1), on a G, (K(t)) < Egy(fb,,0) <

00,60
Eeo(ﬁbgo%)l)) = 0.

IV —Vte (D9 — N), Vb, €0, Gy (K(t)) =1.
La démonstration est semblable a celle de III.
Soient t € (D91 — N) et ; € ©;. Par définition de D91, les densités
po, 0 € O1, sont nulles sur T~ 1(¢). Comme t ¢ N, il existe 0y € Oq et
wo € T71(t) tels que pg, (wo) > 0; on a alors kg, g,)(t) = +00 et d’apres
(B0,01) _ 4(00,61) Flay ) > P00 .

la partie I de cette démonstration : e, (00.0) > (00.0)

cette fois on a Go, (K () > Ep, (fiarup) = B, (8{0))) = 1.
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Proposition 5.2.3

Soit (2, A, (pg-1t)eco) un modéle statistique a rapport de vraisemblance
monotone pour une statistique réelle T', © étant un intervalle de IR muni de
Pordre usuel. K(T') est une statistique essentielle globale et Gy désigne sa fonction
de répartition moyenne sous Py. Notons ({@{, @5})]”6]-‘ I’ensemble des hypothéses
unilatérales et considérons pour chacun de ces problémes de décision le vote le
plus favorable sous @{ (resp. @{); pour tout w € ) et tout f € F posons
Q¢ (0]) = Q2 (1) (resp. Q5(0]) = @2, (1)),

Les applications Q1 et Qq, de € x {@{}fe]—' dans [0,1], définissent des votes
compatibles si et seulement si, pour presque tout t €IR, la fonction Go(K (t))
vérifie :

1) Go(K(t)) est continue & droite en 0y € © — {sup©} sit €IR —D§9>9f}

2) Gy(K(t)) est continue a gauche en §y € © — {infO} sit €IR —pif=osd

3) siinfO© ¢ O on a limg_inreGe(K(t)) =1

4) si sup® ¢ O on a limg_ supeGo(K(t)) = 0.

Sous ces conditions les deux types de votes Q1 et Qg ont presque partout le méme

prolongement en une probabilité sur les boréliens de ©.

Démonstration

Posons N = {t €IR;Vw € T~ (t) V0 € © po(w) = 0} et

notons simplement le et D{ les demi-droites inférieures et supérieures
of

!
D,;° et D?l . D’apres les propositions 4.3.1 et 5.2.2, pour une réalisation

w ¢ T71(N) et des hypotheses unilatérales {@{,@5}, le vote Qf est

défini par :
1 si T(w) e le — D{
Qi({17}) =4 1= Go(K(T(w))) si T(w)€IR~(D} L D])
0 si T(w)€ D

Dans cette proposition nous considérons deux familles de votes, la
premitre est définie presque stirement par Q% (07) = suPpeer Q5 ({1r}),
1

la seconde par QB"(@{) =1- gg({()}) =1- supeeegQg’({Of}) =
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mfoeeg QF({15}) (voir la définition 4.3.2). Ces deux familles sont iden-
tiques si toutes les hypotheses unilatérales du modele sont adjacentes.

Nous devons démontrer que Q)1 et Qo vérifient les propriétés a), b) et c)
de la définition 5.2.1 pour presque tout w de Q@ —T~1(N) si et seulement

si Gy possede les quatre propriétés de I’énoncé.

I — Condition suffisante.
Notons N, 'ensemble des ¢t €IR pour lesquels Gy(K(t)) ne
vérifie pas les quatre propriétés de 1’énoncé. T—1(IV,) étant négligeable,
il suffit de démontrer les propriétés a),b) et c) sur Q@ — T—1(N U N,).
Soit w tel que T'(w) =t ¢ (N U N,).

1 cas : Q¥(©)) = sup%@{Q‘g({lf}) pour tout f € F.

a) Si 6 c 6 ona Qy(0) <@y (e]).

Lorsque t € lel — DI (vesp. t € DI) I'inégalité recherchée est
évidente car on a, pour tout § de ©, Qg ({15/}) =1 (resp. Q5 ({1¢}) =0)
done Q¢(01) =1 (resp. Q¥(6]) =0).

Il nous reste le cas t ¢ (lel — DI')Yu DI. Comme O] C @{/ implique
D,Lf - D,Lf/ et DI D DI’ (voir le lemme 1 de I’annexe IV), ¢t n’appartient
pas non plus a Dg — DI C lel — Dgl et a Df. On a, pour tout 0 de O,
Q3 ({15}) = Q5 ({157}) = 1 — Gy(K (1)) done

Q% (07) = suppeer Q5 ({11} < supyeeror @3 ({1}) = Q7(6]).

b-1) Si (07")ernv croit vers ©, la suite (Q¥(01"))pemv croit
vers 1.

@{” = ON] — 00, #,,) n’étant jamais égal & ©, I’existence d’une
suite (@{") croissant vers © n’est possible que si sup® ¢ ©. C’est dans
ce cas qu’il y a quelque chose a démontrer.

Posons Dj' = UneINDg” et D = NpemwDI"; la suite (@{”) étant

croissante les suites (D/™) et (DI") sont respectivement croissante et
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décroissante (voir le lemme 1 de ’annexe IV) ; la suite (D{ » — DJ) croit
vers Dif — D7 .

Lorsque t € D;’ — D, on a la propriété recherchée puisqu’a partir d’'un
certain rang ¢ € (D" — DI*) donc Q¢ (0]") = 1.

Le cas t € D est impossible car D; C N ; en effet, la convergence de
(@{") vers O et le lemme 1 de I'annexe IV entrainent D = NgeeD?.
Il reste le cas t EIR—(D;" U D;) # (). On a toujours :
limnq+ooQ‘f(@{") = lim /pnotoo SUPgegin Q7 ({1y,}). Comme t ¢
D;r U D, a partir d'un certain rang t ¢ D{" U Df», on a donc
LM — 400 QY (O1") = suppeo (1 — Go (K (1))).

Gy(K(t)) étant une fonction décroissante de 6 (voir la partie a) de la
démonstration de 5.1.1), limn_>+ooQ‘f(@{”) = limp—supo (1 —Go(K (1))

qui est égal a 1 d’apres la propriété 4) de I’énoncé.

b-2) Si (04", e décroit vers le vide, la suite (Q%(0™)) e
décroit vers 0.

La démonstration est semblable a celle de b-1).
@{” = ON] — 00, 0,) n'étant jamais vide, l’existence d’une suite (@{")
décroissant vers le vide n’est possible que si inf©® ¢ ©. On pose alors
D7 = Npew D™ et DF = Upey DI
Lorsque t € DY, la propriété recherchée est évidente puisqu’a partir d’un
certain rang t € DI donc Q¥ (0I") = 0.
Le cas t € D; est impossible car D;” C N ; en effet, la convergence de
(@g") vers © et le lemme 1 de 'annexe IV entrainent D; = NgeeDY.
Il reste le cas t €e[R—(D; U DY) # (. On a cette fois :
i 400 Q5 (O17) = Lim N\ 00 suPye 1 Q5 ({15, 1) =
limn_>+oosup9€@{n (1 —=Go(K(t))) = limp—inro(l — Go(K(1))).

La propriété 3) de I’énoncé implique bien limn_>+oon(@{") =0.

c) Si (@{")nem et (@{n)nGIN sont deux suites ayant méme lim-

ite, I'une étant croissante ’autre décroissante, les suites (Q‘f(@{"))ne IN
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et (Q‘f(@{;))nem ont méme limite.

La limite commune de (@{") et (@{7/1) ne peut pas étre vide
ou égale a O, elle est donc de la forme @{ = ON] — 00, 0) avec 5 € O.
Lorsque 0 appartient a @{ (resp. @g =06 - @{), les @{” (resp. @{’/L)
sont égaux a @{ a partir d’un certain rang. Etudions séparément ces
deux cas.

i) ©f = 0n] - c0,0] (8 € © — {supO®}, O £ B1).
On & limn 1@ (0]") = QF(0]) < lim,—.1 Q7 (0") et
D! =D —Nyew DI, DI DU Spey DIY =D
L’égalité des deux limites est évidente lorsque ¢t appartient a sz —D{
(resp. D.) car on a alors Q‘f(@{) =1 (resp. limnq+ooQ‘f(@{’/“‘) =0).
t n’appartenant pas a N il n’appartient pas a le N.D{, il nous reste alors
lecas:t ¢ Dg U DL ; a partir d’un certain rang on a t ¢ D{’/L U Dﬁc’ll donc
Qr(O") = sup, g1 (1=Co(K(1))): cect implique lim,, Q7 (6]) =
limgsg0,(1 — Go(K(t))). D’apres la propriété 1) de I'énoncé on a
limn . 100Q% (©77) = 1 — Gy, (K(1)) ; I'égalité entre 1 — Gy, (K (1)) et
Q‘f(@{) = Q‘é’f({lf}) (voir la partie a) de la démonstration 5.1.1) est
triviale lorsque t ¢ le U DI, dans le cas contraire t € D/ — D’ on a

o,({1r}) = 0 mais aussi Gy, (K(t)) = 1 d’apres la propriété 3) d’une

statistique essentielle globale (voir la proposition 5.2.2).

i) ©f = 6n] — o0, 0] (65 € © — {infO}).
On a lin,— Q% (077) = QF(8]) > limy— Q5 (0]") et
DI DU new DI* = D;, Df = D" = nNev DI
L’égalité des deux limites est évidente lorsque ¢ appartient & D; — DY
(resp. DY) car on a alors lim, .40 Q%(0") =1 (resp. Q¥ (1) = 0).

Il nous reste le cas : t ¢ D; U Df{; a particr d’'un certain rang
t ¢ D,Lf" U D{» donc Q‘f(@{") = Supyegin (1 — Go(K(t))); ceci im-
1
plique lim, 4 0Q¥(0") = supyeof(1 — Go(K(t))); cette quantité
1

est évidemment égale & Q¥(O©7) lorsque t ¢ D! U DI. Dans le cas
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contraire, t € (le — Df)— Dy, on a Q¥(6f) = 1 et on doit montrer
SUPee@{(l — Go(K(t))) = 1, cest-a-dire Gy, (K (t)) = 0 d’apres la pro-
priété 2) de ’énoncé et la décroissance en 6 de G(K (t)) (voir la fin de la
partie a) de la démonstration 5.1.1) ; cette égalité est une conséquence
directe de la propriété 2) d’une statistique essentielle globale (voir la

proposition 5.2.2) puisque 6; € @g.

2°me cag : QW (OF) = infee@({@g({lf}) pour tout f € F.

a) Si ©f c 6 ona Qy(0]) <Qy(0]).
La démonstration du a) du 1*" cas convient en utilisant la définition de

Qg a la place de celle de QY.

b-1) (O e /' © = (QF(OF )nemv /' 1.

Il suffit de reprendre le début du b-1) du 1 cas et pour
t eIR—(D;f UD;)ona:
limn 100 Qf (B]") = lim /oo infyeorn Q5 ({17,}) =
limnq+oomf0€@£n (1 —Gg(K(t))) = limp_supe(l — Go(K(t))) =1
d’apres la décroissance de @{;" = O©N(0,,+oo[ vers le vide et la propriété

4) de I’énoncé.

b-2) (O Ve O = (Q5(01))new \ 0.

On reprend la démonstration du b-2) du 1* cas et pour

t eIR—(D; UD{) on a cette fois :
im0 QF (O1") = lim N too infyeom QF ({15,}) =
limn— oo infoegm (1 — Go(K (1)) = infoco(1 — Go(K (1)) =0

d’apres la décroissance en 0 de Gy (K (t)) et la propriété 3) de ’énoncé.
Q) (O] ey /O et (O)new \ O =

(Q3 (O] Dnemv / QE(O]) et (QF(OT))nerv \. QF(O]).
Comme pour le ¢) du 1 cas on distingue deux éventualités.

i) 0 = 0n] — 0,0/ (05 € © — {supO}).
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On a limn_. 00QL(0I") = Q¥(0]) < limp_15Q%(O). Les demi-
droites D,Lf et Df ont les mémes propriétés qu’en i) c) du 1 cas, la
démonstration est identique pour t € Dg U D..
Dans le cas contraire on a :
iy 4o @3 (O1") = limyocinf, o (1= Go(K (1)) =
infoco ({(1 — Gy(K(1))); cette derniere quantité est évidemment égale a
Q% (07) quand t ¢ D{UD{ sil reste le cas t € (DI —D") —D,Lf, on a alors
Q‘é’(@{) = 0 et on doit montrer infeeeg(l — Gy(K (1)) =0, c’est-a-dire
Gy, (K(t)) = 1 d’apres la propriété 1) de I’énoncé et la décroissance en
0 de Go(K(t)); c’est une conséquence directe de la propriété 3) d’une
statistique essentielle globale (voir la proposition 5.2.2) puisque 6y € @{ .
ii) © =0n] — oo, 0] (0; € © — {infO}, O # 7).
On reprend le début de la démonstration du ii) ¢) du 1% cas en
remplagant QY par Q. Lorsque t ¢ D; U D/ on a maintenant :
limn— 0@ (O7") = lim /oo infyeqrm (1 = Go(K(1))) =
limg<g, ~6,(1 —Go(K(t))) =1—Gy,(K(t)) d’apres la décroissance en ¢
de Gy(K(t)) et la propriété 2) de 1’énoncé (Df = Dikef}). On obtient
bien Q(0]) quand t ¢ Df UD{ car Q§(0) = infozq,(1-Go(K(t))) =
1 —Go, (K(t)); lorsque t € (sz — D{)~D;, on a Q‘Od(@{) =1letilen
est de méme de 1 — Gy, (K (t)) d’apres la propriété 2) d'une statistique
essentielle globale (voir la proposition 5.2.2) puisque 6; € @g.

IT — Condition nécessaire.
Q1 et Qg sont supposés définir des votes compatibles.
Sur @ — T7U(N) on & Q4(6]) = supprQi({1s}) ot Q3(OF) =
mf%@g Q% ({17}). Par définition les votes Q4 ({1¢}) ne dépendent que
de t ; les propriétés a), b) et ¢) de la définition 5.2.1 sont donc vérifiées en
dehors d’un négligeable de la forme T71(M U N). Il suffit de démontrer
que Gy(K (t)) vérifie les quatre propriétés de 1’énoncé pour t ¢ M U N.
Soit w tel que T'(w) =t ¢ M UN.
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1) Soit 8y € © — {sup®}, Gy(K(t)) est continue a droite en §
sit¢ DIO0T

Considérons une suite {6, },cn décroissant vers 6y, 6, # 0 ;
posons @{*ﬁ = 0ON] — 00, 0,] et @{” = ON] — 00,0¢] = @{. La propriété
c) de la définition 5.2.1 étant vérifiée pour la réalisation w nous avons :
lim— 40 Q5 (077) = Q7 (07).

Reprenons les notations de la partie c¢)-i) du 1*" cas de L.

Lorsque t ¢ (D/ u D)) = (beef} U D.), nous avons obtenu :
limnq+ooQ‘f(@{7/L) = limp>g 0, (1 — Go(K(t))). La continuité a droite
en 0y de Go(K (t)) s’en déduit immédiatement pour ¢ ¢ (le U DY), car
dans ce cas : Q¥(©]) = sup%@{Q‘é’({lf}) = sup%@{(l —Gy(K(t)) =
1—Gy, (K (t)) ; cette continuité est encore valable pour ¢ € (DI — D) car
on a alors Q¥(©7) = 0 mais aussi 1 — Gy, (K (t)) = 0 d’apres la propriété
3) d’une statistique essentielle globale (voir la proposition 5.2.2).

Il reste le cas t € D’ — le (ce qui suit est valable pour t € D.). A partir
d’un certain rang ¢ appartient aux Dg’ll et d’apres la propriété 3) d’une
statistique essentielle globale on a Gy (K(t)) = 1 car 6, € @{; ; ceci
démontre la continuité a droite en 67 puisque D, C DI et la propriété

3) précédente impliquent : G, (K(t)) = 1.

2) Soit 0y € © — {infO}, Go(K(t)) est continue & gauche en
Or sit ¢ D§9<9f}

La démonstration est semblable a la précédente. On considere
cette fois une suite {6, }nemv croissant vers 6¢, 6, # 6O¢; on pose
0" = 0n] — 00,6, et @{; = ON] — 00, 0¢[= ©f. Les votes Qq étant
compatibles en w on a : lim, 1 Q%(0") = Q7).

Reprenons les notations de la partie c)-ii) du 1* cas de I.
Lorsque t ¢ (D; U Df) = (D; U Di9<9f}), la partie c)-ii) du 2°™°
cas implique : limg,_40oQ¥(0") = limg<g, 0,(1 — Go(K(t))). La

continuité a gauche en 07 de Go(K (t)) s’en déduit immédiatement pour
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t ¢ (DZf U D), car dans ce cas : Q¥(©) = inf%@g@‘g({lf}) =
infoso, (1 — Go(K(t))) = 1 — Go,(K(t)); cette continuité est encore
valable pour t € (Df — D;) — D! car on a alors Q¢ (07) = 1 mais aussi
1 — Gy, (K(t)) = 1 d’apres la propriété 2) d’une statistique essentielle
globale (voir la proposition 5.2.2).

Il reste le cas t € D; — DI (ce qui suit est valable pour t € D;). A partir
d’un certain rang ¢ appartient aux le " et d’apres la propriété 2) d’une
statistique essentielle globale on a Gy (K(t)) = 0 car 6, € O}" ; ceci
démontre la continuité & gauche en 0y puisque D; C le et la propriété

2) précédente impliquent : G, (K(t)) = 0.

3) siinfO ¢ O on a limg_inreGe(K(t)) =1

Considérons une suite {6,},cnv décroissant vers infO et
posons @{" = 0N] —00,0,]. On a ﬁnGIN@{" = () et d’apres la propriété
b) de la définition 5.2.1 : limy,_ 0o Q¥(0") = 0.
Reprenons les notations de la partie b-2) du 1* cas.
Lorsque ¢ ¢ (D; U DJ) nous avons obtenu limn_>+ooQ‘f(@{") =
limg_info(1 — Gg(K(t))), ce qui implique bien ’égalité recherchée.
De plus nous avons vu que ¢ n’appartient pas a D; C N. Quant au

cas t € DT

T, il est évident puisqu’a partir d’un certain rang t € Df»
et Go, (K (t)) = 1 d’aprés la propriété 3) d’une statistique essentielle

globale(voir la proposition5.2.2).

4) si sup® ¢ © on a limg_ supoGo(K(t)) = 0.

Considérons une suite {6, },cnv croissant vers sup® et posons
Of" = 0n] — 00,0,[. On a U,cnvOJ" = © et d’apres la propriété b) de
la définition 5.2.1 : limp,_ 40 Q% (0") = 1.
Reprenons les notations de la partie b-1) du 1* cas.
Lorsque ¢ ¢ (Df U D) nous avons obtenu lim, . 4-Q%(07") =
limg_supe (1 — Go(K(t))), ce qui implique bien I’égalité recherchée.

De plus, t n’appartient pas a D, C N. Quant au cas t € D;r, il est
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évident puisqu’a partir d’un certain rang t € DZf" et Go, (K(t)) =0
d’apres la propriété 2) d’une statistique essentielle globale (6,, € @(J;").

III - @1 et Qg ont presque partout le méme prolongement.

Sous les conditions de 1’énoncé, Q1 et )y définissent des votes
compatibles ; ils sont donc presque partout prolongeables a la o-algebre
engendrée par {@{ }feF qui est la tribu borélienne de ©.

Considérons une réalisation w vérifiant les quatre propriétés de 1’énoncé
et n’appartenant pas a T~ (N U N,), cest-d-dire T'(w) =t ¢ (N U N,.)
(voir le début de I). Il suffit de montrer que Q‘f(@{) = QB"(@{) pour
©f = 0en] — 0,0y, avec 05 € © — {supO}.

Lorsque ¢ ¢ (D! U D), Q§({Ls}) = 1 — Go(K(1) done Q¢(0]) =
supger @5 ({17}) = 1= Go, (K(t)) et Q5(0]) = infyeorQ3({1s}) =
limgsg,~0,(1 — Go,(K(t))); la propriété 1) de I'énoncé entraine :
Qr(e7) = Qs (e]).

On a aussi cette égalité lorsque t € (sz — DY) (resp. t € D{) puisque
pour tout 6 de ©, Q¥ ({17}) est égal a 1 (resp. 0).

La plupart des modeles statistiques a rapport de vraisemblance mono-
tone classiquement étudiés vérifient les conditions de cette proposition. Pour que
les conditions 1) et 2) soient réalisées il suffit que 'application, qui associe a
0 1’élément de L;1(Q2; A, n) correspondant a la densité py, soit continue pour la
topologie faible de Ly (en effet Go(K(t)) = [, ft-podp avec f; bornée). Dans ces
modeles, la probabilité ainsi obtenue sur © peut aider a choisir entre des hypotheses
non expertisables. C’est ce que nous étudierons dans les paragraphes suivants.

Il y a bien d’autres manieres d’obtenir des votes compatibles sur
Pensemble des hypothéses unilatérales ({©7,6/}) ser. Considérons pour chacun
de ces problemes de décision un vote pondéré par la probabilité Af définie sur
Pintervalle © muni de la tribu des borédliens. Posons Q(07) = Qi ({1r}) =
Jo Q5 ({15})dAT(9), Q5 ({15}) étant la fréquence des votes en faveur de 0! sous
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Py, pour la réalisation w (cette intégrale a un sens car Q§({17}) est une fonction
croissante de 6 a valeurs dans [0, 1] (voir le a) de la démonstration 5.1.1)). Si 'on
veut que la famille des pondérations (A7) ser définisse des votes compatibles, il
faut que l'application @, de € x {@{ }rer dans [0, 1], vérifie les propriétés a), b)
et ¢) de la définition 5.2.1 pour presque toutes les réalisations w . () a un com-
portement moins simple que les votes @)1 et Qg précédents, il dépend a la fois du
modele et des pondérations. Nous allons définir des conditions peu contraignantes

qui donnent a @ les bonnes propriétés.
Proposition 5.2.4

Soit (2, A, (pe-1t)gco) un modele statistique a rapport de vraisemblance
monotone pour une statistique réelle T', © étant un intervalle de IR muni de I'ordre
usuel et de la tribu des boréliens B. K (T') est une statistique essentielle globale et
Gy désigne sa fonction de répartition moyenne sous Py. On suppose avoir les deux
propriétés suivantes : i) si 0y € © — {sup©O}, Dgf = Us>o, DY,
ii) si 0y € © — {infO}, Dief = Up<p, D!. Notons ({ef, @g})fe}“ I’ensemble des
hypothéses unilatérales. F est totalement ordonné par la relation : f < [/ &
@{ C @{/, on le munit de la topologie définie par cet ordre.
Soit (Af>f€_7: une famille de probabilités sur (0, B), on considére, pour tout t €IR,
la fonction définie sur F par : Hy(f) = [o(1 — Go(K(t)))dAS(9) ; pour presque
tout t, on suppose que H; est croissante, continue et vérifie :
1) si F n’a pas de borne inférieure (inf© ¢ ©) on ainfrcrH(f) =0
2) si F n’a pas de borne supérieure (sup© ¢ ©) on a suprerH.(f) = 1.

Si on associe a chaque hypothése unilatérale 6){ le vote pondéré (s, on

obtient alors des votes compatibles.

Démonstration

Posons N = {t €IR;Vw € T (t) V0 € © po(w) = 0} et
notons simplement le et D{ les demi-droites inférieures et supérieures

f !
D?“ et D?l . D’apres les propositions 4.3.1 et 5.2.2, pour une réalisation
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w ¢ T7YN) et des hypotheses unilatérales {07,071, le vote Qf est

défini par :
1 si T(w)e D! — DI
Qi({17}) = { 1= Go(K(T(w))) si T(w)€eIR—(Df UDI)
0 si T(w) € D

Nous considérons la famille de votes définie par : Q¥ (07) =
{151 = Jo Q5 ({151)dAT (6) ;5 cette intégrale (resp. Hy(f)) est bien

définie puisque Q4 ({1¢}) (resp. 1 =Gy (K (t))) est une fonction croissante
en 0, a valeurs dans [0, 1] (voir le a) de la démonstration 5.1.1).
Nous devons démontrer que @ vérifie les propriétés a), b) et c) de la
définition 5.2.1 pour presque tout w de Q — T~1(N). On va suivre les
étapes de la partie I de la démonstration 5.2.3.

Notons N, l'ensemble des t €IR pour lesquels H; ne vérifie
pas les propriétés supposées dans 1’énoncé. T—1(N,) étant négligeable, il
suffit de démontrer les propriétés a),b) et c) sur Q — T~H(N U N,).

Soit w tel que T'(w) =t ¢ (N U N,).

a) —Si ©f cof ona@v(e]) <o)

Lorsque t € lel — DI (vesp. t € DI) I'inégalité recherchée est
évidente car on a, pour tout § de ©, Qg ({15/}) =1 (resp. Q5 ({1¢}) =0)
donc Q“’(@{/) =1 (resp. Q“(©!) =0).

Il nous reste le cas t ¢ (Dg/ —DI"YuD! # 0. Comme @{ C @{/ implique
Dg C Dg/ et DI D DI" (voir le lemme 1 de 'annexe IV), ¢ n’appartient
pas non plus a D,Lf — DI C lel — DI et a DI'. On a, pour tout 6 de
0. Q5({L}) = Q5({1p}) = 1 — Go(K (1)) done Q“(O]) = Hy(f) et

Q- (6] /) = H(f'); la croissance de H; entraine 'inégalité recherchée.
b-1) - Si (©") e croit vers ©, la suite (Q*(0")) ey croit vers 1.
@{” = ON|] — o0, #,,) n’étant jamais égal & ©, I’existence d’une
suite (@{”) croissant vers © n’est possible que si sup©® ¢ ©O. Il est

équivalent de dire que F n’a pas de borne supérieure.
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Posons Df = UneINDg” et D = NpemwDI"; la suite (@{”) étant
croissante les suites (le ") et (D{~) sont respectivement croissante et
décroissante (voir le lemme 1 de 'annexe IV) ; la suite (Df » — DJ7) croit
vers D" — Dy .

Lorsque t € D;r — D_ on a la propriété recherchée puisqu’a partir d’'un
certain rang ¢t € (DZf" — DJr) donc Q“’(@{") =1

Le cas t € D est impossible car D7 C N ; en effet, la convergence de
(©7") vers © et le lemme 1 de I'annexe IV entrainent D; = NgeoDY.
Il reste le cas t ¢ DY UD; . A partir d’'un certain rang t ¢ D/ UD{", on
a alors Q“’(@{") = Hy(f,). La propriété 2) de ’énoncé et la croissance

de H; inpliquent bien lim,,_, .o H:(fn) = 1.

b-2) - Si (@{n)nejj\[ décroit vers le vide, la suite (Qw(@{"»nem décroit vers 0.

La démonstration est semblable a celle de b-1).
@{” = ON] — 00, 0,) n'étant jamais vide, l’existence d’une suite (@{")
décroissant vers le vide n’est possible que si infO ¢ O, c’est-a-dire que
F n’a pas de borne inférieure. On pose alors D;” = N \nev D,Lf" et
DY =U /nemv DI
Lorsque t € D, la propriété recherchée est évidente puisqu’a partir d’un
certain rang t € DI donc Q¥ (0I") = 0.
Le cas t € D; est impossible car D; C N ; en effet, la convergence de
(@({") vers © et le lemme 1 de 'annexe IV entrainent D; = NgeeDY.
Il reste le cas t €IR —(D; U Df) # 0. A partir d’'un certain rang
t ¢ sz” UDI" on a alors Q¥(©1") = Hy(f,). La propriété 1) de I'énoncé

et la croissance de H; impliquent bien lim,,— o H¢(f,) = 0.

Si (O ) e et (@{;)nGIN sont deux suites ayant méme limite, res-
pectivement croissante et décroissante, les suites (Q¥(©1")),emv et
(Q“(@{;))nem ont méme limite.

La limite commune de (©7") et (@{*IL) ne peut pas étre vide

ou égale a O, elle est donc de la forme @{ = ON| — 00, 0) avec 5 € O.
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Lorsque 0 appartient a @{ (resp. @g =0 - @{), les @{” (resp. @{7/1)
sont égaux a @{ a partir d’un certain rang. Etudions séparément ces
deux cas.
i) - ©f =0en] — 0,0 (6; € © — {supO}).

On a limy . +20Q°(03") = Q*(6]), Df = DX = A \em
Dﬁ, DI = Dgf DU neIN Dg’ll et la suite (f])nemv décroit vers f.
D’apres la propriété i) de I’énoncé on a méme DI =U /" c1v Dﬁ.
L’égalité des deux limites est évidente lorsque t € Dg —D{ ; t appartenant
aussi & Dﬁ — DI* on a & la fois Qv (01) =1 et Q“’(@{;) =1.
Lorsque t € Df on a Q”(@{) = 0 mais aussi limn4+ooQ‘”(®{;) =0 car
t appartient a Dg’ll a partir d’'un certain rang.
Il nousrestelecas: t ¢ D,Lf UD{ ; & partir d’un certain rang ¢ n’appartient
pas a sz’/“‘ U DSJ,[;, ce qui entraine Q“’(@{L) = Hy(f]); Hy étant continue
on a limn_>+ooQ“’(@{’/L) = H,(f); l'égalité entre H,(f) et Q<(O7) est
triviale puisque ¢ ¢ DI U D{.

i) - 0 = O] — 00,0/ (0; € © — {infO}).

On a limn—>+oon(@{;L) =Q“©]), D/ =D 2U /nemv
DZf”, DI = D?{ = N \wmemwv DI et la suite (f,)nev croit vers f.
D’apres la propriété ii) de I’énoncé on a méme D,Lf =U_ "heIn D,Lf”.
L’égalité des deux limites est évidente lorsque ¢ € D/ ; il appartient aussi
aux DI on a donc Q¥(07) =0 et Qv (©I") = 0.
Lorsque t € D,Lf — Df

S

on a Q“’(@{) = 1; comme a partir d’'un certain
rang, t € D{" — Df», on a aussi lim,—40Q%(0]") = 1.

Il nous reste le cas : ¢ ¢ DZfUDg ; a partir d’un certain rang ¢t n’appartient
pas a Df" U D{», on a alors Q“’(@{") = Hy(f.) et la continuité de H;
implique limn_>+ooQ”(@{”) = H.(f); cette quantité est évidemment

égale a Q“’(@{) puisque t ¢ D,Lf u DI.

Les conditions d’application de cette proposition ne sont pas tres contraignantes.
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Les propriétés i) et ii) interdisent certaines discontinuités des demi-droites D?
et DY. La plupart du temps, elles ne varient pas ou varient contintiment :
No<o, Dg = Dgf = Up>0, Dg et U9<9fDi9 = fo = ﬂ9>9fDi9. Dans cette situation
les votes de la proposition 5.2.3 sont d’ailleurs neutres pour toutes les hypotheses

unilatérales (voir la proposition 4.3.2).

On a supposé les fonctions Hy(f) = [o(1 — Go(K(t)))dAf () croissantes sur F
pour presque tout t. Comme 1 — Gy(K(t)) est une fonction croissante en 6, pour
avoir la croissance de H, il suffit que la probabilité A/ soit d’autant plus grande
que f est grand (voir [DacD] p. 79-80), c’est-a-dire que les fonctions de répartitions
Fy décroissent lorsque f croit. Les pondérations A7 chargent alors d’autant plus
les grandes valeurs de 6 que ©f est grand, ceci semble assez “naturel”. Si Gy(K (t))
est continue en @, ce qui est souvent le cas, il suffit d’ajouter la continuité des Af
au sens de la convergence étroite (f, — f = A/» AT ) pour avoir la continuité

de Ht-

En ce qui concerne les propriétés 1) et 2) de Hy, elles n’imposent aucune contrainte
lorsque © est fermé. Lorsque © est ouvert a gauche (resp. droite) la condition 3)
(resp. 4)) de la proposition 5.2.3 entraine la propriété 1) (resp. 2)) si les fonctions
de répartition F; tendent vers 1 (resp. 0) quand ©f décroit vers le vide (resp. croit

vers O).

Considérons le cas classique d’un n-échantillon (X7, X, ..., X,;) d’une loi
normale, N (6,0?), de moyenne inconnue § €IR et de variance connue o2 (o > 0).
Nous avons vu a la fin du paragraphe 5.1 que ce modele d’échantillonnage est
a rapport de vraisemblance monotone par rapport & X, qui est une statistique
essentielle pour le choix entre deux hypotheses unilatérales quelconques. X est

donc une statistique essentielle globale, sa fonction de répartition moyenne est
NG

donnée par : Gg(Z) = F(~-(Z — 0)) (F est la fonction de répartition de la loi

normale N(0,1)).

Gy (T) vérifie bien les quatre conditions de la proposition 5.2.3 puisque F (@ (z—0))
est continu en 6, limgﬁ_ooF(\/—ﬁ(T—H)) = let limg_ oo F( ﬁ(f—@)) = 0. Quelles

(o e
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que soient les hypotheses unilatérales {@f =| — 00, 0y), @g} les deux votes les plus
favorables sous @{ et sous @{; sont identiques; pour toute réalisation w on a :
S (1D = @2, (1D = @5, (1) = 1= FEE(X() — 07). Ths défmissent
des votes compatibles sur l’ensemble des hypotheses unilatérales : Q”(@{ ) =
1-F (@ (X(w)—6y)). Le prolongement en une probabilité unique sur les boréliens
de © =IR vérific Q*(] — 00,0¢]) = 1 = F(L*(X (w) — 05)) = F(L2 (05 — X(w))).
C’est donc la loi normale N(=Z, —) En théorie bayésienne, ce résultat est la loi a
postériori associée a la mesure de Lebesgue sur IR (cf. [Ber.] p. 132).
Considérons maintenant des votes pondérés. Comme dans le paragraphe précédent
nous allons prendre pour chaque probleme unilatéral {@{ =| — 00, 6y), @g } une
pondération Af = N (0, c?) avec ¢ > 0. Les deux hypotheses @{ et @{; sont ainsi
traitées de fagon symétrique. On a :
Q(6]) = Q3 ({17}) = 1 = fo FOLE (X (w) = 0)) S eap(— 5245 db.
En posant §' = (0 — 0¢), les calculs de la fin de 5.1 donnent :

Q“(0]) =1- F((X(w) — 04)\/ sfsz) = F(y/ sz (0 — X ())).

D’apres la proposition 5.2.4, Q“ se prolonge en une probabilité sur © =IR qui

est donc la loi N(Z, %2 + ¢?). Lorsque ¢ tend vers 0 on obtient le prolongement
précédent, celui des votes les plus favorables. Plus ’écart type c est grand, plus les
votes extrémes prennent de I'importance et la probabilité sur © a une dispersion
plus grande autour de 7, ce qui présente peu d’intérét. Pour avoir une famille de
pondérations intéressante il faut partir d’'une information a priori. Nous le ferons
dans le paragraphe 5.4. Les votes que nous venons de définir sont neutres, on a
Ey, (Q“’(@{ )) = 3 pour tout 6. Dans le premier cas ¢’est une conséquence directe

de la proposition 4.3.2. Pour les votes pondérés on a :
o, (Q“(O)=[ 1 F(\ /55205 — ) P eap(—52 (y — 7)) dy

:fIRF \/ ncz-i-azz) \/\2/_:_:081’]9(—#22) dz

il suffit d’intégrer séparément sur | — 0o0,0] et |0,+o00| en utilisant 1'égalité

F(fratga (-2)) = 1= F( [ neda?).
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5.3 HYPOTHESES BILATERALES.

(Q, A, (po-1)pcocir) désigne un modele statistique a rapport de vraisem-
blance monotone par rapport a la statistique 7. Considérons deux couples
d’hypotheses unilatérales : {07,604} et {©7,0(}, ©) C O (voir la définition
5.1.2). Ils définissent une partition ordonnée de © en trois intervalles non vides :

1, O — 0] et ©f. On étudie des hypotheses bilatérales lorsque l’appartenance de
6 a O et celle de 0 a Of sont considérées comme équivalentes pour I'interprétation.
On casse ainsi la structure d’ordre sur © et on étudie les hypotheses : ©; = ©, U]
et ©g = ©) — O = 0 — 0]. Cette cassure entraine des conséquences lourdes sur
les possibilités d’expertise lorsque les deux parties de @1 ne peuvent pas s’analyser

séparément.

Définition 5.3.1

(Q, A, (po-it)pcocir) est un modeéle statistique a rapport de vraisem-
blance monotone par rapport a la statistique T

Soient {O1,00} des hypothéses bilatérales basées sur les hypotheéses
unilatérales {©7, 04} et {0F, 0]}, ©) C OF.
Ces hypotheses sont dites bilatérales impropres si pour tout 6y de O elles vérifient
Py, (T~ (IR —D")) = 0 ou Py, (T~ (IR —D®)) = 0. Elles sont dites bilatérales
pures si aucune sous hypothése de la forme {©,,0F C ©y} n’est impropre

(V0o € Oy Py (T~'(IR —DV)) > 0 et Py, (T~ (IR —D%)) > 0).

Le cas des hypotheses bilatérales impropres revient a traiter deux
problemes de décision unilatéraux distincts.
Posons O} = {0 € ©Og , Py(T (IR —D?;)) > 0} et
O = {0 € ©y , P(T"'(IR —Di@g)) > 0}, le modele étant a rapport de
vraisemblance monotone on a : O] < O} < Oy — Of — OF < O < OF (parmi ces
trois nouveaux sous espaces de parameétres certains peuvent étre vides). Lorsque
I'événement (IR —D?é) N (IR —Df)g) (resp. (IR —D?Il) N (IR —Di@g)) n’est pas
vide, il est © — (O5UO() (resp. ©— (07 UO})) négligeable ; ceci permet une analyse
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séparée des deux parties de I'hypothese ©. Les experts du choix entre ©; et O
s’obtiennent presque strement en ajoutant un expert du choix entre ©} et g a
un expert du choix entre Of et ©y. C’est une conséquence directe de la définition

4.1.1 et de la propriété suivante.

Proposition 5.3.1

Soit & un expert du choix entre ©1 et ©y. Si I'événement C' vérifie :
OFf ={0 €O, Py(C)>0}#DetOf ={0 €60y, Py(C) >0} #0, la restriction
de § a C est un expert du choix entre ©f et Of sur le sous modéle statistique

conditionné par C'.

Démonstration

d est un expert du probleme de décision (£2, A, (Py)oco,ue,)-
C € A est muni de la tribu C trace de A sur C. Le modele statis-
tique conditionné par C, (C,C, (Peo)ee@gu@'f> est défini par P{(C") =
Py(C")/Py(C) (C" € C). On doit démontrer que ¢, la restriction de § &
C est un expert du choix entre O¢ et 0.

La condition ii) de la définition 4.1.1 est évidente car pour

] e}
op-s I p.s.

AeCC Atelque 114 SR (resp. 114 OLe- 0) on a aussi 174 O )
(resp. 114 O1p-s: 0).

Soient 0y € OF C ©g et §; € Of C Oy, la condition i) est
aussi triviale lorsque Eg,(6) = 0 ou Ep, (6) = 1 car pour 0 € 0§ UBY,
EF(8) = [, 0°dPy = % Jo 0 1Ic dPy. 1l nous reste le cas ol § est

un expert du choix entre Py, et Py, ; on peut facilement vérifier que 6¢

est aussi un expert du choix entre P§ et P (voir la définition 2.1.1).

Faire voter les experts d’hypotheses bilatérales impropres est un proble-
me équivalent a celui du vote des experts sous des hypotheses unilatérales. Pour
une réalisation w, le vote Qy sous Py ne dépend que d’un seul des deux experts

unilatéraux qui définissent I'expert bilatéral.
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Les hypotheses bilatérales le plus souvent traitées dans le cadre de la
théorie des tests sont en fait des hypotheses bilatérales pures. C’est en particulier
le cas dans les modeles exponentiels a un parametre, Di@ 0 ot DS,@/1 sont alors
négligeables. Plus généralement, les hypotheses bilatérales sont parfois étudiées sur
les familles de densités strictement totalement positives a ’ordre trois ou plus (cf.
[Leh.] p. 120 et 140). Les densités étant strictement positives on a D?g = D?/l =0

et les hypotheses bilatérales sont pures. Ces hypotheses ne possedent généralement

que des experts triviaux, comme le montre la proposition suivante.
Proposition 5.3.2

(Q, A, (po-)pcocir) est un modéle statistique a rapport de vraisem-
blance monotone par rapport a la statistique T'.

Soient {©1,00} des hypothéses bilatérales pures basées sur les hy-
pothéses unilatérales {©], 04} et {07, 07}, ©] C ©7F.
L’ensemble des experts de ce probleme de décision se réduit aux experts triviaux,

presque strement égaux a HD?OUD?O (T') ou 1— HD?ng@/l (T'), lorsque B =

T-1(IR —D,L-@0 — D?l) est négligeable et dans le cas contraire des qu’il existe

0, € O}, 0, € Og et 0. € Of pour lesquels on ne peut pas trouver un recouvrement
p.s.

de B, B, UB. 2 B, tel que le rapport des densités py, /Do, (resp. pe./pe,) soit

constant sur B, (resp. B.) quand il est défini.

Démonstration
Nous allons commencer par établir une propriété des événe-
ments négligeables dans un modele a rapport de vraisemblance mono-

tone.

I — Lemme : Soient deux sous espaces ordonnés de © : ©' < ©”.
Si N c T-'(IR —D®') (resp. N € T~1(IR —D®")) est un événement
©’ (resp. ©”) négligeable, il est ©' U ©” négligeable.

1°cas : N C T~ (IR —D®') et N est ©’ négligeable.
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Soit #” € ©", on doit montrer que 1’événement N est Py~ négligeable.
Nous distinguerons deux éventualités.

i) 0, = sup®’ € ©'. Dans ce cas Py, (N) = 0 et DO = D’
(voir le lemme 1 de l'annexe IV). Posons N = N; + N3 + N3 avec
Ni = Nn{per = 0}, Na = NN {pgr > 0} N {py, > 0} et N3 =
N N {per > 0} N {pg, = 0}. On a évidemment Py~ (N;) = 0 mais aussi
Py (Ny) = 0 car Py (N2) = 0 implique que Ny est p négligeable. Pour
finir nous allons montrer que N3 est vide. S’il existait w € N3 on aurait
hegr 0.)(T(w)) = +oo donc hegr gy (t) = 400 pour t € D = [T'(w), +00;
la densité pg, serait nulle sur T-(D); T(w) appartiendrait & D%, ce
qui est impossible puisque T'(w) appartient a T'(N) qui est d’intersection
vide avec D?/ = D%,

ii) 05 = sup®’ ¢ ©’. On considere dans O’ une suite (0),)ncv
croissant vers 6. On a DS@/ = ﬂneINDg;. Pour tout n €IN, I’événement
N est Py négligeable et comme précédemment on le décompose en
N1+N3+N3 avec N1 = NN{pg» = 0}, N3' = NN {pgr > 0} {pg: > 0},
N3 = N N {per > 0} N{per = 0}; on a encore Py(Ny) = 0 et
Py (NT) = 0. 11 nous suffit maintenant de montrer que N’ = Npenv N

est vide puisque N = Ny + (UpewN3) + N'. S’il existait w € N’ on

/
n?’

aurait pour tout 6/, comme précédemment pour 0, : T'(w) € Dg; ; cecl
est impossible puisque T'(w) appartient & T'(IN) qui est d’intersection
vide avec D?/ = ﬂneINDgil.

2'Mcas : N C T-Y(IR —DP") et N est ©" négligeable.
Soit #” € ©’, on doit montrer que I’événement N est Py négligeable. La

démonstration est semblable a celle du premier cas.

Pour tout 0" € ©” on pose N = Ny + N{ + N{' avec
Ni = Nn{py = 0}, N¢ = Nn{py > 0}n {pgr > 0} et
N{" = Nn{py > 0} N {psr = 0}. On a toujours Py (Ny) = 0 et
N{” 1 négligeable. Quant & N¢" il est inclus dans T-1(D?"). En effet
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pour w € Ng” on a hgr gy (T'(w)) = 0 la fonction hgr gy est alors nulle
sur D =] — 00, T(w)] et il en est donc de méme de la densité py- sur
T—Y(D); T(w) appartient bien & D?".

Si 0; = inf®” appartient & ©” on a bien Py (N) = 0 car
I’événement Ngi est vide. En effet Ngi est alors inclus a la fois dans
T—1(D%) et dans N ¢ T~'(IR —D?") avec D®" = D%

Dans le cas contraire, 6; = infO” ¢ ©” on considére une suite
(0)nein de ©" décroissant vers 6; et la décomposition :

n

N = N; + (UneINNQO") + N’ avec N' = ﬂneINNgn. L’événement

0// _ 0//
n) =T 1(ﬂn€INDin) et

(2

N’ est encore vide car N’ C NpenT (D

ﬂneINDf” = Di@//. L’événement N est donc bien Py négligeable.

IT - ¢ :HD?OUD?O (T) et ¢ =1— JIDi@gﬁDS@/1 (T') sont des experts.

¢o (resp. ¢1) vérifient bien la propriété i) de la définition 4.1.1
puisque Fy(¢g) =0 (resp. Ey(¢1) = 1) pour tout 6 de O (resp. O1).

La propriété ii) de cette méme définition contient deux pro-
priétés a démontrer.

1) 114 2% 0 = o 114 L 114 (vesp. ¢y 14 L 114).
C’est évident pour ¢; qui est nul sur un événement ©; négligeable :
T‘l(Di@g N D?Il). On a la propriété recherchée sur tout événement A.
Dans le cas de ¢g on doit démontrer que N = A — T_l(DZ-@O U D®0) est
O1 négligeable. N étant ©g négligeable, il suffit d’appliquer deux fois le
lemme précédent avec O] < O puis By < OF.

9) 114 T2 0 = ¢o 114 L 0 (vesp. 1 114 "L 0).
C’est évident pour ¢y qui est égal a 1 sur un événement ©g négligeable :
T_l(DZ-@0 U D®0). On a la propriété recherchée sur tout événement A.
Considérons le cas de ¢1. Le lemme précédent appliqué a ©] < ©g
et a I’événement O négligeable : N/ = A — T_l(D?/l), nous dit que
N’ est aussi ©p négligeable. En utilisant Oy < Of on obtient que

N'=A- T_l(D?g), est ©g négligeable . Posons A’ = A — (N'UN"),
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. R , ., BOpp.s. , . )
il nous reste a montrer 1’égalité : ¢, 114 &% 0, ’est évident puisque

¢1 est nul sur T_l(Di@g N D?;) et A’ C T_l(D?g N D?;)-

Il - B=T"'(IR —D% — D) est négligeable.

Cette situation est équivalente a : HIR—Dsell (T) pg‘s‘JIDi@g (7).
Les hypotheses étant bilatérales pures on a méme :
Hpoo (T) <I | or (T) Z’S‘S‘][Dieg (T) <1, _peo (T).

Soit ¢ un expert du choix entre ©; et Oy, on doit démontrer
qu’il est presque stirement égal a ¢g ou ¢y.

Les événements F = T-H(DP° U D90) et G = T_l(Digg N D?Il) étant
respectivement ©gp et ©; négligeables, d’apres la propriété ii) de la
définition 4.1.1, U'expert ¢ vérifie : ¢ 1Ip Qg's'lfp et ¢ 1lg Oop-s- 0;
il est, comme ¢¢ et ¢, presque sirement égal a 1 sur F et a 0 sur G.
Pour obtenir ¢ 2" ¢y ou ¢ = ¢; il faut montrer que ¢ est presque
stirement constant sur A + C' avec A = T_l(Di@g — D20 — D?Il) et
C=T"YD" —~D% - D) (ona F* = A+G+Cou F* = A+ B+C
si G =), c’est-a-dire que {¢p =1} N (A+ C) = A; + C; ou

{6 =0}N(A+C) = Ay + Cy est négligeable.

A + C étant inclus dans F'¢, d’apres le lemme de la partie 1, il suffit de
démontrer que A; + C7 ou Ag + C est Oy négligeable.

Supposons que A1 + C7 ne soit pas ©¢ négligeable, c’est-a-dire
qu’il existe Oy € Oy tel que Py, (A1 + C1) > 0, nous devons montrer que
I’événement Ay + Cy est Oy négligeable.

1°7¢ étape : Py, (A1) >0 = Cp est O négligeable.
Co étant inclus dans T~ (IR —Di@ 6/), il suffit de démontrer que Cj
est Of négligeable (voir le lemme de I). Si ce n’était pas le cas il
existerait 01 € Of tel que Py, (Cp) > 0 et on aurait Ep, (¢) < 1;
comme Py, (A1) > 0 implique Fy,(¢) > 0, I'expert ¢ serait un expert

du choix entre Py, et Py, (voir le i) de la définition 4.1.1); ceci est

impossible, en effet A; C T_l(Di@ ©) étant 1 négligeable on devrait
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avoir Py, (A1 N{¢ =1}) = Py, (A1) = 0 (voir la définition 2.1.1).

2°m étape : Py, (C1) >0 = A est ©y négligeable.

vV -

La démonstration est semblable a celle de I’étape précédente. Comme
Ag C T YHIR —D?/l), il suffit de démontrer que Aj est ©) négligeable
(voir le lemme de I). Si ce n’était pas le cas il existerait 6; € ©] tel
que Py, (Aop) > 0 et on aurait Fy,(¢) < 1; Py, (C1) > 0 impliquant
Ey,(¢) > 0, Pexpert ¢ serait un expert du choix entre Py, et Py, (voir
le i) de la définition 4.1.1) ; ceci est impossible, en effet C; C T‘l(D?;)
est 6 négligeable, on devrait avoir Py, (Cy N {¢p = 1}) = Py, (C1) = 0
(voir la définition 2.1.1).

A partir des deux propriétés précédentes, il nous suffit main-
tenant de montrer que I’on ne peut pas avoir Py, (A1) = 0 ou Py, (C1) = 0.

Si on avait Pp,(A1) = 0, on aurait Py,(Cy1) > 0 puisque
Py, (A1 + C1) > 0 et d’apres la deuxieme étape Py,(Ag) = 0, donc
Py, (A+T~1(D?")) = 0 avec A+T~1(DP°) = T_l(Di@g —D?ll) puisque
D® N DS = 0; T-Y(D° — DOY) étant égal 4 T-'(IR —DS') — B
avec B vide ou négligeable, on aurait Py, (T~ !(IR —D?ll)) = 0 ce qui
est impossible pour des hypotheses bilatérales pures (voir la définition
5.3.1).

De méme Py, (C1) = 0 et Py, (A1) > 0 est impossible pour des
hypotheses bilatérales pures. Dans ce cas on aurait :
0 = Py, (Co) = Pay(C) = Py (C+T—1(DO0)) = Py (T~H(DST D)) =
Py, (T~*(IR —D%) — B) = Py, (T~ (IR —D?)).

B = T (IR —Di@g — DS@;) n’est pas négligeable et il n’existe pas
p.s.

B,UB. 2 B avec pg,/ps, (resp. pg./ps,) constant sur B, (resp. B.).
Dans ce cas on a :

D?/l (T) SJIIR—DS@O (T) et o1 =11q.

JID?O (T) S]ID%/ (T) <1[IR
Soit ¢ un expert du choix entre ©; et ©y. Comme en IIT il est

presque surement égal a 1, donc a ¢g et ¢1, sur F' = T_l(D,L@0 U D?O).
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On doit démontrer qu’il est presque stirement égal a 0 ou 1 sur F° =
A+ B+ C avec A = T‘l(Di@g — DY) et C = T‘l(D?/1 — D%0).
Ceci revient & montrer que {¢p = 1} N(A+B+C) = A, + B1 + 4
ou{p =0}N(A+ B+ C) = Ay + By + Cp est négligeable. Comme
précédemment il suffit de démontrer que 'un de ces deux événements
est Oy négligeable.
Nous distinguerons deux cas suivant que B est ou n’est pas négligeable.
Nous aurons besoin des propriétés suivantes :

(1) si Op € ©g et Py, (A1) > 0, By + Cp est ©¢ négligeable

(2) si by € ©g et Py,(Cy) > 0, Ag + By est ©g négligeable

La propriété (1) (resp. (2)) se démontre en suivant le raison-
nement de la 1 (resp. 2™°) étape de III et en remplacant Cy par

BO + CO (resp. AO par AO + Bo)

1°" cas : By est négligeable.

B n’étant pas négligeable, B; ne l'est pas. On doit donc
démontrer que Ag et Cy sont Oy négligeables.

a) Montrons que Ag est Oy négligeable.
Si C7 n’est pas ©¢ négligeable c’est une conséquence de la propriété (2).
Lorsque C; est ©gy négligeable, montrons d’abord que ¢ est un expert
du choix entre ©] et Og. ¢ étant un expert du probleme de décision
{©1, 00}, il suffit de vérifier que pour tout événement N, ©} négligeable,
ona ¢ Iy OL5 () Cest-a- dire ({¢# = 1} N N) O négligeable (voir la
définition 4.1.1). Pour cela décomposons N en Ny = NNT (IR —D?ll),
Ny =NNCet N3 =NNTHD®%); N3 C T7YD%) et Ny N {p =
1} C C; sont évidemment ©g négligeables, il en est de méme de N; C N,
d’apres le lemme I, puisqu’il est ©} négligeable.
Les hypotheses unilatérales {©], ©¢} étant stables, d’apres la proposition
4.2.2 il existe deux éléments successifs f et f' de A, C F qui encadrent

¢, ©1 U Oy = O presque sirement :
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oY

/\H\
I/\H\

oo M)<f 2 ¢ 2 preur o (T) et 1f fI0E, =0

B n’étant pas négligeable, il n’est pas @0 negligeable (voir le lemme 1) ;

11 +(T).
IR-D.1 ()

La condition de I’énoncé implique en particulier que le rapport pg, /po,

A @Op.s.
comme ¢ vaut presque sirement 1 sur Bon a: f/ =

p.s.
n’est pas constant sur B, 2O B. Il existe donc au moins une fonction

de test simple qﬁ(eb’ea) plfvle) ¢ Ay qui vérifie :

(k,B)
(9b79 ) p.s. . 9 p (O
ZIDZ%/ (T ) ¢(k 5 ZIIR_D?/1 (T') ; d’apres le lemme I on a aussi :
BOpp. Opp.s.
(9b79 ) op
ZIDZ@g (T) < ¢(k ﬁ) < ZIIR_D@/ (T).
On en déduit gbgibg)‘l) < f’ et comme |f, f’ [mcbff’b’(’a) =(0ona:

f> qbgzl”;)") >HD@6' (T). ¢ est donc ©¢ presque surement égal a 1 sur
T_l(D?g) DA, C; qui implique bien que Ag est ©¢ négligeable.
b) Montrons que Cy est ©g négligeable.

La démonstration est semblable a la précédente.

Pour A; non O négligeable c’est la propriété (1) qui donne le résultat.
Lorsque A; est ©y négligeable, ¢ est cette fois un expert du choix
entre ©F et Oy car 1y Ogp-s. 0 implique bien ¢ 11y Oop-s. 0; il suffit
de décomposer N en : Ny = N NT IR —Di@g), Ny = NN A et
Ny = NNT YD®); Ny CT-1(DP) et Nyn{¢p =1} C A sont bien
O négligeables, il en est de méme de N; d’apres le lemme de I.
L’application de la proposition 4.2.2 aux hypotheses {Og, O)} nous
conduit & deux éléments g et ¢’ de F vérifiant :

Olp.s. Olp.s. -
ey (T)<g < (1=¢) < g <l e (T)et]gg[NAL=0
avecz Al = U(Q’gl)egoxeglq)gel’e).

(1 — ¢) valant presque siurement 0 sur B non 0 négligeable on a :
O ey (T).

La Condltlon de I’énoncé implique que le rapport py, /ps, n’est pas

constant sur B. p:_.)S. B. 1l existe donc au moins une fonction de test

(ecyeb) e @gecyob)

simple qﬁ(k’ﬁ) qui vérifie :
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Ogp.s. (0.,0,) Ogp.s.
1oy (T) "< 83 I

On en déduit g < qﬁgzc’ﬁe)b) et comme ]g,g’[ﬂ@égc’e”) =fPona:

+(T).
IR—D1 (T)

/ (0c,0b) . A / 5
9 < o4 p <1[IR_D?/1 (T). (1—¢) est donc O presque strement égal a
0sur T71(IR —D?l) D C, ce qui implique bien que Cyp = CN{(1—¢) =

1} est ©p négligeable.

28Me cas : By nest pas négligeable.

By étant inclus dans F° il n’est pas Oy négligeable (voir le
lemme I). D’apres les propriétés (1) et (2) on a donc : VO € Oy
Py, (A1) =0 et Py, (C1) =0.

Nous devons démontrer que B est ©g négligeable.

Le fait que C (resp. A;) soit Oy négligeable entraine que ¢ est un expert
du choix entre ©] et ©¢ (resp. ©F et ©g)(voir les parties a) et b) du
1%"cas). Comme précédemment on obtient des éléments de F' vérifiant :

Ip.s. Op.s.

Hpoo (T)<f < ¢ < [<I o (T),1f, ['INAs =0 et

O,p-s. Oyp.s. , N a

Ces deux encadrements impliquent que les événements {f = 1} N{g = 1}
et {f' =0} N{g’ =0} sont Oy négligeables car sur ces événements ¢ est

O presque strement égal a 0 et a 1. On a donc :

Oop.s. . Opp.s. Op.s.
HD?O (T) =" inf{f,9} < ZID%/ (T) <ZIIR_DS@/1 (1) <
Opp.s.
sup{f', q'} ob ZIIR—DS@O (7).
o Ogp.s. Ogp.s. ,
Siff < ZID%/ (TYoug > JIIR_D?/1 (T) expert ¢ est Oy presque

stirement égal A0 sur B et B est bien O négligeable.
Considérons 'autre possibilité :
£ 0% o (Tyetg “2 (T)). Nous allons disti d
” e / . Nous allons distinguer deux
Do 9 IR-D1 &
cas suivant que inf{f, g} est égal & f ou g.

) inf{f.g) = f donc f L1y (D).

Nous allons utiliser la fonction de test simple qﬁgzbbe)") définie dans la
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partie a) du 1°" cas. Comme elle n’appartient pas a | f, f’[ on a :

Opp.s.
' < Bl i o (T).
f _¢(k:ﬁ) < IR—Dsel ( )
Ceci implique : P — g ST T
plique : sup{f’,¢'} =g > o (T).

IR—D, !

La fonction de test simple qﬁgzc’;)b) définie dans la partie b) du 1 cas

n’appartenant pas a |g,¢'[, on a: 1I o» (T) @0<p's ¢(9679b)
pp pas a]g, g’ ona: 11 o e

i

, Ogp.s. o Oop.s. .
Lorsque f < g on a évidemment ¢ =" 0 et By est bien O

négligeable. Il nous reste le cas :

Opp.s. Ogp.s. Ogp.s. Opp.s. Ogp.s.
/ O< 1 o0 (T) 0<P 9 0<P f! 0<P JI D@’ (T) OS g

Il est 1mp0851ble de l’avoir sous la condition de lenonce En effet sur
Iévénement {f’ — f = 1} (resp. {¢’ — g = 1}) le rapport des densités
Po, /Do, (resp. pg./pe,) est constant et {f' — f = 1} U{¢ — g = 1}

formerait un recouvrement, @ donc © presque sir, de B.

; Opp.s.
b) inf{f,g} =g doncg £ 1 oy (T)

i

Nous allons utiliser la fonction de test simple qbgzc/zf)b) définie dans la

Ou-s 41 poo (T).

partie b) du 1* cas. Comme elle n’appartient pas a |g,¢'[ on a :

96’9 @Qp.s.
g/ < (bgk’g)b) < ZIIR—DG/ (T)
@

.. . . / __ p1 Sop.s.
Ceci implique : sup{f',¢'} = f' = ZIIR % (T) ZIIR De o (T).
La fonction de test simple qbgzb[’f)") définie dans la partie a) du 1*" cas
, . Oop- 0,0,
n’appartenant pas a | f, f'[, on a : JID%/ () < qﬁgkbﬁ) ) < f.
Opp.s.
Le cas ¢ < f est impossible car on aurait qﬁ 1 et By serait O

négligeable donc négligeable. Il nous reste le cas :

BOpp.s. BOpp.s. ©
@Ops 1] @// (T) O<p f O<p g/ 2) ZIR D@/ (T) @0:])8 f/-

Il est aussi 1mpossible du fait de la condition imposée par 1’énoncé.
Comme nous 'avons vu a la fin du paragraphe a) précédent, py, /po,
(resp. pg,/pe,) est constant sur {f' — f = 1} (resp. {¢’ — g = 1}) et on
a encore B Cs {f/—=f=1u{d —g=1}.
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L’existence de 6,, 0 et 0., vérifiant les conditions de I’énoncé, est réalisée
dans les modeles a rapport de vraisemblance monotone classiquement étudiés.
Nous allons cependant donner un exemple simple ot des hypotheses bilatérales

pures possedent des experts non triviaux.

Soit (IR, B, (pg-N)eco,ue, ), A étant la mesure de Lebesgue, le probleme
de décision défini par : ©g = {6}, ©1 = {01,0(}, pe, = % 141, po; =
% ZI[_%A_%] +% 1[]+i,+%] et pgy = % I s 1 +% ZI[_%A_%]. Ce modele est a

4

rapport de vraisemblance monotone pour la statistique identité et les hypotheses
sont bien bilatérales pures. On a B = [—%, +%] et la condition de la proposition
5.3.2 n'est pas réalisée puisque : pg,/pg; = 1 sur B, = [—1, —|—%], p%//pgo =1 sur
B, = [-%,+1] et B C B, U B,. Considérons les régles de décision valant 1 sur

] — 00, =1[U] + 1, +o00[, 0 sur [—-1,—3[U] + §, +1], quelconques sur [—1, +%] mais

non triviales, c’est-a-dire non presque stirement égales a 0 sur [—i, —|—i]. Ces regles

sont des experts du choix entre ©; et Oq; la propriété ii) de la définition 4.1.1
est évidente et il est facile de vérifier que ces regles de décision sont des experts
du choix entre 0] (resp. 6) et Oy ; en effet, elles sont {67,600} (resp. {6(,600})
presque surement comprises entre 1], 1| et 11]—00,4—%] (resp. 1— 1o, 41) €t

1— 1I)_ _1p) (voir la proposition 2.3.1).

Revenons au cas des hypotheses bilatérales pures non expertisables. Deux
traitements de cette pénurie d’experts nous semblent possibles suivant que 1’ordre

stucturant les parametres est ou n’est pas important pour 'interprétation.

Dans bien des cas les deux parties ©) et ©fF de I'hypothese ©; ne sont pas
vraiment équivalentes pour l'utilisateur. Son choix principal est entre ©y et ©
mais pour autant ©} et Of s’interpretent différemment, méme si cette différence
est mise au second plan. Les hypotheses {©7,0(}, {©7,0(}, voire le choix
entre les trois éventualités {©), ¢, O}, sont envisageables. Dans un tel cadre
une bonne solution nous parait étre 1'utilisation de votes compatibles pour les
hypotheses unilatérales définissant le probléeme bilatéral, et méme pour I’ensemble

des hypotheses unilatérales (voir les propositions 5.2.3 et 5.2.4). Nous étudierons
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des exemples ultérieurement.

Considérons maintenant le cas ou ’ordre sur les parametres n’a pas d’intérét pour
différencier ©] et Of, ces deux éventualités conduisent & la méme interprétation
alors que l'ordre les oppose. Cette équivalence entre ©) et ©f se traduit sur
les réalisations par une équivalence entre les petites et les grandes valeurs de
la statistique 7" rendant le rapport de vraisemblance monotone. Reprenons par
exemple le cas d’'un n-échantillon de la loi normale de moyenne inconnue 6 €IR
et de variance connue o2. La statistique T est alors la moyenne empirique X.
Intéressons nous aux hypotheses {Og = [0, 02],01 =IR —Og}, ce probleme de
décision possede des symétries fortes par rapport a 6y = (61 + 62)/2. Si les deux
demi-droites | — oo, 01[ et |02, +oo[ sont équivalentes pour linterprétation il est
tentant de dire qu’il est équivalent de réaliser T ou son symétrique par rapport a
0o : 200 —T. Cest la statistique T =| X — 6 | qui devient alors primordiale et on
est amené a travailler sur son modele statistique image. Dans ce nouveau modele
les hypotheses {Og,©1} sont expertisables sans probleme puisque (@T' )2 suit
une loi de khi-deux décentrée a un degré de liberté et de parametre d’excentricité
=5 (0 — 0p)?. Sur le modele de départ ceci revient & remplacer, dans la définition
des experts, la tribu A par la sous tribu C engendrée par 77. On impose ainsi des
contraintes moins fortes pour le label expert et les hypotheses bilatérales pures
non expertisables peuvent devenir stables. C’est un procédé équivalent a celui qui
consiste, dans la théorie de la décision a partir d’une fonction de perte, a diminuer
I’ensemble des regles admissibles en imposant une contrainte supplémentaire. Ici
il faut enlever des contraintes car il y a pénurie et non pas trop-plein. Il reste
le probleme important du choix de la sous tribu C. Dans un cadre général il est
impossible de faire intervenir les symétries du modele, comme dans I’exemple des
lois normales, pour proposer une statistique 7’ définissant les petites et grandes
valeurs de T" équivalentes. Disons que 1’on doit choisir les éléments de C de la forme
C" =T~ ]—o00,t)U(t, +00o[) de telle sorte que I’on puisse dire qu’ils se comportent

de fagon semblable sous ©) et ©. Les probabilités de C’ sous © et celles sous
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©( doivent se ressembler. Lorsque 6 tend vers inf© (resp. sup©) c’est la partie
| —o0,t) (resp. (t',4+00]) qui prend de I'importance. Une manieére d’exprimer la
ressemblance, sans probabiliser ©) et Of, est d’imposer 1'égalité des probabilités

les plus proches :

limoceo 7 supey, Py(C") = limacoy N infoy Py(C"). Si ©g est un intervalle d’extrémi-
tés 01 < 02, sous des conditions de continuité courantes (par exemple la continuité
en 0 de py(t) pour presque tout t), ’égalité précédente s’écrit Py, (C") = Py, (C").
Ceci fait penser aux tests sans biais. La région de rejet C’ doit vérifier Py(C’) > «
pour tout 6 de ©;. Sous la condition de continuité précédente et si la famille
{po}oco est totalement positive a I’ordre trois, cette propriété de la région de rejet
est équivalente & Py, (C") = Py, (C”) (cf. [Mor.1] p.63). La notion de sans biais est
utile pour tester Hy : 6 € ©q contre Hy : 6 € ©1 mais pas pour tester Hy : 0 € Oy
contre Hy : § € ©y. En fait dans ce dernier cas c’est la notion de seuil sous
©, = O} U O] qui impose une région de rejet de probabilité « sous 6 et 5. Une
fois définie la sous tribu C & partir des C’ précédents il faut réécrire le modele avec
des densités C mesurables. Dans ce nouveau modele on pourra souvent trouver
une statistique réelle 77 rendant les hypotheses stables en réécrivant les C” sous la
forme T € (x,4o00[. Les résultats du paragraphe 4 peuvent alors s’appliquer.
Pour 'exemple précédent le modele peut méme étre paramétré par [0y, +oof,
les hypotheses sont alors unilatérales et le modele a rapport de vraisemblance
monotone. Nous n’insisterons pas plus sur ce type de solutions car nous pensons
que dans la majorité des applications, ’ordre sur ’espace des parametres influence

les interprétations de 0 € O] et § € Of.

L’étude des tests bilatéraux est classiquement faite dans les modeles
exponentiels & un parametre : (Q, A, (Ps = ¢(0)e’T@) . p)pcocr). © étant un
intervalle de IR muni de ’ordre usuel, ces modeles sont a rapport de vraisemblance
monotone par rapport & 7. Pour ' < 0", le rapport des densités hr g\ (t) =
por () /per (t) = [e(0”)/c(0")]e® 9t est toujours défini et strictement croissant

a valeur dans |0, +00[. T est évidemment une statistique essentielle globale de
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fonction de répartition moyenne : Go(t) = Fp(t) + Lpo(t)u(T71[t]) (Fy étant la
fonction de répartition de 'image de Py par T'). Comme fonction de 6, Gy(t) est
méme continue pour tout ¢ puisque py(t) V'est, ce qui implique la continuité des
po dans Ly (1) (cf. [Mon.1] p. 138). Toutes les hypotheses unilatérales {07, 07}
sont donc adjacentes : ‘g{(lf) = gg(lf) = Qy;(15) = 1 — Gps(T'(w)) avec
6 = sup@{ = inf@g (voir la définition 4.3.2 et les propositions 4.3.1-2). Ces
votes sont évidemment compatibles sur les deux hypotheses unilatérales {0}, O}
et {0/ D ©],0(7} qui définissent les hypotheses bilatérales {©1,00}. Posons
0, = infOq et 0o = supOy, le prolongement de ces votes nous donne pour les

hypotheses bilatérales les votes suivants, lorsqu’on réalise w ou t = T'(w) :

Q“(00) = Q7,(07) — Q. (01) = [Fy, (t) — Fo ()] + 3[pe, (t) — po, ()] (T [t]) et
Q“(01) =1—-Q“(6p).

On obtiendrait les mémes résultats a partir de la probabilité définie sur © par la
proposition 5.2.3 lorsqu’elle s’applique. Sur les exemples du paragraphe suivant
nous verrons que c’est généralement le cas pour les modeles exponentiels et nous

donnerons des applications de la proposition 5.2.4.

Les votes que nous venons de définir ne s’interpretent pas comme seuil
minimum des deux tests bilatéraux. Pour obtenir ceci il faudrait choisir la solution
précédente du changement de modele. Le vote Q“(©g) tend évidemment vers 0
lorsque ¢t = T'(w) tend vers —oo ou +o00; si le rapport des densités hg, g,)(7)
est égal a 1 en w, le vote Q¥(Og) croit avant ¢ = T'(w) et décroit ensuite. Le
maximum de Q“(©g) est d’autant plus grand que la probabilité Py, est grande
par rapport a Pp, donc que l'intervalle ©¢ est grand. Lorsque ©¢ se réduit a un
point 0y on a Q¥(©y) = 0, on ne décide donc jamais # = 6. Ceci nous semble
totalement légitime car la continuité autour de 6y fait que dans ©; il y a des
probabilités aussi proches que l'on veut de Pp,. Ce type d’hypotheses, bien que
souvent utilisé, correspond rarement a une bonne traduction de ce que veut vérifier
I'utilisateur : il cherche généralement a savoir si le parametre est autour de 6. Cet

“autour” dépend du contexte : ordre de grandeur des erreurs de mesure, ordre de
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grandeur des différences qui entrainent une interprétation différente, etc... Réduire
cet intervalle autour de 0y a [fp] est tres populaire car ceci évite bien des questions
a l'utilisateur. Malgré des critiques renouvelées (cf. par exemple [Reu.],[Wan.])
ces hypotheses restent tres utilisées, elles procurent un confort attirant si ’on
ne se pose pas de question sur la maniere dont fonctionne la solution statistique
employée. Nous n’en proposerons pas de nouvelle, il faudrait prendre en compte
des votes autres que celui sous 6y. Une telle démarche est envisageable si on veut
traduire un a priori positif par rapport a la décision 6§ = 6y. Par exemple, lorsque
cette hypothese est 'approximation d’une hypothese qui se concentre autour de

0y et qui a priori a des chances d’étre vraie (cf. [BerD]).
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5.4 EXEMPLES.

La notion de votes compatibles nous a permis de proposer une aide a la
décision pour des hypotheses bilatérales. Bien souvent, cette aide peut étre définie
a partir d’'une probabilisation de l’espace des parametres. Il est alors possible
de traiter toutes les hypotheses dont la structure repose sur l'ordre de 'espace
des parametres. Cette probabilité peut aussi aider a prendre une décision dans
le cas de plus de deux hypotheses, en particulier lorsque © est partagé en une
partition d’intervalles ordonnés. L’explicitation de la probabilité définie sur © par
les propositions 5.2.3 et 5.2.4 est inutile dans les probleémes ne faisant intervenir
que des intervalles, ce qui est le cadre normal d’utilisation de ces propositions.
Les fonctions de répartition moyenne, (Gy)oco, de la statistique essentielle globale
suffisent. On n’a pas besoin d’inverser les roles de 6 et de la réalisation w afin de
définir la probabilisation de O par les fonctions de répartition (Q¥(] <, 0[))weq. Il
est toutefois intéressant d’obtenir ces probabilités sur quelques exemples classiques.
Nous devrons en particulier vérifier les conditions d’application de la proposition
5.2.3. Comme nous ’avons vu précédemment, les deux premieres le sont des que

po(w) est continu en O pour presque tout w (cf. [Mon.1] p. 138).
EXEMPLE 1 : parametre de position.

Considérons un modele statistique a rapport de vraisemblance monotone
et une statistique essentielle globale K(7) dont les fonctions de répartition
moyenne Gy vérifient les conditions de la proposition 5.2.3. Si 6 est un parametre
de position pour K (T'), c’est-a-dire si K (7T') admet des densités de la forme g(z—0)
par rapport a la mesure de Lebesgue, il est facile d’expliciter la probabilité induite
sur © par les votes les plus favorables. En effet lorsque 'égalité Q¥ (] «,0[) =
1 — Gp(K(T(w))) s’applique on peut 1’écrire :

Q0 0D = [ isc(ryboet (@)ae — 0) dz = [ 11 ot (Ng(K(T(w)) — A) dX
avec A = [0 + K(T(w))] — x.
La famille des lois uniformes sur [§ — 1,0 + 1] entre dans ce cadre. Les

densités (3 1Ijg—1,0+1] (%))oeir définissent un modele & rapport de vraisemblance
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monotone par rapport a la statistique identité, qui est aussi une statistique
essentielle globale. On a Gy(t) = ffoo 5 1 41) (z — ) dz qui est continue en
0 pour tout ¢ et tend vers 0 (resp. 1) lorsque 6 tend vers +oo (resp. —oo). Les
quatre conditions de la proposition 5.2.3 sont donc vérifiées, Q'(] — oo, 0]) est le

vote Qp(1) pour les hypothéses unilatérales {©1 =] — 00, 0[,0¢ = [0, +00][}.

Q'(]—o00,0]) est égal A 1810 > t+1,2 0810 < t—leta1—Gy(t) = [* L 11y 4
(t — A) dX sinon. Quand on réalise ¢, on obtient sur 1’espace des parametres la loi
uniforme sur [t — 1,¢+ 1]. C’est la loi a posteriori de la mesure de Lebesgue, loi a

priori impropre et non informative.

L’exemple le plus classique de ce type de parametre de position est celui
de la famille des lois normales (N (6, a?))ger, I'écart-type a > 0 étant connu. Nous
avons déja traité ce cas a la fin du paragraphe 5.2, avec ’exemple d’un n-échantillon

2 connue (a® = o2 /n).

d’une loi normale de moyenne # inconnue et de variance o
La proposition 5.2.3 s’applique et on trouve sur © =IR la loi N(¢,a?) lorsqu’on
réalise t. Si pour chaque probléme unilatéral {@f =| — 00, 0y), @g} on considere la
pondération N (6, c?), la proposition 5.2.4 s’applique et nous avons obtenu sur ©
la loi N(t,a®+ ¢?). Nous avons aussi vu que ces votes étaient neutres. Ceci n’est
pas étonnant puisque cette pondération traite les hypotheses de chaque probleme
unilatéral de facon semblable et symétriquement. Pour chacun de ces problemes

elle réduit ’écart entre le vote pour @{ et le vote pour @g, ce qui ne facilite pas

la conclusion.

Essayons maintenant de construire une pondération qui tienne compte d’une infor-
mation a priori. Par exemple, d'une valeur médiane 6, pour laquelle I'utilisateur
considérerait qu’il y a autant de chance que la vraie valeur de 6 soit en dessous
qu’au dessus. On est alors amené a privilégier ’hypothese of =] — 00,0¢) (resp.
@g ) lorsque 6 est supérieur (resp. inférieur) a 6y. Ceci ne peut se faire qu’en consi-
dérant d’autres possibilités de votes que celle sous 6. Une pondération gaussienne
des votes du type N (uy, c?), ¢ > 0, donne des calculs simples, nous reviendrons

sur ce choix & la fin. Pour avantager ©J (resp. ©{) lorsque 0 > 6y (resp. 0 < ) il
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faut que p ¢ soit supérieur (resp. inférieur) a 5. Un py du type 05 +A(05—0y), avec
A > 0, semble une solution intéressante. Plus 6 est loin de 0 plus on avantage
I'une des hypotheses. Le parametre A\ sera d’autant plus grand que ['utilisateur
considere qu’a une faible distance de 6 il n’y a pratiquement plus qu’une hy-
pothese de plausible. Dans un tel cadre, les hypotheses {@{ ,@g } sont traitées
avec un vote pondéré par A/ qui est la loi normale : N(uy = 0 + X607 — 6p), c?).
Nous devons regarder si la propriété 5.2.4 s’applique. Les propriétés i) et ii) sont
évidentes puisque DY = DY = (). Quant & H(f), il vérifie :

)= f@ (1- Ge(t)>d/\f(9>

— i P57 \/ﬁ exp(— L uf) )do

:1—thudf V)\/Ql—exp( )du

zl—f[fj;?f \/21—7Taemp( (26;) dx]mcexp( 2Cz)all/

=1— [0 eap(—5) U ﬁewp(—a— + % — 2)) dv] da

=1 —fj;’ff \/21—7raemp( 2(a2+c2) W \/ﬂ exp(— 2?’5; (v — 2+c2> ) dv] dx

=1 — F(5AL) = F(Z4=5) = P25 (0, - 5290)).
I est évident que les votes Qps sont compatibles, d’ailleurs Hy(f) est bien une

fonction croissante et continue de 0, donc de f, et elle tend vers 0 (resp. 1) lorsque

t+ A0 a2+c2>
1+x * (I+N)2 /-

Plus )\ est grand plus le point 6y choisi prend le pas sur la réalisation ¢. ¢?, lui,

¢ tend vers —oo (resp. +00). On obtient sur © la loi normale : N(

n’intervient que dans la variance. Au départ il a été introduit pour prendre en
compte des votes autres que celui de 0, limite entre les deux hypotheses @{ et @g .
Plus c? est petit, plus la loi sur © est concentrée. On peut d’ailleurs prendre ¢? = 0,

c’est-a-dire considérer le vote sous § = iy pour les hypotheses {ef, @f +. Hi(f) est

t+X0o a?
1+X 0 (1+0)2

I'information a priori demandée a 'utilisateur avait surtout pour but d’influencer

t—py

alors égal a 1 —F(— 1) et on obtient encore la loi V(32 ). Cependant, si

le parametre ¢ de la distribution N(t,a?) on peut prendre ¢> = A(\ + 2)a?

t+A00 a’+c?
1+ 7 (1+A)2

a partir de la loi a priori N (g, 72) si A = ﬁ—z et ¢ = \a? (cf. [Ber.] p. 127).

Remarquons enfin que la loi N ( ) est la loi a posteriori que ’on obtient
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EXEMPLE 2 : parametre d’échelle.

Soient un modele statistique a rapport de vraisemblance monotone et
une statistique essentielle globale K (7') positive dont les fonctions de répartition
moyenne Gy vérifient les conditions de la proposition 5.2.3. Nous dirons que
0 € © CJ0, 4o00[ est un parametre d’échelle pour K(T') si K(T') admet des densités
de la forme % g(%) par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™ (cf. [Leh.] p. 510).
Lorsque 1'égalité Q¥ (]0,0[) = 1 — Go(K(T'(w))) s’applique on peut 1’écrire :
Q“(10,0D) = [ 1hxc(r(w)), oo () 59(5) du = [ 110, (\) =552 g (FE=D) d) avec

A= w. Il est alors facile d’expliciter la probabilisation de © induite par Q.

La famille des lois uniformes sur [0,6], 6 > 0, entre dans ce cadre.
Les densités (5 10 (7))e i+ définissent sur JRT un modele & rapport de
vraisemblance monotone pour la statistique identité, qui est aussi une statistique
essentielle globale Les quatre conditions de la proposition 5.2.3 sont bien vérifiées
puisque Gy(t fg 5 o 1) (%) dz. Q(]0,6]) est le vote Q4(1) pour les hypotheses
unilatérales {6)1 =10, 6], @0 = [0, +oo[}. Q'(]0,0]) est égal & 0 si 6§ < t et &
1-Gy(t fo sz o1 (%) dA sinon. Quand on réalise ¢, on obtient sur I’espace des
parametres IR la loi de densité 9% I}y 4oof (). C'est la loi a posteriori associée a
la mesure de densité % par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR™, cette mesure
est considérée comme une loi a priori impropre, non informative (cf. [Rob.] p. 108).

Un autre exemple classique de ce type de parametre d’échelle est celui
de la famille des lois normales (N(m,0?)),. r+s la moyenne m étant connue.

r—m

Les densités \/21—7r eexp(—%( 72)?) définissent sur IR un modele & rapport de

vraisemblance monotone pour la statistique 7'(z) =| z — m |, qui est aussi une

statistique essentielle globale Les quatre conditions de la proposition 5.2.3 sont

bien vérifiées puisque Gg(t fo mgexp( $(2)?)dz = 2F(%) — 1. On obtient
Q'(]0,0]) fo \/%/\2 exp(—%(£)?) dA. Cette loi sur © =IR; est encore la loi a

posteriori associée a la loi a priori impropre et non informative de densité % puisque

fIRj %9(5) fIR+ t29( Ydv = +

Considérons enfin la famille des lois gamma (v(p, 0)),¢ jz+, le parametre
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p > 0 est fixe et 0 > 0 est le parametre d’échelle. Elles définissent sur IR} muni

de la mesure de Lebesgue une famille de densité (F(;)o(%)p_lexp(—%))eem+ a

rapport de vraisemblance monotone pour la statistique identité qui est aussi une
t
statistique essentielle globale. Gg(t) est alors égal & T'(p, ) = [ ﬁyp_le_y dy

et ’application de la proposition 5.2.3 nous donne les votes compatibles suivant :

Q(]0,0]) = foo F(;)t (%)PTtexp(—%) dX (t > 0). Leur prolongement est la loi inverse
d’une loi y(p, %) qui est bien stir la loi a posteriori pour la loi a priori impropre et
non informative de densité 5 (cf. [Ber.]p. 255). Comme cas particulier considérons
celui d’'un n-échantillon d’une loi normale de moyenne m connue et de variance
inconnue o2. Nous avons sur IR"™ un modele statistique & rapport de vraisemblance
monotone pour la statistique T'(z1,...,z,) = Y1 (@ — m)? qui est aussi une
statistique essentielle globale. T'/c? suivant une loi de khi-deux & n degrés de
liberté, T est de loi y(%,0 = 202). La loi obtenue pour le parametre 6 nous donne

pour v = o2 une loi sur IR, de densité f;(v) = m(%)%ﬂexp(—;—v). Clest la
2

n 2

loi inverse d'une loi v(§, ) (cf. [Ber.] p. 561). Lorsque n = 1, la loi du parametre

0 = o est bien sir celle obtenue dans I’exemple précédent.

Essayons maintenant de construire des votes qui tiennent compte d’une informa-
tion a priori. Comme précédemment l'utilisateur est supposé fournir une valeur
médiane 0y. Les hypotheses {]0, 6y), )0, +00} étant pour lui aussi probables 1'une
que l'autre, on choisit un vote neutre pour ces hypotheses. Le plus simple est de
prendre le vote (Qg,. Les autres problemes unilatéraux {@f =|0,6y), @g } doivent
étre traités dissymétriquement, lorsque 0; est supérieur (resp. inférieur) a 6y
I’avantage se porte sur @{ (resp. @g ). Ceci peut se faire en choisissant un vote
Qu, vérifiant py > 0y (vesp. py < 0y) lorsque 05 > 0y (resp. 0y < 60p). Bien en-
tendu, plus 0 est loin de 6y plus I'écart entre py et 0 doit augmenter. § étant un
parametre d’échelle, nous exprimerons ces distances par la valeur du rapport, donc
par la différence des logarithmes. La solution utilisée dans I’exemple 1 devient :
In(py) = In(0f) + A(In(f5) — In(6p)) ou puy = Gf(Z—g)A (A > 0). Le parametre A

sera d’autant plus grand que 'utilisateur considere qu’a une faible distance de 6y
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il n’y a pratiquement plus qu'une hypothese plausible. Nous devons appliquer la
proposition 5.2.4 avec des Af qui sont les masses de Dirac en ¢- Les propriétés
i) et ii) sont évidentes puisque DY = DY = (). Quant & H;(f), il vérifie bien les
conditions de 1’énoncé :

Hy(f)=Jo (1 = Go(0)dM (6) = 1 = Gy, (1) = 3"/ vy ereap(—L) dv

0 by P(0,)PN 6 A+1
=’ (F?;;)l)) otp<(xfl))+16xp( t(AO+)1 )do (v = (090)A>

=Q'(0,6y))
La loi sur © =IR] est la loi de (% )*+1 avec X de loi v(p, e )A) En prenant

comme nouveau parametre (3 = (%) donc B¢ = In(pys) et en posant u = In(t),
le changement de variable © = In(v) — u nous donne :

Q'(10,0¢)) = f_ﬁio_u ﬁexp[—px — e "] dx. Dans le cas d’une loi exponentielle de
parametre 6 on a p =1 et Q*(]0,0¢)) = exp(—exp(u — By)).

EXEMPLE 3 : parametre d’une loi de Poisson.

Le modele statistique, (IN,P(IN), (pg.it)gcir+) est défini par py(x) =
6_9.%, w étant la mesure de comptage sur IN. Il est a rapport de vraisemblance
monotone pour la statistique identité qui est une statistique essentielle globale. La
fonction de répartition moyenne Gg(t) = S5 _, e_e.ek—f — Ze™? 9: est évidemment
continue en € et elle tend bien vers 0 lorsque 6 tend vers +oo. Par contre Gy(0)
ne tend pas vers 1 mais vers % lorsque 6 tend vers 0. C’est pour cela que nous
avons pris IRT comme espace des parameétres, contrairement a l'usage de le
restreindre & IR}. Ainsi la proposition 5.2.3 s’applique, elle nous donne les votes
compatibles Q*([0,0]) = 1 — Gy(t). Nous allons utiliser ’expression de la fonction
de répartition d’une loi de Poisson sous la forme d’une intégrale de la densité de la
loi y(t+1,1): 0 ve .5 UL foe #jﬂ) “Tdx (cf. [Rén.] p. 112). Sit > 0, les
votes Q'([0,60]) =1 — | k_O e‘e.%—’; ze 9.2 & 7] définissent une probabilité sur ©
qui est le mélange équipondéré de deux lois gamma : 2(¢, 1)+ 3v(¢+1,1). Lorsque

t=0,Q%[0,0) =1-— % 9 et la premiere gamma du mélange est remplacée par

la masse de Dirac en 0. On obtient sur © la loi $80 4+ 27v(1,1), v(1,1) étant la loi

exponentielle de parametre 1.
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Les mélanges obtenus sont équipondérés parce que nous avons pris en compte
a part égale les deux votes possibles sous Py lorsque la réalisation n’est pas de
probabilité nulle (voir le paragraphe 2.4). Ce choix a l'avantage de donner des
votes neutres pour toutes les hypotheses unilatérales (voir la proposition 4.3.2).
Les lois gamma et leurs mélanges sont les lois a priori conjuguées privilégiées par
I’analyse bayésienne des lois de Poisson (cf. [Rob.] p. 98 et 100). Mais la loi que
nous venons d’obtenir n’est pas une loi a posteriori pour une loi a priori mélange
de deux gamma. Elle a plutot a voir avec les lois a posteriori des lois a priori
impropres et non informatives souvent utilisées : les densités é et % sur IR} (cf.
[Ber.| p. 114).

Considérons un n-échantillon (X7, ..., X,,) d’une loi de Poisson. 1l est facile de voir
que T'= Y"1 | X; est une statistique essentielle globale qui suit une loi de Poisson
de parametre nf. Ce qui précede nous donne, pour la réalisation t = x1 + ... + =,
une loi sur © =IR" égale & 5(t, +)+ 37(t+1, 1) lorsque t > 0 et & 380+ 57(1, )

lorsque ¢t = 0.
EXEMPLE 4 : parametre d’une loi binomiale.

Soit un modele binomial (2 = {0,1,...,n}, P(Q), (B(n,0))sco,17)- Ce
modele est a rapport de vraisemblance monotone par rapport a la mesure p de
masse C¥ en w et a la statistique identité : pg(w) = 0 (1—6)" " avec la convention
0° = 1. La fonction de répartition moyenne de cette statistique essentielle globale
est égale & : Go(w) = D5 CLOW(1 —0)"" — LC%~ (1 — 9)"~“. Elle est continue
en 6, ce qui permet 'application de la proposition 5.2.3. On obtient pour chaque
réalisation w une probabilité sur les boréliens de ©® = [0, 1] dont la fonction de
répartition est définie pour 6 > 0 par :

Q“([0,0)) =1—Go(w) =1 CLO(1—0)" " — %Cﬁ@”(l — 0.
En utilisant la formule ", CY0°(1 —0)" " = foe F(kr(n—+1)xk_1(l — )" Fdx

)T (n+1—F)
lorsque £ > 0 (cf. [Rén.] p. 88), on a pour 0 < w < n : Q¥(0,0]) =
0 I'(n+1 w— n—w 0 I'(n+1 w n—w—
3 Jo r(w)r((nﬂ)—w)x Hl—a)"vde + 5 [y r(w+(1)r(r3—w)x (1 —x) tdx.

La loi sur © est alors un mélange équipondéré de deux loi béta & densité sur [0, 1],
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1B8w,n+1—-w)+ 168w+ 1,n—w). Lorsque w = 0 (resp. w = n) on obtient sur
© la loi $80 + 36(1,n) (vesp. 38(n,1) + 361), do et &1 étant les masses de Dirac
en 0 et 1.

Les lois béta et leurs mélanges sont les lois a priori conjuguées privilégiées par
I’analyse bayésienne des lois binomiales (cf. [Rob.] p. 98 et 100). La loi que nous
avons obtenue n’est cependant pas la loi a posteriori d’'un mélange de lois béta.
La neutralité des votes qui la définissent la rapproche plutot de lois a posteriori
obtenues a partir de lois a priori considérées comme non informatives (cf. [Gei.]).
Ce mélange de lois béta a déja été trouvé et défendu, dans une étude s’appuyant

sur les fonctions de perte “propres” (cf. [KroM]).
EXEMPLE 5 : parametres d’'une analyse de variance.

En analyse de variance a effets fixes on utilise des statistiques qui suivent
des lois de Fisher décentrées (cf. [Sch.] p. 38). Le parametre de non centralité
A étant la quantité qui intéresse 1'utilisateur exprimée par rapport a I’écart-type
commun des variables. Par exemple, dans une analyse de variance classique a deux
facteurs, \ est égal a \/Ww)2 /o pour le test sur 'additivité des facteurs, et égal
a \/W /o pour le test sur la nullité des effets additifs du premier facteur. Si
une statistique W suit une loi de Fisher décentrée de parametre A et de degrés de
liberté (k,1), nous savons que (k/I)W suit une loi béta sur IR* : B(%, L, ’\;) (cf.
[Bar.] p. 84).Nous allons étudier ces lois.

Considérons sur IR™ la famille des lois béta décentrées : 8(p, g, 0), les parametres
p > 0 et ¢ > 0 sont connus, le parametre de non centralité 6 > 0, lui, est inconnu.
Comme pour la famille des lois de Fisher décentrées, on montre qu’elle est a
rapport de vraisemblance strictement monotone pour la statistique identité (cf.
[Kar.]). Cette statistique est donc une statistique essentielle globale. Sa fonction

de répartition moyenne s’écrit :

t fe’e) _ m T m .’Ep+m_1
Go (t> = fo[ :1:() € 9-% r(gfm);:(qg) (1+$)p+m+q] dr = fIN F(p + m,q, t) dPg(m),

Py étant une loi de Poisson de parametre § > 0 et F(p + m,q,t) la valeur en ¢

de la fonction de répartition d’une loi G(p + m, q). Cette loi est celle du quotient
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Z = X/Y de deux variables indépendantes X et Y de loi y(p + m,1) et (g, 1).
La densité de B(p + m, q) peut s’écrire comme intégrale en y de la loi du couple
(Y, Z), on obtient alors :

F(p+m,q, =]y Up: ™ rommrg 2 tean(—y(z + 1))y 4ot dy) dz

:f0+oo F(lq)exp( y).yq_l[fgy mexp(—x).mp+m_1 dz] dy.

La loi v(p+m) est la loi de la somme de m+ 1 variables indépendantes, 1'une de loi
~v(p) et les autres de loi (1). Sa fonction de répartition tend donc vers 0 lorsque
m tend vers +00. On en déduit facilement qu’il en est de méme de F'(p+m,q,t).
Comme fonction de 0, Gy(t) vérifie donc bien les conditions de la proposition 5.2.3
sur © = [0, +o0[. Les votes compatibles Q*([0,0]) = [, [1 — F(p+m,q,t)] dPs(m)
définissent une loi de probabilité sur © muni de la tribu des boréliens.Cette
probabilité possede une masse en 0 égale a 1 — F(p, q,t), c’est le seuil minimum
de rejet du test de Hy : @ = 0 contre Hy : § > 0. On peut exprimer Q*(]0, 6])
sous la forme foo ft(X\) dX lorsque p > l , en utilisant 'expression de F'(p + m,q,t)
précédente et quand p > 5, le fait que la loi v(p + m, 1) décentrée de 6 est la
convolution d’'une loi (3, 1) décentrée de 6 par une loi v(p+m — 1,1) (cf. [Bar.]
p. 82). Ceci permet de faire intervenir les propriétés de symétrie des lois normales,
puisque la loi (3, 1) décentrée de 6 est la loi du carré d’une variable N (v0, % 5). On
trouve une densité sous la forme d’une intégrale double. Ne faisant pas partie des
densités classiques elle présente peu d’intérét, il vaut mieux calculer la probabilité

d’un intervalle de © pour la réalisation ¢ a partir de la premiere expression de

Gy(t).
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6-HYPOTHESES STABLES ET PARAMETRES FANTOMES.

6.1 INTRODUCTION.

Dans le modele statistique (€2, A, (P,1))(9,0)cox1) considérons des hy-
potheses de la forme {©; x 1,00 x T}, ©p et ©; définissant une partition de
© ne contenant pas le vide. Le parametre v est un parametre fantome pour
ce probleme de décision (cf. [Bar.] p. 51). Nous noterons ce type de probleme
de décision : (2, A, (P,0))(6,0)e(@,u0,)xT)- Sauf cas exceptionnel, les hypotheses
{©1 x 1,00 x T} ne sont pas stables. Il est cependant absurde de considérer le
probléme du choix entre Py, .,) et P, v,) lorsque vy # vg, puisqu’on ne cherche
aucune information sur v. Ce qui est intéressant c’est la stabilité des hypotheses
{©1 x {v},0¢ x {v}} pour chaque v € T.

Définition 6.1.1

Soit (2, A, (p(9,0)-1)(6,0)e(@,u0,)xT) Ul probléeme de décision dominé

par la mesure . Les hypothéses {©g, ©1} a parametre fantéme v € Y sont stables

si il existe une statistique réelle I rendant stables les hypotheéses des sous problémes

de décision (§2, A, (p(g,v)-1)oco,u0,) pour tout v € Y.

Par exemple dans un modele exponentiel de la forme pg .\ (w) =
exp(0T (w) + (v, U(w)) — ¥(6,v)), ©® x T CIR x IRF, les hypotheses unilatérales
sur © a parametre fantome v sont stables par rapport a la statistique réelle T
Dans ce cas la famille (p(g,.,))gco est mé