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Abstract :

In 2001, S. Barannikov showed that the Frobenius manifold coming from the quantum
cohomology of the complex projective space of dimension n is isomorphic to the
Frobenius manifold associated to the Laurent polynomial zy + ...+ z, +1/z; ... 2,.

The purpose of this thesis is to generalize this result. More precisely, given some
positive integers wy, . . . , w,, we show, up to a conjecture on the value of some orbifold
Gromov-Witten invariants, that the Frobenius structure obtained on the orbifold
quantum cohomology of the weighted projective spaces with weights wy,...,w, is
isomorphic to the one obtained from the Laurent polynomial f(ug,...,u,) := ug +
...+ u, restricted to U := {(uo, ..., u,) € C*' | [[, ;" = 1}.

Résumé :

En 2001, S. Barannikov a montré que la variété de Frobenius provenant de la coho-
mologie quantique de I'espace projectif complexe de dimension n est isomorphe a la
variété de Frobenius associée au polynome de Laurent z1 + ...+ z, + 1/x; ... x,.

L’objectif de cette these est de généraliser ce résultat. Plus précisément, étant
des entiers strictement positifs wy, ..., w,, nous montrons, modulo une conjecture
sur la valeur de certains invariants de Gromov-Witten orbifold, que la structure
de Frobenius obtenue sur la cohomologie quantique orbifolde de I'espace projectif de
poids wy, ..., w, est isomorphe a celle obtenue a partir du polynéme f(ug,...,u,) :=
Ug + ...+ uy, restreint & U := {(ug, ..., u,) € C** | [, ui* = 1}.
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CHAPITRE 1

Introduction

I.1. Historique du probléme

En 1991, B.Dubrovin a défini la structure de Frobenius sur une variété com-
plexe pour axiomatiser une partie de la riche structure mathématique de la théorie
topologique des champs (cf. introduction de [Dub96]). Il s’est inspiré des travaux
des quatre physiciens E. Witten [Wit90], R. Dijkgraaf, E. Verlinde et H. Verlinde
[DVVI1]. Les variétés de Frobenius sont des variétés complexes munies d’une forme
bilinéaire non dégénérée plate et d’un produit sur le fibré tangent complexe qui sat-
isfont certaines conditions de compatibilité. Elles possedent aussi un potentiel qui
satisfait le systeme d’équations aux dérivées partielles WDVV du nom des quatre
physiciens cités plus haut. B. Dubrovin a montré qu’une variété de Frobenius semi-
simple est déterminée par des « conditions initiales » en un point. Ces variétés ont
une structure assez riche et elles apparaissent naturellement dans différents domaines
des mathématiques : notamment en théorie des singularités et en cohomologie quan-
tique.

La cohomologie quantique, découverte par les physiciens E. Witten, R. Dijkgraaf
et C.Vafa dans la théorie des modeles sigma, a été axiomatisée en géométrie
algébrique par M. Kontsevich et Y. Manin en 1994. En 1995, Y. Ruan et G. Tian ont
donné une version de la cohomologie quantique en géométrie symplectique.

Dans ces deux approches toute la difficulté réside dans la définition des invariants
de Gromov-Witten. Ces invariants « comptent » le nombre de courbes de genre et
de degré fixé qui vérifient certaines conditions d’incidence dans une variété compacte
(symplectique ou projective). Si I'on ne considere que les invariants de Gromov-
Witten qui comptent les courbes de genre 0 alors on obtient la cohomologie quantique
et elle est naturellement munie d’une structure de variété de Frobenius. Son potentiel,
appelé potentiel de Gromov-Witten, est la série génératrice formée par ces invariants
de Gromov-Witten. La forme bilinéaire non dégénérée plate est donnée par la dualité
de Poincaré et le produit, qui est une déformation du cup produit, est défini a I’aide
du potentiel de Gromov-Witten et la dualité de Poincaré.
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Une autre source d’exemples de variété de Frobenius vient de la théorie des
singularités. Dans les années soixante-dix et quatre-vingt, K.Saito a étudié les
déploiements universels des singularités isolées d’hypersurfaces. En 1983, K. Saito a
introduit la notion de structure plate, et a conjecturé qu’une telle structure existe
de maniere naturelle sur la base du déploiement universel d’une singularité isolée
d’hypersurface. Cette conjecture a été montrée par M. Saito en 1983. Par ailleurs,
la notion de structure plate s’est révélée étre identique a la notion de structure de
Frobenius, considérée plus tard par B. Dubrovin.

La symétrie miroir peut se formuler en termes d’isomorphisme entre les variétés
de Frobenius provenant de la cohomologie quantique (coté A) et celle provenant de
la théorie des singularités (coté B).

Inspiré par un article de A.Givental [Giv95], S. Barannikov a montré en 2000
dans I’article [Bar00] que la variété de Frobenius provenant de la cohomologie quan-
tique des espaces projectifs complexes est isomorphe a une variété de Frobenius
naturelle sur la base du déploiement universel du polynéme de Laurent x; 4+ --- +
T, + 1/zy . 2,

L’objectif de cette these est de généraliser ce résultat aux espaces projectifs a
poids. Pour cela, nous utilisons la théorie des orbifolds et les constructions qui s’y
rattachent. Dans les articles [CR04] et [CR02], W. Chen et Y. Ruan définissent I’an-
neau de cohomologie orbifolde via les invariants de Gromov-Witten orbifolds. Le cup
produit orbifold est défini comme la partie de degré zéro du produit quantique orb-
ifold et il se calcule via la classe d’Euler d’un fibré obstruction. Le produit quantique
orbifold est défini par le potentiel de Gromov-Witten. Ainsi, comme dans le cas des
variétés, la cohomologie quantique orbifolde est naturellement munie d’une structure
de Frobenius.

D’un autre coté, A.Douai et C.Sabbah (cf. [DS03]) ont expliqué comment con-
struire une variété de Frobenius canonique sur la base d’un déploiement universel de
tout polynéme de Laurent commode et non dégénéré par rapport a son polyedre de
Newton. En particulier, dans I’article [DS04], les auteurs ont mis cette construction
en pratique sur le polynome woug + -+ + wyu, restreint a U = {(ug,...,u,) €
C*' | T[;wi™ = 1} ol wy,...,w, sont des entiers strictement positifs et premiers
entre eux. Les travaux de A.Douai et C.Sabbah ou ceux de S.Barannikov portent
sur le polynome de Laurent lui-méme et non sur une étude locale de ses singularités.

Dans cette these, nous comparons les structures de Frobenius, dont ’existence
est assurée par les résultats généraux rappelés ci-dessus, obtenues sur la cohomologie
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quantique orbifolde des espaces projectifs a poids P(wy,...,w,) (coté A) et celles
obtenues a partir du polynome f(uo,...,u,) := ug+ -+ + u, restreint a U (coté B).

Nous démontrons d’abord une correspondance entre « les limites classiques ».
Pour expliquer cela, introduisons quelques notations. Pour le c¢6té A, nous notons

HZ*

orb

(P(wo,...,w,),C) la cohomologie orbifolde de P(wq,...,w,), U le cup produit
orbifold et (-,-) la dualité de Poincaré orbifolde. Pour le coté B, nous considérons
Iespace vectoriel Q*(U)/df A Q*~*(U). 1l est naturellement muni d’une filtration
croissante, appelée filtration de Newton et notée N,, et d’une forme bilinéaire non
dégénérée. Le choix d’une forme volume sur U nous permet de définir un produit sur
cet espace vectoriel. Comme le produit et la forme bilinéaire non dégénérée respectent
la filtration de Newton, nous avons un produit, noté U, et une forme bilinéaire non
dégénérée, notée [g], sur le gradué de Q" (U)/df AQ"~*(U) par rapport a la filtration
de Newton. Le théoreme suivant est démontré au paragraphe VII.1.

THEOREME 1.1.1 (Correspondance classique). On a un isomorphisme d’algébres
de Frobenius graduées entre

<H3:b(ﬂb(w)7 C)? U, <'7 >)
et

(gri\/ (Qn(U)/df A Qn_l(U)) U, [[g]]('v )) :

Signalons que dans un contexte algébrique et plus général, A. Borisov, L. Chen et
G. Smith [BCS05] ont calculé 'anneau de cohomologie orbifolde pour un champ de
Deligne-Mumford associé a une variété torique simpliciale et, dans le cas des espaces
projectifs a poids, trouvent le méme résultat, sans la forme bilinéaire non dégénérée
cependant.

Puis, nous énongons une conjecture (cf. V.3.6) sur la valeur de certains invariants
de Gromov-Witten orbifolds et nous montrons au paragraphe VII.2 que cette con-
jecture implique un isomorphisme entre les variétés de Frobenius provenant du coté
A et du coté B.

Les deux énoncés de correspondance sont démontrés, modulo la conjecture V.3.6,
au chapitre VII. Ils utilisent les résultats des chapitres IV et V pour le coté A et les
résultats du chapitre VI pour le c6té B.

Au paragraphe 1.3 (resp. 1.4) de I'introduction, nous reviendrons plus en détails
sur les contenus des chapitres IV et V (resp. VI).
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1.2. Les variétés de Frobenius

Rappelons d’abord la définition d’une variété de Frobenius, introduite par
Dubrovin dans [Dub96].

Soit M une variété complexe. Notons Oy le faisceau des fonctions holomorphes
sur M et Oy le faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur M.

DEFINITION [.2.1 ([Dub96] Lecture 1, voir aussi [Man99] p.19, [Her02] p.146,
[Sab02] p.240). Etant donné un champ de vecteurs €, appelé champ d’Euler, une
forme bilinéaire non dégénérée g, un produit x associatif et commutatif d’élément
unité e sur le fibré tangent complexe T'M. On dit que (M, g,*, e, €) est une structure
de Frobenius si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) la forme bilinéaire non dégénérée g est plate et V(e) = 0, ou V est la
connexion sans torsion associée a ¢ ;

(2) pour tous champs de vecteurs £,n,(, on a
Vemx () =nxVe( = Vy(€x )+ Ex V¢ = [€n] * (= 0;

(3) pour tous champs de vecteurs £,n,(, on a g(Exn, () =g(&;n*();
(4) pour tous champs de vecteurs £,m, on a Le(Exn) — Lelxn—ExLen = Ex1).

(5) il existe un nombre complexe D tels quon a Le(g(&,n)) — g(Lel,n) —
g(&, Len) = D -g(&,n) pour tous champs de vecteurs £,n ou L est la dérivée
de Lie;

REMARQUE 1.2.2. (1) D’apres les conditions (1) et (5), 'endomorphisme V&
de Oy est une section V-horizontale du faisceau Endo,, (Oar).

(2) Supposons que M soit simplement connexe. Soit (¢1,...,%,) un systeme de
coordonnées plates sur M. D’apres le lemme 1.2 du cours 1 de [Dub96] (voir
aussi le paragraphe VI1.2.b de [Sab02]), il existe une fonction holomorphe,
appelée potentiel, F' : M — C telle que pour tous 7,7,k dans {1,...,n},
nous ayons

3
Fijp = o
8t20t]-8tk

Le potentiel n’est déterminé qu’a I’addition pres d’un polynéme de degré 2.

= g(@ti >* atj,atk).

Comme le produit x est associatif, le potentiel est solution des équations
WDVYV suivantes, qu’on appelle aussi équations d’associativité, Pour tout
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i,7,k,¢ dans {1,...,n}, nous avons
Z FijagabeM = Z ijagabeM \V/i,j,k,g € {1, Ce ,n}
a,b a,b

ot (g”) est I'inverse de la matrice de la forme bilinéaire non dégénérée g
dans les coordonnées (1,...,t,). De plus, ce potentiel vérifie la condition
d’homogénéité suivante par rapport au champ d’Euler : la fonction E(F') —
(D 4 1)F est un polynome de degré inférieur ou égal a deux.

(3) La condition (4) implique que [e, €] = e. Si nous prenons { = ( = eetn= ¢
dans Iégalité (2) nous obtenons V.€ = e. Nous avons aussi les égalités

VeE+ (VE)" = D.id et (Ex)* = Ex
ou (+)* est I'adjoint par rapport a la métrique g.

Pour montrer un isomorphisme entre deux variétés de Frobenius, nous utilisons
le théoreme suivant.

THEOREME 1.2.3 ([Dub96], lecture 3 ; voir aussi [Sab02], p.250). Soit g° : C* x
C* — C une forme bilin€aire non dégénérée. Soit Ay une malrice complexe de taille
p X p semi-simple réguliere telle que (A)* = Aj. Soit A, une matrice complexe
de taille p x p telle que Ao + A%, = w - 1d avec w € Z. Soil €° un vecleur propre
de A pour la valeur propre q tel que (€°, A3e®, ..., A3 'e®) soit une base de C*.
Le quadruplet (A5, Ao, g°,€°) délermine un unique germe de variété de Frobenius
((M,0),%,e,€&, g) (avec la constante D := 2q + 2 — w) lels que via l’isomorphisme
entre ToM et C* on ait g° = g(0), Ay = Cx, A, = (¢+ 1)id — V€& et e° = ¢(0).

Signalons que ce théoreme a été généralisé par C.Hertling et Y.Manin dans
[HMO04](cf. théoreme 4.5).

Pour montrer un isomorphisme entre la variété de Frobenius provenant de
P(wq, ..., w,) et celle provenant du polynome de Laurent f, nous allons montrer que
leurs conditions initiales vérifient les hypotheses du théoreme ci-dessus et qu’elles
sont égales.

1.3. Le coté A

Nous construisons la structure de Frobenius sur 'espace vectoriel complexe

H‘k

ru(P(wo, ..., w,),C) de dimension p := wo + -+ + w,. La forme bilinéaire

non dégénérée est donnée par la dualité de Poincaré pour les orbifolds, nous
la notons (-,-). Au paragraphe 1V.3, nous définirons une base (no,...,n,-1) de
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Iespace vectoriel H(P(wo,...,w,),C). Notons (tg,...,t,-1) les coordonnées sur
H: (P(wo, ..., w,),C) dans cette base. Le champ d’Euler est donné par la formule
suivante

n—1
€ = pd, + ¥ _(1-a(i)td,
=0

ot o(1) est la moitié du degré orbifold de 7;. Le produit quantique, noté , est défini

FGW

a l'aide du potentiel de Gromow-Witten orbifold, noté , par la formule suivante

PFW (Lo, ... tuy)
atiat]‘atk = <8t2 * at]‘, 8tk>

Les conditions initiales de la variété de Frobenius sont les données (Ag, Awo, (-, ), 70)
ou A := Cx |t=o et As, :=1d =V €& (¢ = 0 et w = n). On peut calculer facilement la
matrice A, mais pour calculer la matrice Ag, il faut calculer le cup produit orbifold
et certains invariants de Gromow-Witten orbifolds.

Le chapitre 111 est composé de rappels sur les orbifolds complexes et commutatives
que nous utiliserons aux chapitres IV et V.

Au chapitre IV, nous étudions la cohomologie orbifolde de P(wy, ..., w,) et nous
en donnons une base naturelle. Puis, nous exprimons la dualité de Poincaré, notée
(-,-), et le cup produit orbifold dans cette base. En particulier, le fibré obstruction
est calculé dans le théoreme 1V.5.13.

Au chapitre V, nous étudions la cohomologie quantique orbifolde des espaces
projectifs a poids. Nous définissons le champ d’Euler et nous calculons la matrice A,
a la proposition V.2.11. Puis, nous décrivons précisément les invariants de Gromov-
Witten orbifolds qui nous permettent de calculer la matrice Aj. A 'aide du cup
produit orbifold, du théoreme V.3.3 et de la conjecture V.3.6, nous pouvons calculer
la matrice Ag.

I.4. Le coté B

Soit U := {(uo, ..., u,) € C**' | []. v = 1}. Dans I'article [DS04], le polynéme
considéré est woug + -+ + wyu, restreint a U et les poids sont premiers entre eux
dans leur ensemble. Dans notre cas, nous ne faisons pas cette hypothese sur les poids
et le polynome f est ug + --- + u, restreint a /. Néanmoins, nous pouvons utiliser
les mémes techniques et nous démontrons le théoreme suivant.
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THEOREME 1.4.1. Il existe une structure de Frobenius canonique sur toul germe
de déploiement universel du polynome de Laurent restriction de f(ug, ..., u,) = uo+

e tu, al.

Le chapitre VI est consacré a ’étude de cette structure de Frobenius associée au
polynome de Laurent f. Au paragraphe VI.1, nous calculons les conditions initiales
de cette structure de Frobenius.

Au deuxieme paragraphe, nous montrerons que le potentiel de la structure est
définie par certaines conditions initiales, en fait les mémes que celles pour le coté A,
si la correspondance est exacte.

Au troisieme paragraphe, nous considérons 1’espace vectoriel Q"(U)/df AQ*(U)
muni d’une filtration croissante, appelée filtration de Newton, et d’une forme
bilinéaire non dégénérée. Le choix d’une forme volume sur U nous permet de
définir un produit sur cet espace vectoriel. Nous montrerons que le gradué de cet
espace vectoriel par rapport a la filtration V, est muni d’une structure d’algebre de
Frobenius.






CHAPITRE 1I

Préliminaires combinatoires

I1.1. Notations

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons les notations ci-dessous.

Soient n et wy,...,w, des entiers strictement positifs. Posons p = wg + - - - + w,,.
Pour tout sous-ensemble [ = {iy,...,i5} de {0,...,n}, notons w; = (w;,, ..., w;).

Pour tout v € [0, 1], posons () := {7 € {0,...,n} | yw; € N} et notons () son
cardinal. Posons a(y) := {ywo} + -+ {yw,} ou {-} désigne la partie fractionnaire.
Nous avons les relations suivantes :

I(y) = I1({1 —~});
(IL11)  a(y) +a({l =7} =n+1-45(v);
(I11.2) Yo+ 71 + 7eo € N & 2mMoelimeimie — | oy = {1 — {50+ 1 }}.

I1.2. La combinatoire des nombres &

Considérons I'ensemble | | {¢/w; | £ € {0,...,w; —1}} ou | | désigne la réunion
disjointe. Soit V I’application naturelle

U{K/wi | te{0,...,w;—1}} - QN[0,1]

d’image notée S,,. Choisissons une bijection
s:{0,...,u—1} — |_|{€/wi | £€{0,...,w; —1}}
=0

telle que V o s soit croissante. Pour tout 4 dans S, posons k™**(y) := max{: €
{0,...,u— 1} | s(i) = v}. Nous avons
(11.2.1) LK (y) = i € {0, — 1} | s(5) < 7}
Dans la suite, nous allons utiliser la notation suivante
(11.2.2) E™n(~) :=min{i € {0,...,u — 1} | s(i) = ~}.

11
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Pour tout v € S, le cardinal de V~'(v) est §(). Il est clair que nous avons I’égalité
(I1.2.3) kit (y) = k™ (y) = 8(7) + L.
PROPOSITION 11.2.4. Soit v dans S,,. Alors, on a :
K (y) = n + [ywo] + - - + [ywn]
ot [z] désigne la partie entiére de x.

DEMONSTRATION. Soit v € S,,. Les éléments de S, inférieurs ou égaux & v sont

oL, bl 1 b Ll
Wo Wo w1 w1 Wn, Wn,
Ainsi, #{1 € {0,...,n} | s(1) <~} =n+ 143" [yw]. Puis, 'égalité (11.2.1)
démontre la proposition. O

COROLLAIRE I1.2.5. Soit v > 0 dans S,,. On a Uégalité
R () + ({1 = 4}) = n+pu+8(y) - 1.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE I1.2.5. Si 4 > 0 alors nous avons {1 —~} =
1 — 5. La proposition 11.2.4 implique que k™*({1 —~}) = k(1 —v) = n+ pu +
> o[—ywi]. Comme on a

0 sii€el(y);

—1 sinon,

[ywi] + [—ywi] = {
nous en déduisons que k™ (v) 4+ E™({1 — y}) = 2n 4 p — #1(7)° ont 1(7)° est le
complémentaire de I(v) dans {0,...,n}. O

Considérons, comme dans ’article [DS04], les nombres rationnels suivants :
o(i) =1 —ps(i) pour i € {0,...,u—1}.
PROPOSITION 11.2.6. Soient v dans S, et d € {0,...,0(y)—1}. On a les égalités
o (K™ (y) = d) = n — (d + a(7)) et o(B"({1 —7}) = d) = 6(v) — 1 — d + a(7).

REMARQUE I1.2.7. La proposition précédente et la formule (I1.1.1) impliquent
I’équivalence suivante :

o(E™(y) — d) + o (k™({1 —~1}) = d) =n & d+d = 5(y) — L.
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION II1.2.6 . Par définition, nous avons

o(K™(y) = d) = k™ () —d = ) _ywi.
Puis, la proposition 11.2.4 nous donne la premiere égalité.

Pour la seconde égalité, il suffit d’appliquer la premiere partie de la proposition
et d’utiliser la formule (I1.1.1). O






CHAPITRE III

Orbifolds complexes et commutatives

Dans ce chapitre, nous rappelons des définitions et des propriétés générales sur
les orbifolds complexes et commutatives (c’est-a-dire que tous les groupes considérés
seront commutalifs).

II1.1. Les cartes, atlas et applications orbifolds

La notion d’orbifold (ou de V-variété) a été introduite par Satake dans 'article
[Sat56]. Nous allons utiliser les notations de Chen et Ruan dans leurs articles [CR02]
et [CRO4]. Dans ce paragraphe, nous allons définir les objets que nous utiliserons par
la suite et nous ne donnerons pas les énoncés les plus généraux. Pour plus de détails,
les lecteurs pourront consulter I’article original de Satake [Sat57] ou les articles plus
récents de Chen et Ruan [CRO4] et [CRO02] voire celui de Fukaya et Ono [FO99].

Dans cette section, nous allons d’abord définir les cartes orbifoldes puis les atlas
orbifolds et enfin les applications entre orbifolds.

III.1.a. Les cartes orbifoldes. Soit U/ un espace topologique connexe. Une
carte de U est un triplet (ﬁ, G, ) ou U est un ouvert connexe de C"*, G est un groupe
fini qui agit de maniere holomorphe sur U et 7 une application de U sur U telle que
7 induise un homéomorphisme entre U /G et U. Dans les exemples que nous allons
considérer par la suite, les groupes seront commutatifs. Ainsi, pour simplifier, nous
supposons dorénavant que tous les groupes sont commutatifs. Quand nous n’aurons
pas besoin de préciser le groupe ou la projection, nous noterons simplement U pour
une carte de U.

Deux cartes (171, G, m) et (172, (i3, m2) d’'un méme ouvert U sont isomorphes s’il
existe un biholomorphisme ¢ : (71 — ﬁg et un isomorphisme de groupes « : Gi — G
tels que @ soit kK-équivariant et myop = 7. Si (@, £) est un automorphisme d’une carte
((7, G, ) alors il existe g € G tel que p(x) = g- x et k = id. Un tel automorphisme
est noté (p,,1d). L’élément g est unique si le groupe (& agit de maniere effective sur
U. Notons Ker(() le sous-groupe de (G qui agit trivialement sur U. Remarquons que
0, = g si et seulement si gg'~! est dans Ker(G).

15
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Soit U/ un ouvert connexe de U’. Soit ((7’ G', ') une carte de U'. Une carte
((7 G,m) de U est induite par ((7’ G', ') §’il existe un monomorphisme de groupes
k : G — G et un plongement ouvert x- equlvarlant a de U dans U’ tels que « induise
un isomorphisme entre Ker(G) et Ker(G') et 7’ = avow. Satake appelle un tel couple
(o, k) : (17 G,m) — (17’ G', ') une injection de cartes. Quand nous n’aurons pas

besoin d’expliciter k, nous noterons simplement une injection par « : U U,

LEMME IIL.1.1. Soient (aq,k1) et (ag,k2) deuz injections de (U,G,?T) dans
(U, G' 7). Alors il existe ¢ € G tel que oy = @y 0 ay.

REMARQUE III.1.2. (1) Si G" agit effectivement c’est-a-dire Ker(G") = {id}
alors nous avons 'unicité de ¢’ dans le lemme ci-dessus.

2) Le lemme ci-dessus implique que £1 = K.
plique q

DEMONSTRATION DU LEMME III.1.1. Pour tout z dans [/, nous avons
' o () = 7' o ay(T). 1l existe donc ¢' € G’ tel que a1(Z) = ¢’ - a2(Z). Nous en
déduisons que

U= U{T€U|a1( )=4¢ - az(T)}.

g'eq’

Ainsi, U est une réunion finie d’ensembles fermés. Il existe g € G’ tel que I'ensemble
E, =A% € U | a1(%) = ¢’ - a2(T)} ne soit pas d’intérieur vide. En particulier, les
applications holomorphes a; et ¢, 0y coincident sur un ouvert inclus dans E, C U.
D’ apres le théoreme du prolongement analytique, nous en déduisons que oy = @ 00

sur U car U est connexe. O

Le lemme suivant est di a Chen et Ruan (cf. lemme 4.1.1 dans I'article [CR02]).

LEmMME II1.1.3. Sout (U’,G/,Tf‘/) une carte de U'. Si U est un ouvert connexe de
U', alors il existe une carte de U, unique a isomorphisme pres, qui s’injecte dans

(0. G .

DEMONSTRATION. FEzistence : Soit U une composante connexe de 7'~ (U’). Soit
G le sous-groupe de GG’ formé des éléments qui laissent stable U. Soit 7 la restriction
de 7' & U. Nous avons ainsi construit une carte (U G,m) de U.
Unicité :
— Nous allons d’abord montrer que deux composantes connexes différentes de
7'~U') donnent deux cartes isomorphes. Soient U, et U, deux composantes
connexes de 7'~1(U’). Nous en déduisons deux cartes (Ul, Gy, m) et (Ug, Gly, m3).
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Pour tout g € G, 'application de ¢ |1y + #'~HU') — 7TI_1(U/) qui a T
associe g7 est un homéomorphisme. Ainsi, il existe g € G tel que gog(Ul) Us.
Finalement (¢,,1d) est un isomorphisme entre (Ul, Gl, m ) et (Ug, Gly, m3).
~ Soit (Ul, (i1,m1) une carte de U qui s’injecte dans (U’, G’ '), Par définition, il

existe un couple (o, k) tel que :

(i) & soit un monomorphisme de groupes de G; dans G’ tel que Ker(G) =

Ker(G');

(ii) « soit un plongement k-équivariant de U, dans U".
Comme U1 est connexe, oz(Ul) est contenu dans une composante connexe de
7'~Y(U). Notons U, cette composante connexe. Soit (Ug, G, m'|7,) Ta carte de
U construite dans la partie existence. Nous avons le diagramme commutatif
suivant :

Gy 2 ' S Gy

0,20, c U

e

vcu’

Nous allons montrer que a(U 1) = Ug par un argument de connexité. Par construction,
nous avons oz(Ul) ouvert dans Ug Il reste a montrer que oz(Ul) est fermé dans U2
Soit (Z,)nen une suite dans U, telle que a(T,) converge vers y € U,. 11 suffit de
montrer que y € a(ﬁl). La suite m1(7,,) = 7'(a(%,)) converge vers 7'(y) € U’. Ainsi,
il existe 7 € w7 (7'(§)) et il existe une suite (' ),en dans U, telle que

(i) m(z,) = m(Zn);

(ii) (2!)nen converge vers .
Comme 7, et 7!/ sont dans la méme orbite, il existe g, € Gy tel que g,z = z, pour
tout n. Comme (1 est un groupe fini, quitte a extraire une sous-suite, nous pouvons
supposer que g, = ¢. Puis, nous avons a(z,) = a(g7!) = k(g)a(z)). En passant
a la limite nous obtenons 'égalité y = k(g)a(z) € a(ﬁl) C U,, ce qui prouve que
Uy = o (Uh).

Il reste a montrer que k(G1) = (5. Comme k(1) stabilise a(ﬁl) = (72, nous en
déduisons que k(1) C (. Inversement, soit g2 € (5. Pour tout = € (71, il existe
g1 € G tel que gaa(7) = a(g1Z) = k(g1)a(T). Nous en déduisons que U est la
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réunion sur (¢; X (G des ensembles fermés

{7 € U1 | g2a(@) = #(g)a(@)}.

Le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme II1.1.1 implique que
gaa = k(g1)a. En d’autres termes, g;'k(g1) appartient a Ker(Gy) = Ker(G') ~
Ker((). Nous obtenons que g, est dans x(G). O

COROLLAIRE III.1.4. Soient (17 Gu,mu), (‘7 Gy, my), (W GW,WW) trois cartes
de respectivement U, V, W telles qu’il existe deux injections U—sW etV e W. Si
U est inclus dans V' alors il existe une injection UV.

DEMONSTRATION. Comme U/ C V, d’apres le lemme II1.1.3 il existe une carte
Uy de U qui s’injecte dans V. Par hypothese, nous avons deux cartes U et U{/ de U
qui s’injectent dans W. Ainsi, le lemme I11.1.3 montre que ces deux cartes U et Uy
sont isomorphes. Nous en déduisons le corollaire. a

ITI.1.b. Les atlas orbifolds. Soit |X| un espace topologique. D’apres ’article
[MPO7], un atlas orbifold A(|X|) de |X| est la donnée d’un recouvrement de | X|

par des ouverts connexes (U;);es tels que

(IT1.1.5) chaque ouvert U; de ce recouvrement ait une carte (ﬁz, Giymi);

(I11.1.6) pour tout = € U; N Uj;, il existe un ouvert Uy, C U; N U; contenant = et deux
injections Up — U; et Uy — U

D’apres le lemme II1.1.3, nous pouvons toujours affiner ’atlas orbifold c’est-a-
dire rajouter toutes les cartes induites. Deux atlas orbifolds sont dits équivalents s’il
existe un troisieme atlas orbifold plus fin que chacun d’eux.

DEFINITION I11.1.7. Une orbifold est un espace topologique séparé, muni d’une
classe d’équivalence d’atlas orbifold. Pour alléger les notations, nous notons simple-

ment X pour Uorbifold (| X|,[A(|X])]).

Nous dirons qu’une orbifold est compacte, connexe, ... si son espace topologique
Iest.

LemME II1.1.8. Soit X une orbifold. Soient x dans |X| et ((7, G,m) une carte
d’un voisinage U de x. Soit T un relevé de x dans U. Le groupe {g € Glg -7 = T}
ne dépend que de x.

Ce groupe est appelé groupe d’isotropie au point x et nous le notons G.
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DEMONSTRATION DU LEMME III.1.8. Notons Gg le sous-groupe de G défini par
{geGlg-z =7}

Montrons que Gg = Ggi pour tout ¢ dans G. Soit h dans Gg. Comme G est com-

mutatif, nous avons h(gr) = gz c’est-a-dire h € GZJE' L’autre inclusion est directe.
Notons Gg = Gg.

Montrons que s’il existe une injection (a, &) : (‘7, Gy, my) — (17, G, m5) alors
nous avons Gg = GE. D’apres le lemme I11.1.3, nous pouvons supposer que Vwest

une composante connexe de 7='(V), Gy est le sous-groupe de G qui agit sur V' et

o~ LT o~ ~
5 = 75|y, est clair que GY C GY. Inversement, soit g € GY. Soit 7 un relevé de =

5
qui a y associe gy est un homéomorphisme donc elle envoie les composantes connexes

dans V. Il suffit de montrer que g € G'y. L’application L,og|7r‘;1(U) s (U) — 7T‘~;1(U)

sur les composantes connexes. Or nous avons gz = , donc ¢, (V) =V, c’est-a-dire
g € Gy.

Soit z dans U;NU;. Comme X est une orbifold, il existe une carte (\N/, Gy, myp) d'un
ouvert V' C U;NU; contenant x et il existe deux injections (‘N/, Gy, my) — ((71, G, 1)

et (‘7, Gy, my) — (172, iy, m2). Nous en déduisons que GV = Ggl = GV, O

REMARQUE III.1.9. Soit X une orbifold. Soit x un point de X. D’apres le lemme
IT1.1.3, quitte a prendre un ouvert U,, contenant z, assez petit, il existe une carte

(ﬁw,Gw,’:’TI) de U,.

LeEMME I11.1.10. Soit X une orbifold connexe. Le groupe Ker(G,) ne dépend pas
du poinl = dans | X|.

Notons Ker(X) ce groupe qui agit globalement trivialement.

DEMONSTRATION DU LEMME III.1.10. Soit (17, G/, m) une carte de U. D’apres
le lemme I11.1.3 et la définition d’une injection, pour tous z,y dans U, nous avons
Ker(G,) = Ker(G,) = Ker(G). Ceci montre que 'ensemble {p € |X| | Ker(G,) ~
Ker(()} est ouvert et fermé dans | X]. O

Une orbifold est dite réduite si Ker(X) est réduit a l'identité. A toute carte
(17, G,m) de U d’un atlas A(]|X]), nous lui associons la carte réduite

(17, G/ Ker(X), Tred)
de U ot Tyeq : U — U induit un homéomorphisme entre U /(G/ Ker(X)) ~ U/G et

U. Ainsi, a I'atlas A(|X|), nous lui associons un unique atlas réduit. Nous obtenons
alors une orbifold réduite noté Xi.q.
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La partie réguliére de X, notée X, est {z € |X| | G, = Ker(X)}. Remar-
quons que X, est une variété complexe munie d’une action triviale du groupe

Ker(X).

Cette définition est différente de celle de Chen et Ruan (cf. définition 4.1.2

de [CRO2]) ou ils définissent )?reg ={z € |X|| G, = {id}}.

ExeEmMPLE II1.1.11. (1) Une variété complexe X est une orbifold o nous

(2)

avons Ker(X) = {id}, G, = {id} pour tout z € X et X, = )?reg = X.

Soit (G un groupe commutatif fini qui agit trivialement sur une variété com-
plexe Y. Le quotient X := Y/G est naturellement munie d’une structure

orbifolde. Nous avons Ker(X) = G, G, = G pour tout z € X, X,y = Y
mais X = {(}.

Notons D le dlsque unité ouvert de C. Soit 7 : D — D I’application qui
A z associe 2" ou D = D. Le triplet (D K, m), ou -z := (z pour tout
(¢,2) € m, X D, est une carte de D. L’ensemble formé de la seule carte
(lN), w,, m) est un atlas orbifold. Nous avons

~ G, = {id} sauf pour z =0 ou Go = p,, ;

— Dyeg = Dyeg = D — {0}.
Soit P! la droite projective complexe. Soient Uy := {[z,y] | = # 0} et
Uy := {[z,y] | y # 0}. Soit (ﬁo,uwo,wo) (resp. (ﬁl,uwl, 1)) la carte de
U (resp. Uy) définie par Uy = C (resp. U, = C), ( -z = (z pour tout
(C,2) € py, % Us (resp. ¢ -1 = (t pour tout ((,t) € p,, X U) et mo(z) = 2%
(resp. m1(t) = t*1). Soit U un ouvert connexe de P'. Une carte ((7, Gf],ﬂ'f])
de U est dite admissible s’il existe ¢ € {0, 1} tel que

— U est une composante connexe de 77! (U);

— G est le sous-groupe de p,,. qui agit sur ﬁ, c’est-a-dire que Gy :=

{gem,, |gU CU};
— =T

ProprosITION I11.1.12. L’ensemble des cartes admissibles est un atlas
orbifold. Notons P! lorbifold ainsi construile.

wo, W

DEMONSTRATION. Le point (II1.1.5) est évident. Nous allons montrer le
point (I11.1.6). Soit x € VN W.

Supposons que V et W soient dans Us. Soit VAW une composante
connexe de 75 ' (VN W) qui contient un relevé de z. Soit Gy~ le sous-groupe

de p,, qui agit sur V N W. Ainsi, le triplet (V NW, G est une

Vaw’ m)
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Il est clair qu’il existe go, g1 € p,, tels

carte de VN W ou T = 7o T
— N

que g, VAW <3 Vet oy, : VAW < W.

Supposons que V C Uy et W c U,. Comme les applications m; |U (0}
sont des revétements, il existe un disque ouvert D(z,¢) tel que pour ¢ €
{0,1}, a7Y(D(z,¢)) soit la réunion disjointe de w; disques. Tous ces dis-
ques sont biholomorphes a D(z,¢). Soient Dy (resp. DW) une composante
connexe de 75 '(D(z,e)) N 1% (resp. w7 (D(z,e)) N W) Ainsi, les triplets
(Ev,id,ﬂ'o 5,) et (Ew,id,m |5,,) sont des cartes de D(xz,¢) et elles sont

isomorphes. De plus, elles s’injectent dans respectivement Vet W. g

Cet exemple est important car les cartes induites sur Uy N U; par
celles de Uy et U; ne sont pas isomorphes : elles sont respectivement
(Up — {0}, > mo [70_{0}) et (Uy — {0}, py,,, m1 |l71—{0})‘ Ainsi, pour vérifier
la condition (I11.1.6) de la définition d’un atlas orbifold, il faut prendre des
ouverts assez petits, ce qui complique les démonstrations.

III.1.c. Les applications entre orbifolds. Soient ((7, G, ) et (17’, G’ ') deux
cartes de respectivement U et U’. Soit f une application continue de U dans U’. Un
relévement holomorphe (resp. C*°) de f est une application f: U— U holomorphe
(resp. C™) telle que

(1) 7’0 f=form;

(2) pour tout g dans (7, il existe g dans G’ tel que pour tout = dans U on ait
g 1@ = flg- 7).

LEMME III.1.13. Soient ((7, G,m) et (17’, G, 7') deux cartes de respectivement U
et U'. Soil f un relévement d’une application continue f : U — U'. Supposons que
laction de G’ soil effective. Alors il existe un morphisme de groupe k : G — G’ lel
que f soit k-€quivariante.

DEMONSTRATION. Comme 'action de G’ est effective, pour tout g € G il ex-
iste un unique ¢ € G’ tel que ¢’ f(7) = f(g7). Posons k(g) := ¢'. Ceci définit un
morphisme de groupes k : G — G. g

Deux relevements ]?1 et ]?2 sont isomorphes s’il existe deux isomorphismes de
cartes (¢, k) et (¢, k") tels que ¢’ o ],Fl = ]}; o (.

Soit f: U — U’ un relevement de f:U —= U Soient V.C Uet V' C U’ deux
ouverts connexes tels que f|y : V — V. Un relevement h : V= V'de flv est induit
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par le relevement fsi pour toute injection (a, k) : (‘7, Gy,my) — (ﬁ, G, ) il existe
une injection (o/, k") : (V/, Gy, wyi) — (U',G',7') telle que h = (/)1 o foa.

LEMME II1.1.14. Soit f: U — U un relévement de f:U—=U" Soitent VC U
et VI C U tel que fly : V — V'. Alors il existe un unique, a isomorphisme pres,
relevement de f|y induil par f.

DEMONSTRATION. Fzistence : Soient ((7, G, m) une carte de U et (17’, G',m') une
carte de U'. Soient V C U et V' C U’ tels que fly : V — V'. Soit V une composante
connexe de 77! (V). Ainsi, 'ensemble f(‘N/) est contenu dans une unique composante
connexe, notée \7’, de 7'~'(V'). Montrons que 'application f|V V — V' est un
relevement induit de f Soit (a, k) : (\N/ Gy,my) — (17, (i, m) une injection. D’apres
le lemme II1.1.1, il existe g € G tel | que a(z) = g- z et d’apres la définition d’un
relevement, il existe ¢" € G’ tel que f(g T)=4¢g - f|V( ).

Unicité : D’apres le lemme 111.1.3, nous pouvons supposer que ]?1 et ]?2 sont deux
relevements entre les mémes cartes. Ainsi, nous avons fly om = 7’ o ],Cvl =n7'o ]é
Pour tout 7 dans V il existe g € G tel que ]?1(';17) =4q- }V‘Q(ZE) Nous en déduisons que
V est la réunion sur les éléments g’ de &' des ensembles fermés

{zeVIh@) =4 L)}
Le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme III.1.1 montre que

fl_g f2Slll“V O

DEFINITION 1I1.1.15. Soient X et Y deux orbifolds. Une application holomorphe
orbifolde entre X et Y est une application continue |f|: |X| — |Y| telle que, pour
tout point x de | X| il existe une carte (ﬁx,GI,Wr_) d’un ouvert U, qui contient x el
une carte (U|f| Gif1(2)s TUf|(2) 4 un ouvert Ujgpy qui conlient |f|(x), salisfaisant
aur propri€teés suwantes :

(1) [fI(Uz) est inclus dans Ujg(y) ;
(2) il existe un relevement fo : Uy — Ujg(z) de

(3) siy € Wr(l’jx) alors ]’C; et ]?y induisent des relevements isomorphes sur un
voisinage de y.

Deux applications orbifoldes fi, fo : X — Y sont isomorphes si |fi| = |f2] et
si pour tout z dans |X], flz et JIC;QE induisent des relevements isomorphes sur un
voisinage de x.

Une application orbifolde f : X — Y est un plongement orbifold si les releve-
ments f, sont des immersions et 'application continue sous-jacente |f] : |X| — |V
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est un homéomorphisme sur son image. Une sous-orbifold de Y est 'image d’un
plongement orbifold.

EXEMPLE IIL.1.16. Soit p, agissant sur C x C de la fagon suivante g(z,y) =
(g,y). Le quotient Y := C x C/p, est une orbifolde. Nous avons G(o,) = p, et
Gzy) = {id} si z # 0. Le lieu singulier du quotient est ({0} x C)/p,.

Soit 'orbifold X; := C/p, ou p, agit trivialement sur C. L’application C — CxC
qui & y associe (0,y) induit un plongement orbifold X; — Y. Ainsi, ({0} x C)/p,
est une sous-orbifold de Y. Nous pouvons voir X; comme le lieu singulier de Y que
nous avons « sorti » de |Y|.

Soit l'orbifold X, := C/p, ou p, agit sur C par multiplication. L’application
C — C x C qui a z associe (z,0) induit un plongement orbifold X; — Y. Ainsi,
(C x {0})/ g, est une sous-orbifold de Y.

Nous définissons le faisceau des fonctions holomorphes sur |X|. Notons Oy, le
faisceau des fonctions holomorphes sur la variété complexe X,e,. Notons j : Xieg — X
I'inclusion naturelle. Nous allons définir le faisceau d’anneaux commutatifs et uni-
taires O|x| comme le sous-faisceau de j.Ox,,, formé des fonctions localement bornées.
Ainsi, (|X], Ojx|) est un espace annelé. Remarquons que la donnée de I’espace annelé
(1X1],Ox|) est plus faible que la donnée d’une structure orbifolde sur [X|. Sur un
espace annelé (|X|,O|x|) nous « oublions » les actions de groupes. La proposition
suivante explique cette perte.

EXEMPLE II1.1.17. Tl est clair que I’espace annelé (|P}

wown |+ O, 1) est isomor-

phe a I'espace annelé (|P'], Opy)).
ProPOSITION 1I1.1.18. Soit X une orbifold. Soit U un ouvert de X. Soit f dans

Ox|(U). Pour tout x dans U — U N Xieg, il existe une carte (Uy, Gy, m,) d’un ouvert
U, contenant x el [ € (Wx*OﬁE)GI (Uyz) tel que f1 = fom,.

DEMONSTRATION. Posons f; := fom, |w;1(Umaneg)‘ >N U, QXreg) — C. La
fonction f; est holomorphe sur 'ouvert dense W;l(Uz N Xieg) C U, et elle est G-

invariante. Comme [ est localement bornée, f; est localement bornée sur U,. Ainsi,
la fonction f; se prolonge en une fonction holomorphe G -invariante sur U,. 0

Pour finir ce paragraphe, nous allons définir le faisceau, noté Cf)'a, des fonctions

C* sur une orbifold complexe X.! Le faisceau Clo)?l est le sous-faisceau de j*Cj'aeg

1Ce faisceau est I’analogue pour les orbifolds du faisceau des fonctions C'® sur une variété
complexe.
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défini par
e € 7. j}oreg(U) | V& € Using, 3 (ﬁI,GI,px) une carte
|X|( )= de U, et f, € (Wz*CEZ)Gm (U) telles que fi = fom, sur Uy ep
Soit U := (Us)aea un recouvrement ouvert de |X|. Une partition de ['unité sur

Uorbifold X subordonnée au recouvrement U est une famille (p, )aeca de fonctions C'™

telle que
(1) pour tout o € A et pour tout = € | X|, po(z) € [0,1];

(

2)
(3) la famille des supports des fonctions p, est un recouvrement localement fini ;
4)

(

PrOPOSITION IIL1.1.19 (cf. lemme 4.2.1 dans [CRO2]). Soit |X| un espace
topologique paracompact. Soit A(|X|) un atlas orbifold de |X|. Soit (Uy)aca le
recouvrement de | X | associ€ a cel atlas. Il existe une partition de ['unité subordonnée

pour tout a € A, les supports de p, sont inclus dans U, ;

pour tout = € |X|, nous avons Y, pa(z) = 1.

au recouvrement (Uy)aea.

DEMONSTRATION. Comme | X | est paracompact, il existe un raffinement (V});er
localement fini du recouvrement (U, ),e4. Chaque V; admet une carte (‘7“ Gy, ;).

Montrons qu’il existe une famille de fonctions C'* ﬁ : V; = C Gy-invariantes et
positives telle que les fonctions induites f; sur V; soient a support dans V; et que la
réunion des supports des fonctions f; recouvre | X|. Il existe un recouvrement B; de
|X| tel que B; C V.. Il existe une famille (h;);e; de fonctions continues telle que

— hi 2 0;

— hi =1 sur B;;

— le support de h; est inclus dans V.
Nous relevons les fonctions h; en des fonctions continues %2 (;-invariantes sur ‘N/Z
Remarquons que fILVZ =1sur W;I(Ei).NNous lissons ses fonctions et nous obtenons des

fonctions C'>, notées he°, telles que he® = 1 sur w7 '(B;). Puis, nous posons

~ 1 ~
fi = Y ko,
#GZ g€eG

Pour tout 1 € I, la fonction ﬁ est positive, G;-invariante, C'* et son support contient
7' (B;). Notons f; la fonction induite par f; sur Vi. Le support de f; contient B; et
donc I'ensemble des supports des fonctions f; recouvre | X|.
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Puis, nous prolongeons les fonctions f; par 0 en dehors de U;. Nous en déduisons
que f := Y. fi est une fonction strictement positive sur | X|. La famille des fonc-
tions p; := f;/f est une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (V;);ecr.
Comme le recouvrement (V;);es est un raffinement du recouvrement (U, )aea, nous
en déduisons une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (U, )aea. O

II1.2. Les fibrés vectoriels complexes orbifolds

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord définir les fibrés vectoriels complexes
orbifolds triviaux et définir leurs faisceaux des sections. Puis, nous donnerons la
définition générale des fibrés vectoriels complexes orbifolds et de leur faisceau des

sections.

I11.2.a. Les fibrés vectoriels complexes orbifolds triviaux. Soit (ﬁ, G, )
une carte de U. Soient K une orbifold et pr : £ — U une application orbifolde
surjective. L’application pr : £ — U est un fibré vectoriel complexe orbifold trivial

de rang r sur U si
(I11.2.1) Ker(F) = Ker(U);
(111.2.2) (ﬁ x C', G, 7g) est une carte de F ;

(I11.2.3) T'application pr se releve en la projection pr : UxC — U cestadire
T Opr =promg;

(111.2.4) Taction de G sur U x C est donnée par 9(z,w) = (gz, p(7, g)w) ou I'appli-
cation p : U x G — G L.(C) est holomorphe telle que
p(z,gh) = p(hx,g) o p(Z,h).

La condition (I11.2.1) implique que
— p(T,g) = id pour tout ¥ € U et pour tout g € Ker(U);

— application pr|g,, : Freg — Ureg est un fibré vectoriel complexe trivial sur la
variété complexe Xyeq

— lapplication pr |g,.,: Ered — Urea est un fibré vectoriel orbifold trivial.

La fibre F, := pr~'(z) est isomorphe a C" /G,. ou I'action de (¢, sur C" est donnée
par I'application p(z,-). La fibre E, contient I'espace vectoriel E% = {rp(Z,v) |
VgeG,,g(x,v)=(2,0)}.

Une section holomorphe d’un fibré orbifold trivial pr : £ — U est une application
orbifolde s : U — F qui se releve en une application holomorphe (id,s) : U— U x
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C" G-équivariante. En d’autres termes, une section est la donnée d’une application
holomorphe s: U — C’ telle que

s(g7) = p(7,9)s(7).
Ainsi, I'ensemble des sections holomorphes est un faisceau de O ;-modules. Nous le
notons &yy|. Nous définissons l'action de G sur I'ensemble des applications holomor-

phes s: U — C par la formule
(111.2.5) g-3(%) = plg™'7, 9)3(g~ 7).

Une application holomorphe s : U — C G-invariante induit par passage au quotient
une section holomorphe s : U — FE. Le faisceau &y des sections holomorphes du
fibré pr: E — U est isomorphe au faisceau (W*Oﬁr)G.

En remplacant le mot holomorphe par C'* au paragraphe précédent, nous
définissons le faisceau des sections (" d’un fibré orbifold pr: E — U.? Ce faisceau,

noté 5|°§|, est un faisceau de Cﬁ‘}rmodule. Il est isomorphe au faisceau (W*C%OT>G.
Soit s : U — E une section holomorphe ou C'* du fibré pr : £ — U. Nous en
déduisons que
— si 5(7) est non nul alors $(¥) est un vecteur propre de la matrice p(z, g) pour
la valeur propre 1 pour tout g € GG ;
— pour tout = dans U, s(z) appartient a I'espace vectoriel ES=.
Contrairement au cas des variétés, le faisceau des sections d’un fibré vectoriel orbifold
ne permet de reconstruire le fibré vectoriel orbifold car nous perdons 'action du
groupe G sur le fibré.

EXEMPLE I11.2.6. Nous reprenons les notations de I'exemple 111.1.11.(3). Consi-

dérons le fibré orbifold trivial défini par le diagramme commutatif

~ TR ~
DxC——(DxQ)/p,
| b
e m
D——D
ou (- (z,v) := (Cz,(v). Soit s une section de ce fibré. Ainsi, nous avons
3(CH) = (33,
Ceci implique que 5(0) = 0.

2Ce faisceau est I’analogue du faisceau des sections C'® pour un fibré holomorphe sur une
variété complexe.
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REMARQUE I11.2.7. Au paragraphe 4.1 de 'article [CRO2], un fibré vectoriel
orbifold trivial vérifie les conditions (I11.2.2), (111.2.3) et (111.2.4). Un fibré vectoriel
qui vérifie aussi (II1.2.1) est appelé un bon fibré (cf. paragraphe 4.3 de [CRO02]).
Nous avons I’équivalence suivante :

FE — U est un bon fibré orbifold trivial
& Freq — Ureq est un fibré orbifold trivial.

Modifions légerement ’exemple du fibré vectoriel I11.2.6 de la fagon suivante : I'action
de p,, sur D est trivial et action de W, sur D x C est donnée par ( - (z,v) 1= (2,(v).
Pour ce fibré, nous avons Ker(E) = {id} et Ker(D) = g, . Soit s une section de ce
fibré alors nous avons

5(@) = 5(¢3) = G3(@).

Ceci implique que la seule section possible d’un tel fibré est la section nulle. C’est
pour cette raison que nous ne considérons que les bons fibrés orbifolds.

Soient (ﬁl, Gy, m) et ((72, (43, m2) deux cartes de U. Deux fibrés vectoriels orbifolds
triviaux pry : Ky — U et pry : Fy — U sont isomorphes sl existe un isomorphisme

de cartes (¢, k) : (ﬁl,Gl,’,’Tl) — (Uy, Gg,m3) et s’il existe une application ¢ : Uy —
GL,(C) telle que I'application

(111.2.8) U xC — Uy xC
(F20) > (o(2). 6 w)
soit k-équivariante.

Soient pr, : By — U et pry : Ey — U deux fibrés orbifolds triviaux. Soient
(U,G,m) une carte de U et (U x C, G, 7g,) (vesp. (U x C?,G,wg,)) une carte de
FEi (resp. Ey). Un morphisme entre deux fibrés orbifolds triviauz est une application
orbifolde ¢ : Fy — F3 qui commute avec les projections pr; et pr, telle qu’il existe
un relevement linéaire (id, @) : U x C* — U x C G-équivariant c’est-a-dire que
nous avons

(11.2.9) Pg2)p™ (F,9) = P (T, 9)5(F) VY (F.9) €U xG.

Soit (17, G, m) une carte de U. Soit pr: £ — U un fibré vectoriel orbifold trivial.
Soit V un ouvert connexe de U. Soit (o, k) : (V, Gy, my) — (U, G, 1) une injection.
Soit pry : F' — V un fibré vectoriel orbifold trivial. Le fibré pry : F' — V' s’injecle
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dans le fibré pr : £ — U s’il existe une application holomorphe ¥, : V- GL,.(C)
telle que I"application

VxC —UxC
(@, w) — (a(7), 9, (T)w)

soit une injection de cartes. En particulier, nous avons
Palg?) 0 pip(7, 9) = p(a(®), £(g)) 0 P, (7).

LEMME II1.2.10. Soit ((7, G, ) une carte de U. Soit pr: £ — U un fibré vectoriel

orbifold trivial. Soit V' un ouvert connexe de U. Il existe un unique, a isomorphisme
de fibrés pres, fibré vectoriel orbifold F' — V' qui s’injecte dans pr: K — U.

DEMONSTRATION. Ezistence : Soit V une composante connexe de 7~'(V). No-
tons Gy le sous-groupe de (G qui stabilise V. Ainsi, VxC CUxC est une
composante connexe de 7' pr=! (V). Le groupe Gy agit sur V xC. Finalement,
(\7 x C, Gy, TEljy e ) est une carte de pr=' (V) et pr|,—1v) : pr=(V) — V est un
fibré trivial qui s’injecte dans pr: £ — U.

Unicité : Soit F©' — V un fibré trivial qui s’injecte dans pr : £ — U.
Soit (\N/F,G'sz,WVF) une carte de V. Soit (ap,k) : (‘7F7G\7F77r\7p) — (17, G,m)
une injection. D’apres le lemme II1.1.3, il existe un isomorphisme de cartes
(p, ") (VF,GVF,W%) — (‘N/, Gy,my) C (ﬁ,G,ﬂ). Alors, D'application
Ve x O = V x C qui & (7,w) associe (p(7),v, (T)w) est un isomorphisme
de fibrés triviaux. O

II1.2.b. Le cas général : les fibrés vectoriels complexes orbifolds.

DEFINITION 111.2.11. Une application pr : EE — X surjective entre deux orbifolds
est un fibré vectoriel complexe orbifold de rang r si pour tout x dans X, il existe
une carte (U, Gy, m;) d’un ouvert U, contenant x telle que

(1) Uapplication pr|p-1(v,y = pr-"(Us) — U, est un fibré vectoriel complexe
orbifold trivial de rang r ;

(2) pour toute injection (o, k) : (ﬁy,Gy,ﬂ'y) — (ﬁI,Gr_,?TI), le fibré orbifold
trivial pr=Y(U,) — U, s’injecte dans pr~'(U,) — U,.

Soit pr : £ — X un fibré vectoriel orbifold de rang r. Une carte ((7, G,m) de
U C X est dite trivialisante si (U x C", G, 7g) est une carte de pr=!(U/). Remarquons
que
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~ pr
complexe X ;

— Freq — Xieq est un fibré vectoriel orbifold.

Une section holomorphe (resp. C'°°) d’un fibré orbifold pr: £ — X est une appli-
cation orbifolde s : X — F qui localement se releve en une application holomorphe
(resp. C*) de (id, 5;) : U, = U, x C" G,-invariante c’est-a-dire que nous avons pour
tout g € G,

Freg * Freg — Xreg est un fibré vectoriel complexe de rang r sur la variété

g Sy = Sg.

Notons &x,,, (resp. Sj}ieg) le faisceau des sections holomorphes (resp. C*°) du fibré

vectoriel pr|g,,, : Freg = Xreg. Nous allons définir le faisceau, noté & x| (resp. E|°§|),
des sections holomorphes (resp. C*) d’un fibré orbifold pr : £ — X comme un
sous-faisceau de j.&x,,, (resp. j*Ej'aeg), ou j est 'inclusion naturelle de X, dans X.

Pour tout ouvert U dans | X|, nous posons
s € j*EXreg(U) |Va € U — Ubeg, 3 (179;, Gy, m;) une carte

Ex|(U) := ¢ trivialisante d’un voisinage de U, et 3 (id,3) : U, = U, xC
(i,~équivariante tels que 77 o (id,3) = som,

s € j*gj'aeg(U) |V2 € U — Ubeg, 3 (ﬁm (i, m;) une carte
Ex|(U) == ¢ trivialisante d’un voisinage de U, et 3(id,3) : U, — U, x C’
(i,~équivariante tels que 77 o (id,3) = s o m,

Vs
Nous pouvons aussi définir le faisceau & x| (resp. E|°§|) en recollant les faisceaux
Gy oo r\Gyg
(m2.0p,")% (resp. (Wz*Cﬁx )o").
En général, on ne peut pas reconstruire le fibré a partir du faisceau de ses sections
c’est-a-dire que la donnée d’un fibré orbifold est plus riche que la donnée de son

faisceau des sections.

LEMME II1.2.12. Soit E — X wun fibré orbifold. Soient (17, Gu,mv), (‘N/, Gy, my)
et (W,Gw,mw) trois cartes trivialisantes telles qu’il existe des injections (o, Ky) :
(U,Gu,my) — (V,Gy,my) et (B,kp) : (V,Gy,nv) = (W,Gw,mw). Pour tout

dans U, nous avons
Vpoa(T) = Yg(a(T)) 0 1, (7).

DEMONSTRATION. Par hypotheése, nous en déduisons deux injections de (17 X
C,Gy,mg) = (W x C",Gw,ng). La premiere injection est donnée par la formule
suivante (7, w) = (8 0 a(Z), Y 5.,(2)w) et la deuxieme injection par (z,w) = (5o
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a(Z),¥5(a(T)) o Y, (z)w). D’apres le lemme 1I1.1.3, il existe g € Gw tel que pour

tout 7 € U et pour tout w € C" nous ayons
g+ (Bealt),Yge(z)w) = (Boal),Ps(alT)) o ,(z)w).
Nous en déduisons que pour tout = dans U

{g-ﬁoa(f’f) = B oa(z);
pi (B 0 a(Z))(9) Y gea(@) = Pp(a()) o o (2)w.
La premiere condition implique que g € Ker(U) et donc que pg(8 o a(7))(g) = id
car Ker(F) = Ker(X). O
Deux fibrés orbifolds pry : Fy — X et pry : Ey — X sont isomorphes s’il existe
une application @ : £y — FEj telle que pour tout x dans X, il existe un isomorphisme
((7; xC,GL nb) — ((72 x C", G2, 7P qui soit linéaire entre les fibres de pr, et celles
de pr, et qui induise un isomorphisme entre les cartes ((7;, g;,wi) et (ﬁg, G2, 72).
En d’autres termes, pour chaque = € X, il existe une carte (U, G, m,;) d’'un ouvert
contenant x telle que nous ayons un isomorphisme entre les fibrés orbifolds triviaux
E1 U, —* UI et E2|Ux — UI
Soient fibrés orbifolds pry : £y — X et pry, : F3 — X. Un morphisme entre les
fibrés pr; : £y — X et pry: £y — X est une application orbifolde ¢ : Fy — F3 qui
commute avec les projections pry et pr, telle que pour tout z € X, il existe une carte

(ﬁx, Gy, m;) d’'un ouvert U, contenant x qui vérifie
(1) ¢ |o,: pri' (U,) — pry ' (U,) est un morphisme de fibrés orbifold trivial ;
(2) pour toute injection « : ﬁy — lfjm nous avons

(I11.2.13) a0 @ lu, = lv. o9y

Uy, El |Uy3: ﬁy x Ct — EQ
linéaire Gi-équivariant (resp. G-équivariant) de ¢ |y, (resp. ¢ |, ).

U, = ﬁy x C2 (resp. @ |u,) est un relevé

ou @

Soit ¢ : E1 — FE, un morphisme de fibrés orbifolds. Pour tout = € |X|, nous
avons une application ¢, : Fy, := prj'(z) = Ea, := pr;'(z) qui se releve en une
application ¢ |y, (¥) : {T} x C* — {Z} x C G -équivariante ou T est un relevé de
x. Nous posons

Kerp = U ' (Ker(Z v, (7))

z€|X|

Img = | ] «*(Im(@ |v, (2)))-

z€|X|
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Remarquons que Kerp C F; et Imp C F; ne dépendent pas du choix des cartes et
des relevés.

ProposiTION I11.2.14. Sotent pr, : By — X et pry @ Fy — X deux fibrés
orbifolds. Soit v : FE1 — Fy un morphisme de fibrés orbifolds tel que pour tout
x € U, le rang de & |y, est constant. Les espaces topologiques Ker ¢ el Im g sont des
fibres vectoriels orbifolds.

DEMONSTRATION. Nous allons décrire les fonctions de transition de ses fibrés
orbifolds puis nous appliquerons le théoreme I11.2.15. Pour toute injection a : U, —
Uy, nous avons le diagramme commutatif suivant (cf. 1’égalité (111.2.13))

Eyly, — Ea2u,

(a, ) (o, 1057)
) g
Eyly, — E |y,

Nous en déduisons que
P [Ker gy, : Ker @ v, — Ker @ [u, ;
U lmgly,: Im@ |, — Im & |y, -

s , , : o ~ ~
D’apres les résultats sur les fibrés vectoriels sur une variéte, Ker o lv, et Im@ |y,
sont des fibrés sur U, car le rang de @ |, est constant. Nous posons

K E

Yo" =100 [Kerdlo,
I E

¢amw = ¢a2 |Ker$|Uy °

Ces fonctions de transition satisfont bien les hypotheses du théoreme 111.2.15. Nous
en déduisons que Kerp et Imy sont des fibrés vectoriels orbifolds sur X. O

THEOREME II1.2.15. Soit X une orbifold. Les données suivantes définissenl un
unique, a isomorphisme pres, fibré orbifold de rang r :
(1) un atlas orbifold A(|X]) ;

(2) pour toute injection o : U; — (7]- entre deux cartes de [atlas, on se donne
une application holomorphe ¢, : U; — GL,.(C) telle que

(a) lapplication
ﬁi x C — [7]' x C
(7, w) — (a(7), Pa(T)w)
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soit un plongement ouvert ;

(b) pour deux injections successives o, 3 nous ayons
YpoalT) = Pp(alT)) o 1, (7).

REMARQUE II1.2.16. Soit £ — X un fibré vectoriel orbifold donnée par ses
fonctions de transition c’est-a-dire donnée par les t,. Soit (U;);er le recouvrement
de |X| induit par A(|X|). Supposons que pour tout ¢ € [, il existe s; : U, — C
(G;-équivariante tel que pour toute injection « : U; 17]- nous ayons

5i(a(@)) = ¢, (7)5i(7).
Ces données se recollent en une section globale du fibré £ — X.

DEMONSTRATION. Pour tout ¢ € I, notons (172, G, m;) la carte de U; dans Iatlas
orbifold A(|X|). Nous définissons 'action de G; sur U; x C de la fagon suivante.
Pour tout g € Gy, 'application ¢, : U; — U; qui a = associe g est une injection.
Nous posons g - (7,w) 1= (¢,(7), ¢, (Z)w) pour tout (z,w) € U x C". Remarquons
que nous avons p(z,q) = ¥, (T).

Considérons l'espace topologique | |,.; U; x C"/G;. Notons [Z;, w;] la classe de
(:”EZ', wi). _ _

Nous dirons que [7;,w;] ~ [T;,w,] s’il existe deux injections «; : U;; — U; et
a; Uy — Uj et (T,5,w;5) € Uy; x C tels que

[i(Ti;), Yo, (i )wig] = [, wil ;

[(7ij), o, (i )wis] = [T, w;].
Quitte a modifier les injections, nous pouvons supposer que les égalités ci-dessus sont
sur les couples et non sur les classes.

Montrons que cette relation est une relation d’équivalence. Le seul point
délicat est la transitivité. Soient [Z;, w], [Z;, w;], [Tk, wi] tels que [T;, w;] ~ [T, w)]
et [Z;,w;] ~ [Tg,wg]. Alnsi, il existe 5; : Uy — U; et Br @ Ujpp — U et
(Zjk,wjr) € Ujp x C tels que

(@i(Zi5), ¥, (Tij)wis) = (T5,0:) 5

(o (Tij), o, (Tij)wis) = (T, w;).
Comme x := ¢;;(7;;) = @k(Zk), 1l existe deux injections ~;; : (fjijk s lfjij et v :
Uijx = Ujr et Tijp € Ui, wijr, wiy, € C tels que v(Tijn) = T4, vjn(Tijr) = Tjx et
@bwi,](ffijk)wijk = wij777b’7]k (Eijk)ngk = wjg. D’apres le lemme II1.1.1, il existe g; € G,
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tel que aj o 7y = p,, © B 0 ;. Pour résumer, nous avons le diagramme commutatif

suivant :
U ijk
U,; Ui
[72 U] S‘o_g] U] (fjk

Nous en déduisons que g; € G, C G;. Ainsi, il existe g;jx € G, C G tel que
©g, © Bj ©Vik = Bj ©Yjk © ¢y,,,- Comme nous avons

Wy = ¢aJOW¢J(Eijk)wifk = LZ)% °5J°7Jk(5ijk)wiik

et

Wi = P, opg, (Tiik) Wiy

/ — N, . .. M M 3 M - . .
nous obtenons que Wiy = ¢¢9i]k (Z4jx )wijk. Finalement, les injections ;0 yj; o Pgin :

Uijp — ﬁk et a; oy, : (fjijk — U; et (:@jk,w”’k) S ﬁijk x C" montre que [ffi,wi] =
[5k,wk].
Posons |F| := (Uiel U; x @”/Gi) / ~. Notons [Z;,w;] la classe de [Z;,w;] pour

(Z;,w;) € U; x C. L’application |pr|: |E| — |X]| qui a [z, w;] associe m;(T;) est
bien définie et elle est continue. De plus, ((72 x C", Gy, 7)), ou mg,; est la projection
de (72 x C" dans (72 x C" /G, , est une carte de pr~(U;). Nous en déduisons un atlas
orbifold sur |E|. Finalement, pr: ¥ — X est un fibré orbifold de rang r sur X. O

REMARQUE II1.2.17. Soit pr : £ — X un fibré orbifold sur X. Soit Y une sous-
orbifold de X. L’application pry : pr='(Y) — Y est naturellement munie d’une
structure de fibré orbifold. De plus, la restriction & x| |jy|, comme faisceau de Ox|-
modules, du faisceau des sections & x s est le faisceau des sections de pry : pr='(V) —

Y.

EXEMPLE II1.2.18 (Le fibré tangent complexe orbifold). Soit X une orbifold
complexe de dimension n. Nous allons définir le fibré tangent complexe orbifold. Soit
a: (U,G,m)— (UG «') une injection. Soient (u;) des coordonnées complexes sur
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U et (u}) des coordonnées complexes sur U/'. Nous notons 9, (7) la matrice suivante

!
(I11.2.19) (a“i ° O‘) .
du; i,5€{L,...n}

Les conditions du théoreme 111.2.15 sont vérifiés et nous obtenons un fibré orbifold

qu’on appelle fibré tangent complexe orbifold de X. Le faisceau des sections du fibré
tangent est noté Ox.

Une section du fibré tangent complexe orbifold est appelée un champ de vecteurs
complexe. Soit I'injection ¢, : U—U qui a = associe gz. Nous avons les égalités
suivantes

p(T.9) =1, (T) = dpy(2).

Ainsi, localement un champ de vecteurs est une application X' : U — TU qui se
releve en un champ de vecteurs X : U — TU ot TU est le fibré vectoriel tangent
complexe de U tel que X(g:l:) = dp,(T )(X( ).

Remarquons, que si l'on se restreint a |X,e|, alors le fibré tangent complexe
orbifold n’est rien d’autre que le fibré tangent complexe de la variété | X e,|.

EXEMPLE I11.2.20 (Le fibré cotangent complexe orbifold). Nous allons définir le

fibré cotangent complexe. Soit « : (U G,m) — (U’ G, ') une injection. Nous posons
(I11.2.21) PIX(F) = T (@)Y

Les conditions du théoreme 111.2.15 sont vérifiés et nous obtenons un fibré orbifold

qu’on appelle fibré cotangent complexe orbifold de X. Nous notons ce fibré T*X.

Ainsi, nous avons pr+x(7,9) = ‘prx(T,9)"" = 'dp,(T)"'. Le faisceau des sections

du fibré orbifold 7™ X est noté Q|1X|. Une section du fibré 7" X est appelée une 1-forme
holomorphe. Localement une 1-forme holomorphe est une application w : U — T*U
qui se releve en une application w : U — T*U telle que

(111.2.22) B(gF)(X) = B(F)(d, ()7 (X))

ou X € ngﬁ. La condition (II1.2.22) est équivalente a g-w = w ou 'action de & sur
les 1-formes holomorphes de U est donnée par la formule

(111.2.23) g-w= (Lp;l)*fu = (p,-1)" .
Soit « : ((7, G,m) — ((7’, G',m') une injection. Nous posons

(111.2.24) ATTE o £k T
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Les conditions du théoreme I11.2.15 sont vérifiées et nous obtenons un fibré orbifold
qu’on appelle fibré des k-formes holomorphes de X. Nous notons ce fibré A*T*X .

II1.3. Faisceaux des formes différentielles sur une orbifold et intégrale

orbifolde

Dans ce paragraphe, nous allons définir le faisceau des k-formes différentielles C'>°
sur une orbifold. Puis, nous montrerons que ces faisceaux permettent d’interpréter
une classe de cohomologie de ’espace topologique sous-jacent a une orbifold comme
la classe d’une forme différentielle fermée. Ceci nous permettra de définir I'intégrale
orbifolde.

Dans ce paragraphe X est une orbifold complexe connexe de dimension n.

Notons 5|]}(reg| le faisceau des k-formes différentielles C'* & valeur complexe sur la
variété complexe X.,. Soit j l'inclusion de |X,,| dans | X|. Soit (17, (i, m) une carte
de U. Nous notons 55 le faisceau des k-formes différentielles a valeur complexe sur U.
Notons (W*SE)G le sous-faisceau (G-invariant de W*Sg;. Nous allons définir le faisceau
des k-formes différentielles sur 'orbifold X comme un sous-faisceau de j.&x,,,|- Pour
tout ouvert U dans |X|, posons

5|kX|(U) = {

De la méme maniere que dans l'exemple 111.2.20, nous pouvons définir le com-

w € j*é’é}reg(U) | V2 € Using, 3 (ﬁx, Gy, ;) carte de U,
et W' € (WI*EI% )= (U,) telles que w' = w sur U, e, '

plexifié du fibré cotangent réel orbifold de X. Nous le notons T3X. Son faisceau
des sections est Slle' De maniere générale, le faisceau des sections du fibré orbifold
AFTEX est 5|]“X|.
PROPOSITION I11.3.1. Supposons |X| paracompact.
(1) Les faisceaux 5|kX| sont acycliques pour le foncteur I'(|X],-).
(2) Il existe une différentielle d telle que

. . d d d en d
i En = g = 0
soil une résolution du faisceau constant Cx,.
DEMONSTRATION. (1) D’apres la fin du paragraphe I11.1, le faisceau E|OX| est

le faisceau des fonctions C'* sur X. Comme |X| est paracompact, il existe
des partitions de I'unité dans 5|0X| (cf. proposition II1.1.19). Ainsi, le faisceau
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5|0X| est fin. Comme E|kX| est un faisceau de SloXl—modules, nous en déduisons

que le faisceau S|kX| est fin.

Comme la condition est locale, il suffit de la vérifier pour tout ouvert assez
petit. Soit (U,G,7) une carte de U. Comme U est un ouvert de C*, le
complexe de De Rham

d 0

.. d d eon d
Eﬁ. 5% ‘% 55

est une résolution de Cg. Puis, nous appliquons le foncteur exact a gauche
Ty & El!]. Pour tout z € U, nous avons

(Rimgf]%)z = lim Hi(ﬂ_l(V)7g§ lv).

VizeV
Comme 5{% est un faisceau fin, nous avons H'(rm~1(V/), 55 lv) = 0 pour i > 0.

Ainsi, (Riw*é'lﬁ])x est nul c’est-a-dire que le complexe

«d ) «d «d
W*E}]: 7'['*5% il W*EI% e X W*Eg L 0

est une résolution de m,Cp. Les différentielles m.d sont les restrictions de la

différentielle d.

Puis, nous appliquons le foncteur covariant exact a gauche qui a un
faisceau F sur lequel (¢ agit, associe le sous-faisceau G-invariant, noté F¢.
Nous en déduisons le complexe

. Ted Ted Ted .

(W*Eﬁ)G : (W*E%)G — (W*Ell])G e (W*Eﬁ)G :

Il reste a montrer que ce complexe est encore exact.

Soit x un point de U. Soit w € (W*Elﬁj)f tel que (m.d)w = 0 ou k est
un entier strictement positif. Le complexe 7r*511] est exact, il existe 77 dans
W*Eg;l tel que (m.d) = w. Puis on pose a := #I—G > seq 9N Il est clair que
a est G-invariante et

(m.d)a = # S (md)(g77)

9geG
1 ~
= 46 20 (md

= Ww.
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Nous en déduisons aisément que le complexe (7.£2)“ est une résolution

T
de (m.C5)“. Or nous avons les égalités suivantes (7.C ) = Cpy) = Cjy

U]

La proposition précédente implique directement le corollaire suivant.

COROLLAIRE I11.3.2. Pour k € {0,...,n}, on a un isomorphisme d’espace vec-
toriel entre H*(|X|,C) et H* (F(|X|,S|°X|)>.

Supposons que | X| soit compacte. Soit w dans H"(|X|,C). Grace au corollaire
IT1.3.2, nous voyons w comme une classe de forme différentielle et nous définissons

orb 1
(111.3.3) /X w = #TI’(X)/p(reﬂw'

II1.4. Classes de Chern orbifoldes par la théorie de Chern-Weil

Dans cette section, nous allons définir les classes de Chern pour les fibrés vectoriels
complexes orbifolds. Nous adaptons 1’appendice C du livre de Milnor et Stasheff
[MS74] aux orbifolds.

Nous commencons par une étude locale. Soit pr : F' — U un fibré vectoriel
complexe orbifold trivial sur une orbifold complexe U. Soient ((7 ,GG,m) une carte de
U et (ﬁ x C", G, mF) une carte de F. I’action de (& sur F:=U x C est donnée par

g+ (z,w) = (g2, p(x,9)w), ¥ (g,7,w) € G x U x C

ou p : UxG — GL(r,C) est holomorphe. Rappelons que I'action de G sur une
section s est donnée par

1

g-s(T):=p(g7'7,9)s(97' 7).

Soit s une section € du fibré trivial ¥ — U. Soit w une 1-forme C* sur U.

Nous définissons I’action de G sur w ® s par la formule suivante

g - (w®s):=(g-w)@(g-s).
Une connezion V G-équivariante sur le fibré trivial F — U est une connexion qui
vérifie V(g - s) = g+ (Vs) ot s est une section C* du fibré trivial F' — U®.

3Les connexions G-équivariantes existent. En effet, si nous avons une connexion V sur le fibré
trivial F' — U, la connexion

V=Y 9V

geG
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LEMME I11.4.1. Soit V une connezion G-Equivariante sur le fibré trivial UxC —
U. Soit @ la malrice de cette connexion dans une base s1,...,s, de sections du fibré
UxC — U. Pour tout g € G, nous avons

po@=p(9) "' @p(, ) + p(-,9) " dp(-, 9)-

DEMONSTRATION. Nous allons calculer V(gs;) de deux maniéres. D’abord, nous

utilisons la G-équivariance de la connexion V. Pour tout g € G, nous avons

%(982') = 9682'
=gy B @s;
=1

= Z Pp-1Wij @ gs;.
=1

D’un autre coté, nous savons comment la matrice d’une connexion se comporte par
un changement de base. Ainsi dans la base gsy,...,gs,, la matrice de la connexion
est

p(-9)"'Gp(, 9) + p(, 9) dp(-, 9).
Nous en déduisons le lemme. O

Soit (17, G, m) une carte de U. Le fibré orbifold trivial pr : F — U est muni
d’une connexion V s’il existe (ﬁ = U x C', G, ) une carte de F' et une connexion
GG-équivariante telles que I'application pr : F = U releve pr.

Pour ¢ € {1,2}, soient (F;, V;) deux fibrés orbifolds triviaux sur U/ munis d’une
connexion. Nous dirons que (Fi, Vi) et (Fy, V3) sont isomorphes s’il existe un iso-
morphisme @ entre les cartes (ﬁl, G, 7, ) et (ﬁg, (3, 7F,) de respectivement Fy et
F; tel que 99*62 = %1.

Le fibré trivial F; — U; muni d’une connexion V s’injecte dans le fibré Fy, — U,
muni d’une connexion Vj s’il existe une injection de fibrés orbifolds (a,t,) c’est-a-

dire un diagramme commutatif

est G-équivariante.
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telle que (a* Fy, a*Vy) soit isomorphe a (Fy, V).

LEMME I11.4.2. Soit (Fy,Vy) un fibré orbifold trivial sur Uy muni d’une con-
nexion. Soit Fy un fibré orbifold trivial sur Uy qui s’injecte dans Fy. Il existe une
connexion V1 unique, @ isomorphisme pres, sur Fy telle que (Fy, V1) s’injecte dans

(Fy, V3).

DEMONSTRATION. Pour i € {1, 2} soient (UZ,GZ,TI'Z) deux cartes de U;. Soient
(FZ,G“WF) deux cartes de Fj. Soit Vg la connexion sur le fibré trivial F2 — U2
D’apres le lemme I11.2.10, nous pouvons supposer que Uy CUset Fy C F.

Existence : Nous posons Vl = Vg |F1 Ceci définit bien une connexion (-
équivariante sur ﬁl — (71

Unicité : Soient (Fg, (3, 7TF3) une carte de F} et Vg une connexion (73-équivari-
ante sur le fibré trivial F3 — U1 telles qu’on ait le diagramme commutatif
e (v, 1a) =

3 2

! |

('jlc# 52

Supposons que (a*]f?vg, Q/*ﬁg) soit isomorphe a (Fvg, 63) D’apres le lemme I11.2.10, le
fibré F3 — U1 est 1somorphe au fibré F1 = (a ¢a)(F3) — a(Ul) Pour finir, il suffit
de remarquer que a*F2 = a*F1 et o (Vg |F) = a*V,. O

DEFINITION II1.4.3. Soil pr : F' — X un fibré orbifold. Une connexion orbifolde
sur le fibré orbifold pr : ' — X est la donnée pour chaque x € X d’une carte
(Up, Gpymz) d’un ouvert U, contenant x telle que

(1) pr=Y(U,) — U, est un fibré orbifold trivial muni d’une connexion V, ;
(2) pour toute injection o : U, — (7y, il existe une injection (pr~(U,),V,) —
(pr_l(Uy),Vy).

Rappelons que le fibré orbifold 73X est le complexifié du fibré cotangent réel de
X et que son faisceau des sections est 5|1X| (cf. paragraphe 111.3).

ProposITION 111.4.4. Soit X une orbifold paracompacte. Soit F' — X un fibré
orbifold.

(1) Il existe une connexion sur F.
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(2) La différence entre deux connexions orbifoldes est une section du fibré

T2X ®cg, End(F).

DEMONSTRATION. La premiére partie de la proposition est démontrée dans le
lemme 4.3.2 de [CR02]. Soit F — U un fibré trivial orbifold muni de deux connexions
G- equlvarlantes notées V1 et Vg Il suffit de voir que Vl - Vg est une section orbifold

du fibré TCU@)CooEnd( ) Soit 81, ..., s, une base de sections du fibré F — U. Notons
77 la matrice de V. — V, dans cette base. Montrons que g - 7 = 1, ou l'action de GG
sur la matrice de 1-forme différentielle est donnée par
g-1=p(,9) (5m) p(-.9) ™" ot (@ial])ij = @ialij-
[.’égalité ci-dessus est une conséquence directe du lemme I11.4.1. O
LEMME II1.4.5. Soit (17, G, ) une carte de U. Soit pr: F' — U un fibré orbifold
trivial muni d’une connexion V. Soil pr : F := U x C' — U le relevé du fibré

orbifold trivial pr : F' — U muni d’une connexion vV G- €quivariante. La courbure,
notée K (V) de la connezion ¥V est une section G-invariante du fibre /\ TCU ®coo

End(F) — U.

DEMONSTRATION. Soit s;,...,s, une base de sections du fibré trivial UxC —
U. Notons  la matrice de la Courbure dans cette base. Montrons que g - 0= Q, ou
I’action du groupe (G sur la matrice de 2-formes est donnée par

(111.4.6) 9= p(,9) (¢, D)p(-.9) 7" ol (9;1Q)ij = ;1.
Avant de démontrer cette égalité, nous allons montrer que
K(V)(gs) = gK(V)(s),
pour tout (g,s) € G x .7,-:~(ﬁ), ou .7,-:[7 est le faisceau des sections € du fibré F — U.
La courbure K(%) est la composée de V avec V ol
v .7::[7 B 5%, — .7?[7 el 5%
est définie par

6(9@5) :zd&@s—@/\%s.

Un calcul direct montre que V( (0®s)) = gV(@ ® 3) pour tout g € G et pour tout
(0,s) € .7:~(U) X EIIJ(U) Nous en déduisons que K (V)(gs) = gK (V)( ) pour tout
(g9,s) € G x .7:[7((7).
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Pour démontrer 1’égalité (I11.4.6), nous allons calculer K(%)(gsi) de deux fagons.
D’un c6té nous avons

K(V)(gs;) = gK(V)(s;)

=g (Z ﬁij X Sj)
=1

(I1L.4.7) =Y ;-1 @ gs;.
=1
D’un autre coté, le changement de base entre (si,...,s,) et (gsi,...,gs,) montre

que la matrice de K(%) dans la base (gsi,...,gs,) est

(111'4'8) p('vg)ﬁp('ag)_l'

En comparant les égalités (I11.4.7) et (I11.4.8), nous en déduisons I'égalité (I11.4.6)
c’est-a-dire que K (V) est une section G-équivariante du fibré A’ TCU Reg End F —

U. O

Soit pr: F' — X un fibré orbifold de rang r muni d’une connexion V. Pour tout
z € | X]|, il existe une carte (ﬁz, Gy, m;) d’un ouvert U, contenant x telle que le fibré
trivial FVZ = ﬁz xC — (793 soit muni d’une connexion, noté %z, Gy équivariante ou
U, x C est une carte de pr i (U,). D’ apres le lemme I11.4.5, la courbure K (Vr) est
une section (G,-invariante du fibré /\ TCU ®coo End(F)

Pour ¢ € {1,...,n}, notons o; le i-ieme polynome symétrique élémentaire en r
variables. Soit A une matrice carrée de taille r. Notons o;(A) le polynéme o; évalué
en les valeurs propres de A. Nous avons

det(id +tA) =1 + to(A) + - - + "0, (A).

Pour tout = € |X]|, soit s1,4,...,S,, une base de sections du fibré FVI — (793 No-
tons Q la matrice de la courbure K (V ) dans cette base. Comme les 2-formes
différentielles commutent entre elles, nous pouvons évaluer les polynomes o; en Q,.
La forme différentielle Ji(ﬁm) est de degré 2:. Dans une nouvelle base de sections,
la matrice de la courbure est P=1), P ot P est la matrice de changement de base.
Comme o;(P~'AP) = 0,(A), la forme différentielle O'Z'((ZI) ne dépend pas de la base

choisie. Dorénavant, nous notons o;(K(V,)) cette forme différentielle. Pour tout
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g € G, nous avons

©,0i(Qe) ==0i(p, )

=0,(12) d’apres I'égalité (111.4.6).

Ainsi, Ji([X’(ﬁI) définie une forme différentielle de degré 2: (G -invariante sur ﬁz
qui, par passage au quotient, définit une forme différentielle, notée o;( K(V,)), dans

LEMME I11.4.9. Soit F' — X un fibré orbifold muni d’une connexion V. Nous
gardons les notations ci-dessus. Pour toult i € {1,...,r}, les formes différentielles
oi(K(V,) dans 5|2l§$|(U$) se recollent en une forme différentielle, notée o;(K(V)),
dans 5|2)é|(|X|).

DEMONSTRATION. Soit a : U, — ﬁy. Il suffit de montrer que
oi(K(Y,)) I, = o:( K(V.))

Par définition d’un fibré orbifold muni d’une connexion, il existe deux applications
Py et o Fy — o F, telles que
— le diagramme suivant soit commutatif

ﬁz _ (ij

—  soit un isomorphisme de cartes;

- ¢*a*V, =V,.
Nous en déduisons I'égalité p*a*K(V,) = K(V.). Puis, nous obtenons I’égalité
7:(K(V,)) I = oi( K(V.). 0

ProposiTION I11.4.10. Soit ' — X wun fibré orbifold munt d’une connexion V.
Pour tout i € {1,...,n}, la forme différentielle o;(K(V)) est fermée.

DEMONSTRATION. Soit ' — X un fibré orbifold muni d’une connexion V. Nous
en déduisons une connexion, notée V., sur le fibré vectoriel Free — Xyeg. Nous en
obtenons 1’égalité

0i( K (Vieg)) = 0i(K(V))

Xreg *
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Dans le cas des variétés, on sait que 0;(K(V,e)) est fermée. Ainsi do;(K(V)) est
nulle sur un ouvert dense. Nous en déduisons que o;,( K(V)) est fermée. O

Cette proposition montre que les formes différentielles oo( K'(V)),...,0.(K(V))
sont fermées de degré respectivement 0,...,2r. Nous noterons [o;( K(V))] la classe

de cette forme différentielle dans H*(|X|,C) (cf. le corollaire T11.3.2).

COROLLAIRE II1.4.11. Soit F' — X un fibré orbifold muni d’une connexion. La

classe de la forme différentielle o;(K(V)) ne dépend pas du choiz de la connexion
sur .

DEMONSTRATION. Soit pr : F/ — X un fibré vectoriel orbifold muni de deux
connexions VO et Vl Pour tout x € X, nous avons deux connexions Vog_n et Vl =
sur F — U ou U est une carte d’un ouver U, contenant x et F une carte de
pr 1(U ). Posons 1, := Vl = Vo I D’apres la proposition 111.4.4, 17, est une section
(z-invariante de TCU Beg End(F ). Pour ¢ € [0, 1], nous définissons une connexion

sur le fibré Fz — Uz par la formule

61‘,1’ = 60,1: + tﬁz
D’apres les calculs dans [GH94] p.405, nous avons
1
(1114.12) d ( / 5 (e K(Vis)oo o K (Vi) dt) = 0,(K(V1.)) — 0i(K(Vo.,))
0
ou o; est I'application i-linéaire de M, (C) x --- x M,(C) dans C telle que
oi(A,...,;A) = 0,(A) pour toute matriceA € M, (C).

[’égalité (111.4.12) montre que O'Z'([((617I)) — Ui(lﬁf(ﬁow)) est une forme exacte.
Montrons que pour toute injection a : U, — U, nous avons

o' (ﬁz, K(Vis),..., K(%m)) — 5 ('ﬁy, K(Viy)s.. ., K(%t,y)) .

D’apres le lemme I11.4.2, nous pouvons supposer que a*(ﬁw) = 62'4/ pour i € {1,2}.

Ceci implique que a*n, = n, et que o* K (V;,) = K(V4,). Finalement, nous avons
oG (ﬁx, K(Via),. .., J((%I)) =5, (a*ﬁm K (Vi) ... ,a*K(%m))

=5, (ﬁy, K(Viy)s...s [&’(%w)) .
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Les égalités ci-dessus nous montrent que les formes différentielles
5, (ﬁz, K(Via), .., K(Vm))

de degré 2: — 1 sur U, sont (ip-invariantes. Elles définissent par passage au quotient
une forme différentielle de degré 2i — 1, notée 7; (ny, K(Viz), ..., K(Viz)), sur | X].
Nous en déduisons que o;( K(V4)) — 0;(K(Vy)) est une forme exacte. O

Soit F' — X un fibré orbifold. Nous définissons la i-ieme classe de Chern du fibré
F — X par

ci(F) = [oi(K(V))] /(2 =1x)'

ou V est une connexion sur F. D’apres le corollaire 111.4.11, les classes de Chern de
F ne dépendent pas de la connexion choisie et la i-ieme classe de Chern définit une
classe de cohomologie dans H*(|X|,C). La classe de Chern totale est

c(F)=co(F)+ter(F)+ -+t e, (F).
ProrosiTionN 111.4.13. Soit

0 EaFﬁG 0

une suite exacte de fibrés orbifolds sur lorbifold X. Nous avons [’égalité
c(F) = c¢(F)e(G).

DEMONSTRATION. Cette propriété est locale. Soit p (resp. r) le rang du fibré
E (resp. F). Pour tout = € |X|, il existe une carte (ﬁx,Gz,ﬂ'I) d’'un ouvert U,
contenant z qui trivialise les trois fibrés. Soient E |y, F |u, et G |u, trois cartes de
respectivement prz' (U,),pry' (Us) et prg' (U,). Nous avons une suite exacte de fibrés

triviaux sur U,

o dlm . Bl -
OHE|UEHF|UZHG

U, > 0.

Soit (sf,...,s) une base des sections du fibré E |u,— U,. Notons s := &
(s¥). On complete (s1, ..., 35) en une base (s, ... sI'

Flu,— U,. Pouri € {p+1,...,r}, les sections s& := 3 |y, (sI) forment une base
des sections du fibré trivial |, — 1795

Nous choisissons une connexion Vg, (G -équivariante de matrice (.Nuf sur [

Us
) des sections du fibré trivial

U,
F F )

telle que sa matrice soit triangulaire supérieure sur U, dans la base (si,...,s; ).
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Nous en déduisons deux connexions Vg, de matrice Zﬁf et Vg, de matrice &% sur

E |y, et sur G
(@f)” = ((,Nuf)” pour ¢,j € {1,...,p};

(@f)” = <(‘N‘Jf)i+p,j+p pour ¢, € {1,...,r —p}.

y, qui sont définis par les matrices

La courbure K(Vg,) sur F' |y, est triangulaire supérieure. Nous en déduisons que

det(id +tK (V) = det(id +tK (V) det(id +tK (V).

O

ITI.5. Bonne application orbifolde et image inverse de fibrés vectoriels

orbifolds

Dans la théorie générale des orbifolds, I'image inverse d’un fibré vectoriel orbifold
n’existe pas toujours. C’est pour cette raison que Chen et Ruan ont défini la notion
de bonne application orbifolde (cf. paragraphe 4.4 de [CR02]). Soit |X| un espace
topologique séparé. D’apres Satake [Sat57], un recouvrement U = (U;);er est dit
compatible si

(I11.5.1) chaque ouvert U; de ce recouvrement a une carte ((72, Giymi);
(I11.5.2) pour tout = € U; N Uj, il existe un ouvert Uy C U; N U; tel que x € Uy
(IT1.5.3) si U; C U; alors il existe une injection de ((72, G, m;) dans (17]-, G, ;).

Un recouvrement compatible sur | X| est un atlas orbifold (cf. le début du para-
graphe I11.1.b).

Nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION I11.5.4 (cf. paragraphe 4.1 p.67 de [CRO02]). Soit |X| un espace
topologique paracompact. Etant donné un atlas orbifold sur | X|, il existe un recou-
vrement compalible plus fin sur | X|.

REMARQUE IIL1.5.5. Si X est une variété complexe, un atlas orbifold est aussi
un atlas de X en tant que variété. Or un atlas de variété vérifie bien les conditions
(IT1.5.1), (I11.5.2) et (I11.5.3). C’est-a-dire que pour une variété, la proposition ci-
dessus est vraie.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION II1.5.4. Soit A(|X]|) un atlas orbifold
sur | X|. Comme | X| est paracompact, on peut supposer que le recouvrement associé
a A(]X]) est localement fini. Notons-le (U;);es. Soit « € | X|. Le point x appartient
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a un nombre fini d’ouverts de (U;);er. Notons-les U;,, ..., U; o Ainsi, 1l existe une

carte (‘N/m Gy, m;) d’'un ouvert V, contenant z tel que

(1) Vi est inclus dans U;; N...N Uiy 5

(2) la carte V, s’injecte dans U;, pour tout a € {1,. ,n(z)}

Notons U le recouvrement formé par de tels ouverts V. et les ouverts inclus dans

V, et contenant x. Montrons que V est un recouvrement compatible. Les conditions
(IT1.5.1) et (I11.5.2) sont clairement vérifiées.

&)

Fig. 1 -

Il nous reste a montrer la condition (I11.5.3). Soient Vj, V; deux ouverts de V tels
que Vi, C V;. Montrons qu’il existe une injection entre une carte de V; et une carte de
Vi. Il existe z,y € | X| tels que Vi, C Vet V; C V, (cf. la figure 1). Par définition, s’il
existe 1 € I tel que nous ayons Vi C U; (resp. Vi C U;) alors @ € {iy,... iy} (resp.
i € {J1s- -+ Jny})- L'inclusion de Vk dans V; 1mphque que l'ensemble {j1,..., Jn) }
est un sous-ensemble de {zl, ooy In(z) e Soit V;“; (resp. ng) une carte de Vk (resp
Vi) induite par vV, (resp. V) Nous en déduisons qu’il existe 1 € [ tel que V, et V
s’injectent dans U;. Finalement, le corollaire 111.1.4 appliqué avec U := Vj, V :=V}
et W := U; montre qu’il existe une injection de ‘N/kx dans ‘N/&y. O

DEFINITION IIL5.6 (cf. paragraphe 4.4 de [CRO2]). Soit f : X — Y une applica-
tion orbifolde. On dit que f est une bonne application sl existe deuxr recouvrements
compalibles Ux et Vy de respectivement | X| et |Y| tels que

1) il existe une correspondance bijeclive, nolée §, entre les ouverts de Ux el
4 ) ; ;
ceuzr de Vy telle que pour tout U ouvert de Ux, nous ayons f(U) C F(U) et
que st Uy C Uy alors F(Uy) C §(Uz);
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(2) Uensemble des relévements fUV U =V vérifie la condition suivante : a
chaque injection o : (Uy,Gy,m1) — (Uz, Gq,m3), correspond une injection,
notée F(a) : (Vi, Hi,py) — (Va, Ha,py) ot p,(V;) :=§(U;) telle que

— le diagramme suivant soit commutatif

((71,G1,7r1)(# (Uy, Gy, 72)

fUlvll S( ) J/JICVU2V2
(‘717 Hlvpl)% (‘727 H27p2)

— pour toutes composées d’injections ao 3, on ait F(aoB) = F(a)oF(H).

Soit f : X — Y une application orbifolde. Nous appelons systéme compatible
I’ensemble des données supplémentaires {JIFUV,S} tel que l'application f : X — Y
soit une bonne application. Remarquons que la notation § est utilisée pour deux
correspondances : la premiere au niveau des ouverts des recouvrements compatibles
et la deuxieme au niveau des injections.

Chen et Ruan ont démontré les deux propositions suivantes dans I’article [CR02].

PROPOSITION I11.5.7 (cf. lemme 4.4.3 dans [CRO2]). Soit f : X — Y une bonne
application entre deux orbifolds. Supposons qu’on ait un fibré vectoriel orbifold F
sur Y alors on peul définir un fibré vectoriel, noté f*FE, sur X par les fonctions
de transition suivantes : pour toute injection « : 171 — 172 entre deux cartes du
recouvrement compaltible de | X|, on pose

PP (@) = 950 (f(@).

PROPOSITION IIL1.5.8 (cf. lemme 4.4.3 de [CRO2]). Les classes de Chern orb-

ifoldes sont fonctorielles ¢’est-a-dire que pour tout fibré vectoriel orbifold complexe
E — Y el pour toute bonne application orbifolde f : X — Y, on a f*c(5|°)?|) =

(["EF))-
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION III.5.8. Soient Ux et Vy deux recouvre-
ments compatibles de respectivement | X| et |Y|. Notons § la bijection

{ ouverts de Ux } — { ouverts de Vy}.

Soit V une connexion sur le fibré pr: £ — Y. Soit V' un ouvert du recouvrement t Vy.
Comme § est bijective, il existe un unlque U tel que F(U) = V. Soit fUV U= Vun
relevement de f |: U — V. Soit V la connexion sur le fibré EV —VxC = Vou

Ey est une carte de pr'(V). Notons @y la matrice de la connexion V dans une base
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de sections du fibré Ey — V. Considérons la matrice ff}y@f/ de 1-formes sur U. Le
diagramme commutatif appliqué avec o := ¢, de la définition I11.5.6 montre que la
matrice de 1-formes ]%ycwuv est Gig-invariante. Cette matrice définit une connexion,
notée ]’Cvgry%‘% sur le fibré U x € — U. Le diagramme commutatif de la définition
IT1.5.6 montre que nous avons bien défini une connexion, notée f*V, sur le fibré
f*E — X. Nous en déduisons 1’égalité suivante, qui implique la proposition,

fovK(Vy) = K(foyVe)-
U
DEFINITION TIL5.9 (cf. définition 4.4 de [CRO2]). Soit f : X — Y une ap-

plication orbifolde. Deux systémes compatibles & el £ sont isomorphes si pour tout
Jibré vectoriel orbifold 2 — Y, les deux fibrés vecloriel orbifold fiE et fiE sont

isomorphes.

Nous rappelons que la partie réguliere d’une orbifold X d’apres Chen et Ruan

est Xpeg = {2 € |X'] | G, = {id}}.
PROPOSITION IIL1.5.10 (cf. lemme 4.4.11 dans [CRO2]). Soit f : X — Y une

application entre deux orbifolds. Si f~'(Xieg) €st un ouvert dense el conneve de X
alors il existe un unique systéme compatible, a isomorphisme pres.



CHAPITRE 1V

Cohomologie orbifolde des espaces projectifs a poids

Dans ce chapitre, nous calculons I’anneau de cohomologie orbifolde des espaces
projectifs a poids muni de la dualité de Poincaré orbifolde.

Dans le premier paragraphe, nous définissons la structure orbifolde sur les espaces
projectifs a poids. Dans le deuxieme, nous définissons les fibrés Opy(-) sur P(w).

Les trois derniers suivants se présentent de la facon suivante. Dans chaque début
de paragraphe, nous rappelons rapidement les définitions et les propriétés générales
puis nous les appliquerons a notre exemple préféré P(w).

Le paragraphe IV.3 traite de la cohomologie orbifolde en temps qu’espace vectoriel
et la proposition 1V.3.14 donne une base, notée n, de la cohomologie orbifolde des
espaces projectifs a poids.

Le troisieme paragraphe IV.4 est consacré a la dualité de Poincaré orbifolde et la
proposition 1V.4.4 calcule la dualité de Poincaré de P(w) dans la base .

Le dernier paragraphe concerne le cup produit orbifold. Le théoreme 1V.5.13
explicite le fibré obstruction et le corollaire IV.5.26 donne une formule explicite pour
le cup produit orbifold de P(w) dans la base 7.

IV.1. La structure orbifolde sur P(w)

Dans ce paragraphe, nous définissons 1’atlas orbifold des espaces projectifs a poids.
Nous définissons ’action du groupe multiplicatif C* sur C**! — {0} par

(IV.1.1) A (Yos s yn) = (A" Yoy s A Y.

[’espace projectif a poids est le quotient de C**' —{0} par cette action. Notons |P(w)|
cet espace topologique quotient et m, ’application de passage au quotient. Notons
[Yo i ... Yn|w la classe de my,(yo, ..., ys) dans |P(w)|. Pour tout y :=[yo : ... : Yn)w
dans |P(w)], posons

(IV.1.2) I, :={k|yx # 0}.

49
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On a le diagramme commutatif suivant :

(205 .-y 2n) C”‘H—{O}L]P’” [20 1 ... 2]
| AN |
(20755 20") C* = {0} — [P(w)] [26° + -t 2w

ou 7 est 'application standard de passage au quotient pour les espaces projectifs
complexes. Notons g, le groupe des racines k-iemes de I'unité. L’espace projectif a
poids peut étre muni de deux structures orbifoldes différentes.

(i) Le groupe pm,, X --- x p,, agit sur P* de la fagon suivante :

By X oo Xy, X P*— P
((Aoy-v oy An)sfz0t et zn)) ¥ [Mozo i v vv Anzy)

L’application f, induit un homéomorphisme entre P*/p,, x---x p,, et
|P(w)|. Ainsi, ’espace topologique |P(w)|est muni d’une structure orbifolde,

dite globale.

(ii) L’espace topologique |P(w)| peut aussi étre muni d’une structure orbifolde
via l’application m,. L’atlas orbifold qui définit cette structure est décrit
ci-dessous.

Dans la suite de la these, nous nous intéressons uniquement a la structure orbifolde
provenant de (ii). Pour ¢ € {0,...,n}, notons U; := {[yo : ... : Ynw | ¥i # 0} C
|P(w)]. Soit U; 'ensemble des points de C**! — {0} tels que y; = 1. Le sous-groupe
U 7.t U; — U; induit un

de C* qui stabilise U; est p,, . L’application m; := m,
homéomorphisme entre U; /1y, et Us.

Soit U un ouvert connexe de |P(w)|. Une carte (ﬁ, Gy, ) de U est dite admis-
sible s’il existe ¢ € {0,...,n} tel que

(IV.1.3) U soit une composante connexe de 77" (U) ;
(IV.1.4) G5 soit le sous-groupe de p,, qui stabilise U
(IV.1.5) np = m;

U;-

En particulier, les cartes (Us, m,,.,m;) de U; sont des cartes admissibles. Notons
A(|P(w)|) 'ensemble des cartes admissibles. L’ensemble des cartes de A(|P(w)]) in-

duit un recouvrement, noté U,,, de |P(w)].
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LEMME IV.1.6. Soil « : (ﬁ,Gﬁ,ﬂﬁ) — (‘N/, Gy, my) une injection entre deux
cartes de A(|P(w)]). Il existe une unique fonction holomorphe X, : U — C telle que
a(Yo, ooy Yn) = (yo)\qjo/ngd(w)(y), el yn/\w"/ngd( )( )). Pour deuz injections succes-
sives a, 3, on a

Asoa(y) = Agla(y))Xa(y).

REMARQUE IV.1.7. Soit p = (po,...,p,) dans C**!' — {0}. Notons D"*!(p,¢) le
produit des disques D'(p;,e) de centre p; et de rayon e. Pour tout k € I et pour
toute détermination de I'argument arg,(-) dans D'(py, ¢), considérons I’application

¢§7argk : Dn+1 (ﬁ} 5) — Uk

(yoa"'vyn) (yo/yk /wkv"'alv"'ayny
N 1/w w .
oty = [y !/ exp(i arg,(yi) /).
Soit arg}, une autre détermination de I'argument sur D' (py, ¢). Il existe un unique
a € Z tel que arg, — arg), = 2ma. Nous en déduisons que

(IV.1.8) Uiarg, = €% - Vg ang,
DEMONSTRATION DU LEMME IV.1.6. — Il existe une fonction
ot UNNP_o{y € CF |y £ 0} — C
telle que
Xaly) -y = aly) = (ao(y), -, an(y)).

Ainsi pour tout k& € {0,...,n}, nous avons X, (y)“yr = ax(y). Nous en
déduisons que la fonction )\wk = ay/yx est holomorphe sur U {y £ 0}

Montrons que /\wk est holomorphe sur U. 1l existe un unique j tel que
VC U Pour tout p € Un {yr = 0}, la remarque IV.1.7 implique qu’il existe
arg; tel que nous ayons une application holomorphe

¢57argj |l70D“+1(§,5): U m Dn+1 (lﬁ/’ 5) — U]

Nous vérifions sans peine que cette application est une injection. Nous obtenons
5e) de U N D"t (p,e) dans

(7]-. D’apres le lemme IIL.1.1 et I’égalité (IV.1.8), nous pouvons choisir une

alors deux injections a |50Dn+1(§76) et @/’ﬁ,argj |50Dn+1(

détermination de I'argument arg’; tel que L/J@arg; =asur UN D™ (p,e). Nous

obtenons que X;Uk est holomorphe sur U. D’apres Bézout, A\, := Apecd(w) ogt

aussi holomorphe sur U. L’unicité découle de Bézout.
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— Nous avons ’égalité
Boaly) = Aseay) -y = (Ralaly)Aaly)) v

Ainsi, il existe ¢ € pp.q0) tel que f)\vgoa(y)ﬁ = Xg(a(y))f)\va(y). Nous élevons
cette équation a la puissance pged(w) et nous en déduisons ’égalité voulue.

O

NOTATION IV.1.9. Soit « : ((7, Gg,m5) — (‘N/, G, ™) une injection entre deux
cartes de A(|P(w)|). Supposons que U C U; et que V' C U;. Nous avons alors deux
possibilités

(1) soit ¢ = j et a est simplement I'action d’un élément de p,, c’est-a-dire que
a(y) = ¢ -y avec ( € p,,.. Dans ce cas, nous avons A\, (y) -y = ¢peed(w) Ly

(2) Soit z'd7§ j et alors nous avons /\zj/ngd(w)(y) = 1/y;. Ainsi, nous notons
L = ).

PROPOSITION IV.1.10. L’ensemble A(|P(w)|) est un atlas orbifold.

Nous noterons P(w) l'orbifold (|P(w)], A(|P(w)])).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV.1.10. 1l faut vérifier les conditions
(I11.1.5) et (I11.1.6) p.18. La premiere condition est trivialement vraie, il reste a
montrer la seconde condition.

Considérons des cartes ((7, Gg,m5) de NU etw(v,(i‘;,fr‘z) de V dans A(|P(w)]).
Soit p dans UN V. Il existe 7 et j tels que U C U; et V C U;.

Puisque W;l(p)ﬂﬁi est fini, il existe un réel ¢ > 0 tel que les polydisques D"t (p, ¢)
avec p € m; ' (p) soient disjoints (cf. figure 1).

Fixons p¥ = (pY,...,1;,...,pY) un relevé de p dans U. Quitte a diminuer ¢, on
peut supposer que D" (pY e)N U; C U et que (D" (pY,e)N (72) C UNV. Posons
W= DY )N U; et W= WZ(W) Nous avons 7] (W) = e (s) D™ (p,e)N
U; car . agit transitivement sur {D"*'(p,e) N U; | p e n'(p)}. Ainsi, W est une
composante connexe de 77! (W),

Posons G := Nger, iy, 01 1, est défini par (IV.1.2). Le groupe G fixe U et il
stabilise W. De plus, comme 7' (p) N W = {pY}, un élément qui stabilise W doit
fixer p. Finalement, G est le sous-groupe de p,, qui stabilise w.

Posons mg; := m; |5. Ainsi, (W, G, m37) est bien une carte de W et elle est dans

A([P(w)])-
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U; c C — {0}

D"Y(py v e)

D™ (P e)

[P (w)]

Fig. 1 - €;: C**' — {0} — C est la projection sur la j-ieme coordonnée.

Montrons que (W, Gy, ) s'injecte dans (17, Gy, mg). Pour cela il suffit de mon-
trer que Gy est inclus dans G, Supposons qu’il existe g € Gy — G. Comme la
carte ((7, Gy, m5) est dans A(|P(w)]), g envoie U sur une autre composante connexe
de 771 (U) or ceci est impossible car g stabilise WcU.

Finalement, nous avons montré que W C (7, Gy C G et g = c’est-a-

o
dire que nous avons une injection (W, G, T57) — ((7, G, m5) qui est donnée par
I’inclusion.

Montrons qu’il existe une injection (W, Gy, Tg7) — (‘N/, Gy, my).

Comme pE‘-’T est non nul, nous appliquons la remarque IV.1.7 pour & = 5. Notons

= Ysu |57 D’apres I'égalité (IV.1.8), on peut choisir arg; tel que a(W) cV.

pY arg;
Montrons que « est injective. Soient y et y’ dans W tels que a(y) = a(y’). Pour
tout k, nous avons

Yr Yk

wy, [w; - Jwifw;s

Yi Y
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En particulier, pour & = 7, nous obtenons

1/w Wi
gl B
y/;/wj )

Ceci implique que (argj (y;) — arg]-(yé)) w; /w; est dans 27Z. Quitte a diminuer ¢ (cf.

figure 1), on peut supposer que arg;(y;) = arg;(y;). Nous obtenons y; = y’ et nous
en déduisons que « est injective.

Il reste a montrer que G est un sous-groupe de (7. Pour tout g € Gy, nous
avons ¢ - a(y) = ag - y). Ainsi, Gy stabilise 'ouvert o W). Nous utilisons le méme

raisonnement que précédemment pour montrer que G C Gy. 0

REMARQUE IV.1.11. (1) D’apres la démonstration précédente, le groupe
d’isotropie au point p € P(w) est Gy = Nger, b, -

(2) Nous avons Ker(P(w)) = N yp,,. et # Ker(P(w)) = pged(w).
(3) Nous avons |P(w)weg| = {p € [P(w)| | Nier, i, = Nizoht,, }. Par contre

|]P’(w)reg| = {0} si pged(w) > 1.
(4) Soient wy,w; deux entiers premiers entre eux. Il est facile de voir que les
orbifolds P(wg, w;) et P! (cf. proposition 111.1.12) sont isomorphes.

(5) Nous définissons l'espace topologique |P(w);| :={p € |[P(w)||Vi € I°,p; =
0}. Montrons que 'orbifold P(w) induit une structure orbifolde sur |P(w);]|.
Pour tout ¢ € [, posons U; |;:= U; N |P(w)/] et ﬁz lri= {(yo,...,yn) €
Ct — {0} |yi = 1etVEk € I,yx = 0}. Nous avons U; |1= =Y (U; |p).

Posons m; |:= m;

Bl Ainsi, (U; |1, py,,, mi |1) est une carte de U; |1. Soit U |;

un ouvert connexe de |P(w);|. Une carte ((7 1, Gy, 7)) de U [1C [P(w)i|
est dite [-admissible s’il existe 7 € I tel que :

(IV.1.12) U |7 soit une composante connexe de (m; |1)™" (U |1) ;
(IV.1.13) G soit le sous-groupe de g, qui stabilise U IE
(IV.1.14) 75 = (mi |1)

Uil
Notons A(|P(w)]) |1 ’ensemble des cartes [-admissibles et notons U, |1
le recouvrement de |P(w);| induit par les cartes de A(|P(w)]) |;. Le méme

type de raisonnement que dans la démonstration de la proposition 1V.1.10
montre que A(|P(w)|) |r est un atlas orbifold. Notons P(w); orbifold

(IP(wn) |, A(P(w)]) [1)-
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Pour tout sous-ensemble [ := {ig,...,i5} de {0,...,n}, considérons les applica-
tions C*-équivariantes :

77 CF {0} — ¢ — {0}
(Yigs+ s Yis) — (0,...,0,45,0,...,0,y,,,0,...,0)
/7?[ : Cn+1 — {0} — C#I

(y07 .- 7yn) — (yiov . '7yi§)
Notons ¢f : |P(wy)| — |P(w)| Papplication quotient.

ProposITION IV.1.15. L’application

tr: P(wr) — P(w)

200t 2sfu, —> [0 025000 2002, :0:...:0]y

est une bonne application orbifolde.

DEMONSTRATION. Pour simplifier la démonstration, nous allons démontrer la
proposition pour I = {0,...,d}. 1l faut vérifier les conditions (1) et (2) de la définition
IT1.5.6. Mais, nous allons d’abord expliciter les recouvrements compatibles que nous
allons considérer.

La structure orbifolde sur |P(wy)| est donnée par 1'atlas orbifold A(|P(w;)]).
D’apres la proposition 111.5.4, il existe un recouvrement compatible, noté Uz, associé
a cet atlas. Pour tout ouvert Uy dans U; nous considérons I'ouvert de P(w) défini par

SWr) :=Alyo: - Ynlw | [vo: - yslw, € Ur}. Soit (ﬁ[,GU],’JTUI) une carte de Uy

—_— N

dans Uj. 1l existe 1 € [ tel que Ur C 1712 Posons §(Ur) := {y € C**' — {0} | 71(y) €
(71} — U; xC"% C U:. I’ensemble S(Ur) est une composante connexe de 77" (F(U;)).

—_— N

Notons G'gr,) le sous-groupe de p,,. qui stabilise §(Ur) et posons 7w, := m; |§([xj/)
¢ I

Ainsi (§(Ur), Gyw,), m3w,)) est une carte de §(Ur). L’ensemble des ouverts §(U7)

avec Uy dans U; forme un recouvrement compatible de P(w).

Soit § la correspondance qui a Uy associe §(U). Cette correspondance vérifie
clairement le point (1) de la définition 111.5.6. Nous avons le diagramme commutatif
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suivant :

Z/I |[7] —

U ———— (U

WUIl le(UI)
o1 o,

Uy ———§(Ur)

Le méme raisonnement que dans la démonstration de la proposition IV.1.10 montre
que Gy, = Gyw,)- Soit a : (Ur,Gy,,mv;) — (Vi,Gy,, my,) une injection. Soient

(S(Ur), Gy, m3wn)) et (F(Vi), Gy, m3(vp)) les cartes de F(Ur) et §(V7) construi-
tes ci-dessus. Posons §(«a) := (a,id) c’est-a-dire qu’on applique o aux § + 1 premieres
coordonnées et I'identité aux autres,

L’application §(«) : §(Ur) — F(Vi) est injective. Comme Gy, est un sous-groupe
de Gv,, Ggw,) est un sous-groupe de Ggy,). Finalement, §(a) est une injection qui
satisfait la condition (2) de la définition II1.5.6. O

COROLLAIRE IV.1.16. Pour tout sous-ensemble I de {0,...,n}, Uapplication orb-
ifolde o1 : P(wy) — P(w) induit un isomorphisme entre P(wy) et P(w);.

Dans la suite, nous identifions les orbifolds P(w;) < P(w) et P(w); C P(w).
DEMONSTRATION DU COROLLAIRE IV.1.16. L’application
v [P(wr)] — [P(w);]
est un honéomorphisme. Pouz toute carte (ﬁ[,GUI,ﬂ'UI) de U; dans A(|P(wy)l),
11 |l~]]: (Ur,Gu,,mu,) — ((Up), Gy, |71(l~71)) est un isomorphisme de carte et
(1 (Uy), Gy, ,m |TI(I71)) est une carte de ¢;(Uy) N |P(w);| dans A(|P(w)]) |1. O
Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition I11.5.7.

COROLLAIRE IV.1.17. Soit I un sous-ensemble de {0,...,n}. Pour toutl fibré
vectoriel orbifold E sur P(w), l'image inverse de E, noté . E, par Uapplication vy est
un fibré vectoriel orbifold.

ProposSITION IV.1.18. L’application
Juw : P — P(w)

[z0: . ctzn) — [20° oot 20w

est une bonne application orbifolde.
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REMARQUE 1V.1.19. Le degré de f,, vue comme une application entre espaces
topologiques, est [[ w;/ pged(wo, ..., wy,).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV.1.18. Rappelons que 'application
Ju 1 CF {0} — C — {0}

(20y v oyzn) — (25°, ...y 20™)

Y vn
est C*-équivariante et qu’elle releve | f,| : |P"*| — |P(w)|. L’application f,, est surjec-
tive et ouverte.
Remarquons que si les poids sont premiers entre eux, nous avons P(w)., =

]P’/(\)reg (cf. remarque 1V.1.11.(3)). Ainsi, 'application f, est une application orb-

ifolde réguliere c’est-a-dire que f;l(ﬁw\)|reg) est un ouvert connexe et dense. Puis,
la proposition I11.5.10 montre que "application f,, est bonne.

Dans la suite, nous démontrons la proposition dans le cas général. Soit U un ou-
vert de P”. Soit (U id, mr) une carte de U ot U est un ouvert de U; = {(yo,---,yn) €

Ctt — {0} | y; = 1}. Soit f,(U) C U; la composante connexe de 77 '(f,(U)) qui

contient ﬁu((fj) Nous obtenons une carte (f,(U), Gy, @), Ts,@y) de fu(U) et nous
avons le diagramme commutatif

§—I Ju(U)

lﬁU f lWﬁAU)

U—""— fu(U)

Pour tout p € P”, il existe un ouvert connexe U, contenant p tel que

(1) la carte f,(U,) s’injecte dans ﬁila---aﬁin(p) ot {it,- s ingpy} = L) (cf.
définition (IV.1.2));

— N

(2) la carte f,(U,) soit incluse dans D"*'(f,(p),e) N U; ou ¢ est choisi pour
qu’on ait une détermination de I’argument (cf. remarque 1V.1.7).

La famille Upn := (U,),epn de tels ouverts est un recouvrement compatible de P™.
Montrons que la famille Up(,) := (fu(U,))pepn est un recouvrement compatible de
P(w). Le point (I11.5.1) est tr1v1alement vrai. Soit fi,(y) € fu(Up,)Nfu(U,). D’apres la
preuve de la proposition 1V.1.10, il existe une carte ﬁf (v) de Uy, (y) qui s’injecte dans

—_—

fw(Up) et dans f,(U,). Nous prenons un ouvert U, C P tel que f,,(U,) C Uy, (y)-

Ainsi, nous avons l'injection f,(U,) — Uf (v)> ¢ qui nous montre le point (1I1.5.2).
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Supposons que fw( ») C fu(U,). Ainsi, la carte f,( p) s’injecte dans U; pour i €
I4, () et la carte fw( U,) s’injecte dans U] pour j € Iy (. Comme f,(U,) C fu(U,),

P

nous avons Iy, ) C Iy, (). Soit fw( ) C fu(U,) une carte de f,(U,) induite par la

/—\_//—\_/

carte f,(U,). Ainsi, f,,(Uy), et fw( U,) s’injectent dans les cartes U; pour j € I4,(0)-

P e

Le lemme III.1.3 montre que les cartes fw(Up)q et f.,(Up) sont isomorphes. Nous en

—_— —_— N

concluons que f,(U,) s'injecte dans f,,(U,). Ce qui montre le point (I11.5.3).

Nous allons maintenant vérifier que les conditions de la définition I11.5.6 sont
satisfaites. La correspondance § : Upn — Up(,) définie par U, — [, (U,) vérifie la
condition (1) de la définition IIL5.6.

Soit « : (7]) cU; — U, C U; une injection. Nous avons deux cas
(1) soit ¢ = j et « est simplement une inclusion ;
(2) soit ¢ # j et nous avons
azoy ooy liyeeyzn) = (20/25, oy Ly ooy 20/ 25).

P e e

Dans le premier cas, §(a) est simplement I'inclusion de f,,(U,) dans f,(U,). Nous
avons le diagramme commutatif

~ o ~

jfw | jfw

)éfw 0.)

w

Nous avons unicité de §(a) car d’apres le lemme I11.1.1 une autre injection aurait la
forme ¢, o F(a) avec g € Gy, (v,) mais le diagramme ci-dessus ne serait commutatif
que si g € Ker(P(w)) c’est-a-dire ¢, = id.

Dans le second cas, §(a) est I'injection

§(a) : fully) = Fu(U,)
(yoa---,li,---,yn)'—>(yo/yj°wj,...,l,,,,7yn/ywn/wj)

Cette injection est bien définie car nous avons choisi ¢ assez petit pour avoir une
détermination de l'argument. Nous avons un diagramme commutatif comme le
précédent et I'unicité de §(a) se déduit de la méme maniere.

L’unicité montre que pour deux injections successives, nous avons §(a o ) =
S(a) o F(B). Ce qui termine la démonstration. O
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IV.2. Les fibrés vectoriels orbifolds Op(,)(k) sur P(w)

Avant de définir les fibrés vectoriels orbifolds Op(.)(pged(w)), nous allons faire
une remarque sur les notations. Remarquons que la notation Opn(k) est ambigué car
elle désigne a la fois un fibré vectoriel holomorphe sur P” et son faisceau des sections.
Cette confusion n’est pas génante car nous avons une équivalence de catégories en-
tre les faisceaux de Opr-modules localement libres de rang r et les fibrés vectoriels
holomorphes de rang r sur une variété M. Pour les orbifolds, nous n’avons pas cette
équivalence de catégories : le fibré vectoriel orbifold contient plus d’informations que
son faisceau des sections (cf. paragraphe I11.2.b).

PrOPOSITION 1V.2.1. [l existe un fibré vectoriel complexe orbifold de rang 1,
noté Opy(pged(w)), sur P(w) tel que f;Opw)(pged(w)) soil isomorphe au fibré
Opn(pged(w)) sur P

DEMONSTRATION. Pour alléger les notations, notons d(w) := pged(w). Nous
utilisons les résultats du paragraphe I11.5.

Nous allons définir le fibré vectoriel orbifold Op,)(d(w)) sur P(w) par ses fonc-
tions de transition. D’apres le lemme IV.1.6 et la notation IV.1.9, pour toute injection
a: ((7, Gy, m5) — (‘7, Gy, my) entre deux cartes de A(|P(w)]), notons ;/);)HD(M) (d(w))(y)
I’application de C dans C qui a ¢ associe A,(y)t. Plus précisément (cf. notation
IV.1.9), supposons que Uc (72 et VC ﬁj alors nous avons

O d(w
(1) soit i = j et v ) (1) = 1N ot ¢ € pr,

.. . o w w)/wy
(2) soit i # j et pa ' (y)(1) = tfy .

D’apres le lemme 1V.1.6, nous avons la relation de cocycle orbifolde suivante

(d(w))

ey 4y = e D () @f o “““’”(t)) .

Nous avons ainsi défini un fibré vectoriel orbifold de rang 1, noté Op(.,)(d(w)),
sur P(w) et Ker(Op()(d(w))) = Ker(P(w)).

D’apres la proposition IV.1.18, "application f,, est une bonne application orb-
ifolde. D’apres la proposition I1L.5.7 le fibré f¥(Op(,y(d(w))) existe.

Montrons que les fonctions de transition de f7;(Op(y)(d(w))) sont les mémes que
les fonctions de transition de Opa(d(w)). Soit p € UF" N U]Pn avec ¢ # j. Ainsi,
fuw(p) est dans U,}P(w) N U]I-P(w). Soit (wa(p), waw(p)’ﬂ-wfw(p)) une carte de Wy, ) de
A(|P(w))|) telle que
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~ fulp) € Wy U7 007
— 1l existe une injection

a: (wa v O

7P (w
fu(r)’ > = (U7, o)

=
W)

Soit Ugm la composante connexe de f* (wa(p)_) qui contient p. Posons
ot (W) 007

id, 7 |Uﬂm) est une carte de U]P>

Ainsi, ((7

P
Nous avons le dlagramme commutatlf

fw |UHD”

U]Pm — W)

/Bl fw |Uﬂm la

i L )

ou B((zoy .-y liyevyzn)) = (20/25,. .., 15, .. .,Zn/Z]‘). Ainsi, nous avons

ODD

PO D ) () D fu(2)(t) = 124
]

REMARQUE 1V.2.2. (1) Soit m un entier. Nous définissons le fibré orbifold
de rang 1, noté Op()(m.pged(w)), en prenant m fois le produit tensoriel
du fibré Op(,)(pged(w)) avec lui-méme. Avec les notations ci-dessus, les
fonctions de transition du fibré Op(,)(m. pged(w)) sont

(m. pged(w))

IZJSHD(W) (y):C—C

t— t)\z(y)

(2) A Vorbifold P(w), on peut associer I'orbifold, dite réduite, P(w/ pged(w)) en

quotientant par le groupe Ker(P(w)). Comme nous avons
Ker(P(w)) = Ker(Op(u)(pged(w))),

le fibré orbifold Op(,)(pged(w)) — P(w) peut aussi étre réduit en un fibré
vectoriel orbifold Op(y/pged(w)) (1) = P(w/ pged(w)).
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On peut définir un fibré vectoriel orbifold, au sens de Chen et Ruan (cf.
remarque 111.2.7), Op(,y(1) sur P(w). Mais ce n’est pas un fibré vectoriel
orbifold au sens de la définition I11.2.11 car

Ker(Op(1)) = {id} # Ker(B(w)).

(3) D’apres le corollaire IV.1.17, pour tout sous-ensemble [ de {0,...,n}, le
fibré orbifold ¢;Op () (pged(wr)) est isomorphe au fibré vectoriel orbifold

Oy, (Pged(wy)).
LEMME 1V.2.3. Pour toute carte ((7, Gu,mu) de U ot U C U;, nous posons
5,:0—C
(Yo, -y Lis ooy yn) — Uk
Ces sections locales sont compatibles avec les changements de cartes et elles définis-
sent une section, notée sy, du fibré Op)(wy) — P(w).

DEMONSTRATION. D’apres la remarque I11.2.16, il suffit de montrer que ces sec-
tions locales sont compatibles avec les changements de cartes c’est-a-dire que

(1V.2.4) Serlaly)) = v ()G p() = NP ()5, 5 (y)

pour toute injection « : U = V. Nous utilisons les notations de IV.1.9, supposons
que U C U; et V C Uj, nous avons
—soit 1 = j et a(y) = (-you { € p,, et nous avons

S.7(Cy) =y = XN ()5, 5(y).

— Soit 7 # j et nous avons

Sor wolyr ™ ey y ) = iy = A ()5, ().
0

IV.3. La cohomologie orbifolde de P(w) vue comme C-espace vectoriel
gradué

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord donner la définition de la structure de
C-espace vectoriel gradué de la cohomologie orbifolde pour les orbifolds complexes
et commutatives. Nous nous appuierons sur I’article de Chen et Ruan [CRO04]. Puis,
nous appliquerons cette définition a notre exemple favori P(w). En particulier, nous
expliciterons une base (cf. proposition 1V.3.14) de la cohomologie orbifolde des

espaces projectifs a poids.
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IV.3.a. Définition de la cohomologie orbifolde. Nous allons rappeler la
définition de la cohomologie orbifolde pour une orbifold complexe et commutative.
Pour plus de précisions, nous renvoyons le lecteur a I’article de Chen et Ruan [CR04]
paragraphe 3.2.

Soit X une orbifold complexe, compacte et commutative de dimension n. Notons

YX = |—|1?EX

Pour tout (z,g) € £¥X et pour toute carte (ﬁz, Gy, m;) d’'un ouvert U, contenant x,

(7. Nous définissons une topologie sur ¥ X al’aide d’une base d’ouverts.

nous posons

(IV3.1) V(D) ::{ (y,h) € ©X | 3 (e, k) : (Ty, Gy, my) = (T, Gy ) }

qui vérifie k(h) = ¢
LEMME 1V.3.2. (1) La collection de ces sous-ensembles de XX définil une
topologie sur ¥.X.

(2) L’ensemble XX muni de celte topologie est sépare.

DEMONSTRATION. (1) 1l est clair que (z, g) appartient a V(Lg)((fjx).

Il reste a montrer que si (z,k) € V(5 4)(Uz) N V(y 1) (U,) alors il existe une

carte W, d’un ouvert contenant z telle que
Ve (W2) CV(a,)(Uz) O Vi1 (Uy)-

Soit (z,k) € V(g ) (Us) N Viyny(Uy). 1l existe deux injections
(o, Kq) 172 — lfjw;
(o ko) : U, = U,

telles que k,(k) = g et ko (k) = h. 1l existe une carte (WZ,GZ,WZ) d’un
ouvert W, C U, N U! qui s’injecte dans respectivement U, et U!. Nous en

concluons que Vi, 1y (W.) C V(o y(Uz) N Vi 1) (Uy).

(2) Soient (z1,¢1) et (z2,g2) deux éléments différents dans £.X. Si x; # x5 alors
il existe deux cartes ﬁzl et ﬁm de U,, et U,, contenant respectivement z
et xy telles que U,, N U,, = {0}. Nous en déduisons que V(r_hgl)(lfjfl) N
V(z27g2)((7$2) = {0}. Supposons que x := x; = x5 et g; # gp. Soit U, une
carte d’un ouvert contenant x. Supposons qu’il existe (y,h) € V(%gl)(ﬁx) N

V(ng))(ﬁz). Il existe deux injections
(a,k0) : (Uy, Gyomy) = (U, Gy my) ;
(o, kar) : (ﬁ;,Gy,ﬂy) s (ﬁz,GI,m)
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telles que #,(h) = g1 et kor(h) = go. Quitte a diminuer U], on peut supposer
que U; C U,. Puis le corollaire 1I1.1.4 implique qu’il existe une injection de
U, dans U,. Le morphisme de groupes x : GG, — G, associé a cette injec-
tion est identité. Nous en concluons que k,(h) = ko/(h). Ce qui contredit

I’hypothese g1 # ¢a.
0

L’application P : ¥X — |X| qui a (z,g) associe z est une application continue

et #P7(z) = #d,.

LEMME 1V.3.3. Soit X une orbifold complexe, compacte et commutative. L’espace
topologique XX n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que P : XX — |X| est une application
propre. Il faut montrer que, pour tout = dans X, P~'(z) est quasi-compact, c’est-
a-dire que de tout recouvrement ouvert on peut en extraire un sous-recouvrement
fini', et que I'application P est fermée. Le premier point est évident car P~'(z) est
un ensemble fini.

Montrons que 'application P est fermée. Soit F' un fermé de X X. Soit z € m
Pour toute carte (179_,, Gy, ;) de U, il existe y € P(F)NU,. Nous en déduisons qu’il

existe h € G, tel que (y,h) € F' C £X et qu’il existe une injection
(av K“) : (va Gyv Wy) — (Uzv G, Wz)
Considérons (U, ,)nen une suite d’ouverts emboités contenant z telle que

mneNULn = {CE}

Nous en déduisons une suite (y,, hy)nen d’éléments de F' telle que y, converge vers
z. Comme G, est fini, quitte a prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que
la suite (£, (hy))nen dans G est constamment égale a un élément x(h) € G,.. Nous
en déduisons que la suite (Y, hn)nen converge vers (z,k(h)). Comme I est fermé,
I’élément (x,k(h)) appartient a F. Nous en concluons que P est une application
fermée puis qu’elle est propre.

Comme XX est un espace topologique séparé (cf. lemme 1V.3.2) et que X est
compacte, nous en déduisons (cf. Proposition 7 du chapitre [ paragraphe 10.3 de
[Bou71]) que pour tout compact K de |X|, 'ensemble P~!(K') est compact. Finale-
ment, I’espace topologique ¥ X est compact et n’a qu'un nombre fini de composantes
connexes. U

'Rappelons qu’en France un espace topologique est compact s’il est quasi-compact et séparé.



64 IV. COHOMOLOGIE ORBIFOLDE DES ESPACES PROJECTIFS A POIDS

Nous dirons que (z,9) ~ (y,h) si (z,9) et (y,h) sont dans la méme composante
connexe de X X. Soit 7' 'ensemble des classes d’équivalence. Pour tout ¢ € GG, nous
notons (g) la classe d’équivalence de (z, g). Cette notation (g) sous-entend que g € G,
pour un certain 2 € |X|. Notons X(,) la composante connexe de ¥X qui contient
(z,9). Nous avons la décomposition suivante de XX

(IV.3.4) SX = || X

(9)eT

Les espaces topologiques X, sont naturellement munis d’une structure orbifolde
(cf. lemme 3.1.1 de [CRO4] ou 'article [Kaw78]). Dans le cas des espaces projectifs
a poids, cette structure orbifolde sera claire.

Remarquons que pour g € Ker(X), nous avons | X, | = | X|.

Dans l'article [Kaw78], Kawasaki donne une stratification canonique d’une orb-
ifold. Heuristiquement, nous pouvons voir les composantes connexes de ¥ X comme
des adhérences de strates de I'orbifold X qu’on a « sorties » de | X|. Regardons sur
I’exemple suivant ce qu’il se passe.

EXEMPLE IV.3.5. Considérons 'orbifold P!

wouwy - Lo €nsemble T" est en bijection

) 1 4 :
avec . Up,, . L’ensemble ¥P, .~ se décompose de la fagon suivante

P = P fid | 0 07 x (= Gd}) | 00 10} % (= {il}).

Soit x dans | X|. Soit (ﬁx, (i, ;) une carte d’un voisinage U, de z. L’action du
groupe d’isotropie G, sur l'espace vectoriel tangent 15U, induit une représentation
pr 2 Gy — GL(n,C) qui ne dépend pas de la carte choisie. Comme g est d’ordre fini,
la matrice p;(g) est diagonalisable. Dans une telle base, la matrice p,(g) s’écrit

diag(exp(2imry), ..., exp(2imr,))

ou les r; sont dans 'intervalle [0, 1[NQ.

L’age de g € G, est défini age(g,x) :=r1 + - + 1.

LEMME IV.3.6 (cf. lemme 3.2.1 de [CRO04]). (1) L’application age : X4y —

Q est constante.

(2) Nous avons age(g,x) + age(¢g™", ) = n — dim X(,).

D’apres le lemme, 1’age d’un élément ¢ € G, ne dépend que de la composante
connexe X(,). Dorénavant, nous le notons age(g).
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DEFINITION IV.3.7 (cf. définition 3.2.3 de [CRO4]). Soit X une orbifold complexe
et commutative. Nous définissons les espaces vectoriels complexes de cohomologie

orbifolde de X par

(X, C) @ H=2meel0) (X, ).

REMARQUE 1V.3.8. Remarquons que |Xq)| est simplement | X|. Ainsi, la coho-
mologie ordinaire de | X | est un sous-espace vectoriel de la cohomologie orbifolde de

X.

IV.3.b. Cohomologie orbifolde des espaces projectifs a poids. Pour I'es-
pace projectif a poids, '’ensemble 7" est en bijection avec | J._g p,,, (ou avec S, défini
dans le paragraphe 11.2). Pour v € Sy, nous avons P(w) .=y = {p € |P(w)| | *™ €
G,} x {€*™} (nous utilisons la notation définie juste avant I’égalité (IV.3.4) avec
X = P(w)) i

Soit p dans |]P’( )|. Seit (U, G, m,) une carte d’un voisinage U de p. Notons p'le
relevé de p dans U L’action de GG, sur 'espace tangent 75 U induit la représentation
de groupe suivante

Gy, —GL(n,C)
20 ywo

exp(2imy) — diag(e soe, ERTn

PROPOSITION 1V.3.9. La structure de C-espace vectoriel gradué de la cohomologie
orbifolde de P(w) est donnée par

HZ (P = @ H (P (w)(e2imy], ©)
'Vesw
~ P B O (|P(wiy)], C)
'Yesw

ot a(y) = {ywo} + -+ + {yw,} et I(y) = {i | yw; € N} (¢f. le paragraphe 11.1).

REMARQUE IV.3.10. (1) Pour v = 0, nous avons |P(wy))| = [P(w)]. Ainsi,
la cohomologie ordinaire de |P(w)| est un sous-espace vectoriel de la coho-

mologie orbifolde de P(w).
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(2) Sur la deuxieme page de I'article [Kaw73], T. Kawasaki démontre le résultat
suivant

C siie{0,...,n};
0 sinon.

H*(|P(w)],C) = {

Ainsi, d’apres la proposition précédente, nous avons une description explicite
du C-espace vectoriel H2% (P(w), C).

(3) Nous avons |P(w)e2imy| = [P(w)(y)|. D’apres la remarque IV.1.11.(5), I'es-
pace topologique |P(w)y)| est muni d’une structure orbifolde. En effet, nous
avons les équivalences suivantes :

[Po: ... Pulw € [P(w)e2inn| & eX™ - (poy -y Pn) = (Pos- -+ s Pn)
& p; = 0 pour tout ¢ tels que yw; ¢ N
& p; = 0 pour tout ¢ dans [°(7).

(4) Prenons I'exemple des poids w = (1,2,4). Nous avons alors
YP(1,2,4) = |P(1,2,4)] x {1}|_| IP(2,4)] x {—1}
L P@) > {V=1}_|[P(#)] x {—v=T}.

Les « strates » définies par Kawasaki dans [Kaw78] sont {[0 : 0 : 1]},
{[0,y,2] | y # 0} et {[x : y: z] | + # 0}. Remarquons que "adhérence des
strates est respectivement P(4), P(2,4) et P(1,2,4), et qu’elle est isomorphe
comme orbifolde aux composantes connexes de XP(1,2,4).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1V.3.9. I’age de D’édlément 2™ est
a(y). Nous en déduisons 1’égalité de la proposition. D’apres la remarque 1V.3.10
(3), Pespace topologique |P(w)(cix)| est égal a |P(w)y(y)|. Puis le corollaire IV.1.16
permet d’identifier P(wy(,)) et P(w) (). O

De la remarque 1V.3.10 (2), nous en déduisons directement le corollaire suivant.

COROLLAIRE IV.3.11. Soit v dans S,,. Les degrés de la cohomologie orbifolde qui
proviennent de 'espace topologique |P(w) 2ix)| sont les nombres rationnels suivants :

2(d+a(y)) avec d €{0,...,0(y) — 1}
ou 6(v) = #I1() (cf. paragraphe I1.1).

COROLLAIRE 1V.3.12. La dimension du C-espace vectoriel H2, (P(w), C) est p.
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DEMONSTRATION. D’apres la proposition 1V.3.9, la dimension de I'espace vecto-
riel H2% (P(w), C) est

Y dime H*(|P(w)(ain],C) = > 6y

’Yesw 'YESw

Pour tout v dans S5, posons

nd L < (OIP’ u}I (ngd(
v pgcd(wf(w)

DN
) € H*(|P(wr()l, C).
Remarquons que 77;! est nul pour d > §(v).
Nous renvoyons a la formule (II1.3.3) pour la définition de I'intégrale orbifolde.
PRrROPOSITION IV.3.13. On a l’égalité suivante

orb n -1
Ny = w; .
/Mw) (H )

=0

DEMONSTRATION. D’aprés la définition d’une intégrale orbifolde (I11.3.3) et la
remarque [V.1.11, nous avons

/orb . 1 / .
o = ——77 Mo -
P (w) 0 pged(w) P (w)reg] 0

Puis les propositions 1V.2.1 et 1I11.5.8 impliquent les égalités suivantes :

/|P(w>reg| = degtfw) /p <61(O§;iig((f)(w)))>n B degtfw)'

La remarque 1V.1.19 termine la démonstration. a

PROPOSITION 1V.3.14. L’ensemble n:= {n? | vy € Sy, d € {0,...,8(y) — 1}} est
une base du C-espace vectoriel HY, (P(w), C). Le degré orbifold de nv est 2(d+a(y)).

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque IV.3.10, la classe r];l engendre le C-espace

vectoriel HQd(|P(w)(ezim))|,(C). Ainsi, les éléments 79, .. .,ni(”)‘l forment une base
de H*(|P(w)(e2ixv|,C). Nous en déduisons que i est une base de I'espace vectoriel

H25 (P(w), C) et que deg®(n?) = 2(d + a(7)). O
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EXEMPLE IV.3.15. Considérons les poids w = (1,2,2,3,3,3) (cet exemple est
considéré dans 'article [Jia03]). Nous avons

2
{0555}
5(0) =6, 6(1/3) = 8(2/3) =3, §(1/2) =2
1(0) = {0,1,2,3,4,5}, 1(1/3) = 1(2/3) = {3,4,5}, I(1/2) = {1,2}.

jaw)
DO | =

1
737

Les ages sont a(0) = 0, a(1/3) =5/3, a(1/2) = 2 et a(2/3) = 4/3. La cohomologie
orbifolde H(P(1,2,2,3,3,3)) est
H*(|P(1,2,2,3,3,3)]) & H*'/%(|P(3,3,3)))
SH™(|P(2,2)]) & H**(|P(3,3,3)]).
Nous visualisons cette cohomologie « en ligne ». Chaque ligne correspond a la coho-

mologie de |P(wy(,))| et chaque groupe de cohomologie, noté H*, qui apparait dans
le tableau ci-dessous est C.

v =0, |[P(wye)| = |P(1,2,2,3,3,3)] H @ H*aH'@ H°® H®* ¢ H"Y

v =1/3, [P(wiays)| = [P(3,3,3)] H'P® @ HP1015 @ 108
v =1/2, [P(wram)| = P(2,2)]| H'@ H°
v =2/3, |P(wias)| = IP(3,3,3)] H8® g H*8/3 g HA+8/3

Nous visualisons la base 7 de la méme maniere.

v=0, Cng & Cng & Cng & Cng & Cng & Cipg
v =1/3, CW?/:& D C’ﬁ/a D Cnf/a

v =1/2, (C77(1)/2 & Cn%/Q

v =2/3, @73/3 D C’Y%/S D @73/3

IV.4. La dualité de Poincaré orbifolde des espaces projectifs a poids

Dans un premier paragraphe, nous donnerons la définition générale de la dualité
de Poincaré pour les orbifolds complexes et commutatives (cf. 'article de [CR04]).
Puis, nous appliquerons cette définition sur notre exemple fétiche P(w). La proposi-
tion 1V.4.4 nous donne une formule explicite de cette dualité dans la base 7.
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IV.4.a. Définition générale de la dualité de Poincaré orbifolde. Nous
suivons le paragraphe 3.3 de [CRO4]. Soit X une orbifold complexe, commutative
et compacte de dimension complexe n. L’application I : X, — X(,-1) qui & (z,9)
associe (z,g7') est un isomorphisme entre orbifolds.

Pour tout g et pour tout 0 < d < n, posons

(1 £ HIOEO (X, €) x O™ (X, €) — €
orb
(@p)— [ anrs
Xa)
La dualité de Poincaré orbifolde est un accouplement
() s Ho(X,€) x HIYT(X,C) = C
pour tout 0 < d < n, défini par la somme directe des accouplements (-, -),.

PROPOSITION 1V.4.1 (cf. proposition 3.3.1 de [CRO4]). La dualité de Poincaré
orbifolde est une forme bilinéaire non dégénérée.

REMARQUE 1V.4.2. D’apres ’article de [Sat56], I’espace topologique sous-jacent
a une orbifold a une dualité de Poincaré qui est donnée par l'intégrale orbifolde.
Ainsi, la restriction de la dualité de Poincaré orbifolde a X4y = |X| est la dualité
de Poincaré de Satake sur H*(]X|, C). Remarquons que si l'orbifold n’est pas réduite
c’est-a-dire que Ker(X) n’est pas réduit a {id}, alors d’apres la formule (II1.3.3)
I’intégrale orbifolde est un multiple de I'intégrale ordinaire.

EXEMPLE 1V.4.3. (1) Soit Y une variété complexe vue comme orbifold. La
dualité de Poincaré orbifolde est exactement la dualité de Poincaré ordinaire
sur Y car I'intégrale orbifolde est I'intégrale ordinaire.

2) Soit GG un groupe commutatif qui agit trivialement sur une variété complexe
group qul ag p
Y de dimension n. Le quotient X := Y/G est une orbifold. Nous avons
| X| = |Y| mais pour tout o € H**(Y,C), nous avons

orb 1
o = Q.
f =3l

Ainsi, la dualité de Poincaré orbifolde restreint a X(;4) = X est a un multiple

pres la dualité de Poincaré de la variété Y.
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IV.4.b. Dualité de Poincaré orbifolde de P(w). La proposition suivante
exprime la dualité de Poincaré orbifolde de P(w) dans la base .

PROPOSITION 1V.4.4. Soient nﬁ'yl et 77;[; deuz éléments de la base .

(1) Si~y" # {1 —~}, alors on a <77§,77$> = 0.
(2) Siy' ' ={1 =~} alors on a I(') = 1(y) et

_1 )
(Micrpywi) i deg™ () + deg™™ () = 2n;

(ndnfi_y) = ,
Stnon.

REMARQUE IV .4.5. (1) La remarque 11.2.7 et la proposition 1V.3.14 im-
pliquent que la condition degorb(n;l) + degorb(nfi_v}) = 2n est équivalente a
la condition d + d' = §(v) — 1.

(2) Soient v € Sy et d € {0,...,8(v)}. Le dual de n? pour la forme bilinéaire
S(v)—-1—d
(-,-) est (Hie[(w) wi) 77{?—)7} :

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV.4.4. D’apres la définition de la du-
alité de Poincaré, si v/ # {1 — v} ou d 4+ d" # §(y) — 1 alors <77;l777?1—7}> = 0. Si
d+d = §(y) — 1, alors nous avons

orb

i d d oy od
(3, Mf1—y) = /P My Ay

(wr(y)

or d+d,
/Orb (q b(OMwm)(chd(ww))))
P

(wr(y) ngd(wI(w))

-1
Puis la proposition IV.3.13 implique que cette intégrale vaut (Hiel(w) wi> . Fi-

nalement, la remarque IV.4.5.(1) nous permet de conclure. g

EXEMPLE IV.4.6. Pour les poids w = (1,2,2,3,3,3), la dualité de Poincaré dans
la base i (cf. Pexemple IV.3.15) s’exprime par

272372 antidiagg 0 0 0
0 0 0 37% antidiag,
0 0 2% antidiag,
0 37% antidiag, 0 0

ou antidiag, est la matrice antidiagonale de taille n xn avec des 1 sur ’antidiagonale.
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IV.5. Cup produit orbifold des espaces projectifs a poids

Dans un premier paragraphe, nous donnons la définition du cup produit orbifold
pour les orbifolds complexes, compactes et commutatives (cf. I'article [CR04]).

Dans un second paragraphe, nous expliciterons le cup produit orbifold de P(w)
dans la base 1. Ce résultat est donné explicitement dans le corollaire 1V.5.26. FEn
particulier, le fibré obstruction est calculé dans le théoreme 1V.5.13.

IV.5.a. La définition du cup produit orbifold. Avant de commencer la
définition, a priori surprenante, du cup produit orbifold, nous allons expliquer
I’heuristique du probleme. Si on veut couper une classe d’homologie de X(,) avec
une classe de X3, on ne peut pas forcément choisir des représentants de ces classes
d’homologie de facon qu’ils soient transverses. En effet ces représentants doivent
rester dans leur espace tordu respectif, ce qui est une contrainte supplémentaire.
Ainsi, il se peut que 'intersection des représentants n’ait pas la bonne dimension.
Pour remédier a ce phénomene, on doit introduire un fibré correcteur. Dans la
littérature, on 'appelle aussi fibré obstruction.

Nous suivons le paragraphe 4.1 de [CRO04]. Soit X une orbifolde complexe, com-
pacte et commutative.

Considérons I’ensemble

ESX = {(‘/1/’791792793) S quXGz X GI‘ X Gz | g14293s = ld}

Comme au paragraphe IV.3, nous définissons une topologie sur ¥3 X a l’aide d’une
base d’ouverts. Pour tout (z,¢1,g2,93) € X3X et pour toute carte (U, Gy, 7;) d’un
ouvert U, contenant z, nous posons

(y, b1, b, ha) € B X | 3 (a, k) 1 (Uy, Gy, my) > (U, G, 7o)
qui vérifie k(h;) = g;.

Le lemme suivant se démontre de la méme facon que le lemme 1V.3.2.

LEMME IV.5.1. (1) La collection de ces sous-ensembles de X3 X définil une
topologie sur ¥3X.

(2) L’ensemble Y3 X muni de cette topologie est sépare.

Lapplication Ps : ¥3X — | X| qui a (z, g1, g2, g3) associe x est continue. Le lemme
suivante se démontre de la méme facon que le lemme 1V.3.3.

LEMME 1V.5.2. Soit X une orbifolde complexe, compacte el commutative. L’es-
pace topologique X3 X a un nombre fini de composantes connexes.
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Nous dirons que (x,¢1,92,93) ~ (y,h1,h2,hs) si (x,91,92,93) et (y,hy,ha, hs)
sont dans la méme composante connexe de ¥3X. Soit T5 I'ensemble des classes
d’équivalence. Nous notons (g1,¢2,93) la classe d’équivalence de (z,¢1,92,93). La
notation (g1, ¢z, ¢3) sous-entend que g1, ¢, g3 sont dans un groupe G, pour un cer-
tain point z € |X|. Notons X(,, 4, 5.)
(,91,92,93). Nous avons la décomposition suivante de XX

23X = |_| X(91792793)‘

(91,92,93)€Ts

la composante connexe de XX qui contient

D’apres le lemme 4.1.1 de [CRO4], les espaces topologiques X(,, 4, 4,) sont na-
turellement munis d’une structure d’orbifolde. Nous ne donnerons pas de précision
supplémentaire concernant le cas général mais dans le cas des espaces projectifs a
poids, cette structure orbifolde est donnée par la remarque 1V.3.10.(3).

Soit P! la sphére de Riemann avec trois points marqués (0, 1, 00). Soit Uy la carte
affine de P! contenant 0. Notons z une coordonnée sur Uy. Soit z = 1/2 le point base
noté *. Nous considérons les lacets suivants :

)\0 : [0,27’(’] — Uo
t— exp(it)/2;
)\1 : [0,27’(’] — Uy

t—1-— %exp(it);
)\oo = ()\0)\1)_1.

Le groupe fondamental de P! — {0, 1, 00} est engendré par les lacets Ag, A1, Ao, (nous
notons de la méme fagon le lacet et sa classe dans le groupe fondamental). Soit
(%, 90,91, goo) un élément de X5 X. Nous avons un morphisme de groupes surjectif p :
m(P'—{0,1,00},%) — H qui a ); associe g; out H est le sous-groupe de (7, engendré
par go, g1, goo- Nous en déduisons un revétement galoisien de P'—{0, 1, 00} de groupe
d’automorphismes H. Nous complétons ce revétement en un revétement ramifié,
noté m : ¥ — PL La variété ¥ est une surface de Riemann compacte. Considérons
Papplication ev : Xy 41 500) = X qui a (z, go, 91, goo) associe z. L’application ev est
une bonne application. Nous renvoyons le lecteur a I’article de Chen et Ruan pour
la démonstration dans le cas général (cf. le lemme 4.2.3 dans [CRO04]). Cependant,
dans le cas des espaces projectifs a poids, nous verrons que 'application ev est une

bonne application orbifolde (cf. 5 lignes avant 1’équation (IV.5.12)). Nous définissons
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le fibré orbifold sur X, 4, g.) Par
(IV.5.3) E(go, g1, 90) = (ev* TX @ H*'(3,C))" .
Ce fibré est appelé fibré d’obstruction.

D’apres la preuve du théoreme 4.1.5 p.20 de I'article [CRO4], le rang du fibré
E(g()aglagoo) est

(IV.5.4) dime X (g9 ,91,900) — dime X + age(go) + age(g1) + age(goo)-

DEFINITION 1V.5.5 (cf. définition 4.1.2 dans [CROA4]). Soient «,f,v dans
H> (X,C). On définit
orb

(@.f,7)= Y / eviaAevy S Aevyy A crar(E(91, 92, 95))

(91,92.93)€T3 X(g1,92,93)

0t Craz(E(g1,92,93)) € HQFang(E(%m’%o))(|X(g07g17goo)|,C) est la classe de Chern mazx-
imale du fibré orbifold F(gy,g2,9s) el evi : X4, 9,.00) — 2X est Uapplicalion qui a
('1;7 (91792793)) associe (wvgl) pOUTi € {17273}

Puis, nous définissons le cup produit orbifold.

DEFINITION IV.5.6 (cf. définition 4.1.3 dans [CRO4]). On définit le cup produit
orbifold sur HX,(X,C) par la formule

(U B,7) = (a,8,7).

EXEMPLE IV.5.7. (1) Soit Y une variété complexe vue comme orbifold. Le
fibré obstruction est de rang 0 et le cup produit orbifold est simplement le
cup produit ordinaire car 'intégrale orbifolde est 'intégrale ordinaire.

(2) Soit G un groupe commutatif qui agit trivialement sur une variété complexe
Y de dimension n. Le quotient X := Y/G est une orbifold. Le rang du fibré
obstruction est 0. Le cup produit ordinaire sur |Y| = | X| est le cup produit
orbifold restreint a X5 = X. En effet, comme dans la définition IV.5.5,
nous intégrons avec 'intégrale orbifolde, nous avons la méme constante qui
apparait de part et d’autre de 1’égalité dans la définition IV.5.6.

Nous énoncgons les propriétés du cup produit orbifold données dans le théoreme
4.1.5 de [CRO4] mais nous renvoyons a la preuve dans ’article [CRO04].

THEOREME 1V.5.8. Soit X une orbifold complexe, commutalive, compacte el con-

nere.
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(1) Le cup produit orbifold respecte la graduation de H}, (X, C), ¢’est-a-dire
U: H? (X,C) x H.,(X,C) — HIT(X, ).

(2) Le cup produit est associatif el son unit€ est la classe de 1 dans H°(|X|,C).
(3) Pour toul (a,) € H%,(X,C) x H~%(X,C), nous avons

/orbamzm,m-

X

(4) Le cup produit orbifold restreint a la cohomologie ordinaire H*(|X|,C) est
le cup produil ordinaire sur | X|.

IV.5.b. Calcul du cup produit pour orbifold P(w). Avant de calculer
le fibré obstruction dans le cas de P(w), nous démontrons quelques résultats
préliminaires.

Nous allons calculer le fibré tangent orbifold de P(w). Considérons I'injection
suivante (cf. notation IV.1.9 ) :

a:U =V

wo [ w; 1;

(y()’"‘?lia"'ayn) (yO/y] P /wn/w])

JreeesYnlY

on U CUetV C 17]-. Pour k£ # j, nous notons {; := yk/y;ﬂk/w]. La fonction de
transition sur U/ NV est donnée par la matrice :

Oty
(IV.5.9) Yo, (Wos vy Liyeo oy yn) = <3—>
Yt/ (k0)e{0,..n} x{0,....n}—{ ()}
D’apres le corollaire IV.1.17, un fibré vectoriel orbifold sur P(w) se restreint a

P(’w[)

LEMME IV.5.10. Pour tout sous-ensemble I de {0,...,n}, on a la décomposition
suivante :

TP(w) |5 ()= (@OM wz)@fﬂ?’w[

ielc
DEMONSTRATION. Nous allons démontrer le résultat pour I = {0,...,d}. Soient
i,7 dans {0,...,n}. Nous reprenons les notations ci-dessus. En coordonnées, la ma-

trice de transition de TP(w) est donnée par
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(IV.5.11) — = k% Y;
1

pour { = i.

Restreindre le fibré TP(w) a P(w;) revient & poser y, = 0 pour £ > §. Ainsi, les
fonctions de transition du fibré orbifold TP(w) |]p(w1) sont données par les relations
(IV.5.11) ou on ne fait la somme que jusqu’a d. Finalement, la matrice de transition
du fibré TP(w) |p(w,) qui correspond a I'injection o est du type suivant

Aij 0
0 B

ou A;; est une matrice (de taille § x §) de transition du fibré TP(w;) et B;; est la

matrice diagonale
1 1
ding (77) |
yj 5+1/ ] yj n/ ]

D’apres la remarque 1V.2.2(1), ’ensemble des matrices {B;; | 1,7 € {0,...,d}}
forme les fonctions de transition du fibré Op(y,)(wss1) @ ... © Op(uwy(wn)- O

Soient o, 71 et 7o dans S, tels que v + 11 + Y00 € N. Nous posons

(70,715 Y00) = 1(70) N L(71) N 1 (700)-

Soit H le groupe abélien engendré par €™, 2™ et %™~ De la construction
expliquée dans le début du paragraphe 1V.5, nous déduisons un revétement ramifié
de groupe d’automorphismes H, noté m : ¥ — P! olt ¥ est une surface de Riemann
compacte.

L’application ev est simplement une inclusion de P(w(y ., o)) dans P(w). Cest
une bonne application d’apres la proposition IV.1.15. Nous en déduisons que le fibré
obstruction, défini par la formule (IV.5.3) est

H
B0, 72) 1= (TB(0) (w0 BHON(EC))

D’apres la formule (IV.5.4), le rang de ce fibré est
(IV5.12)  dimeP(wrmm) — dimeB(w) + a(r0) + aln) + are0)
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THEOREME 1V.5.13. Soient vo,71 €l Yoo dans Sy, lels que o + v1 + Voo € N. Le
fibré orbifold E(vo,71,70) €st isomorphe a

@ OP(wI(VOWl r00)) (wj)

JEJw (70,71 Vo0 )
ot Sy (Y0, 71,Ye0) =12 €1{0,...,n} | {yowi} + {nwi} + {yeowi} = 2}.

DEMONSTRATION DU THEOREME IV.5.13. D’apres la décomposition du lemme
IV.5.10, le fibré obstruction E(yo,71,Veo) est
H

H
@ Op(wz(vml ,vOo))(wi) ® HOJ(Ev 0 @ (Tﬂb(wl(%m,%o)) ® HOJ(Ea C)) .

1€1%(v0,71,Vo0 )

Puisque H agit trivialement sur TP(wr(y v vs)) €t
H'(%,0)" =0 car H'(P',C) =0,

nous obtenons la décomposition suivante :

H
E(70,715 %) = @ O]P’(w](mm,%o))(wi) ® HOJ(E? ®)
i€1¢(0,71 Y00 )
Pour ¢ € {0,...,n}, notons x; le caractere du groupe H qui a e2V=I™i associe

e2V=Tmwi pour j € {0,1,00}. Le groupe H agit sur OP (wy sy ,m))(wi) par multipli-
cation par x;. Soit w une (1,0)-forme différentielle fermée telle que piw = xi(g)w.

Nous avons

= xi(g)” @.
Nous en déduisons que H'°(%,C), = H*!(%,C), -1 . Finalement, nous obtenons
E(y0,71,%) = @ (Op(wuvmm%))(wi) ®@ HMWO(E, C)xa) )
i€1%(v0,71,ve0)
Pour finir la démonstration, il suffit d’appliquer le lemme suivant. a

LEMME 1V.5.14. Pour tout 1 € {0,...,n}, on a

C  si{yowi} + {nmwi} + {Vewi} = 2;

0 swnon.

HLO(Ea C)xz‘ = {
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REMARQUE 1V.5.15. Nous avons 'inclusion suivante

(0,715 700) € (L(70) | 101 [ 1(70))"

Soit x un caractere du groupe H. Avant de démontrer ce lemme, nous allons
d’abord calculer la caractéristique d’Euler ¢(P?, (m.Cy), ) dans les lemmes IV.5.16 et
IV.5.17 puis le lemme IV.5.19 calculera H'(X, C), .

Pour tout ouvert U dans P!, notons ho(7~"(U)) le nombre de composantes con-
nexes de 7 1(U). Le groupe H agit transitivement sur m,Cg(U) = Cho () epn
permutant les coordonnées de C" (™)) Posons

(mC)(U) = {2 € Co N | Vhe H b -z = x(h)z}.

Notons F le faisceau (m,Cy)y. Comme 7 : ¥ — P! est un revétement ramifié aux
points 0,1 et co de P!, le faisceau F |P1_{0,1,00} €st un faisceau localement constant de
rang 1. En effet, une fonction constante f : 771 (U) — C, qui vérifie f(hx) = x(h)f(z)
pour tout (h,z) € H x n~'(U), est déterminée par sa valeur sur une composante
connexe de 7 1(U).

LEMME 1V.5.16. On a l’égalité suivante :
G(Pl,F) = G(Pl - {0, 1, OO},F |P1—{0,1,oo}) + dlm(j FO + dlm@ Fl + dlm@ Foo
ou e est la caractéristique d’Fuler.

DEMONSTRATION DU LEMME IV.5.16. On a la suite exacte de Mayer-Vietoris
suivante :

el S Hé0717m}(P17F) — HZ(]P)l,F) — H{Zio,l,oo}(]lbl - {07 17 OO},f |P1—{0,1,oo}) o

ol H{Zio,l,oo}(IED17 F) désigne la cohomologie a support dans {0,1,00}. Nous en dédui-
sons 1’égalité suivante :

e(HfO,l,oo}(]Plvf)) - G(Plaf) + e(HDl - {07 L, OO},F |P1—{071700}) = 0.
Comme nous avons
e(H{o 1,00y (P, F)) = e(Higy (P, F)) + e(H{yy (P, F)) + e(H{ oy (P, F)),

il suffit de montrer que e(H{*O}(]P’l, F)) = dimg Fo. Soit V' un disque ouvert centré en
0 ne contenant ni 1 ni oo tel que dime F(V) = dime Fo. Le lemme d’excision nous
donne la suite exacte suivante :

o Higg (V. F ) = H(V,F ) — H(V = {0} F lv-goy) — -
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Nous obtenons 1’égalité
e(Higy(V,F [v)) —e(V, F [v) + e(V = {0}, F |v—0y) = 0.

Or comme F |y_qo} est un faisceau localement constant de rang 1, d’apres
[DM86] p.11, nous avons e(V — {0}, F |v_q03) = e(V — {0}) = 0 car V — {0}
est homéomorphe & S*.

Finalement, nous obtenons e(H{*O}(V,}— lv)) = e(V,F |v). Le complexe de fais-
ceaux (m.Ey)y, défini dans la démonstration du théoreme VIIL.3, est une résolution
acyclique pour le foncteur I'(P', ) du faisceau F. Nous en déduisons que le complexe
(m.E%)y |v est une résolution acyclique pour le foncteur I'(V,-) du faisceau F |y.
Comme V' est convexe, le lemme de Poincaré et le théoreme VIIL.3 impliquent que
H'(V,F |v) = 0 pour i > 0. Nous en déduisons que ¢(V,F |v) = dimc H°(V, F |y
). O

LEMME 1V.5.17. Soit x un caractére non trivial de H. On a

—1  siy(e?me #1,x e2imn #1 el x e2im Yoo #1;
o', (m.Ca).) = { (70) # 1, x(e?™) (e77)

0 sinon.

REMARQUE IV.5.18. Rappelons que H est engendré par 2™, 2™ et 2™ et
que Yo + Y1 + Yoo € N c'est-a-dire que €20 2™ 2™ — 1, Nous en déduisons que
si x est un caractere non trivial de H alors le cardinal de I’ensemble {j € {0,1,00} |
x(€¥™i) =1} est au plus 1.

DEMONSTRATION DU LEMME IV.5.17. D’apres le lemme IV.5.16, il suffit de
calculer les nombres (P! — {0,1,00}, F [pi_{0,1,00}), dimg Fo, dime Fy et dime Fe.
D’apres la relation (2.2.1) de [DM86], on a

e(P'—{0,1,00}, F |p1_{0,1,00) = €(P') — ({0, 1,00}) =2 -3 = —1.

Montrons ’égalité suivante :

| s
e, — {1
0 six(e

2170

) =

2i7r70) 7£

Soit V un voisinage ouvert de 0 tel que dime F(V') = dimg Fy et que le nombre
de composantes connexes de 7=1(V') soit #H/{e*™0) ol (e*™0) est le sous-groupe
engendré par €™, La condition y(e*™) = 1 est équivalente a I'existence d’un

élément non nul dans F(V'). Ainsi nous avons

dime F(V) =1 & x(e*™) = 1.
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Le méme raisonnement pour les points 1 et co et la remarque 1V.5.18 nous donne

I’alternative suivante :
— soit x(e2™0) £ 1, x(e2™1) # 1 et x(e2™>) # 1 et alors dim Fy = dimF; =

dimF, =0;
— soit il existe ¥ € {70,71,7e0} tel que x(e?™) = 1 et alors dim Fy + dim F; +
dimF, = 1.

O

Les deux lemmes précédents IV.5.16 et 1V.5.17, nous permettent de calculer

H'(X,C),.
LEMME 1V.5.19. Soit x un caractére non trivial de H. On a

C  six(e*™) # 1, x(e¥™) # 1 el x(e¥™=) # 1

0 sinon.

H'(®,0C), :{

DEMONSTRATION DU LEMME IV.5.19. Montrons que
H°(P', F) = H*(P',F) = 0.

Le théoréme VIIL3 implique que H’(PY,F) = H’(%,Cy), pour tout j. Or ¥ est
connexe donc H°(X,Cy) = C et H*(X,Cy) = C. Puisque x n’est pas le caractere
trivial, nous avons H°(X, Cy)), = H*(¥,Cy), = 0.

Finalement, d’apres le théoreme VIIL.3 et le lemme IV.5.16, nous obtenons

dimc H'(%,Cy), = dime H' (P, F) = —¢e(P', F).

Il nous reste a démontrer le lemme 1V.5.14.

DEMONSTRATION DU LEMME IV.5.14. Rappelons que 7 : ¥ — P! est un
revétement ramifié aux points 0,1 et oo de P! de groupe d’automorphismes H ot ¥
est une surface de Riemann compacte. Nous avons

#57(0)
(1)
fm(00) = #H o2/ TT),

N0) = #H o)
(1) = # 1o/ T0);

?

D’apres le lemme IV.5.19, nous pouvons nous restreindre au cas ou

i€ (Hvo) UT(m) U (70))".
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— Montrons d’abord que si H'(X,C),, = C alors i € J,, (70,71, Ye0)-
Notons ¢ la coordonnée sur P! — {oc}. Soit f une fonction holomorphe sur
Y. Posons w = fr*(dt/t(t —1)).
Nous cherchons une condition sur f pour que
(i) w soit holomorphe ;
(i) on ait (h™')"w = y;i(h)w quelque soit i dans H.
Soit zg la coordonnée dans un voisinage d’un point de 77(0). Dans ces coor-
données, la 1-forme holomorphe 7*(dt/t(t — 1)) s’écrit

82\/—17T’Yo)

0(62\/__1””0)dzo/20(28( - 1)

ol 0(62\/__17WO) est l'ordre de e2V=1™0 dans H. La condition (ii) avec h =
e2V=1m0 ge traduit par

Flexp(—23/ T fof V7)) 20) = exp(2y/Trrowi) f(z0).
Posons f(z0) = }_,5,, @20 avec a,, # 0. Cette condition sur f impose que si
a, # 0 alors yow; + n/o(eZ\/__lmo) est dans Z. Ainsi, nous avons

n0/0(62\/__1m°) = —{yow;} + ap avec ag € Z.

La condition (i) implique que ng > 1 c’est-a-dire o > 1 car ag est un entier
supérieur ou égal & 1/0(e2V=170) + {yqw;}.
Nous en déduisons que le nombre de zéros de w comptés avec multiplicité?
aux #H/o(eQ\/__lmo) points de 771(0) est
(IV.5.20)  (no — D##H/o(e?™T0) = #H(—{yow;} + ag — 1/o(e?V/7T™0)).

Les conditions (i) et (ii) appliquées dans un voisinage d’un point de 7=*(1)
impliquent que a; > 1 et que le nombre de zéros de w comptés avec multiplicité

aux #H/o(ez\/__“m) points de 77!(1) est
(IV521) #H(_{f)/lwl} + oy — 1/0(62\/—_17r'yl)>'

Soit 2z, la coordonnée dans un voisinage d’un point de 7='(oc0). Dans ces
coordonnées, nous avons

ﬂ-*(dt/t(t — 1)) = —0(@2\/__17T’Yoo)dz/(1 . 20(62\/—_17\'700))‘

2Ne pas confondre la multiplicité des zéros et la multiplicité des points de ramifications. Chaque
point de ramification de 7=1(0) a pour multiplicité o(e?¥=1™0). Dans notre calcul, nous comptons
les multiplicités des zéros sans les multiplicités des points de ramifications.
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De méme, les conditions (i) et (iz) impliquent ao, > 0 et le nombre de zéros de
w comptés avec multiplicité aux #H/o(e?V=T™>) points de 7~ (o) est

(1V.5.22) H#H (—{Yooti} + 0o + 1 — 1/0(e?V"TT10)),

La formule de Riemann-Hurwitz nous donne le genre de ¥, noté gs.

1 1 1
(IV.5.23) 295 =2 =#H (1 o(er/TTmo) e/ ) 0(62\/‘_1’”‘”)) '

Comme w est une 1-forme holomorphe sur une surface de Riemann compacte
¥, la somme de ses zéros vaut 2gy, —2. D’apres les relations (1V.5.20), (IV.5.21),
(IV.5.22) et (IV.5.23), nous en déduisons

{vow;} + {2w:} + {1owi} = a0 + a1 + .

Vu les conditions sur ag, ay et a.,, 1’égalité ci-dessus n’est possible que si ag =
a;=1et a, =0.

— Pour finir la démonstration, il suffit de démontrer que si H"°(X,C),, = 0
alors {wivo} + {wni} + {wive } # 2. D’apres le lemme 1V.5.19, nous avons
I'implication suivante

i¢ I(v0) | JI(m)|JI(v) = H'(2,0),, = C.
Or, nous avons la décomposition
H'(%,C)y, = HY(X,C)y, & H'O(X,C) 1.
Ainsi si H'9(X,C),, = 0 alors HI’O(E,(C)X;l = C. Puis la premiere partie de
la démonstration implique que nous avons
{—wio} +{—wm} +{-wie} =2

c’est-a-dire
{wivo} +{wim} + {wive} =1 # 2

car pour ¢ & I(v0)UJ1(71) U I(Ye0), nous avons {—w;vy;} = 1 — {w;v;} pour
tout 5 € {0,1,00}.
0

Les applications ev; de la définition IV.5.5 sont simplement des inclusions na-
turelles de P(wr(yov; ve0)) dans P(w) 2ixy;, pour j dans {0,1,00}.
Le corollaire suivant calcule I'expression du 3-tenseur (-,-,-) dans la base i de

H3 (B (w), ©).
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COROLLAIRE 1V.5.24. Soient nf nh et n?

! > des €léments de la base 1.

(1) Si~yo+ 71 + Yoo n'est pas un entier, alors (77%[8777;[11777;[2) = 0.
(2) Si~vo+ 71+ Yoo €8t un entier, alors on a

I w
1€ Jw (70,71 Yoo ) . orb/ d;\ __ .
( do . d1 doo) = T . 5t Z deg (n%> o 271,
7770 ) 77’)/1 ’ 77’)/00 - H w; 1€{0,1,00}

1€ (0,71 Yoo )

0 sinon.

DEMONSTRATION. (1) La premiere partie du corollaire découle de la défini-
tion et de la formule I1.1.2.

(2) Notons w1 0 1= W (o e ) D0IENE Y0, 71 €t Yoo dans Sy, tels que yo+71 +70
soit un entier. Par définition, (nf, ndt, n?=) est non nul si

do + dy + dos + rang(E (70,71, Yea)) = dime P (w0, 00).

Sous cette condition, qui est exactement Zie{()’lpo} degorb(n;l;) = 2n (cfla
formule (IV.5.12)), nous avons

orb
(n3e, s ms) = / G A St AL 05 A Cmax(E(Y0, 71, Yeo))
P

(wO,l,oo)
_ H o /orb <C1(OP(w071700))(pgcd(w0717oo)))dimcIP’(wo,l,oo)
i P (w0 .1,00) ngd(UJO,l,oo) .

iEJw('YO s V1 7'700)
Puis la proposition 1V.3.13 termine la démonstration.

O

EXEMPLE 1V.5.25. Pour I'exemple w = (1,2, 2,3, 3,3), nous allons regrouper les
3-tenseurs non nuls selon le triplet (70,71, %) Pour (70,71,7:) = (0,0,0) le fibré
obstruction est de rang 0 et nous avons

(705 70> o) = 27237, (n0, 1m0, M) = 277377,
(10> M0, 10) = 277377, (ng» mg» M) = 272377,
(771 n? 772) _ 2—23—3

0y /0y l0) — .
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Ceci va nous donner le cup produit sur H*(|P(1,2,2,3,3,3)]) (cf. le théoreme IV.5.8).
Pour (70,71,7%) = (0,1/2,1/2) le fibré obstruction est de rang 0 et nous avons

(70,1 j2r M y2) = 277, (0,75 j2o M5 2) = 272,

Pour (v0,71,7%) = (0,1/3,2/3) le fibré obstruction est de rang 0 et nous avons

)
(778771?/37773/3) 3 (77877]%/3777(2)/3)
(7787 77%/37 77%/3) 377 (7707 771/37 772/3)
(7737 77?/37 77%/3) 377 (7707 771/37 772/3)
Pour (y0,71,7) = (1/3,1/3,1/3), le fibré obstruction est O(2) &

378
37°
37°

O(2) et nous avons

(77?/37 77(1)/37 77?/3) =4.373.
Pour (70, 71,7) = (2/3,2/3,2/3), le fibré obstruction est O(1) et nous avons

(773/37778/3777%/3) =1.37%.

D’apres la définition 4.1.3 de I’article [CRO4], le cup produit orbifold est défini
par l'égalité (o, 8,7) = (aUB,5). Comme (-, -, -) est symétrique en ses 3 arguments,
(H, (P(w),C), U, (-,-)) est une algebre de Frobenius graduée.

COROLLAIRE IV.5.26. Soient n;lo et n des €léments de la base . On a

d1 _ d
7770 T H Wi ) Myo+m}

€K (v0,71)

ot
K(vo,m) = Ju (vml, {t—{%w+ %}}) Lo+ 3 = 1) 0 I ()
e orb (.. do orb 1
avee d ;= “ETe) 4 2 z(n“) a({y +m})-
REMARQUE IV.5.27. (1) Sid>6({yo+m}) alorsnf, . =0

(2) Pour tout v € S, et pour tout d € {0,...,d(y)}, nous avons

o Und =nit.
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DEMONSTRATION. D’apres la définition du cup produit orbifold, nous avons
d d do di 8y, 5%
Mo Uy = Z (nwé)’nwi’nw)nw :
€Sw

5€{0,.5(v)—1}

La remarque I1V.4.5 nous donne le dual de ng. Le corollaire 1V.5.24 et la formule

(I1.1.2) impliquent que si (n;lg,n;lll,ng) #0alors y=1—{v+ 7}
Pour finir la démonstration, il suffit de vérifier que la condition

deg®™(1132) + deg™™ () + deg”™(13) = 2n
est équivalente a
§=a({yo+m}) = 1+ 6({r0 +m}) — deg” (n30)/2 — deg™(15!) /2.
O

EXEMPLE IV.5.28. Pour les poids w = (1,2,2,3,3,3), nous donnons la table du
cup produit orbifold dans la base n.

10 | Mo [ M8 | Mo | Mo [ Mo || Mys | Miys | Migs | Miya | Mys | Moz | Mays | Mass
o | Mo [ Mo | M6 | M0 [ Mo | Mo || My | Miys | Mis | e | Mija | Mays | Mags | Mass
7 6 [ M6 | Mo [ M6 | O || My [miys| O [y | O | mys | mys | O
g Mo || 0|0 | nis | O O] 0 | 0O |njy| 0 |0
" ojlojof o [0 ] o0l o0 0] o 0 | 0
n 0j0]]l 0o oo ] 0] 0] 0 0 | 0
; 0ol 0 o ]o0] 0] 0] o0 0 | 0
s Ay | 0 | 0 | 0 | 0 | 4ng | 4n5 | 4ng
s 010 ] 0] 0 | 48 | 45 | ©
s 000 |48 ] 0 |0
77?/2 3*ng | 3°ng 0 0 0
s 0 | 0 0 | 0
773/3 1-77%/3 1-773/3 0
77%/3 0 0
77%/3 0

La partie en haut a gauche est simplement le cup produit sur H*(|P(1,2,2,3,3,3)]).
Parmi ces produits, le calcul explicite du fibré obstruction est nécessaire pour les
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r}?/g U r}?/g = 4.713/3 ou le fibré obstruction est O(2) & O(2);
778/3 U 778/3 = 1-71%/3 ou le fibré obstruction est O(1);
773/3 U 77%/3 = l.nf/g ou le fibré obstruction est O(1).
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CHAPITRE V

Cohomologie quantique orbifolde des espaces projectifs a
poids

V.1. Les invariants de Gromov-Witten orbifolds
Nous suivons le paragraphe 2.3 de 'article [CRO02].

DEFINITION V.1.1. Une courbe nodale de genre 0 avec k points marqués est la
donnée suivante :
— un ensemble fini [ el pour tout v dans I, une application continue p; : C; — C
entre une courbe complexe lisse de genre 0 et un espace topologique ;
- k points distincts sur C, notés z 1= (z1,...,2x).
Ces données vérifient les conditions suivantes :
(1) Uespace topologique C est la réunion des ¢;(C;) ;
(2) pour tout p; dans C;, il existe un voisinage U,, de p; tel que Uapplication
@i lo,.: Up, — C soit un homéomorphisme sur son image ;
(3) pour toul p dans C, nous avons Y, ;" (p) < 2;
(4) pour tout z; € z, nous avons >, ' (p) =1;
(5) lensemble des points nodauz {p € C'| >, 07" (p) = 2} est fini.

REMARQUE V.1.2. (1) Les points nodaux ne sont pas marqués.
(2) Nous dirons qu’un point p € C; est marqué (resp. nodal) si nous avons

©i(p) € z (resp. ¢;(p) est nodal).

Une application 8 : (C, z) — (C', 2') est un isomorphisme si § est un homéomor-
phisme qui se releve en un biholomorphisme 6;; : C; — (' sur chaque composante

C; de C et si f(z;) = 2.

Pour tout (¢,r) € RT x (RT — {0}), posons X(t,r) = {(z,y) € C2 | |z, ly] <
r,xy = t}. Le groupe p,, agit sur X (¢,r) par la formule ((z y) = (Cx,("'y). Notons
on: X(t,r) = X(t",r") Iapplication qui a (z,y) associe (2", y"). Nous en déduisons

que le triplet (X (¢,7), p,,, ¢n) est une carte de X (¢*,r").
87
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DEFINITION V.1.3. Une orbicourbe nodale est une courbe nodale marquée (C, z)
avec une structure orbifolde qui vérifie
(1) tout point orbifold p; de C;, ¢’est-a-dire #G,, > 1, est un point marqué ou
un point nodal ;

(2) pour tout point z; € z, il existe une carte d’un voisinage de p qui est donnée
par le revétement ramifi€¢ z — 2™ ;

(3) pour tout point nodal, il existe une carte donnée par (X(0,7.), i,,,, ¢n,)-

Notons (C,z,m,n), ou plus simplement (C,z) quand il n’y a pas d’ambiguité, une
telle orbicourbe nodale.

Un isomorphisme entre deux orbicourbes nodales
0 (C,z,m,n) — (C,z,m,n)
est une collection d’isomorphismes 6;; entre les orbicourbes C; et C? telle qu’ils in-
duisent un isomorphisme 6 : (C, z) — (C', 2').

DEFINITION V.1.4. Soit X une orbifold complexe el commulative. Une applica-
tion orbifolde stable est la donnée suivante :
— une orbicourbe nodale (C,z, m,n);
— une application f: C — X continue ;
— el une classe d’isomorphisme de structures compatibles notée €.
Ce triplet (f,(C,z,m,n),£) vérifie
(1) pour tout i € I, Uapplication f; := f o @, est holomorphe de C; dans X ;

(2) pour tout point z; marqué ou nodal, le morphisme de groupes induit par & de
G, dans Gy (., est injectif ;

(3) et si f; est Uapplication constante sur C; alors C; a au moins lrois poinls
singuliers (i.e. nodal ou marqué).

Nous munissons 'ensemble des applications orbifoldes stables d’une relation
d’équivalence de la maniere suivante. Nous dirons que les deux applications orb-
ifoldes stables (f,(C,z,m,n),€) et (f',(C',2",m/,n'), ') sont équivalentes s’il
existe un isomorphisme

0 : (C,z,m,n) — (C', 2", m' n')
tel que f' o 0 = f et que I'image inverse de ¢ par 0 soit isomorphe a £. No-
tons [f,(C,z,m,n),£] la classe d’équivalence de I’application orbifolde stable

(f,(C,z,m,n),§).
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Soit (f, (C, z,m,n),§) une application stable. Nous pouvons associer a cette ap-
plication stable la classe d’homologie dans Hy(|X|,Z) définie par f.([C]) = > .(f o
©i)«[Ci]. Cette classe d’homologie ne dépend que de la classe d’équivalence de I'ap-
plication stable. Pour chaque point marqué z;, la classe de structure compatible &
induit un monomorphisme de groupes «; : G, — Gy(,). Ce monomorphisme ne
dépend que de la classe d’équivalence de ’application stable.

Rappelons que XX = || G, = |_|(g)eT Xy ou X, est une composante
connexe (cf. paragraphe IV.3.a). Nous avons une application d’évaluation, notée
ev, qui a chaque classe [f,(C,z,m,n),£] d’applications orbifoldes stables associe
(1), mrle7/m)), . (), m(€277))) € BX

Une application orbifolde stable (f, (C, z,m,n),£) est dite de type (g1,...,gx) si
((f(zl), ra(e2my) o (f(=), /ik(e%“/mk))) appartient a X,y x --- X(g,). Sil n'y

a pas d’ambiguité dans la notation, nous écrirons g pour le k-uplet (gi,...,gr).

DEFINITION V.1.5. Soit X wune orbifold complexe el commulative. Soil A €
Hy(|X|,Z). Nous définissons Mk(A,g_]) lespace de modules des classes d’équivalence
des applications orbifoldes stables avec k points marqués, de classe d’homologie A et
de type g, c’est-a-dire

A _ [(fv(caz7mvn)7‘f)] | #2 =k, f.[C] = A,
JMk(A’g) N { ev(f,(c,z,m,n),f) € X(gl) X oo X X(gk) }

D’apres les résultats de I'article [CRO2] (cf. proposition 2.3.6), 'espace de mod-
ules ﬂk(/—l,g_]) est un espace topologique compact et métrisable. Chen et Ruan
définissent également une structure de Kuranishi pour I’espace de modules M (A, g)
dont la dimension est donnée par le théoreme suivant. B

THEOREME V.1.6 (cf. théoreme A de [CRO2]). Soit X une orbifold complexe
et commutative. La dimension' de la structure de Kuranishi considérée par Chen el

Ruan de Mk(A,g_]) est

2 (/ a(TX)+dime X =34k — Zage(gi)) )

Cette structure de Kuranishi définit (cf. théoreme 6.12 et le paragraphe 17 de
larticle [FO99]), une classe d’homologie, appelée classe fondamentale de la structure

Dans la littérature, on la trouve également sous le nom de dimension attendue ou dimension
virtuelle.



90 V. COHOMOLOGIE QUANTIQUE ORBIFOLDE DES ESPACES PROJECTIFS A POIDS

de Kuranishi,
(VLT eva[Mu(As@)] € Hy g cyimx)natio s, ageton) (Ko X777 % Xa: €.

Pour chaque ¢ € {1,...,k}, soit a; une classe dans HQ(*_age(gi))(X(gi),(C) C
HZ (P(w), C). La formule (1.3) de [CRO2] définit les invariants de Gromov-Witten
orbifolds par

(V.1.8) Wy, H (X)), ©) @ -~ @ H(X(,),C) — C

ar @R o — ar A A ag.

evi[ My (A,g)]

V.2. Potentiel de Gromov-Witten pour P(w)

Dans ce paragraphe, nous allons définir le champ d’Euler et le potentiel de
Gromov-Witten. Dans la proposition V.2.11, nous montrons que le potentiel est ho-
mogene par rapport au champ d’Euler et nous calculons certaines conditions initiales
de la structure de Frobenius sur H*(P(w), C).

Nous commencons par un lemme qui va nous permettre de calculer la classe de

Chern orbifolde du fibré TP(w).

LEMME V.2.1. Nous avons une suite exacle de fibrés

0 C 2 Opuy(wo) ® - @ Opuy(wn) — s TP(w) — 0

ou C est le fibré orbifold trivial de rang 1 sur P(w).

Si les poids sont tous égaux a 1, ce lemme est bien connu : on peut le trouver au
paragraphe 3 du chapitre 3 de [GH94]. D’ailleurs la preuve de ce lemme s’inspire de
la preuve donnée dans le livre de Griffiths et Harris.

DEMONSTRATION DU LEMME V.2.1. Pour démontrer ce lemme, nous allons
d’abord construire les morphismes de fibrés puis montrer que la suite est exacte.

Pour tout p € P(w), soit (ﬁp,Gp,’/Tp) une carte d’un ouvert U,, qui contient p,
dans 'atlas A(|P(w)|) qui trivialise les fibrés Op)(wo) @ - - - @ Op(u)(wy) et TP(w). 11
existe un unique ¢ € {0,...,n} tel que ljp C U;. Dans la suite, nous allons supprimer
I’indice p a la carte (ﬁp, Gy, m,) pour ne pas alourdir les notations.

Nous allons d’abord construire un morphisme de fibrés, noté ¢, entre Op(,,)(wo) ©

o+ @ Opguw)(wy) et TP(w). Notons yo,...,y, les coordonnées sur U. Une base du
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fibré tangent a U est formé par les champs de vecteurs d,, := 3/dy; pour k # 1.
Considérons I"application linéaire (id, ¢5)

UxCt S xC

w ~ Wy,
(y7U07 s 7Un) = <y7 <_Eoy0'l)i + UO) ayo +otr4 <_Eynvi + Un) ayn)

k3

ol 1 signifie que le terme en position ¢ n’apparait pas. Remarquons que cette appli-
cation est surjective et que Ker¢5(y) = C.(yowo, . . ., yawny).

Pour construire ce morphisme, nous allons montrer que pour toute injection « :
(7 C (72 — ‘N/ C (7]', nous avons

(V.2.2) PIP) 0 G = Gy 0 p PO,
D’apres les notations IV.1.9, nous avons
(1) soit ¢ = j et alors a(y) = (y avec ( dans g,
(2) soit ¢ # j et alors

W w
0 /w; 1,

aly) = (yo/y]' e

wO/wn)

s YnY;

Dans le cas ou 7 = j, nous avons

SaF Ay w) = (v, oa) = (o
v (y) () = Cu
oU Y = Yo,y LiyevoyYn) et v ="_(vg,...,0,).
Nous en déduisons que
Zy 027 (y)(v)
= ¢ (Cy)(Cu)

— ((—%{woyovi + v0§w°> yees ,/i\, ey <—%§w”ynvi + (w"vn)>
= (pa(y)(v)
= ") o G5(y)(v).

|

Dans le cas ou 7 # j, nous avons
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oL,
YT ) (1) = (—) o
OYe ) gt

¢?O(w¢)(y)(2) — (1/y;/wj)y _ (Uo/y;UO/wj’ o ’Un/y;un/wj>

ot 1y = yi/y ™ pour k € {0,...,n} — {j} et

(5:)
o k£ 0

est une matrice de taille n x n (cf. (IV.5.9)). Nous en déduisons que

Fy 0 2 (y)(v)
= Zo(aly))(1/y)"v)

A POIDS

w vV v -~ Wy, Uj Up,
= __OtO_]—I_TSw 81‘0—|_—|_.7—|_—|_ __tn_]—l— Wy [w at" '
wi o Yio oy Wi Yooyt

J
D’un autre coté, nous avons

Yo o Gy (v)

w

w ~ N
= Iy <<__Oyovi + Uo) Dy + 44+ (—Eynvi + vn> ayn> .

w;

D’apres 1’égalité (IV.5.11), pour ¢ # i nous avons

~ wp Yk o
Z——T_latk SIEZ.];
J

S
Oy, = R k#j Yi
1 : .
m@u si f 7£ 7
Yi

Le terme devant d;, dans

w -~ Wy
PpIF)(y) ((—ﬁyovi + ’Uo) Oyo+---+14+---+ (—Eynvi + vy,

k3 k3

o)
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est

—w wo Jw W 1 W;
(V.2.3) (( Oyovi + Uo) 1/yj°/ J) + (——0 wy(/)w — <——]ij2' + v])) .
Wi w; yjo 7Y w;
= —=Hto=t + i | o
w;  Yj yjo 3

Le premier terme de (V.2.3) vient de I’égalité d,, = 1/y;"~uo/w] 0y, et le deuxieme terme
de (V.2.3) vient du terme k = 0 dans I’égalité

Nous faisons le méme raisonnement pour les termes devant les d;, pour k # j et
nous obtenons 1’égalité (V.2.2). L’ensemble des applications @7 définit par passage
au quotient une application ¢ : B&O(w;) — TP(w). Comme nous avons 1’égalité
(V.2.2) qui est satisfaite pour toute injection a, nous en déduisons que ¢ est un
morphisme surjectif de fibrés entre $O(w;) et TP(w).

Maintenant, nous allons construire un morphisme injectif de fibrés, noté ®, entre
le fibré trivial de rang 1, noté C, et le fibré &O(w;). Considérons I"application (id, 55)

UxC— U xCt

(y,v) — (y, vyowo, - . . , VYW, )

Remarquons que Im 55@) = C.(wovy,...,wyv,) = Kerggs(y). De méme que
précédemment, pour construire ce morphisme, nous allons montrer que pour toute
injection a : U C U; — V C Uj;, nous avons

O (w; S ® C
(V.2.4) T 6 Oz = B 0 L
Nous séparons les cas j =7 et j # ¢. Dans le cas j = ¢, nous avons

YE(y)(v)
M (y)(v) = (v ot v € C.

v,

Un calcul direct montre ’égalité (V.2.4).



94 V. COHOMOLOGIE QUANTIQUE ORBIFOLDE DES ESPACES PROJECTIFS A POIDS
Dans le cas 7 # ¢, nous avons
VFY)(v) = v;
PEO (g)(0) = (1)) = (w0 onfy" ™).

Nous en déduisons que

& C
Oy 0 d(y)(v) = Oyp(aly))(v)
= (%(/)wvwo, ceey wyijwvwn> .
Y; ! Y; Y
D’un autre coté, nous avons

B2 0 By (y)(v) = 9 (y) (vyowos, - - -, vYaw,)

= ( Jo VWwg I w )
- wo /w YUY g fw nye
yj o/w; yj w;

Nous en déduisons ’égalité (V.2.4). La méme raisonnement que précédemment nous
montre que nous avons un morphisme de fibrés ¢ : C — $O(w;). Comme 'applica-

tion @ est injective, le morphisme de fibrés est injectif.
Comme les applications @5 et @5 sont de rang constant (rangpp = n et
rang 5 = 1), la proposition I11.2.14 implique que les fibrés Ker ¢ et Im ® sont bien

définis. Comme Ker ¢z(y) = Im 55@) pour tout y € U, nous avons bien une suite
exacte de fibrés

o
0—C— Op(w)(wo) ®e---D Op(w)(wn) L TP(w) ——0
O
Dans le suite de ce chapitre, pour tout 7 € {0,...,u — 1}, nous posons
i—k™in (s(d
(V.2.5) mi =

Le lemme V.2.1 et la proposition 111.4.13 implique que
C(TP(w)) = C(OP(u;)(wO) DD Op(w)(wn))

Il
-

(14 e1(Op(uy(wi)))

3 |l
=]

(1 + wim).

o
Il
=]
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Nous en déduisons que

(V.2.6) 1 (TP(w)) = pm.
Soient vi,...,7; dans S,. Quand il n’y a pas d’ambiguité, nous noterons v =
(71, -+,7k). D’apres le théoreme V.1.6, nous avons
degev, [M(A,7)] =2 (,u/ m+n—3— Z a(%)) .
A =1

Soient {g,...,t,_1 les coordonnées de H*; (P(w),C) dans la base 1. Posons T' :=
5_—01 tin;. Le potentiel de Gromov-Witten orbifold de I’espace projectif a poids P(w),
noté FW  est défini par

A
-y y el
n! '
k>0 AeHy(P(w),7),
765‘“

LEMME V.2.7. Le potentiel de Gromov-Witten de P(w) est de la forme suivante

e
Ra ®Ra
Zq;|a|7 Mo 07“'777,u Hl)a‘

DEMONSTRATION. Comme les invariants de Gromov-Witten sont linéaires en
chaque variable, nous obtenons

e
o ®Ra
Z Z \I;|a|;y(n8§ 07"'777#—5 1)5

&  AEH5(F(w),Z),
7ES|°‘|
D’apres la formule (V.1.8), I'invariant \Ilfaw(ngmo,...,n?ff_l) n’a de sens que si
~ = (s(0),...,5(0),...,8(pr — 1),...,s(pr — 1)). Ainsi, il est inutile de sommer sur
————

ao fols a,_, fois
les 4 dans S* dans la formule du potentiel. D’apres le théoreme V.1.6 et la formule
(V.1.8), si \I/|a| 7(7789%, ey n?ff_l) est non nul alors nous avons 1’égalité?

(V.2.8) i /A m+n—3= z—: a;(o(1) —

Ainsi, si l'on fixe a, la classe A est déterminée par I’équation ci-dessus. Ce qui termine
la démonstration. O

21 suffit de vérifier que deg®™® n; = 20 (i).
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D’apres la démonstration ci-dessus, nous pouvons omettre I'indice oy dans la no-

. A Ra ®Ra
tation \I}|a|,7(770 O,y .

REMARQUE V.2.9. Soit V une variété complexe projective. Posons H*(V,C) =
@©:CA; out A; appartient a H8(2)(V, C). Soit (1;) les coordonnées plates, par rapport
a la dualité de Poincaré, sur H*(V,C). D’apres le paragraphe [.4.4 du livre de Manin
[Man99], le champ d’Euler est défini par

deg(A;
ey (- o > e,
7 bldeg(Ap)=2
ou ry est défini par ¢;(TV) = Zb|degAb:2 rP Ay,

Dans notre cas, nous avons deg®®(n;) = 20(i) (cf. propositions IV.3.14 et 11.2.6 )
et e1(TP(w)) = pm (cf. égalité (V.2.6)). Nous définissons le champ d’Euler par

u—1
(V.2.10) €= (1—o(k))tydr, + pd,.
k=0
PROPOSITION V.2.11. (1) Le potentiel est homogéne de degré 3 —n par rap-

port au champ d’Fuler modulo l'addition d’un polynome de degré inférieur
ou €gal a deux.

(2) La matrice A, :=id =V & dans la base n est
diag(c(0),...,0(p —1)).
Cette matrice vérifie A, + A%, = nid.
DEMONSTRATION. (1) Le coefficient devant ¢*/a! du potentiel F&V est
Wik (n6 st ™),

Le coefficient devant t*/a! de & - FEW est

u—1
o ®ory— a a Ry, —
Wi (05 -y m 1) (Zak(l—a(k))) A+ W (00, 0P S,
k=0

D’apres I’axiome du diviseur (cf. théoreme 3.4.2 de ’article [CR02]), nous
avons

A ®ao ®aqr+1 Ray—1 _ A ®ao R Ray—1
\I’|a|+1(770 yTh SRR/ | )= / 771\I’|a|(770 IR/ | )
A
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Nous en déduisons que le coefficient devant t*/a! de EFW est

n—1
Wi (5 m, i) (Z ay(1 —a(k)) —M/Am) :
k=0

Puis I’égalité (V.2.8) finit la démonstration.

(2) Les coordonnées {g,...,t,_; sont plates pour la forme bilinéaire non
dégénérée (-,-). Comme V est la connexion de Levi-Civita associée a (-, ),
nous avons

Vatj atk - 0
Ainsi, nous obtenons que Vat] € =(1—-0(y))0, c’est-a-dire
As = diag(o(0),...,0(p —1)).

La matrice duale A% par rapport a la forme bilinéaire non dégénérée (-, -)
est

A% = diag(o(n),...,0(0),0(p—1),....0(n+1)).

Pour finir la démonstration il suffit de remarquer que si 5 + k& = n alors
o(7) +o(k) =nod j+ k est la somme modulo p.
O

V.3. Calcul de certains invariants de Gromov-Witten orbifolds

Nous rappelons que pour chaque ¢ € {0,...,u — 1}, nous posons

i= K" (s(0))

(V.3.1) T = N0 s

Pour calculer les conditions initiales de la variété de Frobenius, il nous reste a

calculer la matrice A§ := @x |t—¢. Or le champ d’Euler en t = 0 est simplement pdt;.

Il faut calculer les invariants de Gromov-Witten W4 (11, 7;,7%) pour tous 7, k et pour

tout A € Hy(P(w),Z).

THEOREME V.3.2. Soient j,k dans {0,...,pu — 1} tels que 14+j+k = n el

o(1)+o(3)+o(k)=n oi 1l +j+k est la somme modulo p. Soit A(j,k) la classe
dans Hy(|P(w)|,Z) définie par [’égalité fA(j,k) m={0+5+k—n)/u—s(y)—s(k).

Nous avons

-1
) = (Hie[(s(j)) wi) st A= A(j, k);

sinon.

W4 (1,15,
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DEMONSTRATION. Les hypotheses sur j et k& impliquent que A(j, k) = 0. Ainsi,
nous obtenons

(n,mj,me) st A=0;
4 (1,15, k) ={ !

0 sinon.

Puis le corollaire 1V.5.24 termine la démonstration. O

THEOREME V.3.3. Supposons que p et p, := ppcm(w, ..., w,) soient premiers
entre euz. Soient j, k dans {0,....u — 1} tels que 1 + 5+ k # n. Pour toule classe
A dans Hy(|P(w)|,C), nous avons W4 (n1,m;,m,) = 0.

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons énoncer un résultat sur les généra-
teurs de Hy(|P(w)|,Z).

Pour tous 7, 7 dans {0,...,u—1}, posons p;; := ppem(w;, w;) et r;j := py,/pij. Sur
la derniere page de I'article [Kaw73], nous avons le diagramme commutatif suivant

HQ(]PH?Z) HQ(]}_DTL7Z) ZLZ
J/fij* J/fw* = lpz] J/pw
LZ"* rl
Ha(|P(w;, w;)], Z) " Hy(|P(w)], Z) 71,

PROPOSITION V.3.4. [l existe un générateur, noté D,,, de Hy(|P(w)|,Z) tel que

nous ayons
1
m=—:
w Puw

DEMONSTRATION. Comme nous nous intéressons a des notions topologiques,
nous pouvons supposer que les poids sont premiers entre eux. Nous en déduisons
que les nombres r;; sont premiers entre eux c’est-a-dire qu’il existe des entiers oy;
tels que ), - a;;ri; = 1. D’apres I'article [Kaw73], nous avons

Hy(|P(w)], Z) = Zim(ﬂa(lﬂ”(wn w;)|; Z) = Ha([P(w)], Z)).

Nous posons Dy, := 37, - ay;[|P(w;, w;)]]. Finalement nous obtenons

/ = Zaij /I( ) Lfﬂh = Zaij/pij = Zam’w/}?w = 1/puw.
s P(w;,w . —
w 2,7 Wy 1,7 ]
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DEMONSTRATION DU THEOREME V.3.3. Nous allons démontrer la contraposé.
Soient A € Hy(|P(w)|,Z) et j,k dans {0,...,u — 1} tels que W& (11,7;, %) soit non
nul. D’apres 1’égalité (V.2.8), nous obtenons

1+54+k—n .
(V.3.5) / m=—————3s(3) — s(k).
A H
Comme la classe A est un multiple entier de D,,, nous en déduisons que
pw(l +i+k— n)
]

— pu(s(j) +s(k)) € N.

Comme p,, et p sont premiers entre eux, nous en concluons que 1 + 5+ k=n. O

CONJECTURE V.3.6. Soient j, k dans {0,....,pu — 1} tels que 1 +j+k = n et
o(1)+o(j)+o(k) #n. Soit A(j,k) la classe dans Hy(|P(w)|,Z) définie par I’égalilé
fA(j,k) m={0+7+k—n)/u—s(y)—s(k). Nous avons

-1
H w; st A= Ay, k);
d€1(s(5)) U I(s(k))

0 sinon.

3 (o, mgume) =

Posons

aSFGW
((nlvnjvnk)) = m |t=0

Les théoremes V.3.2 et V.3.3 et la conjecture V.3.6 impliquent le corollaire suiv-
ant.

COROLLAIRE V.3.7. Supposons que p et le plus petit commum multiple des poids
soienl premiers entre eux. Soient j, k dans {0,...,u — 1}.

(1) SiTT TR #n alors (5 = 0.

(2) Si 145+ k =n alors nous avons
—1

(Hiel(]‘,k) wi> sio(l)+o(y)+o(k)#n;
—1

(Hie[(s(j)) wi) sto(l)+o(j) +o(k)=n

ot [(7,k) = 1(s(5)) LI I(s(k))-

(1, m5,mE) =
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Pour déterminer la matrice Ay = & |t—o, nous utilisons la formule suivante

PFV (Lo, ... tus)
atiat]’atk = <0ti*8tj,8tk>.

Cette formule montre que la donnée des (7, 7;,nx)) pour tout j,k € {0,...,u — 1}
et la dualité de Poincaré orbifolde (-, -) nous permettent de calculer la matrice A.

V.4. Remarques sur la conjecture V.3.6

Dans ce paragraphe, nous nous plagons dans les hypotheses de la conjecture
V.3.6 c’est-a-dire que j,k sont dans {0,...,u — 1} et sont tels que 1+ 5+ k =n
et o(1) 4+ o(y) + o(k) # n. Notons A(y, k) la classe dans Hy(|P(w)l|,Z) définie par
I’égalité fA(j,k) m=((1+7+k—n)/u—s(j)— s(k). Ces hypotheses impliquent que

(V.4.1) s(k)y={1-s(7+1)} >0, A(y,k)#0,
l+5+k=n+p.

D’apres I'axiome du diviseur (cf. théoreme 3.4.2. de [CRO02]), nous avons

w0 () = </ m) w5 (g, my)
A(jk)
LEMME V.4.2. Le degré de la classe
ev. [Ma(P(w), A(j, k), ({1 = s(5)}. {1 = s(k)}))]
est
2dime (P(w)1(s(7)) ¥ P(w)rsr)) -
REMARQUE V.4.3. D’apres (V.1.7) et le lemme précédent nous avons

ev. [My(P(w), A(j, k), ({1 = s())}, {1 = s(k)}))] = est[P(w)rs)) x P(W)risqop]-

Pour montrer la conjecture V.3.6, il suffit de montrer que cette constante est

-1
(/ 771> = (s(j+ 1) —s(5))"" d’apres les égalités (V.4.1).
A(s,k)
DEMONSTRATION DU LEMME V.4.2. D’apres le théoreme V.1.6, ce degré est

i [ men =1 a1 - sG)) - al{1 - s
A(4,k)
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D’apres les égalités (V.4.1), nous avons
i [ = sl 1) = sti)) > o
A(jk)
Nous en déduisons que
(V.. J = ESG). G 1= R 1),
D’apres 1’égalité (11.1.1), le degré cherché est

20u(s(7 +1) = 5(7)) = 24 8(s(4)) + a(s(4)) = a(s(7 +1))).

Or, nous avons
(V.4.5) plsG+1) =s()) =1 =0+ 1) +0(5).

Nous utilisons (V.4.4) dans 1’égalité ci-dessus. Finalement, nous déduisons de la
proposition I1.2.6 que la moitié de ce degré est

6(s(5)) =1 +6(s(7 + 1)) =1 = dime P(w) rs(5)) X P(w)r(s(r))-
O

REMARQUE V.4.6. Soient j, k dans {0,...,u — 1} tels que 1 +j+k = n et
o(1)+ o(j) + o(k) # n. D’apres les égalités (V.4.4), nous en déduisons que

j = K (s()) et k= k™ (s(k))
Si nous revenons aux notations du chapitre précédent (V.2.5)), nous avons
n =l € HUCOI (R (w)r60)));
me = € TR )

(cf.
)

Ainsi, 'invariant de Gromov-Witten 77/)2 » )(771'7 nk) « compte » le nombre de courbes
de degré A(j, k) qui passent par un point général dans P(w)7(s(;)) et un point général
dans P(w) r(s(xy)-

Dans la suite, nous supposons que les poids sont premiers entre eux deux a deux.
Dans ce cas, I'espace des lieux singuliers de P(w) est réduit a n + 1 points distincts.
Ainsi, toutes les applications orbifoldes non constantes sont bonnes de facon unique
d’apres la proposition II1.5.10. Nous n’avons donc plus de probleme avec les classes
de systemes compatibles définis au paragraphe V.1.

Notons

(V.4.7) Mji = Ma(P(w), A(j, k), ({1 = s(7)}, {1 = s(k)})).
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D’apres le lemme V.4.2, nous avons

0 sis(y)#0;

degev, [M]k] = {Qn s s(j) = 0

Le cas ou s(j) = 0 correspond au couple (j,k) = (n,pu — 1). Comme nous avons

/ m=1/wy,
A(n,p—1)

ou w, est le plus grand poids, nous en déduisons que

orb
A(n,up—1
WL (g ) =/ m cst/ M A D=1
A(n,p—-1) P (w) XP(wr)

1 cst
= ————— d’apres la proposition 1V.3.13.
wn wn [Tig wi
Finalement, pour montrer la conjecture V.3.6 dans le cas (j,k) = (n,p — 1), il

faut montrer que cette constante vaut w,.

PROPOSITION V.4.8. Il existe une unique application f : P(1,w,) — P(w) holo-
morphe telle que
— Dapplication f se reléve en une application holomorphe de C* —{0} dans C"*! —
{0} dont les applications composantes sont des polynomes ;
— Uapplication f envoie les points [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [ag : ... :
ap) #[0:...:0:1] et [0:...:0:1];
— la classe fJ[P(1,w,)] soit A(n,u—1).

Avant de démontrer cette proposition, nous allons montrer le lemme suivant.

LEMME V.4.9. Soit l"application
f: P(lw,) — P(w)

[x:y] — [aoz™ :...:ap_12""" : by + a,z™]
Le fibré Op(1,u,)(1) est isomorphe au fibré [*Op,(1).

DEMONSTRATION. Comme les poids sont premiers entre eux deux a deux,
I’ensemble f_l(IET(E)reg)
les propositions I11.5.7 et II1.5.10 que l'image inverse du fibré orbifold Op(,)(1)
existe. D’apres les hypotheses sur les nombres complexes aq,...,a,_1, il existe un

est un ouvert dense et connexe. Nous en déduisons d’apres

indice ¢ tel que a; # 0. Pour simplifier les notations, nous supposerons que i = 0
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l/wo

c’est-a-dire que ag # 0. Fixons a,’™° une racine wyp-ieme de ag. Remarquons que

I’application

P(1,w,) — P(1,w,)
oy — [2/ag™ : buy + ana]

est un automorphisme de P(1,w,). Quitte a composer par I'isomorphisme ci-dessus,

nous pouvons donc supposer que a, = 0, ag = 1 et b, = 1 dans la formule de

I’application f. Notons Uy et U, les cartes affines de P(1,w,) et US“,...,U}L“ les

cartes affines de P(w). De maniere générale, nous rajouterons un exposant w pour

les objets définis sur P(w). Les applications suivantes relevent f |y, et f |y, :

ngUéﬂ : (70 — ijéﬂ
(17y1) — (1,&1, s 7an—17y1)
fUlUTif : (71 — (7;;“

(Yo, 1) — (Y oy anoryy ", 1)

Comme f est une bonne application orbifolde, nous avons une correspondance bi-
jective, notée §, entre les ouverts d’un recouvrement compatible U de |P(1,w,)| et
les ouverts d’un recouvrement compatible ¢ de [P(w)|. Soient U et V' deux ouverts
du recouvrement U tels que U C V. Soit « : UclU —VcC U une injection ou
1,7 €{0,1} et ﬁ, V sont deux cartes de respectivement [/ et V. Posons

E™(0) = 0 et k™(1) = 1.

—~— ) —~— Y

Il existe une injection F(a) : F(U) — F(V) ou S/(vU)w C U;fmx ) et S( ) C

U;:’mx(j) sont deux cartes de respectivement F(U) et F(V') qui font commuter le dia-
gramme suivant

U c U~ = VU,

S0 ~i lfU]U,gﬂmxm v
w Fla)  ——w -
FWU) C Uy 7 8(V) CUfa

()
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D’apres la proposition I11.5.7, les fonctions de transition de f*Op(y)(1) sont définies
par

7 (y)) Vyel.

Nous avons quatre cas a calculer : (z,7) = (0,0),(1,1),(0,1),(1,0). Dans le cas ou

F*Oppy (1 Op(u) (1) / 7
(V.4.10) L) = w0 (Jrs,.,

(¥)

(1,7) = (0,0), I'injection « est simplement Iinclusion. Nous en déduisons que F(«)
est aussi I'inclusion. Nous obtenons que

frer iy yw) =

pour tout (1,y1) € U et pour tout v € C.

Dans le cas o (z,7) = (1,1), 'injection a est I'action par un élément ¢ de p,, (cf.
les notations IV.1.9). Nous en déduisons que F(«) est aussi I'action par cet élément
(. Nous obtenons que

li*oﬂD(w)(l)(yO7 1)(’1)) — CU

pour tout (yo,1) € U et pour tout v € C.
Dans le cas ou (¢,7) = (0,1), 'injection o envoie (1,y;) sur (1/yi/w", 1) (cf. les
notations 1V.1.9). Nous en déduisons que I'injection F(«) est

(Lizy,...,2,) — 1/x1/w“(1,$1,...,$n).

D’apres 1’égalité (V.4.10), nous obtenons que

Ty ) = vy

pour tout (1,y;) dans U et pour tout v € C.
Dans le cas ou (z,7) = (1,0), injection « envoie (yo,1) sur (1,1/yy™) (cf. les
notations 1V.1.9). Nous en déduisons que I'injection F(«) est

(o, Tpo1, 1) — 1/2:(1)/%(;1:0, ey Tpo1, 1),
D’apres 1’égalité (V.4.10), nous obtenons que
i*onb(w)(l)(yo’ 1)(1}) — U/yo

pour tout (1,y;) dans U et pour tout v € C.
Nous retrouvons bien les fonctions de transition du fibré Opg u,)(1) (cf. la
démonstration de la proposition IV.2.1). 0
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION V.4.8. Existence : L’application

f: P(lw,) — P(w)

[x:y] — [agz™ :...:ap_12" : by + a,z"]
envoie bien les deux points marqués [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [ag : ... : ay,]
et [0:...:0:1]. Comme [ag:...:a,] et [0:...:0:1] sont deux points différents,

cette application n’est pas constante. D’apres le lemme V.4.9, nous avons

/ = / (Or .y (1)) = 1.
F<[P(1,wn)] P(1,wn)

Unicité : Soit h : P(1,w,) — P(w) une application qui vérifie les trois condi-
tions du lemme. Notons une application h:C?— {0} — P(w) qui releve h. Nous
avons ’iL/(/\ (x,y) = A %(:z:,y) c’est-a-dire que pour tout ¢ dans {0,...,n}, nous
avons %2()\ (x,y)) = )\wi%i(aj,y). Supposons que %i(m,y) = ¢a'y" avec ¢; dans C.
Nous obtenons 1’égalité

u+ vw, = w;.

Comme w,, > w; pour ¢ # n, nous en déduisons que
— si ¢ # n alors nous avons v = 0 et u = w; ;
—sit=mnalorssoit v=1¢et u =0 soit ©u = w, et v=0.

Comme I"application h envoie [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [ag : ... : a,] et
[0:...:0:1], nous en déduisons que h = f. O
REMARQUE V.4.11. (1) Sifag:...:ay) #[0:...:0:1], Papplication

f: P(lw,) — P(w)
[x:y] — [agz™ :...:ap_12"" : by + a,z"]
est dans I’espace de modules M, ,_1 (cf. notation (V.4.7)).

(2) Nous allons décrire une autre famille d’applications dans M., ,—1. Soit C' :=
P(1,w,) U P} la courbe nodale dont le point nodal de P(1,w,) (resp.

P, . cf. exe;q];le II1.1.11.(4)) et [0 : 1] (resp. [0 : 1]) (cf. figure 1 ). Les
deux points marqués sur C sont les points z; := [1 : 0] est 25 := [a : b] #

[1:0],[0: 1] sur P}, ., . Nous définissons une application g : C' = P(w) sur
1

Wn,Wn

chacune de ses composantes. La composante P est envoyée sur le point

[0:...:0:1] c’est-a-dire que g est constante sur cette composante.
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Fig. 1 -

Sur la composante P(1,w,), I'application g est définie par

P(1,w,) — P(w)
[ :y] — [agz™ :...: ap_12""" by + a,z™™]

ou [ag : ... ay] # [0: ... :0: 1]. L’application stable (C,g) est dans
I’espace de modules M,, ,,_;.

Pour les applications dans M,, ,_1 qui n’ont qu’une seule composante c’est-a-
dire celles qui sont comme dans la remarque V.4.11.(1), nous avons le résultat de
convexité suivant.

LEMME V.4.12. Soit (ag,...,a,) € C*** — {0} tel que [ag: ... :a,] #[0:...:
0: 1] dans P(w). Soit b, un nombre complexe non nul. Soit application
f: P(liw,) — Pw)
[x:y] — [aoz™ :...:ap_12"" : by + a,z"]

Alors nous avons H'(P(1,w,), [*Opw)) = 0 ot Op() est le faisceau des sections
du fibré tangent TP(w).

DEMONSTRATION DU LEMME V.4.12. D’apres le lemme V.2.1, nous avons la
suite exacte de faisceaux

0 = Opw)| = Op@)(wo) @ -+ © Opw)(wn) = O — 0.
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Comme I"application orbifolde f : P(1,w,) — P(w) est continue entre les espaces
topologiques sous-jacents, nous en déduisons une suite exacte

0= [*Opw) = [ Opw)(wo) & - & [*Opy(wn) = [ Opgy — 0.
Nous avons les égalités entre les faisceaux

T Opw) = Op@u);
f*(’)]p(w)(wk) _ OP(I,wn)(wk) pour k € {0,...,n} (cf. lemme V.4.9).

Comme H? (|P(1,w,)|, Op(i,uwy) = H? (P, Op1) = 0 (cf. Vexemple 111.1.17 et la

remarque [V.1.11.(4)), nous en déduisons une longue suite exacte en cohomologie

0— H° (P(1,w,), Opgwy) — H® (P(1,w,), Op 1) (wo) @« -+ B Op 1, (wn))
— H(P(1,w,), [*TP(w)) = H' (P(1,w,), Op@,um))
e H (1, w0,), Opa ) (10) &+ & Ob(amy(0n)) = HY (P(1,,), f*TB(w)) = 0.

Pour démontrer le lemme, le suffit de montrer que H' (]P’(l,wn), Op(lwn)(l)) = 0.
Nous allons utiliser la cohomologie de Cech. Nous recouvrons |P(1,w,)| avec les
ouverts Up := {[yo, 1] € [P(1,wy)| | yo # 0} et Ur := {[yo, y1] € [P(1,wy)| | y2 # 0}
Remarquons que
— le faisceau Op(y,u,)(1) |, est isomorphe au faisceau des fonctions holomorphes
sur C;
— le faisceau Op( u,)(1) |vyno, est isomorphe au faisceau des fonctions holomor-
phes sur C*;
— le faisceau Op(1,u,)(1) |, est isomorphe au faisceau (. Oc)n o m: C — C
est ’application qui a z associe z*". Le corollaire VIII.4 montre que

H' (C/p,,, ., (7.0c)") = H' (C,Oc)"* = 0 pour i > 0.

Le recouvrement Uy, U; est bien acyclique. Soit s une section de Op( ) (1)(UgNUY).

La carte (Uo,ld 7o) de Up induit une carte (UO N U1 ,1d 7o) de Uy N U;. De méme,

— N

la carte (Ul,uw ,m) de U; induit une carte (UO N U1 ,uw ,m) de Uy N U;. Notons

—~ 1

Yo (resp. y1) la coordonnée sur Uy N U; (resp. Uo N, ) Sur Uy N Uy, nous avons

(1] = [1/y 2 1],
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C’est-a-dire yy"y; = 1. La section s € Op(lwn)(l)(UoﬂUl) se releve en une application

—~ 1

:SVZUomUl — C

Wnp
Yo = Yo g apYo
pEZ

Posons 51(yo0) := yo Zp>0 a,yo "’ L’application §7 est un relevé d’un élément, noté
51, de Op(1,u,)(1)(U1). Posons so(y1) := Zp>0 a_py;. L’application Sy est un relevé
d’un élément, noté sq, de Op(1 ,)(1)(Us). Montrons que s = sq |gynv, +51 |vonu; -

— 1 —_— N

Soit h: Ug N U, — Uy N Uy Papplication qui a yo associe 1/yy™. Nous avons le
diagramme commutatif

e~ 1 (%v¢ﬁ) —

0
UomU1 x C UomUl x C

|

—1 h —~ 0

UnNnlUy, — " Uynlj

m
o

Uo N,

— N 1
ou vy : UgNU; — GL(1,C) est I'application qui a yo associe la multiplication par
—~ 1

1/yo. Le diagramme ci-dessus montre que si nous avons un relevé ) : Uy N U; — C
d’une section s} de fibré Op(u,)(1) |v,Av,, nous en déduisons un autre relevé sj :

—~ 0
UynU; — C définie par
(V.4.13) v — (3, (1/yy7"))

ol 1/yi/w" est dans z_l(yl). L’application sj est bien définie car la formule (V.4.13)
ne dépend pas du choix de I’élément dans A~*(y;). Le calcul ci-dessous montre que
le relevé s induit le relevé 3; :

So(h(yo)) = ¥5(y0) (yo > a—pyaw"p> = a_y .

p20 p20

Nous en déduisons que

g00h+,§1:,§
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— 1

sur Up N U; . Finalement, nous obtenons s = s |y,nt, +51

wrt, Cest-a-dire que
nous avons

H' (P(1,w,), Op(1,u,(1)) = 0.






CHAPITRE VI

Structure de Frobenius associée au polynome de Laurent f

Nous gardons les notations du chapitre II. Soit U := {(ug,...,u,) € C*T! |
ug® - um =1}, Soit f : U — C la fonction définie par f(ug, ..., u,) = wg+- -+ .
Le polynéme f n’est pas exactement celui considéré dans [DS04] mais nous pouvons
appliquer les mémes méthodes.

Un calcul élémentaire montre que les points critiques de f sont les points

n —1/n
¢ (wa’) (wo,...,w,) €U
=0

ou ( est une racine p-ieme de 'unité. Les valeurs critiques de f sont les nombres

n —1/u
78 (H wff‘) :

=0

complexes

Nous verrons, en utilisant 'article [DS03], qu’il existe une structure de Frobenius
canonique sur la base de son déploiement universel.

Soit Aj la matrice p x p telle que les seuls éléments non nuls soient en position
(7 + 1,4) (rappelons que j + 1 est la somme modulo x) et

N sis(j+1) =s();
-1
U (Hie[(s(j)) wi> sinon.

Les valeurs propres de Aj sont exactement les valeurs critiques de f. Ainsi, AJ est

(Ao)m,j =

une matrice semi-simple réguliere.
Soit A, la matrice p x p définie par

A = diag(o(0),...,0(p —1)).

Dans la base canonique (eq,...,e,_1) de C* nous définissons la forme bilinéaire
non dégénérée g par

111
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-1
(Hie[(s(k)) wi) sik+0=mn;

0 sinon.

g(ekv 64) =

La matrice A, vérifie Ay, + ‘A, = n-id ol la transposée est définie par rapport
a la forme bilinéaire g.

Les données (A§, A, g, €0) définissent (cf. théoreme 1.2.3) un unique germe de
structure de Frobenius semi-simple au point

n -1 n -1 n -1
7 (Hw?‘) s (Hwi”") NG (wa)
=0 =0 =0

THEOREME VI.0.14. La structure de Frobenius canonique de loul germe de
déploiement universel du polynome de Laurent f(ug,...,u,) = uo+ -+ + u, sur

de CH.

U est isomorphe au germe de la structure de Frobenius semi-simple définie par les
conditions initiales (A§, As, €0,9) au point

" -1 " -1 " -1
7 (Hw?i) 1€ (Hw?‘) s pCt! (wa)
=0 =0 =0

Au paragraphe suivant, nous allons résoudre le probleme de Birkhoff au point

de C.

0 de l'espace des parametres d’un déploiement universel de f. Cette solution sera
canonique d’apres les résultats du paragraphe 5 de [DS04]. Puis, nous allons calculer
les conditions initiales de la variété de Frobenius.

VI.1. Le systeme de Gauss-Manin et le réseau de Brieskorn associés au
polynome f

Soit I’ensemble U := {(ug,...,u,) € C** | ug® - u = 1}. Soit f: U — C la
fonction définie par f(uo,...,u,) = uo + - - + u,. Dans l'article de Douai et Sabbah
[DS04], le polynome n’est pas exactement le méme et les poids sont premiers entre
eux dans leur ensemble. Nous aurons deux types de modifications : I'une pour le
polynome et 'autre pour tenir compte du pged des poids.



VIL.1. LE SYSTEME DE GAUSS-MANIN ET LE RESEAU DE BRIESKORN DE f 113

Notons d le plus grand diviseur commun des entiers wy,...,w,. Pour
a=0,...,d—1, nous posons

U = {(t00r -+ tna) € CH [ o/ ® o qgimfd = ¢}

ou ( := exp(2im/d). Nous avons
d—1
U:.= |_| U,.
a=0

Chaque U, est isomorphe a un tore complexe (C*)" et la restriction, noté f, =
Ugy + .- + Upa, de [ a U, est un polynome de Laurent. Dans des coordonnées
convenable, son polyedre de Newton, enveloppe convexe dans Q" des exposants de
ses monomes, est un simplexe contenant ’origine dans son intérieur. On peut montrer
comme dans [DS04] (cf. lemme 1.2) qu’il est commode et non dégénéré’.

Nous rappelons les notations et les principaux résultats des articles de Douai et
Sabbah [DS03] et [DS04] adaptés a notre polynéme de Laurent f.

Le systeme de Gauss-Manin de f, est défini par :

G(fa) = Q"(Ua)[0,07']/(0d — dfu Q"1 (UL)[0, 077].
Le systeme de Gauss-Manin de f est défini par :
G = Q" U)[0,07"]/(0d — df N H(U)[0,071].

Comme U a d composantes connexes, nous avons

d—1

(VL1.1) G =@ G(f.).

a=0

Le réseau de Brieskorn de f,, défini par Go(f,) := Im(Q*(U,)[0] — G(f.)), est
un C[#]-module libre de rang p/d.

Les définitions ci-dessous viennent de I’article de Kouchnirenko [Kou76]. Soit g € Clv,v~'] =

-1
n

Clor, o7, ..., vn, v; 1] Le polynéme de Laurent g s'écrit g = 5 a;v'. Notons Supp(g) == {i €

1EL™
Z" | ai # 0}. Notons T'(g) I'enveloppe convexe de Supp(g) — {O}E Le polynéome de Laurent g est
commode si le point 0 n’appartient & aucune des faces de dimension i pour 1 < i <n —1 de I'(g).
Le polynéme de Laurent g est non dégénéré par rapport a I'(g) si pour chaque face A de T'(g) le
polynome de Laurent »;7nqa a;v' n’a pas de point critique sur (C*)".
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Le réseau de Brieskorn de f, défini par Gy := Im(Q"(U)[0] — G), est un C[f]-

module libre de rang u. Nous avons

(VL1.2) Gy = dé Gol(fa).

On note V.G/(f,) la filtration de Malgrange Kashiwara de G(f,) (cf. le paragraphe
2.e de [DS03]). Cette filtration est croissante et exhaustive. La filtration V,G/(f,)
induit une filtration sur le réseau de Brieskorn définie par VzGo(f,) := V3G (fa) N
Go(fa). D’apres les égalités (VI.1.1) et (VI.1.2), la somme directe des filtrations
ViG(f.) est une filtration croissante et exhaustive sur GG. Nous la notons V.(G. Nous
en déduisons une filtration notée V,(Gy sur le réseau de Brieskorn .

Soit wg o la n-forme

dug A ... A BUun
o A A . /
. w; [d
d( Zu;ﬂi) [Tiw " =¢
sur U,. Nous posons
Wo = (Wop, e 7(4.707,:[_1).

La n-forme wy est définie sur U.
On définit par récurrence la suite (a,,(k),,(k)) € N**1 x {0,...,n} par

a,(0) =(0,...,0), i,(0) =0,
a,(k+1) =a,(k) + 1,0, tw(k +1) =min{j [ ¢, (k +1);/w;}.
Notons w/d := (wo/d, ..., w,/d). Comme nous avons
(ViL3) o) = (), ayal) = )

nous supprimons l'indice dans les notations a,, et i,,.

Pour tout k, on a |a(k)| := > .a(k); = k. Pour tout (¢,r) € {0,...,d — 1} x

{0,...,(p/d) — 1}, nous avons les égalités suivantes :
i (I — ar —a ("
(VI.1.4) l( y —|—r> =i(r), g( y —|—r> g( d) + a(r),

()= (2 ).

NoTATION VI.1.5. Nous avons besoin de préciser les notations du chapitre II.
Nous rajoutons un indice w ou w/d aux notations s, du chapitre II pour préciser
que les nombres rationnels s,,(-) et 0,(-) (resp. sy/4(:) et o,/4(-)) sont calculés avec
les poids wy, ..., w, (resp. avec les poids wo/d, ..., w,/d).
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LEMME VI.1.6. Pour tout (q,r) € {0,...,d—1} x{0,...,(p/d)— 1}, nous avons

les €galités

Sw (% + r) = % + su(r); 0w (% + r) = 0y(r) = oywalr).
DEMONSTRATION. Pour k € {0,...,u — 1}, nous avons s, (k) = a(k)ix)/wi)

Pour k € {0,...,(p/d) — 1}, nous en déduisons que s,,q4(k) = ds, (k). Comme
ow(k) =k — ps,(k), nous obtenons

(VI.1.7) owa(k) = ou(k)

pour k € {0,...,(u/d) — 1}. Les égalités (VI.1.4) et (VI.1.7) terminent la démons-
tration. O

Pour tout a € {0,...,d — 1}, et pour k € {0,...,u — 1}, nous définissons les

éléments wy, o = u%(k)waCY ol u%(k) = u%fj)o .- u%(fy)“ D’apres les égalités (VI.1.4),

pour tout (¢q,r) € {0,...,d —1} x{0,...,(x/d) — 1} nous avons
(VI.1.8) Wt 1y o = (M q.

Pour tout k, la classe de wy , appartient a Go(f,). Pour tout k € {0,...,u — 1},
nous posons

W 1= (wkp, R ,whd_l) c Gy.
Pour tout (¢,r) € {0,...,d —1} x{0,...,(p/d) — 1}, nous avons
(V1.1.9) waey, = (1,¢% .., ("),
La proposition suivante est I'analogue de la proposition de 3.2. de [DS04].

PROPOSITION VI.1.10. Les classes des éléments wo, ... ,w,—1 forment une C[f)]-
base de G, notée w. De plus, pour k € {0,...,u — 1}, nous avons les relations

L (o (k) = 6050y = L
o

Wi(k)

ou k + 1 désigne la réduction modulo p. De plus, lordre de wy pour la filtration V,
est o, (k) el w induil une base sur Hogr) (Go/0Gy).

DEMONSTRATION. Pour démontrer cette proposition, il suffit d’adapter la dé-
monstration de la proposition de 3.2. de [DS04].
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— Nous allons d’abord démontrer cette proposition pour le polynéme de Laurent
fa sur le tore U,. En particulier, il faut changer la relation (3.5) de [DS04] en

1 1 Ui o Uo,a
[.1.11 0 —— t,aUu; o — 7 ;U40,00y a = — = : o
(V ) (wl/du ) a 7, wo/du07 a O,Q) SOWO7 <w2/d wo/d) SOWO7

pour tout ¢ € Clu,,u;',0,07'] et tout i € {0,...,n}. Le reste de la dé-

o ) M)

monstration est identique a celle de [DS04]. Nous en déduisons la proposition
pour le polynéme de Laurent f, sur le tore U,. En particulier, pour tout k €
{0,...,(p/d) — 1}, nous avons les relations

1 WEk+1
VI.1.12 ———H(0yq(k) — 00g)wi, = ol Wy/ga = (“wWon-
( ) 7 (w/a(k) — 009 ) o/ wlda = ("o,
— Montrons que wy,...,w,—1 forment une C[f]-base de (5. Nous savons que

Wo,as - + > W(u/d)—1,a Torment une C[f]-base de Giy(f,) pour tout o € {0,...,d}.
D’apres I'égalité (VI.1.2), une base C[f]-base de (G est formée par les vecteurs

suivants
(CdoJ,O,...,O) (0,@0072,0,...,0) (0,...,0,@07(1)
(le,O,...,O) (0,&)172,0,...,0) (0,...,0,&)1@)
(w(ﬂ/d)—1,1707"'70) (O,W(M/d)_lg,o,...,()) (0,...,0,@@/,:[)_17,:[)

Pour (¢,75) € {1,...,d} x{0,...,(p/d) — 1}, notons
€idri—1 = (0,...,0,w;;,0,...,0).
Pour tout (¢,r) € {0,...,d—1} x{0,...,(p/d) — 1}, nous avons
wa, = €4 + e + 00+ C14 ey 10y,

Nous en déduisons que la matrice de passage entre les wa ., €l les e; est une
matrice diagonale par bloc ou les blocs sont tous égaux a la matrice

1 1 --- 1
1 ¢ -

1 ¢t ... gd(d—l)

Cette matrice est inversible. Nous en déduisons que wo, . ..,w,—_1 est une C[f]-
base de (. Le reste de la proposition découle de la formule (VI.1.11) et du

lemme VI.1.6.
O
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Pour tout a« € {0,...,d — 1}, nous avons un produit sur le quotient
Go(fa)/0Go(fs) qui provient d’un isomorphisme entre le quotient jacobien de
Jo et Go(fa)/0Go(f.). Pour tout a € {0,...,d—1}, notons [g] la classe d’un élément
g € Go(fa) dans le quotient Go(f,)/0Go(fs). Ce produit est donné par la formule

(VIllg) [h1WQ7a] *q [hg@07a] = [hlhng@]

olt hy,hy sont dans Clu,,u;']. Ceci nous permet de définir un produit, noté x, sur
le quotient Go/0G,. D’apres la proposition VI.1.10, la base w de Gy induit une base
[UJ] = ([WO], Ceey [wﬂ_l]) de GO/&GO

LEMME VI.1.14. Dans la base [w] de Go/0Gy, le produil est donné par

(1) +a(7)—a(i+)) ]

[wi] * [w;] = w*
ou 1+ j désigne la somme modulo p.
DEMONSTRATION. — D’abord, nous allons montrer que

[wor] = [w® (o /wo) wo].
Les relations (VI.1.11) dans le quotient G¢/0Gq deviennent
(VI.1.15) {&wog@} = {ﬂwocp} ,
i Wo
pour tout ¢ € Clu,u™",0,07'] et tout i € {0,...,n}. Nous en déduisons que

[woi] = [w®) (uo/w0) o).

— Par définition du produit dans (G5/0Gy, nous avons

' g itj
fwg(l)‘}‘ﬁ(]) <_> wo
Wo
Ug i+ L L
(_) wol = [w—g(Z-I—J)uQ(Z-H)wO] )
Wo

Or la relation J[u® =1 sur G induit [u2+)w] = [ueF)wg] = [w

[wi] % [w;] =

et

il
0

Pour tout v € S5, nous notons

k7 (y) = min{j € {0, (u/d) — 1} | su(j) = 7}.
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D’apres (I1.2.3), nous avons k™" () = k™**(y)—§(v)+1. Pour tout i € {0,...,u—1},
posons

(VI.1.16) W, = ;.
PROPOSITION VI.1.17. Dans la base w de Gy, nous avons
0?0 = WA + 0w A,
DEMONSTRATION. D’apreés la proposition VI.1.10, nous avons

' )

ek (s ()))

29 ~
0% 0glor = e (50 (k1))

O

Maintenant, nous allons calculer la forme bilinéaire non dégénérée au point 0 de
I’espace des parametres d’un déploiement universel de f.

Soit G un C[#, #~']-module. Nous notons G le C-espace vectoriel & équipé de la
structure de module p(6) - g = p(—0)g ou p(#) € C[d,67'] . Nous notons par g les
éléments de G. Si (& est équipé d’un opérateur 9y compatible & la multiplication par
0, alors sur (¢, nous avons un opérateur 95g := —0sg. Remarquons que 09,5 = 00,g.

D’apres les résultats du paragraphe 4 de Darticle [DS04], pour tout
a€{0,...,d — 1}, il existe une forme C[f, ' ]-bilinéaire non dégénérée

Sa : G(fa) ®qse—1) G(fa) — C[0,07"]
qui vérifie les propriétés suivantes :
(1) 005Sa(p1,P2) = Sa(00sp1,P2) + Sa(p1,005p2) ;
(2) S, envoie VoG(fs) @ Ve G(f.) dans C[7'];
(3) S, envoie Go(fa) @ Go(f.) dans 07C[6];
(4) Sa(p1,p2) = (=1)"Sa(p1,P2)-

LeMME VI.1.18. Pour tout a € {0,...,d — 1}, il existe une unique, a une con-
stante pres, forme bilinéaire non dégénérée S, telle que les conditions (1), (2), (3)
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et (4) soient vérifiées. Dans la base woq, ..., W d)-1,a de G([s), nous avons
O . Sa(wo,a7wn7a) Si T'j —I— re =mn;
Sa(Wry 00 Wria) = 4 (70 Salwoaswna) iy +ri=n+ (u/d);
0 stnon.

oun C = fwnwg(r])+Q(Tk)_9(n+1)_ﬁ(7”]+7"k—n),

REMARQUE VI.1.19. Comme |a(k)| = k, nous avons ’égalité suivante

w,, w2 Talre)—a(nt1)—a(r;+ri—n) _ dwn(w/d)g(m)+&(rk)—&(n+1)—&(m +re—n)

DEMONSTRATION DU LEMME VI.1.18. Nous suivons la preuve du lemme 4.1
de Darticle [DS04]. Pour tout r;,ry, € {0,...,(u/d) — 1}, d’apres (3), nous avons
So(Wrarwrya) € 07C0] et So(wo,a,wr, o) € 9[%/(1(”)]@[9] d’apres (2) ou [-] désigne
la partie entiere. Si o,,/4(rx) = n alors nous avons S (Wo,q,Wry,a) # 0. Or 04 /4(rr) = n
implique que rp = n.

D’apres les égalités (1) et (VI.1.12), nous obtenons

1
N (_089 + n) Sa(wrj,mwmﬂ)
]

_ o'w/d('r]‘) + O-w/d(rk) — nS(wm,m@“w)

pld

_ wr 1, Writl,a _
‘I’ 0 ! <Soz <wrj,oz7 Bl ) - Soz ( = 7 s Wr ,a))
Wi(ry)/d Wiy, /d

ol Wy/de = (“woo (cf. (VL1.8)). Comme S, (w;, a,0r,.) € 0"C[f], le membre de
gauche de I'égalité ci-dessus est nul. Puis, un raisonnement par récurrence montre

que si So(Wr; 0, Wry ) 7 0 alors r; + 7, =n mod [p/d]. Nous en déduisons
— S5irj; 4 rgy = n nous avons
Wi(ry)

wi(rj)

Soz (wr],aywrk—}—l,a) = Soz (er—}—l,oz;wrk,a) .

— Sir;+ry=n+(u/d) nous avons
Wi(r —
Sa (wrj,aywrk—}—l,a) = CQMSQ (er—}—l,oz;wrk,a) .

wi(rj)

Pour tout o € {0,...,d — 1}, nous posons
Sa(Wo,asWna) =0"/(dw,).
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Pour tout (p1,p2) € Go(fa) @ Go(fa), le coefficient devant 6™ de S, (pi,p2) ne
dépend que de la classe de py,p; dans Go(f,)/0Go(f.). Nous notons [g.]([p1], [p2])
ce coefficient. Nous en déduisons une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée,
notée [g.], sur Go(f.)/0Go(f.). Nous posons [g] := S2%_1[ga] et nous obtenons une
forme bilinéaire symétrique et non dégénérée sur Go/0G,.

LEMME VI.1.20. Dans la base [w] de Go/0Gy, la forme bilinéaire non dégénérée
est donnée par

-1
(HiEI(Sw(j)) wi) sij+k=mn;

[]([w;], [ox]) = .
sinon
ou j + k désigne la réduction modulo p.
DEMONSTRATION. Pour tout 7,k € {0,...,u — 1}, il existe des uniques couples

(gj,rj) et (qg,rr) dans {0,...,d —1} x {0,...,(p/d) — 1} tels que
o 1
J:%‘E‘H“j et kZ(]kE—I-Tk-

Nous en déduisons

s

-1

[91(lwj], [wr]) = D} [9al([w)al; [wra])

& R
Lol
=)

§"(qj+q’“)[ga]([wr],a]a [Wry o)) d’apres (VI.1.8).

Q
o

D’apres le lemme VI.1.18 et un calcul direct, nous obtenons

o {(Tﬂrrk:n)
S1

N et (q;+q =0 ou d);
sl b = [ re=n ot (/)
et (qgj+aq+1=d);
0 sinon

ol

o = alr;) +a(rs) — a(n + 1) — a(r; + v — n).
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Comme j + k = n est équivalent a s,,(7) = {1 — s,(k)}, nous avons les équivalences
suivantes

(VI.1.21) Jtk=n&sri+rr=net ¢+ q=0;
ri+re=netq +q=d

(VL.1.22) jtk=n+pe{ o
ri+re=n+(p/d)etg+aqg+1=4d

Dans la base [w] la forme bilinéaire [g] est donnée par :

walrs)ralre)—a(ntl)—a(rj+rr—n) ¢ m =n;

0 sinon.

[g]([ws], [wr]) = {

Puis dans la base [@] (cf. égalité (VI.1.16)), nous avons

o

(@), [@]) = § w
0 sinon.

sij+k=mn;

ol

a = a(k™(su(5))) + a(k™ (su(k)));
B=aln+1)+alr;+re—n)+aly) —alr;) +alk) —a(ry)

D’apres les égalités (VI.1.4), nous avons
a(j) — a(r;) + a(k) — alre) = a (6 + 905

L’hypothese j + k = n, vue a travers les équivalences (V1.1.21) et (V1.1.22), implique
que = aln + 1) + alj + k - n).
Sij 4k =n alors s,(j) = su(k) = 0 et nous avons [¢]([w;], [Wx]) = ([Tip wi)
Supposons que j + k = n + p. D’abord nous allons montrer que pour tout v > 0

-1

dans Sy, nous avons
(VI.1.23) a(k™(7)) + a(k™™({1 =7}) +1) = a(p) + a(n +1).

Pour tout o € {0,...,u — 1}, nous avons

min _ J[war] si a € 1(7);
a(k™())a = {[wafy] 4+ 1 sinon.
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Comme a(k™(v) 4+ 1), = [way] + 1, nous obtenons

min max Wo + [f)/wa] + [_fywa] + 1 sl a € [(’7) )
a(k™ (7))o + a(A™ ({1 =7} + 1o = .
Wy + [yw,s] + [—yws] + 2 sinon.
[égalité
0 sia€el(y);

—1 sinon.

[ywa] + [=ywa] = {
montre que

(k™™ (7))o + a(k™™({1 — 7}
Puis, les égalités (VI.1.4) impliquent la formule

+ 1o = ws + 1.

)
(VL.1.23).

Comme j + k = n + g, nous avons s,(j) = {1 — s,(k)}. Nous appliquons la
formule (VI.1.23) a v = s,,(k) et nous en déduisons que

-1

[91([&], [@]) = w2 ™ (s () —a(R™ (s () +1) — H w;
i€1(sw(s))

4

NoTATION VI.1.24. Dorénavant, nous supprimons les indices w dans s, et o,
car nous travaillerons toujours avec les poids wy, ..., w,.

Soit F': U x X — C un déploiement universel de f. La forme [wo] € Gp/0G est
une section primitive homogene et canonique c’est-a-dire que [wy] vérifie les propriétés
suivantes :
— (primitive) [wo] induit un isomorphisme entre (Go/0Gy est le quotient jacobien
de f;

— (homogéne) [wo] est un vecteur propre de I'endomorphisme dont la matrice est
— A, dans la base [w];

— (canonique, cf. paragraphe 3.c de [DS03]) [wo] est un vecteur propre de la
matrice — A, pour la valeur propre maximale (pour le polynome de Laurent f
cette valeur propre est 0).

Notons ¢p, 1+ ToX — (o /0Gy Dapplication de période infinitésimale en z = 0
défini par K. Saito [Sai83] (voir aussi [Sab02] p.244). Nos conditions initiales de la
variété de Frobenius sont donc (Ag, Aoo,c,o[_wz][g], 9‘9[;})] [wo)).

La matrice A est la multiplication par le champ d’Euler & en z = 0. Pour
faciliter la correspondance entre le co6té A et le coté B, nous allons définir un objet
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qui va coder cette multiplication par le champ d’Euler en = 0. Nous définissons
([a], [0], [e])) := [g]([a]  [b], [¢]) pour tout [a], [b], [¢] dans Gio/0CH.
PROPOSITION VI.1.25. Soient j,k dans {0,...,pu— 1}.
(1) Si THTTF #n alors (&[5, [54) = 0.
(2) Si m = n alors nous avons

<Hi61(j,k) wi) T o(1)+o(j) +o(k) # n;
(Hmum»wo sio(l)+o(j)+o(k)=n
ou [(5,k) := I(s(7)) L] [(s(F)).

DEMONSTRATION. Quitte a changer j et k, on peut supposer que j < k.
— Dans un premier temps, nous allons démontrer la formule suivante
w7 (s(3)) ‘ .
(V1.1.26) (1], [, [@]) = { watm=mmey S LI +R=n;

0 sinon.

([er], [l [en])) =

D’apres le lemme VI.1.14 et le lemme VI.1.20, nous obtenons

o}

(@), 5], [@]) = { wP

0 sinon

sil+j4+k=mn;

a = a(k™™(s(5))) + a(k™"(s(k)));
B=aln+1)+a(l +j+k—n).
(

Sil+j+k=nalors s(j) = s(k) = 0. Nous en déduisons la formule (VI.1.26).
Supposons que 1 + 7+ k =n + p.

I
)

Si (wo,...,w,) = (1,...,1), la seule possibilité est j = k = n et la formule
(VI.1.26) est vraie.
Supposons que (wq,...,w,) # (1,...,1). Nous en déduisons que les

inégalités suivantes
w>n+2, n+l1<7+1<pu—-1
et s(j+1)>0.
La condition 1 + j + k = n + p implique que s(k) = {1 — s(j + 1)} > 0. Puis,

nous appliquons la formule (VI.1.23) a v = s(k) et nous en déduisons la formule

(V1.1.26)
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— Soient j,k tels que 1 + j+k = e+ nou e = 0 ou 1. Nous avons s(k) =
{1 = s(y + 1)}. Pour finir la démonstration, il suffit de vérifier que

s(7) si o(1) +0(j) +o(k) =n;
A —s(k)} =
(VL.1.27) = k) {5(] + 1) # s(y) sinon.

Or, nous avons

%w) +0(j) +o(k) —n) =~ s(j) — s(k) €] — 1, 1].

Finalement, les équivalences suivantes démontrent I'égalité (V1.1.27)

o(l)+o(j)+o(k)=n&s(y)+s(k) e N& s(j) = {1 —s(k)}.

VI.2. Les conditions initiales du potentiel

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que les nombres (([w,], [(0;], [x])) engen-
drent le potentiel de la structure de Frobenius du polynome de Laurent f.

Soit X l'espace de base d’un déploiement universel de f. Soit {g,...,t,—1 des
coordonnées plates au voisinage de 0 dans X.

Le champ d’Euler est défini par

—

i
(VI.2.1) ¢ =S "(1 = o(k))tx0h, + p0s,.

0

o~
Il

Nous développons le potentiel de la structure de Frobenius en série entiere et nous

le notons
. 1<
)= Y Ala)—
al
ao,...,aﬂ_lzo
\ o 0 taiTl
ou a := (ag,...,qu 1) et o = ErRR—r Nous appelons |a| := ag + -+ + a1,

la longueur de A(a).

Notons (g°*) la matrice inverse de la forme bilinéaire non dégénérée dans les
coordonnées t. Pour tout a € {0,...,u — 1}, notons par a* I'unique élément de
{0,...,p—1} tel que g**" # 0. Pour tout i, j, k, £ € {0,..., u— 1}, le potentiel vérifie
les équations WDVV
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1 -1
(V1.2.2) (1,5, k,0) : i Egntg™ byl = Mz: Fiatg™ by,
a=0 a=0

la condition d’homogénéité par rapport au champ d’Euler
(V1.2.3) €. F¥"9 = (3 — n) o
et les conditions

: , 93 [sing
(VI.2.4) F772(0) = g Je=0 (O, * 0y, Or,) ot ¥ o= W

Remarquons que g |¢—o (O, * 0y,,0y,) = (@, @;,0x)). Notons Ajjp(a) le nombre
Alag, ..., + 1, a0+ 1 o+ 1,000 ).

THEOREME V1.2.5. Le potentiel F*™ est déterminé par les nombres Ay;,(0) avec
gk €{0,...,u—1} tels que 1 + j+ k =n.

REMARQUE VI.2.6. (1) Nous avons Ayj;(0) = (&1, 0;,Wx)).
(2) Si 1+ 7+ k#n,alors A1;,(0) = 0 d’apres 'égalité (VI.2.4).

LEMME VI1.2.7. Le potentiel F*'"9 est déterminé par les nombres A;;;(0) avec
iv.jvk € {077/u_ 1}

DEMONSTRATION. Nous allons démontrer le lemme par récurrence sur la
longueur des nombres A(a). Pour tout 1,j,k,¢ € {0,...,u — 1}, le terme de

sin, * 8in to
Fija 9ge Fa*k? devant o est

aa® 60 /6 -1
Y ( o T Aja(B) Awre ().
Biy=a N0 Fu—1

Ainsi, les termes de plus grande longueur, c’est-a-dire de longueur |a| + 3, dans la
somme ci-dessus sont ga“*Aija(a)Aa*kg(O) et g““*Aija(O)Aa*kg(a). Comme le potentiel
vérifie les conditions (V1.2.4), nous en déduisons que A;;,(0) # 0 si et seulement si
a=1+7 .

Dans I’équation WDVV (1,7, k, (), les termes de longueur |a| + 3 devant £, sont

i !
— "t A g (0) Ay (@)

~ gi’i*Aum(a)AmM(Oﬁ
- QTi Az (0) Az (a); et
— g A (o) At ,(0).
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Les termes du type As9(0) se calculent par (VI.2.4) et la condition d’homogénéité
(VI.2.3) implique

1
Alag,on + 1, az,...,0,-1) = —A(a)d(a) pour |a| >3
,u

oud(a) =3— n—l—zk o @x(0(k)—1). Nous en déduisons que les nombres A;72(ax) s’ex-
priment en fonction de nombres de longueur strictement plus petite. Ainsi, I’équation
WDVV (1, ,k,£) permet d’obtenir une relation entre Ar,(a) et A 77(e). O

DEMONSTRATION DU THEOREME VI.2.5. D’apres le lemme VI1.2.7, il suffit de
montrer que les nombres A;;1(0) se calculent en fonction des termes du type A;22(0).
Les nombres de longueur 3 dans 1’équation (1, 7, &, £) sont non nuls si et seulement si
14+ 7+ k+{¢=n.Sous cette condition, nous avons 1 + 5 = k—l—ﬁ et g —I—k =1+
Ainsi, les termes de longueur 3 dans 1’équation (1, 7, k,¢) sont

= Ay7577(0) A, (0) et

= Ajza(0) Az, (0).

En considérant successivement les équations WDVV (1,5 —1,k, 0+1),(1,5 -2,k (+
2),..., nous pouvons exprimer Az;,(0) en fonction des nombres du type A;12¢(0). O

VI1.3. Définition d’une structure d’algebre de Frobenius graduée sur

rf(Go/GGo)

Dans ce paragraphe nous allons quotienter le produit x et la forme bilinéaire [g]
obtenus sur Go/0G, par la filtration V,Gy.

PROPOSITION VI.3.1. Le produil que nous avons défini sur Go/0Gq est compatible
avee la filltration V4(Go/0Gy), ¢’est-a-dire qu’on a

Vs, (Go/0Go) x Vs, (Go/0Go) C Vi, 48,(Go/0G).

Notons gry (Go/0Go) le gradué @ggry (Go/0G,) et notons U le gradué du produit
* sur gr’ (Go/0Gy).

REMARQUE VI1.3.2. Soit a € {0, ...,d}. Nous allons rappeler les notations et les
résultats du paragraphe 4.a de [DS03]. Le polynome de Laurent

n
foz(uo,om .. 7un,a) - Z Us, o
=0

sur le tore U, est commode et non dégénéré par rapport a son polyedre de Newton (cf.
bas de page p.113), noté I'(f,). Soit o une face de 9I'(f,). Soit L, la forme linéaire
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telle que L, = 1 sur 0. Pour g € Clu,,u]'], on pose ¢,(g) := max, max{L,(a) |
a € Supp(g)}. Dans la figure 1, on peut voir ¢, comme la jauge du convexe I'( f,).
Comme la jauge d’un convexe vérifie 'inégalité triangulaire, on en déduit I'inégalité
suivante :

(V1.3.3) Pa(gh) < dalg) + Sal(h).

FiG. 1 — Exemple pour f = uy + uy + uj’u;’, g = ujuy et h = uj *us.

Soit V1,4, ..., V50 les coordonnées de (C*)™* qui parametrent le tore U,. On pose
dva .= ﬁﬂ AR Cijﬂ. On définit la filtration de Q" (U)[0] par

Ngﬂn(UQ)[e] = Ngﬂn(Ua) + GNB_lﬂ”(UQ) + QQNQ_Q\Q”(Ua) ce

o NsQ"(U,) := {g%= € (V) | ¢alg) < B}
Cela induit une filtration, notée N Go(fs), du réseau de Brieskorn qui est défini
par

NsGo(fa) = NsQ" (Ua)[0]/(0d — dfoa N)Q"™(Us)[0] N NQ™ (Us)[6)].

Pour plus de précision sur la filtration de Newton, on renvoie au paragraphe 4 de
[DS03]. D’apres le théoreme 4.5 de article [DS03], on a NzGo(fa) = VaGo(fa).
Par passage aux quotients, on obtient N3(Go(f.)/0Go(fa)) = Va(Go(fa)/0Go([fa))-
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI.3.1. Pour démontrer cette proposi-
tion, il suffit de vérifier que

Ve, (Go(fa)/0Go(fa)) *a Vi, (Go(f2)/0Go(fa)) C Vi, 46,(Go(fa)/0Go(fa))-

pour tout a € {0,...,d —1}.
Pour ¢ € {1,2}, soit [h;] dans V5, (Go(fa)/0Go(fs)). Nous avons

dv, dv, . B
[h1] *a [ha] = {91 v—] *a {921)—} ol g1, g2 € Clv,,v;"] tels que ¢, (g:) < B

o o3

dvg
_ [9192 L} d’apres (VI.1.13)

a

L’inégalité (VI.3.3) montre que ¢,(g192) < 1 + P2 c’est-a-dire que
[ha] % [ha] € V5,15,(Go(fa)/0Go([a))-
]

Notons [¢] la classe d’un élément g € G dans gr) (Go/0G). D’apres le lemme
VI.1.14, la base w de (¢ induit une base [w] := ([wo],. .., [w._1]) de gry (Go/0Gy).

PROPOSITION V1.3.4. Dans la base [w] de gr¥ (Go/0Gy), le produit U est donné
par la formule

wld+a(s) R . .
[w] U ;] = & et Ll siolity)=o()+0();

0 sto(t+7) <o(i)+ o(y).
La forme bilinéaire non dégénérée [g], définie sur Go/0Gy, est compatible a la

filtration V4(Go/0Gy). Notons [¢](-,-) la forme bilinéaire non dégénérée induite sur
gr’ (Gy/0Gy). Le lemme VI1.1.20 implique la proposition suivante.

ProposITION VI.3.5. Soient v et v dans S,,. Soient d et d' dans respectivement
{0,...,8(y) =1} et {0,...,6(¢") — 1}.
(1) Siy" # {1 =~} alors on a [g]([@rmax(y)—al, [Crmax(yy-ar]) = 0.
(2) Siy' ={1 =~} alors on a

[[g]] ([I:&kmax(,y)_d]] 9 [I:akmax({l_,y})_dlj[b

(Meeryw) si o(k™(3) = d) + o(k™({1 = 7}) = &) = n;

0 sinon.
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DEMONSTRATION. Soient d; := k™*(s(i)) —i et d; := k™**(s(j)) — j. Nous avons
I’équivalence suivante :

I s(7) = {1 —s(2)}
s {et di + d; = 8(s(i)) — 1.

D’apres le lemme VI.1.20, I'expression de [¢](,-) dans la base [w] est :
[9]([whmax(y)—al, [cwrmax(yry—ar]) =
wh ] =)
et d+d =4(y)—1;
0 sinon

ol

a=a(k™(y) = d) + a(F™(y) = d)
B =a(n+1)+a(k™(y) —d+ k™) — d —n)
Si nous avons v/ = {1 — v}, la remarque 11.2.7 montre que nous avons 1’équiva-
lence entre d + d' = §(v) — 1 et o(k™*(y) — d) + o(E™**({1 —~v} — d’') = n. Dans la

base [w], nous obtenons

woz

L9l ([&kmingyy-4al [&pmen1-)-al) = —5
ou
a = a(k™(7)) + a(k™™({1 —~})
B=aln+1)+a(k™(y) + k" ({1 —7}) = d(y) + 1 —n)
Pour tout j dans {0,...,n}, nous avons a(k™(vy) — d(y) + 1); = #{{ €
{0,...,w; — 1} | £ < ~yw,;}. Nous en déduisons

a(K™™(y) =6(7) + 1); + a(F™™ ({1 = 7}) = 6({1 =7} +1); =

0 siy=0;
w; siy>0etjel(y);
w;+1 siy>0etyel(y).

Pour finir la démonstration, il suffit d’utiliser le corollaire I1.2.5 et ’égalité a(n+1)

(1,...,1). =
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Nous définissons une forme 3-linéaire, notée ((-,-,-)), sur gr,(Go/0G,) par la for-

mule ((a,b,¢)) := [g](aU b, c).

PRrROPOSITION VI.3.6. Soient vo,71,7Ve0 dans S,. Sotent dy,dy,d. dans respec-
tivement {0,...,8(v) —1},{0,...,8(m1) — 1} et {0,...,8(va0) — 1}.
(1) Si~0+ 71 + Yoo n'est pas un entier alors on a

([S0nmax (o) —do ] [@rmaxy)—ay ] [Ormax(re0)-as ) = 0.

(2) Si~y0+ 71+ Yoo €St un entier alors nous avons :

([eormex (vo)=do I [©rmax(yyy—dy I, [Ormax(yes) —duo )

11 w
1€Jw({1—0} {1-v1}{1-vec}) si E . }O'(k(’)/') _ d’) —n:
1€{0,1,00 ¢ v

1€ (0,71 Vo0 )

0 sinon

ot Ju({1 = b {1 =yp {1 =7 }) := {0 [ {1 —yojwi} + {1 —m}wi} +
1 =y Jwi} = 2}
REMARQUE VI.3.7. Comme ((-,-,-)) est symétrique en ses trois arguments,
lalgebre (gr¥ (Go/0Go), U, [g](+,-)) est une algebre de Frobenius graduée.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI.3.6. Les propositions VI.3.4 et
VI1.3.5 impliquent 1’égalité suivante

weli)+a(i)+a(k) sit+j+k=n
([oi], [wi] [r])) = § walrtDHalHHE=D ) et i o (i) + 0 () + o (k) = n;

0 sinon.

Par définition des nombres spectraux, nous avons
Do ok = d) = > K™) = di = (30 + 1 + 7o),
i€{0,1,00} i€{0,1,00}

Nous en déduisons 1’équivalence

{ZiE{O,l,oo} kmax(y;) —d; = n N {’Yo + 7 + 70 €N
et D010} (K™ () —di) =n et D icfo1,00) 0K (i) —di) = n
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Nous avons 'équivalence
(([[&kmax(,YO)_do]L [[&kmax(,yl)_dl]L [I:&kmax(’)/oo)_doo]])) % 0
Yo+ 7+ 70 €N
et Zie{o,l,oo}a(kmax(%) —d;) =n.
Sous les conditions vo + 71 + Y0 € N et > o(k™*(~;) — d;) = n, nous

1€{0,1,00}
avons
~ ~ ~ we
(( [[wkm“(’)/o)—do]]v [[wkm“(’n)—dl]]v [[wkmax(’Yoo)—doo]])) = u_75
ou
a = a(k™(y0)) + a(k™" () + a(k™" (7e0)) ;
B=aln+1)+a((y+7+ 7))
Posons a; := a(k™"(70)); + a(k™™(n)); + a(F™"(7s)); — 1.
Pour tout j € {0,...,n}, nous avons
[yw;] siyel(y);
VI1.3.8 a(E™™(y) = d6(y)+ 1), = ‘
(Vi38) (7(3) () + 1), {MH e

Comme v9 + 71 + Yoo € N, nous avons

{0,...,n} = I(y0, 715 7ee) || Tu(v0, 715 7e0) || Tu({1 = 203 {1 = 31}, {1 = 7e0})

|_|{z | 31k € {0,1, 00} tel que i € I(yx)}.

La formule (VI1.3.8) permet de donner la valeur de «; dans les quatre cas suivants.

= 517 € {50,715 7e0) alors aj = wj(v0 + 71 +700) — 1.

= 517 € Ju(y0,715700) alors aj = w;(Y0 + 71 4 Yeo).

= Sij e ({1 = b {1 =} {1 = 7e0}) alors aj = wi(y0 + 71 4 700) + 1.

—Sige{e| Ik e{0,1,00} tel que t € I(y4)} alors o = wi(y0 + Y1 + Yeo)-
Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que a((yo + 71 + Yoo )pt) =
(Y0 + 71 + Yoo )wo, - -+, (Y0 + 71 + Yoo )W) O






CHAPITRE VII

Correspondances

VII.1. Démonstration de la correspondance classique
Soit = 'application C-linéaire définie par
=1 HZ(P(w),C©) — grll (Go/0Gh)
77;[ — [I:&kmin({l_,y})_}_d]]

THEOREME VIL1.1. L’application = est un isomorphisme gradué enlre les

algebres de Frobenius graduées entre
(Ha(P(w),©), U, ()
el
(gr2 (Go/0Go) U, [g] (-, ).
DEMONSTRATION. — D’apres la proposition 1V.3.14, nous avons
deg™(113) = 2(d + a(v)).

La proposition 11.2.6 et 1’égalité (11.2.3) impliquent que E(ni) est dans le gradué
gré\ia(v) (Go/0Go). Nous en concluons que = est gradué.
— En comparant les propositions 1V.4.4 et VI.3.5, nous en déduisons que

(n?.nh) = [9l(E(d), E(nd)).

— De méme, le corollaire IV.5.24 et la proposition VI.3.6 impliquent ’égalité

(ndo,md, ni) = (2(nk), Z(n™), Z(nt>))).

VII.2. Démonstration de la correspondance quantique

Si nous admettons la conjecture V.3.6, nous obtenons le corollaire suivant.
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COROLLAIRE VIL.2.1. Soient wq, ..., w, tels wo+ - -+ + w, et ppcm(w, ..., w,)
sotent premiers entre eux. Les variétés de Frobenius associées au polynome de Laurent

[ et a P(w) sont isomorphes.

La condition sur les poids provient du corollaire V.3.7 que nous utilisons dans la

démonstration ci-dessous.

DEMONSTRATION DU COROLAIRE VII.2.1. Nous allons utiliser le théoréme
[.2.3. Montrons que les variétés de Frobenius ont les mémes conditions initiales.
Puis, d’apres le début du chapitre VI, ces conditions initiales vérifient les hypotheses
du théoreme 1.2.3 ce qui montrera que les variétés de Frobenius sont isomorphes.

Le théoreme VI.0.14 nous donne les conditions initiales (Ag, A, €0,9) de la
variété de Frobenius pour le polynome de Laurent f. D’apres les propositions V.2.11
et IV.4.4 nous avons la méme matrice A, le méme vecteur propre ey pour la valeur
propre ¢ = 0 et la méme forme bilinéaire non dégénérée. Il reste a comparer les ma-
trices Ag qui correspondent aux multiplications par les champs d’Euler a l'origine.
Les formules (VI.2.1) et (V.2.10) montrent que les champs d’Euler sont égaux. A
Porigine, ils sont simplement pd;, ou to,...,t,_1 sont les coordonnées plates de la
variété de Frobenius. Le corollaire V.3.7,via la conjecture V.3.6, et la proposition
VI.1.25 impliquent ’égalité

(s mi, ) = (1, @j, 1))
pour tous 7, k. Comme les formes bilinéaires non dégénérées sont les mémes, la for-
mule ci-dessus montre que les multiplications par les champs d’Fuler a 'origine sont

identiques. Ceci montre que les deux variétés de Frobenius ont les mémes conditions
initiales (A5, Ao, €0, 9). O



CHAPITRE VIII

Annexe

Soit Y une variété C'*° de dimension n. Soit H un groupe fini qui agit sur Y. Soit
x un caractere de H. Notons 7: Y — Y/H.
Le complexe de de Rham

g e lig 4 dog 4,

est une résolution du faisceau Cy-. On a un isomorphisme d’espaces vectoriels
(VIIL2) H(&(Y)) = H'(Y,Cy).

Comme H agit sur Y, nous avons une action sur H'(Ey(Y')) définie par h - [w] :=
[h~17w]. Cette action ne dépend pas du représentant choisi. Soit ZL(Ey(Y)) 'ensem-
ble des w dans & (V) tels que nous ayons

- dw =0,

— pour tout h dans H, il existe (k) dans (V) tel que h~""w = x(h)w+dn(h).
Soit B'(Ey(Y)) les formes différentielles exactes c’est-a-dire

BEHY)) = {w € §(Y) | 3n € &7 (V) dy = w}.

Posons
(S (V) = 2283 (0 Z1(E 00 ) () BUEHY

Notons H'(Y,Cy ), C H(Y,Cy ) I'image de H'(Ey(Y)),, par I'isomorphisme (VIIL.2).
Pour tout ouvert U de Y/H, posons

(m.Cy )y (U) ={z € C(r7'(U)) | Vh € H, - & = x(h)z}.
Notons (m.Cy ), le faisceau ainsi défini sur Y/H.

THEOREME VIIL3. Soil Y une variété paracompacte C™ de dimension n. Soit H
un groupe fini qui agil sur Y. Soit x un caractére du groupe H. Pour i € {0,...,n},
nous avons un isomorphisme

H'(Y,Cy )y = H'(Y/H, (m.Cy)y).
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DEMONSTRATION. — Nous allons d’abord exprimer la cohomologie

H*(Y/H,(m.Cy),) comme la cohomologie d'un complexe.
Le complexe de faisceaux

d d  d d

Ty T.EY Ty —— 0

Ty 5)1/

est une résolution de m,Cy (cf. la démonstration de la proposition I11.3.1 (1)).
Considérons le foncteur qui a un faisceau F sur lequel H agit associe le faisceau
F, défini par F,(U) = {s € F(U) | h-s = x(h)s}. Nous appliquons ce foncteur
au complexe m,&y et nous obtenons le complexe

(M€ ) (M)~ ()~ -~ (map)y —2 0

Montrons que (m.E¥), est fin. Comme Y est paracompacte, il existe des
partitions de l’unité sur Y/H. Soit (fi)ier une partition de I'unité de Y/H.
Posons fZ EHX EheHx( Yh* f;. Ainsi, (ﬁ)iel est une partition de I'unité
de Y/H et fZ € (W*EO )y -

Comme (m,& ), est un (7.2 ) -module, le faisceau (7.E} ), est fin. Nous en
déduisons que la cohomologie du complexe (m.Ey ) (Y/H) est la cohomologie
(Y] H, (7.Cy ).

Posons Z'((m.Ey ) (Y/H)) 'ensemble des w dans (. ), (Y/H) tels qu'on ait

— dw =0,

— pour tout h dans H, on ait h~"w = x(h)w.

Définissons ’application suivante :

I Z(& (V) — Zi((mffz) (Y/H))

EHX Zk

hEH

Cette application est bien définie car nous avons

—d(f{(w))=0et
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— pour tout A’ € H, nous avons

h'_l*(sz PR ) zm h;ﬁ i
ZHX ZX

uEH

= x(')f(w)
Comme I'application f* est surjective, 'application

f'e ZUE(Y) — Hi(Y/Hv (m.Cy )x)

est aussi surjective. Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que
(F)" (o) = (g oo ) BiEH (v
Comme F(dn) = [0], nous avons
ziE o BEw) ¢ (F) o).
Inversement, soit w € Z;(S{/(Y)) tel que ]E(w) = [0] c’est-a-dire qu’il existe
n € &H(Y) tel que

1

= S 2

x(h)h*w.

1 —1
dn = ZHx Zx +7ZHX(h)ZX(h)dn(h ).

hEH

Finalement, nous en déduisons que w € B'(&Ey(Y)).

Nous pouvons appliquer la méme technique pour montrer un résultat sur une
variété holomorphe Y. Soit Qf le faisceau des p-formes différentielles holomorphes
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sur Y. Soit AP? le faisceau des formes différentielles C* de type (p,q) sur Y. Le
complexe

are s a0 o L e g

est une résolution de .. On peut définir les mémes objets que précédemment et

nous obtenons le résultat suivant.

COROLLAIRE VIIL.4. Soit Y une variélté complexe paracompacte de dimension
n. Soit H un groupe fini qui agit sur Y. Soit x un caractére du groupe H. Pour
i € {0,...,n}, on a un isomorphisme

HI(Y, Q) = H'(Y/H, (1.5 ).).
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