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Résumé

Nous exhibons une famille d’automates de McCulloch et Pitts de taille 2nk + 2
qui est simulable par un réseau d’automates de Caianiello de taille 2n + 2 et de
taille mémoire k. Cette simulation nous permet de retrouver I'un des résultats
de larticle suivant: [Cycles exponentiels des réseaux de Caianiello et compteurs
en arithmétique redondante, Technique et Science Informatiques Vol. 19, pages
985-1008] sur l'existence d’un réseau d’automates de Caianiello de taille 2n + 2
et de taille mémoire k qui décrit un cycle de longueur k x 27,

Mots Clés: Réseau d’automates de Caianiello, mémoire, transitoire, cycle.

1 Introduction

Le cerveau humain peut étre vu comme un ensemble de neurones interconnectés.
McCulloch et Pitts ont suggéré en 1943 de modéliser le cerveau par un réseau
d’automates a seuil, ou1 chaque automate représente un neurone formel [E]

Si nous supposons qu’a chaque neurone formel est associé un numéro per-



mettant de le référencer, alors 1’état a 'instant ¢ du neurone 7 est donné par:

:Ui(t—i-l):l(Zaijxj(t)—Gi) 1 <7 <n (1)
j=1
ou :
e 1 est la fonction de Heaviside définie par:

0 siz<O0
1(z) =
1 siz>0

e x;(t) est la variable booléenne qui représente ’état du neurone i au temps

t, z;(t) € {0,1}.
e 0, est le seuil du neurone 3.

e a;; est un réel appelé coefficient d’interaction qui représente I'influence du

neurone j au temps t sur I’état du neurone ¢ au temps ¢ + 1
e 1 est le nombre de neurones.

L’influence du neurone j sur le neurone 7 est dite excitatrice si a;; est positif,

inhibitrice si a;; est négatif, et nulle si a;; est égal & zéro.

Caianiello et De Luca [ﬂ] ont proposé I’étude de la dynamique de I’équation
(EI) dans le cas d’'un neurone qui n’interagit pas avec aucun autre neurone par

une équation neuronale de la forme:

2(n) = l(iaj:c(nj) fe) 2)

e z(n — j) est I'état du neurone & Pinstant n — j.

e a; est un nombre réel qui représente 'influence de 1’état du neurone a

Iinstant n — j sur I’état du neurone a l'instant n.



o 0 est le seuil d’excitation du neurone.

e [ est la taille de la mémoire, c’est-a-dire que 1’état du neurone a I'instant

n ne dépend que de ses états aux k étapes précédentes.

Le comportement dynamique de I’équation neuronale () ci-dessus est entierement

déterminé par la taille de la mémoire k, le seuil d’excitation 6, les coefficients

d’interaction (a;)1<;<k et les k termes initiaux zo, 1, ..., Tk—1.

Caianiello a généralisé I’étude du réseau neuronal (ﬂ) de McCulloch et Pitts

en considérant que chaque neurone a une taille mémoire k

n

yz-(t+1):1(ZZaij(s)yj(t+1fs)79i) 1 <i<n, t>k—1 (3)

j=1s=1
ou :
o y;(t+1—s) est état du neurone j & l'instant ¢ +1 — s.
e a;;(s) est un réel qui représente I'influence de I’état du neurone j a I'instant
t + 1 — s sur I’état du neurone ¢ a l'instant ¢ + 1.
o 0, est le seuil d’excitation du neurone 3.
°* >, Z];:l a;j(s)y;(t+1 — s) est le potentiel membranaire du neurone 4

a 'instant t¢.
e 1 est le nombre de neurones du réseau.
o k est la taille de la mémoire.

Dans I’étude de la dynamique du réseau neuronal () de McCulloch et Pitts,
Coles et Olivos [f]] ont démontré que dans le cas ott A = (a;;) est symétrique,
le réseau converge vers un cycle de longueur 2 ou vers un point fixe. Dans

I’étude du réseau neuronal de McCulloch et Pitts, Goles [E] a démontré que



si A = (ai;) est symétrique et les éléments diagonaux sont positifs, I'itération
séquentielle converge vers des points fixes. Dans le cas ou la matrice A est
non symétrique, Matamala ] a exhibé une évolution cyclique de longueur 2",
Ndoundam [@, @] a exhibé une évolution cyclique de longueur 2™/2 ol n est
le nombre de neurones. Goles et Martinez [EI] ont exhibé dans le cas ol la
matrice d’interaction A = (a;;) est symétrique une configuration qui décrit un

transitoire de longueur 27/3.

Dans I’étude de la dynamique de 1’équation neuronale récurrente (E) de Ca-
ianiello et De Luca, nous notons LP(k) la plus longue période des suites que
peut générer un neurone dont la taille mémoire est k. Dans [E], il est conjecturé
que LP(k) est inférieure ou égale & 2k. Cette conjecture a été infirmée dans
4, B, BF) ot on a exhibé respectivement des suites de périodes 2k +6, O(k3), et
O(eV*) générés par des équations neuronales de taille mémoire k. Cette borne
est portée aisément & O(eV*°9(*¥)) en prenant la méme construction que dans

[@], mais en se restreignant aux périodes qui sont les nombres premiers.

Dans I’étude de la dynamique du réseau neuronal (E) de Caianiello, Goles
[E] a démontré que si la classe des matrices d’interaction est palindromique
(c’est-a-dire A(k + 1 — s) = tA(s)), alors la période T est un diviseur de k + 1
et d’autre part [E] que si les matrices A(i),i = 1,..., k ne sont pas symétriques,

il existe des cycles de longueur W + 1.

Dans cet article, nous rappelons la simulation d’'un compteur BS par un
réseau neuronal de McCulloch et Pitts donnée dans [@] Nous montrons com-
ment une famille de réseaux de McCulloch et Pitts de taille 2nk 4+ 2 peut étre
simulée par un réseau d’automates de Caianiello de taille 2n 4 2 et de taille

mémoire k. Cette simulation nous permet de retrouver I'un des résultats de

I’article [@] sur ’existence d’un réseau de neuronal de Caianiello de taille 2n 42



et de taille mémoire k qui décrit un cycle de longueur k x 27,

Le reste du papier est organisé ainsi: le paragraphe 2 est consacré a la sim-
ulation du compteur BS par un réseau neuronal de McCulloch et Pitts. Le
paragraphe 3 présente les suites U, et V,,. Le paragraphe 4 est dedié la simu-
lation de la suite V,, par un réseau neuronal de McCulloch et Pitts. L’étude de
I’évolution pour les réseaux généraux de Caianiello est faite dans le paragraphe

5. Le paragraphe 6 est consacré a la conclusion.

2 Incrémenteur BS

La notation BS de l'anglais Borrow-Save par analogie avec la notation Carry-
Save est due a Guyot, Herreros et Muller [, elle utilise deux bits pour I’écriture
d’un chiffre appartenant & {—1,0,1}. Les nombres sont écrits en base 2 avec
des chiffres égaux & 1 (pour -1), 0 et 1. On convient de représenter un chiffre
¢, ¢ € {—1,0,1} par un couple de bits (ct,c™) tel que ¢ est égal & ¢t — c™.
En notation BS, le code suivant ((a,_,,a,_,)...(al,a;)...(ag,ay)) est égal

K3
a7 (af —ay) x 27 en base dix.

L’incrémenteur BS [ utilise le principe de I'additionneur BS introduit par
Duprat et Muller [@] et nécessite une seule rangée de cellules. Plus précisément,

soient:

((a:zrfha’nfl) e (a?,ai ). (aévaa))

h
I

ou 1 est codé sous la forme ((0,0)...(0,0)(1,0)).

L’incrémenteur BS presenté dans la figure [[ recoit en entrée a; a; (0<

7



i <mn—1) et délivre en sortie les termes 57", s;7 (0< i < n).

7

+ - + - + -
0 a, a, a, a; ag ag 1
+ - + - + -
+ . + , + B}
- + - + - + . +
S; S, s, S, SN So So

Figure 1: Incrémenteur BS

La cellule élémentaire d'un incrémenteur BS fonctionne comme l'indique la

figure P



a a
+ -
+ +—
+ ) S = a a
S =a ®a =a a + aa
+ -
2S5 -S =a - a
st s

Figure 2: Cellule élémentaire d’incrémentation BS

En utilisant le fait que a™ ® a~

ata= + ata™, lincrémenteur BS se

décompose aisément en deux étages comme presenté dans la figure E:



+ - + - + -
as a aq aq ) 2o
0 1
dy  |d dq dq dog dg
- + - + - + - +
S; S, s, S, SHEEH So Sg

Figure 3: Incrémenteur BS a deux étages

Premiere étape:

Le premier étage recoit en entrée ((a;_;,a,_1)...(aj,a;7)...(af,ay)), calcule

i@
4+ = + - 1. . ’ " ’ 1"
les termes a; a; , a; a; et délivre en sortie (d,,_1,d,_1,.-.,dy,dy)
selon les formules:
’ - 7 - L
— agta- — ot :
di = aja; et d, =aja; 0< 4 < n-1

Deuxieme étape:

/ 7

Le second étage recoit en entrée (d,,_q,d,,_1,-- -, dlo, dg) et délivre en sortie

(s, s7) .- (s,87) ... (53,55 )) selon les formules:



K2

o
IN
IN
3
\
—

+ o
s; =d

avec les conditions aux bords suivantes:

3 Suites U, et V,

Ce paragraphe est consacré a I’étude de deux suites construites a partir de
Iincrémenteur BS. Le sous-paragraphe 3.1 est dedié a la présentation de la
suite U,, le sous-paragraphe 3.2 présente la construction de la suite V,,. Le
sous-paragraphe 3.3 est consacré a la relation de passage entre deux termes

consécutifs de la suite V,,.

3.1 Présentation de la suite U,

La notation BS est redondante, c’est-a-dire un nombre peut avoir plusieurs
représentations (ou codes) possibles, ceci nous conduit & introduire la notion

d’identité de code:

Définition 1 Soient deux codes Aps et Bps de deux nombres A et B écrits

en notation BS,

ABS = ((a:—lﬂa;—l)"'(ajaa;)"'(aar’aa))

Bps = ((bf 1,05, 1) - (b ,b7) ... (b§,bp))

Aps et Bpg sont identiques si et seulement si:

+ _ pt - — ; _
a; fbj et a; fbj , 0 <7 <n-1



Commentaire 1. A cause de la redondance du systeme BS, deux nombres

écrits en notation BS peuvent étre égaux sans étre identique.

Partant de I'incrémenteur BS & deux étages, on introduit une suite U, telle

que Uy, (k) soit un représentant de k en notation BS.

Définition 2 Suite U,
VineN,n>3

U, (0) est identique & ((a,_,,a;,_;)...(ad,ag))

aif =a; =1 siie€{0,1}

N 7
ol
af =a; =0 sinon

Un(j +1) est identique a ((d}_,,d,,_,)...(dJ,dy))

n—17"n—1

avec ((df,d;)(d}_,,d,_})...(dd,dy)) = Un(j)+1ou 1 est codé sous la forme

non n—1"%n—1

((0,0)...(0,0)(1,0))

Remarque 1 Pour obtenir U, (j+1), on incrémente U, (j) grdce a l'incrémenteur

BS, mais on ne retient que les 2n bits de poids faibles, car on travaille modulo

2m.

En se servant de la notion d’identité de code en notation BS, on établit les

résultats suivants:

Lemme 1 VineN, n>3

Si:
Un (i) est identique & ((af_;,a,_y). .. (af,a7)(ag, ay))
Un(i+1) est identique & ((b}_,,b. 1) ... (b],b7)(bg,b5))
Uiali)  estidentique & (e e )6y iy - (6 e0)(ed 7))
Alors,

Upi1(i + 1) est identique & ((at_jan,cf @ c;)(bF_ 1,07 1) ... (b7, b7)(1,b5))

n—1 n—1"Yn—1

10



Démonstration. Posons aE," = bar = car = 1, par définition des termes

généraux des suites U, U, +1 et du principe de 'incrémenteur BS, on a 1’égalité
suivante:

VieN, 0<j<n-1 a;':c;' et a; =c; (4)

Du principe de Vincrémenteur BS et de Iéquation ([), on déduit:

VieN 0<j<n-—1 aj@a;:cj@c; by (5)

VieN 0<j<n-2 a;ra;:c;rcj :b;r_H (6)
De la définition B, on déduit que: Uy,41(i + 1) est identique &

(e aen e @) o a et 1 @) (e cf B o)L @ cp))
Des équations (), [{) et (H), on déduit que U, 41(i + 1) est identique &

(@ vanp e @ ) (B b ) (07 07)(1,Bg).

|

Lemme 2 VkneN, n>3
Si:

Un(k) = ((ay_1,0,1) --- (a5, a5))
Alors,

nz_:l(aj —a;)x 2 = kz[Q”}

i=0
Démonstration. Suivant les valeurs de k, on distingue deux cas:
Premier Cas: 0 <k < n
Par définition de U, (k), il est immédiat que: Z?:_()l (af —a;)x2 =k
Deuxieme Cas: n < k

Soit la suite A écrite en notation BS, dont le terme général est défini comme

suit:

A(n) est identique & Uy, (n).

11



Pour tout entier naturel k supérieur ou égal & n, A(k + 1) est défini & partir de

A(k) = ((d_1,dy ). (dF,dy)) comme suit:

Ak +1) = ((ef,er) - (egeq))

= A(k)+1 ol 1 est codé sous la forme ((0,0)...(0,0)(1,0))

(i di_y) - (dg,dg)) + ((0,0) ... (0,0)(1,0))

A(k + 1) est le résultat de 'incrémentation de A(k) grace a I'incrémenteur BS,

il est immédiat que:

N
Ju

k=S (df —d)x2

~
Il
o

3
-

k—1—n
(dz+ i X2Z+ Z n+17 n )X2n+i

Il
i

3
-

k—1—n

— (dFf —d;) ><21+2”< Z A — n+z)><2>

=0

<.
(=)

OrvVieN,0 < i <n-1,af = df eta; = dj. 1l sensuit que:

S(a:{_l —a,_q) X 2t = kz[Q”}

=0

|
Lemme 3 Vn €N, n >3, U,(2") est identique a U, (0)

Démonstration.

On fera la démonstration par récurrence sur n a partir du rang 3,

Cas de base. n = 3

En utilisant la définition E, on vérifie aisément que:

Us(0) est identique & ((0,0)(1,1)(1,1))
Us(1) est identique & ((0,0)(0,0)(1,0))
Us(2) est identique & ((0,0)(1,0)(1,1))
Us(3) est identique & ((1,0)(0,1)(1,0))

12



Us(4) est identique & ((0,1)(1,1)(1,1))
Us(5) est identique & ((0,1)(0,0)(1,0))
Us(6) est identique & ((0,1)(1,0)(1,1))
Us(7) est identique & ((1,1)(0,1)(1,0))
Us(8) est identique & ((0,0)(1,1)(1,1))

Hypothése de récurrence. On suppose la propriété vraie au rang k,
c’est-a-dire:

Uy (2%) est identique & Uy (0) (8)

Rang k+1. Supposons:

Ui (0) est identique a ((af_,,ap ). (ad,ay)),
Up(2F — 1) est identique & (@f o) (g, 29)s
Ur(2F) est identique & (i uy) - (Wd s yo))s
U251 — 1) est identique & ((t; .t 1) --- (td o)),
Ui (2% est identique & ((2 1,20 1) -+ (24, 20)),
Upt1 (281 — 1) est identique & (¢, q3) -+ (a0, 40))s

Up11 (2811 est identique & ((r}f, 7y ) ... (rg,7g))-

Du principe de l'incrémenteur BS et de I’équation (E), on déduit

Yo = T B, = 0
Par conséquent, on a:
z;_l = 7, (9)
L’équation (§) implique que Ug(2¥+! — 1) est identique & Ux(2F — 1), ce qui

entraine:

VieN, 0<i<k-1 tf =z} et t; = (10)

On a:
VieN, 0<i<k-1 af = aj (11)

13



Par application du Lemme , on a:

Uk (2 = (Gt af @ a) (5 20) - (302 20)

Par application du Lemme E, on a également:

k—1

((F1te) = @y © Gry)) x 254+ D (e — 27) x 2 = 025
=0

Remarque 2 il y a abus de l'utilisation des expressions booléennes dans les

expressions arithmétiques.
Les équations (]) et ([0) entrainent que:

+ o+ = -
temr = Ty = Ty = by

par conséquent tz71t1;1 = 0.
Uk (2F+1) est identique & Uy (2F), et Ug(2%) est identique & Uy (0), par transitivité

Ui (25+1) est identique & Ug(0). Ceci entraine que:
VieN, 0 < i <k-1 z:r = 2z
De ce qui précede, on déduit:
g ©gy =0
Ce qui entraine que:
Ups1(2"1) est identique & Uy 1(0).
[ |

Lemme 4 Vn,i,j €N, n>3, 0 <i <j < 2" U,(i) n’est pas identique

a Un())-

Démonstration.

Supposons:

14



Uy (i) est identique & ((a)f_;,a,_1)(at_5,a o) ... (ad,ag)),

Un(5) est identique a ((by_y,b, 1) (b5, by ) - (b3 by ),

n—1"n—-1

Par application du Lemme E, on déduit:

n—1

“olaf —ap) x 2k = 1[2”}
k=00 k (12)
WD (b —b) x 2 = j[2]

La démonstration se fera par 'absurde, supposons U, (¢) identique & U,,(j). Ceci

entraine:

af =bf et ay =b, 0<k<n-1 (13)

Des équations (@) et (B), on déduit ¢ = j[2"], or par hypothese 0 <i < j <
2" d’ou contradiction.

3.2 Présentation de la suite V,

En entrée et en sortie de Vincrémenteur BS & deux étages de la figure ], (a;", a;)

et (s;,s; ) représentent respectivement les termes de rang i des nombres

i 5
(@101 (0 g ) - (a0 )) ot (57 ) (5 ys ) - 0 53)) it
en notation BS.
Sémantiquement, d; et d;/+1 ne représentent pas les bits de rang ¢ d’'un nombre
écrit en notation BS.
Supposons qu’on ait en entrée du premier étage de l'incrémenteur BS a deux
étages de la figure ], le terme U, (4) identique & ((a;} 1, a, 1)(a;) 5, a, o) ... (ag,ay)).-
Les 2n bits de poids faibles ((s;_1,s,_;)...(s¢,55)) du nombre
(s, 8m)(s 1,80 1) .- (58,50 )) en sortie du deuxieme étage de I'incrémenteur

BS a deux étages représentent le terme de rang i + 1 de la suite U, c’est-a-dire

Un(i+1).

’ 1 , . N T 4 .
Les termes d, et d; seront égaux respectivement d a; a; et a; a; . Nous définissons

K2
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le terme général de la suite V,, & valeurs dans {0,1}2"+2 4 partir des termes d,

et d;/ .

Définition 3 : Suite V,,

Vni € N,n>3

Si:
Uy (i) est identique & ((a)f_1,a,_1)(a)_5,a, 5)...(ag,ag))
Alors,
V(i +1) est égal & (d,,_1,0,d,,_o,dy_y,... djdy ... do,dy, 1,dy)
N / _ +T ’ _ _Jr _ .
ou dj—ajaj etdj—aja- , 0 <535 < n-1

3.3 Relation de passage entre deux termes consécutifs de

la suite V,,

Notre objectif est de dériver la relation de passage entre deux termes consécutifs
de la suite V,,. Pour cela, considérons ¢ € N,

supposons:

Un(i) est identique & ((af_,, a5_,)(a}_y,ay).- (af g )

Un(i + 1) est identique & (b, _1, b, _1) (b} 5,6, o) ... (b, by))

n—1""n—1 n—2“n—-2

De méme, supposons que:

"

V(i 4 1) est égal & (¢, Cs- .. CrCo)

ny=n?

V(i +2) est égal & (d,,,d.,,....dy dy)

ny“'nr

Dans le diagramme suivant, les fleches en traits pleins matérialisent les trans-
formations qui sont connues. Les fleches en traits interrompus désignent les

transformations que nous allons dériver.

16



Def 3

Un() ————3 v, (i+1)

/o

70

/ 1

/ |

Def 2 / !

/ |

/ i

/ i

4 i

4 !

N4 v
Un(|+1) > V(i+2)

Def 3
Figure 4:

De la définition E, on a les conditions aux bords suivantes:

’ "

cg=1,1¢ =0

et les relations suivantes:

’ - 1" -
— - _ F
Ciy1 = aja; , ¢ = a;

K2 3 a

pour tout i vérifiant 0 <7 <n—1

7

De méme, de la déﬁnitionﬁ on a les conditions aux bords suivantes

et les relations suivantes:

1

d;—i-l = b;"f , d, = b;"b-_ pour tout i vérifiant 0 <¢ <n—1

K2 K2

De la définition E, on a les relations suivantes:

by =1

- _ + —

by =a ®a; ,0 <i <n-1
b:tu azra; ,0 <71 <n-—-2

(14)

(15)

(16)

N . / /" . ’ " .
Notre probleme, c’est d’exprimer les d;, d; en fonction des c; et ¢; . On exprime

tout d’abord les b, b, en fonction des c; et c;/.

17



1®**Etape :
Des équations ([14)) et ([[d), on déduit:

+ +.- ' ;
bi+1:aiai = ¢ ,0 <1 <n-—2
28meEtape :
On a les conditions aux bords suivantes: dy, = 1,d, = 0.

Des équations ([L3]) et ([L7), on déduit:
d;H = b;rf = c;-(c;-ﬂ—i—c;/), 0 <i<n-1

De méme, des équations ([L) et ([17), on déduit:

1 "

d; = bjb; = c;(c;ﬂ—i—ci), 0 <i<n-1

7 =

Ceci nous permet dénoncer la proposition fondamentale suivante:

Proposition 1 Vn,i € N,n>3

Si:

V(i +1) est égal & (¢, ..., Coy Co)
Alors,

V(i +2) est égal & (d,,,d,, ..., dy,dg),

dy=1, d, =0

ol: d;H:c;m, 0 <i<mn-1

dj = ¢lci+¢) 0 <i<mn-1

Démonstration:

Le résultat découle des équations (L8) et ([L9).
|

Le lemme suivant donne la relation liant V;,(i + 1) & U, (i + 1).

18
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Lemme 5 Vn,i € N,n>3

Si:
V(i 4+ 1) est égal & (¢, ¢y ...\ CorCo)
Alors,
. . . N —+ —_ + - + —
Un(i + 1) est identique & ((b,)_1,b,_1) (b} _5,b,_5) ... (b5, by )),
by =1
ou : bi_:c;H—i—c;,, 0 <7< n-1
bh, = ¢ 0 <i<n-—2
i+1 = Cig1 s >t =n
Démonstration:

Le résultat découle de ’équation ([[7).
]

Le réseau de la figure | implémente le passage de V,,(i 4 1) & V;,(i + 2).

19



Figure 5: Réseau de passage entre deux termes consécutifs de V,

La cellule élémentaire fonctionne comme indiqué dans la figure E:

20



c=a(b+d)

I
o

S

(b+d)

Figure 6: Cellule élémentaire

Lemme 6 Vi,n € N,n>3

Si:
V(i +1) est égal & (e, ., ... €0 €)
Alors,
VjieN 1<j<n (e )# (1)
Démonstration:

Supposons que U, (i) est identique & ((a} ,,a;, )(at o a. o), ...

de la définition I, V,, (i + 1) est égal a:

’ 1

0,dpy_grdy 1y dsydisy, . dy,dy 1, dy)

’
(d n—2 Yn—1»

n—1»

ou
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Par identification, on a:

eg=1, ¢e,=0
! —
e]:djflza;tlajl , 1 <5 <n
e;, :d;, a;ra; , 0 <3 <n-1
Il s’ensuit:

’ + — .

e; = aj_,a; ;1 <j<n

"

Jr — .
€1 = aj_10;_ , 1 <53 < n

Il est clair que (a;r_la;_l , a+_1a;_1) # (1,1) pour tout a;r_l, a;_q € {0,1},

ceci implique que (e;- , e;-lfl) # (1,1).
|

4 Simulation de la suite V,, par un réseau neu-

ronal de McCulloch et Pitts

L’idée de base est de construire un réseau neuronal de McCulloch et Pitts tel
quau temps t, I'état du réseau (xony2(t), Tont1(t), ..., x2(t), 21(t)) est égal &

Vo (t + 1), ot z;(t) est 1’état du neurone i au temps t.

Du point de vue de la suite V,,, entre deux tops consécutifs, les états du
réseau représentent deux termes consécutifs de la suite. Tout se passera comme

si on reboucle les sorties du réseau de la figure ﬂ sur ses entrées.

4.1 Configuration initiale

Soit n un entier supérieur & 3, on note I(n) I'ensemble suivant: I(n) = {j:

j € NJ1 < j < 2n+ 2}, nous considérons un ensemble de 2n + 2 neurones
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dont ’état au temps 0 est donné par:

(20)
2;(0) = 0 sii € I(n)\2
Du point de vue de la suite V,,, I’état du réseau est tel que:
(22n+2(0), 241 (0), ..., 22(0),21(0)) est égal & V,(1). (21)

4.2 Fonction de transition

Sous I'hypothese qu’en entrée du réseau de la figure E, on n’ait que les termes
de la suite V,,. Notre objectif est de construire un réseau neuronal qui entre

deux tops consécutifs simule le réseau de la figure ﬂ

Nous démontrons dans le sous-paragraphe suivant que le réseau neuronal de

McCulloch et Pitts dont les fonctions de transition locales sont:

wa(t+1) = 1(za(t))

T2i42 (t + 1) = 1(—$2i_1(t) + .Tgi(t) — X242 (t) — 1) , 1 <1 <n (22)
Tont1(t+1) = L(z2n41(t) — 1)
.Tgi_l(t + 1) = 1($2i_1(t) — X9; (t) + X2i42 (t) — 1) , 1 <1 <n

simule le réseau de la figure ﬂ

Remarque 3 Les neurones 2i+1,2i4+2 (0 < ¢ < n) calculent respectivement
les termes s , s, en sortie du réseau de la figure . Au cours de I’évolution, I’état

du neurone 2 reste a 1 et I’état du neurone 2n + 1 reste a 0.

4.3 Dynamique du réseau de McCulloch et Pitts

Nous étudions la dynamique du réseau neuronal de McCulloch et Pitts dont la

configuration initiale est donnée par ’équation (@) et les fonctions de transition
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locales sont définies par I'équation (3).

Lemme 7 Dans I’évolution du réseau neuronal de McCulloch et Pitts:

Si:
(X2n42(t), Xant1(t), ..., x2(t), z1(t)) est égal & V,(p).
Alors,
(T2nt2(t + 1), ong1(t+ 1), ... @2(t + 1), 21(t + 1)) est égal a Vo(p+1).
Démonstration:

Le Lemme ﬁ nous assure que:
(2i42(1), 22i-1 (1)) # (1,1), 1 < i < n (23)

Considérons les termes a, b et d de la cellule élémentaire de la figure E Dans le
tableau El, certaines entrées ne sont pas prises en compte pour des raisons qui

seront données par la suite.
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a|b|d|ab+d) |abtd) | 1(—a+b+d—1) | La—b—d—1)
0/0]0 0 0 0 0
001 1 0 1 0
0|10 1 0 1 0
0|11

1100 0 1 0 1
101 0 0 0 0
110 0 0 0 0
111

Table 1: Entrées et sorties de la cellule élémentaire du réseau de la figure E

Identifions a, b et d respectivement avec x2;(t), x2;—1(t) et x2;42(t). En se

basant sur 1’équation (B), on ne prend pas en compte les entrées 4 et 8 de la

table El

On vérifie aisément grace & la table [] que:

z2(t+1) =1

Toip2(t+1) = x2i(t)(z2i-1(t) + T2i42(t)) ,1 < i <n
$2n+1(ﬁ+ 1) =0

Toi 1 (t+1) = oi(t)(w2i—1(t) + 242(t)) 1 < i <n

Identifions ¢;, ¢; (0 < i < n) de la Proposition ] respectivement avec

Zo;+2(t) et 29,41(t). La Proposition [I| nous permet de conclure que:

($2n+2(t + 1),£E2n+1(t + 1), .. .,IQ(t+ 1),$1(t + 1)) est égal a Vn(p+ 1)
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Théoréme 1 Vn € N, n > 3, le réseau neuronal de McCulloch et Pitts:

x(t+1) = 1(Ax(t) —b)

ou A n’est pas symétrique admet 2n + 2 neurones qui décrivent une évolution

cyclique de longueur 2™.

Démonstration:

Considérons le réseau neuronal de McCulloch et Pitts dont la configuration
initiale est donnée par I’équation (@) et les fonctions de transition locales sont
données par I’équation (7).

Au temps t = 0, on a: (2,42(0), 22,4+1(0), ..., 22(0),21(0)) est égal a V,(1).

Le Lemme ﬂ nous permet de déduire que:
Vit e N, (xant2(t),Tant1(t), ..., x2(t), x1(t)) est égal a V,,(t+1)  (25)

La définition ] et le Lemme [ nous permettent de déduire que V(i 4 1) n’est
paségal A V,,(j+ 1), pour 0 < i < j <2 —1.

De I’équation (@) et de ce qui précéde, on déduit:
z(t) # z{'), 0<t <t <-142"

De la définition ] et du Lemme ], on déduit que V;,(1) est identique & V;,(1+2").
Ce qui implique que: z(0) = x(2").
|
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Exemple 1:

Nous exhibons une évolution cyclique de longueur 8 sur 8 neurones pour

illustrer le Théoreme [l dans le cas ot n est égal & 3.

Neurones
81765141321

Temps
o(ojofojofojofrjo
1100 0j1{0(1]0
210(0(1]j0j0|0]1]0
311(0(0j0]j1|1]1]0
410{0]0]1]0]0]|1]0
5/10(0(0]1]1}j0]|1]0
610(0(1]1]0]|0]|1]0
71010 011|110
810100000 |1]0O

Table 2: Evolution Cyclique de longueur 8 sur 8 neurones

Commentaire 2: on remarque que les fonctions de transition locales du

réseau de neurones de McCulloch et Pitts définies les équations (@) sont régulieres.

5 Evolution pour les réseaux généraux de Ca-
ianiello

L’idée de base est d’exploiter la régularité des fonctions de transition locales
d’une famille d’équations neuronales de McCulloch et Pitts de taille 2nk + 2
pour le simuler a I’aide d’un réseau neuronal de Caianiello de taille 2n + 2 et de

taille mémoire k.
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Soit un réseau neuronal de McCulloch et Pitts de taille 2n + 2 dont les fonctions

de transition locales sont:

wa(t+1) = 1(za(t))

T2i+2 (t + 1) = 1(0,11'21',1(15) —+ a2x2i(t> + a3x2i+2 (t) — 91) 1 S ’L S n

Tont1(t +1) = L(@2n41(t) — 1)

SCQi,l(t —+ 1) = l(blscgi,l(t) —+ bQ:CQ»L'(t) + b31'2i+2 (t) — 92) 1 S ’L S n

(27)
et dont 1’état initial (22,42(0), Z2n+1(0), ..., 22(0),21(0)) vérifie la contrainte
X9 (0) =1
(28)
$2n+1(0) = 0

qui décrit un transitoire de longueur T'(2n+2) et un cycle de longueur L(2n+2).
Dans son évolution, le réseau neuronal de McCulloch et Pitts de taille 2n + 2

défini par les équations neuronales () et (R7) décrit une suite:
Wn(0), Wn (1), Wy (2),- -+ ,Wp(=14+T(2n+2) + L(2n +2)), - - -

ou:
Wi(i) = (22n42(8), 22n41(9), - - ., 22(4), 21 (7))
Le graphe de dépendance des fonctions de transition locales des neurones 2,
2i+2(1 < i < n),2i—1(1 < i < n)et2n+ 1 définies d’une part par les
équations () et d’autre part par les équations (Rd), @7) est:
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Neurones . .
2 2i-1 2i 2i+1 2i+2 2n+1

Temps

v A 4 KV A 4
t+1 /

Figure 7: graphe de dépendance des fonctions de transition locales

L’idée est d’exploiter la régularité des fonctions de transition locales du
réseau neuronal de McCulloch et Pitts défini en (Rg) et en (R7) pour construire
un réseau de Caianiello de taille 2n+2 et de mémoire k qui simule en k itérations
une itération de ’équation neuronale de McCulloch et Pitts qui implémente le
passage entre deux termes consécutifs de la suite W,.

Le réseau neuronal de McCulloch et Pitts qui implémente la suite Wy, a pour

état initial (x2nk12(0), Z2nk+1(0),...,22(0),21(0)) avec la contrainte:
(29)
Zonk+1(0) = 0

et dont les fonctions de transition locales sont:

za(t+1) = 1(x2(1))

x2i+2(t + 1) = l(all'gifl(t) + (IQZL'Qi(t) + a3T2;+42 (t) — 91) 1 S ) S nk
Tonkt1(t +1) = L(z2nkt1(t) — 1)

.Tgi_l(t + 1) = 1(51$2i_1(t) + nggi(t) + bg$2i+2 (t) — 92) 1

IN
A
S
>
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Remarque 4 Dans le réseau neuronal de Caianiello défini par I’équation (B(),

en affectant a:

a1 = —1; a2 = 1;a3 = —1; 01 = 1 (31)
blil;b2:71;b3:1;92:1 (32)

21(0) = 0; 2;(0) = 0, 3 < i <2nk ; mapk42(0) = 0 (33)

on retrouve le réseau neuronal de McCulloch et Pitts de taille 2nk+ 2 qui simule
la suite V,x. De plus, en affectant aux a;, b; et 6; les valeurs données par les
équations (B1), (B2), et (B) et en imposant k = 1, on retrouve le réseau neuronal

de McCulloch et Pitts défini par I'équation (23).

La simulation en k itérations par un réseau neuronal de Caianiello constitué
de 2n + 2 neurones de taille mémoire k& d’une itération de 1’équation (B{) se
déroule suivant les regles ci-dessous:

Regle 1:
L’état du neurone j (1 < j < 2n) du réseau neuronal de Caianiello au temps
th+i (0 <i<k—1)est égal & I'état du neurone 2ni + j de I’équation (Bd) au

temps t, en d’autre termes:
yi(tk +1) = zanit;(1)

Reégle 2:  au top (t+1)k-1
L’état du neurone 2n + 1 du réseau neuronal de Caianiello au temps (t+ 1)k —1

est égal a I’état du neurone 2nk + 1 de 'équation (B() au temps ¢, c’est-a-dire:

Yont1(E+ Dk = 1) = @anpia(t)

L’état du neurone 2n + 2 du réseau neuronal de Caianiello au temps (t+ 1)k —1

est égal a I’état du neurone 2nk+2 de ’équation ) au temps t, ce qui entraine:

Yonto((E+ Dk = 1) = @ankia(t)
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Etant donné que ’état du neurone 2n + 2 du réseau neuronal de Caianiello au
temps (t + 1)k — 1 est Zonx4+2(t) et que par souci de régularité, on aimerait que
létat de tout neurone i, i € {1,2,...,2n,2n+ 2} & deux tops consécutifs de
lintervalle [tk , (t+ 1)k — 1] soit respectivement xs(t) et x4 (t), s et s’ vérifiant

la relation suivante s — s’ = 2n. On introduit la regle suivante:
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Regle 3:
L’état du neurone 2n + 2 du réseau neuronal de Caianiello au temps tk + ¢ est
égal a I'état du neurone 2n(i + 1) + 2 de I’équation (B() au temps ¢, en d’autres
termes:

Yont2(th +1) = @an(it1)+2(t)

On remarque également que 1’état du neurone d’indice 2 de ’équation (Bd) est
constant au cours de I’évolution alors que 1’état du neurone d’indice 2ni+2 (0 <
i < k) du réseau neuronal (B({) n’est pas constant au cours de I'évolution. Etant
donné que c’est le neurone d’indice 2 du réseau de Caianiello qui simule au top
tk+i (0 < i <k—1) le neurone d’indice 2ni + 2 du réseau neuronal (B(), on
introduit la regle 4 suivante:

Regle 4:

Le neurone 2n + 1 du réseau neuronal de Caianiello délivre 1 au top tk et 0 au
toptk+i(1 < ¢ <k-1).

Commentaire 3:

L’état du neurone 2n + 1 du réseau neuronal de Caianiello au top ¢ permet au
neurone 2 du réseau neuronal de Caianiello de savoir s’il simule au top £+ 1 le

neurone 2 du réseau neuronal de McCulloch et Pitts ou non.
Schématiquement, 1’état du réseau neuronal de Caianiello en fonction de

I’état du réseau neuronal (BJ) de McCulloch et Pitts aux temps ak, ak+1, ak+
2,..., (a4 1)k —1 est illustré dans le tableau f:
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Temps
ak ak +1 ak +1i (a+1)k—1
Neurones
Y1 zi(a) | Tant1 (@) Tonit1 (a) Ton(k—1)+1 (@)
Yj zj (a) Ton+j (a) Tani+j (@) Ton(k—1)+; ()
Yon Top (@) Tyn (@) Ton(i+1) (@) Tonk (@)
Yon+1 1 0 0 0
Yon+2 Ton+2 (a) Tan+2 (G) Ton(i+1)+2 (a) Tonk+2 (a)

Sémantiquement (y2n42((a + 1)k — 1),...

i)y, y1(ak +14),...,y2n(ak),...

Table 3: Simulation

,y1(ak)) représente W, (a).

;yl((a + 1)k - 1)5 '-7y2n(ak +

Notre but est de démontrer que le réseau neuronal de Caianiello dont 1’état

initial est:

et les fonctions de transition locales sont:

y2i—1(t+1)

= 1(b1y2i—1(t+1—k) + boyai(t + 1 — k) + b3y2i42(t + 1 — k) — 05)

Yot +1) = L(y2nt1(t+1—k) + yani2(t) — 1)

Yont1(t+1) = 1(yon1(t+1—-k)—1)
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Yi(i) = Zonit;(0) 1 <i<2ne 0<i<k-—1
Yant1(0) = 1

Yont1(i) = 0 1 <i <k-1

Yont2(i) = Zon(it1)+2(0) 0 <i <k—1

Yoira(t+1) = (ary2i—1(t +1 — k) + agyoi(t + 1 — k) + azyzir2(t +1—k) — 61)

(35)

1 <

1 <



simule le réseau neuronal () de McCulloch et Pitts. La proposition ci-dessous

établit le lien entre les itérations des réseaux (B0) et (Bg).

Proposition 2 Dans I'évolution du réseau neuronal (B5) de Caianiello, soit
e € N:
Si:
a) y;lek+1i) = xapitsle), Vi,j7 €N tel que0 < ¢ <k-—1,
1 < j <2n+2 et j#2n+1

|
—

Yan+1 (6/{3) =

I
jan}
—
IN
.
IN
o~

|
—

Yon+1 (6/{3 +7)

Alors
¢) yi((e+)k+1) = xonitle+1), Vi,j €N tel que 0 < i <k-1,
1 <j<2n+2 et j#2n+1

d)
Yant1(le + k) = 1
Yont1((e+ Dk +7) = 0 pour jtelque 1 <j <k-1
Démonstration:

La démonstration se fera en deux étapes, la premiere étape et la deuxieme étape
sont, consacrées respectivement aux neurones d’indices pairs et impairs.
Premiére étape: les neurones d’indices pairs

1) le neurone d’indice 25+ 2,1 <j <n

La démonstration s’appuie sur les hypotheses de la Proposition E Au top t =

(e + 1)k + 4, I'état du neurone 25 + 2 est:

yajr2((e+ Dk +1i) = 1(aryzj—1(ek + 1) + agya;j(ek + i) + azyajra(ek + i) — 01)

1(a1Zonit2j—1(€) + a2Zonit2j(€) + asaniyojr2(e) — 61) par hypothese

= Zonit2j42(e + 1) par application de I’équation (B()

34



2) le neurone d’indice 2
Considérons le top t = (e + 1)k +14, la démonstration se fera de proche en proche
Sur 4.

Rang 0: autopt=(e+ 1)k

yQ((e + 1)k) = 1(y2n+1(€k) + y2n+2(ek +k— 1) — 1)

= 1(1 4 zonkr2(e) — 1) par hypothese on a ya,1(ek) = 1
=1
=z3(e+1) carza(t) = 1, ¥Vt € N

Hypothése de récurrence: on suppose la propriété vraie au rang ¢ — 1
Rang i: autopt = (a+1)k+i, 1 < i < k-1
ye(le+ 1)k +1i) = 1(y2ny1(ek +1i) + yons2((e+ 1k +i—1) — 1)
= 1(yant2((e+ 1)k +i—1) — 1) par hypothese yont+1(ek+i) = 0
= 1(1‘2ni+2(€ + 1) — 1) de 1), on a y2n+2((€ + 1)]{3 + 7 — 1) = :CQniJrQ(e + 1)

= Tonit2(e+1)
Deuxieme étape: les neurones d’indices impairs
3) le neurone d’indice 2j —1, 1 <j < n

La démonstration s’appuie sur les hypotheses de la Proposition E Au top

t = (e+ 1)k +1i, I'état du neurone 25 — 1 est:

yaj—1((e + 1)k +14) = 1L(bryzj-1(ek + 1) + baya;j(ek + i) + bsyzja(ek + i) — 02)
= 1(bi172nit2j—1(e) + baxoniraj(€) + b3Tonit2j42(e) — 02) par hypothese

= Zonit2j—1(e +1) par application de I’équation Bd)

4) le neurone d’indice 2n + 1

La démonstration se fera en se basant sur les hypotheses de la proposition. Au
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topt = (a+ 1)k +1i, ’état du neurone 2n + 1 est:

Yont1((e + Dk +1i) = 1(yant1(ek +1i) — 1)

= Yont1(ek +1)

En se basant sur les hypotheses de la Proposition E (en particulier sur le b)), on
déduit le résultat.

Théoreme 2 .

Si

RMC' est un réseau neuronal de McCulloch et Pitts de taille 2nk + 2 dont les
fonctions de transition locales sont données par I'équation (B() et I'état initial
vérifie la contrainte de ’équation @) qui décrit un transitoire de longueur
T(2nk + 2) et un cycle de longueur L(2nk + 2)

Alors,

il existe un réseau neuronal de Caianiello de taille 2n + 2 et de mémoire k qui
simule RMC et qui décrit un transitoire de longueur k x T'(2nk + 2) et un cycle
de longueur k x L(2nk + 2).

Démonstration La preuve est une conséquence de la Proposition E
|

Le Théoreme f| nous permet de retrouver I'un des résultats de Darticle [1:

Corollaire 1 /@] .
Il existe un réseau neuronal de Caianiello constitué de 2n + 2 neurones de taille

mémoire k qui décrit un cycle de longueur k2"*

Démonstration

Du Théorémem et de la Remarque E, on déduit qu’il existe une instance RMC du
réseau neuronal (BJ) de McCulloch et Pitts qui simule la suite V;,z. Par appli-
cation du Théoreme [] & I'instance RMC du réseau neuronal (B() de McCulloch

et Pitts qui simule la suite Vi, on déduit le résultat. B
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Conclusion

L’interdiction de certains codes a été utilisé pour construire treés simplement, a

partir de compteurs dans des systemes arithmétiques redondants ou I'addition

se fait sans propagation de retenue, des réseaux de McCulloch et Pitts qui

génerent des cycles de longueur exponentielle. La contribution est la méthode

de simulation d’une famille d’équations neuronales de McCulloch et Pitts de

taille 2nk + 2 dont les fonctions de transition locales sont régulieres par une

famille de réseaux neuronaux de Caianiello de taille 2n + 2 et de taille mémoire

k. Cette technique vient enrichir la gamme des constructions combinatoires qui

ont déja montré leur puissance dans le passé [, , E, @, @]
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