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Chapitre 1

In tro duction.

Depuis sa decouwerte par von Klitzing en 1980, I'e et Hall quantique constitue un do-
maine d'etude reconru pour sa diversite theorique et experimentale. Cette recherche se situe
au con uent de la physique theorique des fermions fortement correles en dimensionsD = 2 et
D = 1 et de la physique mesoscopique.

Von Klitzing et al. ont decouwert que la conductivite de Hall mesureedans un gaz bidimen-
sionneld'electronssoumisa un fort champ magretique estquanti eeen multiples de e?=h. C'est
I'e et Hall ertier aux caracteristiques particuli eremern remarquables.En e et, la resistancede
Hall ne depend que desconstartes fondamertales e et h et non pas descaracteristiques du sys-
temedanslequelil semanifeste(constarte dielectrique, taille de I'echantillon ), cequi a ouvert la
voie a desexperiencesde metrologie extrémemen precisesDe plus, le courant qui traverseune
barre de Hall est trespeu dissipatif. Cese ets etonnants s'expliquert tresbien par I'existence
de gapsd'energieentre les niveaux de Landau du spectre a un corps du systemeet par le role
du desordre.

A contrario, I'e et Hall fractionnaire decouert par Tsui et Stormer, avec sa conductivite
quanti eeen fractions de e’=h estrapidemert apparu commeun problemea N corps ! beaucoup
plus complexea interpreter et par conequen plus fructueux pour la theorie. L'existence d'un
gap est egalemen essetielle maisil n'est pasde mémenature que dansl'e et Hall entier. Dans
cecas,le gap doit apparatre commeune consequencedel'in teraction de Coulomb entre electrons
degeneres en energie. Au cours des tentativ es de resolution de cette problematique complexe,
Laughlin a produit une theorie tres novatrice en ecrivant ab initio une fonction d'onde a N
corps pour le fondamertal du systeme de fermions fortement correles. Cette theorie explique
les proprietes essetielles de I'e et Hall fractionnaire. Elle fait appardtre I'existence de quasi-
particules de chargesfractionnaires et desgapsd'energieassaies. Il a ete egalememn remarque
gue la diagonalisation exacte de systemesde petite taille fournissait une methode trese cace
pour la comprehensionde systemesmacroscopiques.

A la suite de cestravaux fondateurs, de nouveaux conceptsou desideesjusque-la abstraites
ont trouve un champ d'application accessibleaux experiences.On peut ainsi citer la possibilite
de modi er la statistique desparticules enleur attachant destubesde ux ctifs qui a conduit a
I'existenced'anyonsi.e. de particules de statistique intermediaire entre fermions et bosons.Cette
speci cit e de la dimensionD = 2 est a la basede la theorie de champ moyen de Chern-Simons
qui considere le uide de Hall fractionnaire comme un condensatde Bose-Einstein de bosons
composites. A partir desfermions composites, les etats hierarchiquesde I'e et Hall fractionnaire
apparaissem commedesetats d'e et Hall ertier de cesfermions composites.De nombreusesano-
malies experimentales aux facteurs de remplissagecomme = 5=2 ou = 3=8, et en particulier
a = 1=2 ont pu aussietre comprisespar cestechniques.

!Le systeme est dit a N corps ou en interaction forte lorsque I'energie des interactions n'est pas negligeable
devant I'energie cinetique. C'est le casdans I'e et Hall fractionnaire comme nous le verrons au chapitre 1.
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Dans les theoriespreadertes, le degre de lib erte de spin a ete neglige en supposart que les
electrons sort polarises de spin, ce qui permet d'expliquer les proprietes essetielles de I'e et
Hall fractionnaire. Dans la realite, I'e et Zeemann'est pas tresimportant aux valeurs typiques
du champ magnetique et I'e et du spin est obsene experimentalement. Ce dernier particip e de
la richessedu phenomene et a conduit a la theorie des systemesde bilayers en regime d'e et
Hall fractionnaire qui fait apparatre desexcitations topologiques: les skyrmions.

Dansl'e et Hall ertier, lesbords jouent un rdle fondamertal mais correspondent a desetats
a une particule. Dans le regimefractionnaire, les electronssubissen de fortes interactions. Ces
interactions a l'interieur de I'edhantillon i.e. loin des bords donnert naissancea des etats de
volume qui sont a la basedestheoriespreacdertes. L'e et desinteractions a longue distance
sur le bord peut, dans desedartillons reels,donner lieu a la formation de structures de bandes
qui apparaissem comme une reconstruction du bord par les interactions. Dans les cas ou ces
structures n'apparaissern pas, le bord du uide de Hall au remplissage = 1=m (m ertier
impair), est un systeme de fermions en interaction en dimensionD = 1. L'eet du champ
magnetique conduit les excitations a sepropagerdansun sensunique le long du bord : ellessont
decrites par la theorie de Tomonaga-Luttinger chirale. La chiralit e supprime toute possibilite
deretro-di usion et lesexcitations sort coherertes sur deslongueursmacroscopiquesLesbords
d'un uide deHall constituent ainsi un exempleunique de systemede fermions unidimensionnels
guasi-ideaux en interaction forte.

Les proprietestresspeci ques du bord ont provoque un grand nombre d'etudes experimen-
tales dans les barres de Hall ou le uide de Hall est emprisonne dans un ecantillon de forme
rectangulaire. Les deux extremites de la barre sort generalemernt conneckeesa desresenoirs
electroniqueset les electrons derivent les long des deux bords longitudinaux, en sensopposes,
formant deux liquides de Luttinger chiraux. Lesexperiencesde transport par e et tunnel consti-
tuent une maniere interessate de tester la nature desbords du uide de Hall et de verier la
validit e de la theorie de Luttinger chirale. Au-dela de la simple barre de Hall, la geonetrie du
point de contact quantique, ou lesdeux bords sort rapprochesl'un del'autre enun point unique,
s'estreveleetr esfructueuse pour I'etude du transport sur lesbords. Elle a permis en particulier
I'etude de I'e et tunnel localise en un point entre les deux bords, validant la theorie desliquides
de Luttinger chiraux pour la description desbords aux remplissages = 1=m.

Ces dernieres annees, les progres des techniques de realisation d'ecantillons ont favorise
la creation de structures beaucoupplus exotiques dans lesquellesdeux bords sort tres proches
(separesde 100A sur desdistancesmacroscopiqueg 100 m). La presenced'une barrierede
potentiel treslongueet ne separart deux uides de Hall distincts estla maniere la plus simple
derealisercesjonctions quarntiques etendues.Mais, desgeonetries plus elaboreespermettent que
le facteur de remplissagede chacun desdeux uides de Hall, et que la chiralite desbords, soit
choisi independammeri ! Dans cesjonctions quarntiques etendues,lesinteractions ertre lesbords
desdeux uides distincts sort bien plus importantes que dans la geonetrie du point de contact
guartique. L'e et tunnel estsusceptiblede seproduire tout le long de la jonction, et I'interaction
de Coulomb entre les deux bords ne peut pasetre negligee. Cesstructures apparaisseh comme
tresrichesde phenomenesnouveaux tant du point de vue experimental que theorique.

Au cours de cette these,nous avons etudie certains aspects de cesjonctions quantique eten-
duesenregimed'e et Hall fractionnaire. Dans une premiere partie, je resumerailes principaux
points theoriquesdesetats de bord de I'e et Hall quarntique fractionnaire. J'exposeraiavec soin
la theorie desliquides de Luttinger chiraux, qui estl'outil theoriquecertral de cestravaux.

Puis, je detaillerai, dansune secondepartie, |'etude du transport tunnel atraversunejonction
guantique etendue de longueur nie, separart deux uides de Hall a remplissage = 1=m
identiques, lorsque lesinteractions coulombiennesa longue distance sort presenes. Je realiserai
un calcul perturbatif du courant et du bruit tunnel a temperature nie, base sur la theorie des
liquides de Luttinger chiraux et de la bosonisation.J'obtiendrai la valeur du courant tunnel et du
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bruit enfonction dela di erencede potentiel appliqueeentre lesbords, du facteur de remplissage,
de le longueur de la barriere et de la temperature. Je discuterai lesdi ererts regimesde courant

en fonction des quatre parametres precederts, et mettrai en evidence,outre les non-linearites
typiquesdu transport danslesliquides de Luttinger, dese ets de seuil et desoscillations liesau

caractere etendu de la jonction.

La troisiemepartie seraconsaceea |' etude desproprietesde transport tunnel d'une jonction
guantique etenduedansune geometrie en coin. Cette geometrie ou deux plans electroniquesson
a 90 l'un de l'autre conduit a la formation d'une jonction quantique etendue entre canaux de
bords de deux uides de Hall de remplissageset de chiralit es independarts. Je discuterai en
premier lieu la relation de dispersiona une particule de cesystemesuivant les chiralit esrelatives
desdeux bords. La relation de dispersion conduit a I'apparition d'un parametre supplemertaire
('i'ncommensurabilite du systeme) par rapport a la jonction quantique etendue precedemmetn
etudiee.Dans le cascortre-propageart, je calculeraila conductancedi erertielle tunnel en I'ab-
senced'interaction et a remplissageentier. Je mettrai en evidence deux regimesdistincts de
transport. En presenced'interactions coulombiennes, la methode de bosonisation montre que
le systeme est decrit par un Hamiltonien de sine-Gordonavec un terme d'incommensurabilite.
Il apparat une transition de phase de type commensurable-incommensurablesn fonction de
la force desinteractions et du parametre d'incommensurabilite. Dans le cas inedit de canaux
co-propageal, je montrerai par bosonisation que le systeme est decrit par un Hamiltonien de
sine-Gordonchiral. Je calculerai perturbativemert le courant tunnel entre lesbords en fonction
desfacteurs de remplissagedistincts des deux bords, de l'interaction de Coulomb a travers la
jonction et de la longueur de la barriere. Je mettrai en evidencedi ererts regimesen fonction
desparametres preaderts.

Dans la derniere partie, | etudierai la jonction quantique etenduedu chapitre 11 dans un
regime d'interaction ou l'intensite de l'interaction de Coulomb a travers la jonction est plus
importante qu'a l'interieur de chaque uide de Hall en l'absenced'e et tunnel. Cette situation
correspond simplemert au casou la constarte dielectrique de la jonction est plus faible que celle
des gaz d'electrons qui constituent les deux uides de Hall. J'appliquerai la theorie 2+ 1 du
champ moyen de Chern-Simonspour determiner le prol de densite electronique des bords en
fonction de la force desinteractions et de I'excesde charge au bord. Je resoudrainumeriquemert
le systeme d'equations aux derivees partielles de Chern-Simons. Je calculerai ensuite par la
methode RPA, les excitations elemertaires des bords. Je mettrai en evidenceune brisure de
symetrie en fonction de l'intensite de l'in teraction a traversla jonction. Lorsque I'in teraction est
su samment forte, les deux bords sort reconstruits de maniere dissymetrique par rapport a la
barriere.
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Chapitre 2

Pr esentation de l'eet Hall
guantique

L'e et Hall reposesur la dynamique d'electronsbidimensionnelsdansun champ magnretique.
Dans ce chapitre, nousresumonsquelquesproprietescertrales de ceselectronset de I'e et Hall
qguantique. Nous preserions en premier lieu les systemesd'electrons bidimensionnels puis le
mouvemert cyclotron. Des resultats experimentaux historiques font ensuite appardtre I'e et
Hall ertier dont nous detaillerons les proprietes remarquables.Cet e et ne se comprend que
par le traitement quantique du mouvemert electronigue et nous insisterons sur les proprietes
de transport des bords du systeme electronique. L'e et Hall fractionnaire se manifeste dans
des experiencesplus pousseeset apparadt commeun eet a N corps dont nous enumererons
guelquescaracteristiques. Nous detaillerons en n la theorie desliquides de Tomonaga-Luttinger
chiraux qui decrit la dynamique au bord du systeme electronique dans les conditions de I'e et
Hall fractionnaire. Cette theorie esten e et certrale pour lestravaux que nous exposeronsaux
chapitres suivants.

2.1 Realisation du gaz bidimensionnel d'electrons

Les progresrecerts dans le domaine des conducteurs mesoscopiqueseposert largemen sur
la possibilite de realisation experimentale de systemeselectroniquescon n esa l'in terface de deux
semi-conducteurs Cessystemeselectroniquesbidimensionnelssort les celebresgaz bidimension-
nels d'electrons (2-DEG).

2.1.1 Interét des gaz bidimensionnels

Dans un semi-conducteur massif tridimensionnel non dope, la conceriration en porteurs
libres est tres faible (de l'ordre de ne = 10'"=cm?3). Ce nombre d'electrons libres peut &tre
augmerte en introduisant des dopants au cours de la croissancedu materiau, c'est a dire des
impuretes (par exemple, le silicium (Si) dans I'Arseniure de Gallium (GaAs)). Cesimpuretes
vont en e et s'ioniser, liberant ainsi un electron dans le cas de donneurs (dopage n), ou, au
contraire, en liberant un trou pour les accepteurs(dopagep). Cette augmertation du nombre
de porteurs libres contribue a augmerter la conductivit e du materiau. Toutefois, la conductivite
meéme a bassetemperature est limit ee par la di usion des porteurs libres par cesimpuretes
ionisees.Le nombre croissan de dopants augmerte mecaniquemei le nombre de porteurs mais
tout autant celui de certres di useurs. La solution desheterojonctions a modulation de dopage
[1] consistea separer spatialemert les porteurs libres desimpuretesionisees,ce qui permet de
reduire enormemert la di usion [2, 3]. Lors d'un processudli usif, le tempsde relaxation d0 aux
defautset aux impuretesest mesure par la mobilit e. En presenced’'un champ electrique exterieur

15



applique, les electronsacquierert en regime stationnaire, une vitessede derive dans la direction
du champ applique. La mobilit e est de nie comme le rapport entre cette vitesse et le champ
electrique. Separer les porteurs libres desimpuretes permet donc d'accrdtre la mobilite. C'est
sur ce princip e que sort constituesles gaz bidimensionnelsd'electronsa partir d'heterojonctions
a modulation de dopageque nous allons maintenant decrire.

2.1.2 Rapp el sur les semi-conducteurs

On peut realiser des systemeselectroniquesbidimensionnelsde grande qualite en utilisant
du Gallium et de I'Arsenic (Ga trivalent et As perntavalent), ainsi que de l'aluminium (Al,
trivalernt). L'Arseniure de Gallium (GaAs) fait partie descomposesdits "l11-V". Il esttetravalent
en moyenne et cubique (comme le sulfure de zinc (ZnS)) ; chaque atome de Ga est entoure de
quatre voisins d'As. Dans un cristal parfait, la bande de valence est completemert remplie
d'electronset la bande de conduction est completemert vide (cf Fig. 2.1). Le potentiel chimique
de ce cristal setrouve entre la bande de valenceet de conduction. Le gap d'energieentre ces
bandesest 1:42 eV pour GaAs a 300K et 1:52 eV a 2K. Cesgapsd'energiesort beaucoupplus
grands quel'energiethermique kg T a temperature ambiante (25 meV a 300K) et cescristaux se
comportent commedesisolants. Le compose Al,Ga; xAs, obtenu enremplacant certains atomes
de Ga par desatomesde Al, possdela m&émestructure cristalline, maisil posedeun gap encore
plus grand (cf Fig. 2.1). Le gap d'energiepour la proportion de Al usuellex = 0:33 est 1:85 eV
a 300K et 1:97 eV a 2K.

Cescomposes acquierert le statut de semi-conducteursune fois dopes par des donneursou
desaccepteurs.Consideronsd'abord un donneur unique comme un atome de Si. Il va s'ioniser
et liberer un electron dans le cristal parfait. Cet electron va donc occuper un etat de la bande
de conduction, et il peut se deplacer dans le cristal. Cependart I'atome donneur, prive d'un
de seselectrons, est charge positivemert. L'electron libre est capture par l'ion donneur quand
la temperature est susamment basse.lls forment un etat lie dont I'energie peut &tre calculee
comme |'energiede liaison de I'electron dans I'atome d'hydrogene, avec une massee ectiv e et
une constarte dielectrique relativesa I'electron dans la bande de conduction. L'etat lie de plus
basseenergie se trouve donc sousla bande de conduction, a Eq  20meV de cette bande. A
temperature ambiante, le donneur est donc completemert ionise.

E

AlGaAs GaAs

Fig. 2.1{ Niveaux d'energie de I'heterojonction GaAs/Al xGa; xAs sansdonneur. Eg est le
potentiel chimique.
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2.1.3 Croissance des heterostructures

La maniere la plus commune de realiser ces cristaux est la technique dite d'epitaxie par
jet moleculaire (MBE pour molecular-beam epitaxy). Le princip e de cette technique consistea
envoyer desatomesou des moleculessur un substrat monocristallin chau e a une temperature
adequate(600 C pour GaAs). Les ux atomiqueset moleculairessort obtenusa partir de cellules
d'evaporation contenant les materiaux trespurs. La realisation de structures de qualite repose
sur la faible di erencede parametres de maille ertre les cristaux, ce qui est la cas pour GaAs
et AlyGa; xAs. La croissancedu cristal estrealisse couthe atomique par couche atomique. On
fait d'abord cratre le GaAs sur un substrat de m&me nature. A un certain point du processus
de croissance,il est possiblede modi er la composition de sorte que que I'on passede GaAs
a Al,Ga; xAs. Ce type de structure est appelee une heterojonction. On peut represener le
diagramme de bandesde cette heterojonction sansdonneur quand lesdeux cristaux sort parfaits
(cf. Fig. 2.1).

2.1.4 Heterojonction GaAs/AlGaAs

Ce type de structure ne deviernt interessah qu'a partir du momert ou le Al,Ga; xAs est
dope avec les donneurs Si. A temperature nulle, I'energiede Fermi dans Al yGa; xAs setrouve
juste au-dessusdes etats lies des donneurs, qui se trouven eux-meémesau-dessusde la bande
de conduction de GaAs. Il seproduit donc un transfert naturel deselectronsliesaux donneurs
de Al,Ga; xAs vers les niveaux vides de la bande de conduction de GaAs. Ce transfert de
chargesproduit une polarisation electrique a traversla jonction : GaAs est charge negativemert
alors que AlGa; xAs est charge positivemert. Le champ electrique assie a cette polarisation
courbe les niveaux d'energie (cf Fig. 2.2) de la bande de conduction et de valence des deux
cristaux. Cette modi cation de la structure energetique conduit a I'equilibre des populations
electroniquesde part et d'autre de la jonction. La structure de bande obtenue est represernee
a la Fig. (2.2). On constate que la courbure des niveaux d'energieconduit a ce que le bas de

E

AlGaAs GaAs

O-® @Q_O_ - 4

Fig. 2.2{ Niveaux d'energiede I'h etergjonction GaAs/Al yGa; xAs avec donneurs.La polari-
sation induite courbe les niveaux et cree la coude d'inversion dans le GaAs ou sort piegesles
electronstransferes.La bande de conduction de GaAs passeen e et sousle niveaude Fermi E¢
et creeun puit de potentiel triangulaire.

la bande de conduction de GaAs passesousle niveau de Fermi. Les electrons peuplarnt cette
partie de la bande de conduction du GaAs senommert les electronsde la couche "d'inversion”.
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On peut montrer que le champ electrique a travers la coudthe d'inversion est constart et donc
qgue le potentiel electrique assaie est lineaire, alors qu'il est extrémemen eleve du cote du
Al,Ga; xAs. Cette caracteristique conduit a un potentiel de con nement triangulaire pour les
electronsde la coudhe d'inversion.On note z la direction de croissancedescristaux, xy estle plan
perpendiculaire a z. Le calcul desfonctions d'onde propres de ce puit de potentiel triangulaire
montre que desetats liesseformert le long dela direction z alors que le mouvemert deselectrons
estlibre dansle plan xy. Dans cetype de structure, la di erenced'energieentre lesniveaux des
etats lies,due au con nement suivant I'axe z, estsu samment eleveepour quetous leselectrons
occupent seulemen le niveaule plus bas. Ainsi le mouvemert deselectronsle long de la direction
z estcompletemert gek et leselectronsne sedeplacen librement quedansle plan xy. L' epaisseur
de cette coude electronique, le long de la direction z est typiquemert de I'ordre de 100A pour
desediantillons dont la taille danslesdirections x ety estde I'ordre du m. On a ainsi realie
un gaz bidimensionnel d'electrons. On peut ainsi resumer le principe des heterostructures a
modulation de dopage: on fait crotre successiemert un materiau a grand gap dope de typen,
et un materiau de gap plus faible non dope; il secreedonc a l'interface de cesdeux materiaux
un puit de potentiel qui piegeles electronsliberespar les dopants localises dans le materiau de
grand gap. Le type de dopage,ainsi que les typesde cristaux utilis esconduisart a la formation
du gazbidimensionnelsort multiples mais le princip e general est celui decrit ci-dessus.On peut
egalemen fabriquer des heterojonctions de materiaux 11-VlI (CdTe/HgCdTe) ou encorelV-IV
(Si/Ge). Notons en n qu'historiquemernt, ce sort lestransistors a e et de champ de type MOS
dans le silicium (Si MOSFET) qui permirent la realisation des premiers gaz bidimensionnels
d'electrons.

2.1.5 Propri etes du gaz bidimensionnel obtenu

Dans les hetergjonctions GaAs/AlGaAs que nous etudions, les electrons bidimensionnels
apparaissem du cote du GaAs, et les donneurs charges positivemert sort localises de l'autre
cote de la jonction. On a reussia separerspatialemert lesporteurs libres desimpuretesionisees.
L'e et du potentiel aleatoire desimpuretessur leselectronsesttr esfaible, et on peut ainsirealiser
desediantillons avecune tresgrande mobilit e. Dans un semi-conducteurmassiftridimensionnel
dope de concertration en porteurs de 10'’/cm3, la mobilite est de l'ordre de 10*cm?/Vs. En
revanche, dans un gaz bidimensionnel d'electrons de conceriration en porteur de 10*2/cm? sur
une epaisseurde 100A (ce qui correspond a une densite tridimensionnelle de 10%¥/cm?3), la
mobilit e est de 10°cm?/Vs et peut &tre porteea 10’cm?/Vs. Notons que la densite electronique
est x ee automatiquemert au momert de la croissancedes cristaux. On peut neanmoins la
modi er en posart une electrode metallique (une grille) pres de l'interface. Cela permet de
creerun champ electrique perpendiculaire a la jonction. En faisant varier le potentiel electrique
applique a cette grille, il est possibled'ajuster la densite electronique ne dans des proportions
allant de2 10/cm?ou2 10%/cm? (densitetypique de gazbidimensionnelsde GaAs/AlGaAs)
a desdensitesbeaucoupplus faibles (10*/cm2).

Dans de telles structures la distance moyenneentre electronsvoisinsestde l'ordre de 10 nm.
Le nombre d'onde de Fermi est donc de 0:1 nm . Cette valeur est negligeabledevant la taille
de la zonede Brillouin ( 10nm 1) et les electronsoccupert le bas de la bande de conduction.
La longueur d'onde deselectronsest beaucoupplus grande que la constarte de reseaudu semi-
conducteur. Ainsi, le potentiel periodique du cristal est moyenne et ne joue pas de rdle sur la
determination des fonctions propres du systeme. Son e et est completemert pris en compte
dans une renormalisation de la massedes electrons. L'in uence du potentiel sur la dynamique
des electrons est en e et cortenue dans une massee ective m, des electrons (m, = 0:067m
dansle GaAs). En negligearn l'e et du reseaucristallin, lesgaz bidimensionnelssort consideres
comme isotropes dans le plan xy. Dans I'etude de I'e et Hall, les electrons sort considerons
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comme polarises de spin et il est souvert justi e de negligerl'indice de spin dans le traitement
de cetype de phenomene; c'est la cornvention que nous adopteronsdans la suite. On peut donc
consicererle 2-DEG souschamp magnetique commeun systemeisotrope ou deselectrons,dont le
degredeliberte de spin estgele, sedeplacen dansun plan, sort soumisuniquemert a un potentiel
aleatoire d0 aux impureteset serepoussen mutuellement par l'interaction coulonmbienne.

Commercons maintenant la description de I'e et Hall quantique par l'introduction d'un
champ magretique applique perpendiculairemen au gaz bidimensionnel d'electrons

2.2 Mouv ement classique de I'electron

2.2.1 Electron dans un champ magn etique.

Consideronsun gaz bidimensionnel d'electronssitue dansle plan xy. Un champ magnetique
est applique suivant I'axe z. Les coordonneessuivant I'axe z de la position r de I'electron et de
savitessev somnt nulles. Les coordonneesdu champs magnetique sort B = (0;0;B). On note, a
partir d'ici, m la massee ective de I'electron et ge = e sacharge, avece > 0. L'electron est
soumisa la force de Lorentz et son equation du mouvemert estdonc:

o2
mWr = gv B (2.1)
Cette equation decouledu Lagrangien
L = %mvz + QeVA (2.2)

avec A le potentiel-vecteur correspondant au champ magretique B . En e et, les equations
d'Euler-Lagrange pour la composarte x conduisern a

MX = QeVyB (2.3)

En procedant de m&mepour la composarte y, on retrouve bien (2.2). On deduit de ceL Lagrangien
le momert canoniquep et I'Hamiltonien H :
Q

= — =mv+ gA 2.4

P=a Ge (2.4)
et 1

H= — A)? 2.5

(P GA) (25)

A partir de (2.1), il estrelativemert facile de determiner les solutions desequations du mouve-
ment. En formant, par exemple,la quantite z = x + iy (a ne pas confondre avec la coordonnee
Z qui ne joue ici aucun rple), le systemed'equations(2.1) sereecrit

igeB

z= on Z (2.6)

La solution analytique desequationsdu mouvemern s'obtient par integration directe :

z = A
(2.7)

z = oEt D+

La relation r A = B est satisfaite si on seplace en particulier dans la jauge de Landau A = (0; Bx; 0).
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avec zo la vitesse initiale, zo la position initiale et la pulsation cyclotron? ! ¢ = jgjB=m. Le
mouvemert classiquesuit des or(li)ites cyclotrons, dont la trajectoire est un cercle de certre
R = (X;Y;0) etderayonro= m x3+ y3=jgjB. Cesdeux parametres sort determinespar les
conditions initiales. On peut ainsi exprimer la position et la vitessede I'electron comme:

r = R+ ro(cod! ct);sin(! ct);0)
(2.8)
v = rolc( sin(! ct);cod! ct);0)
Dans les coordonnees( ; ;0) relativesau certre de I'orbite cyclotron, la solution deviert :
r=X+ ;Y+ ;0
(2.9)

v="I! ; ;0

On peut egalemen determiner lescoordonneesdu momert canonique,en choisissarn l'expression
du potentiel-vecteur dansla jauge symetrique A = ( By=2;Bx=2;0) :

p= %qu( Y+ ;X ;0) (2.10)

L' energiecinetique estdonne€® par E; = %m! 2r2. On peut en n utiliser lescoordonneespolaires
pour determiner la composarte suivant la direction z du momert angulaire L :

.1
=22t pi=JaB® 1) (2.11)

Q-

Nous avons ainsi completemert determine la dynamique d'un electron classiquebidimensionnel
dans un champ magnetique perpendiculaire au 2-DEG.

2.2.2 Electron dans un champ magnetique et electrique.

Nous rajoutons un champ electrique constart et uniforme E dansla direction x, ce qui peut
correspondre, comme nous le verrons plus bas, a un potentiel de con nement lineaire d0 aux
bords de I'echantillon suivant la direction y. Les coordonneesdu champ electrique sort donc
E = (E;0;0). L'electron est maintenant soumisa la force de Lorentz suivante :

2

m%r =g(E+v B) (2.12)

Le traitement similaire a celui que I'on vient de realiser conduit a I'expression suivante de la

vitesse:
v =( ro!csin(! ¢t);ro! ccoq! ¢t) + vg;0) (2.13)

avecvp = E=B quel'on appelle la vitessede derive. On constate que le mouvemert resulte de
la superposition du mouvemert cyclotron decrit precdemmen et d'un mouvemert de derive a
la vitesseconstarte v = E  B=B? perpendiculaire a la fois au champ magretique et au champ
electrique.Cette derivealieu le long desbords del'echantillon. En e et, enl'absenced'impuret es,
le potentiel electrostatique que subit I'electron estuniforme au certre de I'echantillon et s'incurve
tresfortement pour produire les parois de con nement que constituent lesbords. Cette variation
spatiale du potentiel U(x;y) estlieea un champ electriqueE = r (U) perpendiculaire au bord
rectiligne concerre. Dans notre traitement, ce champs electrique d0 au bord est dirige suivant
la direction x, produisant un mouvemert de derive suivant la direction y i.e. le long du bord.
On peut obsener les orbites cyclotron et les etats de bord classiquesrespectivemert au certre
et sur le bord de la barre de Hall de longueurL et de largeur W a la Fig. (2.3).

2Dans notre traitement ge < 0, la valeur absolue et le signe sort justi es.
%En utilisant 2+ 2= r3.
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Fig. 2.3 { Description classiquede la barre de Hall : (1) la barre de Hall de longueur L et
de largeur W. On obsene les orbites cyclotrons des electrons au certre de I'edhantillon. Ces
electrons ne se propagert pas. Les bords sort de nis par un potentiel electrostatique U(x)
auquel est assaie le champ E qui conduit les electronsa deriver perpendiculairemert a E et a
B. Leselectronsau bord de I'echantillon sepropagen. (2) prol de potentiel U(x) desbords de
I'echantillon.

2.2.3 Tenseur de conductivit e.

Le champ electrique precedert provient donc du potentiel de con nement auquel est soumis
le gazbidimensionnelaux bords de |'echantillon et il estimpose par I'electrostatique du systeme.
En revanche, un champ electrique supplemertaire ajustable est systematiquemert preser dans
les experiencesde transport. Consideronsdonc un champ electrique exterieur applique suivant
la direction y. On peut ecrire la relation entre ce champ electrique et le courant, en introduisant
la densite de courarnt i et le tenseur de conductivite

i= E (2.14)
Lesrelations entre composartes s'ecrivern :
ix = xwx Ex + xyEy
(2.15)
ly = yBx*+ ywEy
Compte tenu de l'isotropie du systeme, nous obtenons les simpli cations  xx = yy et y, =

yx- La premiere quartit e est la conductivite longitudinale, la secondeest la conductivite de
Hall. Lesrelations (2.15) entre la densite de courant et le champ electrique peuvent egalemem
s'exprimer via le tenseur de resistivite, i.e. I'in versedu tenseur de conductivite :

Ex = wlx ¥ xyly
(2.16)
Ey =  yxixt yyly
avec la resistivite longitudinale
_ _ XX
x =y T T2 (2.17)
XX Xy
et la resistivite de Hall
_ - Xy
xy = yx = 7 4 2 (2.18)
XX Xy

On peut calculer analytiquemert le tenseur de conductivite d'un tel systeme en 'absencede
di usion par desimpuretes.La densite de courant est donneepar :

i = neGeV = (0; neGE=B;0) (2.19)
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A partir de (2.14) on deduit les composartes yx = yy = 0, » = yx = NeGe=B. La
resistancede Hall s'en deduit immediatemen en prenarnt I'in versede la matrice de conductivite

wx = yy=0, xy = yx = B=neCe. Laresistivite longitudinale estdoncnulle, et la resistivite
de Hall varie lineairemen avecle champ magnetique applique et l'in versede la densite.

2.2.4 Mo dele de Drude.

Dans un echantillon reel, le 2-DEG cortient desimpureteset les porteurs sort soumisa des
processusde di usion elastiqueset inelastiques.A champ magnretique de faible intensite, et en
regime stationnaire, le taux auquel les electronsrecoivent un momert cinetique via le champ
exterieur, est exactemen egalau taux auquelils perdert du momert cinetique par di usion par
lesimpuretes.

d d
i = ® (2.20)
dt dif f usion dt champ
En faisant intervenir le temps de relaxation d0 aux impuretes , les equations du mouvemert
deselectronsen regime permanert deviennert

™ - gE+v B] (2.21)

Ce systemed'equationset I'expressioni = negVv conduiser a I'expressionde Ex en fonction de
ix etiy.

Ex = m=ne GZix + B=neGeiy (2.22)
Le tenseur de resistivite est alors
xx = vy = m:nqu
(2.23)
xy = yx = B=neGe

Cesdeux dernieresequations fournissert les resistivitesde Drude. Ce modele simple mais plus
realiste que le precedert predit donc que la resistivite longitudinale est constarte alors que la
resistivite de Hall croit lineairemen avecle champ magnretique.

2.2.5 Mesures de conductivit e.

Cesquantit esjouent un rdle fondamertal dansla decouerte et I'etude de I'e et Hall quan-
tique. Elles sont mesureespar le dispositif represernie a la Fig. (2.4). Le courart | traverse
un edhantillon rectangulaire et on mesureles di erencesde potentiel appliqueesV, = Vag et
Vh = Vac par leselectrodes'. Notons que dans cette situation le champ electrique exterieur est
applique suivant lesdirection x et y, contrairement au traitement preceden. Si on supposeque
le courart est uniforme dansla direction x, iy = =W etiy = 0, ou W estla largeur de |'echan-
tillon. Les composartes du champ electrique sort donneespar Ey = Vag =L et Ex = Vac=W.
L estla distance entre leselectrodesA et B. A partir dela, il estclair que yy = Vag W=IL et

xy = Vac=l = Ry. Remarquonsque la resistivite de Hall estidentique a la resistancede Hall
Vac =I et qu'elle estindependarte desdimensionsde |'echantillon. On peut maintenant mesurer
le tenseur de conductivite d'un tel systeme en I'absencede di usion par desimpuretes. Dans
la pratique, cesrelations sort egalemen utiliseespour caracteriser la densite de porteur ne de
I'echantillon considere en mesurart la resistancede Hall a champ magnetique donne.

‘GVas = B A etGgVac = ¢ A
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Fig. 2.4{ Barre de Hall et electrodes pour mesurerle tenseur de resistivite.

2.3 Eet Hall quantique entier

2.3.1 Mise en evidence experimen tale

D'apresla theorie de Drude qui senble realiste au niveau classique,les resistivites longitu-
dinale et de Hall sort donneesrespectivemert par yx = yy = mzneog v oxy = yx = B=nNeCe
dans un champ magnretique faible. La resistivite de Hall decrdt donc de maniere inversemem
proportionnelle a la densite electronique, et elle ne depend pas du temps de relaxation lie aux
impuretes. Experimentalemert, a champs magnetique faible, la resistivite diagonale est e ec-
tivemert approximativemert constarte et la resistivite de Hall augmerte lineairemen avec le
champ. Le comportemert reel en regime de champ magnetique fort est toutefois bien di erer.
Nous voyons a la Fig. (2.5), lesresultats de I'experiencede Wakabayashi et al. en 1978[4]. lls
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Fig. 2.5{ Conductivit es longitudinale et de Hall en fonction de la tension de grille, donc de
la densite electronique. Il apparat des regionsou la conductivite longitudinale ,x est tres
fortement reduite, simultanemert la conductivite de Hall 4, s'approche de nejgej=B.

ont mesuresles conductivite 4 et y, dansun edantillon de Si-MOS. Cesresultats montrent
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qu'il existedesregionsou la conductivit e diagonaledeviert tr esfaible ; alors que simultanemen,
la conductivite de Hall serapproche de ngjgej=B, c'est a dire I'inversede , dansla theorie de
Drude.

Par ailleurs, von Klitzing et al ont realise desmesurestr esprecisesdu tenseur de resistivite
dansun edantillon de Si-MOS en 1980[5]. lls ont obtenu lesresultats desFig. (2.6), (2.7). Ici, le
champ magnretique est maintenu constart alors que la densite electroniquevarie par application
d'un potentiel electrostatique via une grille posee sur I'echantillon. Ills mettent en evidence
deux caracteristiques majeures.D'une part, la resistivite longitudinale oscille fortement avecdes
minima quasi-nuls (cf. Fig. 2.6) alors que des plateaux apparaissen dans la resistivite de Hall
qui reste alors constarte quand la densite varie (cf. Fig. 2.7). Cesregionsde plateaux concident

1

S 400
&

230 235 240 245
Vg IV

Fig. 2.6 { Resistivite longitudinale ,yx en fonction du potentiel de grille, et donc de la densite
electronique. On obsene l'oscillation de la resistivite jusqu'a lI'annulation.

avec l'annulation de la resistivite longitudinale. Les oscillations de la resistivite longitudinale
sont desoscillations de Shubnikov-deHaas.D'autre part, la valeur de la resistivite de Hall dans
la region des plateaux est exactemen donnee par h=€? divise par un ertier (cf. Fig. 2.7). Cela
signi e quela conductivitedeHall , estquanti eenmultiple decequel'on appellele quantum
de conductancee?=h. Cet e et est, a cetitre, quali e d'e et Hall quantique erntier (EHQE).
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Fig. 2.7 { Resistivite de Hall ,y en fonction du potentiel de grille, et donc de la densite
electronique.On obsene la formation d'un plateau aux valeursde tension de grille correspondart
a l'annulation de 4. La valeur de la resistivite de Hall a ce plateau est y h=4e? (h=¢* =
25812).

Il est important de souligner que la decouerte de la quanti cation de la conductivite de
Hall a ouvert la voie a des mesuresextrémemer precisesde la valeur de la constarte physique
e’=h. La valeur obtenue a partir desplateaux decou\erts par von Klitzing concide avecla valeur
de €?=h, obtenue de maniere independarte avec une precisionde cing chires signi catifs. Les

24



raisonsqui expliquert une telle particularit e tiennent a la bidimensionnalite du systeme.Comme
on l'a vu precedemmer, danscetype de systeme ,, = Ry ; pour obtenir la resistivite de Hall,
il sut de mesurerpreciemert la di erencede potentiel applique et le courant mais pas les
dimensionsde I'echantillon, comme c'est souwvert la casdans les experiencesde metrologie. De
plus, comme ,x et yxx S'annulent au niveaudesplateaux, il n'est pas necessairele positionner
leselectrodes A et C perpendiculairemert au courant. Sanscesdeux caracteristiquesla mesure
precisede I'e et Hall serait presqueimpossible.ll a vite ete montre que cescaracteristiques se
retrouvaient dansd'autres systemeset en particulier danslesheterojonctions de GaAs/AlGaAs.
Dans la plupart desexperiencesrealiseesa partir de cesheterojonctions, la densite electronique
est maintenue constarte et les grandeurs 4, et ,y sort mesuresdans un champ magnetique
variable. Les plateaux se forment presque exclusivemert dans la region de fort champ ce qui
donne descourbesexperimentales commemontr eesa la Fig. (2.8). On voit sur cesresultats que

xy presene un pro| enmarched'escalier.On constatequela conductivit e de Hall atemperature
tr esfaible estquanti eeen multiple de e?=h, et la resistivite diagonales'annule dansla zonedes
plateaux. En realisant desmesuresbeaucoupplus precises)es caracteristiques suivantes ont ete
misesen evidence.Lesdi erencesde valeur entre di ererts echantillons, entre di erernt typesde
substrat (Si MOSFET ou heterojonctions a basede GaAs), et lesdi erencesertre les plateaux
sort inferieuresa 10 10 de la valeur quanti eedes plateaux.

ke i=2

Fig. 2.8{ La resistivite de Hall varie par plateaux avecle champ magnretique, elle estquanti ee
en h=ie? aveci ertier. La resistivite longitudinale est a peu presconstarte a champ faible, elle
oscille fortement a fort champ (SdH), sesminima sort quasi-ruls et coincidert avecles plateaux
de la resistancede Hall.

2.3.2 Specicit e de l'eet Hall

Par ailleurs, on peut comparerla valeur absoluede la resistivite de Hall avec une resistance
etalon. Un certain nombre de laboratoires consenernt ene et cesresistancesetalon . La methode
la plus able pour calibrer une resistanceest la methode dite de "cross-capacitor’ La capacite
d'un condensateurpeut &tre determineepar la mesurede sesdimensionsgeomnetriques. L'imp e-
danceenregimealternatif (AC) d'un condensateuresthomogenea une resistance,on peut donc
l'utiliser pour calibrer le quantum de resistance Cette methode ne permet la calibration qu'aune
precisionrelative de 10 8. Par consquen, on ne peut pas determiner la valeur de e?=h par e et
Hall avec une precisionsuperieure a cette valeur. La valeur Rk = Rk 9o = 25812807 ' h=€
est la valeur o cielle de la resistancequanti eede Hall, pronee par I"International Metrology
Commitee" en 1988 et determinee par la methode capacitive preaederte. Sur la Fig. (2.9), on
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Fig. 2.9{ Di erencesde mesuresde la resistivite de Hall par rapport a Rk g9 = 25812807
et normaliseepar Rk oo

peut voir les ecarts a cette valeur, mesurespar e et Hall [6]. Rk (NPL) estla valeur obtenue
par "National Physical Laboratory " en Grande-Bretagne,Rx (NI ST) estla valeur obtenue par
le "National Institute of Standards and Tecnology et Rk (NM L) est la valeur obtenue par le
"National Measuremen Laboratory" en Australie. On y voit egalemen la valeurs de h=€? de-
duite de la constarte de structure ne = e?=ch, (ae). Ce graphique montre clairemert les
limites dans la determination de h=€? par e et Hall. Ainsi, actuellemert on consicere la valeur
Rk = Rk 9o commeetant le quantum h=€?.

2.4 Mouv ement quantique de I'electron

Les resultats experimentaux concernan la conductance de Hall indiquent clairemernt que
le traitement classiquedu mouvemert de |'electron est insu san t pour decrire la richessedu
phenomene.ll est necessairede proceder a la resolution quantique du probleme.

2.4.1 Hamiltonien quantique et relations de comm utation.

Nous commerconspar traiter la situation ou aucunchamp electrique exterieur n'est applique.
Le systemeest alors isotrope. Cette situation correspond au systemed'electronsdansle 2-DEG
loin desparois de con nement de I'echantillon qui bordert le gaz.Leselectronssort alors dansle
volume par opposition au bord. L'Hamiltonien quantique a une particule H est obtenu a partir
de celui de la mecaniqueclassique(2.4) :

1
H=——(p &A1) (2.24)

Ici, r estl'operateur de position et p estl'operateur de momert canonique.lls verient lesre-
lations de commutations canoniques[p ;r ] = ih . avec; = x;y;z. C'estla presencede
l'operateur vecteur-potentiel A (r) qui empedie le momernt canoniqguede commuter avecl'Hamil-
tonien °. Comme dans le casclassique,'operateur momert canoniquep n'est pas proportionnel
a l'operateur vitessev. D'apres| equation de Heiserberg

v = (i=h)[H;r]= (I=m)(p  QA) (2.25)
®Dans la jauge symetrique A = ( By=2;Bx=2;0) on obtient [px;Ay] = B=2[px;x] et [py;Ax] = B=2[py;Vy].
Les relations de commutation sort alors[p ;A ]= ihB=2 .
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Introduisonsa presen 'operateur momert dynamique! =mv=p GA.Il obeit auxrelations
de commutations suivantes :

2

. .h
[ ; 1=ihgB . = ||—2 ; (2.26)
avec la longueur magretique® | = P h=jgjB. . estle tenseur completemert anti-symetrique
de Levi-Civita avec ; = X;y et xy = 1. Ce momernt dynamique! ne commute pas non plus

avec |I'Hamiltonien H.

2.4.2 Niv eaux de Landau

L'Hamiltonien (2.24) s'exprime donc seulememn en fonction du momert dynamique :

_ 1o
H= >m (2.27)
Il est plus commade de considerer, au lieu de I'habituelle paire d'operateurs canoniques(r;p), la
paire correctemert normalisee( x; y). Eneet, larelation decommutation [ ; ]= i h2=|2 ;
autorise le choix de cesoperateurs canoniques.L'Hamiltonien s'exprime donc commeune com-
binaisonlineairede 2 etde 2, cequi lui conferela mémestructure algebrique qu'un oscillateur
harmonique unidimensionnel. On s'inspire alors du traitement de ce probleme classiqueen in-
troduisant les operateurs creation-annihilation a¥ et a qui verient [a;a¥] = 1 et

a = p%( x 1y)
(2.28)
_ I :
a = pﬁ( x*tiy)
L'Hamiltonien deviernt alors: L
H=hl, ala+ > (2.29)

Comme dans l'oscillateur harmonique, les valeurs des energiespropres sort discretes et sont
indiceespar un entier n
n = hl ¢(n+ 1=2) (2.30)

Cesetats d'energiediscrete sort appelesles niveaux de Landau (cf. Fig. 2.10) pour les electrons
du volume i.e. loin desbords de I'echantillon. Cesetats sort spatialemert degeneresen energie.
Pour s'enrendre compte, introduisonslesoperateurs X et Y decoordonneesdu certre de I'orbite
cyclotron, par analogieau casclassique.

2.4.3 Pseudo-momen t

Les coordonneesdu certre de l'orbite cyclotron sort de nies par lesrelations :

12 |2
r=X+ 0 yi Y 0 x; 0) (2.31)
Les operateurs X et Y obeissem aux relations de commutations’ [X;Y] = il? . En l'absence

de champ magnretique, I'operateur de momert p estle generateur destranslations. L'operateur
de translation commute avec I'Hamiltonien, il est donc evident qu'en presenced’'un champ ma-
gnetique exterieur le moment canoniquep n'est plus generateur destranslations, alors que le

5Dans notre traitement g < 0, la valeur absolue et le signe sejusti en t alors dans (2.26)

2 2
"Eneet, (X;Y;0) = (x Lﬁ yiy+ lh_ x;0) et onremarque que[ ;r J=1[p ;r ]
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E(x)

x=kI?

Fig. 2.10{ Niveauxde Landau. Au certre de la gure, lesniveaux correspndert a la situation
sans champ exterieur i.e. sans potentiel de con nement. On est alors dans le volume Sur les
cotes, le potentiel de con nement parabolique courbe les niveaux, qu'occupert alors les etats de
bord.

systeme est invariant par translation. Le momert dynamique ' introduit precedemmen ne
peut pas non plus engendrerles translations car il ne commute pas avec I'Hamiltonien (2.27).
Le generateur destranslations convenableest appele le pseudo-momen K :

K=p gA+0gB r (2.32)

Cet operateur commute avec = p QeA, et donc avec|'Hamiltonien ( 2.24) 8. Les operateurs
X etY sort reliesaux operateurs de pseudo-momen Ky = @gBY et Ky = gBX, et donc
commutent avec . En conequence,ils commutent egalemen avec'Hamiltonien et les niveaux
de Landau sort degenerespar rapport a la liberte de choix de X etdeY.

2.4.4 Etats degeneres dans le plan

Nous pouvons maintenant etudier plus en details la lib erte de choix de X et Y. Compte tenu
de l'isotropie du systeme,nous choisissongpour celala jauge symetrique A = ( By=2; Bx=2;0),
l'operateur de momern angulaire suivant z s'exprime alors de la maniere suivante :

12 h
i+ 0 ?(xh Y?) (2.33)

LZ:%(X y

Notons que cesresultats sort cohererts avec ceux trouves lors du traitement classique(2.11)
avecR? = X2+ YZetrg = (12=h)%( £+ J). Ceterme estproportionnel a I'energiecinetique, i.e
a I'Hamiltonien et l'autre s'exprime enfonction de X et Y. CommeL , commute avec|'Hamilto-
nien, sesvaleursproprespeuvert etre utilis eespour indicer lesetats degeneresd'un mémeniveau
de Landau et obtenir desfonctions d'onde propres de I'Hamiltonien et du moment cinetique.
Intro duisonsles operateurs creation-annihilation bY et b avec[b;p’] = 1:

b = p%(x+iY)
(2.34)
b = p%(x iv)

8Comme K «  (EB)y = x + (h=1*)y et K, vy (h=1%)x, on obtient [Kyx; x] = O et [Kx; y] =
ihgeB + ihgeB = 0.
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Deslors, nous obtenons:
L, = h(@a b'b (2.35)

On en conclut qu'un etat electronique est decrit par un ket jn;mi avecn;m 0. Il s'agit d'un
vecteur propre de a¥a et b'b’ :
a'ajn;mi = njn;mi

(2.36)

Bbn; mi

Les valeurs propres de L, sort h(n m). Revenons a l'expression des operateurs creation-
annihilation en fonction de operateurs coordonneesderr.

PL b iy) 13§ i)

Pl Sr i+ (G

mjn; mi

a
(2.37)

La fonction d'onde jO; 0i du fondamertal enrepresenation de coordonnees g.o(r) = rjo; 0i est
obtenue en resohant I'equation aj0; 0i = BO;0i = 0. On peut utiliser les coordonneescomplexes
z=(x iy)=letz = (x+ iy)=l

1 L2 1 _
0o(r) = p==¢! 4% = e o= (2.38)

On determine les fonctions d'onde desautres etats par :

yyn m
n;m (r) = Sg%sgyr)n:l O;O(r) (239)

Ainsi, lesetats propresde I'Hamiltonien et du momert cinetique s'expriment par despolynétbmes
de Laguerre. Ces etats a une particule decrivent des electrons de volume pour lesquelsnous
pouvons calculer la moyenned'obsenablesinteressates.

2.4.5 Localisation des electrons

Nous nous restreignonsaux fonctions d'onde du niveau de Landau le plus bas:

. . i m
om(f) = p—egMe = p L X W T e (2.40)

2 27mll 2 2nmll |
Cette fonction d'onde represene un electron localise sur une couronnecommele montre la Fig.
(2.11). Le maximum depdﬂsite de probabilite dej om(r)j? setrouve sur une couronnecerir ee
sur l'origine, de rayon = 2ml ; I'extension radiale de la fonction d'onde est de l'ordre de |. La
valeur moyennede r? est l0; mjr2jo;mi = 2(m + 1)I2. Il estimportant de ne pas confondre le
cercle en question avec l'orbite cyclotron classique.En e et, les calculs de moment angulaire
et d'energiemontrent clairemert que le rayon cyclotron pour le premier niveau de Landau est
I. L'etat jO;mi est une conmbinaison lineaire dﬁierertes orbites cyclotron de rayon | et dont
les certres sort placessur un cerclede rayon = 2ml (cf. Fig. 2.12). Considerons maintenant un
systeme de forme circulaire d'aire S = R?, les etats pour lesquels2ml? > R? peuvert etre
negliges. Ainsi, le nombre total d'etats a un electron dans le premier niveau de Landau est
S=2 12. Autrement dit, il y a un etat electroniquepar unite d'aire 2 |12. Ceci est egalemen vrai
pour les niveaux de Landau superieurs; dans un systemed‘aire S, chaque niveau de Landau a

®m estici la valeur propre de L, et n'a rien a voir avec une masse.
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Fig. 2.11{ Densite de probabilite om(r)j’ pour m = 16

une degenerescencede S=2 12, Le ux magretique qui passea travers l'aire elemertaire 2 12,
occupee par un electron'®, est 2 I°B = h=jgsj = (. On peut donc assaier un quantum de
ux o aun etat electronique pour chaque niveau de Landau. Notons une caracteristique tres

oo~
% B
0 0

& 7
S 2

Fig. 2.12{ Image classiqueasscieea 2.11

speci que desfonctions d'onde du niveaude Landau le plus bas. La represettation en notation
complexe( 2.40) estene et composeed'un mondmeenz a la puissancem et d'une composarie
exponertielle independarte de m. Toutes les fonctions d'onde de ce niveau etant degenerees,

®Nous avons suppose que les electrons sort polarises de spin. C'est la raison pour laquelle chaque etat est
assaie a un electron.
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n'imp orte quelle combinaison de cesfonctions d'onde est encoreune fonctions propre deH ala
me&me energie propre. Ainsi, la fonction d'onde suivante est une fonction propre du niveau de
Landau le plus bas

(r) = f (z)el 4°= (2.41)

avecf (z) un polyndbme arbitraire en z. La seulerestriction tient au fait que le systemeetant de
taille nie, le degreM du polyndbmef (z) est contraint par la relaton M R2=2I2.

2.5 Electrons quantiques dans un champ exterieur

2.5.1 Champ electrigue uniforme

Etudions maintenant lesfonctions propresdu problemeprecedert auguelon ajoute un champ
electrique uniforme E = (E; 0;0) le long de I'axe x. Le traitement via le momernt angulaire n'est
plus possibledans la mesure ou celui-ci n'est plus conserne. Le choix de la jauge symetrique
n'est alors pas judicieux. Le systemeestinvariant par translation suivant I'axe y, on peut donc
choisir plut®dt la jauge de Landau A = (0; Bx; 0) et 'Hamiltonien deviert

H= & 2+ (x GBX)?  gEx (2.42)

2m
Le dernier terme est le potentiel electrique auquel est soumis| electron dansle champ E. L'in-
variance par translation assureque le momert suivant la direction y est consere dans cette
jauge, il est alors possible de chercher des fonctions propres sous forme d'une onde plane et

d'une fonction de variables separees:

(1) = P (9 (2.43)
La fonction (x) obeit a I'equation de Sdrodinger reduite
1
>m g+ (hky @Bx)?) GEx (x)= (X (2.44)

ici L estla longueur du systeme suivant l'axe y et est I'energie propre. En introduisant la
coordonneedu certre de l'orbite cyclotron X = kyl? + eEml*4=h? = (hky + mME=B)=gB :
" 4 "
1 , m? m E 2

o it 5 (x X2 ()=  + gEXy > B (x) (2.45)

Une fois encore,nous reconnaissond' equation de Schrodinger de l'oscillateur harmonique, dont
le potentiel est certre sur la position X. Il est crucial de noter que le certre du potentiel est
une fonction lineaireenky. Lesfonctions propres s'ecrivent a l'aide despolynbmesde Hermite

Ha(X) = (1) exp(x?) L exp( x?) :

1 =1 =2 22 X Xk
n(X) = p= Al e (x X2 Hn(li) (2.46)

La valeur propre de cet etat est:

m E ?
2 B
Les niveauxde Landau apparaissem commeprecdemmen avec destermessupplemertaires. Le
terme proportionnel a X courbe les niveaux dans un diagramme d'energiepropre en fonction
du certre de l'orbite cyclotron (cf Fig. 2.10). Cesetats electroniquesdus a un champ electrique
exterieur sort les etats de bord. Pour cesetats, la degenerescenceen energiedesetats de volume
est donc leveeet on peut lesindicer par la valeur propre de X k.

n=hlcn+ %) 0E Xy + (2.47)
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2.5.2 Delocalisation des electrons

La fonction d'onde propre totale ,(r) = pl—te‘kyy n(X) estlocaliseesur la distanceIO 2n + 1l

suivant la direction x. Elle est en revanche delocalisee suivant la direction y i.e. le long d'une
equipotentielle du champ electrique. La valeur moyenne des operateurs de vitessedans cet etat
est:
hijvw i=hj=ji=0 (2.48)
m
et 5
h (6 y)iLmE=] (6 Y)i

h (X y)ivyj (X y)i

h (x)] B X5 (),

L o (2.49)
_ 1 @y .
%B h (x)] o ! (x)i
= 1 @X)
0B @X
Compte tenu du choix de champ electrique, on obtient une vitesse suivant la direction y
hjwj i= E (2.50)

B

Ainsi les electronsderivent perpendiculairemert au champ electrique exactemern comme dans
le casclassique.Dans I'expressionde I'energie(2.47), le premier terme est I' energiecinetique du
mouvemert cyclotron, le secondest I'energie potentielle due au champ electrique, et le dernier
terme vient de I'energie cinetique de derive a la vitesse % L'energie a exactemer la méme
forme que dans le casclassiqueexcept le fait que I'energiecyclotron est quanti ee.

2.5.3 Dynamique du bord du systeme

Les etats electroniqguesaux bords de I'echantillon jouent un rble tresimportant dansI'e et
Hall. Lesbordsdel' echantillon correspondent a un potentiel de con nement U(x; y). On suppose
gue ce potentiel est uniforme le long de la direction y et qu'il varie suivant x. Nous choisissons
U(x;y) = U(x) = 0 pour x < 0et U(x) > 0 pour x > 0. Ce potentiel correspond a un champ
electriqueE = r U(x) = (E(x);0;0). Les electronsau bord de I'echantillon sort donc soumis
a un champ electrique oriente comme precedemmen. Le choix de la jauge de Landau est donc
toujours approprie pour ce probleme.Le momert le long de la direction y est consene et les
etats propres ont une structure d'onde plane suivant cette direction.

Dans un premier temps, consideronsle casou le potentiel de con nement varie de maniere
doucepar rapport a la longueur magnretique |, le long de la direction x. Ici, c'est le gradient du
potentiel de con nement U(x) qui joue le rdle du champ electrique applique. On peut developper
le potentiel en serie de Taylor autour du certre de chaqueorbite ﬁyclotron X . Il estalorspossible
de negligerlestermesd'ordre deux et plus, sur la distance x = = 2n + 1l, enraison du caractere
'doux’ du potentiel.

Le champ electrique estdonc approximativemert constart E(x) E et nouspouvonsutiliser
les fonctions d'ondes determineesprecedemmen (2.46) comme une bonne approximation des
veritables fonctions propres au bord de I'edhantillon. Ces fonctions correspondernt a des etats
electroniquesdelocalisesle long de la direction y i.e. le long du bord du systemeet localises sur
la distance x dansla direction x. L'energiepropre est donnee par l'expression

2

p=hlnt ) GEX+ D

> 5 (2.51)
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Fig. 2.13{ Les deux premiers niveaux de Landau au bord d'un edantillon de potentiel de
con nement U(x) lineaire (en gris). Le champ electrique assaie E est constart, et les niveaux
de Landau sort lineairesen X .

Lorsque le certre de l'orbite cyclotron se deplace dans le sensdu potentiel de con nement
croissan, I'energiepropre del' etat electroniquecorrespondant augmerte et provoquela courbure
desniveaux de Landau. Plus I'electron est plonge dans le bord, plus son energieest elewvee (cf
Fig. 2.13).

n=1
n=0

Fig. 2.14{ Les deux premiers niveaux de Landau au bord d'un edantillon de potentiel de
con nement U(x) lineaire (en gris). Le champ electrique assaie E est constart, et les niveaux
de Landau sort lineairesen X .

Quand le potentiel varie de maniere plus brutale, il faut alors prendre en compte le terme
d'ordre deux du deweloppemert en serie de Taylor. Quand le potentiel est quadratique, ou
guand on serestreint aux termesd'ordre deux, I'equation de Schrodinger est toujours celled'un
oscillateur harmonique, dont on peut determiner les solutions propres de maniere analytique.
La fonction d'onde est alors donnee par une expressiondu méme type que (2.46) avec une
dependancede I'energie propre en X un peu plus compliquee (cf Fig. 2.14). Enn, quand le
potentiel varie encoreplus brutalement, les solutions analytiques simplesn'existent plus, et seul
le traitement numerique est possible.Le potentiel in nimen t abrupt (cf Fig. 2.16) est la seule
exception qui admette une resolution analytique [8]. Quand X = 0 pour le niveau de Landau
le plus bas, la fonction d'onde s'annule au niveau de la barriere (xg = 0), elle ne s'annule pas
pour X < 0. L'energiepropre s'exprime sousla forme = h! ¢( (Xk)+ %) avecla fonction (Xy)
croissarte en fonction de X . Le niveau de Landau le plus bas correspond a desetats d'energie
h! ¢=2 pour Xy < |, qui remortent a la valeur 3h! =2 pour X = 0. Lorsque Xy O, I'energie
diverge(cf Fig. 2.15).

Cestraitements se concluert tous par le fait que I'energiede I'electron augmerte quand le
certre de son orbite cyclotron approche du potentiel de con nement du bord. Cette caracte-
ristique peut s'interpreter clairemert. Consideronsle probleme precedert avec un potentiel de
con nement in nimen t haut et abrupt U(x) = O0six < 0etU(x) = 1 pourx 0.L'Hamiltonien
reduit Hy auquel est soumisla fonction (x) estalors

1 , mlg

Hx=om x* 2

(x X))+ UX) (2.52)
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Fig. 2.15{ Partie variable ( (X)) desvaleurs propres( = h! ¢( (X) + 1=2)) en fonction de
X = Xk, le certre de l'orbite cyclotron, pour un mur in nimen t haut. Ici, X = 0 correspond au
bord, X < 0 correspond au volume et X > 0 estle mur. a, estla longueur magnretique.

Fig. 2.16{ Potentiel de con nement inni pour x 0O (le bord de I'echantillon) et nul dansle
2-DEG pour x 0.

U(x)

v hwe

Fig. 2.17{ Potentiel e ectif reseri par un electron soumisa un champ B en presenced'un mur
de potentiel in ni localiseenx 0. Le potentiel parabolique estd au champ magnetique et est
cerireen Xi. Pour X 0 (dans le volume), I'electron est essetiellement soumisau potentiel
parabolique, il ne resert pasla presencedu mur, sesniveaux d'energieles plus bas sort ceux
d'un oscillateur harmonique et donnert naissanceaux niveaux de Landau degereresen energie.
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avec Xy = kylz. Il s'agit de I'Hamiltonien d'une particule soumisea un potentiel inni en

U(x)

Fig. 2.18{ Potentiel e ectif reserti par un electron soumisa un champ B en presenced'un mur
de potentiel U(x) inni localiseenx 0. Le potentiel parabolique est d0 au champ magnetique
et estcentreen X. Pour X = 0 (au voisinagedu mur), I'electron est soumisau potentiel para-
bolique et au mur in ni, il resen la presencedu mur et est davantage cortraint energetiguemen
Les niveaux d'energieles plus bas sort plus eleves que precedemert et correspondert au debut
de la courbure desniveaux de Landau au voisinagedu potentiel de con nement.

x 0 et a un potentiel parabolique certre sur X. La superposition de ces deux potentiels
explique bien I'ewolution de I'energiepropre de cet Hamiltonien en fonction de la valeur de X .
Si Xk 0, la particule est soumiseessetiellement au potentiel parabolique et le mur inni ne
modi e le potentiel parabolique que pour desvaleur treseleveesde I'energie.La determination
des energiesles plus bassesdu systeme n'est pas a ectee par le potentiel inni et les energies
propres sort celles de l'oscillateur harmonique i.e. les niveaux de Landau degeneres (cf Fig.
2.17). Classiquemen, I'electron realiseune orbite cyclotron autour de X . Si Xx 0, les deux
potentiels sort superposes et le potentiel resultant est une demi-parabole bordee par un mur
in ni. Ce problemeest plus contraint que dans le cas preceden et les niveaux d'energiede ce
puit de potentiel serort plus elewes. Cela correspnd a la courbure des niveaux de Landau au
voisinagedu potentiel in ni (cf Fig. 2.18) et I'electron classiqueresen I'e et du bord puisquele
certre de son orbite cyclotron est au pied du mur, I'electron se propagele long du mur. Enn,
si Xk 0, le potentiel resultant de la superposition est une cuvette de potentiel treseleveedue
a l'intersection de la partie haute du potentiel parabolique et du mur in ni. La determination
des energiespropres de ce puit de potentiel conduit a des valeurs tr es eleveesm&mespour les
energiedesplus bassesCela correspond au comportement asymptotique desniveauxde Landau
(cf Fig. 2.19). Le certre del'orbite cyclotron del electron classiqueesttr esprofondemert enfonce
al'interieur du mur et I'electron estlocalise le long du mur ou il sepropageavecune importante
energiecinetiqgue. Remarquonsque danslescasou X ¢ > 0, I'electron correspondant n'est jamais
localise dans le mur in ni et safonction d'onde s'annule en x = 0. C'est le cerire de l'orbite
cyclotron de I'electron classiqueassaie qui setrouve a l'interieur du mur.

U(x)

Fig. 2.19{ Potentiel e ectif reserii par un electron soumisa un champ B en presenced'un
mur de potentiel in ni localise enx 0. Le potentiel parabolique est d0 au champ magnetique
et est certre en Xi. Pour X 0 (centre de l'orbite cyclotron classiquea l'interieur du mur),
I'electron estsoumisau potentiel parabolique et au mur in ni, il resern tr esfortement la presence
du mur et est trescortraint en energie.Les niveaux d'energieles plus bas sort tres eleves et
correspondert aux niveaux de Landau treshaut dansle potentiel de con nement (cf Fig. 2.15).
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2.5.4 Relations de dispersion a une particule

Cesdiagrammesd'energiepeuvent &tre interpretes de maniere plus pertinente du point de
vue de la dynamique des electrons. Nous avons note que X =  kyl2, il est donc parfaitement
equivalent detracer la dependancedesniveauxde Landau en X =l ou enkyl. Danscedernier cas,
celasigni e quel'on obtient I'energiepropre d'un etat electroniquede momert ky, en fonction de
ky. Le diagrammed'energieobtenu estalorsla relation de dispersiona une particule deselectrons
de ce probleme. On peut donc construire tressimplemernt la relation de dispersion du systeme
a partir de cette technique. Notons que le signede ky n'a pas directemert d'interpretation en
terme de propragation electronique puisque la vitesse moyenne de I electron suivant y dans le
casparticulier du champ electrique uniforme estindependarte de ky (2.50).

2.5.5 Electrons balistiques

Considerons un systeme bidimensionnel d'electrons comme a la Fig. (2.20). Les bords a
gaudtheet adroite del'echantillon sort connecesa deselectrodesde potentiel (respectivemert) 1
et , etlesbordssuperieursetinferieurssort de nis par despotentiels de con nement in nimen t
hauts. Le systeme est soumis a un champ magnetique perpendiculaire au plan electronique et
les electrons se mettent a deriver le long desbords avec desvitessesopposees.On consicere la
situation ou le potentiel de Fermi setrouve entre deux niveauxde Landau, le systemeestalors au
milieu d'un plateau de I'e et Hall quantique. Les niveaux de Fermi danslesreserwirs de gauche
et de droite peuvent etre di erernts. Par exemple,le niveau de Fermi dans | electrode de gauche

1 peut etre plus eleve que celui dans|'electrode de droite , (cf Fig. 2.20b). Dans ce cas, les
etats de bord superieursde I'echantillon sort peuplesjusqu'al' energie 1 alors que ceuxdu bord
inferieur nele sort quejusqu'a ». Quand un electrondu bord superieur possedeune energieplus
grandeque », il vaimmediatemert €tre transporte jusqu'a I' electrode de droite et &tre absorbe
par celle-ci. Par ailleurs, les electronsdont I'energieestinferieurea 1 occupent en permanence
les etats du bord superieur. Cette distribution hors-equilibre n'est jamais reequilibree dans un
systemeideal. En e et, la diusion d'un bord versl'autre esttresdefavorable; le recouvremen
des fonctions d'onde des bords superieurs et inferieurs est exponertiellement faible en raison
de la distance macroscopiquequi les separert et il n'y a pratiquement pas de di usion des
uns vers les autres. Ainsi, les electrons qui peuplert les etats d'un bord jusqu'au niveau de
Fermi vont cortinuer a se propager dans une seuledirection. La retro-di usion d'un bord vers
l'autre est encoretresdicile lorsque desimpuretesempedient la consenation du momert le
long des bords. La fonction d'onde electronique a une extension de seulemem | autour d'une
equipotentielle. Ainsi, mémesi les equipotentielles qui de nissent lesbords sort tresondulees,il
sut qu'ellessoiert separeesd'une distancebeaucoupplus grandequel pour quele recouvremen
desfonctions d'onde de deux bord a la mémeenergiesoit exponertiellemnt faible. Les electrons
qui occupent desetats de bord sort donc balistiques sur desdistancesmacroscopiqueg 100 m)
malgre lesimpuretes.Cette propriete essetielle explique que lescanauxdesbord sort consideres
comme desexemplesuniques de systemesquantiques quasi-ideaux.

2.5.6 Courant au bord

Considerons un systeme bidimensionnel d'electrons tel que represerte a la Fig. (2.4). Les
bords superieurset inferieursde ' echantillon sort connecesa deselectrodeset lesbords lateraux
sort de nis par despotentiels de con nement in nimen t haut.

Le systeme est soumisa un champ magnetique perpendiculaire au plan electronique et les
electrons se mettent a deriver le long des bords. On peut alors calculer le courant sur I'un
des bords, quand les etats de bord a un electron sort occupes jusqu'a I'energie . On peut
reprendre le traitement precedert dansla jauge de Landau, A = (0; Bx; 0) et la valeur moyenne
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Fig. 2.20{ (a) edantillon avec desbords ideaux : le bord superieur est en equilibre avec un
reserwir de potentiel chimique 1, celui d'en bas avec le resenoir de potentiel chimique »,(b)
potentiels chimiques et niveaux de Landau sur un diagrammede pro | de potentiel de la barre
de Hall.

de l'operateur vitessed'un etat de bord (x;y) estalors:

1 @(Xk)
B @«

Le courant electrique porte par cet etat estdoncj = (e=L)vy, c'est a dire le courant porte par
un electron. Si I'on veut calculer le courant total desetats de bord entre une origine d'energie
arbitraire ¢ et le niveau de Fermi , on doit sommerla cortribution de chaque etat dont la
coordonneeX verie o< (Xk) < .CommeXy estproportionnel aumomert dansla direction
y, le courant pour chaqueniveaude Landau est le suivant :

&’ d Ge

h (X;y)ivy] (xy)i = (2.53)

X g, _ Ly z Qe

| = . fVY' 22 dxkfvy- n
Nous obtenonsainsi un courart lineaire en|'energiede Fermi du systeme.Commeon I'a calcule
precedemmen (section 2.5.5), cette distribution hors-equilibre permanente permet de de nir le
courant au bord en choisissart une origine commune de I'energie. Ce courant est consene le
long du bord, et le courart injecte dans le coin en haut a gaude de I'echantillon (cf Fig. 2.20)
se propage de maniere contin ue le long du bord superieur, m&me dans une region contenant un
di useur. On peut donc consicerer les bords superieurs et inferieurs commedes Is parfaits et
mesurer leur potentiel electrochimique. La di erencede potentiel ertre les electrodes relieesa
cescanaux estrelieetensionde Hall : ¢ A = GVac . Le courant total atravers! edchantillon
est la di erenceentre les courants des bords superieurs et inferieurs. La conductancede Hall
s'avere alors etre ,, = e?=h par niveau de Landau, nous obtenons alors la valeur attendue
pour I'e et Hall quantique.

2.5.7 Mesures du courant

Consideronsmaintenant le systeme(cf Fig. 2.21). Chaqueelectrode (de gauche et de droite)
estun resenoir d'electronsa une temperature et un potentiel donnes; leurs potentiels chimiques
sort donc bien de nis (respectivemert ; et 4). Chaque electrode est couplee au systeme bidi-
mensionnel.Dans le gaz bidimensionnel, les electronsderivent le long desbords et les electrodes
de mesurede potentiel ( 5, g, 3, 2) n'injectent ni ne prelevent de courart. Elles sort en equi-
libre avecle bord et leurs potentiels chimiquesrelatifs au mémebord serort doncidentiques. Par
exemple,au bord superieur, lesdeux electrodessornt au mémepotentiel chimique: 5= g= Aa.
De la m&éme maniere, au bord inferieur , = 3= pg, avec A et g lespotentiels chimiques
du bord superieur et inferieur.
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Fig. 2.21{ Echantillon dansla con guration d'une experiencede transport.

Supposonsque I'electrode de gaude soit a un potentiel chimique ; superieur a celui de
I'electrode de droite 4. L'origine desenergiesE est choisie de sorte qu'elle coincide avec 4 et
on ne prend pas en compte les etats de bord d'energieinferieurea 4, puisqu'ils sort toujours
occupesdansle gaz et les electrodes.

Consideronsd'abord I'electrode de gaudie. Les electronsavec une energiecompriseertre 1
et 4 entrent dansle systeme bidimensionnel avec une certaine valeur moyennestatistique* T;
et sort re ecis dans| electrode avecla valeur moyenneR; = N Ti1. N estle nombre d'etats
de bords impliquesi.e. le nombre de niveaux de Landau sousle niveau de Fermi. Les electrons
injectesdans le systeme bidimensionnel occupent dans|' etat de bord superieur, et sepropagert
le long du bord. Par ailleurs, les electronssur le bord inferieur qui ont une energieentre 4 et

B Sepropagert le long du bord vers I'electrode de gaude, entrent dans cette electrode avec
la probabilite Tf et sort re edis avec la probabilite Ri =N Tf. Ceselectronsre edis ne
peuvent pasrester dans!'etat de bord inferieur en raison de la chiralit e descanaux, doncils se
retrouvent dans le bord superieur. En consquence,le courant sur le bord superieur est donne
par la sommede cesdeux cortributions :

1= T O+ R ) (2.55)

h
Jusqu'a presert nousavonsdi erence T; et Tf, mais nous allons dorenavant les supposeriden-
tiques pour la clarte desformules. On utilise la relation entre le courant et le potentiel chimique
(2.54) et le fait que le bord superieur est en equilibre au potentiel chimique A ; on obtient alors

l1= EN( A 4) (2.56)

On peut faire le mémeraisonnemern pour I'electrode de droite, mais dans ce casaucun courart
n'est injecte a partir de I'electrode, donc le courant dansle bord inferieur n‘est constitue que la
partie du courant re ediie en provenancede I'electrode superieure. Ainsi,

e e
lo= HRZ( A 4)= HN( B 4) (2.57)
On determine A, g etl =11 |, apartir desequations precedertes.
_ N T,
A= a4t m( 1 4) (2.58)

1 Cette valeur s'interpr ete comme une probabilit e mais peut @tre superieure a 1, il vaut donc mieux parler de
coe cien ts de moyenne statistique. Dans la suite de cette section, on utilisera abusivemert le terme de probabilit e
avec cette resene.
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et

_ RoTy
B= a4t m( 1 4) (2.59)
Ainsi : NT.T
€ 112
l= —— = 2.60
e R @ (2.60

La tension de Hall est donneepar V4 = ( a g)=e = (h=€?)(1=N) et on trouve bien la
guantication attendue. L'e et Hall quantique est caracterise par un courant non dissipatif; or
les potentiels chimigues descourants deselectrodesont unedi erencenie 1 4. Il seproduit
donc de la dissipation quelque part. Si on consicere la situation ou la resistancede contact est
faible, alors la dissipation seproduit essetiellement en deux endroits : au coin inferieur gaude,
ou leselectronsdu reserwir avecl energiejusqu'au potentiel 1 s'ecoulert danslesetats de bord,
qui cortiennent des electronsd'energiejusqu'a g. L'autre endroit est le coin superieur droit,
ou les electrons des etats de bord d'energiejusqu'a a vont dans I'electrode qui a le potentiel
4. Il a ete demortir e experimentalement que la chaleur est dissipeeen cespoints [46)].

2.6 Eet Hall Quantiqgue Fractionnaire.

2.6.1 Mise en evidence experimen tale

Les progresdestechniques cryogeniquesainsi que l'usage d'heterojonctions de Al yGa; xAs
de mobilit e bien plus grande que les Si-MOS ont permit aux experimentateurs de realiserdes
mesuresplus propres de conductivit es longitudinale et de Hall. Grace cestechniques, ils ont
eu la surprise de decouvrir de nouveaux plateaux corresppndant a une conductivite de Hall en
fraction de €?=h. A la Fig. (2.22), sort reproduits les resultats de Tsui et al. obtenus en 1982
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Fig. 2.22{ Resistivitesdiagonaleet de Hall en fonction du champ magnetique applique.

[9]. On obsene que la resistivite diagonaleest toujours nie, et que lesplateaux de la resistivite
de Hall ne sort pas tres visibles. Toutefois, ce resultat montre clairemert une tendance a la
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formation de plateaux ou la conductivite de Hall est quanti eeen 1=3 et 2=3 de e*=h*?. Ces
caracteristiques furent e ectivemen obseneessansaucuneambiguste a plus bassetemperature
[10]. Sur la Fig. (2.23) il apparat de tres nombreux plateaux dans la resistivite de Hall en
fonction du champ magnretique a densite ne X ee. Les premiers plateaux correspndert a une
conductivite en multiple ertier de e2=h commenous|'avonsvu dansl'e et Hall quartique ertier
mais les plateaux suivants se produisert a des fractions rationnelles de e=h de denominateur
impair. La formation de cesplateaux ainsi que I'annulation de la resistivite longitudinale pour
cesmémesvaleurs du champ correspondert a I'e et Hall quantique fractionnaire (FQHE).
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Fig. 2.23{ Resistivitesdiagonaleet de Hall en fonction du champ magnetique applique.

Notons quelesvaleursde champ magnretique auxquellesseproduisernt cesplateaux de conduc-
tance lorsquela densite est x ee,peuvent etre mesureespar le facteur de remplissagede Landau
= Ne=(S=2 12) ou N estle nombre total d'electronsdansle systeme.Le facteur de remplissage
est le nombre d'electrons divises par le nombre d'etats accessiblesdans un niveau de Landau.
Il mesuredonc le nombre de niveaux de Landau occupest®. Comme = ng2 12 = 2 hneTgejB,
on peut transposerlesvaleursdu champ B envaleur du facteur de remplissage.A densite x ee,
les valeurs du champ pour lesquellesse produisent les plateaux dansla conductancede Hall de
I'e et Hall ertier correspondert aux valeursde entiereset pour I'e et Hall fractionnaire, les
plateaux apparaissen a desfractions de denominateurimpair commeindiquessur la Fig. (2.23).
C'est egalemenm a cesvaleursde queseproduisert la reduction de resistivite longitudinale. On
peut toutefois obsener a la Fig. (2.24) quelquesanomaliespar rapport a cette regle, avec des
reduction de resistivite a desfractions dites exotiquescomme = 3=8 ou = 3=10qui illustrent
la complexite du phenomene. L'e et Hall fractionnaire le plus typique se produit a = 1=3
ou = 2=3 et cesexperiencesmettent clairemert en evidenceles manquemers de la theorie
guantique a un corps. Seulela prise en compte desinteractions entre electronsallait permettre
d'interpreter ce phenomene.

2.6.2 R%le des interactions

Lesresultats surprenarts de'EHQF concernart lesfractions = 1=3et = 2=3 apparaissen
a champ magnretique su samment elewve (ou reciproquemert, a densite electroniquesu samment
basse)pour quelesfacteursde remplissagesoiert inferieursa 1. Dans cesconditions, leselectrons
n‘occupent que partiellement le premier niveau de Landau. Il y a preciemen un electron pour

12Ce qui correspond a une resistivite de 1:5h=¢? et de 3h=€?
13 = 1=2 correspond au premier niveau de Landau a moiti e plein.
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Fig. 2.24{ Resistivitesdiagonaleet de Hall en fonction du champ magnetique applique.

3 etats electroniquesa un corpsa = 1=3. Or, loin desbords, les etats occupes sort les etats
de volume qui presenient une degenerescencdotale en energie.ll estalors clair que l'in teraction
coulonmbienne entre ceselectrons est susceptiblede lever la degenerescenceentre etats et doit
@tre prise en compte pour tenter d'interpreter la formation de plateaux aux fractions = 1=3 et

= 2=3. Le traitement de 'lEHQF apparat alors commeun problemea N corps hecessairemen
plus complexeque I'e et Hall quartique entier qui s'explique via la resolution de I'equation de
Sdr dinger a une particule et le rdle du desordre.

2.6.3 Limite de champs magnetique fort

Nous allons donc considerer un systemebidimensionneld'electronssanspotentiel de con ne-
mert laterali.e. sanschamp electrique.On estdansla situation dela section2.4.En presenced'un
champ magretique perpendiculaire au plan electronique, il seforment desniveaux de Landau.
Chacun d'entre eux estindice par n et est constitue d'etats de volume qui sort tous degeneres
a I'energieh! (n + 1=2). Deux electrons aux positions r et r interagissen via l'interaction de
Coulomb V(r r% = ¢2=4 "jr rY que nous avions negligee jusqu'ici. L'ordre de grandeur
de I'interaﬁtign coulombienne est Vg / q§:4 "I avec" la constarte dielectrique de AlxGa; A,
soit Vg / B. La separation entre le niveaux de Landau esth! . / B. Dans la limite de fort
champs magnetique, I'energiecinetique (n + 1=2)h! ; tend donc a dominer le terme d'interaction
coulombienne V.

Dans les gaz bidimensionnels des heterojonctions AlyGa; xAs, pour un champ B 10T,
Vo 150K, et h! ;  200K. Le terme d'interaction deviert e ectivemen sous-dominan par
rapport a I'energiecyclotron. Lorsquel'on negligelesinteractions, le fondamertal est constitue
des electrons qui occupent les niveaux de Landau dans l'ordre croissan. Dans le regime de
champ fort, le terme d'interaction coulonmbienne appardt commeun terme correctif a I'energie
du fondamertal et il estlegitime de considererque le fondamertal du systemeen interaction ne
serapas dramatiguement modi e par rapport au cas sansinteraction. Ainsi, dansle casd'un
facteur de remplissage = 1, le fondamertal seraobtenu en remplissart totalement le premier
niveau de Landau, m&me en presenced'interactions. Naturellement, l'interaction melangeles
etats deselectrons appartenarnt a di ererts niveaux de Landau, mais la proportion de niveaux
superieurs melanges avec le premier est de l'ordre de 1= B et peut etre negligeedans la limite
de champ magretique fort. Ainsi, le melangedesdi erers niveaux de Landau ne joue pas un
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role certral dansl'e et Hall quantique fractionnaire. Nous allons donc traiter cet e et dansla
limite ou la separation entre niveaux de Landau h! . est considereecommein nie, et le melange
erntre etats de di ererts niveaux est negligeable.Nous pouvons maintenant ecrire I'Hamiltonien

du systeme.

2.6.4 Restrictions sur I'Hamiltonien

Les fonctions d'onde a une particule desetats de volume .x, (r) peuvent etre indiceespar
l'indice n du niveau de Landau ainsi que par X la valeur propre de l'operateur de coordonnee
du centre de l'orbite cyclotron. Dans le formalisme de secondequarti cation, les operateurs
d'annihilation et de creation assaies aux fonctions d'onde n:x, (r) sort notesanx, et aﬁ;x o
L'Hamiltonien du systeme d'electrons de volume soumis a l'interaction coulombienne est la

sommede I'Hamiltonien cinetique Hk in (2.29) et du terme d'interaction H ;.

H=Hgin+ Hn (2.61)
avec X X 1 ,
n X
k
et
X
Hint = Ani;Xk;i axl;xk;laﬁz;xk;zana;xk;gam;xk;4 (2.63)
Ni ;X ;i
avec
Z ) ) 2 1
Anix; = dradTa g, (r1) nz;Xk;z(rZ)Fm naiXia(l2) naxa(re) — (2.64)

Cette expressionest generale, et dans la limite de fort champs magnetique dans laquelle nous
nousplacons,nouspouvonsreduire la taille del'espacede Hilb ert a un espacede Hilb ert restreint
pour lequelle nombre d'electronsdans chaque niveaude Landau est constart. Quand le facteur
de remplissage n'est pas un ertier, lesn = [ ] (le plus grand entier inferieur a ) premiers
niveaux de Landau sort entieremert remplis et considerescommeinertes. Le niveau de Landau
suivant est partiellement rempli avec N ¢( n)= electrons.Le terme d'energiecinetique peut
alors etre supprime. En e et, en supposarnt que les etats de di ererts niveaux ne sort pas
melanges par les interactions, les elemerts de matrices de Hg i, sont constaris et egaux dans
n'imp orte quelle basede I'espacede Hilbert restreint. De plus, a part les electrons du dernier
niveau, tous les autre donnernt des elemens de matrice de H,; constarts dans cet espaceet
peuvert etre supprimesde la sommation. Ainsi, aprescessimpli cations, I'Hamiltonien e ectif
est reduit au terme d'interaction entre etats du dernier niveau et ne depend pas de la partie
enti ere du facteur de remplissagé*. On peut consener dans I'Hamiltonien e ectif uniquemert
lesfonctions d'onde appartenant au mémeniveaude Landau n, et supprimer cetindice. A partir
d'ici, nousconsidereronsun unique niveau de Landau et tout se passecommesi 1.

X X X X v Ly
H=H = Axl;xz;xs;x4axlax2axsax4 (265)
X1 X2 X3 X3z

On peut egalemen reduire davantage I'Hamiltonien e ectif de 'EHQF en prenant en compte la
symetrie electrons-trous. Intro duisonsles operateurs conjuguesde ax et ag'(, respectivemert b§’<

1 Ceci est vrai aux constantes precedertes presqui ne font que renormaliser I'energietotale du systeme
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et b, qui sort les operateurs de creation et d'annihilation d'un trou dansle niveaude Landau
correspondant. A I'exception de termes constarts I'Hamiltonien preceden s'ecrit :

P P P P
Hine = X1 X2 X3 X4AX1;X2:X3;X4b¥<4b¥<3bX2bX1

P P P P
= X1 X2 X3 X4AX1;X2;X3;X4lX<1[g/<2bX3bX4

Nousavonsutilis el'egalite entre H o et sonhermitique conjugue et Ax ;:x ,:xs:xs = Ax ;XX 5:X 4"
L'Hamiltonien obtenu pour lestrous a exactemern la m&émeforme que pour les electrons. Ceci
constitue la symetrie electrons-trous. Un systeme electronique avec un facteur de remplissage
electronique estegalememn un systemeavecun facteur de remplissagedetrous 1 + 2[ ]. Par
congequert, I'Hamiltonien (2.65) decrit aussile systemede trous avec un facteur de remplissage
1 +2[ ]. Cette symetrie permetd'a rmer qu'un systemede electronssecomportent comme
un systemede 1 + 2[ ] trous. Graceaux simpli cations preadertes, il sut donc d'etudier
le systeme electronique a des facteurs de remplissage 1=2. Cette symetrie est bien visible
sur les Fig. (2.23), (2.24) ou la resistivite longitudinale est symetrique par rapport a = 1=2.

(2.66)

2.6.5 Particularit es de I'Hamiltonien

Nous allons donc considerer I'Hamiltonien (2.65), qui se resumeuniquemert a un terme
d'interaction, pour un facteur de remplissage 1. En premier lieu, il corvient de determiner le
fondamertal de cesysteme.Dans le casdeselectronsdansun metal, I'energiecinetique domine le
terme d'interaction et le problemepeut &tre trait e en perturbation. Ici, I'energiecinetique domine
bien le terme d'interaction mais constitue un terme constart dansla limite de fort champs; elle
n'‘est donc pas prise en compte dans la determination du fondamenal. En consquence,H |
est le seulterme de I'Hamiltonien et I'approche perturbativ e n‘a pas de sens.La seulemaniere
de traiter un tel problemeest donc de trouver ex nihilo I'etat propre de I'Hamiltonien H, qui
possdela plus petite energie.

On peut penserque la determination de ce fondamertal esttressimple. Il s'agit simplemert
de I'etat qui minimise le terme d'interaction entre electrons. Cet etat est obtenu en separarnt
spatialemmern leselectronsautant que possible,pour une densite x ee.Toutefoiscefondamertal
n'est pascorrect pour I'Hamiltonien (2.65), commenousle verronspar la suite. La determination
du fondamertal d'un systeme pour lequel le traitement perturbatif n'est pas possible et ou
le fondamertal intuitif n'est pas correct, ne peut se faire que par diagonalisation exacte (i.e.
numerique) de I'Hamiltonien ou par methode variationnelle.

2.6.6 Cristal de Wigner et CDW

Examinons brievemernt I'etat nasf quel'on vient d'evoquer et qui correspond a la determina-
tion intuitiv emert simple du fondamertal . Il s'agit simplemernt de I'etat qui minimise le terme
d'interaction erntre electrons.Cet etat est obtenu en separart spatialemmert autant que possible
les electrons, pour une densite x ee.C'est ce que I'on obtient lorsquel'on place leselectronssur
un reseauregulier. Dans le cas presen, le reseauest triangulaire, et I'etat obtenu en placant
les electronssur ce reseaupour qu'ils minimisent leur energiede repulsion est appele un cristal
de Wigner. Quand le facteur de remplissage ! 0, il s'agit d'une onde de densite de charge
(ou Charge Density Wave (CDW)). Il s'avere que cette onde de densite apparat egalemen
comme une solution auto-cohererte du traitement du probleme de depart par I'approximation
de Hartree-Fock . Cet etat a longtemps ete presseii comme etant le fondamertal du systeme
de Hall fractionnaire, en particulier a = 1=3 mais celan'est en realite pas le cas.
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2.6.7 Diagonalisation exacte

Dans la limite de fort champ, I'Hamiltonien H;, pour un systeme de taille donne S est
represerie par une matrice de dimension nie Ny . La diagonalisation exacte consistea ecrire
cette matrice dans une base de I'espacede Hilbert considere et d'en determiner les elemerts
propres numeriquemert. Il y aN = S=2 |? etats electroniquesa un electron 1°. S'il y a Ne
electronsdans le systeme, le nombre total Ny d'etats a N corpsindependans est Ny = Cﬂe.
CommeNy croit commeNg!, il estimpossiblede traiter numeriqguemern le problemeavec plus
d'une dizaine d'electrons. Cette methode a toutefois I'avantage de determiner non seulemen le
fondamertal mais aussiles etats exciteset lu spectre. Lesresultats numeriquesobtenus par cette
methode mettent en evidencedeux caracteristiques majeuresdans le castypique de = 1=3.

Tout d'abord I'etat fondamertal du systemea = 1=3 est un etat liquide pour lequel il
n‘apparat pas de parametre d'ordre a longue distance dans la densite electronique. Il ne s'agit
donc pas du cristal de Wigner ou d'une onde de densite de charge. Les resultats numeriques
montrent egalemen que I'etat fondamertal a = 1=3 estun etat incompressible: il y a un gap
d'energiedans le spectre d'excitation autour de cet etat commeon peut le voir a la Fig. (2.25).
La diagonalisation exacte du probleme permet de conclure que le fondamertal du systeme de
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Fig. 2.25{ Spectre d'excitation d'un systemede electronssur une sphere.

Hall fractionnaire a = 1=3 estun etat liquide incompressible.

2.6.8 M etho de variationnelle

Une autre methode permet de determiner analytiquemert le fondamertal de I'Hamiltonien
(2.65). Elle consiste a choisir une fonction d'onde d'essai dependart d'un parametre
comme candidat pour le fondamenrtal. On calcule ensuite la valeur moyenne de I'Hamiltonien
h jHj i=h | i.L'energiede cet etat esttoujours superieure ou egalea I'energiedu fonda-
mental. 1l convient ensuite de faire varier pour obtenir le minimum de la valeur moyenne; la
fonction d'onde correspondarte est alors approximativemert la fonction d'onde du fondamertal.
Il est evident que le choix de la fonction d'essaiest essetiel dans cette approche.

150n est, ene et, dansle premier niveau de Landau.
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Caract eristiques de la fonction d'onde de Laughlin

Dans ce cadre, Laughlin a pose une fonction d'essaisur la based'une serie de simpli cations
et de remarques.Dans la jauge symetrique, une fonction d'onde propre electronique a un corps
est donneepar (2.40) :

(r) = f (2)e! 4°= (2.67)

ou f estunefonction polyndbmiale quelconque.La fonction d'onde a N electronspeut s'exprimer
comme combinaison lineaire de determinants de Slater a partir de la base des fonctions a un
corps =3
(riirorn,) = F(zo zomizy,)e 11204 (2.68)

avec F (z1;z2:::zy,) un polyndbme a plusieurs variables z;; z5:::zy,, correspondant aux positions
deselectrons 1, 2 ...N¢. En particulier, on peut choisir la base des fonctions a un corps deja
vues (2.40). Le terme general de cette fonction F estdela formea iz"' ou a estun coe cien t.
Ce terme correspond a un etat ou I'electron i possde un morpert angulaire x e a hm;. Le
determinant de Slater a donc un momert angulaire total Mh = ; mjh. Comme I'Hamiltonien
Hnt consene le momert angulaire total, on peut diagonalisersimultanemen |I'Hamiltonien et
l'operateur de momert angulaire total. On peut donc restreindre la fonction d'essaide sorte que
chaqueterme du polynbmeF (z;; z2:::zy, ) ait le mémedegre total M . F seradonc choisi comme
un polyndbme homogene.En n, etant une fonction d'onde a N¢ corpsfermioniques doit etre
totalement antisymetrique.

En plus de cessimpli cations, il est evidert que l'interaction coulonbienne a tendance a
separerleselectronslesuns desautres au maximum et que la fonction d'onde s'annulera lorsque
les position de deux electronsconcident. On peut ainsi supposerque le polyndmeF (z1; z2:::zn,.)
estune fonction de la distance inter-electronique(z;  z) seulemem. Avecune fonction de cette
forme, nous ne prenons pas en compte les correlations a 3 corps ou plus.

Fonction d'onde de Laughlin

En regroupart toutes cesrestrictions, Laughlin a propose une fonction d'essaiqui ne cortient

gu'un parametre entier = g, forcemert impair :
Y P
q(ra;raiirn,) = (zn z)% 1% (2.69)
1 i<j  Ne

Obserwnsa la Fig. (2.26) la densite electronique de cette fonction d'onde. Elle est uniforme sur

A

A S

L

Fig. 2.26{ Densite electroniquedu fondamertal du systemede Hall a = 1=3.

une galette derayon de P 2(M + 1)I. Dansla partie polyndmiale de cette fonction d'onde, chaque
terme z; aun degremaximal deM = (Ne 1)g. M estle momert angulaire maximal quel'electron
ge coordonneez; peut possder,dans ce cassonorbite estcertreesur I'origine avecun rayon de

2(M + 1)I. DansI'etat de Laughlin, tous les electronssort a l'interieur de ce cercle.L'aire de
cette orbite estS = 2(M + 1) 12. La densite electroniqueestuniforme a I'in terieur de cette orbite.
Le facteur de remplissageest = 2 [2Ne=S= Ne=(M + 1) = Ne=((Ne 1)q+ 1)' 1=qdansla
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limite Ne! 1 . Ainsi, le parametre libre de la fonction d'essai(2.69) est en fait completemert
determine par le remplissage,a la fraction magique = 1=g avecq impair

Cette fonction d'onde de Laughlin est une tres bonne approximation du vrai fondamenal
du systeme, mais n'est pas exactemen la fonction d'onde de ce fondamertal. On peut donc
comprendreles proprietesde |'etat d'e et Hall quantique fractionnaire a partir de cette fonction
d'onde; enn'oubliant pasqu'elle decrit un etat legeremen di erert du fondamertal exact. Cette
fonction est tres utile pour comprendre les proprietes essetielles du volume du uide de Hall.
Nous ne detaillerons pas ici les proprietes complexeset fascinartes de ce uide ® mais nous
evogueronssimplemert l'incompressibilite du systeme au remplissagemagique pour justier la
pertinence de |'etude desbords.

2.6.9 Excitations du systeme

Le fondamertal du systeme i.e. I'etat de Hall quantique fractionnaire est un etat liquide
incompressible.L'aire du systeme peut etre modi ee de la quantite 2 12 en introduisant un
guantum de ux mais cette operation necessiteune quartit e d'energie nie. Il n'est donc pas
possiblede produire un changemer in nit esimaldu systemeen modi an t in nit esimalemen la
pression.En e et, il n'y a pasde phononsacoustiquescapablesde supporter de telles excitations
dansun uide de Hal et les modes d'excitations collectives du systeme ont un gap d'energie.
Ainsi les excitations collectives du systeme sort dites gappees. Les seulesexcitations qui ne
changert pas la densite du systeme sont donc obtenues par creation de paires quasi-electrons
guasi-trous. Quand le momert k de cesexcitations devient tresfaible, i.e. dansla limite basse
energie,et grande longueur d'onde, c'est une onde de densite qui decrit mieux cesexcitations,
plutdt qu'un etat lie. Son energied'excitation estla sommedes energiesd'excitation desdeux
guasi-particuleset de I'energied'interaction entre elles.Dans le volume du uide incompressible,
il n'existe donc que desexcitations gappees.ll en est pasde m&mepour lesbords de ce systeme
qui peuvent supporter desexcitations d'energiein nimen t basse.Ce sort cesconsiderations qui
conduisen a s'interesseraux etats de bord du systeme.

2.7 Systemes de fermions unidimensionnels et etats de bord

Un systemed'electronsen interaction en dimensionD = 2 ou D = 3 setraite par la theorie
des liquides de Fermi. L'image du liquide de Fermi est basee sur I'existence d'excitations de
type quasi-electrons quasi-trous dont le temps de vie deviert inni quand I'energie approche
I'energiede Fermi. En e et, le temps de vie de cesexcitations varie commejk k¢j 2 quand k
approche du momert de Fermi ki (ou commejE  Efj 2quandE ! E;). Cette caracteristique
est cruciale dans le suces de cette theorie. Les quasi€lectrons (resp. quasi-trous) peuvert etre
assieesa deselectrons(trous) libres et cette ass@iation est univoque. En partant du systeme
sansinteractions, on branche de maniere adiabatique lesinteractions et les electrons(trous) de-
viennert desquasi-€lectrons(quasi-trous)'’. En prenant en compte I'existence de cesexcitations
de basseenergie,Landau a pu ainsi rendre compte d'une variete de phenomenesdans les metaux
en presenced'interactions non-negligeables.En revanche, cette theorie n'est pas valable pour
des electrons unidimensionnels. Ceci est une consquencedirecte de la structure particuli ere
de l'espacedes phasesen dimension D = 1. La surface de Fermi est constituee de seulemen
deux points (cf Fig. 2.27)a ks au lieu d'une ligne (D = 2) ou d'une surface(D = 3). Cette
structure particuli ere conduit, ertre autres, a la disparition de la corresppndanceunivoque ertre
I'electron libre et I'excitation obtenue en branchant progressivemert lesinteractions. Il apparat

18 Une etude complete des proprietesdes uides de Laughlin est realisee dans [11]
'image des liquides de Fermi est demortr ee rigoureusemert comme th eorie de perturbation a N corps dans
[12]

46



egalemen des excitations electrons-trous autour des points de Fermi ki avec un momert g
tresfaible (q ki) ou entre lesdeux points de Fermi a travers la mer de Fermi. Cette excita-
tion de moment q 2k; fait appardtre une zoneinterdite pour les excitations electrons-trous
(0 < g< 2k;). Enn, il seproduit une separation de spin et de charge, i.e. I'apparition d'ex-
citations elementaires bosoniquesde spin et de charge a desvitessesdi erernes. Le modele des
liquides de Fermi n'est alors pas adequat pour les systemeselectroniquesunidimensionnelsen
interaction, m&me si certaines proprietes des excitations neutres de cessystemespeuvent &tre
partiellement expliqueespar la theorie de Landau. Historiquemert, deux approchescertr eessur
le modelede Tomonaga-Luttinger sort venueseclairer la physiquedeselectronsunidimensionnels
en interaction. La premiere repose sur la technique de bosonisation, l'autre approche comple-
mentaire de ce problemeest base sur la classi cation dite de la g-ologie et I'usage du groupe de
renormalisation.

L' etat de bord fractionnaire

Les realisations experimentales de systemesde fermions a D = 1 ne sont pas aisees et
la validation experimentale de la theorie de Tomonaga-Luttinger etait en suspens, jusqu'a la
decou\erte desetats de Hall fractionnaires. Au chapitre 1V, nous passonsen revue lesresultats
experimentaux qui valident la theoriedesliquides de Luttinger via lesetats de bord fractionnaire.
Consideronsun systemede Hall incompressible,commeun uide de Hall a = 1=3, s'etendart
jusqu'au bord de I'echantillon. 1l ne peut exister d' excitations de basseenergiequ'au bord du
systeme car les excitations de volume sort gappeescommeon l'a vu a la section 2.6.9. L'etude
du bord revient a I'etude desexcitations basseenergiedu systeme.Les bords du uide de Hall
au remplissagemagique = 1=m (m ertier impair), estun systemede fermions en interaction
endimensionD = 1. L'e et du champ magnretique conduit les excitations a se propager dans
un sensunique le long du bord. La chiralit e et la localisation des fonctions d'onde des etats
de bord supprime toute possibilite de retro-di usion et les excitations sort cohereries sur des
longueursmacroscopiquesLesbords d'un uide de Hall constituent ainsi un exempleunique de
systemede fermions unidimensionnelsquasi-ideaux en interaction forte. lls secomportent donc
di eremmer de systemeselectroniquesunidimensionnelsou les excitations se propagert dans
les deux senspossibles.Cette description particuli ere d'un systemed'electronsunidimensionnels
en interaction au bord de I'echantillon sefait au moyen de la theorie du liquide de Tomonaga-
Luttinger chiral notee LL.

Liquide de Tomonaga-Luttinger

Le modele de Tomonaga-Luttinger est tr esproche du modele de Tomonaga-Luttinger chiral
gue nous verrons par la suite, et il a joue un rdle majeur dans I'etude des systemesunidimen-
sionnels.Dans toute la suite du traitement, on se placera dans le systemed'unitesh = ¢ = 1.
La resolution de ce modele reposed'une part, sur le fait que la relation de dispersion des fer-
mionslibresa D = 1, originellemert quadratique (modelede fermionslibres sur reseauen liaison
fortes), estlinearisee autour desdeux points de Fermi ks (cf Fig. 2.27) et d'autre part sur |'ab-
sencede termes Umklapp et de retro-di usion (seulela di usion en avant est prise en compte).
Cestermes serort explicitesdans le traitement de la g-ologie. En n, cette theorie s'exprime de
maniere particuli eremen elegarie en coordonneescomplexeset en temps Euclidien (i.e. imagi-
naire). En termes de coordonneesspatiales x et temporelle = it, cescoordonneescomplexes
sort de nies comme _
VAR ¢
vV o+ X

i(x vt)
i(x + vt)

z

3 (2.70)
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avecyv la vitessede Fermi, parametre determine experimentalemert. Les deriveesverient :

'le @ a= i@ @

@= .
% Vv
@= ,0@+@ @=wv@+e 2.71)

Fig. 2.27{ Relation de dispersion typique a D = 1 pour des fermions libres sur reseauavec
liaisonsfortes entre plus prochesvoisins. La surfacede Fermi est restreinte aux deux points ks,
et la relation de dispersion est lineaire au voisinagede cespoints

2.7.1 Theorie des champs libres

On consicere le systeme compose d'electronsa une dimension sur reseausansinteraction et
on de nit la theorie du champ correspondante (a basseenergie). Cela est possiblecar lesdi e-
rentes ethellesde momert intervenart dans cette theorie libre sont decoupkes.L'Hamiltonien
microscopiqueprend la forme suivante

Hicn = 09009 @72
k

avec c(k) l'operateur d'annihilation d'electron de momert k (le spin n'est pas pris en compte
pour linstant). La theorie a basseenergie s'exprime simplemert en fonction de operateurs de
creation et d'annihilation au voisinagedespoints de Fermi (cf Fig. 2.27):

(k) = c(ki + k)
(k) = o k Kk
(k) = ki k)
(k) = I ki +Kk) (2.73)

ou k est positif. Les operateurs (k) et (k) annihilent electrons et trous autour du point de
Fermi droit (k > 0) et gaudie (k < 0) L'Hamiltonien libre prend alors la forme suivante
Z dk
Hiin = S-vikif Y(k) (k) + (k) (K)g (2.74)

L'energieet les momerts sort dorenavant de nis a partir des points de Fermi du systeme. Le
fait de consicerer la limite continue revient en fait a integrer la theorie microscopiquesur les
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grands momerts pour obtenir une theorie e ectiv e de basseenergieautour desvecteur d'onde
( ki). En espacereel, cette procedurerevient aintroduire leschamps r et | qui varient peu
et tels que l'operateur d'annihilation au site n (x = na)!® est?

C . .
PZ= ROOETH (e KX (2.75)
Le facteur P a permet aux champs de verier les relations d'anticommutation correctes et

contient leur dimension:

f r(X); 2(x% = (x X9
frx); {(x% = x x9
f r(x); {(x9g = 0 (2.76)

Separation des champs droit et gauche

Les champs contin us peuvent etre developpesen modesde la maniere suivante

Z

R0 = Koo g+ e kv
Zk>02

0 = e )+ e WX v)] 2.77)
k<02

L'evolution temporelle de (k) et de (k) est obtenue en les multiplian t par la phase e Vikit,
Si on reexprime cesvariables spatio-temporellesen fonction de coordonneescomplexes(2.70), le
developpemert en mode pour les champs ewoluant au cours du temps est alors

z

@ = Fle 0+ e W)
Z

@ = e g+ e v (2.78)
k<02

Le champ droit R depend uniquemert de la coordonnee de propagation vers la droite z, alors
gue le champ gauche | ne depend que de la coordonnee de propagation vers la gaude z. Le
developpemert enmode ( 2.77)esttrompeur a un egard: il laissepenserquelesvecteursd'onde
positifs sort connexesaux vecteursd'onde negatifs dans I'espacedes momerts, ce qui n'‘est pas
le cas (ils sort separesd'a peu pres 2k; ). Ainsi, les modes se propageart vers la droite et la
gaudhe sort clairement bien separes. Les electrons gaudes et droits subisset des uctuations
de densite

rR(X) = R(X) r(X) L) = 7)) L) (2.79)

La densite electroniquetotale (par rapport au fondamertal du systeme) estdonneepar Nig: =
RT L.

Analogie avec I'equation de Dirac

Il devient assezsimple d'exprimer I'Hamiltonien cortinu (2.74) en fonction deschamps r
et | : Z
Hekin= v dx[ 8@ r [@ ] (2.80)

183 estle cut-o ultra-violet naturel du systemei.e. la maille elemertaire du reseaumicroscopique.
19Nous utilisons lesindices L et R pour designerles champs se propageart a gauche (dependant uniquement de
X + vt) et a droite (dependant de x  vt)
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Umklapp 93 forward 94

Fig. 2.28{ Lesquatre processusiedi usion d'electronsdroits (traits cortinus) et gaudes(traits
pointiles)a D = 1: (i) g4 estl'amplitude de la diusion versl'avant; (ii)) g de la dispersion
(di usion d'electronsgaudiesvers deselectronsdroits) ; (iii) g1 pour la retro-di usion (chaque
electron changede branche mais consene sonspin) ; (iv) gz concernela di usion Umklapp (deux
electrons gaudes deviennent droits et vice-versa; n'est possible qu'a demi-remplissagecar la
consenation du moment du cristal doit tre assuee). Les indices de spin ont ete supprimes,
mais les processusy; and gz ne concernert que les electronsde spin opposes.

Ceci est exactement I'Hamiltonien de Dirac. En e et, endimension(1+1), les matrices de Dirac
peuvent &tre restreintes a deux dimensions,par exemple

0 1 01
0_ 1_
= 10 = 10 (2.81)
et le spineur de Dirac a deux composartes est
= R (2.82)
L
La densite lagrangiennede Dirac { avecterme de masse{ est
Lo=i( @ v'@ m (2.83)
La densite hamiltonienne canoniqueobtenue a partir de ce Lagrangien est donc
Hp = iv[ 1@ R (@ (J+m( % . U Rr) (2.84)

cequi correspond a (2.80) dansle casde massenulle. Rajouter un terme de massea I'Hamiltonien
conduit a l'ouverture d' un gap de 2m a I'energiede Fermi. En revanche, rajouter un terme du

type

HO= ¥ o+

R RY L (2.85)

y -
L L=
conduit simplemert a un decalagedu potentiel chimique i.e. a une modi cation de la valeur de

ks . Cecinecessitebien sir unerede nition desmodesdroits et gaudies, mais I'Hamiltonien nal
seratoujours de la forme (2.80), avec une vitessemodi eev®

2.7.2 Interactions : la g-ologie

Les interactions a deux corps ertre electronsa D = 1 ( pour une seulebande) prennert la
forme generale

X X
H|m = % V : O(kl; kz; k3)Cy(k1)Cyo(k2)C O(kg)C (k4) (286)
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Fig. 2.29{ Excitations particule-trou aD = 1.

ou nous avons retabli les indices de spin ( ; 9 = (";#). A basseenergie, les processusde
di usion sont naturellement restreints au voisinagedu niveau de Fermi et sort de quatre types
distincts. Toutes les interactions microscopiguespossiblesewoluent sousle ot du groupe de
renormalisation pour donner des interactions irrelevantes ou I'un des quatres termes de la g-
ologiedecrits ala Fig. (2.28). Exprim esentermesde champscortin us, lesdensiteshamiltoniennes
correspondantes sort :

Xy y
Hi = va R L L R
H5 = vooo( re+ re)( Lv+ 1#)
H3 = VOslr  re)( L L#)
Hs = Jvgs L L L L +Hc
HS = 2vaecl( re + re)?+ (1 + 1#)?]
H = 2vaus[( e re)?+ (L0 1#)7] (2.87)

Remarquons que g»: et g4. sort des interactions densite-densie ce qui appardtra plus
clairemert enespaceeel.Lorsquecesdeux couplagessort lesseulsnon-nuls (i.e., g1 = g3 = 0), le
modeleobtenu estle modelede Tomonaga-Luttinger qui seraresoluexactemer par bosonisation.
La forme bosonieede cesinteractions seradetermineea la section 2.9.4.

2.8 Bosonisation : une premi ere appro che

2.8.1 Particularit e de la dimension D=1

L'id ee fondamertale de la bosonisation est la suivante. Les excitations electrons-trous sort
fondamertalemen bosoniques.et I'essertiel du spectre (si ce n'est la totalit €) du gazd'electrons
peut etre decrit par cesexcitations. Cette questiona d'abord ete evoqueepar F. Bloch en 1934,
mais c'est Tomonagaqui realisaen 1950que celane pouvait &tre valable gu'en dimensionD = 1.
Cecitient a uneraison simple: consideronsla Fig. (2.29). Sur la gauthe, nousavonsrepresette la
creation d'une paire electrons-trousde momert k. Sur la droite setrouv e le spectre desexcitations
electrons-trousde la mer de Fermi : I'energiede la paire estrepresereeen fonction du momert
de cette paire (les deux etant mesurespar rapport au point de Fermi). La relation de dispersion
a une particule estlineaire au voisinagedu niveau de Fermi, et les paires electrons-trous creees
a cevoisinageont une relation de dispersiontr esetroite correspondant a une quasi-particule de
moment presquenul : cespaires peuvent se propager de maniere cohererte. Autrement dit, la
particule et le trou ont pratiquement la mémevitessede groupe a basseenergieet sepropagert
ensenble. Chaque excitation electrons-trous conduit a la formation d'une paire se propageart
de maniere coherente : il s'agit d'une nouvelle particule.
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Fig. 2.30{ Excitations particule-trou aD = 2.

A la Fig.( 2.30), la situation correspndarte en dimensionD = 2 est represenee, avec une
surfacede Fermi circulaire. Il apparat alors clairemernt qu'une paire electron-trou de momert k
pos®deun spectre d'energiecorntinu a partir de zero. Ainsi, le spectre electron-trou est continu
et lesinteractions ne peuvent plus former une paire se propageart de maniere cohererte aussi
facilemert. Danstous lescas,de nir unetheorieentermesd'excitations bosoniquesestbeaucoup
moins evident en dimension superieurea 1.

A la limite de basseenergie,les excitations electrons-trousen dimension D = 1 sort exac-
tement coherertes et donc, les uctuations desdensites g et | creernt desparticules qui se
propagert. On peut alors sedemandersi tout operateur peut etre exprime en fonction de r
et | , en particulier les operateurs de creation et d'annihilation d'une particule unique. Cela
est e ectivemert possiblecommenousle verrons par la suite. Le champsfermionique droit peut

e ectivemert s'exprimer comme
Z

R (X) = plZ:exp[Z i dx® r (x9] (2.88)

Dans le reste de ce chapitre nous prouverons que I'equation (2.126) est equivalente a ce qui
precede.

2.8.2 Le boson libre en dimension D =1

Prenons le temps de de nir exactemet le bosonlibre en dimensionD = 1. Ceci peut &tre

fait a partir du Lagrangien. Pour un champ de bosonsansmasse’ le Lagrangien est

1Z

f— l 1
Lo= 5 &[Z(@) V(@ ) (2.89)

ou v est la vitessedesbosons.L'Hamiltonien correspondant est alors
1 1
Hem =5V 2+ (@)1 =:@ (2.90)

avec le champ conjugue de’ ; lesdeux champs obeissen aux relations de commutation cano-
nigues

" iy _ [ (x):;"(x9] =0
[ (X)1 ( X%] =1 (X X% [( X); ( X(b] =0 (291)
La decompsition en modespour leschamps' et surla ligne in nie est
Z s
k . .

0 =5 e Be

7 . S—
(x) = g—k % ib(k) €<% + ibY(k) e kX] (2.92)
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avec! (k) vjkj. Lesoperateursde creation et d'annihilation veri ent lesreglede commutation

[b(k); b (K9 =2 (kK9 (2.93)
et 'Hamiltonien peut &tre exprime comme
Z

Hin = 55 (B(HK) (2.94)

Le fondamertal (le vide) jOi est detruit par tous les b(k), et possde une energie nulle par
convertion. Commelesfermions, lesbosonsen dimensionD = 1 sedeplacen soit versla gauce
soit vers la droite. Ainsi |'ewolution temporelle des operateurs d'annihilation s'obtient en les
multiplian t par la phasee VKt lorsquele bosonest sansmasse.ll estalors possiblede proceder
a une separation en partie droite et gaude (du point de vue de la propagation). On ecrit

") = r(x v+ (X +vi) (2.95)
avec
Tk k)e K2+ (k) €
@)= Sp=lbke (k) 7]
(@= el ike K+ (ke (2.96)
k>0 2k

Les variables z and z sort de nies par I'eq. (2.70). Remarquons que les vecteurs d'onde ne
prennert que desvaleurs positivescar nous avonspos b(k)  b( k).

Le champ dual

Il est commun d'introduire le boson dual #(x; t), par la relation Q# = = %@f . En
termes de bosonsdroits et gauthes r and |, celadeviert (cf eq. (2.71))
1
@# = V@.
= (@+@)(r+ L)
= (@ @(r )
= @(r L) (2.97)
etdonc = R L, modulo une constarte additive que l'on imposenulle. On peut alors ecrire
1, 1,
R=5( +#H) L= (2.98)

si 'on desire une de nition de r et | qui soit independarte de la decomposition en mode.
Comme# a une expressionnon-locale entermesde (i.e., il s'exprime a partir d'une integrale
spatiale), I'expression precederte manifeste bien le fait que les parties droites et gauthes r et

L he sort pas de veritables champs locaux par rapport a' . La de nition de # a partir de
implique lesrelations de commutations a temps concidant

[ (x);#x91= i (x x9 (2.99)

ou (x) estla fonction de Heaviside (a ne pas confondreavec#) ce qui soulignele caractere non
local de la relation ertre ' et # (le commutateur est non-nul m&mea grande distance).
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2.8.3 Representation du champ de fermions par des bosons

Procedonsmaintenant a une derivation heuristique et incomplete desformules de bosonisa-
tion. L'id eede baseest la suivante (nous negligeond'indice de spin pour le momen) : la densite
electronique ny . etant bilin eaire en les champs electroniques, elle posede une statistique de
Bose.On peut supposerqu'elle est proportionnelle a la deriveed'un champs bosonique.

Z, 1
"(x) = ) dy Neot: (y) Net:(X) = —@' (X) (2.100)

ou estune constarte a determiner. Creerun fermion a la position x°augmerte ' de quand
x < x% Cecia exactemen le mémee et que l'operateur
Z o0
exp[ i . dy ( y)] (2.101)

qui agit comme un operateur de decalagepour ' (x) quand x < x% en raison desrelations de
commutation ( )
Z .
x? i (x < x9

Lo dy (vl= (x > X9

Ainsi, 'operateur de creation %(x9% ou {(x9 peut etre represerte par I'operateur precedert
multipli e par un operateur qui comnute avec' (€' , par exemple). Ce terme supplemertaire
doit &tre choisi de sorte que }’{ ne dependequedex vt, et { quedex + vt. Lesdecompositions
gauche-droite (2.95) et (2.98) sort utiles ici. Comme

(2.102)

1
=.@ = @ (2.103)
nous avons ZXO

i X dy (y)=i# (x9 (2.104)

a partir desquelson obtient deschampssedeplacant exclusivemert a droite ou a gauthe en ajou-
tant ou soustrayant %i' (x9. Ainsi, un Ansatz raisonnable pour obtenir une represetation
bosoniquede I'operateur de creation d'electron est

F(x)= Ad rRX) Yx)=Ae 2 t® (2.105)

ou lesconstartes A et resternt a determiner, par exempleenimposarn lesrelations d'anticom-
mutation (2.76). C'est ce que nous ferons plus loin.

Lesetats a un electron ‘éjOi , etant engendespar desexponertielles d'operateur de creation
de bosons ce sornt des etats coherents du champs de boson g. D'autre part, les excitations
bosoniqueslemertaires sort des uctuations collectivesde densite (ou de spin) i.e desexcitations
electrons-trous.

2.9 Details de la procedure de bosonisation

2.9.1 Operateurs de vertex

Avant de determiner les constartes A et de (2.105), examinons preciemert I'operateur
exponertiel € & (un tel operateur estappele operateur de vertex). Comme g estsoumisa des
uctuations, les puissancesou desfonctions encoreplus compliqueesde g doivert @tre de nies
avec precisiona n de ne pas diverger en valeur moyenne. La prescription usuellemer utilis ee
est appeleel'ordre normal et consistea developper r en modeset a placer tous les operateurs
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d'annihilation a droite des operateurs de creation. Ainsi, l'operateur exponertiel possde la
de nition precisesuivante :

. . X
s e RCVD = dQ expi p%lq‘q &?] expl

n>0

'p41:h’1e kZ]e iP (x vt)=2L (2106)
n

n>0

P est considere commeun operateur d'annihilation car le fondamertal bosoniquejOi possdele
momert nul. La notation : A : signi e que I'operateur A est ordonne normalemert.

En raison de lI'ordre normal, les operateurs de vertex ne se multiplient pas commedesexpo-
nertielles ordinaires. A la place, nous utiliserons plut®dt la relation

cd R@ . d RE) = d R@FT RE) o MR R (2.107)

ou h r(z) r(29i estsimplemert la valeur moyennepar rapport au fondamertal si le terme de
gaude est un produit ordinaire, ou une fonction de Greens'il s'agit d'un produit ordonne nor-
malemen. Ceciestune formule tresimportante, que I'on demorire par la formule de Campbell-
Baker-Hausdor (CBH) :

AP = ABelABl ([A:B] = const) (2.108)
Considerons par exemple,un simple oscillateur harmonique a et deux operateurs
A= a+ % B= a+ % (2.109)
la formule CBH permet la combinaison desexponertielles normalemert ordonnees:

Oqy Oqy
P = e @e?e @e?
04y (VXY
= e %e ¥e?ele

= B UABIO (2.110)

Les deux dernieresegalites sort aussivalablessi (a;a¥) est remplace dans le mémeordre , par
la paire (p;q) d'operateurs canoniquesconjugues ([g; p] = i). Cela s'applique aussia une collec-
tion d'operateurs independarts, tels que les champs bosoniques r ou . Enn, cesformules
sort encorevalables pour un produit ordonne dans le temps comme pour le produit normal, a
condition de remplacer )jAB jOi par un produit ordonne dansle temps. Ainsi, l'identit e (2.107)
est prouveeet dorenavant, nous ne marqueronsplus le symbole d'ordonnemert normal pour les
operateurs de vertex.

Il nousrestea calculerla fonction de Greenh r(z) r(z9i. Cecipeut etrerealisededi erertes
manieres. Par exemple, on peut utiliser le developpemert en modes [14] et prendre la limite
L! 1

. i 1 X 1 _
hr@) RO = ot x)+ - —e2mnt
2L 4 n
n>0
_ z 1 n 2z
- 2L 4 L
1
! 4—Inz+ const (! 1) (2.111)

Nous allons adopter la normalisation

h r(z) r(29i = 4i|n(z Z9 (2.112)
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et supprimer le terme constart, qui ne fait que de nir une edelle de longueur. On obtient de la
méme maniere

h L (z) (29 = 4i|n(z 29 (2.113)

Une autre maniere de calculer la fonction de Green du boson est de noter que la fonction de
Greennon-chirale G(x; ) = H (x; )' (0;0)i doit verier I'equation de PoissonaD = 2

r2G= (x) (v) (2.114)

enespaceEuclidien. La solution de cette equation en coordonneespolaires(modulo une constarte
a determiner par le theoremede Gauss):

G(x;v ) = 4i|n(x2+ v2 ?) = 4i|n(zz) (2.115)

Le resultat est alors equivalent a celui que lI'on peut inferer a partir de la decompsition en
modes, sadant que

H(x; ) (0;0)i = hr(z) r(Q)i +h L(2) L(O)i (2.116)
La formule (2.107) peut &tre reecrite
d rR@Od rE@) = d r@I R(ZO)(Z ZC) =4 (2.117)

Nous sommesmaintenant en mesurede demortrer I'equivalencebosons-fermionsau niveau
desrelations de (anti)commutation. En realite, il estplus simple dedeterminerlesconstartesA et
de (2.105) encomparart lesfonctions de Green plut®dt que de simplemert considerer les (anti-
Jcommutateurs a temps concidant (ceci permet d'eviter les singularitesa temps concidant). Le
propagateur electronique est calcule a partir du developpemert en modes (2.77)%° :
Z Z
dk
k>0 2 g>0
— %e k(z 29

k>0 2
1 1
= - 2.118
2 z 20 ( )
ou nous avons suppose que > 9 ce qui assurela corvergencede l'integrale et decoule du
produit ordonne dansle temps. Ainsi,

h r(2) )FIQ(Z%i ?I’O} (k) Y(g)j0i e kz+ qz0

1 1
y i =
h %(z) r(29i= > 5 50 (2.119)
L'anticommutateur correct est obtenu en prenant la limite destemps concidant :
f r(%0); L(x%0)g = lim(h g (" ix) RO ix9%i+h % ix9 g( ix)i)

1 1 1
= —i +

2 "Ilmo(" ix x9 " i(xO x))
= Lim—2 - (x x9 (2.120)
T2 mo(x x92+ 27 '

( r ou | avecun seul argumert sort desfonctions de z ou z). On verie aisemernt que la
fonction de Green (2.118) en espace-tempspos®de I'expression attendu en espacereciproque

(momernt-fr equence):

1 1 1
— N 2.121
2 z 20 I vjkj ( )

20 Ce calcul a ete realise avec le formalisme desintegralesde chemin dans [13].
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Pour demortrer (2.105) et xer lesvaleursde A et , on doit calculer
h r(2) %(29i = A%he 2 R r(@)j (2.122)
A partir de la relation (2.117)

h r(2) %(Z9i

A2he 2 (r(2) R(Zo))i(z 29 2=

= A%z 29 ** (2.123)

Notons que la valeur moyenne ordonnee normalemert
he I rR@ 1 r(@); (2.124)
estnon-nulle seulemem si + = 0. Cecipeut &tre infere a partir de l'action de l'operateur de

mode zero Q : _ _

hoje( *+ 1R e I+ )P=2Ljq; (2.125)
s‘annulesi + 6 0, car I'exponertiel de Q agissan sur jOi conduit a un autre etat propre de
P, avecla valeur propre + ; cetetat estorthogonal aj0i. La condition + = 0 estappelee

condition _de neutralite?! En comﬁaﬁm (2.123) avec (2.118), on conclut que la constarte
doit tre = et que A doit &tre 1= 2 . Lesformules de bosonisation correctessort alors

R0 =ple’ TR ypy =plog F ew

2 2

S , S e (2.126)
L(X) = p2=e| L (x) L(X) = p2=e I L (x)

2.9.2 Bosonisation de I'Hamiltonien electronique libre

lesformulesde bosonisation(2.126) sort la basede la transformation fermions{bosonsutilis ee
pour de nombreux operateurs. Toutefois, ce processusest souvert subtil, dansla mesure ou
I'ordre normal de cesoperateurs estindispensable.Prenonspar exempleles densitesde fermions
chiraux r et . L'ordre normal peut &tre construit a partir du developpemert en modes. Mais
il existe une maniere plus courte et elegarie de proceder que I'on designepar le developgment
en produit d'operateurs (OPE ou point-splitting en anglais) et que I'on de nit comme

r(z) = lim[ R(z+") r(@ h{E+") rR@)I] (2.127)
ou " estpris atemps positif (de sorte a appardtre commeici, apresordonnemern dansle temps).

Cette limite doit etre prise apresavoir appliquelesformulesde bosonisationet la relation (2.107):

Lim[e' 7 r@ne "7 r@ L
II! O m

R 2
1. P " 1 1
= 2_|||rno[e| 4 [ r(z+") R(Z)]: :]
1 . wP o= 1 1
= 2—.!|!m0[e' t@r@ o
1p— i
= 2_| 4 @ Rr= p—_@ (2128)

nous avons procedera un developpemern de Taylor a la derniereligne. On fait de m&émepour la
densite gaude, sauf que le signe est oppose et

R = PI——@' L= PI:@' (2.129)

ZLCette terminologie provient de l'analogie avecle gaz de Coulomb a D = 2 en mecanique statistique.
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(notonsque@ R=@ et @ | = @' ).

La méme procedure de developpemert en produit d'operateurs Eq. (2.128) est utilis ee pour
demortrer I'equivalenceentre I'Hamiltonien electronique(2.80) et I'Hamiltonien bosonique(2.90),
sauf qu'il faut developper aux ordres superieurs. Preci'mert, une expressiondu type ‘F’{@ R
doit tre evalueecomme

k@ r= ilimf 4(z+"@ r@ h%E+"@ r(ig (2.130)

La limite est evalueeen utilisant les OPE suivants (a I'ordre "?2), obtenuesa partir desformules
de bosonisationet de la relation (2.107) :

@) 4D = gutip-@ +ip—d @)

LD R = 5 i@ ip—d (@)

(@@ = 5 i@ ip=d @)

(@ L@ = S+ipm@ +ip—@ (@) (2131
avec" = 20 zet" = z0 2z et leschamps du membre de droite sort consideres comme

des fonctions de (z;z) seulemem, la dependanceen (z%z9 est exclusivemert contenue dans
les puissancesde " et ". La limite (2.130) est obtenue en derivant par rapport a z ou z les
dewveloppemerts precedertis. On obtient alors

@) 4D = gwripe@ +ip—d @)
L k@ = 5w iPm@ i@ @)
(@@ = 5 im@ =@ (@)
(@) L@) = S+im@ +ip—@ (@) (2132)
En procedarnt a une substitution evidente, I'Hamiltonien (2.80) deviert alors
Hkin = . dx (@ )*+ (@ )]
= vZ dx ( 3+ ?) (2.133)

cequi estprecieemert I'Hamiltonien de boson(2.90), apresavoir utilis e lesrelations (2.71). Ainsi
I'equivalenceentre un bosonlibre et un fermion libre est demortr eeau niveaude I'Hamiltonien.
Remarquonsque nous n‘avons pas demorir e I'equivalenceau niveau des Lagrangiens.De plus,
une preuverigoureusede la bosonisationne peut sefaire qu'au niveaudu spectre. Nouslaisserons
de cote cesdeux points qui depassehle cadrede cemanuscrit. L'equivalencespectrale desbosons
et desfermions est toutefois trait ee dans [14].

2.9.3 Facteurs de Klein

On peut supposerquel'on a plusieursespecesfermioniques,indiceespar deslettres grecques
r . La bosonisationexigealorsun nombre egald'especesbosoniques r et lesformules(2.126)
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demeurert valables, exceptk le fait qu'elles ne fournissert pas les relations de commutation
entre lesdi erertes especes.En realite, ce problemesurvient egalememn pour une especeunique
dansla mesureou lesfermions droits et gaucdhes r et | doivent anticommuter, alors que les
champs g et | commutent.?? Une solution consistea intro duire un facteur d'anticommutation
supplemertaire, les fameux facteurs de Klein, dans les formules de bosonisation:

R() =Pl el TRy =pl T Rw
2 2
L P L P (2.134)
L(x):p? g 4 L (¥ E(X):p? el 4 L (¥
Lesfacteursde Klein  and  sort Hermitiens et veri ent l'algebre de Cli ord
f ; g=f ; g=2 f ;, g=0 (2.135)

Lesfacteursde Klein agissen sur un espacede Hilb ert distinct de I'espacede Hilb ert desbosons
generespar lesmodes[14]. Cette expansionde I'espacede Hilb ert doit &tre compens, en quelque
sorte, en\ xan t une jauge" : I' Hamiltonien doit &tre diagonal dans cet espacedes facteurs de
Klein ainsi que les obsenablesphysiques.Ainsi, un etat propre de Klein est choisi et le reste de
I'espacede Hilb ert de Klein s'en decouple.

2.9.4 Bosonisation des interactions

On peut nalement setourner verslesquatre interactions de basede la g-ologie(2.28). Pour
ceci, il convient d'introduire le spin : nous avons besoinde deux bosons' - et ' 4. Le champ de
bosonpeut etre combine en composartes de spin et de charge :

R EER RIS N P (2.136)

et de m&émepour les composartes chirales gres €t |cs.
Le terme d'interaction (@) estassezimple a bosoniser,dansla mesureou il nefait intervenir
gue desoperateurs de densite :

o X :
Hg= Y2 @ @ .= 2%cq @, (2.137)
-0
et de m&mepour lesinteractions de spin :
H3 = Vs @ @ (2.138)
De méme,lestermes en avant (g4) sornt
V .
HE = @+ @ )@+ @
V .
= @ o2+ (@ o (2.139)
et vas
Hi= —2[(@ )*+ (@ )] (2.140)

22 Ceci est vrai avecdesconditions aux limites periodiques. Sur la ligne in nie, avecconditions aux limites nulles
enx= 1 ,cenestplusvrai et[ r(x); . (x9] = %i. Cette relation assurel'anticommutation f g (x); L (x%g=
0.
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2.10 Solution exacte du modele de Tomonaga-Luttinger

2.10.1 Renormalisation du champ et de la vitesse

L'intereét de la bosonisation repose sur sa capacite a represener les interactions ertre fer-
mions, preciemert H, et H4, commedestermessansinteractions pour I'Hamiltonien bosonique.
Le modele electronique continu de ni par la densite Hamiltonienne

Hrt..:= Hkin + Hac+ Hos + Hge + Hyss (2.141)

est appele le modele de Tomonaga-Luttinger. La partie libre Hg i, apparadt commela somme
de theorieslibres de bosonspour le spin et la charge, avec la méme vitessev. Comme on l'a
vu precedemmen a la section 2.9.4, chaqueterme d'interaction est exprime soit en termes de
bosonsde spin ou de bosonsde charge. Ainsi, I'Hamiltonien total estla sommed'un Hamiltonien
de spin et de chargei.e., les deux secteurs(charge et spin) sort completemert decoupks:23

Ht.L.= He+ Hs (2.142)

Quand on I'exprime en terme de bosonsde charge et de spin { plus precisemert, entermes
de champsconjugues etde@' { I' Hamiltonien de chaque secteurdevient

H = Hg+H,+H, avec

Ho = v 2+(@ )]

Ha = 2517 @ )

He = 250 2+(@ )2 (2.143)
avec = c;s. En combinant cesexpressionson trouve

H = %v K 2+ Ki(@' )?] (2.144)
ou 5—+ ;

K = 2 gz +$; v=v @+ %y &y (2.145)

La constarte K est simplemert une renormalisation du champs' . Cela apparat plus claire-
ment dansle Lagrangien assie :
Z

— 1 1 2 ' 2
L =5 &[(@ ) v@ ) (2.146)
L'Hamiltonien (2.144) peut &tre reexprime sousforme canonique(2.90) simplemert en intro dui-
sart les operateursrenormalises

q_
.o:pl_- 0- 'k (2.147)

qui obeissem encore aux relations de commutation canoniques.Remarquons que nous avons
suppose que les couplagesg,. et gs; ne dependert pasdu momert k. Cela n'est toutefois pas
necessaire les solutions precedertes du modele de Tomonaga-Luttinger peuvent etre rederivees

ZCeci est vrai pour les champs mais pas exactemert au niveau du spectre ou les chosessort un peu plus
compliquees.ll est, en e et manifeste que les nombres d'excitations de spin et de charge ne sort pas independants,
car le nombre total d'electrons est consene.
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avecdescouplagesg,: (k) and gs4. (k) dependarts du momert k, et ce pour la simple raison que
I'Hamiltonien bosoniqueest quadratique et que lesdi ererts momerts sort donc decoupks. En
particulier, les formules precdertes pour la renormalisation de la vitesse peuvent servir pour
ecrire la relation de dispersion desexcitations de charge::

s

(k) = vejkj = vikj (1+

% (K) % (k)

)2 ( )2 (2.148)
Par soucide simplicit e, nous ne prendrons pas en compte une telle dependancequi reappardtra
toutefois dans les chapitres suivants.

2.10.2 Melange des champs droits et gauches

Les perturbations H,. de (2.143) melanger les bosonsdroits et gaudies.On s'attend alors
a ce que les nouveaux etats propres soiert des corrbinaisonilin eairesdes excitations droites et
gaudes. En e et, la renormalisation du champ ' (* °= '= " K) implique une renormalisation
inverse de son moment conjugue { et dong¢,du champs dual # { de facon a presener les
relations de commutation canoniques: #°= # K (nous negligeonsles indices de spin/charge
pour l'instant). Donc, lesbosonsdroits et gauthes r et | nesort passimplemert renormalises

par K, ils sort melanges:

1 1.1, pP—
R = E( + #) ! %=§(97 + K#)
1 1 1 p_
= _ ' ' O = _ 1
N B I - 3 (2149)

Si on exprime les anciensbosonsdroits et gauches( r et ) enterme desnouveaux ( g et E)
et siondenit commeK = €, ontrouve
cosh % + sinh

sinh % + cosh

R

L

roro

(2.150)

En terme de developpemert en modes,le melangedesetats droit-gauche est une transformation
de Bogoliubov desoperateurs de creation et d'annihilation :

bn
bn

cosh K+ sinh HY
sinh BV + cosh K (2.151)

Ainsi, le champsdefermions g+, un champsne sepropageart que versla droite dansle systeme
sansinteractions devient un melangede champssepropageart a droite et a gaude dansle modele
de Tomonaga-Luttinger, si K 6 1 (i.e., sigy. 6 0). Consideronspar exemplele casKs = 1,
Kc6 1:

1 P
Ri(6G ) = po=rel T E
1 P P
= pz_ ) [ Rc e [ Rs
_ p;_ Lo Zcosh pagitZsih qgi 2 ks (2.152)

C'est le resultat auquel on s'attend, dansla mesureou les interactions H, entourent I'electron
libre d'un nuaged'electronsdroits et gaudes.
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2.10.3 Fonctions de correlations
Fonctions de Green

Une fois que I'on a realise la renormalisation (2.145), le calcul de quarntit esphysiques(fonc-
tions de correlations) est simple, au moins en espacereel. La fonction de Green a une particule

G (x; )= ho(x; )J(0;0)i (2.153)
A momert proche de zero, en termes de champs cortinus, cela deviert 24
G (X; )=hg(x ) & (0;0) +h .(x; ) {.(0;0)i (2.154)

Considerons uniqguemert la partie se propageart a droite, dansle casKs = 1 et K; 6 1 pour
simpli er. En utilisant I'equation (2.152), celadevient

P — P
ihel 2 cosh Roc(zc)e| 2 cosh ROc(O)i

2
h eipz_sinh Lo(Ze) o i 2 sinh L&(0)

h ge(X; ) %-(0;0)i

h e ipz Ros(zs)eij_ ROS(O)i

1 1 1 1
2 (VC ix ) % cosh? (VC + ix ) % sinh? (VS iX )122
1 1 1 1

= = . . — —= 2.155

2 (ve ixX)P2jve ixje(vs  ix)1F2 ( )
ou la di erencede vitesseentre la chargeet le spin reclameune distinction entre lescoordonnees
complexesde spin et de charge (zs et zc). Nous avonsintroduit I'exposart?®

1 1

c= Z(KC+ K. 2) (2.156)
En prenant la transformeede Fourier en temps et en espacea fonction de Green conduit a un
terme spectral etendu,?® commeillustr e a la Fig. (2.31). Cette densite spectrale a une singularite
algebrique au voisinage! = vcget! = vsq, avec desexposarts liesa .. A partir de cette
fonction spectrale, il peut &tre montr e que la distribution en fonction du momert n(k) a une
singularite algebrique au niveau de Fermi :

n(k) = n(k;) const sgnk ki)jk kij°© (2.157)

et la densite d'etat a une particule egalemen: N(! ) j!j c. A presavoir detaille le traitement
du liquide de Luttinger, nouspouvonsconsicerer la theorie desliquides de Luttinger chiraux qui
reposelargemert sur les mémesprincip es.

2.11 Liquide de Tomonaga-Luttinger chiral
2.11.1 Theorie hydro dynamique de Wen

Nous consiceronsici la situation idealeou I'etat de Hall fractionnaire est realise au niveau
du bord. Nous allons montrer que le bord est decrit par un modele de Luttinger chiral, tres

24| apparat une singularite au voisinagede k = 2k; si K < 1.
*0n trouv e aussila notation ¢ = % ¢, de mémeque = ..
28Un calcul detaille de la densite spectrale a partir de la fonction de Green en espaceet temps a ete realise dans

[15]
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Fig. 2.31{ Fonction de densite spectrale A(k;! ) typique du modele de Tomonaga-Luttinger ,
avecK s = 1. Lesexposarts quel'on voit enhaut correspondert aux trois singularites: (! +v¢Q) ©,
(1 vsg) © Fet(l vgle D32

proche du modele de Luttinger decrit precedemmen. La relation ertre les deux a ete demortree
par Wen, qui supposeseulemen qu'il existe une separation nette entre un liquide de facteur de
remplissageuniforme et le vide ou le facteur de remplissageestnul. Wen a utilis e I'action e ectiv e
an d'obtenir I'Hamiltonien du bord. On considere deux axesx et y au bord de I'echantillon

comme sur la Fig. (2.32). Dans la regiony < 0, setrouve le systeme de Hall fractionnaire
a un remplissage le rendant incompressible,alors que la regiony > 0 correspond au vide.
L'incompressibilite de I'etat de Hall fractionnaire est responsable du gap des excitations du
volume et donc les seulesexcitations de basseenergiedu systemesort restreintes au bord ou la
separation entre le liquide de Hall et le vide peut sedeformer. Consideronsalors une excitation

responsable de la deformation de la ligne de separation originellemert d'equationy = 0 qui
deviert alorsy = f (x). Il y a doncun exaesd'electron au bord. La densite electroniqueen exaes
(assaieea la deformation du bord) par unite de longueur est alors :

(x) = Wf (x) (2.158)
ou on reconnait la relation ne = =(2 12) (cf section 2.6.1. Il est possiblede calculer I'energie
accompagnan cette deformation. Sile potentiel decon nement au bord del' echantillon estU(y),
pour une excitation est de basseenergie,on peut approximer U(y) par une fonction lineaire en
y. La variation d'energiesur l'intervalle de longueur x estalors:

E = %fU(f (x)) U@O)g (x) x (2.159)
Les electronsdu bord sepropagernt dansun seulsenset ont une vitesse:
1 @
V= ———— 2.160
jGejB @ ( )
Avec U(y) = jggjB vy, I'energiepotentielle totale due a cette deformation est donc :
Z
E=2M" 4 )2 (2.161)

En mecaniquequantique (x) deviert un operateur et 'Hamiltonien estdonne par I'energieE.
4
v
H=— dx (x)? (2.162)
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Fig. 2.32{ Onde de densite du bord d'un uide de Hall quantique fractionnaire (plasmon).
Quand il y aucune perturbation de densite, la fronti ere est une ligne droite. En presenced'un
plasmon, il apparat un excesde charge par endroits et un defaut ailleurs.

Il nous reste maintenant a determiner les relations de commutation entre ces operateurs.

Considerons|'Hamiltonien suivant : .

HO= H dx (x) (x) (2.163)

Cette perturbation induit un courant dans le systeme, et si I'on est dansle casde lI'e et Hall
guantique fractionnaire, @ se comporte comme un champ electrique dans la direction x, de
sorte que le courant s'ecouledansla direction y, avec une densite de courart jy(x) donneepar :

, @
= = 2.164
Jy(X) & ( )
Cette densite obeit a la loi de consenation :
@(x;t x(X; t ,
o DD -y (2165)
Par ailleurs, I'equation de Heiserberg donne:
@t i i‘
@ " n H: (x;1)] b dx® x99 x9%; ) (2.166)

Cesdeux equations doivent etre identiques pour n'imp orte quelle fonction (x), donc le second
terme doit etre le méme, et nous obtenonsla relation :

x9; (x) = IZ_dixo x x9 (2.167)
qui s'ecrit en transformeede Fourier :
k
[ k; ko= kiko— (2.168)

Cette relation est l'algebre de Kac-Moody du liquide de Luttinger, il faut toutefois noter le
facteur de remplissagede I'etat de Hall fractionnaire qui apparat ici. A cette di erencepres,
I'etat de bord est essetiellement decrit par le m&me Hamiltonien que le liguide de Tomonaga-
Luttinger. La bosonisations'imposenaturellement pour resoudreun tel systeme?”’.

27En toute rigueur, le traitement exact du probleme sefait sur une distance nie L (cf [16]).
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2.11.2 Bosonisation des fermions chiraux

On posealors, comme precedemmert :

p_ p_
i
=p=—@ = P=—0 (2.169)
et 'Hamiltonien pour lesexcitations de bord sepropageart versla droite (i.e. ne dependart que
de z) est 7z
H= v (@ Rr)? (2.170)

On retrouve exactemernt la meémeforme bosoniquequ'a la sectionprecederte. L' electron au bord
doit alors etre represetie par un champ (x) tel que

[0 6= (x x) (%) (2.171)
En calculart le developpemert en produits d'operateursde avec e ', on determine que la
represertation correctede est
1 P—_pP-
(x) = p?e' 4 = (2.172)
Precisemen, nous obtenonslesrelations de bosonisationsdes operateurs d'electrons
R) = ploe T R0 vx) = plog T R0
2 2 (2.173)
(00 = phd T (0 = ploe T 07 |
A partir dela, on trouve la fonction de Green a une particule
1 1
G(xt) = —————— 2.174
(1) 2 (x w)= ( )

Remarquonsqu'elle correspond au propagateur de I' electron libre uniguemert danslecas = 1
, I.e., quand le premier niveaude Landau est totalement rempli. M&@medansle casfractionnaire,
le systeme de bord est un liquide de Luttinger sim = 1= > 1, en fait, c'est un liquide de
Luttinger chiral ( LL). La fonction de Green dans|'espacemomert-fr equenceest

(' +vk)m?
- > 0 0 000
G(k;1)/ K (2.175)
et la densite d'etat au voisinagedu niveau de Fermi est alors
N()/jrjmt (2.176)

Apr esavoir detaille la theoriedesliquides de Luttinger chiraux, nouspouvonsexaminerdi erers
aspects experimentaux descanaux de bord fractionnaires.

2.12 Conclusion

Nous avons pas® en revue les principales proprietes des electrons bidimensionnelsdans un
champ magnetique. Nous avons decrit I'apparition del'e et Hall quantique ertier puis fraction-
naire en insistant sur I'imp ortance des bords. Dans le cas des fractions magiques = 1=m,
Wen a montr e que chaque bord est decrit par la theorie desliquides de Luttinger chiraux. La
dynamique du systeme unidimensionnel de fermions chiraux en interaction s'exprime par un
bosonlibre unique via la technique de bosonisation.Les modesde propagation droits et gaudes
sort melanges par les interactions et les fonctions de correlations du modele initial sort renor-
maliseespar lesinteractions. Nous pouvons maintenant appliquer cette theorie a dessituations
experimertales realistes, et a desexperiencesde transport par e et tunnel en particulier.
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Chapitre 3

E et tunnel etendu.

Les bords d'un uide de Hall sort decrits par la theorie desliquides de Luttinger chiraux.
Dans ce chapitre, nous confrontons cette theorie aux experiencesde transport par e et tunnel
sur les bords. Dans une premiere section, nous detaillons les systemes utilis es dans ce type
d'experience.Nous obsenons desresultats experimentaux qui valident la theorie desliquides de
Luttinger. Puis, nousexaminonsune nouvelle structure : la jonction tunnel etendue.Desmesures
de conductancetunnel font apparatre des caracteristiques inexpliquees,et dans la troisieme
section, nous appliquonsle formalisme desliquides de Luttinger a cette situation experimertale.
Nous calculonsle courant tunnel perturbativemen dans di erernts regimesde remplissagedes
bords et d'interaction. En n, nous calculonsle bruit assaie au courant tunnel.

3.1 Transport electronigue dans un liqguide de Luttinger chiral

Cette sectiontraite du transport electroniquedansun liquide de Tomonaga-Luttinger chiral
(ou LL). Commenouslavonsvu precedemmen, le LL estun modele particuli eremert simple
de conducteur metallique fortement correlea D = 1. Plus preciemert, il s'agit d'un conducteur
metallique unidimensionneldont les excitations elemertaires se propagert dansun sensunique.
Le canaldebord d'un uide de Hall fractionnaire incompressibleestla realisation experimentale
d'un tel systeme.Le LL sedistingue d'un metal habituel (a D = 3) par l'absencede pole
dansla densite spectrale a une particule. A la place du ptle habituel, la theoriedes LL predit
une dependanceen loi de puissanceen fonction du momert ou de la frequence(comme on
I'a vu au chapitre preedert). Cela signie que lorsque I'on injecte (ou que I'on enlewe) par
e et tunnel un electron dans un liquide de Luttinger, on obsene un comportement en loi de
puissance(cf Fig. 3.1, par exemple) du courant tunnel et de la conductancedi erertielle en
fonction de I'energie. Dans cesexperiences,|'energie peut etre ajustee soit par la di erencede
potentiel appliguee(comme dansune experiencede transport classique) soit par la temperature
(comme dans une experience de transport par activation thermique). Les bords de uide de
Hall fractionnaire aux remplissagesnagiquessort dessystemestr espropres qui permettent de
valider experimentalement le modeledes LL pour plusieursraisons.En premier lieu, les bords
sort realises experimentalement a partir destechniques de croissanceMBE, qui autorisert des
geonetries a une precisionatomique. Cette precisionconcerneaussibien la formation du systeme
electronique lui m&me que la realisation de la barriere tunnel. Ensuite, la nature du LL peut
etre modi eeuniquemert en faisart varier le champs magnretique i.e. le facteur de remplissage
du uide de Hall fractionnaire. Cette souplessegpermet la realisation experimentale de di ererns
liquides de Luttinger chiraux. En n, les modes de propagation des bords droit (R) et gauce
(L) d'un edhantillon de Hall sort spatialemen separespar une distance macroscopique,ce qui
conduit a une suppressionexponertiellement faible de la retrodi usion de I'un dans l'autre.
La causeprincipale de localisation est donc supprimee et les modesde bord sort dessystemes
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Fig. 3.1{ Caracteristique courant-tension It (V) pour I'e et tunnel de GaAs metal dope n vers
un canal de bord fractionnaire a = 1=3; (+) edantillon 1.1a B = 134T, ( ) edantillon 2, a
B = 10:8T. Les courbesen traits pleins represenent les ts theoriquesavecg= 2.7 et g = 2:65
respectivemert [17].

balistiques presqueideaux. Pour toutes cesraisons, les experiencesde transport tunnel sur les
bords de uide de Hall constituent un outil unique de validation de la theorie de Luttinger.

3.1.1 Eet tunnel et non-lin earit es

Une caracteristique unique du LL ideal est I'univ ersalite de la valeur de I'exposart g de
I'e et tunnel electronique ou expsant anormal. g est de ni dans les experiencesd'e et tunnel
dansun LL parlt / V9ou |t estla courant tunnel enreponsea la tension appliqueeV Pour
un uide de Hall fractionnaire incompressibleaux fractions magiquesde Laughlin = 1=m, la
valeur de g est uniquemert determineepar lesinteractions au seindu uide et prend une valeur
universelledonneepar m. Par exemple,pour un uide de Laughlin a = 1=3,g= 3 exactemert
(cf Fig. 3.1) [18 19, 20, 21, 22] .

Les experiencesde transport d'e et tunnel electroniquedansles LL peuvert etre realises
en placant des contacts des deux cotes d'une barriere tunnel (cf Fig. 3.5 b). Plusieurs types
de mesurespeuvent @tre realisees: (i) une mesuredirecte du courant tunnel |1+ a travers la
barriere en fonction d'une di erencede potentiel V appliqueede part et d'autre de la barriere,
an de determiner la caracteristique |+ (V). La theorie conduit a I+ / V9, ce qui traduit la
loi de puissancede la densite d'etat du LL N(!) / !9 1 (cf 2.176). (i) une mesurede la
conductance di erertielle, dlt=dV / V9 et (iii) une mesurea di erencede potentiel nulle
(V = 0) de la conductancelineaire tunnel Gt en fonction de la temperature T, Gt / T9 ! qui
traduit encorela loi en puissancede la densite d'etat.

Experimentalemert, nousle verrons ci-dessouscesdi erertes obsenablesmesureesen fonc-
tion deV ou de T obeissen a une loi de puissanced'exposart g universel,commele predit la
theorie. Cesresultats constituent des preuves tr es signi cativ es de la validite de la theorie. Il
est donc necessairale determiner le courant tunnel |1+ dansdesconditions ou I'edhelle d'energie
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est x eesoit par V (E = eV) soit par T (E = kpT). Avant d'examiner les resultats de ces
experiences,revenonsbrievemert sur la derivation theorique de cesnon-linearites.

E et tunnel ponctuel

Le courant tunnel ponctuel est habituellement calcule en perturbation [24]. On peut s'in-
teresserau casde I'e et tunnel entre un metal GaAs fortement dopen a D = 3 et un canal
de bord de I'e et Hall fractionnaire. La direction x est la direction le long de la barriere tun-
nel alors que y est perpendiculaire a la barriere. Considerant I'operateurs c..g qui annihile un
electron d'un cote (L ou R) de la barriere tunnel a l'instant t au point de coordonnee (X;y),
et I'operateur de creation c‘é;l_ qui en cree un autre de l'autre cote (R ou L) de la barriere a
un instant t® au point de coordonnee (x%y9. L'elemert de matrice de I'e et tunnel est lie a
l'operateur ¢, (x; y;t)cs (x%y%t9. L'e et tunnel assurela consenation du momert longitudinal
a la barriere. En particulier, un systeme parfaitement propre et sansimpuretes, invariant par
translation suivant la direction longitudinale x n‘autorise pasl'e et tunnel a momen longitudi-
nal non-nul. Une maniered'assurerl'e et tunnel a momert longitudinal non-nul estd'introduire
desimpuretesqui ne consenert pasle momert. La presenced'impuret eset de defauts ponctuels
favorisert I'e et tunnel ponctuel (i.e. sur desdistances ). On fait I'approximation que l'e et
tunnel a lieu en un seul point de la barriere: (x;y;t) = (0;y.;t) et (x®y°%t9) = (0;yr;tY avec
YR YL = bla largeur de la barriere. On incorpore egalemen la largeur b dans I'amplitude
tunnel T cequi permet de supprimer la coordonneey et on choisit t = 0. En n, dansce modele
simpli e, on decidede ne pastenir compte de I'in teraction coulombienne.

Couran t tunnel non-lin eaire

Le traitement perturbatif standard du courant tunnel ponctuel [16, 23, 24] conduit a la
formule :

Z ( R 06, 4+ 00 Ro 00, 4100, )
;) =eT?2  d®y & « VAR AY O] e VEHAY(1): AQ)I  (3.1)
1

avec A(t) = cr(0; t)c{(O;t). En I'absenced'interaction les fonctions de correlations hA(t)AY(0)i
et PAY(0)A(t)i ne font intervenir que les propragateurs des bords des uides de Laughlin a

= l=mavecg=m
g ()eLr (0;0)i / (x  vigt) %R e (% urdkex (3.2)

et les valeurs desfonctions de correlation sort
1 1 1

MONON= e T T et DI% &)
o FAY(0VA (D) = 1 1 1 34
A = e [ T+ % [ R+ 1% 34

. e 1 1 1 1 i= r)ke X a(i= L )Ke X

PA(x; t)AY(0; 0)i = a?{‘ aEL e(i= R)Ke xg(i= L)ke

X vt P [x+ vr(t iR
(3.5)

1 1 1
X ve(t+i0 )% [x+ vr(t+i )%

PAY(0; 0)A(x; t)i = a® 'at oli= Rk xg(i= L)ke X

(3.6)
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Le courant tunnel a temperature nulle est alors donne par

Z gL gr 1
It(V)= 2eT2m[ i——— d f( t)l

g+or 1
(oL +or 1) vt v R (3.7)

ouf (! ;t) estde nie par 7
0
g tt eV (t%9dt® _ drf (! ;t)ei! (t t9 (3.8)
Pour une di erencede potentiel continue (courant DC) I'expression (3.7) sesimplie en:

aEL 1 aRr 1

It (V)= 2eT2Im]| VatoeR 1 (3.9)

(. +gr 1) VYR

Calcul a temp erature nie

A temperature nie, le traitement precedert imposele calcul desfonctions de correlation a
temperature nie, cequi conduit a

agL 1agR 1

i - [ +il =2 T
IT = 26Tzﬁng+gR 1(2 T)gL+gR 1 B(g |! :2 T,g |! :2 T) Sin (g | )

cos ¢
(3.10)

avecg = (gL + gr)=2, et B estla fonction Beta d'Euler.
On obtient une expressionexplicite du courant DC dans la limite eV kyT. It estalors
lineaireenV et admet un loi de puissancepour T :

It/ eVTR+o% 2 (3.11)

Dans la limite dualeeV  kyT, le courant admet une loi de puissanceenV :

gr 1
aR

ViVR 9

gL
ay

I/ TOo *0r l( )g|+9R 1y (eV)9* &R 1 (3.12)

( s) estla fonction Gamma d'argument s; nous avons pose k, = 1 pour simpli er. Les conduc-
tancesdi erertielles correspondant a cesdeux limites sort respectivemert :

dit

v | TO*R 2 (eV  kgT) (3.13)
(3.14)
c;'\;/ (eV)e+®R 2 (gy  kyT) (3.15)

La variable adimensionreex = eV=2 T appardt naturellement et la condition de cross-wer
est approximativemert x 1. Dans la limite (x < 1), I'echelle d'energiede I'e et tunnel est
determinee par I'energiethermique et le courant est lineaire en fonction de la tension V alors
qu'il obeit a une loi de puissanceen la temperature | 1 / T%*9%R 2,

Dans la situation oppose (x > 1), I'echelle d'energie est determinee par eV, |1+ est non-
lineaire en V, et Itun / V9 *% 1 En ce qui concernela conductancedi erertielle Gy ;
elle est independarte de V et proportionnelle a T9*9% 2 pour x < 1; elle est de la forme
Gun / V&*9% 2 pourx > 1 [16].
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3.1.2 Exp eriences de transp ort tunnel

La caracteristique physiquela plus remarquable qui distingue un liquide de Luttinger chiral,
d'un liquide de Fermi est le comportement a basseenergie, quand un electron est ajoute ou
enleve du systeme a une energie proche de I'energie de Fermi. Il se produit une catastrophe
d'orthogonalite entre I'etat forme de la particule ajouteeou enlewveede I'etat fondamertal de N
electronsfortement correleset le fondamertal desN + 1 (ou N 1) electrons.Cette catastrophe
donnelieu aunereductiondel'e et tunnel suivant une loi de puissancequand I'energieapproche
la surface de Fermi. Les experiencesd’e et tunnel constituent donc une maniere interessate
d'etudier ces proprietes de basseenergie. L'avantage de ces experiencesde transport reside
dans le contrdle tr es precis des bassesenergies, x eessoit par la di erencede potentiel avec
une precision allant jusqu'au eV , soit par la temperature avec une precision de 25mK (
2:15 eV). Cesedellesd'energiesort 2 a 3 ordresde grandeur plus petites que lesautres energies
caracteristiqgues du systeme : I'energiede Fermi (EF 4 meV) ou le gap de quasi-particule
( 01 1 meV) deletat de Hall fractionnaire a = 1=3. Les mesuresde transport de l'e et
tunnel electroniquedoivernt satisfairea quelquesconditions pour permettre de mettre enevidence
les caracteristiques typiques des LL. Il faut en particulier (i) que les non-linearites obserees
danslesrelations 11 (V) soiert duesa la densite d'etat tunnel N (! ) et non a une dependance
en energiedes elemerts de matrice de la barriere tunnel ; (i) qu'il existe une loi de puissance
dans la caracteristique It (V) sur une plage de valeurs su samment grande pour la distinguer
d'autres lois (exponertielle, d'Arrhenius, de saut avec des echelles variables); (i) qu'il y ait
coherenceertre les valeurs de I'exposart anormal determineesindependammert par la relation
I+ (V), par la dependanceen temperature de la conductancelineaire Gt a bassetension et par
la conductancedi erertielle dl+=dV; (iv) que l'exposart g soit dansla gamme 1.5 4. En
dessoude 1.5, desnon-linearitesresiduellesviennent perturb er la determination de la valeur de

g, au dessusde 4 le courant esttrop bruit e et la plage de tension ou de temperature accessible
est trop restreinte.

Electron Tunneling
Ts

Quasi-Particle
Tunneling

Fig. 3.2{ Geometrie du point de contact quarntique. La partie grisee represerte la barriere de
potentiel electrostatique dansle 2-DEG . (en haut) Des electronspassei d'un bord a l'autre a

traversla barriereelectrostatique par e et tunnel. (en bas) desquasi-particulespassem a travers
le 2-DEG par e et tunnel.
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Di erentes con gurations experimen tales

Deux geometries distinctes ont ete utilis eespour etudier les LL via I'e et tunnel dansles
canauxde bord des uides de Hall ; la geometrie du corntact ponctuel quantique (QPC) et la geo-
metrie de croissancesur bord clive (CEO). La formation d'un QPC reposesur l'utilisation d'une
paire d'electrodes deposessur I'neterostructure de GaAs/AlGaAs et separeesde  100hm.
L'application d'une tension negative entre ceselectrodes et le 2-DEG, deforme les canaux de
bords et les rapproche en un point commele montre la Fig. (3.2). Dans la geometrie CEO, on
fait crotre une ne barriere tunnel de Al,Ga; xAs d'epaisseurde I'ordre de la longueur ma-
gnetique ( I)dans la direction cristallogarphique (011) i.e. perpendiculairemen a la direction
de croissanceinitiale (100), commeon peut le voir ala g. (3.5) La presencede cette barriere
interrompt le plan electronique du 2-DEG, et creeun bord tresabrupt avec une precisionato-
mique. Chaque methode pos®de des avantages et des inconvenierts. Dans le QPC, en raison

(@) (b)

n+
Point-Contact GaAs GaAs
ST s=- Ep= = = -
u b"“"io
Electrostatic AlxGaixAs
Barrier CEOQ Barrier

Fig. 3.3 { Barrierestunnel pour (a) le point de contact quantique, (b) un barriere obtenue
par croissancesur bord clive (barrierede largeur b 1 ). A B = 10T, la longueur magnetique
I 8nm

d'une importante separation spatiale entre lesgrilles metalliqueset le 2-DEG, le trace desbords
du 2-DEG est necessairementr esarrondi. La barrieretunnel estdonc basse epaisseet arrondie
(cf Fig. 3.3 a), cequi n‘autorise qu'une faible gammed'energiepour etudier la dependancede la
densited'etat du LL enfonction de |'energie.En revande, cette geonetrie a l'avantage d'o rir
une grande souplessed'utilisation : on peut modi er la forme et la largeur de la barriere de ma-
niere reversible en faisant varier la tension sur les grilles. Ceci permet d'observer I'e et tunnel
d'electronset de quasi-particules (cf Fig. 3.2). La technique CEO conduit a la formation d'une
barriere ne, treshaute dont le trace est tresbien de ni (cf Fig. 3.3b). Cette barriere conduit
a deselemerts de matrice de I'e et tunnel independarts de I'energiedans la gamme d'energie
consiceree. Cette propriete permet I'etude propre et directe de la densite d'etat. L'inconvenien
majeur de cette structure est sa rigidit e au sein d'un echantillon. Le coe cien t tunnel depend
de la largeur de la barriere, il faut donc creerdi erertes barrieresavec deslargeursdi ereres.
Enn, jusqu'a presen, seull'e et tunnel electronique a ete obsere dans cesstructures.

3.1.3 Transport atravers un point de contact quantique

Milik en et al. [25] ont ete les premiers a realiser des experiencesd'e et tunnel entre deux
bordsa = 1=3 dansune geomnetrie de point de contact quantique. lls ont remarque di erertes
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indications d'un comportement di erernt de celui d'un liquide de Fermi. En particulier, ils ont
obsene une di erence nette, a bassetemperature, entre les resonancesgunnel de deux bords a

= 1=3 eta = 1. SurFig. (3.4), on voit que, dans les deux cas, les resonancesapparaissem
quand le QPC a ete ouvert en augmeriant progressivemert la tension negative appliquee, le
facteur de remplissageetant regle par ajustement du champs magnretique. Danslacas = 1les
resonancesleviennert independartes de la temperature en-dessougle 100nK maisa = 1=3,
les resonancessort sensiblesa une decroissancede la temperature de 172nK a 41mK . En
particulier, la largeur despics decrdt signi cativ emert avecla temperature, en accord avecune
fonction de type T273, commela theorie le predit [26]. On obsene egalemen desnon-linearites
dansles pieds (donc hors-resonance)despics de resonancegn accord qualitatif avecla theorie.

0.30 ; ;
= (a) , ¥=1/3 A
~w v i (IS
Nﬂ.’ 0_15 1) i{‘ jl‘ . ol ‘i
~ 4 A uy e
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-0.61 -0.53 -0.45
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-0.39
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Fig. 3.4{ Conductanceenfonction dela tensiondegrille appliqueeau point de contact quantique
(@) au plateau = 1=3a T = 41mK (traits pleins) et at = 172mK (traits pointill es) (b) au
plateau = 1aT = 42mK (traits pleins) eta T = 101mK (traits pointill es)

Au-dela de cesaspects, il n'est pas du tout evidert d'extraire des informations quantita-
tives de ce genre d'experiences.Dans la geonetrie du QPC, la barriere tunnel etant basseet
etendue, seuleune gamme d'energielimit ee est accessiblea I'experience.Hors de cette gamme,
d'imp ortantes distorsions des caracteristiques de I'e et tunnel compliquent la determination de
la densite d'etat. En conequence,en obsenant I'e et tunnel hors-resonancedans une gamme
de temperature variant de 2 3 ordresde grandeur, il estdicile de clairemert di erencierune
dependanceen temperature en loi de puissance(T %) [26] d'une loi de saut a edhelle variable plus
conventionnelle (e(Te=M"™* ou e(Te=T)""*). La determination d'une forme precisede la dependance
de la largeur de raie desresonanceposeaussidesproblemes|[27]. En n, certains aspects de ces
resultats se sort averes diciles a reproduire [28, 29]. Malgre ceslimitations, les experiences
de Milik en et al. [25] ont fourni une premiere demonstration du fait que les canaux de bords
fractionnairesa = 1=3 ne sort pas desliquides de Fermi.

73



n+ GaAs (Heavily Si Doped)

28 |
- 00t
i T3
1@ +T > w
_SE J:E : 9 ¢ bias
<3 |zl 2 S E
Il = | 2& Current
T: g % S5 r * Preamp
= | +[ — W
9— $ : 2DEG n+ GaAS
(100) L Al Ga, gAs
T Tunnel Barrier

2DEG in Quantum Well

(a) (b)

Fig. 3.5{ Echantillon realise par la technique de croissancesur bords clives.(a) geonetrie de
I'echantillon avecla barrieretunnel de Al g.1Gag.gAs deposeepar MBE sur bord d'un edhantillon
habituel (croissancesuivant la direction (100)) prealablemen clive suivant la direction (011).
On peut egalemen voir le GaAs metal dope n. (b) schemadu dispositif de mesuredu courant
tunnel.

3.1.4 Exp eriences sur bords clives

Desavanceesmajeuresont ete realissesen obsenant clairemert une loi de puissancea la fois
dans les caracteristiques | 1 (V) et dansla conductancedi erertielle en fonction de la tempera-
ture, en utilisant la techniqgue CEO [17, 30, 31, 32]. Les echantillons de ce type sort fabriques
par un processusa deux etapesdecrit ci-dessousLa possibilite de realiserdesbarrieresabruptes
treshauteset nes, avecun excellert contrdle sur la largeur a ouvert de nouvelles perspectives
experimentales dans I'etude des LL.

Pfeier et al. [30] ont ete les premiers a utiliser la technique de CEO pour realiser une
croissancepar MBE sur le plan (011) de GaAs/Al xGa; &, prealablemen cleave. Cette seconde
croissancese produit apresune premiere croissanceclassiqueselonla direction habituelle (100),
et apresun clivagein situ suivant la direction (011) (cf Fig. 3.5). Dans cette geometrie, I'e et
tunnel alieu a partir d'un metal GaAsdopen aD = 3 quel'on afait crotre surle plan (011). Les
electronsarrivent dansun canal de bord d'un uide de Hall fractionnaire d'un 2-DEG contenu
dansun puit quantique dansle plan (100).

Dans la mesure ou les plans (100) et (011) sont perpendiculaires, la secondecroissance
exploite la troisiemedimension, dont on voit quelquesexemplessur la Fig. (3.6). En combinant
ce type de croissancedans les deux directions et en modulant le dopage,il est possible de
fabriquer un | quantique a D = 1 pour lequel les parois de con nement sort uniformes a une
precisionatomique. En utilisant cesprocedesqui permettent de realiserdes Is quartiques avec
de largeur parfaitement contrdvlee,il estegalemen possibled'echangerlesrdlesjouespar GaAs et
Al,Ga; xAs an deformer desbarrieresd'energieperpendiculaires(cf Fig. 3.7, 3.8). Il estdonc
possible de faire cratre des structures dans lesquellesl'e et tunnel se produit entre di ereris
2-DEGs situesdansle plan (011) (cf Fig. 3.7). C'est une geometrie que nous etudierons en detail
plus loin. L'e et tunnel peut aussise produire entre deux 2-DEG appartenant separemert aux
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Fig. 3.7{ Echantillon realis a partir de la techniqgue CEO permettant I'e et tunnel de 2-DEG
vers 2-DEG dansle plan (011). La direction (100) est I'horizontale et (011) la verticale dansle
plan de la feuille. Les gaz d'electronssort represenespar despointill es.
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plans (100) et (011) a travers une barriere dans le plan (011) (cf Fig. 3.8).

Les echantillons utilis es par Chang et al. [17] pour tester la validit e de la theorie des LL
corrsepondent a la Fig (3.5). Le bord abrupt est forme par un clivagein situ dans la direction
(011), puis par la croissanced'une ne barrieresuivie par 15nm de GaAs non dope puis le GaAs
metal fortement dope n. La barrierede potentiel, resultant d'une discortin uite dansla structure
de bande entre le AlGaAs et le GaAs, imposeun potentiel abrupt a I'atome presd'une hauteur
de 100 meV par rapport au bas de la bande de conduction a x = 0:1 et m&me plus quand
X > 0:1. Le 2-DEG a grande mobilit e du plan (100) setermine dansla direction (011) par cette
barriere abrupte, ce qui donne naissancea une potentiel de con nement desbord tresabrupt et
completemen opposee au trace di us obtenu par les grilles du QPC. La largeur de la barriere
est compriseentre 5nm et 25nm et sahauteur est de I'ordre de 75 meV au-dessusdu potentiel
chimique du 2-DEG. Elle estdonc bien au-dessudle I'energiede Fermi du systemeEs 4 meV
(cf Fig. 3.3).
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Fig. 3.8{ Echantillon realis a partir de la technique CEO permettant I'e et tunnel de 2-DEG
vers 2-DEG du plan (011) vers le plan (100). La direction (100) est I'horizontale et (011) la
verticale dans le plan de la feuille. Les gaz d'electronssont represetespar despointill es.

3.1.5 Conductance tunnel a = 1=3

Les resultats suivants sort dus a Chang et al. [17]. lls ont clairemert montr e la dependance
enloi de puissancede | 1 (V) del'e et tunnel d'electronsdansun canal de bord fractionnaire. En
utilisant la technique CEO, lesauteurs ont etudie la conductancelineaire G, la caracteristique
courant-tension I+ (V), et la conductancedi erertielle dl+=dV, de I'e et tunnel electronique
ertre le GaAs metal doppe n et divers uide de Hall incompressiblesdansla geonetrie desFig.
(3.5, 3.9). Lesexperiencesont ete meneessur deux echantillons distincts de densite electronique
n=11 10"cm ! (edhantillon 1.1)etn= 2.0 10'"cm ! (echantillon 2). Pour I'e et tunnel
dansun canaldebord ala fraction = 1=3,ils ont obtenu |1 / V27 006 et Gy / TL7 008 Ces
resultats conduisert a la mémevaleur deg 2:7. En revandhe, I'e et tunnel versun canal de
bord a = 1 afourni unerelation 11 (V) quasi-lineaire, et desvaleursde Gt independartes de
la temperature. Cesresultats indiquent quele canal de bord fractionnaire a = 1=3 secomporte
conformemert a la theoriedes LL, alors quele canalde bord a = 1 secomporte commeun
liquide de Fermi.

Examinonsplus endetail cesresultats. A la Fig. (3.9), nousvoyonsla resistancedongitudinale
(Rxx), laresistancede Hall (Ryy ), et la conductancetunnel Gt enfonction du champ magnetique
et de la temperature pour I'echantillon represerie a la Fig. (3.5). L'e et Hall fractionnaire a =
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Fig. 3.9{ (a)Resistancelongitudinale (Rxx) et resistancede Hall, (b) conductancelineaire (Gt)
a bassetension appliquee, en fonction du champs magnetique dans les experiencesde Chang et
al. [17]. La temperature est de 50mK.

1=3 seproduit pour B= 134T. La conductanceGy chute brutalement apres9:5T. Pour voir la
contribution de la densite d'etat dansla reduction du courant dela Fig. (3.9), lescaracteristiques
I+ (V) ont ete represeneesen echelle log-log pour desedantillons de m&éme geonmetrie mais de
facteur de remplissage = 1=3 (cf Fig. 3.10). Les champs magnetiquescorrespndants sort 13:4
T et 10:8 T, a une temperature de 25mK. Pour une tension inferieurea 12 V l'eet tunnel
est domine par la temperature (kyT=e 2:15 V) et I1(V) estlineaire. Au dessusde la tension
de cross-wer de 6k,T=e 12 V, la caracteristique | (V) suit une loi de puissancelt / V¢
avecg 27 0:06et265 0.06.La loi en puissanceest visible sur un ordre de grandeur
enV et trois en It. Ce comportement en puissanceest la prediction principale de la theorie
des LL. Nous pouvonsensuitevoir que la tension de cross-aer ertre le comportemert lineaire
et non-lineaire suit une loi d'edelle en temperature, en represenant les caracteristiques| 1 (V)
entre 26 et 840mK (cf Fig. 3.11a) et les courbes normaliseespar les valeurs a 26mK (cf Fig.
3.11b). Tousles points se positionnent sur une courbe universellecommeattendu [26].

A la Fig. (3.12), nous avons represette la conductancedi erertielle dl+=dV, mesuree in-
dependammert. L'accord avec la theorie est egalemen tres bon. Les courbes en traits pleins
represertent les deriveesdlt=dV des courbestheoriquesde la Fig. (3.10). On obsene une loi
de puissanceavec des exposarts de 1.75 0:08 et 1.5 0:08. Cesloi sort obsereessur plus
d'un ordre degrandeuren T et deux ordresde grandeur en G . Les exposarts obtenus sort tres
prochesde ceuxdeterminesa partir descourbesl! (V) et dl+=dV. En n, uneultime veri cation
consistea tracer une loi d'Arrhenius de logio(Gt) en fonction de 1=T, de m&éme que diverses
fonctions avec "sauts variables” pour I'echantillon 1.1. A la Fig. (3.13) on constate que ni un
processusthermiquemert active ni la variation d'energiede la barriere, ni des"sauts variables"
ne sort appropries.

A la Fig. (3.14), nous avons represere les caracteristiques | 1 (V) pour un edantillon a
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Fig. 3.10{ Caracteristique courant-tension |t (V) pour I'e et tunnel de GaAs dope n (note
n* sur le schema) vers un canal de bord fractionnaire a = 1=3. Les croix font referencea I
edantillon 1.1 aB = 134T et lespoints a I'echantillon 2, a B = 10:8T. Les courbes en traits
pleins represerent les ts theoriquesavecg = 2.7 et g = 2:65 respectivemert [17]
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Fig. 3.11{ Evolution dela caracteristiques(l 1 (V)) enfonction dela temperaturea = 1=3:(a)
graph log-log de (I (V)) adi erertes temperatures, (0) | con(V9 = 11 (V)[GT (To)=Gr (TM]v! o,
avecTp = 26mK et V0= VT=Ty [17].
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Fig. 3.12{ dly=dV enfonction de la tension et de la temperature, a bassetension: (a)dl + =dV
pour les echantillons 1.1 (croix) et 2 (points) a = 1=3 et T =25mK. Les courbes en traits
pleins sort lesdl+=dV theoriquesobtenuesa partir de 3.10 (b)D ependanceen temperature de
dlt=dV pour 1.1 (en haut) et 2 (en bas)aV = 497 V et V = 2:64 V. Les lignes en traits
pleins sont lescourbestheoriquespourg 1= 1.75et 1.5 [17].

= 1. Contrairement au comportement a = 1=3, |t (V) est quasi-lineaire. Remarquonsque

Fig. 3.13{ Donneesde g. 3.12, traceesen loi (a)d'Arrhenius Gt / e (=1 (p) "sauts
variables"Gt / e (Tg=T)*=* L'absencede ligne droite indique que ceslois ne sort pas adequates
pour decrire lesdonnees [17].

pour I'eet tunnel a = 1, cesexperiencesindiquent que le bord du uide Hall se comporte
commeun liquide de Fermi chiral. Ceciestun rare exemplede systemefortement correleaD = 1
avecun comportement detype liquide de Fermi plut®dt que liquide de Luttinger. En conclusions,
lesresultats experimentaux presetesici attestent quele liquide de Luttinger chiral estun modele
able descanauxde bord enregimed'e et Hall fractionnaire. Nous pouvons maintenant utiliser
les LL dans des con gurations plus exotiques an de decrire des phenomenesde transport
nouveaux.
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Fig. 3.14{ I1y(V)a(a) =1let(b) = 2=3;B = 48T (croix) et B = 85T (points) [17].

3.2 La jonction tunnel etendue

Lescanauxde bords dansle regimed'e et Hall quantique fractionnaire (EHQF) sort detres
interessars exemplesde systemesquantiques unidimensionnelsen interaction forte. Les modes
de propagation desbords droit (R) et gaudie (L) d'un edantillon de Hall sort spatialemert se-
parespar une distance macroscopiquece qui conduit a une suppressionexponertiellement faible
de la retrodi usion de l'un dansl'autre. La causeprincipale de localisation est donc supprimee
et les modes de bord sort des systemeshbalistiques presqueideaux. Un travail considerable a
ete consace a |'etude exclusive de cette seule propriete [16]. Une geometrie particuli eremen
interessare est obtenue lorsque I'on realise une constriction du gaz bidimensionnel : c'est le
point de contact quantique. Le potentiel electrostatique cree par une electrode enregard du gaz
permet de rapprocher localemert les deux canaux de bord, rendant alors possiblel'e et tunnel
exactemen en ce point du uide [16]. Dernieremer, les progresrealisesdans les techniques de
croissancesur bord clive ont permis la fabrication d'edchantillons pour lesquelsl'e et tunnel a
lieu le long d'une barriere de longueur mesoscopiqueseparart deux 2-DEG (cf Fig. 3.15). Kang
et al. [33, 34] ont realise une etude experimertale detailleede la conductancede ce nouveautype
de structure.

3.2.1 Experience d'eet tunnel etendu
Con guration de la jonction tunnel etendue

Les echantillons utilisessont constituesde deux 2-DEG separespar une barrierede 100 m
de longueur et de 8.8 nm de largeur avec une precision atomique (cf Fig. 3.15a, b). Kang et
al. ont utilise la technique de CEO pour realiserune croissancepar MBE sur le plan (011) de
GaAs/Al xGa; xAs, prealablemen clive. Cette secondecroissanceseproduit apresune premiere
croissanceclassique selon la direction habituelle (100) alternant GaAs, AlGaAs (la barriere
proprement dite) puis GaAs et apresun clivagein situ suivant la direction (011) (cf Fig. 3.15
a). lls ont alors obtenu deux 2-DEG dans le plan (100) separes par une barriere de potentiel
treshaute (  370meV au-dessusdu niveau de Fermi) (cf Fig. 3.15a). Dans le regimed'e et
Hall quantique, il seforme des modesde conduction le long de la barriere : ce sort les canaux
de bords contrepropagean de part et d'autres de la barriere (cf Fig. 3.16).
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Fig. 3.15{ Structure et conductancedi erertielle dela barrieretunnel etendue.(a) La premiere
croissance,qui a lieu sur un substrat de GaAs selon la direction (100), est constituee d'une
coudhede 13 m de GaAs non dope, d'une couche de 88 A de Al g.1Gag.9As/AlAs non dope suivie
d'une coude de 14 m de GaAs non dope. Cet edhantillon est ensuite clive suivant le plan (110)
dans un appareil a MBE et on fait cragtre sur le bord clive, une coude de 3500A de AlGaAs
dope n par des atomes de Si a une distance de 500A du bord exterieur. Les electrons des Si
migrent uniquemert les coudes de GaAs et forment deux 2-DEG de 13m et 14m , separes
par une barriere de Alg.1Gag.9As/AlAs de 88 A de large et 370meV de hauteur. Les deux 2-
DEG sort reliesa descontacts loin de la zoneou a lieu I'e et tunnel. (b)Diagramme de bande
schematique du systeme. Les experiencessort meneessur deux echantillons distincts de densite
electroniquen = 1:1  10%cm tetn = 20 10"cm 1. La mobilite des2-DEG est estimeea

1 10cm?V 1s 1.(c) Conductancedi erertielle pour le secondechantillon. Cesconductance
sort mesureesen regime AC a bassefrequence(et de 10 V d'amplitude) avecune di erencede
potentiel DC Vyias appliqueede part et d'autre de la barriere. Les echantillons sort mesuresa
300mK [33].
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Fig. 3.16{ Sthemasde la barriere de longueur L avec les canaux de bords et I'e et tunnel de
l'un versl'autre sur la longueur de la barriere. A gaude,la geometrie desedantillons de Kang
et al., a droite une geonetrie topologiquemen equivalente.

Plateaux de conductance etendus

Les auteurs ont mesure la conductancedi erertielle dl + =d\,s lieea I'e et tunnel en fonc-
tion de la di erencede potentiel Vyias appliquee entre les deux gaz et de l'intensite du champ
magretique B. pour cela, ils ont impose une di erencede potentiel Vpias entre lesresenoirs 1
et 4. Pour obtenir la conductancedi erertielle, ils ont rajoute une di erencede potentiel AC
de 10 V d'amplitude et de bassefrequence ils ont mesure le courant entre les Is 1 et 4 en
refermart le circuit via lesreserwirs 1 et 4. La partie variable du courant estla conductancedif-
ferertiele de la barrieretunnel. Cette methode di erertielle estplus precisequela di erertiation
numerique. Sur la Fig. (3.15c) nous voyons dl t =d\jas a B = 9:2T et B = 6:0T. A B = 9:2T,
dlt =dMas est nulle a Vyias = 0 et des pics de conductanceregulieremert espaes apparaissem
au-dela d'un seuil de tension appliquee.Chaquepic represerte la cortribution supplemertaire de
canaux de bords desniveaux de Landau successifsa I'e et tunnel a traversla barriere. Cespics
de conductancesort separesd'une energie,a peu presconstarte, del'ordre de I'energiecyclotron
h! . ( 17meV a 10T). La plupart destraces dl =d\W,zs a di erertes valeurs du champs magne-
tique ont la mémeallure. En revanche, pour certainesvaleurs du champ, il n'y a pas de tension
de seuil et il apparat un pic de conductancetresabrupt et n a Vyjas = 0 (cf Fig. 3.15d). Sur
la Fig. (3.17), nous voyons dl t =d\,i5s en fonction du facteur de remplissage, = n¢h=jgejB, et
de la tension normalisee, eWias=h! ¢. Les points bleus et rougesrepresertent respectivemert les
faibles et grandesvaleursde dl + =d\ias. On obsene desregionsou dl+=d\,izs 0, en particulier
autour de Vpias O pour desfacteursde remplissage < 1. On obsene lesmémesextinctions de
conductancea tension nulle autour 2.Enrevanche,pour = 1.2 15et2:2 25, unplateau
de conductancetres n domine a Vyjas = 0. Les positions despics de conductancevarient a peu
preslineairemen aux facteurs de remplissageplus eleveset constituent desbranchesde maxima
qui rejoignert les plateaux a Vpias = 0. Cesplateaux de conductancea Vpias = 0 senblent resis-
ter a l'interpretation theorique, contrairement aux autres caracteristiques de cette Fig. (3.17).
En e et, cesplateaux de conductanceoccupent des plagesetenduesde facteur de remplissage

= 1.2 15et22 25etlavaleurdela conductancesur cesplateaux est 0:01e?=hi.e. bien
plus faible que le quantum de conductance.

Interpr etation a un corps

Par analogie avec le transport dans les canaux de bords de I'e et Hall ertier, considerons
I'e et tunnel entre cesdeux 2-DEG en termes d'etats de bords. Nous choisissonsla direction y
longitudinale a la barriere et la direction x perpendiculaire a la barriere. Les etats de bords des
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Fig. 3.17{ Conductancedi erertielle tunnel de|'echantillon. Le facteur de remplissagede Lan-
dau et latensionnormaliseeeWias=h! ¢ qui forment lesaxes,donnen un caractere universellea
cesdonneesqui regroupent lesresultats desdeux echantillons. Les maxima sort represenespar
descercleset descarres. Lesregionsen bleu correspondent aux zonesde conductanceminimale
(  0), enrouge pour la conductancemaximale (10 &  1)[33].

deux 2-DEG seformernt le long de la barriere suivant la direction y et sort les mémesque pour
un 2-DEG simple (ck section2.10). A la Fig. (3.18), nous voyons |'energieE (x) desniveaux de
Landau en fonction de la position x : E(x) correspond a I'energied'un electron dont le certre de
l'orbite cyclotron est situeeen x. Comme x = kylz, le diagramme d'energie(cf Fig. 3.18) est
aussila relation de dispersion a une particule deselectronsse propageart le long de la barriere
aveclavitessev = h 1dE=dk, = h 1*2dE(x)=dx. Leselectronsdu bord gaudhe (L) dela barriere
sepropagert en sensopposde ceux du bord droit (R). A chaqueintersection desrelations de
dispersion des bords L et R, il existe deux etats de bord degeneres, de sensde propagation
opposes et de méme vecteur d'onde ky. Par exemple, l'intersection ertre le premier niveau de
Landau de chacun des 2-DEG a lieu uniquemert a ky = 0. La degenerescencea I'in tersection
desniveaux de Landau est levee par I'ouverture de petits gapsd'energiedus a I'e et tunnel des
electronsdesetats droits versles etats gaudeset reciproquemen. Cesgapsseparert en fait les
conmbinaisons symetriques et antisymetriques desfonctions d'onde correspndant a cesetats (cf
Fig. 3.18). Le transport le long de la barriere depend crucialemert de la position de I'energie
de Fermi par rapport a cesrelations de dispersion a une particule. Dans I'experiencede Kang,
il sut de modier le champ magretique (et donc le facteur de remplissage)pour deplacerles
relations de dispersion par rapport a I'energiede Fermi. Commencons par consicerer le casou
le niveau de Fermi setrouve sousle maximum de la branche la plus bassede Fig. (3.18) a E 1,
par exemple.Les electronsdesdeux 2-DEG suivent deux chemins separesspatialemert, de sens
oppose le long de la jonction commerepresene a l'insert A de Fig. (3.18). lls se propagert le
long de la barrieresmais ils possedert desvaleursde ky di erertes et ne sort pratiquement pas
couples.L'e et tunnel atraversla barriere est alors quasimen negligeable,ce qui correspnd a
I'absencede conductancea Vyias = 0 pour les faibles facteurs de remplissage.Quand le niveau
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Fig. 3.18{ Niveaux de Landau au voisinagede la barriere (a) Vpias = 0, loin de la barriere les
niveaux sort plats; I'energiecroit de maniere quadratique quand les electrons se rapprochent
de la barriere.L'e et tunnel ouvre de petits gapsd'energieaux points d'anti-croisemert de ces

niveaux. (b))Meme gure aveceWyjas 2h! ¢ [33]
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de Fermi atteint le premier maximum en E», les etats de bord desdeux cotesde la barriere ont
des vecteurs d'onde identiques et sort fortement couplesi.e. le systemeest a la resonane ce
qui conduit a un e et tunnel important. En realite, la localisation des fonctions d'onde a tres
peu changee par rapport a l'insert A de Fig. (3.18), mais le couplageentre les deux bords a
consicerablemen augmerte en raison de |'equivalencedesmomerts ky. L'e et tunnel obsene a
concidence des momerts ky est quali e d'e et tunnel resonnant Pour cette valeur precisede
Er, le pic de conductanceest ni commelespics de conductancequel’on obsene sur lesdonnees
experimentales a Vpias = 0. D'apresles relations de dispersion de Fig. (3.18), les etats de bord
du secondniveau de Landau (N = 1) sort egalemem occupespour cesfacteurs de remplissage
mais ne sort pas couples.

Insusances du modele

Quand le niveau de Fermi est legeremert au-dessusde cette position critique, et setrouve
dansle gap, leselectronsne peuvert plus sepropagerle long dela barriere,commeon le voit sur
l'insert B de Fig. (3.18). Le couplageerntre les electronsdesdeux 2-DEG devrait dispardtre et
I'e et tunnel devrait &tre nul. Cecisouleve une questioninteressate : si leselectronsne peuvert
plus se propager le long de la barriere, et qu'en raison de la chiralit e des canaux de bords, ils
ne peuvent pas etre retro-di us es, on pourrait penserqu'ils doivent traverserla barriere par
e et tunnel. Cela devrait conduire a un pic de conductancede e?=h, ce qui est deux ordres
de grandeur superieur a ce qui est obsene. Le modele exact de di usion et d'e et tunnel a
cesvaleurs de I'energieEg n'est pas clair mais il est certain que ce modele simple ne rend pas
compte desresultats experimentaux. Le pic de conductancea Vpjgs = O persisteene et sur une
plage de facteurs de remplissagel:2 < < 1.5, au lieu de n'exister qu'en une seulevaleur de
et savaleur est deux ordres de grandeur inferieure a la valeur nasvemen attendue.

Loin de Wias = O, l'allure complexede Fig. (3.18) s'explique bien. A tension nie, un des
deux diagrammesde Landau de Fig. (3.17) est decak en bloc par rapport a l'autre de I'energie
eWias, COmmeon le voit a Fig. (3.18). Cela conduit a un decalagedansle croisemen desniveaux
et les conditions de conduction sort decakesen consquence.Par exemple,quand EF = E; a
la Fig. (3.18a), I'e et tunnel est nul en raison de I'absencede couplageertre les etats de bord.
A la Fig. (3.18b) I'application de eWias a decak l'intersection de sorte qu'elle se produit a E ;.
Celafavorise enormemert le couplageentre lesdeux 2-DEG commea la valeur EF = E, de Fig.
(3.18a) et fournit I'explication du decalagede la gure de conductanceavec Vyias Croissan pour
desvaleursde plus faibles (cf Fig. 3.17).

Memesi certainescaracteristiques desresultats experimentaux sort claires, le modele simple
a une particule ne parvient pas a rendre compte de toute la complexite du phenomenede l'e et
tunnel etendu. Beaucoupde travaux theoriquesont tente de completer la comprehensionde ces
resultats [35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44].

3.2.2 Princip e de I'etude

Dans ce chapitre nous exposonsle calcul perturbatif du courant tunnel entre deux canauxde
bord contrepropageart. Chacun de cescanauxestdecrit par un liquide de Luttinger chiral ; nous
etudions la situation ou les deux liquides sort caracterisespar le mémeexposart anormal g. La
valeur de I'exposart anormal g du LL estdictee par la physique du volume du uide de Hall
fractionnaire. L'exposart anormal intervient dansl'expressionde la fonction de correlation de la
particule qui subit I'e et tunnel. Nous supposonsque I'e et tunnel a lieu le long d'une barriere
etendueavec une amplitude constarte. La geomnetrie de l'e et tunnel etendu est potentiellement
riche de nouveaux phenomenesd'interferencesqui n'existent pas dansl'e et tunnel localise en
un point. Par exemple, Ho a mis en avant l'existence de courants oscillans entre canaux a

= 1 enl'absencede tension alternative (AC) [45. Ce phenomenes'interpr ete simplemert par
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Fig. 3.19{ Sthemasde la barriere de longueur L avec les canaux de bords et I'e et tunnel de
l'un versl'autre sur la longueur de la barriere. A gaude,la geometrie desedantillons de Kang
et al., a droite une geonetrie topologiquemen equivalente.

une image classique: les electrons du bord droit rebondissen le long de la barriere jusqu'a
ce qu'il la traverse par e et tunnel. Une fois sur le bord gauce, ces electrons se propagen
en decrivant des orbites cyclotron comme precdemmen mais en sensoppo<. Si la barriere
est susamment longue, I'e et tunnel se produira de nouveau et les electrons apparaissen du
cote droit ou ils se propagert en sensoppose. Ainsi, dans le cas limite ou la barriere est de
longueur in nie, les electronssont piegesle long de la barriere et oscillert entre le bord droit
et gaude (cf Fig. 3.20). Nous allons montrer que dans le regime d'EHQF, il apparat une
structure non-triviale de resultats melangean les non-linearites attendues duesau LL et les
interferencesdues a la coherencedu transport a travers la barriere etendue. Nous traiterons
egalemen la situation d'interaction forte entre lesmodesde propagation L et R, qui rentre dans
le m&me cadre de traitement theorique. Dans ce dernier cas, I'exposart anormal g prend alors
desvaleursnon-universelledicteespar la nature del'in teraction, mémepour lesmodesde Hall a
facteur de remplissageentier. Nous obtiendrons le courant et le bruit assaie pour une jonction
tunnel etendue, en fonction de la longueur de la barriere, de la temperature, de l'in teraction
coulombienne a longue distance entre lesbords L et R et du remplissageentier ou fractionnaire
a = 1=m (m entier impair).

3.3 Geometrie et cinematique de lI'eet tunnel etendu

La geonmetrie quel'on considereestillustr eesur la Fig. (3.19). Il s'agit d'une barriereetendue
dont la hauteur demeureconstarte sur une longueur L. Cette barriere separe deux 2-DEG. I
s'agit dela geometrie del' edhantillon etudie par Kang et al. Dansle regimed'e et Hall quantique,
il seforme desmodesde conduction le long de la barriere: ce sort les canaux de bords cortre-
propagean.

3.3.1 Hamiltonien du systeme

Etablissons d'abord la cinematique de I'e et tunnel etendu en raisonnart sur le casd'un
facteur de remplissage = 1. Cecicorrespnd au casetudie par Ho [45]. Les niveaux de Landau
sorn degeneresdansle volume et leur energieaugmerte au voisinagede la barriere.Ce phenomene
s'appligue des deux cotes de la barriere. Les niveaux de Landau de deux cotes se croisen a
l'interieur dela barriere(cf Fig. 3.21),regionclassiquemen interdite, et I'e et tunnel va donner
lieu a l'ouverture de gaps (cf Fig. 3.22). Cet e et est explique tres clairemert par une simple
theoriee ectiv e a une particule, commenousl'avonsdetaille dansla section(3.2.1). On intro duit
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Fig. 3.20{ Image classiqued'un electron piege le long d'une barriere tunnel comme dans une
geonetrie de longueurin nie. L'electronoscillein nimen t entre le bord interieur (L) et exterieur

(R) [45].

Fig. 3.21{ Spectre a une particule du systemede Hall dansla geometrie de Kang et al., dansla
limite ou la barriereestin nimen t longueet haute. Le systemeestinvariant par translation dans
la direction x, le spectre peut &tre indice par le momen k longitudinal et I'indice de Landau n.
Dans ce caslimite, le spectre estla superposition desspectreshabituels dessystemesde Hall L
(traits pleins) et R independarts (traits pointill es), au voisinaged'un mur de potentiel in ni (cf
Fig. 2.15). Cesspectress'incurvent au voisinagede la barriere et se croisert, en particulier a
k = 0. La largeur de la barriereestd = 2a, | estla longueur magnretique [45].
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les champs des electrons chiraux se propageart versla droite R et versla gauce | ; cesont

les modes relevant lorsque le facteur de remplissage 1l 2. Ce sort les etats de bords
contre-propagean [24]. L'energiecinetique due au potentiel de con nement est alors :
z
Hin = v dx( 3@ r [ @ L); (3.16)
avecV la vitessede derive le long de la barriere. Les modesL ont une energie | (k) = vk et

les modesR une energie r(k) = vk. Cesrelations de dispersion se croisert a k = 0 pour une
energienulle (cf Fig. 3.21). C'est en ce point que I'e et tunnel se manifeste le plus fortemert.
L'e et tunnel a traversla barriere peut &tre decrit par un Hamiltonien melangean cesmodes:

Z+L=2
Hr =T , dx ( R(x) LO)+ [(X) rR(X): (3.17)

ou T est 'amplitude tunnel, supposee constarte le long de la barriere. La coordonnee x est
de nie le long de la barriere commesur la Fig. (5.3). Ainsi, les modes existert pour toutes les
valeursde x et I'e et tunnel n'a lieu que danslintervalle [ L=2;+L=2]. Cet Hamiltonien peut
&tre considere comme un terme de massedu champ de fermions pour une barriere de longueur
in nie. Cette massedonne naissancea un gap dans le spectre d'excitations desfermions libres.
La conequencede ce gap est qu'il existe un intervalle de valeurs de I'energiepour lesquellesil
n'y a pasde solutions propagativesmais dessolutions evanescetes le long de la barriere (cf Fig.
3.22). Ce phenonene se reproduit a l'intersection des niveaux de Landau plus elewes [33]. Le
problemede ni par Hgin + Ht est une theorie de fermions libres qui a ete etudiee exactemen
[45]. Les proprietes de transport de ce systeme peuvent tre obtenues par une approche a la
Landauer. Malheureusemenm une telle simplicite dans le formalisme n'est plus possibledans le
regimefractionnaire : dans ce casles operateurs d'electronssort decrits par la theoriedes LL
et plus par la theorielibre Eq.(3.16). L'Hamiltonien adequat est donne par (2.170).

Fig. 3.22{ Lespoints d'intersection de la Fig. (3.21) s'ouvrent en petits gapsquand la hauteur
de la barriere devient nie, autorisant I'e et tunnel du systeme L vers R et reciproquemert.
Loin de la barriere (i.e. dansle volume) le spectre estinchange [45].

Z
v
Hin = — dx(&+ §) (3.18)
avec r(X) = %(X) r(x) : l'operateur de densite electronique du mode R decrivant les uc-
tuations de densites au point x et | (x) =: ?_’(x) L(x) : deni de la m&éme maniere pour le

mode L. Nous nous interessonsau cas sansinteractions a travers la barriere, de sorte que les
LL sort decoupkset que toutes les proprietesdesfonctions de correlations sort connues. Nous
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cortinuons d'utiliser I'Hamiltonien Eq.(3.17) que nous traiterons de maniere perturbative, an

d'obtenir la caracteristique I+ (V) du systeme.Consideronsd'abord un seul bord trait e comme
un uide de Hall fractionnaire de remplissage = 1=m, m impair. Un unigue boson chiral est
alors susant pour decrire la theoriedu LL correspondante. Le uide de Hall determine la
valeur de I'exposart anormal g qui caracterise les correlations au bord. On consicere ici I'e et

tunnel entre deux 2-DEG di ererts, lesoperateurs g et | doivert alors @tre pris commedes
operateurs electroniquest. Contrairement a I'e et tunnel ponctuel dansun QPC [22], la version
bosonise de la theorie ne peut pas &tre trait ee exactemen dans la mesureou le terme d'e et

tunnel n'est plus ici un operateur de bord. Nous ne pouvons alors realiser qu'un traitement
perturbatif.

3.3.2 Discussion a prop os des interactions

Dans les echantillons utilis es experimentalement, on peut s'attendre a avoir dese ets d'in-
teraction coulonmbienne le long et a travers de la barriere, que lI'on peut decrire par le type
d'Hamiltonien suivant :

4 z

Hcoulomb = dydxVai(x Y)[ r(X) r(Y)+ L(X) L(V]+2 dxdyVa(x y) r(X) L(Y); (3.19)

Ceterme est probablemen important dansles structures etudieespar Kang et al. ou la largeur
de la barriere est plus petite que la longueur magnetique. Nous allons montrer que les modes
propres sort un melangedesmodesde propagationsL et R decoupks.L'etude de l'e et tunnel
peut alors tre realissede maniere standard, simplemert enrede nissant la valeur du parametre
de Luttinger g. Ainsi lesresultats de notre calcul perturbatif de courant tunnel s‘appliquent au
casdesbords en interactions si on utilise la valeur de g appropriee. Ainsi, Mitra et Girvin ont
estimelavaleurdeg 0.6 0.7 danslesstructures etudieesdanslesrefs.([33 34]). Cette valeur
estun exemplede ce que I'on peut esperer dansle regimede Hall ertier, quand lesinteractions
detruisert la quanti cation de g par la physique du volume.

3.3.3 Eet tunnel resonnant

Remarquonsque cetype de calcul perturbatif a ete realise dansdiversesetudesd'e et tunnel
et constitue un outil valable pour realiserla spectroscopiedesedantillons de dimensionnalites
reduites en regimed'e et Hall quantique [47, 50, 51, 52, 55, 72]. Dans un echantillon soumis
a un champ magnretique, les etats de bords serort peuplesjusqu'a un certain niveau de Fermi.
Nous considerons la situation symetrique ou le niveau de Fermi est le m&me des deux cotes
de la barriere. Appliquer une di erencede potentiel conduit a une di erenceerire cesniveaux
de Fermi. Le champ magnretique exterieur peut &tre regle de sorte que les points de Fermi se
croisert en k = 0. C'est la situation obsenee d'abord par Kang et al. lorsque se produit un
pic de conductancea di erencede potentiel nulle. Les relations de dispersionssi particuli eres
conduisen a descortraintes specialessur la cinematique dansle casd'une barriere etendue.En
e et, quand la longueur de celle-citend versl'in ni, le momert le long de la barrieredeviert une
guantit e conseneeau coursdel'e et tunnel (ce qui n'est pasle casdansl'e et tunnel ponctuel).
De méme, la consenation de I'energieau cours de I'e et tunnel implique que seulsles etats a
I'intersection desrelations de dispersiondesmodesL et R pourront subir I'e et tunnel. Lorsque
le vecteur d'onde de Fermi est non-nul (par rapport au vide de ni par leseqs(3.18, 3.17)), il est
necessaired'avoir une di erencede potentiel nie eV an d'obtenir I'e et tunnel. Ce seuil de
voltage tendra vers 0 si le facteur de remplissageest regle au niveaudu point de degenerescence
kf = 0.

!Nous avonsvu ala section 3.1.2quel'e et tunnel de quasi-particules n'existe qu'a l'in terieur du méme2-DEG.
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3.4 Traitemen t perturbatif

3.4.1 Courant tunnel en repr esentation d'in teraction

Nous appliquons ici le formalisme habituel de I'e et tunnel a notre systeme. Le courart
tunnel est la conequenced'une situation hors-equilibre ou le potentiel chimique | du bord
L estporte a une valeur di ererte de g par di erencede potentiel V. Ainsi, eV = | R-
Le coyrant s'exprime a partir de la derivee par rapport au temps, du nombre de particules
N = dx( {(x) L (x)) du bord L,par exemple.Ainsi, le courant tunnel moyen est donne par
I'expression:

Ir(t) = ey (D)i; (3.20)

avece > 0 la charge electrique elemertaire. Notons que danstout le traitement nous avons pose
h= 1etkg = 1. L'Hamiltonien total estdonne par :

H=H_+ Hgr+ Hcouomb*+ HT; (3.21)

dans cette expressionH| et Hr sort les Hamiltoniens des LL de chaque cote de la jonction.
Nous allons traiter Ht comme une perturbation de Hg = H_ + HrR + Hcouomp €t NOus ne
consenerons que le terme dominant. Le deweloppemen standard au premier ordre necessite
I'evaluation de:

Ny = i[H;N ] = i[HT ;N ] (3.22)

La derniere egalite decouledirectement du fait qu'en I'absencede courant tunnel, H_, Hgr et
Hcoulomb CONsenent separemern le nombre de particules I‘@L et I‘@R ; ils commutent donc avec
N, . Il estutile de reexprimer N, et Ht enfonction desoperateurs creation ¢¥(k) et annihilation
d'electronsc(k). X
M= (@)e(@) (3.23)
q
De méme: X
Hr = fTipch(K)eL (p) + Tipd (P)Cr(K)g (3.24)
kip
avecTyp I'amplitude de probabilit e qu'un electronde momert p du systemeL soit di us edansun
etat demomert k du systemeR par e et tunnel. Il faut en n preciserlesrelations d'anticommuta-
tion de cesoperateurs: fc_ (p); c{(k)g = fcg(p); cé(k)g = ;. Touslesautresanticommutateurs
sort nuls. Nous pouvons maintenant evaluer I'expression(3.22) :

X X n 0
Ny =i Tiplck (K)eL (P): & (@)L (@] + Tiple! (P)cr (K); ¢ (Ao (a)] (3.25)

kip d

Par rearrangemenm desoperateurs, le premier terme deviert :

[ck (K)e (p); & (A)cy ()] cr(K)e, (P (@e (a) (A (a)ck(K)e (P)

ck(K)c () pa k(KT (A (P)ey (a) C{(q)CL(q)C%(k)CL(ép%(S)
Les deux derniers termes se simplient par application des relations d‘anticommutations. et
(e (K)c, (p); ¢/ (A)e, (9] = c&(K)c, (p) pg- De meéme,on calcule aisemert :

[ (Pcr(K); (Ao (@] = ¢ (PICr(K) pig (3.27)

Ainsi, en regroupart cestermes:

X
Ny =i fTper(K)eL(p)  Tp@ (P)cr(K)g (3.28)
k;p
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Il reste maintenant a calculer la valeur moyenne hNy (t)i par theorie des perturbations. La
premiere etape consistea evaluer la valeur moyennede l'operateur Ny au cours du temps :

M\ (t)i = h jel(HorHT)tN, @ I(HotHT)Y (3.29)

Nous avonsici utilis e la represenation de Heiserberg pour I'ewolution temporelle de I'operateur
et pour la fonction d'onde j i du fondamertal du systemenon perturb €?.

L' etape suivante consistea passeren represertation d'interaction, danslaquellele terme H ¢
est considere comme une perturbation de I'Hamiltonien H .

M\, (1)i = h juY(t)erotNg e ™Motu(t)j i (3.30)
et I'operateur d'ewvolution : R
foi dt®H 1 (t9g
Uit)=Te 1 T (3.31)
avecT, l'operateur d'ordonnemert dans le temps. U(t) obeit a I'equation de Dyson integree:

e (HotHT)t = o THoty(t) (3.32)

Dans ce formalisme, les operateurs evoluent au coursdu temps suivant I'Hamiltonien libre, c'est
a dire de la facon suivante :

N (1) = eHotng e THo! (3.33)
et ‘ _
HT(t) = e'HotHTe tHot (334)
On peut maintenant proceder au developpement au premier ordre destermes U(t)j i :
z t
U)j i =1 i dtH 1 (%) i (3.35)
1
et z,
h juY(t) = h j[1+ i dtH 1 (9] (3.36)
1
Ainsi :
z t
PNy ()i = h jNy i . dtING (1); Hr (9] (3.37)
Nous obtenonsalors la formule suivante :
z t
Ir(t)=ie  dtHN (t); HT (tO]i; (3.38)
1

3.4.2 Intro duction des potentiels chimiques

Une etape importante de ce calcul consistea inserer lespotentiels chimiques | et g relatifs
aux deux cotesde la jonction. Les Hamiltoniens Hg et H|_ utilis esjusqueici ne cortiennent pas
les potentiels chimiques dessystemesL et R. Les energiessort mesureessur I'echelle determinee
precedemmen (section 3.3.1) et non pas par rapport aux potentiels chimiques. Nous allons
maintenant inclure cespotentiels chimiques dans les termes d'ewolution temporelle de facon a

2|ci, le fondamental est celui ou les mers de Fermi dessystemesL et R sort peuplesjusqu'a ' energie de Fermi
a temperature nulle, et suivant la distribution de Fermi-Dirac a temperature nie. En introduisant les potentiels
chiliques, comme nous le ferons par la suite, nous allons donc decaller l'origine des ce fondamental et le decaller
en energie.
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ce que les energiessoiert mesureespar rapport aux potentiels chimiques de chaque systeme.
Cette procedure standard permet d'obtenir directemert le courant en fonction de la di erence
de potentiel appliqueeertre les deux systemesL et R. On de nit alors les Hamiltoniens Kr et
KL par rapport aux potentiels chimiques.

Kr = Hr rRNR
K|_ = H|_ LI\QL (339)
Ko = Kr + KL + Hcoulomb

. " P
Pour un systemelibre, cette rede nition donneKr = (R R)C)é(k)CR(k) alorsque Hgr =
K Rc)é(k)CR(k). Comme les operateurs N, et Ng commutent avec Ko, nous pouvons scinder
les termes apparaissarn dans les exponertielles desexpressions(3.33,3.34):

Ny () = eiKot(eit( LMD+ Rle)N_Le it( M+ R'bR))e iKot (3.40)

HT(t() - eiKoto(eitO( le|_+ RIbR)HTe it le|_+ RIbR))e iKot (341)
Evaluons cette derniere egalite en considerant I'expression (3.24). Notons que cr(k) commute
avec N et c_(p) avec Nr. On peut reecrire la partie entre parenthesesde (3.41) :
. X . . . . .
Hr(t) = &Ko (Tpet” Rrh’RC‘F’Q(k)e 0 RO gt L0 (g)e 0L 4 peye Kot (3.49)
kip
On peut maintenant calculer les operateurs suivants :
eito RIbR C)F;(k)e it 0 RIbR
eito |_|b|_ C|_ (p)e ito |_|b|_

" rcf (k)
¢’ tg (p)

Enn, enfaisant agir les operateurs d'ewvolution eikot® gt g iKot” g gaudhe et a droite de (3.42),
nous obtenons:

(3.43)

X . . . . )
Hr(t) =~ (Tipel( R DR’ (k)e Kot’eKote (p)e o+ hic) (3.44)
k:p
L'evolution temporelle des operateurs creation-annihilation permet de reecrire H 1 (t% comme:

X .
Hr(t) = (T R Dk t9¢ (pitY + hic) (3.45)
k:p
En suivant exactemern leslignesde la demonstration precederte, nous pouvons calculer I'evolu-
tion de Ny (t) a partir de la de nition de (3.28). On obtient alors:

X :
Ne() = (TR V(K9 (pit)  hic) (3.46)
kip
En reintroduisant cesoperateurs dans I'expression (3.38)
Zy X . X .
lr(t)= e  dtH (T R Vth(kte (pit) hic); (Teope B DU (K t9cp (p% t9+h )i
! kip kOpO
b (3.47)
En posart A(t) = k;pc’é(k;t)cL (p;t) et en remarquant que g L = eV, l'expression
precederte sesimplie en:
Z . . . .
It = e diHe ®VIA®R) VIAY(t);e VIPA®RY + €V A (Y (3.48)
1
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Ir(t) = eRi dt® (t  t9(e VI OHA(M); AV €2V IHAY(1); A(9]i+

e &V (FOHAL; AL €Y (FOHAY(t); A¥(t9]i) (3.49)

Les deux premiers termes correspondert a l'e et tunnel normal mais les deux derniers sort
les termes de I'e et tunnel Josephson.Cet e et ne se manifeste pas dans le systeme que I'on
consicere et on n'en tient pas compte®. La partie normale du courart |1 (t) est donc:
VA 1
lt()= e  di®(@t t9e vV OHA®R) AV €V OIHAY(L);A9]i)  (3.50)
1

Par de nition, le propagateurretarde desoperateursA et AY s'ecrit : Xret(t) = i (Y)HA(t); AY(0)]i.
Nous constatonsque la transformee de Fourier de ce propagateur est :
iWret( V) = dt (¢ t9(eV Tt IHA(L): AY(t9)]i (3.51)
1
It(t) = ie[Pret( €V) Raa( eV)] (3.52)

avec R gy le propagateur avance desoperateursA et AY ; lesrelations usuellesertre propagateurs
avances et retardesconduiser a )'@Adv = Wgret. ON obtient alors :

It = 2eT2Im [Pret( eV)] (3.53)
_ Ri=2 :
En notant A(t) = 2, dxA(t; x)
z L=2 z L=2 eV
It = 2eT? dxdylm & et(——:x  Y)] (3.54)
=2 L=2 h
avec X et t8x ) = 0 (t  tYHA(L; x); AY(ty)]i le propagateur retarde de l'operateur

local de tunnel A(t; x) = ¢ (X; t)ch (X; t).

3.4.3 Propagateurs bosonises

Avecl'expression(3.54), le problemerevient a calculerlesfonctions de correlations de A(t; x).
En raison de l'interaction coulonmbienne longue distance entre les systemesL et R, les propaga-
teurs de l'operateur tunnel ne peuvent secalculer que par technique de bosonisation.

Bords sans interaction

Lorsqueles LL desbordsdroits et gauthesne sort pascouplespar interaction coulombienne
atraversla barriere, le calcul desfonctions de GreenG~ (x; t) et G= (x; t) estrelativemen simple
puisque les operateurs desfermions droits et gaudiesanticommutent. On en deduit immediate-
ment que

G” (x; 1) = PA(x; t)AY(0; 0)i (3.55)

et
G™ (x; t) = hoL (x; t)ck (x; t)cr (0; 0)c (0; 0)i = hep (x; 1)@ (0; 0)ihck (x; )cr(0;0)i  (3.56)
Le calcul de cesfonctions de Greendonne:
a9 2 gkt X okt

G (xt) = 42( +ix+w))S(  i(x wi)d

(3.57)

3L'evaluation de cesoperateurs conduit a des contributions negligeablesau courant nal [56].
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Bords en interaction

Nous consiceronsici que le systeme est dans la geometrie (b) de Fig. (3.19) i.e. les bords
desdeux 2-DEG sort paralleleset I'e et tunnel seproduit sur une region de longueur nie L4
Dans ce cas, le problemenon-perturbe i.e. sanse et tunnel estinvariant par translation. Si on
considere la situation ou l'interaction coulombienne longue distance couple les modesdesbords
droits et gaudhespar I'Hamiltonien (3.19), le probleme sanse et tunnel s'exprime simplement
en modesde Fourier :

X 2
Hin + Hie = G+ %K)

k>0
(k) cC k) + r(K) RO KT+ (3.58)
+ Vo(k)( L(k) rC K)+ Rr(K) L( K)):
k>0

Cet Hamiltonien est exactemen I'Hamiltonien de Tomonaga-Luttinger® etudie a la section?2.9.4,
dansle casou les couplagesg, et g4 (ici respectivemert V;(k) et V,(k)), dependert du momert
k. Comme nous l'avons deja vu en detail, cette forme quadratique peut &tre diagonalisse par
une transformation de Bogolyubov :

(k) = cosh g (k) + sinh ¢ r(K);
—w(k) = cosh y r(K)+ sinh | (K); (3.59)
avec:
tanh 2 , = Va(k) (3.60)

2 v(e? )+ Wi(k)
Le problemeinitial devient alors simplemert celui d'un bosonlibre :

2 X
z W@+ =E=C K (3.61)
k>0
OU NOUS avonNsS pose :
2 _ ez 2 82 2.
Vi = (v SVk)? (5 a(k): (3.62)
Le courant tunnel s'exprime a travers les fonctions de Green:
4
| = 26T %Im i (DG (1) G(t)]e ®Vidt; (3.63)

avec G~ (t) = PA(t)AY(0)i et G=(t) = hAV(O)At{t)i. Comme precedemmen l'operateur A est
l'operateur de I'e et tunnel electroniqueA(t) = dx {(x;t) r(x;t). La fonction de correlation
de A devra etre evalue a partir de I'Hamiltonien invariant par translation (3.58). Cela se cal-
cule simplemert dansla mesureou la vitessevy et I'angle  de la rotation de Bogolyubov ne
dependent pasde k en premiere approximation : et vy  Vp. Dans ce cas,l'operateur de
tunnel electronique s'exprime uniqguemert a partir d'un bosonlibre :

{ R/ e2ik|:Xei~(COSh sinh )zpi; (364)

p_
avec ™= T+ Ret~Rr = e2_@ “Lr - Lesfonctions de Greenpeuvent &tre calculeesexactemert
commedansle cassansinteraction, avecla di erencequel'exposart anormal n'est plus quanti e

4Cette situation est donc di erente du montage experimental de Kang.
5Nous avons simplement introduit la charge e dans les operateurs de densite, d'ou le terme en 1=¢’ dans la
partie cinetique. Ceci permet de traiter desinteractions ¥ qui ne dependert pas de la charge.
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par la physique du volume mais il estrenormalise par lesinteractions entre lesbords : le facteur
(cosh  sinh ) depend de V; et de V.. Ainsi toutes les quarntit espeuvent etre calculeescomme
si les especeschirales de deux cotesde la barriere etaient les excitations de liquides de Luttinger

chiraux independants d'exposart anormal g et de vitessev; dont les fonctions de Green sort
donneespar :

CY _ ad 1 e ik X
h:Y _ ad 1 e ik X
= (X, t)cr(0; 0)i = 71 X D) (3.66)
Ainsi la fonction de Greenretardee X, (! ;Xx) estdonneepar :
Z
Xret(! ;x) = i (DG (x;t) G (x;t)e"" (3.67)
avec G< (x;t) = hAY(0; O)A(x; t)i et
29 2 ks x ik x
G(xt) = 2 © © (3.68)

42 ix+wv)I( +i(x vit)®

Le courart tunnel s'exprime de maniereplus elegarte via la calcul despropagateursde Matsubara
assaies aux fonctions de Green G~ (x;t) et G= (x; t).

3.4.4 Propagateurs de Matsubara

Nous allons maintenant calculer :

Z L=2 z L=2

dxdylm [Kret(! ;x  y)] (3.69)
=2 L=2

La technique classiquedansune telle situation consistea d'abord evaluer la fonction de Greende
Matsubara X, ¢ (i! ;x) delaquelleon deduira par la suite 3.69.En faisart intervenir lesfrequences
de Matsubara bosoniques.

Z
X er(il %) = . d €' HT A(x; )AY(O;0)i (3.70)

Ici, T estl'operateur d'ordonnemert dansle temps complexe . Les proprietesd'anticommuta-
tions reellesou e ectiv esdetailleesa la sous-sectionprecederte des operateurs fermioniquesc,
et cr permettent de transformer (3.70) en:

Z
®ret(i! ;x) = . d € HT o (x; )& (0;0)ihT c%(x; )cr(O;0)i (3.71)

En identi an t les propagateursde Matsubara G (x; ) = hT ¢ (X; )c{(O;O)i et&xR( x; )=
HT c4(x; )cr(0;0)i, I'expression precederte peut etre ecrite en transformee de Fourier avec la
convertion d'ecriture f (x) = gkfe(k).
Z .
Xl ;X)) =+  dé'" G )&R( x ) (3.72)
0

Y4 Z

0
®oelil ;x) = + d:—di‘e ik K g dn g (kE GRK ) (3.73)
0
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L'etape suivante consistea integrer sur les variables spatiales:

Ziz2 2= . 2 dkdkOsin?[(k  K9L=2]% .
de IRl ix XY= = [((k kc?z ] RCCRRTCREC
(3.74)

L=2 L=
Il reste maintenant a transformer l'integrale sur le temps imaginaire en sommediscrete sur les

frequencegle Matsubara :
4

. de " Gk, )&k )=-  GKiipn)&G(kiipn il n) (3.75)
ipn
Il sut de transformer cette sommeen une integrale de Cauchy sur le contour represerte a la

A
.............................. Koo Z=€F 1T W
........................ <...... pesssssssnnnnnnnnssssnnnnnnnnnannnns
X
................................................. > ST Z:e
...................... .<.......... eesessssssssssssssssssnnrraannnnnnnnnnn
X
X

Fig. 3.23{ Contour d'integration autour desfrequencesle Matsubara.

Fig. (3.23) Les pbles de la fonction de Fermi-Dirac a temperature T = 1= s'averert &tre les

frequencegle Matsubara ns (z) = 1=(1 + exp( 2)) .
z Z

dd G GK )= A @G ICIGKZ 1) (376)
0
Cette expressionune fois calculee et factoriseedonnel' expression:

e GO Gk ) = 3 DN ()G (ST il )M (Gripe (ki)

(3.77)
+G (K" it n)fIm (Glige (K3 ))g
On procedemaintenant au prolongemen analytique i! ! | +i
z : Zy g
dd G GK )= o CIALKSIGR (K" |+ Ar(kiIG (KA +i )g
0 1
(3.78)

et lorsque I'on prend la partie imaginaire de cet objet et que lI'on e ectue le changemern de
variable" ! "+ !, on obtient :

121 g
5 2—nf(")AR(k;")AL(k0'"+!)AR(k;")fnf(" eVv) n¢(")g (3.79)

Cette procedure menea une formule compactepour le courant tunnel :

dkdk®sin’[(k  k9L=2]“ d N
It = eT? —ArK; )AL(KE  eV)fn eV) n : (3.80
T 12 K K2 5 rR(K; )AL( ing ( ) ne()g (3.80)
Dans cette equation, ns ( ) = 1=(1+ exp( )) estla fonction de Fermi-Dirac a la temperature T
( = 1=T) et Ar(k;!) (resp. A_L(k;!)) estla densite spectrale chirale du liquide de Luttinger

sepropageart versla droite R (resp. versla gaudie L).
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3.4.5 Densit e spectrale

La densite spectrale s'obtient en prenant la partie imaginaire de la fonction de Greenretar-
dee:
ZZ h i
dtdx ¢ i . .

ArL (k)= 2Im —— & LR (hf gL (X 1); & (0:0)gi (3.81)
ici, nous avons calcule la moyennethermique hi dansl'ensenble grand canoniquecomprenart
les potentiels chimiques | .r. La procedure exacte consistea d'abord evaluer lestransformer de
Fourier dansl'espaceet le temps de la fonction de Green GE;L desexcitations sepropageart vers
la droite et la gaude; ensuite les densites spectrales se deduisent de l'identit e suivante valable
a temperature nie :

rL (K1) = (2 ne()ArL (k! ): (3.82)

Les fonctions de Green pour un liquide de Luttinger chiral sort donneespar les expressions
suivantes 77 i e

GF{;L (k;1)y= 91 X gl toikxg ikpx (T) (3.83)

47 [ sinh( T(vt x))]9"

ou g estle parametre du liquide de Luttinger [24], ks estle vecteurd'onde de Fermi et estun
cut-o microscopique.Dans le casd'e et tunnel electronique I'exposart anormal est donne par
g= 1= = m silesdeux uide de EHQF ont desfacteurs de remplissage = 1=m. Ceci decrit
la situation ou la barriere separe deux gaz d'electrons distincts. Nous considerons la situation
simple ou les facteurs de remplissagesort les mémesde part et d'autre de la barriere. Si I'on
s'interessea l'e et tunnel en prenant en compte les interactions a travers la barriere, alors g
n'est plus quanti e et dansun systemede Hall ertier, il peut &tre plus petit que un ( en raison
desinteractions repulsives).La transformeede Fourier desfonctions spectralespeut &tre calculee

[57] :

Oy = (2 1259, .9 ! :
Gry (ki!) = (V—)g ‘e’ ZB(E"' 55 |2—) (" + vk K)): (3.84)
Cette formule conduit directemert a une forme compacte desdensites spectrales:
2 1 g . ! g . !
(k1)Y= 2(2—)9 1 Z 22 i) (1 :
ArL (K1) = 2( " ) cosh(2 ! )B(2+ [ 55 |2 ) (P + vk  K)); (3.85)

ou B(x;y) estla fonction Beta d'Euler. Dans la limite de temperature nulle, la formule (3.85)
redonnela fonction de densite spectrale d'un liquide de Luttinger usuellea temperature nulle :

At (ki1)= O 1%jk Ki9 1+ vk K): (3.86)

La fonction spectrale peut etre reexprimee si on de nit I'energiede Fermi "; = vk; et ses
proprietesd'edielle sort alors :

g1

ArL(kit) = lf Fg(! =T) (! + "¢+ VKk); (3.87)

avec la fonction d'echelle :

9 2y (3.88)

Fo(2) = (k)9 Lcoshg=2) B(g+ izi,2 5

. . g1
Remarquonsque la loi d'edhelle en! =T est detruite par le pre-facteur L ,quandg 6 1.

f
La fonction d'echelle F estrepreseneesur la Fig.( 3.24).
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Fig. 3.24{ Fonction d'echelle F(z,g) d'un liquide de Luttinger chiral Luttinger en fonction de
la variable d'echellez = ! =T pour g g=0.7.

3.5 Resultats

La formule Eq.(3.80) fournit la valeur du courant tunnel pour une barriere de longueur L,
un parametre d'interaction g, une tension appliqueeeV et une temperature non-nulle. Il est plus
pratique d'utiliser desvariables reduites a-dimensiorees: la longueur L = Lk et la di erence
de potentiel appliqueev = eV=(2"¢), avec"s = vk;. Nous nous interessongd'abord a la limite
de temperature nulle. Le courart tunnel s'ecrit alors comme:

A . —
It = 1o L2 o duw v2 w9 L (3.89)
v (1+ u)’L

nous avons de ni une edelle de courart 1o = eT?(k )% 2=8 "; ( g)°. Le momert k; corres-
pond au momert de Fermi a di erencede potentiel nulle; on peut egalemen le voir commela
moyennedesmomert de Fermi L et R lorsquel'on imposeune di erencede potentiel. En par-
ticulier, ki rest xe quand la tension varie. Dansle casg = 1, l'integralede I'equation Eq.(3.89)
secalcule a l'aide de la fonction Sinus integral [58] :

'I_zz C[Si@L(v+ 1)+ SiELw 1) - CZ?E—,Z.I[(Z; b) 1 C;?E_IZL(Z) D). z.90)

3.5.1 Eet tunnel non-r esonnant

La discussionqui suit traite du casks 6 0. Cecisigni e que, sansvoltage applique, les deux
points de Fermi sort simultanemen soit en-dessoussoit au-dessusdu point k = 0 ou l'e et
tunnel est maximal, i.e. ou les relations de dispersion se coupent. Dans ce casl'e et tunnel
est supprime jusqu'a un certain seuil de tension appliquee.La formule Eq.(3.89) manifeste cet
e et ; si la longueur de la barriere tend vers I'in ni, la fonction sinus dans l'integrart de la
formule Eq.(3.89) tend versune distribution delta de Dirac. Le courant estalors non nul au-dela
du seuil de voltage jeVj > 2vks. Ceci traduit simplemert la consenation du momert dans la
limte L ! 1 qui estune contrainte drastique pour l'e et tunnel. Lorsque les valeurs de la
longueur L sort grandesmais nies, cet e et de seuil est lisse; il disparat dans la limite du
point de contact quantique L ! 0. Danstoute la suite le cascorrespondant a k; 6 O serale cas
non-resonnarn. Dans le cascontraire, ki = 0, I'e et tunnel peut appardtre pour une di erence
de potentiel in nit esimale. Ce cas resonarn seratrait e dans le paragraphe suivant. Dans les
realisations experimentales, le casresonnarn ne peut @tre visible que par un reglagetres n du
champ magretique. Dans lesexperiencesde Kang et al. ki parcourt une plage etenduede valeurs
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pour laquelleI'e et tunnel resonnan se manifeste. Ceci setraduit par un pic de conductancea
voltage nul. Une telle plage de valeurs pour I'e et tunnel ne peut pas#@tre decrite par le modele
gue nous deweloppons ici, ou un seul point satisfait les conditions de resonance.En e et, le
courart tunnel sousle seuil estde I'ordre de O(L°) et crot commeO(L) au-dessusSousle seuil
lalimite L! 1 donne:

| |
ev 2P— (9 3 1 ev ?

7. 2 (g+ 1=2) 2F1(1;§;g+ > o )i (3.91)

|T=|o=

avec »F; la fonction hypergeonetrique [58]. Au-dessusdu seuil, le courant est donne par la
formule : 0 | 1

2 g1
It=lp= kL @ % 1A : o

14 ‘ ‘

12} :“-, —
= : 407
e o
= 6 s |
= 4 ? \\\\\ ~~~~~~~~~~~ |
° ‘ ] I‘ LG ‘ |

Fig. 3.25{ Courant tunnel enfonction de eV="; pour : g= 3, (pointill es)g = 1 (traits pleins),
g = 0:7 (tirets) pour une barriere de longueur ks L = 1000.

Nous avons represere certaines courbes des caracteristiques | t (V) a la Fig. (3.25) dansle
casd'une barrieretreslonguek; L 1. Dansle casde 'EHQF, nous avons choisi le parametre
de Luttinger g = 3 pour I'e et tunnel entre deux liquides deremplissage = 1=3.Lecasg= 1lse
rapporte a desfermionslibres; on obsene l'apparition d'un courant de saturation i.e. | v deviert
del'ordre de O(L) independammern de V. En n nousavonstrace la caracteristique | v (V) pour
un parametre de Luttinger g < 1, cequi correspond au casdesmodesde bord avecinteractions
a traversla barriere. On note le pic de courart tresprononce a la valeur du seuil de voltage. Le
courant au voisinagede cette valeur secomporte ene et comme (eV 2';)9 ! dansla limite
desgrandsL. Pour V! 0, le courant secomporte commeV 29 1,

Dansle casd'une barrieredelongueur nie, aveck; L del'ordre del'unit e,lessingularitesdues
a la cinematique sort lissees.Les courbesrepreserativ esde cesphenonmenessort represeneesa
la Fig.(3.26). Le comportement a faible V demeureinchange par rapport au casprecedert mais
on peut noter la presenced'oscillations due a la structure de di raction creeepar la barriere qui
secomporte commeun interferometre. Remarquonsque dansle casou g < 1, le comportement
algebrique du courant en V29 1 ne se manifeste qu'a faible voltage. La g. (3.26) montre un
zoom de la situation a g = 0:7 a tresfaible voltage : on peut obsener la non-linearite typique
d'un liquide de Luttinger et la gure d'interferencesuperposee.La periode desoscillations de la
variable adimensionreedu voltage eV=2"; est2 =(k;L). La g. (3.27) montre le courant tunnel
enfonction de la longueur de la barriere pour un voltage x e (eV="¢ = 0:1) et di erertesvaleurs
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0 0.010.020.030.040.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
eV/ e

Fig. 3.26{ Courant tunnel enfonction de vs eV="; pour g = 0:7 avec une longueur de barriere
su samment faible pour faire appare'tre desoscillations.

du parametre d'interaction g. Il apparat un courant de saturation pour deslongueursde l'ordre
de la cerntaine de longueur de Fermi ; quand la di erencede potentiel applique est inferieure
a la valeur du seuil. On note aussila presenced'un phenomenede battements. Les oscillations
rapidessornt duesaux interferencesde L et de la longueur d'onde de Fermi; les oscillations lentes
sort contrdleespar I'echelle de voltage eV=2"; qui est x eea 0:1. Nous n'avons pas represelte
le casg = 3 qui a la m&émeforme mais une valeur du courant tr esfaible exprimeeen | g.

0.8 ‘
07, g=1 — |
061
o 0.5l
= 04
0.3}
0.2

0.1h,

0

Fig. 3.27{ Courant tunnel en fonction de vs kL pour g = 0:7 et g = 1 avec une tension
normaliseeeV="; = 0:1.

3.5.2 Eet tunnel resonnant

Interessonsnous maintenant au cas ki = 0 que I'on peut obtenir en reglart le champs
magnetique exterieur applique. Celasigni e qu'enl'absencededi erencede potentiel, lesniveaux
de Fermi desmodesL et R coincidernt exactemen a k = 0. Le courant tunnel obtenu a partir de
notre calcul perturbatif est plus simple que precedemmen car |'energiede Fermi disparat des

formules: ) ) 2 1
el L eV eVL
TS (ots v o fol): (3.93)
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avecla fonction auxiliaire f 4(x) donneepar :

)= dt@ 1) 1SIT (),

()2

Cette fonction decrdt en =x pour de grandesvaleursde X, et pour n'imp orte quelle valeur de
g, elle prend une valeur non nulle a l'origine. Cela signie quelt / V2 1 sjeVL=v 1 et
| / V29 2 quand eVL=v 1. Pour une valeur typique de g = 0:7, celasigni e que le courant
se comporte commeV %4 a l'origine avant de se comporter commeV ©8 pour desvaleurs plus
grandes.La singularite typique desliquides de Luttinger sort encore presertes, les oscillations
due au terme ks ont disparu. Le casg = 0:7 montre que desinteractions fortes dansun probleme
ou l'intensite de I'e et tunnel est faible conduisert a une conductancedivergerte a voltage nul.

(3.94)

2.6 \
2.4
2.2
2
= 1.8
e 1.6
= 14
1.2
1
0.8
0.6 | | | I |

Fig. 3.28{ Fonction auxiliaire regissan le cross-oer entre les regimesde barriere in nie et
courtes pour di erertes valeurs de g.
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Fig. 3.29{

3.6 Temperature nie

En n, lescalculs que nous avons menespeuvert &tre etendusau casde la temperature non-
nulle en utilisant les fonctions spectrales a temperature nie. En de nissant le parametre de
temperature reduite z = "¢, on obtient :

eT (kf)zg 22 2 2(9) sz[(l"' U)L] u z(u+v) z(u V)
I =g W( )9 42 dWeZ(1+e )1+ e )
B g+i25(u+v);g izi(u+v) B g+i2—(v u);g izi(v u) (3.95)

On s'attend a un lissagedescourbesd( al' elevation de temperature, ainsi qu‘'a un comportemert
identique aux casprecedert en ce qui concernela caracteristique de seuil.
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3.7 Calcul du bruit.

On peut maintenant calculerla densite spectrale de puissancede bruit i.e. le bruit enfonction

de la frequence! z
S(1)= dte" IS(t) (3.96)
La premiere contribution non-nulle a cette puissancede bruit est donneepar :
141
S(t) = > e" Uhfl (t);1 (0)gi dt (3.97)
1

On peut calculer cette quartit e (typique du transport AC) en fonction du courant tunnel a
frequencenulle i.e. du courant DC deja ewvalue. Il existe pour cela un traitement au premier
ordre en represertation d'interaction [59, 60, 61].

3.7.1 Courant et densit e spectrale

Repartons de I'expressiondu courant tunnel deja etablie :

I1(V) = 26T %Im [Pret( €V)] (3.98)
avec Z,
Rret(1) = i ) dt (t)(e" "HA(t); AY(O)]i (3.99)
et A(t) = P k;pC)F/Q(k;t)CL (p;t). Lestransformations habituelles conduisernt a :
Z
Im [Rret(! )] = 11 dt(e" "HA(t); AY(0)]; (3.100)

Rappelonsque la moyenne utilis eeici estla moyennethermique.

PA(DAY(0)i = Tr(e XA(1)AY(0) (3.101)

En raison de la propriete de cyclicite de la trace, les equivalencessuivantes sornt assezsimplesa
etablir :

hA(t)AY(0)i = Tr(AY(0)e XA(t))
= Tr(e XeXAY0)e XA(t)
(3.102)
= Tr(e KAY( )A(L)
= PAY(O)A(t i )i
On prend la transformeede Fourier du propagateur, et on obtient l'identit e suivante, tresutile :
R . R .
1odt(e thA()AY()i = ] di(e hAY(0)A(t i )i
R _ (3.103)
= e! 1 dt(e thAY(0)A(t)i
Donc Z,
Im [Pret(!)]= (1 € ) dt(e" 'hA(t)AY(0)i (3.104)
1
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Par ailleurs, on peut inserer la relation d'identit e de la basejni = JE,;N1;N2i desetats propres
de l'operateur K, qui diagonaliseegalemen la matrice densite de I'ensenble grand-canonique,
on obtient alors :

hAY(t)A(Q)i = lenmje K AY(t)A(O)jni
P
= mp Z mje KjmihmjAY(t)jpinpjA(0)jjni
b (3.105)
= np n€ ErteEetmjAY(0)jpihpjA(0)jini
hAY(t)A(Q)i = Pn;m ne EntdEmtihmjAjnij 2
De méme, X ‘ _
PA(0)AY(1)i = meEnte Emtihmijajnij2 (3.106)

n,m

Ici , = Z e E"T On peut maintenant utiliser comme de nition de la fonction spectrale

A(l) X

A(l)=2 ( o+ m)ibmjAjnij? (! + Ex  Em) (3.107)
nym

De l'identit e precederte, on deduit facilemert apres integration sur le temps Im [Yret(! )] et

I+( !=6 asafunction of A(!)

Ir('=9  _I7(*=9

— 2
I 26T 2A(!) (3.108)

Le courant estantisymetrique en fonction de la di erencede potentiel appligueeou de'!

_ e e _ 2
17 ( !_e)(2 " 26T2A(1) (3.109)

Lestransformations usuellescoth(! ) = 2coth?(! =2) 1letsinh(! )= 2coth(! =2)sinh(! =2).
Finalemen,
I1 (V) = 26T 2tanh( eV=2k,T)A( eV) (3.110)
3.7.2 Puissance de bruit
Il est possibleun calcul du mémetype en partant de
z 1
S(!) = €T? coq! t)hfA(t); AY(0)gi (3.111)
1
A partir du calcul de PA(0)AY(t)i et de hAY(t)A(0)i on obtient :

) X ) .
hA0)AY(1)i + PAY()A)i =e VU (e Bn Em)ty d(En Em)linmjAjnij? (3.112)

n,m
Apresintegration sur le temps de coq! t)hfA(t); AY(0)gi , on trouve

S() = eZTZPn;m (n[(! eV Ep+Em)+ (I +eV En+ Ep)
(3.113)
+ m[(! eV+En Em)+ (! +eV+Es Em))jhmjAjnij?
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Les variablesn et m de la double sommeetant muettes, on trouve nalement :
T2 X
S(t;ev)= —5—  A( eV !) (3.114)
Du calcul de I+ (V) il estalors evidert que:

eX ev |
| - = _
S(!;eV) > coth( KeT

)(ev 1) (3.115)

Une obsenable interessate est la conductancelineaire Gt (! ;eV). Le traitement standard
conduit a la formule de Kub o, que I'on peut exprimer de la maniere suivante :

2!

?ReGT(! eV)=1l(ev+!) I(ev 1) (3.116)

A partir de cette equation et de Eq.(3.115), la puissancede bruit a frequencenulle s'exprime en
fonction de la conductancea frequence nie

V
S(0;eV) + S(0; eV) = 2eV coth(zi—T)ReGT (eV:0) (3.117)
b
Il est egalemen tr esfacile de deduire la puissancede bruit a frequencenulle a partir de :
eV
S(0;eV) = ecoth(=——=)I (eV)T=0k (3.118)
2k, T
ce qui deviert, a temperature nulle :

S(0;eV) = el(eV)T=0k (3.119)

La puissancede bruit a frequencenulle estdonc egaleau courart tunnel a la chargede'electron
pres,ce qui est normal car nous nousinteressonsa l'e et tunnel electronique.

3.7.3 Bruit a tension nulle

On examinemaintenant le casV = 0. Lesequations(3.116) et (3.115) permettent de deduire
que la puissancede bruit a tension nulle s'exprime a partir de la conductancea frequence nie :

S(!;0)=! coth(Zk!—T)ReGT(! :0): (3.120)
b

La formule (3.120) constitue le celebre theoremede uctuation-dissip ation. Dans la limite basse
temperature de Eq.(3.97), le bruit deviert :

S(!;0) = el(! )r=ok (3.121)

La puissancede bruit manifeste donc les mémesdependancesen la longueur et les interactions
que le courant tunnel. Preciemert, dansle casnon-resonnar, le bruit dansla limite de grand

L, est nul jusqu'a un certain seuil de frequence! "¢, comme/'etait le courart |;. Pour des
frequences ! 0, le bruit secomporte comme! 29 1 enrevanche, dansla limite | | 1 le
bruit a un comportement asymptotique S(! ;0) ! 29 2. Les non-linearites typiques de LL

sort donc presettes. Lorsque la barriere est de longueur nie, cesnon-linearitessort attenuees
et desoscillations supplemertaires apparaissem, commeen (3.5.1).

Dans le casresonnan, les non-linearitesdu LL sort encorepresertes mais les oscillations
disparaissen.
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3.7.4 Bruit a tension non-nulle

Quand, ala fois! 6 0 etV 6 0, la puissancede bruit est donnee par Eq.(3.115). On ne
discutera ici que la limite de temperature nulle. Il apparat deux regimesdistincts que nous
appelonsregimede bassefrequene, quand (! eV), et regimede haute frequene, pour (!
eV). Dansla limite bassefrequenceon peut realiserle developpemert de Eqg.(3.115) enfonction
I =eV. Le bruit estalors donne par une formule analoguea(3.118); a I'ordre deuxen! =eV :

S(!;eV)=el(;eV)+ o! =eV) (3.122)

On retrouve I'expressionhabituelle du bruit de grenaille. Dansla limite duale de haute frequence

S(! eV) = g(l (eV+1) IV 1)) (3.123)
On peut remarquer la singularite se produisart a! = eV. En e et, pour desvaleursde!
juste en-dessougsle eV, ! = eV ,
S(il) = gl @) (3.124)
alors que juste au-dessusde eV, ! = eV*, Eq.(3.115) devient
S(:1) = gl @) (3.125)

La singularitea! = eV, ne depend ni desinteractions (g) ni de la longueur de I'echantillon (L).
Nous avons ainsi obtenu le courant tunnel et le bruit assaie pour une jonction tunnel etendue,
en fonction de la longueur de la barriere, de la temperature, de l'interaction coulombienne a
longue distance entre lesbords L et R et du remplissageertier ou fractionnaire a = 1=m.

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre nousavonsdetaille le calcul perturbatif du courant tunnel danslesjonctions
guantiques etendues.Ce travail s'inscrit dansla contin uite de nombreusestentativ esd'interpre-
tation theorique desresultats experimentaux de Kang et al.. Nos resultats prennert en compte
lesparametresnaturels du probleme: la longueur de la jonction, le facteur de remplissage(entier
ou fractionnaire), la force desinteractions et la temperature. Nous avons discute le rdle de ces
guantit esdanslesdi erens regimesde transport tunnel. La comparaisondirecte de nos resul-
tats a l'experienceest di cile car le facteur de remplissageest restreint aux valeurs = 1=m.
Nous obsenons les non-linearites typiques des LL et dese ets d'interferencequartique lies
au caractere etendu de la barriere. Il est interessah de constater qu'a remplissageertier des
deux canaux de bord de la jonction, les interactions jouent un rdle et sort responsablesde la
non-linearite de la caracteristique 1 1 (V).

Il serait interessamn de poursuivre ce travail en appliquant ce formalisme a des situations
experimentales ou les interactions erntre canaux de bord ne sont pas negligeables.Le rdle du
desordredans cesstructures est egalememn un point obscur. En n, I'extension naturelle de ces
travaux setrouve dans | etude de jonctions etenduesplus souplesdans le choix desfacteurs de
remplissageet de la chiralit e de chaquecanal de bord. Desstructures o ran t cescaracteristiques
ont ete realissesexperimentalement. Nous en faisons!'etude au chapitre suivant.
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Chapitre 4

Jonction etendue en coin

Dans ce chapitre nous etudions les proprietesde transport d'une structure plus complexeet
plus riche que la jonction tunnel etendue.ll s'agit de la jonction etendueen coin developpeepar
Grayson et al.. La jonction etendueen coin est constitueede deux 2-DEG a 90 l'un de l'autre.
Cette structure permet la realisation de canaux de bords parallelesappartenant a deux uides
de Hall distincts aux facteurs de remplissagemagiquesquelcongques.Ces canaux peuvent sup-
porter desexcitations co-propageares ou contrepropageares. En premier lieu, nous presenons
les caracteristiques etonnantes de cette nouvelle structure. Nous souhaitons ensuite etudier le
courant tunnel apparaissan entre cescanaux dans di erertes con gurations. Pour cela, nous
determinons d'abord les relations de dispersion a un corps de ce systeme dans le cas cortre-
propageart puis co-propageahn Contrairement au chapitre precedert, I'e et tunnel resonnan
seproduit essetiellement autour d'un momert non-nul kg. Dans le cascortre-propageart, nous
calculonsla conductancedi erertielle del'e et tunnel enl'absenced'interaction et a remplissage
ertier et nous mettons en evidencedeux regimesde transport distincts. Lorsque I'on prend en
compte les interactions, cesdeux regimess'etendernt en deux phasesdistinctes : il apparat une
transition de phasecommensurable-incommensurableontrvleepar la force desinteractions et la
valeur de kg. En n, nousdeterminonsle courant tunnel entre deux canaux co-propagean a rem-
plissagesmagiquesdistincts. Nous remarquonsque le systemesesimpli e en un modele e ectif
constitue d'une seuleespecefermionique chirale de remplissagefractionnaire. Nous appliquons
le formalisme du chapitre precedent pour determiner la valeur du courant tunnel.

4.1 La jonction etendue en coin

Nous allons maintenant examiner un nouveautype de structure creepar Grayson et al. [32]
qui presene des similitudes avec la jonction tunnel etendue mais qui est susceptible de faire
appardtre desphenonmenesencoreplus riches.

4.1.1 Realisation experimen tale

Leur echantillon estun puit quantique d'heterojonction en coin (CQW), fabrique enrealisart
une croissancesur une heterojonction GaAs/AlGaAs clive ex-situ en coin. Le clivage ex-situ
consistea extraire I'echantillon du ux moleculaire, a le cliver puis a le repositionner dans la
cellule de MBE. Ce clivagepermet de former un substrat en coin (i.e. a 90 ) avecune resolution
atomique. Il existe deux geometries qui exposeri les plans orthogonaux de la classef 110y. On
peut soit cliver un substrat (110) de GaAs dansle plan orthogonal (110) (cf Fig. 4.1,typel), soit
prendre un substrat (001) de GaAs et le cliver deux fois suivant les plans (110) et (110) (cf Fig.
4.1,typell). Danslesdeux cas,le coin partage par lesplans (110) et (110) sert de substrat pour
la secondecroissance il estmonte enfacedu ux de molecules.Dorenavant, (110) est appele la
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faces et (110) la face p (pour 'substrat’ et 'pre-clive’, respectivemert pour les ethantillons de
type 1).

Fig. 4.1{ (En haut) Substrat clive en coin : Type| a partir d'un wafer (110), Type Il a partir
d'un wafer (001). (En bas) Image SEM descouchesque I'on a fait cratre sur le coin. (A droite)
Schemade la geometrie de croissance axederotation 2, angledela source , angledu substrat
s, et angle pre-clive .

On fait crdtre les coudessupplemenaires par technique de MBE. L'axe 2 sur la Fig. (4.1)
est l'axe de rotation du substrat ainsi que I'axe autour duquel les sourcesde moleculessornt
positionnees,symetriquemert, a un angleazimutal de = 33 . Le ux moleculaireestd'abord
calibre par RHEED (Re ected High Energy Electron Di raction) sur un substrat plat. Le sub-
strat en coin est monte de sorte que lesfacess et p fasseh desangles s = 90 p = 45 avec
2. Une rotation cortinue autour de lI'axe 2 assureque le ux incident sur la face s aura une
composarte oscillante dont la moyenneest nulle et une composarte constarte egaleau ux ¢
(calibre par RHEED) projete sur la surfaceinclinee, = ¢ coy s). Reciproquemert, la facep
verraun ux moyende = ocoy p)= oSin( s). Leresultat majeur du groupe de Grayson
est, qu'en depit des uctuations de ux duesa la rotation, il arrive a faire crotre un cristal de
bonne qualite sur les facesinclineesdu substrat en coin.

Sur les photographies prises par SEM (cf Fig. 4.1, 4.2), on peut obsener un ecantillon
cree par cette technique. A partir desvaleurs de ux calibreespar RHEED, les trois bandes
sonbres sur la facegaude p (resp. droite s) del'echantillon sont descoudiesde 810A (560A) de
AlAs separeespar descoudiesplus nes de GaAs/AlGaAs d'epaisseurvariable : 16207, 1620A
et 243A (resp. 11207, 11207, et 16807A) dans le sensde la surface vers l'interieur. L'angle
abrupt de 90 est consere, méme apres cette secondecroissance.La structure formee est une
heterojonction CQW, analogueaux heterojonctions qui produisert le 2DEG dans les structures
planes. |l s'agit d'une heterojonction de AlGaAs/GaAs avec une coudie de basede GaAs. Il y
a ensuite, sur chaque face, 12004 de Alp.3Gap.7As, dope n par du Si, 30007 de Aly.3Gap.7AS,
et une coude superieure de 100A de GaAs (cf Fig. 4.3 insert). L'echantillon est electriquemen
relie aux instruments de mesurespar desplots d'indium positionnesloin de la zonedu coin (cf
Fig. 4.4). En realisart desmesuresa quatre points de la resistancelongitudinale desdeux faces
a 350 mK (cf Fig. 4.3), Grayson et al. ont pu mesurerindependammert les densites de deux
faces: ng = 1:07 10" cm 2etnp, = 1:30 10" cm 2. On obsene a la Fig. (4.3) desminima
de resistancelongitudinale dus a I'e et Hall quantique fractionnaire a = 2=3 a 350 mK. Ceci
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Fig. 4.2{ Image SEM descoudesquel'on a fait cratre sur le coin. Le coin est plus abrupt que
la resolution de 10nm du microscoye.

qui atteste que chaque face a une mobilite de l'ordre de 5 10° cm?/Vs. On notera la

Fig. 4.3{ Rx pour lesdeuxfaces,avecns = 1:07 10 cm 2,n,= 1:30 10 cm 2. Minima de
I'e et Hall fractionnaire a = 2=3 qui attestent de la qualite de I'edchantillon. Insert : structure
de I'h eterojonction plieea 90 .

con guration des contacts de la resistancequatre-points R jx | avecle courant mesure ertre
i ] etlatensionmesureentre k |.

4.1.2 Apparition de l'eet Hall

En presencal’'un champ magretique inclined'un angle par rapport ala normale du substrat
(cf Fig. 4.4,agaude), le facteur deremplissagerelatif desdeux systemes s= ,, peut €tre modi e
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Fig. 4.4{ Sthema de la jonction en coin avec les 2-DEG du substrat et de la face clivee (a
gaude) et une vue d'au-dessusavec les cortacts (a droite).

par l'angle
S S L = Stan() (4.1)

La bonnequalite deI'h eterojonction semanifestepar le fait quedesminima d'e et Hall quantique
fractionnaire apparaissem dansla resistivite longitudinale descanauxde bord desdeux facesen
dessousde 1 K. Pour desanglesO < < 90 ( s= > 0), lesexcitations descanaux de bords
sepropagert le long du coin, en sensoppose, commedans une structure plane classique.Notons
gue lesfacteurs de remplissagepeuvent @tre choisis arbitrairement. En revanche, pour0 > >

90 ( s=p < 0), la composarte normale du champ magretique de la face clivee change de
signe ce qui conduit a la formation de canaux de bords co-propageant de facteurs de remplissage
arbitraires, modi ables simplemert en inclinant I'echantillon dansle champ magnretique. Dans
cesstructures on peut donc choisir la valeur du facteur de remplissagede chaque uide de Hall
mais aussila chiralit e de chacun d'eux. Il sut de faire varier l'inclinaison de I'echantillon par
rapport au champ magnetique, cequi o re une grandesouplessel'utilisation. Cesstructures sont
donc potentiellement bien plus richesque le 2-DEG habituel ou la structure planaire imposele
mémefacteur de remplissageet la meéme chiralit e danstout I'edhantillon.

Canaux contre-propagean t

Les mesuresde Hall ont d'abord ete e ectueesdansle regime s= , > 0. Sur la Fig. (4.5), en
haut, nousvoyonsR%, = R1 42 3 et R, = Rs ge 7 pour s= = +1=3. Cecicorrespond a un
champ magretique incline d'un anglede = +21:6 . Lesminima dela serie( s: p) = (1:3),
(% . 2), (% . 1) s'annulent pour les deux traces Ry . Cette caracteristique typique de I'e et Hall
fractionnaire valide l'utilisation de I'image descanaux de bord pour ceschamps. L'insert de la
Fig. (4.5) montre un schemadu cas(1 :3), avecle signede la composarte normale du champ dans
chaque region. Sur la Fig. (4.5), en bas, R}y, = Rz 67 5 et RYy, = Rz g3 1 Sort represertees
avecla resistancea quatre points du coin R¢ = R, &1 5. Commele contact 2 fournit du courant
aux contacts de tension 4 et 8, la resistancea quatre points RS = R, ¢4 g esttrivialement nulle.
En regardart bien, R estjuste la di erenceentre deuxresistancesde Hall, R; = ij(yj jR)F(’yj ce
qui con rme l'image de Landauer-Buttik er (section 2.5.7) ou les canaux de bords s'equilibrent
completemert en atteignant le contact 1.

Canaux co-propagean t

On examine ensuite le cas s= , < 0. Ce regime correspnd a la situation inedite ou la
composarte normale du champ a travers la face clivee change de signe. Les canaux de bord de
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Fig. 4.5{ Graphiquesde R}, = Rs g 7 (en haut), RE, = Ry 42 3 (milieu), Riy = Rz 67 s,
Rc:= R2 61 s, €t R)ng = Ry 63 1 (enbas).Cesmesuressort realissessur la jonction encoinaun
champ magretique inclinetel que ¢= , = +1=3.ng= 1:07 10"cm 2etny,= 1:30 10%cm 2.
Plateaus de Ryy et R¢ indicespar le nombre quantique, n tel queR = h=ne?. La gure d'en-bas
demortre la prediction de la theorie de Landauer-Buittik er R¢ = jRiyj jRQyj.
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cette facechangert de chiralit e en coneequence((cf Fig. 4.6), insert). A la Fig. (4.6), en haut, on
voit RR, = R1 42 3etR} = Rs g6 7pour s=p= 1=2, cequicorrespond aun champB aun
anglede = 302 . On obsere egalemen desminima de resistivite longitudinale a ( s: p) =
(2 :4) et (1 :2). Dans cette con guration nouvelle, les canaux de bord co-propagean le long de
la jonction en coin de longueur L = 3:2mm. lls s'equilibrent completemert, ce qui signi e que
les potentiels aux cortacts 4 et 8 sort egauxet que R?= R, ¢4 g = 0. La seuleresistancenon-
triviale estencoreR; = R, g1 5. Par rapport au regime de canaux cortre-propageart, R)F(’y a
change de signeet R estmaintenant la sommedesRyy : Rc = jR,j+ jRE j. Notons quedansune
structure planaire, aucuneresistancea quatre points ne peut &tre plus grande que la plus grande
desresistancesRyy ; un nouveau regimede validit e pour le formalisme de Landauer-Buttik er a
ainsi ete demortr e. Cesexperiencesmettent donc a jour de nouvellesstructures potentiellement
richesde phenomenesinedits.

Dans ce chapitre, nous etudions ces jonctions en coin dans une con guration legeremen
di ererte de celle propose par Grayson et al.. En e et, nous supposonsqu’il n'y a pas de
contact direct entre les deux 2-DEG au niveau de la jonction en coin mais qu'ils sort separes
par une ne barriere de potentiel, de largeur uniforme et tres haute. Cette con guration, qui
n'a pas ete realisse experimentalemert, estle modele de jonction tunnel etendue, etudiee dans
le chapitre precdert. On suppose toutefois ici que la barriere tunnel separe deux 2-DEG a
90 et non plus deux 2-DEG coplanaires. Cette hypothese est raisonnable car elle apparat
commel etape suivante desrealisationsexperimentales de Graysonet al.. Notons que destravaux
theoriques,s'appuyant sur les edhantillons de Grayson, font egalemen cette hypothese [71, 72].
Nous allons tout d'abord etablir les relations de dispersion a une particule de ce systeme dans
le casde canaux cortre-propageart le long de la barriere, puis dans le casco-propagean Nous
nous interesserongnsuite aux proprietesde transport tunnel a traversune telle jonction tunnel
etendue en coin. Dans le cas cortre-propageart, nous mettrons en evidenceune transition de
phasecommensurable-incommensurabl¢lC) en fonction de la force desinteractions a traversla
barriere lorsque le facteur de remplissageest identique et ertier pour les deux uides de Hall;
dans le cas co-propagean nous realiseronsun calcul perturbatif du courant tunnel en presence
d'interactions lorsque les facteurs de remplissagedesdeux uides sort magiques.

4.2 Spectre a une particule

Le modele que nous considerons consiste en deux systemeselectroniquesunidimensionnels
de longueur nie L, sansinteraction, parallelesa la direction y et placesdansle plan YZ aux
positions z_ et zg. La barriere de potentiel qui les separert est supposee de hauteur nie et
uniforme dans la region jyj < L=2. Dans cette region les deux liquides de Luttinger sort donc
couplespar e et tunnel. Le potentiel estin ni ailleurs. Nous allons commencerpar determiner
la relation de dispersion a une particule d'un tel systeme. Comme nous l'avions fait pour la
barriere tunnel etendue du chapitre precedert, il corvient de consicerer d'abord la geometrie
ou la barriere separart lesdeux 2-DEG estde hauteur in nie. L'expressiondu potentiel-vecteur
Al est maintenant est maintenant di ererte dans chacun de deux 2-DEG, et la resolution de
I'equation de Schr dinger conduit a desniveaux de Landau legerement di erens de la section
2.4,

4.2.1 Canaux contre-propagean t

Nous traitons le cas de deux 2-DEG avec des composaries normales du champ de méme
signepour chacun des2-DEG (cf Fig. 4.7). Dans notre geonetrie, le champ magnretique est de
laformeB = (By;0; B;). Le potentiel-vecteurassaie estchoisicommeA = (0; B,x Bxz;0)

‘B=r A.
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Fig. 4.6 { Graphiquesde R}, = Rs g 7 (en haut), RE, = Ry 42 3 (milieu), Riy = Rz 67 s,
Rc:= R2 61 5, €t R)E’y = R2 &3 1 (enbas). Cesmesuressort realisessur la jonction en coin
a un champ magretique tel que = p= 1=2.ng= 115 10%cm 2etny,= 1:25 10'cm 2.
Plateaux de Ry et R¢ indicespar le nombre quantique, n tel queR = h=ne?. La gure d'en bas
demortre la prediction de la theorie de Landauer-Buittik er R¢ = jR)S(yj + jRQyj

<
5, B,
B

Fig. 4.7 { Geometrie du systeme etudie. Les deux 2-DEG sort respectivemert dans les plans
XY (2-DEG de gaudie, L) et YZ (2-DEG de droite, R). Le champ magretique B est oriente de
sorte que la composarte normale a chaque 2-DEG conduit a la formation descanaux de bords
contre-propageart dans la direction y. La barriere tunnel est realisse par I'absencede 2-DEG
entre les deux plans orthogonaux et correspond pour chacun desdeux 2-DEG a un mur abrupt
de hauteur in ni. Les canaux seforment aux positions (x.;z.) = (0; d) et (Xr;zr) = (0;0).
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avecBy > 0 et B, > 0. Determinons maintenant les elemerts propres de I'Hamiltonien assaie
a une telle situation. Dans le gaz d'electronssitue sur la gauce, les electronsse deplacen dans
le plan XY, lesfonctions d'onde ne dependert que de x et dey et la variable z estgekeez = z| .
L'equation de Sdrodinger estdonc :

[_3+ (y GBaX GeBxz)?
2m 2m

+UX)] Ly)= L LX) (4.2)

avecU(x) le potentiel de con nement correspondant au bord droit du systeme.U(x) estun mur
de hauteur in nie situe a I'abscissex = 0. L'in variance par translation le long de la direction y
permet d'exprimer les solutions sousforme factorisee d'une ondesplane et d'une fonction de x
uniquemert :

LOGY) = €Y (%) (4.3)

La pulsation cyclotron du systemede gaudeest! | = jgjB,=m et le certre de l'orbite cyclotron
a pour coordonneesXy = (hk.  gBxz )=:B;. La composarte transverse | (X) verie :

2 2
m! {

X 4 2 4 = .
o+ 5= (¢ X2+ U] L= L LX) (4.4)
Compte tenu de notre choix de coordonnees,nousavonsz, = d, cequi conduit a un certre de
l'orbite cyclotron :
hk, + g.Bxd
Xg= ————— 4.5
k %B, (4.5)

Dans le gaz bidimensionnel droit, les electrons se deplacent dans le plan YZ, et la fonction
d'onde electronique ne depend que de y et z. La variable x est gelkee et x = 0. L'equation de
Sdrodinger est alors :

2 2
e+ B g win) = g R (@56)

avecU(z) le potentiel de con nement assaie au bord gaude du systemedroit. U(z) estun mur
de hauteur in nie situe a la cote z = zg = 0. L'in variance par translation le long de la direction
y permet d'exprimer les solutions sousla forme factorisee d'une onde plane et d'une fonction de
Z uniquemert :

r(Y;2) = €Y g(2) (4.7)

La pulsation cyclotron a droite est! r = jgjBx=m et le cerire de l'orbite cyclotron Zy =
hkr=aB«. La fonction transverse r(z) veri e I'equation suivante :

3 m! I% 2 _
ot 5 (2 2P+ U@ R@ = R RE) (4.8)

Notre choix de coordonneesnous a conduit a x = 0, ce qui correspond a une orbite cyclotron
certree sur Zy = hkr=a:B,?. La determination des valeurs propres des deux Hamiltoniens
(4.3,4.8) a eterealissepar [8] pour n'imp orte quelle valeur de X i et Zy (cf Fig. 4.8). Nous avons
detaille ce traitement a la section (2.5.3). Les energiepropressort :

1
LR = ' Lr( LR + 5) (4.9)

avec | et r deuxfonctionsrespectivemert de X =l = kI + dIL:I,% et Zx=Ir = krlr. Notons
gue cesdeux fonctions sort cellesemployeespar MacDonald et n‘ont rien a voir aveclesfacteurs
de remplissagep. Avec cesnotatioBs [ etlr sort leslongueursmagretiques ass&ieesa chaque

systeme: I, = hgqjB; etlg = h=jgejBy .

2Remarquons que I'axe z est oriente a l'opp ose du choix habituel.
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4.2.2 Croisement des niveaux

On cherche maintenant la valeur kg de k ou lesrelations de dispersionsecroisert i.e. la valeur
de k pour lesquellesseproduit I'e et tunnel resonnan. Dans le cassymetrique ou By = B, les
deux parametressont egaux(l. = Igr, 'L = I r = ! (). Lesdeux spectressort donc exactemen
symetriques autour de la droite d'equation k = ko = @Bxd=2h(cf Fig. 4.9). Le croisemen
desrelations de dispersion se produit, pour le premier niveau de Landau, a la valeur k = kg et
I'energievaut h! o( + %) avec > 1 [8]. Une legere deviation autour du cassymetrique peut

Fig. 4.8{ Valeurspropres(" = h! ;( (X)+ 1=2)) enfonction de X, le certre del'orbite cyclotron,
pour un mur in nimen t haut. Ici, X = 0 correspond au bord, X > 0 correspnd aubulket X < 0
estle mur. a_ estla longueur magnretique.

etre trait e perturbativ emert en resohant :
L(k) = r(k) (4.10)

L0+ 3) = hR( R() + ) (@11)

On peut lineariserles fonctions |.r autour dek = geBxd=2h = ko pour le premier niveau de
Landau :

@

Lk =+ == (KL kol) (4.12)
@l k=i,
@

r(K)= + =R (klr  kolr) (4.13)
@R K=k,

et on realise 'approximation Q@ Mot @r +£. Enn, en remplacart
_@ k= ko ‘L @ k=ko "R !

(4.12,4.13) dans (4.11) on obtient la nouvelle valeur kg du croisemer :

1! ! Byd
ko= (+ )Rt T

Cet e et d'intersectiondesbranchesdu premier niveaude Landau a une valeur de k non-nulle est
inedite par rapport au casplanaire (cf Fig. 4.9). Desintersectionsentre branchesde di erents
niveaux de Landau se produisert, mais ne participent que tres faiblement au courant tunnel
a travers la jonction tunnel etendue.Ici, la situation estdi ererte, car l'intersection a lieu au
point ou I'e et tunnel estmaximal. Celaestd0 au ux dela composart x du champ magnetique

(4.14)
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lors de la circulation d'un electron de momert k d'un plan a l'autre par e et tunnel. Cet e et
peut &tre inclus dans un decalagede I'energiepar rapport au momert canonique.Les relations
de dispersion deviennert alors :

hv(k + 2ko)

r(K)
(4.15)
hvk

L (k)

k, 0 k

Fig. 4.9 { Relations de dispersion de deux canaux cortre-propageart (ler niveau de Landau)
represerte en fonction de la méme valeur du momert k. On notera l'existence d'une valeur kg
ou les deux branchesse coupert.

4.2.3 Canaux co-propagean t

La situation precedene estle cashabituel descanauxde bord de chiralit esopposeessepares
par une barriere de potentiel. La geometrie de notre edhantillon permet toutefois aux electrons
de sepropagerdansle mémesensle long desbords. Cette situation peut etre realisseen faisan
varier l'orientation du champsmagnetique (cf Fig. 4.10). Ici, on le choisit tel queB = (By;0;B;)
avecBy > 0 et B, > 0. Le potentiel-vecteur assaie est choisi commeA = (0;B,x Bxz;0).
On va de nouveau resoudreles deux equations de Schrodinger assa@ieesa cette situation. Dans

x=0. 2=

- 2=0
X .

&

Fig. 4.10{ Geonetrie du systeme etudie. Les deux 2-DEG sort respectivemert dans les plans
XY (2-DEG de gaude, L) et XZ (2-DEG de droite, R). Le champ magnretique B est oriente de
sorte que la composarte normale a chaque 2-DEG conduit a la formation descanaux de bords
co-propagean dans la direction y. La barriere tunnel est realisee par I'absencede 2-DEG entre
les deux plans orthogonaux et correspond pour chacun des deux 2-DEG a un mur abrupt de
hauteur in ni. Les canaux seforment aux positions (x_;z.) = (0; d) et (xr;zr) = (0;0).

le gaz d'electronssitue sur la gaude, les electrons se deplacert dansle plan XY, les fonctions
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d'onde ne dependert quede x et dey et z estgele. Le mémetraitement conduit a une equation
de Schrodinger reduite de :

2 2
m!

ot (X X2+ U] L) = L L) (4.16)

La pulsation cyclotron du systemede gaudie est! | = jgjB,=m. Compte tenu de notre choix
de coordonnees,nousavonsz. = d, cequi conduit a un certre de I'orbite cyclotron :

hk. 0Bxd
Xk= ———— 4.17
k %B, (4.17)

De méme,dans le gaz bidimensionneldroit, tout sepassecommedansle cascortre-propageart.
La pulsation cyclotron a droite est! r = jgjBx=m. Notre choix de coordonneesnous conduit
a x = 0, cequi correspnd a une orbite cyclotron certreesur Zy = hkr=¢:Bx. L'Hamiltonien
reduit prend alors la forme suivante :

| 2

2
o+ TSR 20*+ V@) k@ = R R (4.18)

Remarquonsque l'axe z est oriente a l'oppose du choix habituel et que l'orbite cyclotron du

systeme de gaude a une dependanceen k. opposee au cas corntre-propageart. Dans le cas co-

propagean, la situation est puremernt symetrique lorsque d = 0; ce qui conduit a ce que les

deux relations de dispersion en fonction du mémek = kg = k_ (consenation du momert par

e et tunnel) soiert exactemer superposeespour tout k. Dansle casphysiqueou d 6 0, lesdeux

relations de dispersion en fonction du mémek = kg = k. sont decakessur l'axe desabscisses.
Elles ne secoupent qu'en un seulpoint (pour le premier niveaude Landau). On peut adopter le

toy-model suivant pour approcher analytiquemert lesrelations de dispersion du premier niveau

de Landau i.e. considerer un comportement asymptotique en demi-parabole :

8 2
3 MWLan Jx Xy > 0
BN (4.19)
| & X 0
et 8 hi s
3 Ve Zk 0
rR(Zk) = - - (4.20)
- R | k
—2—+ h R 'IE Zk < 0

Precisonsque la forme asymptotique en demi-parabole est faussemais facilite le raisonnemert
qui reste vrai m&me pour une croissancemoins brutale a I'in ni. A partir de cesequations et
desrelations erntre Xy, Zx et k, nous pouvons reecrire :

8
E 3h! L + h! L((hkm + 1 Rd):h_! L)2 k < ! Rd:mh
(W= 2 (4.21)
. EZL k | Rd=mh
et 8 I
3 EZR k>0
2 (K) = (4.22)
? 301 R ¢ hi g (hkm=lg! g)2 k 0
. I'r(hkm=Ir! r)

Les comportements asymptotiques de cesrelations de dispersion indiquent clairemert qu'il y a
intersectionenun point uniquedesque! g 6 ! L. Pourk! 1 ,nousavons r(k) (hkm)2?=!g
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et L(k) (hkm)?=!_.Si!| > IR, onendeduit que | < gr.Lorsquek! 1, gr(k) h!g
et (k) h!_ie | > Rr.Il apparat doncun point d'intersection ernire cesdeux relations
de dispersion independammeri de la valeur de d (cf Fig. 4.11). Notons que méme i notre toy-
model ne correspond pas exactemen a la fonction de MacDonald, il sut que celle-ciait une
divergenceplus brutale quelineaire,cequi estevidemmert le cas,pour quele point d'intersection
apparaisse.On peut obsener lesrelations de dispersiondescanaux co-propagean a la Fig. (4.11)

n=0

0 kK k
Fig. 4.11 { Relations de dispersion de deux canaux co-propageamn (ler niveau de Landau)

represerte en fonction de la méme valeur du momert k. On notera l'existence d'une valeur kg
ou lesdeux branchessecoupent lorsqueles composartes du champ magnetique sort di erertes.

4.3 Propri etesde transp ort tunnel des canaux contre-propagean t

Les relations de dispersion a une particule mettent en avant I'existence d'un point d'inter-
section dans le premier niveau de Landau. Dans le cas contre-propageart comme dans le cas
co-propagean, la cinematique des electrons des bords de la jonction etendue en coin favorise
I'e et tunnel a une valeur donnee kg du momern. Nous allons maintenant etudier le courart
assaie a ce phenomeneen consicerant d'abord descanaux de bord cortre-propageart relatifs a
deux uides de Hall de m&meremplissageentier. Pour cela, nous supposonsd‘abord que l'inten-
site de l'interaction coulombienne est negligeable,puis nous verrons ensuite qu'elle produit une
transition de phase.

4.3.1 Transport en l'absence d'in teraction coulom bienne

Nous allons utiliser le formalisme de di usion cohererte pour determiner les proprietes de
transport de I'e et tunnel. Dans cette approche, on de nit une region (les Is) dans laquelle
I'e et tunnel ne se produit pas et ou des etats di usifs peuvent etre de nies ( jyj > L=2)
avec les relations de dispersion r(k) et (k). On note ces Is de 1 a 4 (cf Fig. 4.12). Dans le
formalisme de secondequanti cation, I'Hamiltonien du systemedansles Is estdecrit par :

Z
Hz  —rl X e (K (K) (4.23)

La regionou seproduit I'e et tunnel (jyj < L=2) agit commeun certre di useur dont on veut
calculer les coe cien ts de transmission. Le systemeest alors decrit par I'Hamiltonien suivant :
Z Z Z
X dk dk = d
H = > ke 0+ = 2P

5 5 Mapk(Kg(p) + hie]  (4.29)
=R;L

Il 'y a une maniere simple de represener cet Hamiltonien par une matrice 2 2 dansla region
d'interaction dans le formalisme de premiere quarnti cation et en transformee de Fourier. On
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2 4

Fig. 4.12{ Geometrie de la barriere.Les Is 1 et 4 sort loin de la zoned'interaction tunnel et
sort reliesa desresenoirs. Le di useur estla zoned'interaction tunnel (au certre). A gaude,
on voit un egeometrie topologiquemen equivalente.

supposela barrieretr eslongue, I'in variance par translation le long desbords conduit a la conser-
vation du momert durant I'e et tunnel. Le coe cien t tunnel Ty, estdonc constart et diagonaP.
Il s'agit donc d'une geonetrie un peu inhabituelle ou il faut envisager desresenwoirs a I'in ni
relies par des Is de dispersion usuelle a une barriere de longueur quasi-in nie. La basedans
laguelle on exprime I'Hamiltonien estla basedesfonctions d'onde sousforme de spineursa deux
composartes (cg (k), ¢, (K) ), |

ky T
H= Rl 4.25
T LK (429
Le courant a traversla barrieretunnel est donne par la formule de Buttik er multi-terminaux :
2 X z
I =+ dTmnOfL()  fr()I (4.26)
m=1;2n=3;4

avec Tm:n () qui estle carre descoe cien ts de transmissiont ., ( ) pour leselectronsa I'energie

venart du | metdiusedansle | n (Tmn() = jtmn()j?). On calcule cescoe cien ts en
egalisan les etats di usifs d'energie , aux etats propres de I'Hamiltonien (4.25) dansla region
tunnel. La matrice est diagonaliseede manieretr essimple et conduit aux relations de dispersion
desmodespropresa;, and a

1 P—
(K)=3SlrM)+ L) T 1+7r7 (4.27)
avecr = (K100,
Dans la basedesspineur initiale, les modespropresa; eta s'expriment comme:
Or 1 . 1 |
51+ P—) :
a+ = %I’ 1 1:- r2 § = tj/+ (428)
1 I S +
20 P
O r 1
1qa pt !
2 1+ r2) u
a =% r 1 - = (4.29)
1+
20t P

3Cela n'est pas le cas en toute rigueur et l'e et de la longueur L nie apparait via un sinus cardinal comme
dans le chapitre precedert.
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Pour obtenir lescoe cien ts detransmissional' energie , nousallons egaliserlesfonctions d'ondes
a deux composartes dans les trois zonesspatiales:
! !

- 1 kry 0 ik*y
= +
Wige = o &+ & (4.30)
!
(y)Jy>+'-§ - 0 ey (431)
! !
. u i u i

WMijyj< L = ds V: gy + d y gk v (4.32)
Les vecteursd'onde k .; sort solutions de Lr (k_.r ) avec desvitesse de groupe respecti-
vemert positive et negative vp.r = %@ L.r (k). Les relations de dispersion dans la region de
couplage conduisent a (k ). De maniere genrerale, la cortinuite des fonctions d'onde a

y = +7|Z ety = lZ pour les modesinferieurs et superieurs conduisert a :

#
0L . +yL u vi u+Vv
ts. e+|k|_'5 = grilke+k k)5 4.33
1,2 (U v, ek 5 Uy e ke K L) (4.33)
Le mémecalcul pour t1.4 conduit au coe cien t de transmission tunnel :
. #
tie Kib = 2 ke k)= e iz 4.34
4e KrZ = 2iv v, sin = .

H - sinle 3] (U veetite KI5 v e itke k)3 (4.34)

4.3.2 Phase incommensurable

Nous pouvons maintenant traiter notre problemeet determiner la conductancetunnel. Pour
unevaleur donneedel'energie , lesvaleurspropresde I'Hamiltonien dansla regiond'interaction :
s

(W= hvy T l+(2—¥)2(2k+ )2 = (4.35)

L'existence d'un gap conduit a deux comportements completemert di ererts. Quand I'energie
setrouve hors du gap i.e. quand (n"z— + ) > T, lesequations (k ) = conduisent a deux
solutionspour 4 (k:) = etil n'y apasdesolutionpour (k )= .Deuxmodes'+ supportent
donc les fonctions d'ondes dans la zone d'interaction. Les deux solutions pour les branches +

conduisen aux valeurs: s

h
ry = (%+ 22 l=r= (4.36)
Finalemenrt, nous obtenons:
Or 1 1
S+ p—L—)
%r - Lrr2 & (4.37)
1 B B
20 P
| Or 1 : 1
' 51 7)
: :%r - L+r2 & (4.38)
1+
2+ )
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Le calcul descoe cien ts t1.; et t1.4 permet d'obtenir T( ) = jt14j2, et I'application de la formule
de Bueittik er entre les contacts 1, 2, 3 et 4 avec respectivemert les potentiels chimiques ; =
2+ eV, »,= 3= 4 donnela conductancelineaire a temperature nulle.

S

SPL (2 T

Gr= = s (4.39)
L hv hv

in2[— 2 T2 s 2

SPLe (¢+ g2 T (L D2

Avant de traiter le cascommensurable,examinonsl'autre casou I'energietombe en dehorsdu
gap, i.e. quand (n"z— + )< T ,lesequations = donnern deuxsolutionspour = etpas
de solutions pour . = . Donc seulemen deux modes' ' decrivent les fonctions d'onde dans
la zoned'interaction. Le signe global des coe cien ts n'est pas modi e, et on obtient la méme
valeur de la conductance:

s

e sinz[% (f+ h%)z T2]
GT = T S (440)
L hv hv
in2r = AR 2 BN Y
S (¢ + —=)7 T+ (L+50)° 1

4.3.3 Phase commensurable

Consideronsmaintenant le casou j(n‘z’—+ )j < T,i.equandl'energie setrouvealinterieur
du gap. Resoudreles equations (ke ) = conduit a deux solutions degenereesen energie:

S
=i 1 (h%+ M2=ir = 1 (4.41)
S
_iT hv
k+;c—m( 1 (7‘* ))? E) (4.42)
s
_ T hv
K = W( 1 (T"' )2+ E) (4.43)

Cesdeux solutions imaginaires nous poussen a recalculer lesvecteurspropres de I'Hamiltonien.
Apresquelquescalculs, nous suivons le mémecheminemen que precedemmert en evaluant t.4,
t1.2 et enappliquant la formule de Buttik er. Nous obtenonsla valeur suivante de la conductance
tunnel a temperature nulle, et dansla limite de tension nulle :

S
oe? sinhz(% T2 (4 + h%)
GT = T S (444)
L hv hv
k2 = 2 o TV \2
Slnh(hVT (f+ 2)+(T+2.|.) 1)

Gt depend de 3 parametres independarts : ¢ + n‘z’— qui conduit a des oscillations de G, le
coe cient tunnel T qui conduit egalemem a desoscillations et la longueur de la barriereL. La
dependanceoscillatoire de Gt en ¢ + D‘Z’— peut &tre moduleeen modi an t le champsmagnetique
applique par ou par I'energiede Fermi ¢, ce qui conduit au m&éme resultat. Compte tenu du
role symetrique joue par I'energie de Fermi et le ux magnretique, nous allons d'abord nous
interessera la conductancesans ux.
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4.3.4 Resultats a moment kg nul

La situation que I'on traite ici est exactemert similaire au systeme du chapitre precedert
mais dansune limite di ererte. Dansle chapitre precdert, nousavonscalcule le coutant tunnel
pour desvaleursde T faibles (en perturbation) et pout toute di erencede potentiel. Ici, nous
calculonsles proprietesde transport pour un gap tunnel quelconque,donc arbitrairement grand
mais la tension appliquee est necessairemenfaible puisqu'on regarde la conductancelineaire.
On adopte la convertion suivante : quand I'energiede Fermi tombe exactemen au milieu du
gap, on rede nit le zero d'energiede sorte que s = 0O et = 0. On peut maintenant voir

appardtre di erens regimesde la conductance tunnel en fonction des valeurs relatives des

di ererts parametres: Lt = % qui mesurelintensite de I'e et tunnel, L la longueur de la

region de couplagetunnel, et 1 2=1 (TL)2 ou = £ mesurela force du couplage par

rapport a l'energiede Fermi du systeme.La conductanceen fonction de cesvariables deviert :

P
& sinhz(—L 1 2
2 L1 4.45
h I Jp— (4.45)
sinf’(— 1 2)+1 2
Lt

GT=

Si on s'interesseaux valeursde Lt par rapport a L, il apparat un regimed'e et tunnel faible
(Lt L) distinct du regimed'e et tunnel fort (Lt L). De plus, on dit que le systemeesta
la r sonane@ quand I'energiede Fermi est faible devant T, i.e. 0; le systemeest alors dansla
phasecommensurablepour n'imp orte quellevaleur non-nulle du coe cien t tunnel T. Autrement,
le systemeest dans la phaseincommensurable,il est hors resonane. Ainsi la conductancepour
O sesimplie en: .
> sinh?(—)
Gy = %—LLT (4.46)
sinh?(—) + 1
Lt

Dans la limite de d'e et tunnel fort, la conductancelineaire oscille en fonction de L avec la

longueur d'onde Lt et I'amplitude qui estle quantum de conductance 2e2. Ceregimepeut #tre
realise en construisant une regionde couplagetunnel treslongue. Cela correspond a une zoneou
I'electrona unetr esforte probabilit e d'etre piege le long de la barriere. Si on augmerte (dimin ue)
la hauteur de la barriereil seproduit une diminution (augmenation) de la valeur du coe cien t
tunnel. En consequence|l est possible,de choisir une echelle de longueur e ectiv e pour obtenir
de l'e et tunnel coherert entre les Is 1 et 4.

A linverse,le regimed'e et tunnel faible est obtenu desque la barriere est tres courte ou
que le coe cien t tunnel esttresfaible Lt L, la conductanceest alors :

&€ L,
Gt F(:) (4.47)

En fonction desparametresinitiaux la conductancedevien :

e TL,
Gt F(W) (4.48)
Dans ce regime, nous retrouvons la dependancehabituelle en T2 de la conductancetunnel a
travers une barriere unidimensionnelle. Les electrons ne resseitent pasl'e et tunnel etendu et
se comportent comme si la barriere etait ponctuelle. La phaseincommensurable(limite hors-
resonance) est obtenue pour des valeurs de 1. Ceci correspond a de valeurs eleveesde
I'energiede Fermi compareesa T ( T) ou, al'inversea desvaleurstresfaibles ( ¢ T ),
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i.e. le systeme est en dehors du gap. Pour cette phase, on doit utiliser l'autre formule de la
conductance:
.o LP——
sin [L_ 2 1]
Gt = - P T (4.49)
sif[— 2 1]+ 2 1
Lt

Dans la limite hors-resonancenous obtenons:

@1

L
(02
Gr = N > Sin“( LT) (4.50)

En fonction desparametres originaux, celadeviert :
e€T? L

T
Gr = 0 fzsm( I—T) (4.51)

0,8+
0,64

0,4
G

0,2 1

0,0

-10 10

&
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[$)]

eV/t

Fig. 4.13{ Conductancedi erertielle enfonction de =T for L=Lt = 1

On voit ici que la conductance,dans la phaseincommensurable,suit un comportement os-
cillatoire enL identique avecune longueur d'onde L v avecen plus, un amortissemen en —12 Ce
f

comportement traduit la tr esfaible probabilit e qu'un electron d'energiehors du gap puissesubir
I'e et tunnel. Rapporte a la valeur despics de resonancela conductancehors resonanceest plu-
sieursorders de grandeur en dessousComme precedemmen, la conductancepeut etre modulee
en ajustant I'echelle de longueur e ective L . Finalemert, a la limite desdeux comportements
11

, LP ——

o2 S|nh2(L— 1 2
Gt = — T (4.52)

h . 2 L p 72 2
sinh“(— 1 )+ 1
Lt

On peut developper le sinh et simpli er la formule pour obtenir la valeur de la conductancea la
transition de phase:

¢ (=7
=S L (453)
(F) +1
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Fig. 4.14{ Conductancedi erertielle enfonction de ;=T for L=Lt = 0:1
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Fig. 4.15{ Conductancedi erertielle enfonction de ;=T for L=Lt = 10
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4.3.5 Resultats a moment ko non-nul

Quand on prend en compte le ux, il n'y a qu'un changemern mineur dansla mesureou ce
ux nefait quedecalerl'energiedeFermi ¢ ! ¢+ n\z’— Cette caracteristique permet de faire
varier la conductanceen modi an t le champs magnetique applique au lieu de modi er I'energie
de Fermi du systeme. |l y a donc un double e et du ux, il peut faire passerle systemede la
resonancea I'absencede resonance,il traduit egalemen les e ets d'interferencequartique via
les caracteristiques oscillatoires de la conductance.

4.4 RWble des interactions et transition C-IC

Dans le casprecedert tressimple a remplissageertier, nous avons vu que lI'existence d'une
valeur de ko non-nulle autour de laquelle sort lineariseeslesrelations de dispersiondeselectrons
desdeux uides de Hall conduit a l'apparition de deux phasesdistinctes. Nous allons montrer
gue cette transition de phasesubsistetoujours quand on rajoute lesinteractions.

441 Bosonisation de I'Hamiltonien

On considere maintenant I'e et desinteractions en rajoutant un Hamiltonien pour l'in terac-
tion coulombienneinter et intra-canaux. L'Hamiltonien total apparat alors comme:

H=Ho+ Hi + Hy (4.54)

avec: 7
Ho= ivo dy( 1@ r (@ L) (4.55)

Z
Hine = dyadys[V(yr  y2)( r(YD) rR(Y2) + L(y1) L(¥2)) + 2V(y1 VY2) r(Y1) L(y2)] (4.56)

Z =

Hr =T L_zcly(e2ik0y Lo+ e dkoy Vg (4.57)
les operateurs r and | sort les operateurs des electrons chiraux des bords se propagean
vers la droite et la gauce. R =: }’{ R et | = ?_’ L . sort les operateurs de densite
electronique ordonnes normalemert correspndants. Nous ne supposonspas de forme precise
pour l'in teraction coulombienne. Commeau chapitre precedert, noussupposonsque l'in teraction
a lieu tout le long des canaux de bord et pas seulemen dans la zone d'interaction tunnel.
Appliquons maintenant la procedure usuelle de bosonisation:

P

R = pz:e b4 R (4.58)
P —

L= 9_12_é 7 (4.59)

Ici, r et | sort les champs bosoniqueschiraux. Il est tres pratique d'introduire les champs
conjugues:' = R+ L et#= R L. Avec cesconvertions de bosonisations,nous avons
montr e precedemmen que

r(X) = iPL@ & L= k@ . (4.60)

125



En fonction du bosonnon-chiral et de son momert conjugue, cesrelations s'exprime comme

W= P=( @) 0= P=( +@) (4.61)
avec = V—lo@ (y)= r (#) le moment conjugue du champ'

En supposart une interaction de Coulomb locale V(y1 Vy2) = Vo (y1 Y2), la version
bosonigedesHamiltoniens Hk in + Hint estalors:

Z 0 Z 0 Z n o
Y/ V \Y/
Hen + Hin = 5 dx 2+(@ )2 + 52 dx 2+(@)7 5> dx ? (@)
(4.62)
On peut achever la procedure de bosonisationen reecrivant :
Z Z, _
1 T =2 p_
H=Y dy K 2+ (@)% +—  cof & + 2koy) (4.63)
2 K L=2
avec q
\Y = v 1+ 2o
Kk = s—1 (4.64)
Vo
1+ =—

Ainsi, on peut formuler la theorie de fermions avec interaction precederte uniquemert a
partir d'une phase' ; le modele deviert alors une theorie du champ libre de bosonsavec une
relation de dispersion lineaire et un terme de sine-Gordon 4. Notons que si on considere des
interactions a longue distance, dans les situations realistes,on peut faire I'approximation que
la partie cinetique de I'Hamiltonien decrit une theorie de bosonslibres avec une relation de
dispersion lineaire, une vitesserenormaliseev(k) v et egalemen un parametre de Luttinger
renormalise K (k) K. Mitra and Girvin [36] ont estime la valeur de K  0:6 , 0:7 dans les
sbructures etudieesdans[33, 34]. Ainsi, enrenormalisart la valeur deschamps (1= K)' " et

I, enrealisart la translation suivante dela variable' ="' 2kgy, eten consmierart la
barrlerecommeln nimen t longue,on peut reexprimer|'Hamiltonien total enespacereelcomme:
vZ n 0

dy 2+ (@ 2ko)>+ 2 cog ') (4.65)

2
avec :p4Ket :—ST:.

4.4.2 Theorie de sine-Gordon

Consideronsd'abord la situation ou kg = 0, 'Hamiltonien 4.65 sereduit a I'Hamiltonien de
sine-Gordon. C'est un modele qui est I'un desplus etudiesde la theorie quantique deschamps.
Il est totalement integrable[15]. D'apresles relations precedertes il est clair que le regime de
couplagefort du systeme initial d'electrons (Vo ! 1) est transforme par bosonisation en
regime de couplagefaible du modele de sine-Gordon( ! 0). Cet Hamiltonien est subit le ot
du groupe de renormalisation. Si 2 = 8 , le terme de sine-Gordonest marginal, et on pourrait
navemert penserqu'il estirrelevantsi 2> 8 etrelevantsi 2< 8 enqu'il conduit a un gap
desexcitations de cette theorie. En realite, les chosessont un peu plus compliqueescara = 0,

“Dans la limite de longueur de barriere L in nie.
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il 'y apasqu'un point xe mais une ligne de points xes parametreepar 2. Il enresort que
2 estsoumisau ot du groupe de renormalisation loin de cette ligne et que I'on doit considerer
les equations coupleesdu groupe de renormalisation

d 2 _ 42 d _ 2 ( 2 l)

dr dr 8
Cesequationssort obtenuesen realisant les produits d'operateurs a courte distance.Le ot du
groupe de renormalisation est represerte a la Fig. (4.16). On veri e aisemen qu'en partant d'un
couplage faible, le systeme ewolue vers le couplagefort lorsque ( est alors marginalement
relevant) alors qu'il ewlue vers = 0 si( estalors marginalementirr elevant). On va assister
a l'ouverture d'un gap si on part d'un innit esimalet 2 < 8 . Le terme de sine-Gordonest
alors relevant et conduit a une theorie massive. On montre par argumert de dimensiond'edelle
que, le gap , estrenormalise comme , = =) | peut etre interessanh de rappeler
qguelquesproprietesdu modele de sine-Gordon, qui est exactemen soluble [62, 63]. Le spectre
de cemodele est constitue de breathers (B ),de solitons et d'antisolitons. Les breatherssont des
etats liesd'un soliton et d'un antisoliton et ils occupent des etats discrets dans le spectre. Les
breathers sont en dessousde la partie continue du spectre due aux solitons. Le premier de ces
etat lie B1 concide avecle bosonfondamertal de (4.65). Le nombre desbreathers est donne par
n=1;2;3:< 1=,avec = 2=1 2). On peut remarquer que méme pour une interaction
Vo in nit esimale,il existe au moins un breather. Les massesdes breather i.e. les gapsdans le
spectre sort donneespar

(4.66)

m = 2M sin(?) (4.67)
ou M estla massedu soliton. M estrelieeau parametre via
2 i p_( 1 )32 >
-9 , EM 2 é (4.68)
07 2y
2
On peut remarquerquelorsque ! O,M  v?2=21 1 etm V%= 2) 4 T.Endautres

termes, dansla limite de fort couplageVp! 1 du modeleinitial de fermions, le soliton deviert
tresmassifet conduit a une tresforte augmertation du gap de bande.La massedu breather le
plus legerapproche la valeur du coe cien t du cosirus. Cela correspnd au fait qu'en I'absence
d'interaction coulombienne (Vo = 0), la valeur exacte du gap du spectre a une particule estT.

4.4.3 Transtion de phase commensurable-incommensurable

Avec le terme incommensurableky 6 0, il appardt en dewveloppart le carre dans le terme
cinetique, un terme en 4ko@"' °. Lorsque 2 < 8 , on comprend qualitativ emert I'apparition
d'une transition de phasepar la competition entre ceterme en @' qui privil egie une con gu-
ration du bosonfondamertal spatialemert uniforme, alors que le terme de sine-Gordonfavorise
I'apparition de con guration classiquenon-uniforme H i 6 0. Ce changemen de con guration
du fondamertal estconnue sousle nom de transition de phasecommensurable-incommensurable
(C-IC), qui seproduit pourko 6 Oet 2< 8 . R

L'apparition d'un terme de la forme d'incommensurabilite 4k dx@' dansl'Hamiltonien
de sine-Gordonconduit donc a unetransition de phasebien connue [66, 65]. Ce terme correspnd
pour le systemefermionique initial a un potentiel chimique. A ko = 0, le potentiel chimique sup-
plemertaire estnul, et le potentiel chimique du systemeest au milieu du gap. Cela correspond a
la situation deja explicitee.Tant que ko estsu samment faible, le potentiel chimique du systeme

5La terme constant 4k3 ne fait que renormaliser le zero d'energie et peut etre negliger.
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Koe IC

8p b’

Fig. 4.16 { Courbe critique de la transition de phase commensurable(C)- incommensurable
(IC). Dans la phasecommensurable,la conductanceest tres elewee; elle est exponertiellement
reduite dansla phaseincommensurable.

est dans le gap du modele de sine-Gordon. Le systeme est alors dans la phasecommensurable
et la premiere excitation est encoregappee.La physique est sensiblemen la mémequ'a kg = 0,
avec une valeur du gap reduite par l'augmentation du potentiel chimique. Pour une valeur de

4ko@' comparablea?2 , le potentiel chimique atteint I'energiedu soliton de plus basseenergie.
Les excitations ne sort plus gappeeset le fondamertal estmodi e.La transition seproduit pour
une valeur de kg critique del'ordre de (ko.c = 2 ). On peut donctracer le diagrammede phase
enfonction de et dekg (cf Fig. 4.16). A partir de cepoint, I'energiede Fermi du systemecoupe
la branche superieure de la relation de dispersion du systeme fermionique initial, et la branche
superieure est partiellement remplie, ce qui correspond a l'apparition d'un vecteur d'onde de
Fermi non-nul kfo. La regionavec kf0 = 0 estla phasecommensurable qui est gappeetandis que
k? 6 0 estla phaseincommensurable,non-gappee. Ceci est une transition de phasequantique
qui se produit dans beaucoupd'autres systemes[66, 65]. Dans les systemesbidimensionnels,
cette transition se produit entre une phaseavec une symetrie discrete (phase C) et une phase
de symetrie corntinue (phaselC). C'est une situation tresinteressare qui illustre le theoremede
Mermin-Wagner, et qui a ete obserwee dans des monocoudes gazeusesdsorbee sur dessolides
[64].

Lesproprietesde la phasecommensurableont deja ete evoquees.Dans la phaseincommensu-
rable, il apparat un vecteur d'onde de Fermi non-nul k? 6 0. On peut doncrede nir unetheorie
lineariseeautour de cespoints de Fermi  k?, et deduire le comportemert a longue distance des
fonctions de correlations du systemeinitial a partir desexcitations de basseenergieautour de ces
nouveaux points de Fermi. Il est ainsi possiblede bosonisera nouveau les systeme fermionique
linearise autour de kP. En suivant [66], on obtient le nouveau parametre de Luttinger K a
partir duquel on peut determiner les fonctions de correlations du systeme. K ° depend des va-
riables originales , et kg maisil tend versune valeur universelleK °= 1=2, lorsquele systeme
s'approche de la valeur ko, par la phaseincommensurable.ll serait interessan de calculer des
guantit es pertinentes du point de vue du transport dansla jonction tunnel en coin a partir de
cette theorie e ectiv e dans la phaseincommensurable.

45 Mo dele e ectif des canaux de bord co-propagean t.

Les excitations de basseenergie des canaux de bord de deux uides de Hall a remplissage
m = 1=m , m impair et sepropageart dansle meéme sensle long d'une barriere de potentiel
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etenduesort similaires a cellesqui apparaissen dansle cascortre-propageart. Nous considerons
la situation ou deux uides de Hall de remplissagefractionnaire distincts sort separespar une
barriere de potentiel abrupte, de longueur L. Ces deux uides resultert d'une orientation du
champ magnretique conduisart a la formation d'excitations de bord chirales se propagean dans
le m&éme sens(que I'on supposeetre versles x positifs i.e. les operateurs ne dependent que de
X vt), dansla geonetrie de la jonction etendue en coin de Grayson et al. (cf Fig. 4.10). Les
relations de dispersion a une particule de cesdeux systemeslorsque la barriere est de hauteur
in nie i.e. lesdeux uides de Hall sort independarts, se coupent pour une valeur commune du
momert k = kg (cf Fig. 4.11). On peut alors proceder a une linearisation de cesrelations autour
de ko, conduisart a la determination de deux vitessesde Fermi di erertes, et a une description
descanauxde bords de cesdeux uides par la theoriedesliquides de Luttinger chiraux de méme
chiralit e, indicesR1 et R,. Ces LL sort caracterisespar deux vitessesde Fermi, vi 1 et v, et
par deux facteurs de remplissage ; = 1=m; et > = 1=my avec m;, m, deux ertiers impairs
distincts. Dans une situation plus realiste,la barrierede potentiel estde hauteur nie, autorisant
I'e et tunnel entre les deux canaux de bord co-propageah Comme dansle casde la geonetrie
dela jonction tunnel etendue,l'e et tunnel seproduit a desvaleursde k voisinesde kg. En n, on
peut s'attendre a dese ets non-negligeablesde I'in teraction coulombienne a traversla barriere
tunnel. Nouscommencerongar etablir la dynamique du systemede deux LL de mémechiralit e
a remplissageset vitessesde Fermi di ererts, couples par l'interaction coulombienne a travers
la barriere. Nous examineronsensuite de maniere perturbative le courant tunnel entre les deux
LL.

451 Theorie bosonisee

Cesdeux LL demémechiralit e peuvert etre decrits par deux bosonschiraux via la technique
de bosonisation, contrairement au casde LL de chiralit es oppossesou un boson unique est
su sant pour determiner la dynamique du systeme. En introduisant les densites electroniques

X)=:Yx) X):="" @ (xX)=2 )ou = Ri;Ry Y(x) estl'operateur de creation
d'electrondu LL , onpeut ecrirel'Hamiltonien libre du systemecommela sommede plusieurs

contributions : n oh ip
HR1:R2 = Z_]; hVF1=F2 + _zjivo @ R1=R2
(4.69)
Hil’]t = 4122V0@ Rl@ R2

Le premier Hamiltonien est compose de la partie libre de I'Hamiltonien ainsi que de la cortri-

bution de l'interaction coulombienne intra-canal. Ces deux corntributions se factorisert en la
sommede la vitesse de Fermi vg et du terme d'interaction V=2 h) qui domine la vitesse
de Fermi dans la limite basseenergieou longue distance. Notons que nous travaillons ici avec
une interaction coulombienne ponctuelle pour plus de clarte. Le secondHamiltonien estle terme
d'interaction coulombienne inter-canal. La chiralit e des champs bosoniquesapparat dans les
relations de commutation canoniques: [ (x); 9(x9] = i signx x9 . o. On peut noter la
di erenceaveclesrelations de commutation canoniquesdeschampsde chiralit esopposees.L'Ha-

miltonien total Hiyt = Hgr, + Hgr, + Hint etant quadratique en leschamps g, (x) et gr,(x), il
serapossiblede le diagonaliseren utilisant une transformation de Bogoliubov. Cela consistea
trouver de nouveaux champs, exprimesen fonction de r,(x) et g,(x), qui diagonalisert I'Ha-
miltonien total et, egalemem, qui verient lesrelations de commutation canoniquesbosoniques.
Nous allons appliquer ce programme en reecrivant H; en fonction deschamps diagonaux, que
'on nomme 4(Xx) et p(X) :

Hi = 1 V(@ o)+ v 2’ 4.70
tot—4 a a b(@ b) (4.70)
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Il corvient ensuite d'identi er leschamps , et p enfonction de g, et Rg,; lesrelations de
commutations permettent de determiner la constarte de normalisation globale deschamps dia-
gonaux.Dansle caspresen, la determination exactede 4 et 1 estpossiblemais|'expressionob-
tenue n'est pastreselegarte. Il vaut mieux commencerpar consicerer que le terme d'interaction
coulombienne domine treslargemert les vitessesde Fermi, on peut alors faire I'approximation
Ve, Vg, 0.0On obtient lesvaleurs suivantes deschamps diagonaux :

q q
@ T gER Rt GG R
q ' q : (4.71)
b= 1+ 2 R 1+ 2 Re
Lesrelations de commutations veri eespar ceschampssort alors :
[ a(x); a(x9] = i sign(x x9
[ b(x); b(x9] = i sign(x x9 (4.72)
[ a(x); b(x9] = 0
On en deduit les valeurs de vitessesnormalisees
8 Vo
2 Va = (1% 2)2—ﬁ
S (4.73)
' Vp = 0
On peut maintenant aller a I'ordre superieur en VFl\J;% ". Lesmodesdiagonaux deviennert
alors:
o= Pt Cae PR P
(4.74)
b = p% (p_z "p_l) R1 (p_1+,,p_2) Rz
Les relations de commutations canoniquessort egalemenm veri ees:
[ a(X); a(x9] = i sign(x x9
[ b(¥); u(x9] = i sign(x x9 (4.75)
[ a(x); b(x9] = o("?)
et les vitessesrenormalisees:
8
= Vo 1VE, + 2VE
%Va_(1+2)2h+ (i+2)2
(4.76)
3 _ 1VE, ¥ 2VE,
(1+ 2)

12 VF VR
1t 2) Va Wb
ordre en ", les champs qui diagonalisent I'Hamiltonien H, et les relations de commutations
montrent que ceschampssort chiraux de méme chiralit e.

et la valeur precisede " estalors . Nous avons ainsi determine, au premier
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45.2 Hamiltonien tunnel et bosonisation.

Nous pouvons maintenant traiter I'Hamiltonien de I'e et tunnel Hy, en perturbation.

z n o)

Hwun = dx t % r,*Hoc (4.77)

L
2
L

2

C'est le mémeformalisme que celui que nous avons developpe dans le chapitre precedart. Nous
pouvons exprimer cet Hamiltonien en fonction deschamps g, et g,, a l'aide desformules de
bosonisation. ( s__ )

(x) = Z— cexp i 4 xX)+ik x (4.78)

Notons la presencedes facteurs de Klein F  qui assuren l'anticommutation desfermions
Avec cesformules de bosonisation, |I'Hamiltonien tunnel deviert :

ZL
1 .72
Huwn = 2—2th ZL dxcos p= + ki x (4.79)
L ~
ou nousavonspose ks = ko ki, ~= 1%r22 et o= p—ll+ ” p_2 Ry p_2 R, - Lesysteme

est donc decrit par un Hamiltonien de sine-Gordonchiral, dont les proprietessont di erertes de
I'Hamiltonien de sine-Gordondeja trait e. Nous ne detaillerons pas ce modele qui est trait e dans
[68, 67]. Le resultat tresutile a remarquer est la relation entre , et 4, .

n = b " a (480)

45.3 Calcul perturbatif

Nous suivons toujours le m&éme cheminemen qu'au chapitre precedert et nous calculons

l'operateur tunnel : n o
1 gy, 1 & )
A(x;t) = 2—e f*.e : (4.81)
De méme, on determine :
n p__ 0
1 i i n (x%0
AY(x%0) = >e kix®. g 1= 00 (4.82)
Et d'apresla formule du chapitre 3.3.1, la valeur du courart tunnel en perturbation est:
Z1=2Z =2 eV
lwn = 26T2 dxdylm D&ret(——:x )] (4.83)
=2 L=2 h
avec X er(x  yit t9 = i (t tOHA(x;t); AY(x%0)]i le propagateur retarde de l'operateur

local de tunnel A(x;t) = Rr,(X;t) éz(x; t). L'evaluation de cette integrale peut sefaire suivant
les lignes precedemmen suivies. Nous pouvons d'abord calculer la di erencedes fonctions de
Green HA(x; t); AY(0;t9i] en utilisant les formules de bosonisation pour le calcul desfonctions
de Green:

( )
1 1 1
; , y 0’ . ka X
HA(x; t); AY(0; t9)]i 72 [ ix v)]¥™® [ +i(x wpt)*e

(4.84)

avecX = x x9

de:

et le cut-o ultra-violet. Cette formule merite d'&tre eclaircie par le calcul
hn(t) n(x50)i = h (6 t) (xGt)i + "2h a(xt) a(x%1)i (4.85)
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Dans notre procedure, lestermes d'ordres "2 ont ete negliges depuis le debut; ici on seretrouve
donc uniquemert a evaluer le propagateur retarde du boson |, assaie a un fermion chiral ctif
de facteur de remplissagel=e, a la vitessevy et au momert k; . En utilisant ce propagateur, on
retrouve bien la formule 5.8 On peut maintenant calculer :

R R n (0]
Ar(k;!) = 21 1 dxdylm i (t t9 DA X);AY(0;x9i  PAY(0;x9A(t; X)i
. Lo
- gk ki (v k)
(4.86)
On prend ensuite la transformee de Fourier inversede Ar(k;! ) sur I'espace,notee Ag(x;! ) =
11 L R-» R =
ﬁ \!,—b e e'(kf+Vb)X et lwn L[:ZZ L[fzdxdy/QR(x x%1 ). Nous obtenonsainsi la for-
mule nale exprimant le courant tunnel :
1
2 I et L
— aT2 ;e 2 ain? L \=
ltwun = €T @=9) i L<sing (ks Vb)2 (4.87)
800000
I‘E
400000
0 T T T 1
0,96 0,98 1,00 1,02 1,04

Fig. 4.17{ Courant tunnel dansle casnon resonnar en fonction de la tension normalisee X,
avec une longueur de barriere normaliseey = 1000. % =2

On peut maintenant, a l'instar de ce que nous avons deja realise precedemmer, distinguer
le cas non-resonnan qui correspond a une valeur non-nulle du momert de Fermi e ectif du
systeme ki 6 0. Dans ce cas, le courant tunnel s'exprime simplemert en fonction de trois
grandeurstypiques: I'energiede Fermi e ective ; = vpk;, la longueur adimensionreey = ki L
et la tension adimensioreex = eV=¢.

1 2
(1 =e)
Dans le casresonnan, qui correspnd a la situation physique que nous etudions ici, avec

ki = ko kg = 0, le courant tunnel devient, en posart x = % :

(ol

1
lun = €T2(K 1) xe "y2sinZ J(1 x) (4.88)

' sin(x) (4.89)

o=

22 x
(1=e)"L
On peut consicerer trois cas concretsillustr es par les gures (cf Fig. 4.18, 4.19, 4.20), corres-

pondant aux deux canaux corntre-propageart aux remplissageentier 1 = , = 1, i.e. % =2

ln = 46T 2
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Fig. 4.18{ Courant tunnel dans le casnon resonnar en fonction de la tension normalisee x,
avec une longueur de barriere normaliseey = 10. % =2
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Fig. 4.19{ Courant tunnel dans le casnon resonnar en fonction de la tension normalisee x,
avec une longueur de barriere normaliseey = 10. % =4
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Fig. 4.20{ Courant tunnel dansle casnon resonnar en fonction de la tension normalisee X,
avec une longueur de barriere normaliseey = 10. % =6
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Fig. 4.21{ Courant tunnel dans le casnon resonnar en fonction de la tension normalisee x,
avec une longueur de barriere normaliseey = 1. :—eL =2
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Fig. 4.22{ Courant tunnel dans le casnon resonnar en fonction de la tension normalisee x,
avec une longueur de barriere normaliseey = 1. :—eL =2
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Fig. 4.23{ Courant tunnel dans le casnon resonnarn en fonction de la tension normalisee x,
avec une longueur de barriere normaliseey = 1. :—eL =6
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(cf Fig. 4.18), aux remplissagedfractionnaires egaux ; = » = 1=3, i.e. % = 6 (cf Fig. 4.20) et

aux remplissagedistincts ;= 1, ,= 1=3, i.e. :—eL = 4 (cf Fig. 4.19). sur cestrois castypiques,
on note la presenced'oscillations qui traduisent la coherencedu transport tunnel a travers la
barriere, ainsi que les comportement asymptotiques en loi de puissancetypiquesdes LL.

| 0,54
T

T T T T
-1 -5 50 100

-0,5-

Fig. 4.24{ Courant tunnel dansle casnon resonnarn en fonction de la tension normalisee X,
avec une longueur de barriere normaliseey = 0:1. % =2

-40 -20 0 20 40

Fig. 4.25{ Courant tunnel dansle casnon resonnan en fonction de la longueur normaliseey,
avec une tension normaliseex = 0:5. % =2

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons etudie les proprietesde transport tunnel desjonctions etendues
en coin. Cesjonctions permettront I'e et tunnel entre les modes de bords de deux uides de
Hall distincts separes par une barriere de longueur macroscopiquemais de tr es faible largeur.
Dans ces structures, le facteur de remplissageet la chiralit e de chaque uide est modi able
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independammert par I'experimentateur, ouvrant un champ d'investigation experimental tres
large. Nous avons determine les relations de dispersion de cette structure dans les deux con -

gurations de chiralit e distinctes. Dans les deux cas, I'e et tunnel se produit majoritairement

autour d'une valeur non-nulle kg du momert longitudinal a la barriere. Dans le cashabituel de
canaux cortre-propageart, nous avons determine deux regimesde conductance par la theorie
de Landauer-Bueittik er, dans le cas de remplissagesentiers sansinteractions. Ces deux phases
distinctes subsistent lorsque l'on prend en compte les interactions et il apparat une transition

de phase commensurable-incommensurablen fonction de la force desinteractions et de la va-

leur de kg. Dans la phase commensurable,le systeme est gappe et la conductancetunnel est
favorisee. Dans la phaseincommensurable,le systemen'a plus de gap, la conductanceest tres
attenuee.Nous avonsegalemem calcule le courant tunnel entre canaux co-propageam a desrem-

plissagesdistincts. Le systeme est decrit par un modele de sine-Gordon chiral et le courarnt en
perturbation s'exprime tressimplemert a partir d'un modele de fermions chiraux libres, avecun

remplissageet un parametre de Luttinger e ectif. Cesresultats mettent en evidencela richesse
de cesstructures. lls sort inedits et appellent a une confrontation experimentale.

Il serait interessam de poursuivre cestravaux en calculan les proprietes d'echelle de la
longueur de la barrierei.e. en determinant une equation de ot supplemenaire au modele de
sine-Gordon, indiquant I'evolution coupleede la longueur de la barriere en fonction desautres
parametres sousle ot du groupe de renormalisation. La technique de bosonisationest un outil
certral dans I'etude de ces systemes. Au chapitre suivant, nous decrirons une situation tres
simple ou la bosonisationinvalide la theorie desliquides de Luttinger.
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Chapitre 5

Prol de densit e et excitations des
canaux de bords

Consideronsune jonction etendueentre deux uides de Hall (cf Fig. 5.3). En I'absenced'e et
tunnel, lesinteractions a travers la barriere melangern les etats de bord de chiralit es opposes
qui circulent le long de la jonction. Pour determiner lespro Is de densite electronique desbords
du systeme, nous utilisons la theorie de champ moyen de Chern-Simons pour des uides de
Hall a remplissageidentiques = 1=(2n + 1). Nous determinons les excitations elenmertaires de
ce systemepar la methode RPA. Dans ce cadre, il appar&t une instabilit e lorsque I'in teraction
inter-canaux est su samment forte. Nous demortrons dans ce chapitre que lorsquel’interaction
est susamment forte, il se produit une reconstruction des bords dissymetrique par rapport
a la barriere. La distribution de charge n'est plus symetrique par rapport a la barriere. La
recherche desetats excitesautour de ce nouveaufondamertal estlaisse pour destravaux futurs.
Nous allons commencerpar exposerle princip e de la th eorie de Chern-Simons,nous utiliserons
ensuite cette theorie pour determiner numeriquement les pro Is de densite des canaux de bord
en fonction de l'in tensite desinteractions et de la charge en excesau bord. Nous determinerons
les excitations de basseenergiedu systeme par la methode RPA. Nous mettrons en evidence
I'apparition d'une instabilit e dansla relation de dispersiondu systeme.En n, nousdeterminerons
le vrai fondamertal du systemelorsquel'interaction inter-canaux est su samment intense.

5.1 Theorie de jauge des uides de Hall

Lesinteractions non-localespeuvent €tre exprimeesvia un champ de jauge et desinteractions
locales. Dans le cadre des systemesbidimensionnelsd'electrons, le champ de jauge de Chern-
Simonsjoue un rdle certral pour les uides de Hall quantique car il modi e la statistique des
particules.

5.1.1 Phase statistique et phase de Berry

Le facteur de phaselie a la statistique apparat lorsque deux particules sort echangees il
est alors donne par €# dans la fonction d'onde a deux corps. Les particules sort des bosons
lorsque # = 2 n et desfermions lorsque # = (2n + 1) . Pour un systeme invariant sous la
symetrie d'inversion temporelle ou spatiale, on a € = e ¥ ; |a statistique est alors restreinte
aux fermions ou aux bosons.En revanche, dans un systeme bidimensionnel en presenced'un
champ magnetique, cessymetries ne sort plus respectees,ce qui autorise I'existence de particules
avec des facteurs de phasestatistique di ererts de (2n + 1) ou 2n ; cesparticules sort des
anyons
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Un autre facteur de phase appardt quand une particule chargee tourne autour d'un ux
magretique i.e. qu'un potentiel-vecteur A circule le long d'une courbe fermee C contenant ce

ux. Ce facteur estla phasede Berry en presenced'un champ magnetique donneepar :

-

% Adr=2 — (5.1)
h ¢ 0
avec ¢ = hgqej le quantum de ux, et le ux magnretique a travers la surface C. Comme
on le voit a la (cf Fig. 5.1), I'echange de deux particules est equivalert a la demi-rotation de

I'une autour de l'autre! et donc la demi-valeur de la phase de Berry precederte appardt. Si

Fig. 5.1{ L'ethangede deux particules revient a D = 2, dansun systemeinvariant par transla-
tion a realiserun demi-tour de I'une autour de l'autre puis a translater I'ensenble du diametre
du demi-cercle.La phasede Berry correspondant a un tour complet d'une particule dansun ux
magretique, la moitie de sa valeur est attribu ee a chaque particule lors de I'echangei.e. a la
fonction d'onde decrivant les deux particules.

chaque particule subit le ux = = (en unitesde ux ) lors de cette transformation, le
facteur de phase€e est aecte a chacuned'elle lors de I'echange. Quand le facteur de phase
statistique initial de la particule est €, I'in uence de ce facteur supplemertaire conduit a un
terme de phasetotal de €** ). En utilisant la phasede Berry, il est donc possiblede changer
la statistique despatrticules.

5.1.2 Anyons

En dimensionD = 2, on peut en particulier utiliser un potentiel-vecteur special pour modi er
la statistique desparticules. Il sut pour celad'attacher qtubesde ux a chaqueparticule. Un
tubede ux correspond a un solenede de longueurin nie suivant la direction perpendiculaire au
systemebidimensionnelet localise exactemen ala position dela particule. Lorsquelesparticules
sorn desfermions, le champ magnetique correspondant aux tubesde ux attachesala particule
j n'est jamais resseii par les autres particules en raison du princip e de Pauli. En revandhe, le
fait d'attacher lestubesde ux correspnd a faire appardtre un potentiel-vecteur singulier a et
la particule j subit I'e et du potentiel-vecteur a; relatif aux tubesde ux desautres particules

X
a(=qo riAgz z) (5.2)
i6]

1S le systeme est invariant par translation, ce qui est le casici.

140



ou z; et z sort les coordonneescomplexesassaieesa r; et r. On peut maintenant proceder a
I'echangede deux de cesobjets composesd'une particule et desqtubesde ux attachesa elle et
regarderle dephasageobtenu. On considerela fonction d'onde a deux corps  de deux electrons
ietj.
1
RiR2(Misrj) = P—E[ R (M) Ro(rj)  Ro(ri) ry(rj)l (5.3)

Les fonctions d'onde a un corps r,(ri) et r,(rj) correspondert, par exemple,a deselectrons
initialement localisesen R1 et R,. Lorsque I'on edhange adiabatiquemert les positions R 1 et
R2 la fonction d'onde Rr,:r,(ri;rj) changeen Rgr,r,(ri;rj) = R.1R.(ri;rj) enl'absence
destubesde ux attachesan de respecter la statistique fermionique. Lorsque g tubesde ux
sont attachesa chaqueelectron, le ux subit par une particule dans sa demi-rotation autour de
l'autre est = g o¢=2etil appardt une cortribution supplemertaire q =2 ala phasestatistique
Lorsquel'on fait le choix du potentiel-vecteur precedert, la fonction d'onde est modi eecomme

RiR,(Mi5T)) = pl—z[ ri(M) Ro(rj)  Ro(r) Ra(rj)] €229 2) (5.4)

Nous avons ainsi realise une procedure d'attachemert de tubesde ux aux electrons qui ne
modi e que la phasedesfonctions d'onde et qui correspond a l'introduction d'un terme supple-
mentaire dansle potentiel-vecteur du systeme.ll faut donc voir I'adjonction de cestubesde ux
aux electrons comme une transformation de jauge mais une transformation de jauge singuliere
[82]. Elle conduit a la modi cation de la statistique des particules formeespar I'electron et ses
tubesde ux attaches. Cesparticules a la statistique exotique sort appeleesdesanyons et ne
sorn realisablequ'en D = 2. Nous allons maintenant voir en quoi cette procedure permet de
decrire les uides de Hall.

5.1.3 Theorie de Chern-Simons Ginzburg-Landau

Le point de depart de cette theorie est 'Hamiltonien de fermions initiaux
Z
— 2 1 ; 2
H = dr () o= (ihr GeA) + geAo(r) (1)
.2 . (5.5)
v A (OVE® 1) ()

ou Y, sort lesoperateursde creation et d'annihilation electroniques,et Ay estla composarte
electrostatique du potentiel-vecteur. Nous allons maintenant e ectuer le changemen de jauge
precedert. Nous considerons que les electrons qui setrouvent aux positions r; sort des objets
composesd'un anyon decrit par le champ ' auquel est attache q tubesde ux (cf Fig. 5.2). Le

Fig. 5.2{ Formation d'un electron (en rouge) par adjonction d'un tube de ux a un anyon de
statistique bosonique(en bleu).
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champ magretique d0 aux tubesd'un electron n'est jamais resseti par les autres particules en
raison du princip e d'exclusion de Pauli. Cette procedure revient a introduire le champ de jauge
de Chern-Simonsa de ni comme

X
rafm)jz:= gqo (r r) (5.6)

On peut reecrire cette condition explicitement en donnant la valeurdeaenrj :

X
a(rj)= qo riArg(rjy ri) (5.7)
i6]

Lorsqueleselectronsont une distribution cortinue de densite (r), on peut modi er la de nition
precederte en un champ moyen de Chern-Simons:

rooa)jiz= 2 () (5.8)

et
ra=0 (5.9)

Il corvient ensuite de remplacerle gradient ihr dans|'Hamiltonien par la derivee covariante
ihr  gea. Par cette procedure, nous avons considere de nouvelles particules auxquellessort
attachesdestubesde ux ctifs pour former leselectronsinitiaux. La statistique de cesparticules
serain ne determineepar , qui estici une constarte.
Considerons le cas ou la valeur moyenne du ux du champ de jauge hr  ai compense
exactemen le champ magnretique B = hr  Ai. Cette condition est donnee par

2 =B (5.10)
ou ~ est la densite electronique moyenne du uide. On peut ecrire le facteur de remplissage
comme = =(B=2) etil sut alors de choisir = 1 pour satisfaire ( 5.10). Quand

= 1=(2n + 1) i.e. aux fractions magiquesde Laughlin, = (2n + 1) estun multiple entier

impair de et la particule creepar l'adjonction de ces(2n + 1) tubesde ux de Chern-Simons
est un bosorf. L'Hamiltonien electronique original ( 5.5) deviert
4
1 .
Ho= (1) o (ihr A ga(r)®+ gAo(r) ' (1)
. ~ ~ (5.11)
*t5 d?r® d?r (rOYV(r® r) (r)

Nous allons consicerer la fonction de partition asswiee a cet Hamiltonien, Z = Tre ", a
temperature nie = 1=k,T. Cette fonction de partition peut-etre exprimeecommeuneintegrale
fonctionnelle sur le temps imaginaire , 0 :

Z = Tre "H
z (5.12)
= D[ * ]1exp[S o(; ' ;A0 A + a)]
ou D[; ' ] represene la mesurede l'integralefonctionnelle sur ’; '
z z
So('; ' JA0A+a) = d  drLo(; ' ;ApA + a) (5.13)
0

2| a phasestatistique # de cesanyonsverie #+ (2n+ 1) = (2m+ 1) . Ce sort donc forcemert desbosons.
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avec

2 2
Lo(; ' ;Ap;A+a) = @@+%Ao ‘ +2h—m' ir %(A+a) '

. (5.14)

+% d’r®  d?r (rO9ve(r® r) (r)

Enn, la condition ( 5.8) peut &tre assureevia un champ ag qui apparat comme un multipli-
cateur de Lagrangedans 'action supplemertaire.
z 'z 2z 1 #
Z ! D[; ' ;ag;alexp d d’rgea > (r a), Lo (5.15)
0
La validit e de cette transformation estimmediate : lorsquel'on integreagy dansl'integralefonc-
tionnelle, seuleslesvaleursde a veri ant ( 5.8) contribuent. On peut reconbiner ag aveca pour
former un vecteur (ag; ax; ay) et on note que ce vecteur appardt toujours comme somme avec
le vecteur-potentiel (Ao; Ax;Ay). On peut reecrire la premiere partie de cette action sousune
forme invariante de jauge.
z z

G @
Scs = d dr-2 a—-a 5.16
0 7 '@ (5-16)
avec , le tenseur de Levi-Civita i.e. le tenseur completemert antisymetrique, avec ; ; =

O;x;y et O = 1. La reglede sommation implicite d'Enstein sur lesindices repetess'applique
ici. On appelle cette action le terme de Chern-Simonset la cortribution geag estintegreedans
le terme cinetique de Ltots. Le Lagrangientotal Ly S'ecrit donc (en temps reelt)

. h? _ 2
Lot = ' |g+ Gedo + QAo %' r |%(A+a) '
1Z
PO OV 1) ()
(5.17)
% @
+4 a @ a

5.1.4 Propri etesdu uide de Hall

Avant de deduire de l'action totale lesequationsdu mouvemert pour le systeme,nousallons
determiner en quoi cette action est appropriee pour decrire le uide de Hall fractionnaire. Au
facteur de remplissagel=q il y a g tubesde ux par electron. Dans ce cas, on peut consicerer
les electrons comme de particules composites avec un ux q o dans le sensoppose au champ
magnetique B dont la sommedescortributions annule ce champ exterieur. Le systemeapparat
alors comme un ensenble de bosonscompositesen interaction dansun champ magnetique nul.
En champ moyen, la seule interaction que ressetent les bosonscomposites est l'in teraction
coulonmbienne repulsive. Or, un systeme de bosonsbidimensionnels en interaction repulsive a
temperature nulle realiseun condensatde Bose-Enstein.Dans cette theorie de champ moyen, le
uide de Hall fractionnaire a remplissagemagique est considere comme un condensatde Bose-
Enstein de bosonscomposites. Dans un tel condensatla densite des bosonsest uniforme, ce
qui est coherert avec le remplacemen destubesde ux par un champ moyen uniforme. Nous
allons maintenant discuter l'apparition de I'e et Hall quantique fractionnaire dansle condensat

30n a deduit ' en faisant une transformation unitaire sur . Il apparat alorsque = Y ="' '.
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de Bose. Le condensatde Bose est un etat super uide de bosonscharge, il se comporte donc
commela phasesupraconductriced'un metal, qui peut &tre considereeun condensatde Bosede
pairesde Cooper. La speci cit e de la supraconductivite estI'apparition d'un courant permanert

et de I'eet Meissner. On peut donc s'attendre a obsener cese ets dans notre systeme de
bosonscomposites. Le courant permanert signie qu'il n'y a pas de chute de tension le long
de la direction du courart ; il correspnd donc a la resistivite diagonale nulle de I'e et Hall

guantique fractionnaire. Les bosonscompositesont non seulemem une charge mais egalemen
destubesde ux ctifs qui leur sort attaches.Le ux decestubescreeunedi erencede potentiel

electriquele long de la direction perpendiculairea ce ux, par e et inductif. C'est celaqui donne
naissancea I'e et Hall. Calculonsla resistancede Hall dansceformalisme.La densite desbosons
compositesng et leur charge ge, sort les mémesque cellesdeselectronsinitiaux. Si on considere
la vitessemoyennedesbosonsv, la densite de courart est alors

I = NgQeV (5.18)

et le ux ctif s'ecouleavecla méme vitesse. Calculons la force electromotrice induite par ce
ux, enplacant un | ctif perpendiculaire au courant et en determinant la force subie par une
chargedansle |. Dansun systemede coordonneeslie a un repere mobile a la vitessev, le | se
deplacea unevitesse v. Une chargedansce | enmouvemert subit la force de Lorentz due au
ux ctif, qui est statique dans le repere choisit. Cette force de Lorentz donne lieu a une force
electromotrice induite et le champ electrique induit est

E= v B (5.19)
Ici, le champ magnetique B estle champ moyen d0 au ux ctif et estdonne par
B = neq oz (5.20)

En remplacant cesdeux termesdans ( 5.18), et on obtient

E=qh

@i z (5.22)
Ce resultat donnela conductivit e de Hall correcte
1
xy = aF (522)

Enn, lincompressibilite du uide de Hall estla conequencede I'e et Meissner.Cet e et est
le phenomene par lequel le champ magnretique est expulse du super uide. Dans notre systeme,
un fort champ magnetique est applique, mais dans 'approximation du champ moyen, ce champ
exterieur est exactemen annule par lestubesde ux. Le champ moyen destubesde ux est
proportionnel a la densite de particules, donc un changemen de la densite correspond a l'ap-
parition d'un champ magretique dansle systeme.Or I'e et Meissnergarantit qu'il n'y a aucun
champ magnretique dansle uide doncla densite desparticules esttoujours constarte et la com-
pressibilite est nulle. Quand un champ magnetique est rajoute au systeme, il intervient comme
un ux quanti e c'esta dire un vortex. Cesvortex correspondernt aux quasi-particulesde I'e et
Hall fractionnaire.

Nous pouvons maintenant utiliser la fonction de partition (5.15), pour obtenir une action
e ectiv e pour les excitations de basseenergiedu systeme. Il sut pour cela de consicerer la
valeur minimale de l'action et de regarderlespetites uctuation autour de cette action e ectiv e.
Cette methode du col revient a determiner en premier lieu les solutions classiquesde 'action S,
en appliquant leslois d'Euler-Lagrange.
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5.1.5 Equations du mouv ement
Il est commade d'utiliser la decomposition polaire du champ bosonique
= P (5.23)

en introduisant le champ de densite electronique et le champ de phase . A partir d'ici,
designedonc un champ qui n'est pasimmediatemern relie aux phasesstatistique et de Berry. Le
champ de vitessesapparat alors naturellement aveci = x;y

Vi = %@ %(ai +A) (5.24)

Ces nouveaux champs permettent de reexprimer le Lagrangien. En e et, le premier terme de
(5.17) setransforme simplemert en

@ ié@ Ge(ao + Ao) (5.25)

Le secondterme fait intervenir la deriveecovariante D = r i%(a+ A) et setransforme en

h>, . _  h® p_,p_ Ok 2,
o D = >m 4 (r F(a+ A)+ i4
(5.26)
+2i P Py i%(a+ A)r i% r(a+ A)
Apreselimination destermestopologiqueset regroupemert destermes
h>, 2 _h p_, m ,
% D = %(r ) + 7V (527)
Le Lagrangientotal deviert alors
e = @ 5@ + a0+ A) + o Py
Tot = 5 Gel@0 0 >m
(5.28)
+7v2+ E"” Kai@ax + U +  (NVe(r % (r9d?r®

U estsimplemert un potentiel electrostatique exterieur qui correspond au potentiel de con ne-
ment del'edhantillon, par exemple.ll estfacile d'obtenir le systemed'equationsd'Euler-Lagrange
pour leschamps ; ;ap et a ¢

8 p

@ = v+ B qarA) UMV 19 (9RO
@ = hr (V)
~ (5.29)
— — CTE_B--U @V
ST m(Ge G@i @

Ces equations aux deriveespartielles constituent la forme hydrodynamique des equations de
champ moyen de Chern-Simons. Nous les utiliserons pour decrire l'interaction de deux uides
de Hall fractionnaires. Consideronsmaintenant la geometrie de la jonction etendue.

4Pour la troisieme equation, nous avons utilis e la relation 5.24 et le fait que " i @A = B.
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5.2 Jonction etendue sans e et tunnel

On considere une jonction etendueentre deux uides de Hall (cf Fig. 5.3). Nous nousplacons
dans la situation ou la barriere de potentiel est su samment haute pour que I'e et tunnel soit
negligeable.On suppose en revanche que sa constarte dielectrique permet les interactions a
traversla barriere. Cette constarte peut etre di ererte de celledesdeux 2-DEG et le prefacteur
de l'interaction coulombienneestdi erert suivant que l'on considerel'interaction d'un uide de
Hall sur lui-me&me ou sur l'autre. Nous savons que les etats de bord de chiralit es oppossesqui
circulent le long de la jonction sort melanges par l'interaction inter-canaux. On se place dans
le casou les uides de Hall sort a remplissagemagiquesidentiques = 1=(2n + 1). L'approche
naturelle d'un tel problemeest le traitement par bosonisation.

1 3
1 3 N .
2
B@® -
J N S
2 4 2
d
_— X
2 4

Fig. 5.3 { Deux 2-DEG separes par une jonction etendue, en presenced'un champ magne-
tique. Les interactions a travers la barriere conduisert a un melangedes etats de bord cortre-
propagearts.

5.3 Traitemen t par bosonisation

Comme nous l'avons deja vu, I'approche naturelle pour traiter le probleme de la barriere
etendueen regimed'e et Hall fractionnaire magique est la bosonisation de I'Hamiltonien. On
supposequele gazbidimensionnelestcompletemert polarise de spin, et quele champ magnetique
applique conduit a un facteur de remplissagede = 1=(2n + 1) du plus bas niveau de Landau.
Un seulbord a cefacteur de remplissagepeut &tre decrit par un unique bosonchiral [77]. Lorsque
la jonction estin nimen t longue, I'in variance par translation assurela consenation du momert
et on peut utiliser le moment consene pour indicer lesetats electroniques,commeon I'a deja vu.
En I'absenced’e et tunnel, seuledesinteractions couplert lesmodesde bord contre-propageart.
L'Hamiltonien pour les modesdecoupksest alors :

X 2v
Hiin = () LK) L( K+ r(k) r( K)]: (5.30)
k>0 G

Ici, v est la vitessedes modesde bord et les operateurs |- (k) sort les densites electroniques
de chaque cote de la barriere. On prend maintenant en compte les interactions coulombiennes
en rajoutant une cortribution intra-canaux et inter-canaux, ¥, (k) et ¥(k) respectivemert [24].
Cela conduit a I'Hamiltonien :

X X
Hiot = (%W’l(k))[ LK) L( K+ r(K) R( K+ %K) L(k) rR( K+ r(K) L( K):
k>0 k>0
(5.31)
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Commeles modesdroits et gaudessort couples,une transformation de Bogolyubov diagonalise
cette forme quadratique :

e (k) = cosh g (k) + sinh ¢ r(K);
er(k) = cosh x r(K)+ sinh  L(K); (5.32)
avec.
tanh 2 | = Y2(k) (5.33)

2 v(cg )+ %i(k)
Le problemeinitial devient alors celui d'un bosonunique :

X
27 vic[eL (K)eL (k) + er(k)er( K)I; (5.34)
% o0

avecla vitessedes modes couplesdependart deKk :

2 2
Vi = (v+ C’Z”;\‘i'l(k))2 (Gze;vz(k))z: (5.35)

Il apparat alors clairemert qu'il peut seproduire une instabilit e si I'in teraction inter-canaux V»
est susamment intense. Si on considere par exemple,une forme d'interaction coulombienne a
longue distance

2
Viy v)= g _r (5.36)

Ly Y92+ d?
aveci = 1;2, ", la constarte dielectriquerelative desdeux 2-DEG supposesidentiques et ", celle
de la barriere. An d'eviter une divergenceUV de l'interaction, d; estun cut-o microscopique
du 2-DEG et d, = d est la largeur de la barriere. Les transformeesde Fourier de ce type
d'interaction ont une forme connue

Yi(k) /' Ko(kdi) (5.37)
avecK g la fonction de Besselmodi ee.Dans la limite de basseenergiek ! 0,
Vi (k) In(jkjdi) (5.38)

Si on construit la barriere avec un materiau tel que ", < "1 °, on obtient le comportement
asymptotique

2 2
(500007 (v+ Z-¥(K)? (5.39)

Dans cette limite, la vitessedesexcitations deviert imaginaire. L'apparition de frequencesma-
ginairesdans la relation de dispersiontraduit la presenced'une instabilit e. Pour le systemedes
canauxde bords couplespar cette interaction, le fondamertal autour duquelon regardele spectre
de basseenergien'est pasle fondamertal correct. Cela signi e quela theoriedes LL n'est pas
valable dans cette situation. En e et, la technique de bosonisationrevient a tronquer certains
operateurs de la theorie initiale commeon 'a vu a la section5.31, ce qui conduit a l'instabilit e.
Cesoperateursne sort pastous negligeablesdansla situation presene, et contribuent a la deter-
mination exactedu fondamertal du systeme.Cet e et ne seproduit bien sir pasdanslesbarres
de Hall usuellesou cetype d'interaction coulombiennea lieu entre les modesdroits et gauchesa
travers le uide de Hall® : cette situation a ete etudie en details par Zulicke et MacDonald [80).
Cen'est pasla casdansnotre jonction etendueet tout le traitement precedert est mis en defaut
car la forme quadratique obtenue par bosonisationn'est plus de nie positive. Nous devonsdonc
proceder a une analysemicroscopiqueplus ne pour trouver le vrai fondamertal du systeme.

SAvec"; = "gaas = 11:7,il sut de choisir un materiau de "> 1 pour &tre treslargemert dans le regime
souhaite. Une barriere en vide ou en air convient parfaitement.
50n a alors evidemmert "; = ", et l'instabilit e n‘appara’t jamais.
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5.4 Equations de Chern-Simons pour la jonction etendue

Pour determiner le fondamertal de la jonction etendue, nous utilisons la theorie de champ
moyen de Chern-Simons [81]. Ce champ moyen rend compte des caracteristiques essetielles
des uides de Hall incompressiblesaux remplissages = 1=(2n + 1). Orgad and Levit [79] ont
montr e que grace a cette theorie, il est possiblede decrire correctemen le couplagedes modes
de bord par les interactions a travers une barre de Hall. C'est preciemert ce couplage qui
conduit a une instabilit e lors du traitement par la methode de bosonisation commeon I'a vu
precedemmen. Noussuivronsla m&meapproche pour traiter la geometrie dela jonction etendue.
Chaquefermion estremplace par un bosonattache a 2n+ 1 quanta de ux via le champ de jauge
de Chern-Simons.L'etat fondamertal incompressiblea ' = 2n + 1 est alors un condensatde
Bosede cesbosons ctifs. 1l y adoncdeux uides de Hall distincts parametrespar’ 4 = P € 2,
a = |;r de chaque cote de la jonction, avec' 5 les operateurs d'annihilation bosoniques.Nous
utilisons lesunitesh = c= 1. Il estegalemen pratique d'utiliser de&grandeursadimensionrees
en mesurart leslongueursen unite de longueur magnretique = = 1= jgjB, le temps en inverse
de la pulsation cyclotron ! . = jgjB =m, les energiesen unite de!  ’

Nous nous interessonsa la situation symetrique ou les deux uides de Hall ont la méme
densite, il est alors commade de mesurer la densite dependart de la position en unite de sa
valeur dansle volume o = =(2 ) = . En plus deschampsde bosons' 4, la theoriede Chern-
Simonsrequiert l'introduction de deux champsde jaugesstatistiques a deux dimensionsspatiales
a, et une dimensiontemporelle agy. Le champ magnetique exterieur est applique suivant I'axe
z:r A = Bh. Leschampsde vitessesort de nis par :

Va=T1 s+ ag+ Ag: (5.40)

Les equations de champ moyen donnent desrelations locales, valables separemert desdeux
cotesla barriere. Ce sort les equationslieesaux tubesde ux attaches:

r as= a (5.41)

Il y a egalemen desrelations entre les champ electriquesde Chern-Simonset les courants, qui
peuvernt s'ecrire en fonction desvitesseset desphases:

@ . @va raga= ava & (5.42)

Finalemen, la partie electrostatique du problemeest contenue danslesequationsdu mouvemert
pour lesphases ; :

1, 18 z
@a= —V§+ 3 _a+ apa  V(X) a

2 P 5 Vao(r  rO( o(r9 1)’ (5.43)

b

Cette derniere equation contient U(x) qui est le potentiel a un corps du a la barriere entre les
deux cotesde la jonction. Comme cette jonction est orienteesuivant la direction y, ce potentiel

dependjuste de x. On consideresimplemert U commeetant in ni dansla barriereet nul ailleurs.
Nousavonsegalemen ajoute un potentiel d'interaction repulsif qui estusuellemen ajoute pour
assurerque lesbosonssort a coeur durs, cequi conduit au coe cient 4. Finalement le couplage
erntre les deux liquides de Hall apparat uniquemert via l'interaction electrostatique a travers
la barriere. Cela est decrit par les coe cien ts d'interaction hors-diagonauxV,; = V;. Nous ne
prenons pas en compte I'e et tunnel et ce terme est le seul par lequel les deux gouttelettes de

“On obtient alors les conversionssuivantes @ ! @1 %, @! @ c, r! rl,v! vl et Geao ! ml!cap. On
atoujours ! ¢ = @B=m.

148



Hall communiquent. L'interaction coulonmbienne a l'interieur de chaque gouttelette est donnee
par :

1 1
Vir = Vi ho™jr 19

&

(5.44)

avec" = "1 la constarte dielectrique identique pour chaque uide. La force des interactions
peut etre caracterisee par la constarte . = g2=(""h! ¢) qui est faible quand on est dans les
conditions del'e et Hall quantique fractionnaire, i.e. quand lesinteractions melangern faiblemert
les niveaux de Landau. Il est evident que l'interaction a travers la barriere n'est pas si simple
si on consicere le casd'une constarte dielectrique de la barriere", = "0di ererte de celle des
uides "°6 ". La description precisedu potentiel d'interaction depend la geometrie exacte de
I'echantillon. Nousnerealiserongasici une modelisation d'un echantillon preciset nousessgons
juste de mettre en evidencele comportement du systeme en presenced'une instabilit e comme
nous l'avons deja vu. Pour cela, nous utilisons le méme potentiel de Coulomb qu'a I'eq.(5.44)
avec une pre-constare globaledi ererte. L'interaction a traversla barriere estalors :

Vii = Vi =

1@ 1 1
i (5.45)

he"0jr 9 %jr 9

avec la constarte ;¢ = ¢2=(""h! ;). Cette approximation est credible quand on consicere des

etats electroniquesdes bords de la jonction etendue. lls interagissen directemert a travers la

barriere avec une interaction dont la forme est tresproche de V,, i.e. il n'y pratiquement pasde

contribution supplemenaire venarnt des uides avec une constarte dielectrique di ererte ".
Nous pouvons reecrire ce systeme d'equation sousla forme plus compacte:

8 .
= "l @VJ
% @@ @Qvi @ = "Iy
o _ o) (5.46)
p_
% @ = %vi2+ %g7+ a U(r) Q—RV(r r9 (r9d?r®

Nous recherchons maintenant dessolutions aux equationsde champ moyen, avec invariance
par translation le long de la barriere; toutes les quantit essort donc desfonctions de x unique-
ment. De m&me, la vitesse suivant la direction x est nulle (vx = 0). Cela permet de simpli er
l'integralede Coulomb dans (5.43) enintegrart suivant la coordonneey.

Z 1 Z Z

dzrom( A9 1) 2inL( dxq axY 1) 2 dx%njx  xY( a(xY 1) (5.47)
Nous avons suppo< ici que la longueur de la barriere L suivant y, est bien plus grande que
la largeur de la zone ou la densite electronique est di ererte de celle du volume. Nous veri e-
rons que le phenomeneque I'on cherche a decrire se passee ectivemert sur quelqueslongueurs
magretiques.

Pour resoudrecesequations de champ moyen, on se place d'abord dans la jauge de Landau
A = (0;Bx) et ay = (0;aya). Avec ce choix de jauge, les angles 5 sort contraints d'etre des
fonctionslineairesde la coordonneey commedu temps: 5 = at  Xay. Pour unevaleur donnee
de x4, on imposela condition que la densite tende vers sa valeur uniforme dans le volume du
uide quand on s'eloignede la barriere. Cette cortrainte assureque les solutions classiquesque
I'on va obtenir desequationsde Chern-Simonsconcernen bien lesbords de la barriere.En e et,
la theorie de Chern-Simonsdecrivant I'ensenble desdeux uides de Hall couplesa traversune
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barriere abrupte de potentiel in ni, les solutions obtenues sanscette contrainte pourraient &tre
relatives a des etats du volume. Cela xe egalemen la valeur du potentiel chimique 5. Pour
une barriere avec un seul bord, la quartit e correspondante xo peut etre vue comme la charge
en exces par unite de longueur le long du bord[79, 83]. Cette propriete est encorevraie dansle
casd'une jonction etendue: l'indice | renvoie au cote gaucdhe x < O et r a x > 0. En utilisant
I'equation de ux (5.41), on trouve
z 0 Z, 1
dxq{ x9 1)= +x and . dxq  (x9 D= x: (5.48)

Nous nous sommesplacesdans le casou la charge en exces est symetriqgue avecx; = X,. Cela
signi e quele systemenon perturb e (sansinteraction a traversla barriere) ale mémeremplissage
guelesdeux cotesseparemen. Lessolutions quel'on va obtenir sort doncune famille de solutions
a un seulparametre X = X, = +X;.

Si les integralesde Coulomb sont evaluees comme dans Eq.(5.47), les termes constarts
conduisert a une renormalisation des potentiels chimiques par une constarte additive enInL.
Il apparat alors naturel d'introduire les potentiels chimiques decaks a partir desquelsnous
exprimeronstous lesresultats :

~1= 1t 2(ct a)XInl (5.49)
Le systeme d'equationsa resoudresesimpli e en deux sous-sysemesde nis sur les deux demi-
droitesx > 0 :
@Vyr(x) = 1 (X
@aor(x) = r(X)vyr(x)
@(x) = @( r (X)vyr(x))
p__
= 300 1% amr (5.50)
2 CRol (:(x% 1Injx xYdx°
2 aCRg (1(x% DInjx  xYdx°
etx< 0 : 8
@wi(x) = 1 (x)
@Qag(x) = 1(X)vyi(x)
@i(x) = @(1(xX)vy(x)
p_
- = baeo 3% a0+ (5:51)
|
% 2 CRQ (1(x9 1Injx  xYdx®

R
220 (x99 Dnjx  xYdx°

Les deux systemesd'equations ne sort couples que par le terme integral proportionnel a ¢
dansla derniere equation.

5.5 Prol de densite des bords

Nous avons resolu numeriquemern le systeme d'equations precedert pour les quantit es g,
Vya €t aga. Avec l'expression particuli ere des phases 5, les equations (5.50,5.51) peuvert &tre
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considereescommeun problemeaux valeurs propres non-lineaireen , (vecteur propre) et ej.»
(valeur propre). Pour cela, nous avons ramene la resolution du systemed'equation aux derivees
partielles couplees(5.50,5.51)a un probleme aux valeurs propres sur 5 en injectant les deux
premieresequations de (5.50,5.51)dansla quatrieme. La troisieme equation est nulle en regime
permanert et on peut reecrire le problemeinitial sousla forme

~a a= Ha( r; 1) (5.52)

Ha( r; 1) est un operateur non-local et non-lineaire en et | qui S'interprete comme un
Hamiltonien. Pour trouver les fonctions et | qui verient cesdeux equations aux valeurs
propres, nous avons utilis e la methode de relaxation (un ansatz dicte par la symetrie vyq = 0).
gette methode part d'une fonction test .5 pour chacun desbords. On la normalise en utilisant

or (X)dx = Xr pour o et uneequation equivalente pour q;. On evalue ensuite ap, et
vya, a partir desdeux premieresequationsde (5.50,5.51).0n clglculeen nH a(ROr, o). Si o est
fonction propre deH r( or; o), ON aura automatiguemen ~ 0 or(X)dx = W'H r(or; o)dX.
La quantite ~or = W'H r(or; o)dx=(W  Xx;) estdonc forcemen superieurea H,( or; o) et
on incremerte l'algorithme en de nissant une nouvelle fonction d'essai

11 = or€ dt(~or H r( or; o)) (553)

Nous avons realise deux programmesidentiques en Matlab ainsi qu'en C/C ** an d'imple-
merter cette methode. Lesquartit ese;.» sort determineesune fois quel'on a x e lesparametres
¢ ac €t X. Notre resultat principal est que lorsque les interactions a traversla barriere sont
susamment fortes, il apparat une bifurcation dans les solutions de champ moyen et nous
obtenonsdessolutions asymetriques pour desvaleursde e, et e di erertes (cf Fig.5.4).

40
204
Mk, 04
204
404
601

-804

-100 T T T T T T T

Fig. 5.4{ Potentiels chimiques de deux bords en fonction de 4. avec = 0:03. La bifurcation
descourbestraduit l'apparition de la disymetrie.

Pour cesvaleursdespotentiels chimiques, nous avonsobtenu lesdensites et | enfonction
du parametre X, des constartes de couplages . et 4. Quand .. est faible nous obtenons
despro ls de densite symetriques par rapport a la barriere qui ressenblent beaucoupa ce que
l'on trouve pour un bord unique le long d'une barriere. L'in teraction intra-canaux ne fait que
renormaliser le pro | de densite desbords. Un exempletypique est represette a la Fig.( 5.5).
Cesprols de densite ont deja ete etudies [79, 83] dansle casd'un bord unique. Il apparat un
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exees de densite electroniquele long du bord uniquemert quand la coordonnee X est negative
et susamment grande. A la Fig.( 5.5) nous avons represene les solutions correspndants aux
parametresX = 1, = 0:03et 4 = 2.

Fig. 5.5{ Prol de densite pour une jonction etendue en supposart la couplage ,c = 2, en
fonction de la position x par rapport a la barriere.Le parametre de chargeenexcesestX = 1.

5.6 Vitesses des modes de bord

Comme nous etudions le casd'un simple uide de Hall au remplissage = 1=2n + 1), il
existe un mode de propagation chiral a chaquebord dela jonction quandil n'y a pasde couplage
entre lesdeux uides. Lorsquenoussommesdans la situation de brisure de symetrie mentionnee
plus haut, il est naturel de se demander ce que deviennert ces excitations. Pour etudier ces
modesqui sepropagert le long descanaux de bord reconstruits, nous utilisons la methode RPA
en linearisan les equations du mouvemert obtenues precedemmen. Si on consicere les petites
deviations par rapport a I'equilibre 5, aga, aa, Va €t 4, nousobtenonsle systeme couple
suivant :

r a, = a (5.54)
@ & @Va I aa= avVa b+ svy B (5.55)
i o pu— 4
1 = X
@ a= Vya Wat+tF(a)* Z@—(pa—ia)"' a0a a 5= Vao(r 19 p(rYd?rC (5.56)
a

b

aveckF( ) = (@p T)=(4 332). Pour trouver une solution de cesequationsRPA, on peut remar-
guer que la deriveedesequationsde champ moyen (egs.5.50,5.51) par rapport a un parametre
exterieur comme x; ou x; est formellemert analogueaux RPA precedertes. Nous allons donc
utiliser un ansatz avec une dependanceharmonique en le temps dans la propagation le long de
la barriere et dont la dependanceen x est choisie de la maniere suivante pour le cote x > 0 :

% (xy) = @ ((cogky 1)

Vr(Xy) = @ Vyr(x)cogky !t); (5.57)
2 an(xy) = @ao(x)cogky !t);
oy = gsinky 1t);
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et pour le cotex < O :

Vy1 (X;Y) @, Vyi (x) cogky !'1);
aal (% y) @, a0 (x) cogk?y !'1);
%) Esin(ky 1)
Dans cessolutions d'essai,lesfonctions 5, aga, Vya SOrt solutions desequationsde champ moyen.
Nous choisissonsles fonctions d'essaisde nies en tout point du systemecomme @

% (xy) = @ 1(x)codkY 1),
(5.58)
3

g (Y) = M(NE N X;
wxy) = v GY) (X)) + v (xy) (0 x); (5.59)
2 a(xy) = aor (X Y)( X)+  ag(xy)(  X);
o xy) = M)+ 0 x);
En e et
@,( w1) = @,(@vyi(x))cogky !t)
= @@ (x)cogky !t) (5.60)

= 1(x)

En procedart dela mémemanierepour vy, ax < 0,onmontre que vy = @, Vy2(X) cogky 1)
satisfait I'equation correspondarte.
De plus,

@@ ) @0) @ (@ao(x))cogky !t1)

Wi @, (x)cogky !t)+ (X)@vy(x)cogky !t)
(5.61)

@ ( Qao(x) = @, (v

On procedede m&mepour x < 0 et on constate que
Enn, enremarquan que

1 coqx
gxy)
0 X2+ a2
pour Re(a) > 0 on calculefacilemert lorsqueL ! 1
Z1=2 _cogky’ It
g
=2 ((x x92+ (y  ¥9?)

Ainsi, pour la derniere equation nous obtenonsa x > 0

dx = Ko(ay) (5.62)

dy®! 2cogky ! t)Ko(kix x9) (5.63)

2
!Ecoiky ) =  vyx)@,(wx))cogky !'t)y+f(; ) k“@, (Xz)lc((f)(ky I't)

+ @x,ap(x)cogky !'t) @x,; (x)cogky !t)

Z,52 0

et etk 1) o oy (5.64)
=20 ((x x92+(y y9?)

aCZ =220 . cogky® !'t) @, (x9dx%y°

=21 (x x92+(y y9?)

8lci, la fonction ( x) designela fonction de Heavyside qui vaut 1 si x > 0, o sinon. Elle permet de de nir par
morceaux les solutions dans tout le plan.
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En utilisant la forme asymptotique de la fonction de Besselmodi eedans la limite de basse
energieK o(kjx  x9) = In kj)%%q’ on obtient

= @u EMrak) (0 + ()
, [t 2 ) ixly?
c ij—xq@l (x7)dx'dy

Zo 2e
0
X X @, (x9dx%+ o(k) (5.65)

k

On cherche a faire appardtre la deriveede e par rapport a x1, pour cela,il corvient de separer
lesterms enk gtenx x%danslesintegrales.ll faut egalemen rajouter et soustraireun terme de
laforme2 4 o Injx x3@, (x9dx% puis regrouper tout lestermesqui apparaissem comme
une deriveede x4

L f , 21 g "
K - @, €190 c o W@l (x7)dx
ZO
2e
2 ac @ (x9dx°
Zy
+2 ac njx x4@,) (x%dx° (5.66)
1
Zy
2 Injx x3@,) (x%dx° (5.67)
1
De plus, on constate que
@, (x%dx°= 1 et 7 @ (x9dx°= +1 (5.68)

Si on supposeque la taille de I'echantillon dansla direction y estde I'ordre de W, et quel'on se
placedansla limite asymptotiquek W 1, onobtient alors In(k) In(W) Injx x9, on
peut alors negliger les deux dernieresintegralespar rapport a la deuxiemedans Et nalement
pour x> 0

! @ ikj ikj
— = — 2¢ln— +2 In ——+ 5.69
k @ °° 2 acil oe (5.69)
On procedede la m&memaniere pour x < 0 et on obtient :
! @ ikj ikj
— = —+ 2 ¢In— 2 In —— 5.70
k @& -2 acl 50 (5.70)

Dansle casou 4 = 0, lesmodesdesdeux cotessort decoupks,la situation est symetrique
et % = % = v. Chacunede deux relations de dispersion est valable et decrit les excitations
chirales usuellesaveclesvaleurs de la vitessedonneespar lesformulesde bosonisation® Chacune
de cesexcitations est localiseed'un cote ou l'autre de la barriere.Lorsquel'on prend en compte
l'interaction a traversla barriere, les solutions de la RPA doivent satisfaire les equations pour

®Notons que la transform ee de Fourier In k dans la limite basseenergie.
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toutes les valeurs de x, et en particulier les relations de dispersion a droite et a gaude de la

barrieredoivert &tre egalesDansle casdissymetrique, lesvitessesnues % = vy et % = W
10 ne sort plus forcemert egaleset I' egalisation de relations pour x > 0 et x < 0 conduit a
ikj ikj ik ikj
Vi 2 ¢In=—— +2— sIn——= Vo 2 ¢ln—— 2— acln—— 5.71
1 c 2 ac 2 2 c % ac 2e ( )
Celarevient a resoudre
2 2 aclnjkj

27 27 % 2 onjk (®.72)

ou e = %ﬁ et ou on a omis les termes en constartes d'Euler pour simplier. Dans le
cas symetrique ou 4 ¢, cette relation est veri ee pour a = cosh( ) et b = sinh( ¢) ou

2 aclnjkj
v 2 cInjkj’
de la bosonisation. Les relations de dispersion sort egalesa droite et a gaude et prennent deux
valeurs distinctes pour les deux solutions

I'inverse,avectanh(2 ) = ce qui est I'nabituelle transformation de Bogolyubov

q
(v 2 cInjkj)? (2 acInjkj)?

!
k
(5.73)

I q

k

Dansle casou 4> ¢, latechnique precderte n'est plus adapteecar on voit aissmernt quela
méme transformation conduit a tanh(2 ) > 1, ce qui correspond a une relation de dispersion
avec composartes imaginaires.

(v 2cInjk)? (2 aclnjkj)?

5.7 Reconstruction dissym etrique des bords

Lorsquel'on considere desregimesde fortes interactions a traversla barriere, nous obsenons
une distribution de charge asymetrique dessolutions desequations de Chern-Simonsen champ
moyen. Il y a bien sur deux solutions symetriques 'une de l'autre a travers la barriere mais
les uctuations quantiques du systeme en selectionne une particuli ere. Numeriquemert nous
avons legeremen perturbe la situation symetrique pour engendrercette brisure spontanee de
symetrie. Avecnhotre choix d'interactions, cette brisure de symetrie appardt a partir d'une valeur

ac 45 qui est essetiellement independarte de la charge en exces X dansla gammeetudiee

2< X < +2. La distribution de charge a maintenant une forme complexecommeon le voit a
la Fig.(5.6). De meéme, la distribution de courant acquiert une forme dissymetrique indiqueeen
pointill essur ces gures (cf Fig. 5.7, 5.8).

On constate qu'il apparat une bifurcation dansles solutions de champ moyen et nous obte-
nons des solutions asymetriques pour desvaleursde e, et e; di erenes (cf Fig.5.4). Toutefois,
contrairement a ce qui est predit par les relations de dispersion, la bifurcation que I'on met en
evidencen'apparat que pour desvaleursde 5. 100 .. Il existe donc toute une gamme de
valeursde ¢ ¢, telles que la relation de dispersion est instable. Lorsque 100 . ac .
la technique de determination du fondamental par la theorie de Chern-Simonsn'est pasa méme
de determiner la vrai nature de l'instabilit e. Ce point est actuellemert en cours d'etude.

10V2 >0
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Fig. 5.6{ Prol de densite pour une jonction etendueen supposart le couplagefort ,c= 6,en
fonction de la position x par rapport a la barriere.Le parametre de chargeenexcesestX = 1.

10 4

Fig. 5.7{ Deux prols de densite dissymetriques pour X = 1 (traits pleins) et X = +1 traits
pointill es, en fonction de la position x par rapport a la barriere.
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Fig. 5.8{ Deux proIs de courants dissymetriquespour X = 1 (traits pleins)et X = +1 traits
pointill es, en fonction de la position x par rapport a la barriere.

5.8 Conclusion

Nousavonsdonc utilis e la theoriede champ moyende Chern-Simonspour la jonction etendue
an dedeterminerlespro Is de densite electroniquedesbords en fonction de la charge en exces
et de la force desinteractions. Nous avons produit les excitations et la relation de dispersiondu
systemepar la methode RPA. Nous avons demortr e qu'en presenced'une interaction inter-edge
su samment forte, la relation de dsipersion obtenue par cette technique autant que I'approche
naturelle de bosonisationdu problemede deux uides de Hall couplesa remplissageidentiques

= 1=(2n + 1) est mise en defaut. Il appardt une instabilit e lorsque I'in teraction inter-canaux
estsu samment forte. Nous avons mis en evidence,lorsque I'in teraction est su samment forte,
la reconstruction dissymetrique desbords par rapport a la barriere. La distribution de charge
n'est plus symetrique par rapport a la barriere.Nous n‘avons pas encoredetermine la nature des
excitations autour de cenouveaufondamertal. Nousn'avonspasresolula nature du fondamertal
pour la gammede valeur du parametre 100 . ac ¢- Cesdeux point sort en coursd'etude.
lIs emble raisonnablede penserque I'abandon de I'hypothesed'in variance par translation le long
de la jonction permettra de les resoudre.
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Chapitre 6

Conclusion.

Dans cememoire,nousavonspreserne quelquestravaux sur de nouveauxe ets mesoscopiques
dela physiquedescanauxdebord del'e et Hall fractionnaire. Dans cedomainetr esactif tant du
point de vue experimental quetheorique,nousavonsaxe notre travail th eoriquesur I'exploitation
experimentale de nos resultats. Les travaux que nous avons realise sort en e et motives soit
par desexperiencesdeja realisees,soit par desexperiencesa venir avec des structures richesde
phenomenesnouveaux. Au remplissagemagiquede Laughlin - = 1=2m+ 1), nousavonsrappele
au chapitre Il que les canaux de bords sort habituellement decrits par la theorie des liquides
de Luttinger chiraux. Aux chapitres Il et IV, nous avons etudie les proprietes de transport
tunnel de nouvelles structures mesoscopiques les jonctions tunnel etendues.Au chapitre V,
nous avons montr e que dans cesstructures, les interactions peuvent conduire a une dramatique
reconstruction dissymetrique des canaux de bords, invalidant la theorie de Luttinger dans son
acceptation usuelle.

Au chapitre |11, nousavonsdetaille I'etude du transport tunnel dansune jonction quantique
etendue separart deux uides de Hall a remplissage = 1=m identiques, et ou les interactions
coulombiennes a longue distance sort presertes. Nous avons realise un calcul perturbatif du
courart et du bruit tunnel a temperature nie, base sur la theorie des liquides de Luttinger
chiraux et de la bosonisation. Nous avons obtenu la valeur du courant tunnel et du bruit en
fonction de la di erencede potentiel appliquee, du facteur de remplissage,de le longueur de la
barriere et de la temperature. Nous avons mis en evidence,outre les non-linearitestypiques du
transport dans les liquides de Luttinger, dese ets de seuil et des oscillations liesau caractere
etendu de la jonction. Cesresultats viennent completer une longue liste de travaux theoriques,
en fournissart un cadre plus complet prenant en compte la longueur, la temperature, la force
desinteractions longue distance et le remplissage Nous pouvons envisagerde poursuivre |' etude
de cette structure en nous interessan aux e ets du desordresur le transport.

Au chapitre IV, nousavonsetudie lesproprietesdetransport tunnel d'une jonction quantique
etenduedansune geonetrie en coin. Cette geometrie ou deux plans electroniquessort a 90 ['un
de l'autre conduit a la formation d'une jonction quarntique etendue entre canaux de bords de
deux uides de Hall de remplissageset de chiralit esindependarns. Nous avons d'abord discute
la relation de dispersion a une particule de ce systeme suivant les chiralit esrelatives des deux
bords. Dans le cas contre-propageart, nous avons calcule la conductancedi erertielle tunnel
en l'absenced'interaction et a remplissageentier. Nous avons mis en evidence deux regimes
distincts detransport. En presenceal'interaction coulombienne,nousavonsmontr e qu'il apparat
une transition de phasede type commensurable-incommensurablen se basart sur une analyse
du diagramme de ot du groupe de renormalisation pour ce systeme. Dans le cas inedit de
canaux co-propagean, nousavons montr e que le systemeest decrit par un Hamiltonien de sine-
Gordon chiral. Nous avonscalcule perturbativ emernt le courant tunnel entre lesbords enfonction
desfacteurs de remplissagedistincts des deux bords, de l'interaction de Coulomb a travers la
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jonction et de la longueur de la barriere. Nous avons mis en evidencedi erers regimesen
fonction des parametres precederts. Cesresultats comptent parmi les premiers concernarns les
jonctions etenduesen coin et montrent l'impressionnante variete de phenomenesdistincts qui
apparaissem dans cesstructures.

Dans le chapitre V, nous avons etudie la jonction quantique etendue du chapitre 11 dans
un regimed'interaction ou l'intensite de l'interaction de Coulomb a travers la jonction est plus
importante qu'a l'interieur de chaque uide de Hall enl'absenced'e et tunnel. Nous avonsalors
applique la th eoriede champ moyende Chern-Simonsa n de determiner lespro Is dedensite des
bords en fonction desinteractions et desl'excesde charge. Nous avonsresolunumeriquemert le
systemed'equationsaux deriveespartielles du mouvemert de Chern-Simons.Nous avons calcule
ensuite par la methode RPA, les excitations elemertaires des bords. La relation de dispersion
ainsi obtenue, de mémeque la technique usuellede bosonisationappliqueeau calcul de la relation
de dispersion du systeme, mettent en evidencel'apparition d'une instabilit e lorsque I'in terac-
tion inter-canaux deviert plus intense que l'interaction intra-canaux. Lorsque l'in teraction est
su samment forte, il apparat une brisure de symetrie en fonction de l'in tensite de I'in teraction
a travers la jonction. Les deux bords sort reconstruits de maniere dissymetrique par rapport
a la barriere. Ce travail s'inscrit dans la thematique de la reconstruction des canaux de bord
par lesinteractions en presertant un e et inattendu et spectaculaire dont la signature apparat
pourtant clairemert sur la formule de bosonisationusuelle.Cet e et realiste dans les jonctions
guantiques etenduesest toutefois di cile a mettre en evidenceexperimentalemert.
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Etude de jonctions entre canaux de bord de I'eet Hall quantique fractionnaire.

Dans cette these,nous traitons de l'interaction entre deux etats de bord dans le regimede
I'e et Hall fractionnaire. Nous nous sommesappuyessur lesrealisationsexperimentales recenes
de structures (les jonctions quantiques etendues)qui favorisert largemen cesinteractions.

Nous avons d'abord introduit I'e et Hall quantique en mettant l'accert sur la physique des
etats de bords.

Nous avons ensuite etudie le transport tunnel a travers une jonction quantiqgue etendue,
en consicerant les bords comme des liquides de Luttinger chiraux. Nous exposonsdi ererns
regimesde courarnt en fonction de la longueur de la jonction, la force desinteractions, le facteur
de remplissageet la temperature. Nous calculonsegalemen le bruit assaie a ce courart.

Nous avons generalise cesresultats a une jonction en coin, dans laquelle les canaux de bord
peuvert &tre cortre ou copropagean Dans le cascortre-propageart, il appardt une transition
de phasecommensurable-incommensurablen fonction desinteractions et d'un parametre sup-
plemertaire. Dans le cas co-propagean, nous calculonsle courant tunnel en perturbation dans
un modele de sine-Gordon chiral.

Enn, nous determinons les proIs de densite des bords et les excitations. Nous mettons
en evidencel'apparition d'une instabilit e dans cesjonctions quand l'interaction entre les bords
esttrop forte. La theorie de Chern-Simonsmontre qu'il seproduit alors une reconstruction des
bords par lesinteractions.

Mots-cl es : E et Hall fractionnaire, physique mesoscopiqueliquide de Luttinger, bosoni-
sation, jonctions quartiques, Chern-Simons.

Study of edge channels junctions in the fractionnal quantum Hall regime.

In this thesis, we deal with interactions between edge states in Fractional quantum Hall
e ect. Our work is grounded on recert experimental realizations of structures -quantum line
junctions- in which this e ect is enhanced.

We rst introduce the quantum Hall e ect emphasizingthe edgestates description.

Then, we calculate the tunnel current trough such a junction by consideringthe Luttinger
liquid theory. We discussvarious regimesof current by varying the junction length, the strength
of the interactions, the lling factor and the temperature.We also calculate the assaiated noise.

In athird part, we extend this study to a corner junction, where edgechannelscan be either
counter-propagating or co-propagating.In the counter-propagating case there is acommensurable-
incommensurablephasetransition as a function of the strength of the interactions and of an
additionnal parameter : the incommensurability. In the co-propagating case,we calculate the
tunnel current perturbativ ely, from a chiral sine-Gordonmodel.

Eventually, we obtain the density pro les and the elemenary excitations of the system. We
evidencean instabilit y in the dispersionrelation of thesejunctions when the inter-edgeinterac-
tion is strong enough. The mean eld Chern-Simonstheory predicts an edgereconstruction by
the interactions.

Keyw ords : Fractionnary Quantum Hall e ect, mesoscopighysics, Luttinger liquid, boso-
nization, quantum Hall line junction, Chern-Simons.



