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Chapitre 1

In tro duction.

Depuis sa d�ecouverte par von Klitzing en 1980, l'e�et Hall quantique constitue un do-
maine d'�etude reconnu pour sa diversit�e th�eorique et exp�erimentale. Cette recherche se situe
au con
uent de la physique th�eorique des fermions fortement corr�el�es en dimensionsD = 2 et
D = 1 et de la physique m�esoscopique.

Von Klitzing et al. ont d�ecouvert que la conductivit �e de Hall mesur�eedans un gaz bidimen-
sionneld'�electronssoumis�a un fort champ magn�etique est quanti� �eeen multiples de e2=h. C'est
l'e�et Hall entier aux caract�eristiques particuli �erement remarquables.En e�et, la r�esistancede
Hall ne d�epend que desconstantes fondamentales e et h et non pas descaract�eristiques du sys-
t�emedanslequel il semanifeste(constante di�electrique, taille de l' �echantillon ), cequi a ouvert la
voie �a desexp�eriencesde m�etrologie extrêmement pr�ecises.De plus, le courant qui traverseune
barre de Hall est tr �es peu dissipatif. Ces e�ets �etonnants s'expliquent tr �es bien par l'existence
de gapsd'�energieentre les niveaux de Landau du spectre �a un corps du syst�emeet par le rôle
du d�esordre.

A contrario, l'e�et Hall fractionnaire d�ecouvert par Tsui et Stormer, avec sa conductivit �e
quanti� �eeen fractions de e2=h est rapidement apparu commeun probl�eme�a N corps 1 beaucoup
plus complexe�a interpr�eter et par cons�equent plus fructueux pour la th�eorie. L'existence d'un
gap est �egalement essentielle mais il n'est pas de mêmenature que dans l'e�et Hall entier. Dans
cecas,le gapdoit apparâ�tre commeunecons�equencede l'in teraction deCoulomb entre �electrons
d�eg�en�er�es en �energie.Au cours des tentativ es de r�esolution de cette probl�ematique complexe,
Laughlin a produit une th�eorie tr �es novatrice en �ecrivant ab initio une fonction d'onde �a N
corps pour le fondamental du syst�eme de fermions fortement corr�el�es. Cette th�eorie explique
les propri �et�es essentielles de l'e�et Hall fractionnaire. Elle fait apparâ�tre l'existence de quasi-
particules de chargesfractionnaires et desgapsd'�energieassoci�es. Il a �et�e �egalement remarqu�e
que la diagonalisation exacte de syst�emesde petite taille fournissait une m�ethode tr �es e�cace
pour la compr�ehensionde syst�emesmacroscopiques.

A la suite de cestravaux fondateurs, de nouveaux conceptsou desid�eesjusque-l�a abstraites
ont trouv�e un champ d'application accessibleaux exp�eriences.On peut ainsi citer la possibilit�e
de modi�er la statistique desparticules en leur attachant destubesde 
ux �ctifs qui a conduit �a
l'existenced'anyons i.e. de particules de statistique interm�ediaireentre fermionset bosons.Cette
sp�eci�cit �e de la dimension D = 2 est �a la basede la th�eorie de champ moyen de Chern-Simons
qui consid�ere le 
uide de Hall fractionnaire comme un condensatde Bose-Einstein de bosons
composites.A partir desfermions composites,les�etats hi�erarchiquesde l'e�et Hall fractionnaire
apparaissent commedes�etats d'e�et Hall entier de cesfermionscomposites.De nombreusesano-
malies exp�erimentales aux facteurs de remplissagecomme� = 5=2 ou � = 3=8, et en particulier
�a � = 1=2 ont pu aussi être comprisespar cestechniques.

1Le syst�eme est dit �a N corps ou en interaction forte lorsque l' �energie des interactions n'est pas n�egligeable
devant l' �energie cin�etique. C'est le cas dans l'e�et Hall fractionnaire comme nous le verrons au chapitre I I.
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Dans les th�eoriespr�ec�edentes, le degr�e de libert�e de spin a �et�e n�eglig�e en supposant que les
�electrons sont polaris�es de spin, ce qui permet d'expliquer les propri �et�es essentielles de l'e�et
Hall fractionnaire. Dans la r�ealit�e, l'e�et Zeemann'est pas tr �es important aux valeurs typiques
du champ magn�etique et l'e�et du spin est observ�e exp�erimentalement. Ce dernier particip e de
la richessedu ph�enom�ene et a conduit �a la th�eorie des syst�emesde bilayers en r�egime d'e�et
Hall fractionnaire qui fait apparâ�tre desexcitations topologiques: les skyrmions.

Dans l'e�et Hall entier, lesbords jouent un rôle fondamental mais correspondent �a des�etats
�a une particule. Dans le r�egimefractionnaire, les �electronssubissent de fortes interactions. Ces
interactions �a l'in t�erieur de l' �echantillon i.e. loin des bords donnent naissance�a des �etats de
volume qui sont �a la basedes th�eories pr�ec�edentes. L'e�et des interactions �a longue distance
sur le bord peut, dans des�echantillons r�eels,donner lieu �a la formation de structures de bandes
qui apparaissent comme une reconstruction du bord par les interactions. Dans les cas o�u ces
structures n'apparaissent pas, le bord du 
uide de Hall au remplissage� = 1=m (m entier
impair), est un syst�eme de fermions en interaction en dimension D = 1. L'e�et du champ
magn�etique conduit lesexcitations �a sepropagerdansun sensunique le long du bord : ellessont
d�ecrites par la th�eorie de Tomonaga-Luttinger chirale. La chiralit �e supprime toute possibilit�e
de r�etro-di�usion et lesexcitations sont coh�erentes sur deslongueursmacroscopiques.Les bords
d'un 
uide de Hall constituent ainsi un exempleunique de syst�emede fermionsunidimensionnels
quasi-id�eaux en interaction forte.

Les propri �et�es tr �essp�eci�ques du bord ont provoqu�e un grand nombre d'�etudesexp�erimen-
tales dans les barres de Hall o�u le 
uide de Hall est emprisonn�e dans un �echantillon de forme
rectangulaire. Les deux extr�emit�es de la barre sont g�en�eralement connect�ees �a des r�eservoirs
�electroniqueset les �electrons d�erivent les long des deux bords longitudinaux, en sensoppos�es,
formant deux liquides de Luttinger chiraux. Lesexp�eriencesde transport par e�et tunnel consti-
tuent une mani�ere int�eressante de tester la nature des bords du 
uide de Hall et de v�eri�er la
validit �e de la th�eorie de Luttinger chirale. Au-del�a de la simple barre de Hall, la g�eom�etrie du
point de contact quantique, o�u lesdeux bords sont rapproch�esl'un de l'autre en un point unique,
s'est r�ev�el�eetr �esfructueusepour l' �etude du transport sur lesbords. Elle a permis en particulier
l' �etude de l'e�et tunnel localis�e en un point entre lesdeux bords, validant la th�eoriedesliquides
de Luttinger chiraux pour la description desbords aux remplissages� = 1=m.

Ces derni�eres ann�ees, les progr�es des techniques de r�ealisation d'�echantillons ont favoris�e
la cr�eation de structures beaucoupplus exotiquesdans lesquellesdeux bords sont tr �es proches
(s�epar�esde � 100 �A sur desdistancesmacroscopiques(� 100� m). La pr�esenced'une barri �erede
potentiel tr �eslongueet �ne s�eparant deux 
uides de Hall distincts est la mani�ere la plus simple
de r�ealisercesjonctions quantiques�etendues.Mais, desg�eom�etries plus �elabor�eespermettent que
le facteur de remplissagede chacun desdeux 
uides de Hall, et que la chiralit �e desbords, soit
choisi ind�ependamment ! Dans cesjonctions quantiques �etendues,les interactions entre lesbords
desdeux 
uides distincts sont bien plus importantes que dans la g�eom�etrie du point de contact
quantique. L'e�et tunnel est susceptiblede seproduire tout le long de la jonction, et l'in teraction
de Coulomb entre les deux bords ne peut pas être n�eglig�ee.Cesstructures apparaissent comme
tr �esrichesde ph�enom�enesnouveaux tant du point de vue exp�erimental que th�eorique.

Au cours de cette th�ese,nous avons �etudi�e certains aspects de cesjonctions quantique �eten-
duesen r�egimed'e�et Hall fractionnaire. Dans une premi�ere partie, je r�esumerailes principaux
points th�eoriquesdes�etats de bord de l'e�et Hall quantique fractionnaire. J'exposeraiavec soin
la th�eorie des liquides de Luttinger chiraux, qui est l'outil th�eoriquecentral de cestravaux.

Puis, je d�etaillerai, dansunesecondepartie, l' �etudedu transport tunnel �a traversunejonction
quantique �etendue de longueur �nie, s�eparant deux 
uides de Hall �a remplissage� = 1=m
identiques, lorsque les interactions coulombiennes�a longuedistance sont pr�esentes. Je r�ealiserai
un calcul perturbatif du courant et du bruit tunnel �a temp�erature �nie, bas�e sur la th�eorie des
liquides de Luttinger chiraux et de la bosonisation.J'obtiendrai la valeur du courant tunnel et du
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bruit en fonction de la di� �erencedepotentiel appliqu�eeentre lesbords,du facteur de remplissage,
de le longueur de la barri �ereet de la temp�erature. Je discuterai lesdi� �erents r�egimesde courant
en fonction des quatre param�etres pr�ec�edents, et mettrai en �evidence,outre les non-lin�earit�es
typiquesdu transport dans les liquides de Luttinger, dese�ets de seuil et desoscillations li�esau
caract�ere �etendu de la jonction.

La troisi�emepartie seraconsacr�ee�a l' �etude despropri �et�esde transport tunnel d'une jonction
quantique �etenduedansune g�eom�etrie en coin. Cette g�eom�etrie o�u deux plans �electroniquessont
�a 90� l'un de l'autre conduit �a la formation d'une jonction quantique �etendueentre canaux de
bords de deux 
uides de Hall de remplissageset de chiralit �es ind�ependants. Je discuterai en
premier lieu la relation de dispersion�a une particule de cesyst�emesuivant leschiralit �esrelatives
desdeux bords. La relation de dispersion conduit �a l'apparition d'un param�etre suppl�ementaire
(l'incommensurabilit �e du syst�eme) par rapport �a la jonction quantique �etendue pr�ec�edemment
�etudi�ee.Dans le cascontre-propageant, je calculerai la conductancedi� �erentielle tunnel en l'ab-
senced'in teraction et �a remplissageentier. Je mettrai en �evidencedeux r�egimesdistincts de
transport. En pr�esenced'in teractions coulombiennes, la m�ethode de bosonisation montre que
le syst�eme est d�ecrit par un Hamiltonien de sine-Gordon avec un terme d'incommensurabilit�e.
Il apparâ�t une transition de phase de type commensurable-incommensurableen fonction de
la force des interactions et du param�etre d'incommensurabilit�e. Dans le cas in�edit de canaux
co-propageant, je montrerai par bosonisation que le syst�eme est d�ecrit par un Hamiltonien de
sine-Gordonchiral. Je calculerai perturbativ ement le courant tunnel entre les bords en fonction
des facteurs de remplissagedistincts des deux bords, de l'in teraction de Coulomb �a travers la
jonction et de la longueur de la barri �ere. Je mettrai en �evidencedi� �erents r�egimesen fonction
desparam�etres pr�ec�edents.

Dans la derni�ere partie, j' �etudierai la jonction quantique �etendue du chapitre I I I dans un
r�egime d'in teraction o�u l'in tensit�e de l'in teraction de Coulomb �a travers la jonction est plus
importante qu'�a l'in t�erieur de chaque 
uide de Hall en l'absenced'e�et tunnel. Cette situation
correspond simplement au caso�u la constante di�electriquede la jonction est plus faible que celle
des gaz d'�electrons qui constituent les deux 
uides de Hall. J'appliquerai la th�eorie 2 + 1 du
champ moyen de Chern-Simonspour d�eterminer le pro�l de densit�e �electronique des bords en
fonction de la forcedesinteractions et de l'exc�esde chargeau bord. Je r�esoudrainum�eriquement
le syst�eme d'�equations aux d�eriv�eespartielles de Chern-Simons. Je calculerai ensuite par la
m�ethode RPA, les excitations �el�ementaires des bords. Je mettrai en �evidenceune brisure de
sym�etrie en fonction de l'in tensit�e de l'in teraction �a travers la jonction. Lorsque l'in teraction est
su�sammen t forte, les deux bords sont reconstruits de mani�ere dissym�etrique par rapport �a la
barri �ere.
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Chapitre 2

Pr �esentation de l'e�et Hall
quan tique

L'e�et Hall reposesur la dynamique d'�electronsbidimensionnelsdansun champ magn�etique.
Dans ce chapitre, nous r�esumonsquelquespropri �et�escentrales de ces�electronset de l'e�et Hall
quantique. Nous pr�esentons en premier lieu les syst�emes d'�electrons bidimensionnels puis le
mouvement cyclotron. Des r�esultats exp�erimentaux historiques font ensuite apparâ�tre l'e�et
Hall entier dont nous d�etaillerons les propri �et�es remarquables.Cet e�et ne se comprend que
par le traitement quantique du mouvement �electronique et nous insisterons sur les propri �et�es
de transport des bords du syst�eme �electronique. L'e�et Hall fractionnaire se manifeste dans
des exp�eriencesplus pouss�eeset apparâ�t comme un e�et �a N corps dont nous �enum�ererons
quelquescaract�eristiques.Nous d�etaillerons en�n la th�eoriedesliquides de Tomonaga-Luttinger
chiraux qui d�ecrit la dynamique au bord du syst�eme�electronique dans les conditions de l'e�et
Hall fractionnaire. Cette th�eorie est en e�et centrale pour les travaux que nous exposeronsaux
chapitres suivants.

2.1 R�ealisation du gaz bidimensionnel d' �electrons

Les progr�esr�ecents dans le domaine desconducteursm�esoscopiquesreposent largement sur
la possibilit�e de r�ealisationexp�erimentale de syst�emes�electroniquescon�n �es�a l'in terfacede deux
semi-conducteurs.Cessyst�emes�electroniquesbidimensionnelssont lesc�el�ebresgazbidimension-
nels d'�electrons(2-DEG).

2.1.1 In t �erêt des gaz bidimensionnels

Dans un semi-conducteur massif tridimensionnel non dop�e, la concentration en porteurs
libres est tr �es faible (de l'ordre de ne = 1011=cm3). Ce nombre d'�electrons libres peut être
augment�e en introduisant des dopants au cours de la croissancedu mat�eriau, c'est �a dire des
impuret�es (par exemple, le silicium (Si) dans l'Arseniure de Gallium (GaAs)). Ces impuret�es
vont en e�et s'ioniser, lib�erant ainsi un �electron dans le cas de donneurs (dopage n), ou, au
contraire, en lib�erant un trou pour les accepteurs(dopage p). Cette augmentation du nombre
de porteurs libres contribue �a augmenter la conductivit �e du mat�eriau. Toutefois, la conductivit �e
même �a bassetemp�erature est limit �ee par la di�usion des porteurs libres par ces impuret�es
ionis�ees.Le nombre croissant de dopants augmente m�ecaniquement le nombre de porteurs mais
tout autant celui de centres di�useurs. La solution desh�et�erojonctions �a modulation de dopage
[1] consiste �a s�eparer spatialement les porteurs libres des impuret�es ionis�ees,ce qui permet de
r�eduire�enorm�ement la di�usion [2, 3]. Lors d'un processusdi�usif, le tempsde relaxation dû aux
d�efautset aux impuret�esest mesur�epar la mobilit �e. En pr�esenced'un champ �electriqueext�erieur
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appliqu�e, les �electronsacqui�erent en regime stationnaire, une vitessede d�erive dans la direction
du champ appliqu�e. La mobilit �e est d�e�nie comme le rapport entre cette vitesse et le champ
�electrique. S�eparer les porteurs libres des impuret�es permet donc d'accrô�tre la mobilit �e. C'est
sur ceprincipe que sont constitu�eslesgazbidimensionnelsd'�electrons�a partir d'h�et�erojonctions
�a modulation de dopageque nous allons maintenant d�ecrire.

2.1.2 Rapp el sur les semi-conducteurs

On peut r�ealiser des syst�emes�electroniquesbidimensionnelsde grande qualit �e en utilisant
du Gallium et de l'Arsenic (Ga triv alent et As pentavalent), ainsi que de l'aluminium (Al,
triv alent). L'Arseniure de Gallium (GaAs) fait partie descompos�esdits "I I I-V" . Il est t�etravalent
en moyenneet cubique (comme le sulfure de zinc (ZnS)) ; chaque atome de Ga est entour�e de
quatre voisins d'As. Dans un cristal parfait, la bande de valence est compl�etement remplie
d'�electronset la bandede conduction est compl�etement vide (cf Fig. 2.1). Le potentiel chimique
de ce cristal se trouve entre la bande de valenceet de conduction. Le gap d'�energieentre ces
bandesest 1:42 eV pour GaAs �a 300K et 1:52 eV �a 2K. Cesgapsd'�energiesont beaucoupplus
grandsque l' �energiethermique kB T �a temp�erature ambiante (25 meV �a 300K) et cescristaux se
comportent commedesisolants. Le compos�e Al xGa1� x As, obtenu en rempla�cant certains atomes
de Ga par desatomesde Al, poss�edela mêmestructure cristalline, mais il poss�edeun gap encore
plus grand (cf Fig. 2.1). Le gap d'�energiepour la proportion de Al usuellex = 0:33 est 1:85 eV
�a 300K et 1:97 eV �a 2K.

Ces compos�es acqui�erent le statut de semi-conducteursune fois dop�es par des donneursou
des accepteurs.Consid�eronsd'abord un donneur unique commeun atome de Si. Il va s'ioniser
et lib�erer un �electron dans le cristal parfait. Cet �electron va donc occuper un �etat de la bande
de conduction, et il peut se d�eplacer dans le cristal. Cependant l'atome donneur, priv �e d'un
de ses�electrons, est charg�e positivement. L' �electron libre est captur�e par l'ion donneur quand
la temp�erature est su�sammen t basse.Ils forment un �etat li�e dont l' �energiepeut être calcul�ee
comme l' �energiede liaison de l' �electron dans l'atome d'hydrog�ene, avec une massee�ectiv e et
une constante di�electrique relatives �a l' �electron dans la bande de conduction. L' �etat li�e de plus
basse�energiese trouve donc sous la bande de conduction, �a E d � 20meV de cette bande. A
temp�erature ambiante, le donneur est donc compl�etement ionis�e.

EF

z

E

AlGaAs GaAs

Fig. 2.1 { Niveaux d'�energie de l'h �eterojonction GaAs/Al x Ga1� x As sans donneur. EF est le
potentiel chimique.
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2.1.3 Croissance des h�et �erostructures

La mani�ere la plus commune de r�ealiser ces cristaux est la technique dite d'�epitaxie par
jet mol�eculaire (MBE pour molecular-beam epitaxy). Le principe de cette technique consiste�a
envoyer desatomesou desmol�eculessur un substrat monocristallin chau� �e �a une temp�erature
ad�equate(600� C pour GaAs). Les
ux atomiqueset mol�eculairessont obtenus �a partir de cellules
d'�evaporation contenant les mat�eriaux tr �es purs. La r�ealisation de structures de qualit �e repose
sur la faible di� �erencede param�etres de maille entre les cristaux, ce qui est la cas pour GaAs
et Al xGa1� x As. La croissancedu cristal est r�ealis�eecouche atomique par couche atomique. On
fait d'abord crô�tre le GaAs sur un substrat de mêmenature. A un certain point du processus
de croissance,il est possiblede modi�er la composition de sorte que que l'on passede GaAs
�a Al xGa1� x As. Ce type de structure est appel�ee une h�et�erojonction. On peut repr�esenter le
diagrammede bandesde cette h�et�erojonction sansdonneur quand lesdeux cristaux sont parfaits
(cf. Fig. 2.1).

2.1.4 H �et �ero jonction GaAs/AlGaAs

Ce type de structure ne devient int�eressant qu'�a partir du moment o�u le Al xGa1� x As est
dop�e avec les donneursSi. A temp�erature nulle, l' �energiede Fermi dans Al xGa1� x As se trouve
juste au-dessusdes �etats li�es des donneurs, qui se trouvent eux-mêmesau-dessusde la bande
de conduction de GaAs. Il seproduit donc un transfert naturel des�electrons li�esaux donneurs
de Al xGa1� x As vers les niveaux vides de la bande de conduction de GaAs. Ce transfert de
chargesproduit une polarisation �electrique �a travers la jonction : GaAs est charg�e n�egativement
alors que Al xGa1� x As est charg�e positivement. Le champ �electrique associ�e �a cette polarisation
courbe les niveaux d'�energie (cf Fig. 2.2) de la bande de conduction et de valence des deux
cristaux. Cette modi�cation de la structure �energ�etique conduit �a l' �equilibre des populations
�electroniquesde part et d'autre de la jonction. La structure de bande obtenue est repr�esent�ee
�a la Fig. (2.2). On constate que la courbure des niveaux d'�energieconduit �a ce que le bas de

EF

z

AlGaAs

E

GaAs

Fig. 2.2 { Niveaux d'�energiede l'h �eterojonction GaAs/Al x Ga1� x As avec donneurs. La polari-
sation induite courbe les niveaux et cr�e�e la couche d'inversion dans le GaAs o�u sont pi�eg�es les
�electronstransf�er�es.La bandede conduction de GaAs passeen e�et sousle niveaude Fermi E F

et cr�eeun puit de potentiel triangulaire.

la bande de conduction de GaAs passesous le niveau de Fermi. Les �electrons peuplant cette
partie de la bande de conduction du GaAs senomment les �electronsde la couche "d'inversion".
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On peut montrer que le champ �electrique �a travers la couche d'inversion est constant et donc
que le potentiel �electrique associ�e est lin�eaire, alors qu'il est extrêmement �elev�e du cot�e du
Al xGa1� x As. Cette caract�eristique conduit �a un potentiel de con�nement triangulaire pour les
�electronsde la couche d'inversion.On note z la direction de croissancedescristaux, xy est le plan
perpendiculaire �a z. Le calcul des fonctions d'onde propres de ce puit de potentiel triangulaire
montre quedes�etats li�esseforment le long de la direction z alors quele mouvement des�electrons
est libre dans le plan xy. Dans ce type de structure, la di� �erenced'�energieentre les niveaux des
�etats li�es,due au con�nement suivant l'axe z, est su�sammen t �elev�eepour que tous les�electrons
occupent seulement le niveaule plus bas.Ainsi le mouvement des�electronsle long de la direction
z estcompl�etement gel�eet les�electronsnesed�eplacent librement quedansle plan xy. L' �epaisseur
de cette couche �electronique, le long de la direction z est typiquement de l'ordre de 100�A pour
des�echantillons dont la taille dans les directions x et y est de l'ordre du � m. On a ainsi r�ealis�e
un gaz bidimensionnel d'�electrons. On peut ainsi r�esumer le principe des h�et�erostructures �a
modulation de dopage: on fait crô�tre successivement un mat�eriau �a grand gap dop�e de type n,
et un mat�eriau de gap plus faible non dop�e; il secr�eedonc �a l'in terface de cesdeux mat�eriaux
un puit de potentiel qui pi�egeles �electronslib�er�espar les dopants localis�es dans le mat�eriau de
grand gap. Le type de dopage,ainsi que les typesde cristaux utilis �esconduisant �a la formation
du gazbidimensionnelsont multiples mais le principe g�en�eral est celui d�ecrit ci-dessus.On peut
�egalement fabriquer des h�et�erojonctions de mat�eriaux I I-VI (CdTe/HgCdTe) ou encoreIV-IV
(Si/Ge). Notons en�n qu'historiquement, ce sont les transistors �a e�et de champ de type MOS
dans le silicium (Si MOSFET) qui permirent la r�ealisation des premiers gaz bidimensionnels
d'�electrons.

2.1.5 Propri �et �es du gaz bidimensionnel obten u

Dans les h�et�erojonctions GaAs/AlGaAs que nous �etudions, les �electrons bidimensionnels
apparaissent du cot�e du GaAs, et les donneurs charg�es positivement sont localis�es de l'autre
cot�e de la jonction. On a r�eussi�a s�eparerspatialement lesporteurs libres desimpuret�esionis�ees.
L'e�et du potentiel al�eatoiredesimpuret�essur les�electronsest tr �esfaible, et on peut ainsi r�ealiser
des�echantillons avecune tr �esgrandemobilit �e. Dans un semi-conducteurmassif tridimensionnel
dop�e de concentration en porteurs de 1017/cm 3, la mobilit �e est de l'ordre de 104cm2/Vs. En
revanche, dans un gaz bidimensionnel d'�electronsde concentration en porteur de 1012/cm 2 sur
une �epaisseurde 100�A (ce qui correspond �a une densit�e tridimensionnelle de 1018/cm 3), la
mobilit �e est de 106cm2/Vs et peut être port�ee�a 107cm2/Vs. Notons que la densit�e �electronique
est �x �ee automatiquement au moment de la croissancedes cristaux. On peut n�eanmoins la
modi�er en posant une �electrode m�etallique (une grille) pr�es de l'in terface. Cela permet de
cr�eer un champ �electrique perpendiculaire �a la jonction. En faisant varier le potentiel �electrique
appliqu�e �a cette grille, il est possibled'ajuster la densit�e �electronique ne dans des proportions
allant de2� 1011/cm 2 ou 2� 1012/cm 2 (densit�e typique degazbidimensionnelsdeGaAs/AlGaAs)
�a desdensit�esbeaucoupplus faibles (104/cm 2).

Dans de telles structures la distancemoyenneentre �electronsvoisinsest de l'ordre de 10 nm.
Le nombre d'onde de Fermi est donc de 0:1 nm� 1. Cette valeur est n�egligeabledevant la taille
de la zonede Brillouin (� 10nm � 1) et les �electronsoccupent le bas de la bande de conduction.
La longueur d'onde des�electronsest beaucoupplus grande que la constante de r�eseaudu semi-
conducteur. Ainsi, le potentiel p�eriodique du cristal est moyenn�e et ne joue pas de rôle sur la
d�etermination des fonctions propres du syst�eme. Son e�et est compl�etement pris en compte
dans une renormalisation de la massedes �electrons.L'in
uence du potentiel sur la dynamique
des �electrons est en e�et contenue dans une massee�ectiv e m�

e des �electrons (m �
e = 0:067me

dans le GaAs). En n�egligeant l'e�et du r�eseaucristallin, les gaz bidimensionnelssont consid�er�es
comme isotropes dans le plan xy. Dans l' �etude de l'e�et Hall, les �electrons sont consid�erons
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commepolaris�es de spin et il est souvent justi� �e de n�egliger l'indice de spin dans le traitement
de ce type de ph�enom�ene; c'est la convention que nous adopteronsdans la suite. On peut donc
consid�erer le 2-DEG souschamp magn�etique commeun syst�emeisotropeo�u des�electrons,dont le
degr�ede libert�edespin estgel�e, sed�eplacent dansun plan, sont soumisuniquement �a un potentiel
al�eatoire dû aux impuret�eset serepoussent mutuellement par l'in teraction coulombienne.

Commen�cons maintenant la description de l'e�et Hall quantique par l'in troduction d'un
champ magn�etique appliqu�e perpendiculairement au gaz bidimensionnel d'�electrons

2.2 Mouv ement classique de l' �electron

2.2.1 Electron dans un champ magn �etique.

Consid�eronsun gaz bidimensionneld'�electronssitu�e dans le plan xy. Un champ magn�etique
est appliqu�e suivant l'axe z. Les coordonn�eessuivant l'axe z de la position r de l' �electron et de
sa vitessev sont nulles. Les coordonn�eesdu champs magn�etique sont B = (0; 0; B ). On note, �a
partir d'ici, m la massee�ectiv e de l' �electron et qe = � e sa charge, avec e > 0. L' �electron est
soumis �a la force de Lorentz et son �equation du mouvement est donc :

m
d2

dt2 r = qev � B (2.1)

Cette �equation d�ecouledu Lagrangien

L =
1
2

mv2 + qevA (2.2)

avec A le potentiel-vecteur correspondant au champ magn�etique B 1. En e�et, les �equations
d'Euler-Lagrange pour la composante x conduisent �a

m•x = qevyB (2.3)

En proc�edant de mêmepour la composante y, on retrouvebien (2.2). On d�eduit de ceLagrangien
le moment canoniquep et l'Hamiltonien H :

p =
@L
@v

= mv + qeA (2.4)

et
H =

1
2m

(p � qeA )2 (2.5)

A partir de (2.1), il est relativement facile de d�eterminer les solutions des�equationsdu mouve-
ment. En formant, par exemple,la quantit �e z = x + iy (�a ne pas confondreavec la coordonn�ee
z qui ne joue ici aucun rôle), le syst�emed'�equations(2.1) ser�e�ecrit

•z = �
iqeB

m
_z (2.6)

La solution analytique des�equationsdu mouvement s'obtient par int�egration directe :

_z = _z0ei! c t

z = � i
! c

_z0(ei! c t � 1) + z0

(2.7)

1La relation r � A = B est satisfaite si on se place en particulier dans la jauge de Landau A = (0; B x; 0).
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avec _z0 la vitesse initiale, z0 la position initiale et la pulsation cyclotron2 ! c = jqejB =m. Le
mouvement classiquesuit des orbites cyclotrons, dont la tra jectoire est un cercle de centre

R = (X ; Y; 0) et de rayon r 0 = m
q

_x2
0 + _y2

0=jqejB . Cesdeux param�etres sont d�etermin�espar les
conditions initiales. On peut ainsi exprimer la position et la vitessede l' �electron comme:

r = R + r 0(cos(! ct); sin(! ct); 0)

v = r0! c(� sin(! ct); cos(! ct); 0)
(2.8)

Dans les coordonn�ees(� ; � ; 0) relativesau centre de l'orbite cyclotron, la solution devient :

r = (X + � ; Y + � ; 0)

v = ! c(� � ; � ; 0)
(2.9)

On peut �egalement d�eterminer lescoordonn�eesdu moment canonique,en choisissant l'expression
du potentiel-vecteur dans la jauge sym�etrique A = (� B y=2; B x=2; 0) :

p =
1
2

qeB (� Y + � ; X � � ; 0) (2.10)

L' �energiecin�etique est donn�ee3 par Ec = 1
2m! 2

cr 2
0. On peut en�n utiliser lescoordonn�eespolaires

pour d�eterminer la composante suivant la direction z du moment angulaire L :

L z =
@L

@_�
= r � p jz=

1
2

qeB (R2 � r 2
0) (2.11)

Nous avons ainsi compl�etement d�etermin�e la dynamique d'un �electron classiquebidimensionnel
dans un champ magn�etique perpendiculaire au 2-DEG.

2.2.2 Electron dans un champ magn �etique et �electrique.

Nous rajoutons un champ �electrique constant et uniforme E dans la direction x, ce qui peut
correspondre, comme nous le verrons plus bas, �a un potentiel de con�nement lin�eaire dû aux
bords de l' �echantillon suivant la direction y. Les coordonn�eesdu champ �electrique sont donc
E = (E; 0; 0). L' �electron est maintenant soumis�a la force de Lorentz suivante :

m
d2

dt2 r = qe(E + v � B ) (2.12)

Le traitement similaire �a celui que l'on vient de r�ealiser conduit �a l'expression suivante de la
vitesse:

v = (� r 0! c sin(! ct); r 0! c cos(! ct) + v0; 0) (2.13)

avec v0 = � E=B que l'on appelle la vitessede d�erive. On constateque le mouvement r�esulte de
la superposition du mouvement cyclotron d�ecrit pr�ec�edemment et d'un mouvement de d�erive �a
la vitesseconstante v = E � B =B2 perpendiculaire �a la fois au champ magn�etique et au champ
�electrique.Cette d�erive �a lieu le long desbordsde l' �echantillon. En e�et, en l'absenced'impuret �es,
le potentiel �electrostatiquequesubit l' �electron estuniforme au centre de l' �echantillon et s'incurve
tr �esfortement pour produire lesparois de con�nement queconstituent lesbords. Cette variation
spatiale du potentiel U(x; y) est li�ee�a un champ �electrique E = �r (U) perpendiculaire au bord
rectiligne concern�e. Dans notre traitement, ce champs �electrique dû au bord est dirig�e suivant
la direction x, produisant un mouvement de d�erive suivant la direction y i.e. le long du bord.
On peut observer les orbites cyclotron et les �etats de bord classiquesrespectivement au centre
et sur le bord de la barre de Hall de longueur L et de largeur W �a la Fig. (2.3).

2Dans notre traitemen t qe < 0, la valeur absolue et le signe sont justi� �es.
3En utilisan t � 2 + � 2 = r 2

0 .
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Fig. 2.3 { Description classiquede la barre de Hall : (1) la barre de Hall de longueur L et
de largeur W . On observe les orbites cyclotrons des �electrons au centre de l' �echantillon. Ces
�electrons ne se propagent pas. Les bords sont d�e�nis par un potentiel �electrostatique U(x)
auquel est associ�e le champ E qui conduit les �electrons �a d�eriver perpendiculairement �a E et �a
B . Les �electronsau bord de l' �echantillon sepropagent. (2) pro�l de potentiel U(x) desbords de
l' �echantillon.

2.2.3 Tenseur de conductivit �e.

Le champ �electrique pr�ec�edent provient donc du potentiel de con�nement auquel est soumis
le gazbidimensionnelaux bords de l' �echantillon et il est impos�e par l' �electrostatiquedu syst�eme.
En revanche, un champ �electrique suppl�ementaire ajustable est syst�ematiquement pr�esent dans
les exp�eriencesde transport. Consid�eronsdonc un champ �electrique ext�erieur appliqu�e suivant
la direction y. On peut �ecrire la relation entre cechamp �electrique et le courant, en introduisant
la densit�e de courant i et le tenseur de conductivit �e � :

i = � � E (2.14)

Les relations entre composantes s'�ecrivent :

i x = � xx Ex + � xy Ey

i y = � yxEx + � yyEy

(2.15)

Compte tenu de l'isotropie du syst�eme, nous obtenons les simpli�cations � xx = � yy et � xy =
� � yx . La premi�ere quantit �e est la conductivit �e longitudinale, la secondeest la conductivit �e de
Hall. Les relations (2.15) entre la densit�e de courant et le champ �electrique peuvent �egalement
s'exprimer via le tenseur de r�esistivit�e, i.e. l'in versedu tenseur de conductivit �e :

Ex = � xx i x + � xy i y

Ey = � yx i x + � yy i y

(2.16)

avec la r�esistivit�e longitudinale
� xx = � yy =

� xx

� 2
xx + � 2

xy
(2.17)

et la r�esistivit�e de Hall
� xy = � � yx = �

� xy

� 2
xx + � 2

xy
(2.18)

On peut calculer analytiquement le tenseur de conductivit �e d'un tel syst�eme en l'absencede
di�usion par des impuret�es.La densit�e de courant est donn�eepar :

i = neqev = (0; � neqeE=B; 0) (2.19)
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A partir de (2.14) on d�eduit les composantes � xx = � yy = 0, � xy = � � yx = neqe=B. La
r�esistancede Hall s'en d�eduit imm�ediatement en prenant l'in versede la matrice de conductivit �e
� xx = � yy = 0, � xy = � � yx = � B =neqe. La r�esistivit�e longitudinale estdoncnulle, et la r�esistivit�e
de Hall varie lin�eairement avec le champ magn�etique appliqu�e et l'in versede la densit�e.

2.2.4 Mo d�ele de Drude.

Dans un �echantillon r�eel, le 2-DEG contient des impuret�eset les porteurs sont soumis�a des
processusde di�usion �elastiqueset in�elastiques.A champ magn�etique de faible intensit�e, et en
r�egime stationnaire, le taux auquel les �electrons re�coivent un moment cin�etique via le champ
ext�erieur, est exactement �egalau taux auquel ils perdent du moment cin�etique par di�usion par
les impuret�es. �

dp
dt

�

dif f usion
=

�
dp
dt

�

champ
(2.20)

En faisant intervenir le temps de relaxation dû aux impuret�es � , les �equations du mouvement
des�electronsen r�egimepermanent deviennent

mv
�

= qe [E + v � B ] (2.21)

Ce syst�emed'�equationset l'expressioni = neqev conduisent �a l'expressionde Ex en fonction de
i x et i y .

Ex = m=ne� q2
ei x + B =neqei y (2.22)

Le tenseur de r�esistivit�e est alors

� xx = � yy = m=neq2
e�

� xy = � � yx = B =neqe

(2.23)

Cesdeux derni�eres�equations fournissent les r�esistivit�es de Drude. Ce mod�ele simple mais plus
r�ealiste que le pr�ec�edent pr�edit donc que la r�esistivit�e longitudinale est constante alors que la
r�esistivit�e de Hall croit lin�eairement avec le champ magn�etique.

2.2.5 Mesures de conductivit �e.

Cesquantit �es jouent un rôle fondamental dans la d�ecouverte et l' �etude de l'e�et Hall quan-
tique. Elles sont mesur�eespar le dispositif repr�esent�e �a la Fig. (2.4). Le courant I traverse
un �echantillon rectangulaire et on mesure les di� �erencesde potentiel appliqu�eesVL = VAB et
VH = VAC par les �electrodes4. Notons que dans cette situation le champ �electrique ext�erieur est
appliqu�e suivant les direction x et y, contrairement au traitement pr�ec�edent. Si on supposeque
le courant est uniforme dans la direction x, i y = I =W et i x = 0, o�u W est la largeur de l' �echan-
tillon. Les composantes du champ �electrique sont donn�eespar E y = VAB =L et Ex = VAC =W.
L est la distance entre les �electrodes A et B . A partir de l�a, il est clair que � yy = VAB W=I L et
� xy = VAC =I = RH . Remarquonsque la r�esistivit�e de Hall est identique �a la r�esistancede Hall
VAC =I et qu'elle est ind�ependante desdimensionsde l' �echantillon. On peut maintenant mesurer
le tenseur de conductivit �e d'un tel syst�eme en l'absencede di�usion par des impuret�es. Dans
la pratique, cesrelations sont �egalement utilis �eespour caract�eriser la densit�e de porteur n e de
l' �echantillon consid�er�e en mesurant la r�esistancede Hall �a champ magn�etique donn�e.

4qeVAB = � B � � A et qeVAC = � C � � A
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Fig. 2.4 { Barre de Hall et �electrodespour mesurer le tenseur de r�esistivit�e.

2.3 E�et Hall quan tique entier

2.3.1 Mise en �evidence exp�erimen tale

D'apr�es la th�eorie de Drude qui semble r�ealiste au niveau classique,les r�esistivit�es longitu-
dinale et de Hall sont donn�eesrespectivement par � xx = � yy = m=neq2

e� , � xy = � � yx = B =neqe

dans un champ magn�etique faible. La r�esistivit�e de Hall d�ecrô�t donc de mani�ere inversement
proportionnelle �a la densit�e �electronique,et elle ne d�epend pas du temps de relaxation � li�e aux
impuret�es. Exp�erimentalement, �a champs magn�etique faible, la r�esistivit�e diagonale est e�ec-
tiv ement approximativ ement constante et la r�esistivit�e de Hall augmente lin�eairement avec le
champ. Le comportement r�eel en r�egimede champ magn�etique fort est toutefois bien di� �erent.
Nous voyons �a la Fig. (2.5), les r�esultats de l'exp�eriencede Wakabayashi et al. en 1978 [4]. Ils

Fig. 2.5 { Conductivit �es longitudinale et de Hall en fonction de la tension de grille, donc de
la densit�e �electronique. Il apparâ�t des r�egions o�u la conductivit �e longitudinale � xx est tr �es
fortement r�eduite, simultan�ement la conductivit �e de Hall � xy s'approche de nejqej=B.

ont mesur�esles conductivit �e � xx et � xy dans un �echantillon de Si-MOS. Cesr�esultats montrent
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qu'il existedesr�egionso�u la conductivit �e diagonaledevient tr �esfaible ; alors quesimultan�ement,
la conductivit �e de Hall serapproche de nejqej=B, c'est �a dire l'in versede � xy dans la th�eorie de
Drude.

Par ailleurs, von Klitzing et al ont r�ealis�e desmesurestr �espr�ecisesdu tenseur de r�esistivit�e
dansun �echantillon de Si-MOS en 1980[5]. Ils ont obtenu lesr�esultats desFig. (2.6), (2.7). Ici, le
champ magn�etique est maintenu constant alors que la densit�e �electroniquevarie par application
d'un potentiel �electrostatique via une grille pos�ee sur l' �echantillon. Ils mettent en �evidence
deux caract�eristiquesmajeures.D'une part, la r�esistivit�e longitudinale oscille fortement avecdes
minima quasi-nuls (cf. Fig. 2.6) alors que des plateaux apparaissent dans la r�esistivit�e de Hall
qui restealors constante quand la densit�e varie (cf. Fig. 2.7). Cesr�egionsde plateaux co•�ncident

Fig. 2.6 { R�esistivit�e longitudinale � xx en fonction du potentiel de grille, et donc de la densit�e
�electronique.On observe l'oscillation de la r�esistivit�e jusqu'�a l'annulation.

avec l'annulation de la r�esistivit�e longitudinale. Les oscillations de la r�esistivit�e longitudinale
sont desoscillations de Shubnikov-deHaas.D'autre part, la valeur de la r�esistivit�e de Hall dans
la r�egion desplateaux est exactement donn�eepar h=e2 divis�e par un entier (cf. Fig. 2.7). Cela
signi�e quela conductivit �e de Hall � xy est quanti� �een multiple de ceque l'on appelle le quantum
de conductancee2=h. Cet e�et est, �a ce titre, quali� �e d'e�et Hall quantique entier (EHQE).

Fig. 2.7 { R�esistivit�e de Hall � xy en fonction du potentiel de grille, et donc de la densit�e
�electronique.On observe la formation d'un plateau aux valeursde tensionde grille correspondant
�a l'annulation de � xx . La valeur de la r�esistivit�e de Hall �a ce plateau est � xy � h=4e2 (h=e2 =
25812
).

Il est important de souligner que la d�ecouverte de la quanti�cation de la conductivit �e de
Hall a ouvert la voie �a desmesuresextrêmement pr�ecisesde la valeur de la constante physique
e2=h. La valeur obtenue �a partir desplateaux d�ecouverts par von Klitzing co•�ncide avecla valeur
de e2=h, obtenue de mani�ere ind�ependante avec une pr�ecisionde cinq chi�res signi�catifs. Les
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raisonsqui expliquent une telle particularit �e tiennent �a la bidimensionnalit�e du syst�eme.Comme
on l'a vu pr�ec�edemment, dans ce type de syst�eme� xy = RH ; pour obtenir la r�esistivit�e de Hall,
il su�t de mesurer pr�ecis�ement la di� �erencede potentiel appliqu�e et le courant mais pas les
dimensionsde l' �echantillon, commec'est souvent la cas dans les exp�eriencesde m�etrologie. De
plus, comme� xx et � xx s'annulent au niveaudesplateaux, il n'est pas n�ecessairede positionner
les �electrodesA et C perpendiculairement au courant. Sanscesdeux caract�eristiques la mesure
pr�ecisede l'e�et Hall serait presqueimpossible.Il a vite �et�e montr �e que cescaract�eristiques se
retrouvaient dansd'autres syst�emeset en particulier dans lesh�et�erojonctions de GaAs/AlGaAs.
Dans la plupart desexp�eriencesr�ealis�ees�a partir de cesh�et�erojonctions, la densit�e �electronique
est maintenue constante et les grandeurs � xy et � xy sont mesur�eesdans un champ magn�etique
variable. Les plateaux se forment presqueexclusivement dans la r�egion de fort champ ce qui
donnedescourbesexp�erimentales commemontr �ees�a la Fig. (2.8). On voit sur cesr�esultats que
� xy pr�esente un pro�l enmarched'escalier.On constatequela conductivit �edeHall �a temp�erature
tr �esfaible est quanti� �eeen multiple de e2=h, et la r�esistivit�e diagonales'annule dans la zonedes
plateaux. En r�ealisant desmesuresbeaucoupplus pr�ecises,les caract�eristiquessuivantes ont �et�e
misesen �evidence.Les di� �erencesde valeur entre di� �erents �echantillons, entre di� �erent typesde
substrat (Si MOSFET ou h�et�erojonctions �a basede GaAs), et les di� �erencesentre les plateaux
sont inf�erieures�a 10� 10 de la valeur quanti� �eedesplateaux.

Fig. 2.8 { La r�esistivit�e de Hall varie par plateaux avec le champ magn�etique, elle est quanti� �ee
en h=ie2 avec i entier. La r�esistivit�e longitudinale est �a peu pr�esconstante �a champ faible, elle
oscille fortement �a fort champ (SdH), sesminima sont quasi-nuls et coincident avec lesplateaux
de la r�esistancede Hall.

2.3.2 Sp�eci�cit �e de l'e�et Hall

Par ailleurs, on peut comparer la valeur absoluede la r�esistivit�e de Hall avec une r�esistance
�etalon. Un certain nombre de laboratoires conservent en e�et cesr�esistances�etalon . La m�ethode
la plus �able pour calibrer une r�esistanceest la m�ethode dite de "cross-capacitor". La capacit�e
d'un condensateurpeut être d�etermin�eepar la mesurede sesdimensionsg�eom�etriques. L'imp �e-
danceen r�egimealternatif (AC) d'un condensateurest homog�ene�a une r�esistance,on peut donc
l'utiliser pour calibrer le quantum de r�esistance.Cette m�ethode ne permet la calibration qu'�a une
pr�ecisionrelative de 10� 8. Par cons�equent, on ne peut pasd�eterminer la valeur de e2=h par e�et
Hall avec une pr�ecisionsup�erieure �a cette valeur. La valeur RK = RK � 90 = 25812:807
 ' h=e2

est la valeur o�cielle de la r�esistancequanti� �ee de Hall, prôn�ee par l"International Metrology
Commitee" en 1988 et d�etermin�ee par la m�ethode capacitive pr�ec�edente. Sur la Fig. (2.9), on
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Fig. 2.9 { Di� �erencesde mesuresde la r�esistivit�e de Hall par rapport �a RK � 90 = 25812:807

et normalis�eepar RK � 90

peut voir les �ecarts �a cette valeur, mesur�es par e�et Hall [6]. RK (N PL) est la valeur obtenue
par "National Physical Laboratory " en Grande-Bretagne,RK (N I ST) est la valeur obtenue par
le "National Institute of Standards and Technology et RK (N M L) est la valeur obtenue par le
"National Measurement Laboratory" en Australie. On y voit �egalement la valeurs de h=e2 d�e-
duite de la constante de structure �ne � = e2=ch, � (ae). Ce graphique montre clairement les
limites dans la d�etermination de h=e2 par e�et Hall. Ainsi, actuellement on consid�ere la valeur
RK = RK � 90 comme�etant le quantum h=e2.

2.4 Mouv ement quan tique de l' �electron

Les r�esultats exp�erimentaux concernant la conductance de Hall indiquent clairement que
le traitement classiquedu mouvement de l' �electron est insu�san t pour d�ecrire la richessedu
ph�enom�ene.Il est n�ecessairede proc�eder �a la r�esolution quantique du probl�eme.

2.4.1 Hamiltonien quantique et relations de comm utation.

Nouscommen�conspar traiter la situation o�u aucunchamp �electriqueext�erieur n'est appliqu�e.
Le syst�emeest alors isotrope. Cette situation correspond au syst�emed'�electronsdans le 2-DEG
loin desparois de con�nement de l' �echantillon qui bordent le gaz.Les�electronssont alors dansle
volume par opposition au bord. L'Hamiltonien quantique �a une particule H est obtenu �a partir
de celui de la m�ecaniqueclassique(2.4) :

H =
1

2m
(p � qeA (r ))2 (2.24)

Ici, r est l'op�erateur de position et p est l'op�erateur de moment canonique. Ils v�eri�en t les re-
lations de commutations canoniques[p� ; r � ] = � i �h� �;� avec �; � = x; y; z. C'est la pr�esencede
l'op�erateur vecteur-potentiel A (r ) qui emp̂eche le moment canoniquede commuter avecl'Hamil-
tonien 5. Commedans le casclassique,l'op�erateur moment canoniquep n'est pas proportionnel
�a l'op�erateur vitessev. D'apr�es l' �equation de Heisenberg

v = (i=�h)[H ; r ] = (1=m)(p � qeA ) (2.25)

5Dans la jauge sym�etrique A = (� B y=2; B x=2; 0) on obtient [px ; A y ] = B =2[px ; x] et [py ; A x ] = � B =2[py ; y].
Les relations de commutation sont alors [p� ; A � ] = � i �hB =2� �;� .
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Introduisons�a pr�esent l'op�erateur moment dynamique �!� = mv = p � qeA . Il ob�eit aux relations
de commutations suivantes :

[� � ; � � ] = i �hqeB � �;� = � i
�h2

l2
� �;� (2.26)

avec la longueur magn�etique6 l =
p

�h=jqejB . � �;� est le tenseur compl�etement anti-sym�etrique
de Levi-Civita avec �; � = x; y et � x;y = 1. Ce moment dynamique �!� ne commute pas non plus
avec l'Hamiltonien H .

2.4.2 Niv eaux de Landau

L'Hamiltonien (2.24) s'exprime donc seulement en fonction du moment dynamique :

H =
1

2m
�!� 2 (2.27)

Il est plus commode de consid�erer, au lieu de l'habituelle paire d'op�erateurscanoniques(r ; p), la
paire correctement normalis�ee(� x ; � y). En e�et, la relation decommutation [� � ; � � ] = � i �h2=l2� �;�

autorise le choix de cesop�erateurs canoniques.L'Hamiltonien s'exprime donc commeune com-
binaison lin�eairede � 2

x et de � 2
y , cequi lui conf�ere la mêmestructure alg�ebrique qu'un oscillateur

harmonique unidimensionnel. On s'inspire alors du traitement de ce probl�eme classiqueen in-
troduisant les op�erateurs cr�eation-annihilation ay et a qui v�eri�en t [a;ay] = 1 et

a = lp
2�h

(� x � i� y)

ay = lp
2�h

(� x + i� y)

(2.28)

L'Hamiltonien devient alors :
H = �h! c

�
aya +

1
2

�
(2.29)

Comme dans l'oscillateur harmonique, les valeurs des �energiespropres � sont discr�etes et sont
indic�eespar un entier n

� n = �h! c(n + 1=2) (2.30)

Ces�etats d'�energiediscr�ete sont appel�eslesniveaux de Landau (cf. Fig. 2.10) pour les �electrons
du volume i.e. loin desbords de l' �echantillon. Ces�etats sont spatialement d�eg�en�er�esen �energie.
Pour s'enrendre compte, introduisonslesop�erateursX et Y de coordonn�eesdu centre de l'orbite
cyclotron, par analogieau casclassique.

2.4.3 Pseudo-momen t

Les coordonn�eesdu centre de l'orbite cyclotron sont d�e�nies par les relations :

r = (X +
l2

�h
� y ; Y �

l2

�h
� x ; 0) (2.31)

Les op�erateurs X et Y ob�eissent aux relations de commutations7 [X ; Y ] = il 2 . En l'absence
de champ magn�etique, l'op�erateur de moment p est le g�en�erateur des translations. L'op�erateur
de translation commute avec l'Hamiltonien, il est donc �evident qu'en pr�esenced'un champ ma-
gn�etique ext�erieur le moment canonique p n'est plus g�en�erateur des translations, alors que le

6Dans notre traitemen t qe < 0, la valeur absolue et le signe se justi�en t alors dans (2.26)
7En e�et, (X ; Y; 0) = (x � l2

�h � y ; y + l2

�h � x ; 0) et on remarque que [� � ; r � ] = [p� ; r � ].
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n=0

n=2

n=1

E(x)

x=kl 2

Fig. 2.10 { Niveaux de Landau. Au centre de la �gure, les niveaux correspondent �a la situation
sans champ ext�erieur i.e. sans potentiel de con�nement. On est alors dans le volume. Sur les
cot�es, le potentiel de con�nement parabolique courbe lesniveaux, qu'occupent alors les �etats de
bord.

syst�eme est invariant par translation. Le moment dynamique �!� introduit pr�ec�edemment ne
peut pas non plus engendrer les translations car il ne commute pas avec l'Hamiltonien (2.27).
Le g�en�erateur destranslations convenableest appel�e le pseudo-moment K :

K = p � qeA + qeB � r (2.32)

Cet op�erateur commute avec � = p � qeA , et donc avec l'Hamiltonien ( 2.24) 8. Les op�erateurs
X et Y sont reli�es aux op�erateurs de pseudo-moment K x = � qeB Y et K y = qeB X , et donc
commutent avec � . En cons�equence,ils commutent �egalement avec l'Hamiltonien et les niveaux
de Landau sont d�eg�en�er�espar rapport �a la libert�e de choix de X et de Y .

2.4.4 Etats d�eg�en�er�es dans le plan

Nous pouvonsmaintenant �etudier plus en d�etails la libert�e de choix de X et Y . Compte tenu
de l'isotropie du syst�eme,nouschoisissonspour cela la jaugesym�etrique A = (� B y=2; B x=2; 0),
l'op�erateur de moment angulaire suivant z s'exprime alors de la mani�ere suivante :

L z =
l2

2�h
(� 2

x + � 2
y) �

�h
2l2

(X 2 + Y 2) (2.33)

Notons que ces r�esultats sont coh�erents avec ceux trouv�es lors du traitement classique(2.11)
avecR2 = X 2 + Y 2 et r 2

0 = (l2=�h)2(� 2
x + � 2

y). Ce terme est proportionnel �a l' �energiecin�etique, i.e
�a l'Hamiltonien et l'autre s'exprime en fonction de X et Y . CommeL z commute avecl'Hamilto-
nien, sesvaleursproprespeuvent être utilis �eespour indicer les�etats d�eg�en�er�esd'un mêmeniveau
de Landau et obtenir des fonctions d'onde propres de l'Hamiltonien et du moment cin�etique.
Introduisonsles op�erateurs cr�eation-annihilation by et b avec [b;by] = 1 :

b = 1p
2l

(X + iY )

by = 1p
2l

(X � iY )
(2.34)

8Comme K x � � x � (qeB )y = � x + (�h=l2 )y et K y � � y � (�h=l2)x, on obtient [K x ; � x ] = 0 et [K x ; � y ] =
� i �hqeB + i �hqeB = 0.
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D�es lors, nous obtenons:
L z = �h(aya � byb) (2.35)

On en conclut qu'un �etat �electroniqueest d�ecrit par un ket jn; mi avec n; m � 0. Il s'agit d'un
vecteur propre de aya et byb9 :

ayajn; mi = njn; mi

bybjn; mi = mjn; mi
(2.36)

Les valeurs propres de L z sont �h(n � m). Revenons �a l'expression des op�erateurs cr�eation-
annihilation en fonction de op�erateurs coordonn�eesde r .

a = 1p
2l

�
� i

2(x � iy ) � il 2( @
@x � i @

@y )
�

b = 1p
2l

�
1
2(x + iy ) + l2( @

@x + i @
@y )

� (2.37)

La fonction d'onde j0; 0i du fondamental en repr�esentation de coordonn�ees 0;0(r ) = hr j0; 0i est
obtenue en r�esolvant l' �equation aj0; 0i = bj0; 0i = 0. On peut utiliser les coordonn�eescomplexes
z = (x � iy )=l et z� = (x + iy )=l.

 0;0(r ) =
1

p
2� l

e�j zj2=4 =
1

p
2� l

e� r 2=4l2
(2.38)

On d�etermine les fonctions d'onde desautres �etats par :

 n;m (r ) =
(ay)n
p

n!

(by)m
p

m!
 0;0(r ) (2.39)

Ainsi, les�etats propresde l'Hamiltonien et du moment cin�etique s'expriment par despolynômes
de Laguerre. Ces �etats �a une particule d�ecrivent des �electrons de volume pour lesquelsnous
pouvons calculer la moyenned'observablesint�eressantes.

2.4.5 Lo calisation des �electrons

Nous nous restreignonsaux fonctions d'onde du niveau de Landau le plus bas :

 0;m (r ) =
1

p
2� 2m m!l

zm e�j zj2=4 =
1

p
2� 2m m!l

�
x � iy

l

� m

e� r 2=4l2
(2.40)

Cette fonction d'onde repr�esente un �electron localis�e sur une couronnecommele montre la Fig.
(2.11). Le maximum de densit�e de probabilit �e de j 0;m (r )j2 setrouve sur une couronnecentr �ee
sur l'origine, de rayon

p
2ml ; l'extension radiale de la fonction d'onde est de l'ordre de l. La

valeur moyennede r 2 est h0; mjr 2j0; mi = 2(m + 1)l2. Il est important de ne pas confondre le
cercle en question avec l'orbite cyclotron classique.En e�et, les calculs de moment angulaire
et d'�energiemontrent clairement que le rayon cyclotron pour le premier niveau de Landau est
l . L' �etat j0; mi est une combinaison lin�eaire de di� �erentes orbites cyclotron de rayon l et dont
les centres sont plac�es sur un cerclede rayon

p
2ml (cf. Fig. 2.12). Consid�eronsmaintenant un

syst�eme de forme circulaire d'aire S = � R2, les �etats pour lesquels2ml 2 > R2 peuvent être
n�eglig�es. Ainsi, le nombre total d'�etats �a un �electron dans le premier niveau de Landau est
S=2� l2. Autrement dit, il y a un �etat �electroniquepar unit �e d'aire 2� l 2. Ceci est �egalement vrai
pour les niveaux de Landau sup�erieurs; dans un syst�emed'aire S, chaque niveau de Landau �a

9m est ici la valeur propre de L z et n'a rien �a voir avec une masse.
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Fig. 2.11 { Densit�e de probabilit �e j 0;m (r )j2 pour m = 16

une d�eg�en�erescencede S=2� l 2. Le 
ux magn�etique qui passe�a travers l'aire �el�ementaire 2� l 2,
occup�ee par un �electron10, est 2� l2B = h=jqej = � 0. On peut donc associer un quantum de

ux � 0 �a un �etat �electronique pour chaque niveau de Landau. Notons une caract�eristique tr �es

Fig. 2.12 { Image classiqueassoci�ee �a 2.11

sp�eci�que des fonctions d'onde du niveau de Landau le plus bas. La repr�esentation en notation
complexe( 2.40) est en e�et compos�eed'un monômeen z �a la puissancem et d'une composante
exponentielle ind�ependante de m. Toutes les fonctions d'onde de ce niveau �etant d�eg�en�er�ees,

10 Nous avons suppos�e que les �electrons sont polaris�es de spin. C'est la raison pour laquelle chaque �etat est
associ�e �a un �electron.

30



n'imp orte quelle combinaison de cesfonctions d'onde est encoreune fonctions propre de H �a la
même �energiepropre. Ainsi, la fonction d'onde suivante est une fonction propre du niveau de
Landau le plus bas

 (r ) = f (z)e�j zj2=4 (2.41)

avec f (z) un polynôme arbitraire en z. La seulerestriction tient au fait que le syst�eme�etant de
taille �nie, le degr�e M du polynôme f (z) est contrain t par la relation M � R2=2l2.

2.5 Electrons quan tiques dans un champ ext �erieur

2.5.1 Champ �electrique uniforme

Etudions maintenant lesfonctions propresdu probl�emepr�ec�edent auquelon ajoute un champ
�electrique uniforme E = (E; 0; 0) le long de l'axe x. Le traitement via le moment angulaire n'est
plus possible dans la mesure o�u celui-ci n'est plus conserv�e. Le choix de la jauge sym�etrique
n'est alors pas judicieux. Le syst�emeest invariant par translation suivant l'axe y, on peut donc
choisir plut ôt la jauge de Landau A = (0; B x; 0) et l'Hamiltonien devient

H =
1

2m

�
� 2

x + (� x � qeB x)2
�

� qeEx (2.42)

Le dernier terme est le potentiel �electrique auquel est soumis l' �electron dans le champ E. L'in-
variance par translation assureque le moment suivant la direction y est conserv�e dans cette
jauge, il est alors possible de chercher des fonctions propres sous forme d'une onde plane et
d'une fonction � de variables s�epar�ees:

 (r ) =
1

p
L

eik y y � (x) (2.43)

La fonction � (x) ob�eit �a l' �equation de Schrodinger r�eduite
�

1
2m

�
� 2

x + (�hky � qeB x)2)
�

� qeEx
�

� (x) = �� (x) (2.44)

ici L est la longueur du syst�eme suivant l'axe y et � est l' �energie propre. En introduisant la
coordonn�eedu centre de l'orbite cyclotron X k = � ky l2 + eEml 4=�h2 = (�hky + mE =B)=qeB :

"
1

2m
� 2

x +
m! 2

c

2
(x � X k )2

#

� (x) =

"

� + qeEX k �
m
2

�
E
B

� 2
#

� (x) (2.45)

Une fois encore,nous reconnaissonsl' �equation de Schrodinger de l'oscillateur harmonique, dont
le potentiel est centr �e sur la position X k . Il est crucial de noter que le centre du potentiel est
une fonction lin�eaireen ky . Les fonctions propres � s'�ecrivent �a l'aide despolynômesde Hermite

Hn (x) = (� 1)n exp(x2) dn

dxn exp(� x2) :

� n (x) =
�

1
p

�

� 1=4 �
1

2n n!l

� 1=2

e� (x � X k )2=2l2
Hn (

x � X k

l
) (2.46)

La valeur propre de cet �etat est :

� n = �h! c(n +
1
2

) � qeEX k +
m
2

�
E
B

� 2

(2.47)

Les niveauxde Landau apparaissent commepr�ec�edemment avecdestermessuppl�ementaires. Le
terme proportionnel �a X k courbe les niveaux dans un diagramme d'�energiepropre en fonction
du centre de l'orbite cyclotron (cf Fig. 2.10). Ces�etats �electroniquesdus �a un champ �electrique
ext�erieur sont les�etats de bord. Pour ces�etats, la d�eg�en�erescenceen �energiedes�etats de volume
est donc lev�eeet on peut les indicer par la valeur propre de X k .
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2.5.2 D�elocalisation des �electrons

La fonction d'onde propre totale  n (r ) = 1p
L

eik y y � n (x) est localis�eesur la distance
p

2n + 1l

suivant la direction x. Elle est en revanche d�elocalis�ee suivant la direction y i.e. le long d'une
�equipotentielle du champ �electrique. La valeur moyennedesop�erateurs de vitessedans cet �etat
est :

h jvx j i = h j
� x

m
j i = 0 (2.48)

et
h (x; y)jvy j (x; y)i = h (x; y)j

� y � qeB x
m j (x; y)i

= h� (x)j qeB (X � x)
m j� (x)i

= 1
qeB h� (x)j @H x

@X j� (x)i

= 1
qeB

@� (X )
@X

(2.49)

Compte tenu du choix de champ �electrique, on obtient une vitessesuivant la direction y

h jvy j i = �
E
B

(2.50)

Ainsi les �electrons d�erivent perpendiculairement au champ �electrique exactement comme dans
le casclassique.Dans l'expressionde l' �energie(2.47), le premier terme est l' �energiecin�etique du
mouvement cyclotron, le secondest l' �energiepotentielle due au champ �electrique, et le dernier
terme vient de l' �energie cin�etique de d�erive �a la vitesse E

B . L' �energie �a exactement la même
forme que dans le casclassiqueexcept�e le fait que l' �energiecyclotron est quanti� �ee.

2.5.3 Dynamique du bord du syst �eme

Les �etats �electroniquesaux bords de l' �echantillon jouent un rôle tr �es important dans l'e�et
Hall. Lesbords de l' �echantillon correspondent �a un potentiel de con�nement U(x; y). On suppose
que ce potentiel est uniforme le long de la direction y et qu'il varie suivant x. Nous choisissons
U(x; y) = U(x) = 0 pour x < 0 et U(x) > 0 pour x > 0. Ce potentiel correspond �a un champ
�electrique E = �r U(x) = (E(x); 0; 0). Les �electronsau bord de l' �echantillon sont donc soumis
�a un champ �electrique orient�e commepr�ec�edemment. Le choix de la jauge de Landau est donc
toujours appropri�e pour ce probl�eme. Le moment le long de la direction y est conserv�e et les
�etats propres ont une structure d'onde plane suivant cette direction.

Dans un premier temps, consid�erons le caso�u le potentiel de con�nement varie de mani�ere
doucepar rapport �a la longueur magn�etique l, le long de la direction x. Ici, c'est le gradient du
potentiel de con�nement U(x) qui joue le rôledu champ �electriqueappliqu�e. On peut d�evelopper
le potentiel en s�erie de Taylor autour du centre de chaqueorbite cyclotron X . Il est alors possible
de n�egligerlestermesd'ordre deux et plus, sur la distance� x =

p
2n + 1l, en raison du caract�ere

'doux' du potentiel.
Le champ �electriqueest doncapproximativ ement constant E(x) � E et nouspouvonsutiliser

les fonctions d'ondes d�etermin�eespr�ec�edemment (2.46) comme une bonne approximation des
v�eritables fonctions propres au bord de l' �echantillon. Ces fonctions correspondent �a des �etats
�electroniquesd�elocalis�es le long de la direction y i.e. le long du bord du syst�emeet localis�essur
la distance � x dans la direction x. L' �energiepropre est donn�eepar l'expression

� n = �h! c(n +
1
2

) � qeEX k +
m
2

�
E
B

� 2

(2.51)
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n=1

n=0

Fig. 2.13 { Les deux premiers niveaux de Landau au bord d'un �echantillon de potentiel de
con�nement U(x) lin�eaire (en gris). Le champ �electrique associ�e E est constant, et les niveaux
de Landau sont lin�eairesen X k .

Lorsque le centre de l'orbite cyclotron se d�eplace dans le sens du potentiel de con�nement
croissant, l' �energiepropre de l' �etat �electroniquecorrespondant augmente et provoquela courbure
des niveaux de Landau. Plus l' �electron est plong�e dans le bord, plus son �energieest �elev�ee (cf
Fig. 2.13).

X

e

0

n=1

n=0

Fig. 2.14 { Les deux premiers niveaux de Landau au bord d'un �echantillon de potentiel de
con�nement U(x) lin�eaire (en gris). Le champ �electrique associ�e E est constant, et les niveaux
de Landau sont lin�eairesen X k .

Quand le potentiel varie de mani�ere plus brutale, il faut alors prendre en compte le terme
d'ordre deux du d�eveloppement en s�erie de Taylor. Quand le potentiel est quadratique, ou
quand on serestreint aux termesd'ordre deux, l' �equation de Schrodinger est toujours celled'un
oscillateur harmonique, dont on peut determiner les solutions propres de mani�ere analytique.
La fonction d'onde est alors donn�ee par une expressiondu même type que (2.46) avec une
d�ependancede l' �energiepropre en X k un peu plus compliqu�ee (cf Fig. 2.14). En�n, quand le
potentiel varie encoreplus brutalement, lessolutions analytiques simplesn'existent plus, et seul
le traitement num�erique est possible.Le potentiel in�nimen t abrupt (cf Fig. 2.16) est la seule
exception qui admette une r�esolution analytique [8]. Quand X k = 0 pour le niveau de Landau
le plus bas, la fonction d'onde s'annule au niveau de la barri �ere  (x 0 = 0), elle ne s'annule pas
pour x < 0. L' �energiepropre s'exprime sousla forme � = �h! c(� (X k ) + 1

2) avec la fonction � (X k )
croissante en fonction de X k . Le niveau de Landau le plus bas correspond �a des�etats d'�energie
�h! c=2 pour X k < � l , qui remontent �a la valeur 3�h! c=2 pour X k = 0. LorsqueX k � 0, l' �energie
diverge(cf Fig. 2.15).

Ces traitements se concluent tous par le fait que l' �energiede l' �electron augmente quand le
centre de son orbite cyclotron approche du potentiel de con�nement du bord. Cette caract�e-
ristique peut s'interpr�eter clairement. Consid�erons le probl�eme pr�ec�edent avec un potentiel de
con�nement in�nimen t haut et abrupt U(x) = 0 si x < 0 et U(x) = 1 pour x � 0. L'Hamiltonien
r�eduit H x auquel est soumis la fonction � (x) est alors

H x =
1

2m
� 2

x +
m! c

2
(x � X k )2) + U(x) (2.52)
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Fig. 2.15 { Partie variable (� (X )) des valeurs propres (� = �h! c(� (X ) + 1=2)) en fonction de
X = X k , le centre de l'orbite cyclotron, pour un mur in�nimen t haut. Ici, X = 0 correspond au
bord, X < 0 correspond au volume et X > 0 est le mur. aL est la longueur magn�etique.

x0

U(x)

Fig. 2.16 { Potentiel de con�nement in�ni pour x � 0 (le bord de l' �echantillon) et nul dans le
2-DEG pour x � 0.

x0

U(x)

xk

wh c

wh c

Fig. 2.17{ Potentiel e�ectif resenti par un �electron soumis�a un champ B en pr�esenced'un mur
de potentiel in�ni localis�e en x � 0. Le potentiel parabolique est dû au champ magn�etique et est
centr �e en X k . Pour X k � 0 (dans le volume), l' �electron est essentiellement soumisau potentiel
parabolique, il ne resent pas la pr�esencedu mur, sesniveaux d'�energie les plus bas sont ceux
d'un oscillateur harmonique et donnent naissanceaux niveaux de Landau d�egen�er�esen �energie.
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avec X k = � ky l2. Il s'agit de l'Hamiltonien d'une particule soumise�a un potentiel in�ni en

x

U(x)

kx

Fig. 2.18{ Potentiel e�ectif resenti par un �electron soumis�a un champ B en pr�esenced'un mur
de potentiel U(x) in�ni localis�e en x � 0. Le potentiel parabolique est dû au champ magn�etique
et est centr �e en X k . Pour X k = 0 (au voisinagedu mur), l' �electron est soumisau potentiel para-
bolique et au mur in�ni, il resent la pr�esencedu mur et est davantagecontrain t �energetiquement.
Les niveaux d'�energieles plus bas sont plus �elev�es que pr�ec�edement et correspondent au d�ebut
de la courbure desniveaux de Landau au voisinagedu potentiel de con�nement.

x � 0 et �a un potentiel parabolique centr �e sur X k . La superposition de ces deux potentiels
explique bien l' �evolution de l' �energiepropre de cet Hamiltonien en fonction de la valeur de X k .
Si X k � 0, la particule est soumiseessentiellement au potentiel parabolique et le mur in�ni ne
modi�e le potentiel parabolique que pour desvaleur tr �es�elev�eesde l' �energie.La d�etermination
des �energiesles plus bassesdu syst�eme n'est pas a�ect �ee par le potentiel in�ni et les �energies
propres sont celles de l'oscillateur harmonique i.e. les niveaux de Landau d�eg�en�er�es (cf Fig.
2.17). Classiquement, l' �electron r�ealiseune orbite cyclotron autour de X k . Si X k � 0, les deux
potentiels sont superpos�es et le potentiel r�esultant est une demi-parabole bord�ee par un mur
in�ni. Ce probl�eme est plus contrain t que dans le cas pr�ec�edent et les niveaux d'�energiede ce
puit de potentiel seront plus �elev�es. Cela correspond �a la courbure des niveaux de Landau au
voisinagedu potentiel in�ni (cf Fig. 2.18) et l' �electron classiqueresent l'e�et du bord puisquele
centre de son orbite cyclotron est au pied du mur, l' �electron sepropage le long du mur. En�n,
si X k � 0, le potentiel r�esultant de la superposition est une cuvette de potentiel tr �es�elev�eedue
�a l'in tersection de la partie haute du potentiel parabolique et du mur in�ni. La d�etermination
des �energiespropres de ce puit de potentiel conduit �a des valeurs tr �es �elev�eesmêmespour les
�energieslesplus basses.Cela correspond au comportement asymptotique desniveauxde Landau
(cf Fig. 2.19).Le centre de l'orbite cyclotron de l' �electron classiqueest tr �esprofondement enfonc�e
�a l'in t�erieur du mur et l' �electron est localis�e le long du mur o�u il sepropageavecune importante
�energiecin�etique. Remarquonsque dans lescaso�u X k > 0, l' �electron correspondant n'est jamais
localis�e dans le mur in�ni et sa fonction d'onde s'annule en x = 0. C'est le centre de l'orbite
cyclotron de l' �electron classiqueassoci�e qui setrouve �a l'in t�erieur du mur.

x0

U(x)

kx

Fig. 2.19 { Potentiel e�ectif resenti par un �electron soumis �a un champ B en pr�esenced'un
mur de potentiel in�ni localis�e en x � 0. Le potentiel parabolique est dû au champ magn�etique
et est centr �e en X k . Pour X k � 0 (centre de l'orbite cyclotron classique�a l'in t�erieur du mur),
l' �electron est soumisau potentiel parabolique et au mur in�ni, il resent tr �esfortement la pr�esence
du mur et est tr �es contrain t en �energie.Les niveaux d'�energie les plus bas sont tr �es �elev�es et
correspondent aux niveaux de Landau tr �eshaut dans le potentiel de con�nement (cf Fig. 2.15).

35



2.5.4 Relations de disp ersion �a une particule

Ces diagrammesd'�energiepeuvent être interpr�et�es de mani�ere plus pertinente du point de
vue de la dynamique des�electrons.Nous avons not�e que X k = � ky l2, il est donc parfaitement
�equivalent de tracer la d�ependancedesniveauxdeLandau enX k=l ou enky l . Danscedernier cas,
celasigni�e que l'on obtient l' �energiepropre d'un �etat �electroniquede moment ky en fonction de
ky . Le diagrammed'�energieobtenu estalors la relation dedispersion�a uneparticule des�electrons
de ce probl�eme.On peut donc construire tr �es simplement la relation de dispersion du syst�eme
�a partir de cette technique. Notons que le signe de ky n'a pas directement d'in terpr�etation en
terme de propragation �electronique puisque la vitesse moyenne de l' �electron suivant y dans le
casparticulier du champ �electrique uniforme est ind�ependante de ky (2.50).

2.5.5 Electrons balistiques

Consid�erons un syst�eme bidimensionnel d'�electrons comme �a la Fig. (2.20). Les bords �a
gaucheet �a droite del' �echantillon sont connect�es�a des�electrodesdepotentiel (respectivement) � 1

et � 2 et lesbords sup�erieurset inf�erieurssont d�e�nis par despotentiels de con�nement in�nimen t
hauts. Le syst�eme est soumis �a un champ magn�etique perpendiculaire au plan �electronique et
les �electronsse mettent �a d�eriver le long desbords avec desvitessesoppos�ees.On consid�ere la
situation o�u le potentiel de Fermi setrouveentre deux niveauxde Landau, le syst�emeestalors au
milieu d'un plateau de l'e�et Hall quantique. Lesniveauxde Fermi dans les r�eservoirs de gauche
et de droite peuvent être di� �erents. Par exemple,le niveau de Fermi dans l' �electrode de gauche
� 1 peut être plus �elev�e que celui dans l' �electrode de droite � 2 (cf Fig. 2.20 b). Dans ce cas, les
�etats de bord sup�erieursde l' �echantillon sont peupl�esjusqu'�a l' �energie� 1 alors que ceuxdu bord
inf�erieur ne le sont quejusqu'�a � 2. Quand un �electron du bord sup�erieur poss�edeune�energieplus
grandeque � 2, il va imm�ediatement être transport�e jusqu'�a l' �electrode de droite et être absorb�e
par celle-ci.Par ailleurs, les �electronsdont l' �energieest inf�erieure �a � 1 occupent en permanence
les �etats du bord sup�erieur. Cette distribution hors-�equilibre n'est jamais r�e�equilibr�ee dans un
syst�emeid�eal. En e�et, la di�usion d'un bord vers l'autre est tr �esd�efavorable; le recouvrement
des fonctions d'onde des bords sup�erieurs et inf�erieurs est exponentiellement faible en raison
de la distance macroscopiquequi les s�eparent et il n'y a pratiquement pas de di�usion des
uns vers les autres. Ainsi, les �electrons qui peuplent les �etats d'un bord jusqu'au niveau de
Fermi vont contin uer �a se propager dans une seuledirection. La r�etro-di�usion d'un bord vers
l'autre est encoretr �es di�cile lorsque des impuret�es emp̂echent la conservation du moment le
long des bords. La fonction d'onde �electronique �a une extension de seulement l autour d'une
�equipotentielle. Ainsi, mêmesi les�equipotentielles qui d�e�nissent lesbords sont tr �esondul�ees,il
su�t qu'ellessoient s�epar�eesd'une distancebeaucoupplus grandequel pour quele recouvrement
desfonctions d'onde de deux bord �a la même�energiesoit exponentiellemnt faible. Les �electrons
qui occupent des�etats de bord sont doncbalistiquessur desdistancesmacroscopiques(� 100� m)
malgr�e lesimpuret�es.Cette propri �et�eessentielle expliquequelescanauxdesbord sont consid�er�es
commedesexemplesuniquesde syst�emesquantiques quasi-id�eaux.

2.5.6 Couran t au bord

Consid�erons un syst�eme bidimensionnel d'�electrons tel que repr�esent�e �a la Fig. (2.4). Les
bords sup�erieurset inf�erieursde l' �echantillon sont connect�es�a des�electrodeset lesbords lat�eraux
sont d�e�nis par despotentiels de con�nement in�nimen t haut.

Le syst�eme est soumis �a un champ magn�etique perpendiculaire au plan �electronique et les
�electrons se mettent �a d�eriver le long des bords. On peut alors calculer le courant sur l'un
des bords, quand les �etats de bord �a un �electron sont occup�es jusqu'�a l' �energie � . On peut
reprendre le traitement pr�ec�edent dans la jauge de Landau, A = (0; B x; 0) et la valeur moyenne
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Fig. 2.20 { (a) �echantillon avec des bords id�eaux : le bord sup�erieur est en �equilibre avec un
r�eservoir de potentiel chimique � 1, celui d'en bas avec le r�eservoir de potentiel chimique � 2,(b)
potentiels chimiques et niveaux de Landau sur un diagramme de pro�l de potentiel de la barre
de Hall.

de l'op�erateur vitessed'un �etat de bord  (x; y) est alors :

h (x; y)jvy j (x; y)i =
1

qeB
@� (X k )

@X k
(2.53)

Le courant �electrique port�e par cet �etat est donc j = (e=L)vy , c'est �a dire le courant port�e par
un �electron. Si l'on veut calculer le courant total des �etats de bord entre une origine d'�energie
arbitraire � 0 et le niveau de Fermi � , on doit sommer la contribution de chaque �etat dont la
coordonn�eeX k v�eri�e � 0 < � (X k ) < � . CommeX k estproportionnel au moment dansla direction
y, le courant pour chaqueniveau de Landau est le suivant :

I =
X

X k

qe

L
vy =

L y

2� l2

Z
dX k

qe

L
vy =

qe

h

Z
dX k

d�
dX k

=
qe

h
(� � � 0) (2.54)

Nous obtenonsainsi un courant lin�eaireen l' �energiede Fermi du syst�eme.Commeon l'a calcul�e
pr�ec�edemment (section 2.5.5), cette distribution hors-�equilibre permanente permet de d�e�nir le
courant au bord en choisissant une origine commune de l' �energie. Ce courant est conserv�e le
long du bord, et le courant inject�e dans le coin en haut �a gauche de l' �echantillon (cf Fig. 2.20)
sepropagede mani�ere contin ue le long du bord sup�erieur, mêmedans une r�egion contenant un
di�useur. On peut donc consid�erer les bords sup�erieurs et inf�erieurs commedes �ls parfaits et
mesurer leur potentiel �electrochimique. La di� �erencede potentiel entre les �electrodes reli�ees�a
cescanaux est reli�eetension de Hall : � C � � A = qeVAC . Le courant total �a travers l' �echantillon
est la di� �erenceentre les courants des bords sup�erieurs et inf�erieurs. La conductancede Hall
s'av�ere alors être � xy = � e2=h par niveau de Landau, nous obtenons alors la valeur attendue
pour l'e�et Hall quantique.

2.5.7 Mesures du couran t

Consid�eronsmaintenant le syst�eme(cf Fig. 2.21). Chaque�electrode (de gauche et de droite)
est un r�eservoir d'�electrons�a une temp�erature et un potentiel donn�es; leurs potentiels chimiques
sont donc bien d�e�nis (respectivement � 1 et � 4). Chaque�electrode est coupl�eeau syst�emebidi-
mensionnel.Dans le gazbidimensionnel, les�electronsd�erivent le long desbords et les�electrodes
de mesurede potentiel (� 5, � 6, � 3, � 2) n'injectent ni ne pr�el�event de courant. Elles sont en �equi-
libre avecle bord et leurs potentiels chimiquesrelatifs au mêmebord seront donc identiques. Par
exemple,au bord sup�erieur, lesdeux �electrodessont au mêmepotentiel chimique : � 5 = � 6 = � A .
De la même mani�ere, au bord inf�erieur � 2 = � 3 = � B , avec � A et � B les potentiels chimiques
du bord sup�erieur et inf�erieur.
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Fig. 2.21 { Echantillon dans la con�guration d'une exp�eriencede transport.

Supposonsque l' �electrode de gauche soit �a un potentiel chimique � 1 sup�erieur �a celui de
l' �electrode de droite � 4. L'origine des�energiesE0 est choisie de sorte qu'elle coincide avec � 4 et
on ne prend pas en compte les �etats de bord d'�energieinf�erieure �a � 4, puisqu'ils sont toujours
occup�esdans le gaz et les �electrodes.

Consid�eronsd'abord l' �electrode de gauche. Les �electronsavec une �energiecompriseentre � 1

et � 4 entrent dans le syst�emebidimensionnel avec une certaine valeur moyennestatistique11 T1

et sont r�e
 �echis dans l' �electrode avec la valeur moyenneR1 = N � T1. N est le nombre d'�etats
de bords impliqu�es i.e. le nombre de niveaux de Landau sousle niveau de Fermi. Les �electrons
inject�esdans le syst�emebidimensionneloccupent dans l' �etat de bord sup�erieur, et sepropagent
le long du bord. Par ailleurs, les �electronssur le bord inf�erieur qui ont une �energieentre � 4 et
� B se propagent le long du bord vers l' �electrode de gauche, entrent dans cette �electrode avec
la probabilit �e T

0

1 et sont r�e
 �echis avec la probabilit �e R
0

1 = N � T
0

1. Ces �electrons r�e
 �echis ne
peuvent pas rester dans l' �etat de bord inf�erieur en raison de la chiralit �e descanaux, donc ils se
retrouvent dans le bord sup�erieur. En cons�equence,le courant sur le bord sup�erieur est donn�e
par la sommede cesdeux contributions :

I 1 =
e
h

T1(� 1 � � 4) +
e
h

R
0

1(� B � � 4) (2.55)

Jusqu'�a pr�esent nous avons di� �erenci�e T1 et T
0

1, mais nous allons dor�enavant les supposer iden-
tiques pour la clart�e desformules.On utilise la relation entre le courant et le potentiel chimique
(2.54) et le fait que le bord sup�erieur est en �equilibre au potentiel chimique � A ; on obtient alors

I 1 =
e
h

N (� A � � 4) (2.56)

On peut faire le mêmeraisonnement pour l' �electrode de droite, mais dans ce casaucun courant
n'est inject�e �a partir de l' �electrode, donc le courant dans le bord inf�erieur n'est constitu�e que la
partie du courant r�e
 �echie en provenancede l' �electrode sup�erieure. Ainsi,

I 2 =
e
h

R2(� A � � 4) =
e
h

N (� B � � 4) (2.57)

On d�etermine � A , � B et I = I 1 � I 2 �a partir des�equationspr�ec�edentes.

� A = � 4 +
N T1

N 2 � R1R
0

1

(� 1 � � 4) (2.58)

11 Cette valeur s'interpr �ete comme une probabilit �e mais peut être sup�erieure �a 1, il vaut donc mieux parler de
coe�cien ts de moyennestatistique. Dans la suite de cette section, on utilisera abusivement le terme de probabilit �e
avec cette r�eserve.
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et
� B = � 4 +

R2T1

N 2 � R1R
0

1

(� 1 � � 4) (2.59)

Ainsi :

I =
e
h

N T1T2

N 2 � R1R2
(� 1 � � 4) (2.60)

La tension de Hall est donn�ee par VH = (� A � � B )=e = (h=e2)( I =N ) et on trouve bien la
quantication attendue. L'e�et Hall quantique est caract�eris�e par un courant non dissipatif ; or
lespotentiels chimiques descourants des�electrodesont une di� �erence�nie � 1 � � 4. Il seproduit
donc de la dissipation quelquepart. Si on consid�ere la situation o�u la r�esistancede contact est
faible, alors la dissipation seproduit essentiellement en deux endroits : au coin inf�erieur gauche,
o�u les�electronsdu r�eservoir avecl' �energiejusqu'au potentiel � 1 s'�ecoulent dansles�etats de bord,
qui contiennent des �electrons d'�energiejusqu'�a � B . L'autre endroit est le coin sup�erieur droit,
o�u les �electrons des�etats de bord d'�energiejusqu'�a � A vont dans l' �electrode qui a le potentiel
� 4. Il a �et�e d�emontr �e exp�erimentalement que la chaleur est dissip�eeen cespoints [46].

2.6 E�et Hall Quan tique Fractionnaire.

2.6.1 Mise en �evidence exp�erimen tale

Les progr�esdes techniques cryog�eniquesainsi que l'usage d'h�et�erojonctions de Al xGa1� x As
de mobilit �e bien plus grande que les Si-MOS ont permit aux exp�erimentateurs de r�ealiser des
mesuresplus propres de conductivit �es longitudinale et de Hall. Grâce ces techniques, ils ont
eu la surprise de d�ecouvrir de nouveaux plateaux correspondant �a une conductivit �e de Hall en
fraction de e2=h. A la Fig. (2.22), sont reproduits les r�esultats de Tsui et al. obtenus en 1982

Fig. 2.22 { R�esistivit�esdiagonaleet de Hall en fonction du champ magn�etique appliqu�e.

[9]. On observe que la r�esistivit�e diagonaleest toujours �nie, et que lesplateaux de la r�esistivit�e
de Hall ne sont pas tr �es visibles. Toutefois, ce r�esultat montre clairement une tendance �a la
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formation de plateaux o�u la conductivit �e de Hall est quanti� �ee en 1=3 et 2=3 de e2=h12. Ces
caract�eristiques furent e�ectiv ement observ�eessansaucuneambigu•�t �e �a plus bassetemp�erature
[10]. Sur la Fig. (2.23) il apparâ�t de tr �es nombreux plateaux dans la r�esistivit�e de Hall en
fonction du champ magn�etique �a densit�e ne �x �ee. Les premiers plateaux correspondent �a une
conductivit �e en multiple entier de e2=h commenous l'avonsvu dans l'e�et Hall quantique entier
mais les plateaux suivants se produisent �a des fractions rationnelles de e2=h de d�enominateur
impair. La formation de cesplateaux ainsi que l'annulation de la r�esistivit�e longitudinale pour
cesmêmesvaleurs du champ correspondent �a l'e�et Hall quantique fractionnaire (FQHE).

Fig. 2.23 { R�esistivit�esdiagonaleet de Hall en fonction du champ magn�etique appliqu�e.

Notons quelesvaleursdechamp magn�etique auxquellesseproduisent cesplateaux deconduc-
tance lorsquela densit�e est �x �ee,peuvent être mesur�eespar le facteur de remplissagede Landau
� = Ne=(S=2� l2) o�u Ne est le nombre total d'�electronsdansle syst�eme.Le facteur de remplissage
est le nombre d'�electrons divis�es par le nombre d'�etats accessiblesdans un niveau de Landau.
Il mesuredonc le nombre de niveaux de Landau occup�es13. Comme � = ne2� l2 = 2� �hne=jqejB ,
on peut transposerles valeurs du champ B en valeur du facteur de remplissage.A densit�e �x �ee,
les valeurs du champ pour lesquellesseproduisent les plateaux dans la conductancede Hall de
l'e�et Hall entier correspondent aux valeurs de � enti �ereset pour l'e�et Hall fractionnaire, les
plateaux apparaissent �a desfractions de d�enominateur impair commeindiqu�essur la Fig. (2.23).
C'est �egalement �a cesvaleursde � queseproduisent la r�eduction de r�esistivit�e longitudinale. On
peut toutefois observer �a la Fig. (2.24) quelquesanomaliespar rapport �a cette r�egle, avec des
r�eduction de r�esistivit�e �a desfractions dites exotiquescomme� = 3=8 ou � = 3=10 qui illustrent
la complexit�e du ph�enom�ene. L'e�et Hall fractionnaire le plus typique se produit �a � = 1=3
ou � = 2=3 et cesexp�eriencesmettent clairement en �evidenceles manquements de la th�eorie
quantique �a un corps. Seulela prise en compte des interactions entre �electronsallait permettre
d'in terpreter ce ph�enom�ene.

2.6.2 Rôle des in teractions

Lesr�esultatssurprenants de l'EHQF concernant lesfractions � = 1=3 et � = 2=3 apparaissent
�a champ magn�etique su�sammen t �elev�e (ou r�eciproquement, �a densit�e�electroniquesu�sammen t
basse)pour quelesfacteursderemplissagesoient inf�erieurs�a 1. Danscesconditions, les�electrons
n'occupent que partiellement le premier niveau de Landau. Il y a pr�ecis�ement un �electron pour

12 Ce qui correspond �a une r�esistivit �e de 1:5h=e2 et de 3h=e2

13 � = 1=2 correspond au premier niveau de Landau �a moiti �e plein.
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Fig. 2.24 { R�esistivit�esdiagonaleet de Hall en fonction du champ magn�etique appliqu�e.

3 �etats �electroniques�a un corps �a � = 1=3. Or, loin des bords, les �etats occup�es sont les �etats
de volume qui pr�esentent une d�eg�en�erescencetotale en �energie.Il est alors clair que l'in teraction
coulombienne entre ces�electrons est susceptiblede lever la d�eg�en�erescenceentre �etats et doit
être prise en compte pour tenter d'in terpr�eter la formation de plateaux aux fractions � = 1=3 et
� = 2=3. Le traitement de l'EHQF apparâ�t alors commeun probl�eme�a N corpsn�ecessairement
plus complexeque l'e�et Hall quantique entier qui s'explique via la r�esolution de l' �equation de
Schr�dinger �a une particule et le rôle du d�esordre.

2.6.3 Limite de champs magn �etique fort

Nous allons donc consid�erer un syst�emebidimensionneld'�electronssanspotentiel de con�ne-
ment lat�eral i.e. sanschamp�electrique.On estdansla situation dela section2.4.En pr�esenced'un
champ magn�etique perpendiculaire au plan �electronique, il se forment des niveaux de Landau.
Chacun d'entre eux est indic�e par n et est constitu�e d'�etats de volume qui sont tous d�eg�en�er�es
�a l' �energie�h! c(n + 1=2). Deux �electrons aux positions r et r interagissent via l'in teraction de
Coulomb V (r � r 0) = q2

e=4� " jr � r 0j que nous avions n�eglig�ee jusqu'ici. L'ordre de grandeur
de l'in teraction coulombienne est V0 / q2

e=4� "l avec " la constante di�electrique de Al xGa1� x A,
soit V0 /

p
B . La s�eparation entre le niveaux de Landau est �h! c / B . Dans la limite de fort

champsmagn�etique, l' �energiecin�etique (n + 1=2)�h! c tend donc �a dominer le terme d'in teraction
coulombienne V0.

Dans les gaz bidimensionnels des h�et�erojonctions Al x Ga1� xAs, pour un champ B � 10T,
V0 � 150K, et �h! c � 200K. Le terme d'in teraction devient e�ectiv ement sous-dominant par
rapport �a l' �energiecyclotron. Lorsque l'on n�eglige les interactions, le fondamental est constitu�e
des �electrons qui occupent les niveaux de Landau dans l'ordre croissant. Dans le r�egime de
champ fort, le terme d'in teraction coulombienne apparâ�t commeun terme correctif �a l' �energie
du fondamental et il est l�egitime de considererque le fondamental du syst�emeen interaction ne
sera pas dramatiquement modi� �e par rapport au cas sans interaction. Ainsi, dans le cas d'un
facteur de remplissage� = 1, le fondamental seraobtenu en remplissant totalement le premier
niveau de Landau, même en pr�esenced'in teractions. Naturellement, l'in teraction m�elange les
�etats des�electronsappartenant �a di� �erents niveaux de Landau, mais la proportion de niveaux
sup�erieurs m�elang�esavec le premier est de l'ordre de 1=

p
B et peut être n�eglig�eedans la limite

de champ magn�etique fort. Ainsi, le m�elangedes di� �erents niveaux de Landau ne joue pas un
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rôle central dans l'e�et Hall quantique fractionnaire. Nous allons donc traiter cet e�et dans la
limite o�u la s�eparation entre niveaux de Landau �h! c est consid�er�eecommein�nie, et le m�elange
entre �etats de di� �erents niveaux est n�egligeable.Nous pouvons maintenant �ecrire l'Hamiltonien
du syst�eme.

2.6.4 Restrictions sur l'Hamiltonien

Les fonctions d'onde �a une particule des�etats de volume  n;X k (r ) peuvent être indic�eespar
l'indice n du niveau de Landau ainsi que par X k la valeur propre de l'op�erateur de coordonn�ee
du centre de l'orbite cyclotron. Dans le formalisme de secondequanti�cation, les op�erateurs
d'annihilation et de cr�eation associ�es aux fonctions d'onde  n;X k (r ) sont not�es an;X k et ay

n;X k
.

L'Hamiltonien du syst�eme d'�electrons de volume soumis �a l'in teraction coulombienne est la
sommede l'Hamiltonien cin�etique H K in (2.29) et du terme d'in teraction H I nt .

H = H K in + H I nt (2.61)

avec
H K in =

X

n

X

X k

�
n +

1
2

�
�h! ca

y
n;X k

an;X k (2.62)

et
H I nt =

X

n i ;X k ;i

�
An i ;X k ;i

�
ay

n1 ;X k ;1
ay

n2 ;X k ;2
an3 ;X k ;3

an4 ;X k ;4
(2.63)

avec

An i ;X k ;i =
Z

d2r 1d2r 2  �
n1 ;X k ;1

(r 1) �
n2 ;X k ;2

(r 2)
q2

e

4� "
1

jr 1 � r 2 j
 n3 ;X k ;3 (r 2) n4 ;X k ;4 (r 1) (2.64)

Cette expressionest g�en�erale, et dans la limite de fort champs magn�etique dans laquelle nous
nouspla�cons,nouspouvonsr�eduire la taille de l'espacedeHilb ert �a un espacedeHilb ert restreint
pour lequel le nombre d'�electronsdans chaqueniveaude Landau est constant. Quand le facteur
de remplissage� n'est pas un entier, les n = [� ] (le plus grand entier inf�erieur �a � ) premiers
niveaux de Landau sont enti �erement remplis et consid�er�escommeinertes. Le niveaude Landau
suivant est partiellement rempli avec Ne(� � n)=� �electrons.Le terme d'�energiecin�etique peut
alors être supprim�e. En e�et, en supposant que les �etats de di� �erents niveaux ne sont pas
m�elang�es par les interactions, les �el�ements de matrices de H K in sont constants et �egaux dans
n'imp orte quelle basede l'espacede Hilb ert restreint. De plus, a part les �electrons du dernier
niveau, tous les autre donnent des �el�ements de matrice de H I nt constants dans cet espaceet
peuvent être supprim�esde la sommation. Ainsi, apr�escessimpli�cations, l'Hamiltonien e�ectif
est r�eduit au terme d'in teraction entre �etats du dernier niveau et ne d�epend pas de la partie
enti �ere du facteur de remplissage14. On peut conserver dans l'Hamiltonien e�ectif uniquement
les fonctions d'onde appartenant au mêmeniveaude Landau n, et supprimer cet indice. A partir
d'ici, nous consid�ereronsun unique niveau de Landau et tout sepassecommesi � � 1.

H = H I nt =
X

X 1

X

X 2

X

X 3

X

X 4

AX 1 ;X 2 ;X 3 ;X 4 ay
X 1

ay
X 2

aX 3
aX 4

(2.65)

On peut �egalement r�eduire davantage l'Hamiltonien e�ectif de l'EHQF en prenant en compte la
sym�etrie �electrons-trous.Introduisonsles op�erateurs conjugu�esde aX et ay

X , respectivement by
X

14 Ceci est vrai aux constantes pr�ec�edentes pr�esqui ne font que renormaliser l' �energie totale du syst�eme
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et bX , qui sont les op�erateurs de cr�eation et d'annihilation d'un trou dans le niveau de Landau
correspondant. A l'exception de termes constants l'Hamiltonien pr�ec�edent s'�ecrit :

H I nt =
P

X 1

P
X 2

P
X 3

P
X 4

AX 1 ;X 2 ;X 3 ;X 4 by
X 4

by
X 3

bX 2
bX 1

=
P

X 1

P
X 2

P
X 3

P
X 4

AX 1 ;X 2 ;X 3 ;X 4 by
X 1

by
X 2

bX 3
bX 4

(2.66)

Nousavonsutilis �e l' �egalit�eentre H I nt et sonhermitique conjugu�eet AX 1 ;X 2 ;X 3 ;X 4 = A �
X 1 ;X 2 ;X 3 ;X 4

.
L'Hamiltonien obtenu pour les trous �a exactement la mêmeforme que pour les �electrons.Ceci
constitue la sym�etrie �electrons-trous. Un syst�eme �electronique avec un facteur de remplissage
�electronique� est �egalement un syst�emeavecun facteur de remplissagede trous 1� � + 2[� ]. Par
cons�equent, l'Hamiltonien (2.65) d�ecrit aussi le syst�emede trous avecun facteur de remplissage
1� � + 2[� ]. Cette sym�etrie permet d'a�rmer qu'un syst�emede � �electronssecomportent comme
un syst�emede 1 � � + 2[� ] trous. Grâceaux simpli�cations pr�ec�edentes, il su�t donc d'�etudier
le syst�eme �electronique �a des facteurs de remplissage� � 1=2. Cette sym�etrie est bien visible
sur les Fig. (2.23), (2.24) o�u la r�esistivit�e longitudinale est sym�etrique par rapport �a � = 1=2.

2.6.5 Particularit �es de l'Hamiltonien

Nous allons donc consid�erer l'Hamiltonien (2.65), qui se r�esumeuniquement �a un terme
d'in teraction, pour un facteur de remplissage� � 1. En premier lieu, il convient de d�eterminer le
fondamental de cesyst�eme.Dans le casdes�electronsdansun m�etal, l' �energiecin�etique domine le
terme d'in teraction et le probl�emepeut être trait �eenperturbation. Ici, l' �energiecin�etique domine
bien le terme d'in teraction mais constitue un terme constant dans la limite de fort champs; elle
n'est donc pas prise en compte dans la d�etermination du fondamental. En cons�equence,H I nt

est le seul terme de l'Hamiltonien et l'approche perturbativ e n'a pas de sens.La seulemani�ere
de traiter un tel probl�emeest donc de trouver ex nihilo l' �etat propre de l'Hamiltonien H I nt qui
poss�edela plus petite �energie.

On peut penserque la d�etermination de ce fondamental est tr �essimple. Il s'agit simplement
de l' �etat qui minimise le terme d'in teraction entre �electrons. Cet �etat est obtenu en s�eparant
spatialemment les�electronsautant quepossible,pour unedensit�e �x �ee.Toutefoiscefondamental
n'est pascorrect pour l'Hamiltonien (2.65), commenousle verronspar la suite. La d�etermination
du fondamental d'un syst�eme pour lequel le traitement perturbatif n'est pas possible et o�u
le fondamental intuitif n'est pas correct, ne peut se faire que par diagonalisation exacte (i.e.
num�erique) de l'Hamiltonien ou par m�ethode variationnelle.

2.6.6 Cristal de Wigner et CD W

Examinons bri�evement l' �etat na•�f que l'on vient d'�evoquer et qui correspond �a la d�etermina-
tion intuitiv ement simple du fondamental . Il s'agit simplement de l' �etat qui minimise le terme
d'in teraction entre �electrons.Cet �etat est obtenu en s�eparant spatialemment autant quepossible
les�electrons,pour une densit�e �x �ee.C'est ce que l'on obtient lorsquel'on place les�electronssur
un r�eseaur�egulier. Dans le cas pr�esent, le r�eseauest triangulaire, et l' �etat obtenu en pla�cant
les �electronssur ce r�eseaupour qu'ils minimisent leur �energiede r�epulsion est appel�e un cristal
de Wigner. Quand le facteur de remplissage� ! 0, il s'agit d'une onde de densit�e de charge
(ou Charge Density Wave (CDW)). Il s'av�ere que cette onde de densit�e apparâ�t �egalement
comme une solution auto-coh�erente du traitement du probl�eme de d�epart par l'approximation
de Hartree-Fock . Cet �etat �a longtemps �et�e pressenti comme�etant le fondamental du syst�eme
de Hall fractionnaire, en particulier �a � = 1=3 mais cela n'est en r�ealit�e pas le cas.
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2.6.7 Diagonalisation exacte

Dans la limite de fort champ, l'Hamiltonien H I nt pour un syst�eme de taille donn�e S est
repr�esent�e par une matrice de dimension �nie N H . La diagonalisation exacte consiste �a �ecrire
cette matrice dans une base de l'espacede Hilb ert consid�er�e et d'en d�eterminer les �el�ements
propres num�eriquement. Il y a N � = S=2� l2 �etats �electroniques�a un �electron 15. S'il y a Ne

�electronsdans le syst�eme, le nombre total NH d'�etats �a N corps ind�ependants est NH = CNe
N �

.
Comme NH croit commeNe!, il est impossiblede traiter num�eriquement le probl�emeavec plus
d'une dizaine d'�electrons.Cette m�ethode �a toutefois l'avantage de d�eterminer non seulement le
fondamental mais aussiles�etats excit�eset lu spectre. Lesr�esultats num�eriquesobtenus par cette
m�ethode mettent en �evidencedeux caract�eristiques majeures dans le castypique de � = 1=3.

Tout d'abord l' �etat fondamental du syst�eme �a � = 1=3 est un �etat liquide pour lequel il
n'apparâ�t pas de param�etre d'ordre �a longue distance dans la densit�e �electronique. Il ne s'agit
donc pas du cristal de Wigner ou d'une onde de densit�e de charge. Les r�esultats num�eriques
montrent �egalement que l' �etat fondamental �a � = 1=3 est un �etat incompressible: il y a un gap
d'�energiedans le spectre d'excitation autour de cet �etat commeon peut le voir �a la Fig. (2.25).
La diagonalisation exacte du probl�eme permet de conclure que le fondamental du syst�eme de
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Fig. 2.25 { Spectre d'excitation d'un syst�emede �electronssur une sph�ere.

Hall fractionnaire �a � = 1=3 est un �etat liquide incompressible.

2.6.8 M �etho de variationnelle

Une autre m�ethode permet de d�eterminer analytiquement le fondamental de l'Hamiltonien
(2.65). Elle consiste �a choisir une fonction d'onde d'essai  � d�ependant d'un param�etre � ,
comme candidat pour le fondamental. On calcule ensuite la valeur moyenne de l'Hamiltonien
h � jH j � i =h � j � i . L' �energiede cet �etat est toujours sup�erieure ou �egale�a l' �energiedu fonda-
mental. Il convient ensuite de faire varier � pour obtenir le minimum de la valeur moyenne; la
fonction d'onde correspondante est alors approximativ ement la fonction d'onde du fondamental.
Il est �evident que le choix de la fonction d'essaiest essentiel dans cette approche.

15 On est, en e�et, dans le premier niveau de Landau.
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Caract �eristiques de la fonction d'onde de Laughlin

Dans cecadre,Laughlin a pos�e une fonction d'essaisur la based'une s�erie de simpli�cations
et de remarques.Dans la jauge sym�etrique, une fonction d'onde propre �electronique �a un corps
est donn�eepar (2.40) :

 (r ) = f (z)e�j zj2=4 (2.67)

o�u f est une fonction polynômiale quelconque.La fonction d'onde �a N e �electronspeut s'exprimer
comme combinaison lin�eaire de determinants de Slater �a partir de la basedes fonctions �a un
corps

 � (r 1 ; r 2 :::r N e ) = F (z1; z2:::zNe )e�
P

i
jzi j2=4 (2.68)

avec F (z1; z2:::zNe ) un polynôme �a plusieurs variables z1; z2:::zNe correspondant aux positions
des �electrons 1, 2 ...Ne. En particulier, on peut choisir la base des fonctions �a un corps d�ej�a
vues(2.40). Le terme g�en�eral de cette fonction F est de la forme a� i z

m i
i o�u a est un coe�cien t.

Ce terme correspond �a un �etat o�u l' �electron i poss�ede un moment angulaire �x �e �a �hm i . Le
d�eterminant de Slater �a donc un moment angulaire total M �h =

P
i mi �h. Comme l'Hamiltonien

H I nt conserve le moment angulaire total, on peut diagonalisersimultan�ement l'Hamiltonien et
l'op�erateur de moment angulaire total. On peut donc restreindre la fonction d'essaide sorte que
chaqueterme du polynômeF (z1; z2:::zNe ) ait le mêmedegr�e total M . F seradonc choisi comme
un polynôme homog�ene.En�n, �etant une fonction d'onde �a N e corps fermioniques,  � doit être
totalement antisym�etrique.

En plus de ces simpli�cations, il est �evident que l'in teraction coulombienne �a tendance �a
s�eparer les�electronslesuns desautres au maximum et que la fonction d'onde s'annulera lorsque
lesposition de deux �electronsco•�ncident. On peut ainsi supposerque le polynômeF (z1; z2:::zNe )
est une fonction de la distance inter-�electronique(zi � zj ) seulement. Avecune fonction de cette
forme, nous ne prenonspas en compte les correlations �a 3 corps ou plus.

Fonction d'onde de Laughlin

En regroupant toutes cesrestrictions, Laughlin a propos�e une fonction d'essaiqui ne contient
qu'un param�etre entier � = q, forcement impair :

 q(r 1 ; r 2 :::r N e ) =
Y

1� i<j � N e

(zi � zj )qe�
P

i
jzi j2=4 (2.69)

Observons�a la Fig. (2.26) la densit�e �electroniquede cette fonction d'onde. Elle est uniforme sur

x

r

Fig. 2.26 { Densit�e �electroniquedu fondamental du syst�emede Hall �a � = 1=3.

unegalette derayon de
p

2(M + 1)l . Dans la partie polynômialedecette fonction d'onde, chaque
terme zi a un degr�emaximal deM = (Ne� 1)q. M est le moment angulairemaximal quel' �electron
de coordonn�eezi peut poss�eder,danscecassonorbite est centr �eesur l'origine avecun rayon dep

2(M + 1)l . Dans l' �etat de Laughlin, tous les �electronssont �a l'in t�erieur de ce cercle.L'aire de
cette orbite estS = 2(M + 1)� l2. La densit�e�electroniqueestuniforme �a l'in t�erieur decette orbite.
Le facteur de remplissageest � = 2� l 2Ne=S = Ne=(M + 1) = Ne=((Ne � 1)q + 1) ' 1=q dans la
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limite Ne ! 1 . Ainsi, le param�etre libre de la fonction d'essai(2.69) est en fait compl�etement
d�etermin�e par le remplissage,�a la fraction magique � = 1=q, avec q impair

Cette fonction d'onde de Laughlin est une tr �es bonne approximation du vrai fondamental
du syst�eme, mais n'est pas exactement la fonction d'onde de ce fondamental. On peut donc
comprendrelespropri �et�esde l' �etat d'e�et Hall quantique fractionnaire �a partir de cette fonction
d'onde; en n'oubliant pasqu'elle d�ecrit un �etat l�eg�erement di� �erent du fondamental exact. Cette
fonction est tr �es utile pour comprendre les propri �et�es essentielles du volume du 
uide de Hall.
Nous ne d�etaillerons pas ici les propri �et�es complexeset fascinantes de ce 
uide 16 mais nous
�evoqueronssimplement l'incompressibilit �e du syst�emeau remplissagemagique pour justi�er la
pertinence de l' �etude desbords.

2.6.9 Excitations du syst �eme

Le fondamental du syst�eme i.e. l'etat de Hall quantique fractionnaire est un �etat liquide
incompressible.L'aire du syst�eme peut être modi� �ee de la quantit �e 2� l 2 en introduisant un
quantum de 
ux mais cette op�eration n�ecessiteune quantit �e d'�energie �nie. Il n'est donc pas
possiblede produire un changement in�nit �esimaldu syst�emeen modi�an t in�nit �esimalement la
pression.En e�et, il n'y a pasde phononsacoustiquescapablesde supporter de telles excitations
dans un 
uide de Hal et les modes d'excitations collectives du syst�eme ont un gap d'�energie.
Ainsi les excitations collectives du syst�eme sont dites gapp�ees.Les seulesexcitations qui ne
changent pas la densit�e du syst�eme sont donc obtenues par cr�eation de paires quasi-�electrons
quasi-trous. Quand le moment k de cesexcitations devient tr �es faible, i.e. dans la limite basse
�energie,et grande longueur d'onde, c'est une onde de densit�e qui d�ecrit mieux cesexcitations,
plut ôt qu'un �etat li�e. Son �energied'excitation est la sommedes�energiesd'excitation des deux
quasi-particuleset de l' �energied'in teraction entre elles.Dans le volume du 
uide incompressible,
il n'existe donc que desexcitations gapp�ees.Il en est pas de mêmepour les bords de ce syst�eme
qui peuvent supporter desexcitations d'�energiein�nimen t basse.Ce sont cesconsid�erations qui
conduisent �a s'int�eresseraux �etats de bord du syst�eme.

2.7 Syst �emes de fermions unidimensionnels et �etats de bord

Un syst�emed'�electronsen interaction en dimension D = 2 ou D = 3 setraite par la th�eorie
des liquides de Fermi. L'image du liquide de Fermi est bas�ee sur l'existence d'excitations de
type quasi-�electrons quasi-trous dont le temps de vie devient in�ni quand l' �energie approche
l' �energiede Fermi. En e�et, le temps de vie de cesexcitations varie commejk � k f j� 2 quand k
approche du moment de Fermi kf (ou commejE � E f j� 2 quand E ! E f ). Cette caract�eristique
est cruciale dans le succ�es de cette th�eorie. Les quasi-�electrons(resp. quasi-trous) peuvent être
associ�ees�a des�electrons(trous) libres et cette association est univoque. En partant du syst�eme
sansinteractions, on branche de mani�ere adiabatique les interactions et les �electrons(trous) de-
viennent desquasi-�electrons(quasi-trous)17. En prenant en compte l'existencede cesexcitations
de basse�energie,Landau a pu ainsi rendre compte d'une vari�et�e de ph�enom�enesdans lesm�etaux
en pr�esenced'in teractions non-n�egligeables.En revanche, cette th�eorie n'est pas valable pour
des �electrons unidimensionnels. Ceci est une cons�equencedirecte de la structure particuli �ere
de l'espacedes phasesen dimension D = 1. La surface de Fermi est constitu�ee de seulement
deux points (cf Fig. 2.27) �a � kf au lieu d'une ligne (D = 2) ou d'une surface(D = 3). Cette
structure particuli �ereconduit, entre autres, �a la disparition de la correspondanceunivoqueentre
l' �electron libre et l'excitation obtenue en branchant progressivement les interactions. Il apparâ�t

16 Une �etude compl�ete des propri �et�es des 
uides de Laughlin est r�ealis�ee dans [11]
17 L'image des liquides de Fermi est d�emontr �ee rigoureusement comme th �eorie de perturbation �a N corps dans

[12]

46



�egalement des excitations �electrons-trous autour des points de Fermi � k f avec un moment q
tr �esfaible (q � kf ) ou entre les deux points de Fermi �a travers la mer de Fermi. Cette excita-
tion de moment q � 2kf fait apparâ�tre une zone interdite pour les excitations �electrons-trous
(0 < q < 2kf ). En�n, il se produit une s�eparation de spin et de charge, i.e. l'apparition d'ex-
citations �el�ementaires bosoniquesde spin et de charge �a desvitessesdi� �erentes. Le mod�ele des
liquides de Fermi n'est alors pas ad�equat pour les syst�emes�electroniquesunidimensionnelsen
interaction, même si certaines propri �et�es des excitations neutres de cessyst�emespeuvent être
partiellement expliqu�eespar la th�eoriede Landau. Historiquement, deux approchescentr �eessur
le mod�eledeTomonaga-Luttinger sont venues�eclairer la physiquedes�electronsunidimensionnels
en interaction. La premi�ere reposesur la technique de bosonisation, l'autre approche compl�e-
mentaire de ce probl�emeest bas�e sur la classi�cation dite de la g-ologieet l'usagedu groupe de
renormalisation.

L' �etat de bord fractionnaire

Les r�ealisations exp�erimentales de syst�emes de fermions �a D = 1 ne sont pas ais�ees et
la validation exp�erimentale de la th�eorie de Tomonaga-Luttinger �etait en suspens, jusqu'�a la
d�ecouverte des�etats de Hall fractionnaires. Au chapitre IV, nous passonsen revue les r�esultats
exp�erimentaux qui valident la th�eoriedesliquides deLuttinger via les�etats debord fractionnaire.
Consid�eronsun syst�emede Hall incompressible,commeun 
uide de Hall �a � = 1=3, s'�etendant
jusqu'au bord de l' �echantillon. Il ne peut exister d' excitations de basse�energiequ'au bord du
syst�emecar les excitations de volume sont gapp�eescommeon l'a vu �a la section 2.6.9. L' �etude
du bord revient �a l' �etude desexcitations basse�energiedu syst�eme.Les bords du 
uide de Hall
au remplissagemagique � = 1=m (m entier impair), est un syst�emede fermions en interaction
en dimension D = 1. L'e�et du champ magn�etique conduit les excitations �a se propager dans
un sensunique le long du bord. La chiralit �e et la localisation des fonctions d'onde des �etats
de bord supprime toute possibilit�e de r�etro-di�usion et les excitations sont coh�erentes sur des
longueursmacroscopiques.Les bords d'un 
uide de Hall constituent ainsi un exempleunique de
syst�emede fermions unidimensionnelsquasi-id�eaux en interaction forte. Ils secomportent donc
di� �eremment de syst�emes�electroniquesunidimensionnelso�u les excitations se propagent dans
lesdeux senspossibles.Cette description particuli �ered'un syst�emed'�electronsunidimensionnels
en interaction au bord de l' �echantillon se fait au moyen de la th�eorie du liquide de Tomonaga-
Luttinger chiral not�ee� LL.

Liquide de Tomonaga-Luttinger

Le mod�ele de Tomonaga-Luttinger est tr �esproche du mod�ele de Tomonaga-Luttinger chiral
que nous verrons par la suite, et il a jou�e un rôle majeur dans l' �etude des syst�emesunidimen-
sionnels.Dans toute la suite du traitement, on se placera dans le syst�eme d'unit �es �h = c = 1.
La r�esolution de ce mod�ele reposed'une part, sur le fait que la relation de dispersion des fer-
mions libres �a D = 1, originellement quadratique (mod�elede fermions libres sur r�eseauen liaison
fortes), est lin�earis�ee autour desdeux points de Fermi � k f (cf Fig. 2.27) et d'autre part sur l'ab-
sencede termes Umklapp et de r�etro-di�usion (seulela di�usion en avant est prise en compte).
Ces termes seront explicit �esdans le traitement de la g-ologie. En�n, cette th�eorie s'exprime de
mani�ere particuli �erement �el�egante en coordonn�eescomplexeset en temps Euclidien (i.e. imagi-
naire). En termes de coordonn�eesspatiales x et temporelle � = it , cescoordonn�eescomplexes
sont d�e�nies comme

z = � i (x � vt) = v� � ix
�z = i (x + vt) = v� + ix

(2.70)
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avec v la vitessede Fermi, param�etre d�etermin�e exp�erimentalement. Les d�eriv�eesv�eri�en t :

@z = �
i
2

(
1
v

@t � @x ) @x = � i (@z � @�z)

@�z = �
i
2
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v
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Fig. 2.27 { Relation de dispersion typique �a D = 1 pour des fermions libres sur r�eseauavec
liaisonsfortes entre plus prochesvoisins.La surfacede Fermi est restreinte aux deux points � k f ,
et la relation de dispersion est lin�eaire au voisinagede cespoints

2.7.1 Th �eorie des champs libres

On consid�ere le syst�emecompos�e d'�electrons�a une dimension sur r�eseausansinteraction et
on d�e�nit la th�eorie du champ correspondante (�a basse�energie).Cela est possiblecar les di� �e-
rentes �echelles de moment intervenant dans cette th�eorie libre sont d�ecoupl�ees.L'Hamiltonien
microscopiqueprend la forme suivante

H K in =
X

k

" (k)cy(k)c(k) (2.72)

avec c(k) l'op�erateur d'annihilation d'�electron de moment k (le spin n'est pas pris en compte
pour l'instant). La th�eorie �a basse�energies'exprime simplement en fonction de op�erateurs de
cr�eation et d'annihilation au voisinagedespoints de Fermi (cf Fig. 2.27) :

� (k) = c(kf + k)
� (� k) = c(� kf � k)

� (k) = cy(kf � k)
� (� k) = cy(� kf + k) (2.73)

o�u k est positif. Les op�erateurs � (k) et � (k) annihilent �electrons et trous autour du point de
Fermi droit (k > 0) et gauche (k < 0) L'Hamiltonien libre prend alors la forme suivante

H K in =
Z

dk
2�

vjkjf � y(k)� (k) + � y(k)� (k)g (2.74)

L' �energieet les moments sont dor�enavant d�e�nis �a partir des points de Fermi du syst�eme. Le
fait de consid�erer la limite contin ue revient en fait �a int�egrer la th�eorie microscopiquesur les
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grands moments pour obtenir une th�eorie e�ectiv e de basse�energieautour des vecteur d'onde
(� kf ). En espacer�eel, cette proc�edure revient �a introduire les champs  R et  L qui varient peu
et tels que l'op�erateur d'annihilation au site n (x = na)18 est19

cxp
a

=  R (x) eik f x +  L (x) e� ik f x (2.75)

Le facteur
p

a permet aux champs de v�eri�er les relations d'anticommutation correctes et
contient leur dimension :

f  R (x);  y
R (x0)g = � (x � x0)

f  L (x);  y
L (x0)g = � (x � x0)

f  R (x);  y
L (x0)g = 0 (2.76)

S�eparation des champs droit et gauche

Les champs contin us peuvent être d�evelopp�esen modesde la mani�ere suivante

 R (x) =
Z

k> 0

dk
2�

[ eik x � (k) + e� ik x � y(k)]

 L (x) =
Z

k< 0

dk
2�

[ eik x � (k) + e� ik x � y(k)] (2.77)

L' �evolution temporelle de � (k) et de � (k) est obtenue en les multiplian t par la phase e� iv jkjt .
Si on r�eexprimecesvariablesspatio-temporellesen fonction de coordonn�eescomplexes(2.70), le
d�eveloppement en mode pour les champs �evoluant au cours du temps est alors

 R (z) =
Z

k> 0

dk
2�

[ e� kz� (k) + ekz� y(k)]

 L ( �z) =
Z

k< 0

dk
2�

[ ek �z � (k) + e� k �z � y(k)] (2.78)

Le champ droit  R d�epend uniquement de la coordonn�eede propagation vers la droite z, alors
que le champ gauche  L ne d�epend que de la coordonn�ee de propagation vers la gauche �z. Le
d�eveloppement en mode ( 2.77) est trompeur �a un �egard: il laissepenserque lesvecteursd'onde
positifs sont connexesaux vecteursd'onde n�egatifs dans l'espacedesmoments, ce qui n'est pas
le cas (ils sont s�epar�es d'�a peu pr�es 2kf ). Ainsi, les modes se propageant vers la droite et la
gauche sont clairement bien s�epar�es. Les �electrons gauches et droits subissent des 
uctuations
de densit�e

� R (x) =  y
R (x) R (x) � L (x) =  y

L (x) L (x) (2.79)

La densit�e �electroniquetotale (par rapport au fondamental du syst�eme) est donn�eepar n tot : =
� R + � L .

Analogie avec l' �equation de Dirac

Il devient assezsimple d'exprimer l'Hamiltonien contin u (2.74) en fonction deschamps  R

et  L :

H K in = � iv
Z

dx [ y
R@x  R �  y

L @x  L ] (2.80)

18 a est le cut-o� ultra-violet naturel du syst�eme i.e. la maille �el�ementaire du r�eseaumicroscopique.
19 Nous utilisons les indices L et R pour d�esigner les champs sepropageant �a gauche (d�ependant uniquement de

x + vt) et �a droite (d�ependant de x � vt)
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g1 g2

g3 g4

backward dispersion

forwardUmklapp

Fig. 2.28{ Lesquatre processusdedi�usion d'�electronsdroits (traits contin us) et gauches(traits
pointill �es) �a D = 1 : (i) g4 est l'amplitude de la di�usion vers l'avant ; (ii) g2 de la dispersion
(di�usion d'�electronsgauches vers des�electronsdroits) ; (iii) g1 pour la r�etro-di�usion (chaque
�electron changede branche mais conserve sonspin) ; (iv) g3 concernela di�usion Umklapp (deux
�electrons gauches deviennent droits et vice-versa; n'est possible qu'�a demi-remplissagecar la
conservation du moment du cristal doit être assur�ee). Les indices de spin ont �et�e supprim�es,
mais les processusg1 and g3 ne concernent que les �electronsde spin oppos�es.

Ceci est exactement l'Hamiltonien de Dirac. En e�et, en dimension(1+1), lesmatrices de Dirac
peuvent être restreintes �a deux dimensions,par exemple


 0 =
�

0 1
� 1 0

�

 1 =

�
0 1
1 0

�
(2.81)

et le spineur de Dirac �a deux composantes est

	 =
�

 R

 L

�
(2.82)

La densit�e lagrangiennede Dirac { avec terme de masse{ est

L D = i �	( 
 0@t � v
 1@x )	 � m �		 (2.83)

La densit�e hamiltonienne canoniqueobtenue �a partir de ce Lagrangien est donc

HD = � iv [ y
R@x  R �  y

L @x  L ] + m( y
R  L �  y

L  R ) (2.84)

cequi correspond �a (2.80) dansle casdemassenulle. Rajouter un terme demasse�a l'Hamiltonien
conduit �a l'ouverture d' un gap de 2m �a l' �energiede Fermi. En revanche, rajouter un terme du
type

H 0 =  y
R  R +  y

L  L = � R + � L (2.85)

conduit simplement �a un d�ecalagedu potentiel chimique i.e. �a une modi�cation de la valeur de
kf . Ceci n�ecessitebien ŝur une red�e�nition desmodesdroits et gauches,mais l'Hamiltonien �nal
seratoujours de la forme (2.80), avec une vitessemodi� �eev0.

2.7.2 In teractions : la g-ologie

Les interactions �a deux corps entre �electrons �a D = 1 ( pour une seulebande) prennent la
forme g�en�erale

H I nt =
1
2

X

� ;� 0

X

k1 ;k2 ;k3

V� ;� 0(k1; k2; k3)cy
� (k1)cy

� 0(k2)c� 0(k3)c� (k4) (2.86)
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Fig. 2.29 { Excitations particule-trou �a D = 1.

o�u nous avons r�etabli les indices de spin (� ; � 0) = (" ; #). A basse�energie, les processusde
di�usion sont naturellement restreints au voisinagedu niveau de Fermi et sont de quatre types
distincts. Toutes les interactions microscopiquespossibles�evoluent sous le 
ot du groupe de
renormalisation pour donner des interactions irrelevantes ou l'un des quatres termes de la g-
ologied�ecrits �a la Fig. (2.28). Exprim �esentermesdechampscontin us, lesdensit�eshamiltoniennes
correspondantes sont :

H 1 = vg1
X

�
 y

R�  L�  y
L � �  R� �

H c
2 = vg2;c(� R" + � R#)( � L " + � L #)

H s
2 = vg2;s(� R" � � R#)( � L " � � L #)

H 3 = 1
2vg3

X

�
 y

R�  y
R� �  L�  L � � + H:c:

H c
4 = 1

2vg4;c[(� R" + � R#)2 + (� L " + � L #)2]
H s

4 = 1
2vg4;s[(� R" � � R#)2 + (� L " � � L #)2] (2.87)

Remarquons que g2;� et g4;� sont des interactions densit�e-densit�e ce qui apparâ�tra plus
clairement enespacer�eel.Lorsquecesdeux couplagessont lesseulsnon-nuls (i.e., g1 = g3 = 0), le
mod�eleobtenu est le mod�eledeTomonaga-Luttinger qui serar�esoluexactement par bosonisation.
La forme bosonis�eede cesinteractions serad�etermin�ee�a la section 2.9.4.

2.8 Bosonisation : une premi �ere appro che

2.8.1 Particularit �e de la dimension D = 1

L'id �ee fondamentale de la bosonisation est la suivante. Les excitations �electrons-trous sont
fondamentalement bosoniques,et l'essentiel du spectre (si cen'est la totalit �e) du gazd'�electrons
peut être d�ecrit par cesexcitations. Cette question a d'abord �et�e �evoqu�eepar F. Bloch en 1934,
mais c'est Tomonagaqui r�ealisaen 1950quecelane pouvait être valable qu'en dimensionD = 1.
Ceci tient �a une raison simple : consid�eronsla Fig. (2.29). Sur la gauche, nousavonsrepr�esent�e la
cr�eation d'une paire �electrons-trousdemoment k. Sur la droite setrouve le spectredesexcitations
�electrons-trousde la mer de Fermi : l' �energiede la paire est repr�esent�eeen fonction du moment
de cette paire (les deux �etant mesur�espar rapport au point de Fermi). La relation de dispersion
�a une particule est lin�eaire au voisinagedu niveau de Fermi, et les paires �electrons-trouscr�e�ees
�a ce voisinageont une relation de dispersion tr �es�etroite correspondant �a une quasi-particule de
moment presquenul : cespaires peuvent se propager de mani�ere coh�erente. Autrement dit, la
particule et le trou ont pratiquement la mêmevitessede groupe �a basse�energieet sepropagent
ensemble. Chaque excitation �electrons-trous conduit �a la formation d'une paire se propageant
de mani�ere coh�erente : il s'agit d'une nouvelle particule.
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Fig. 2.30 { Excitations particule-trou �a D = 2.

A la Fig.( 2.30), la situation correspondante en dimension D = 2 est repr�esent�ee,avec une
surfacede Fermi circulaire. Il apparâ�t alors clairement qu'une paire �electron-trou de moment k
poss�edeun spectre d'�energiecontin u �a partir de z�ero. Ainsi, le spectre �electron-trou est contin u
et les interactions ne peuvent plus former une paire se propageant de mani�ere coh�erente aussi
facilement. Dans tous lescas,d�e�nir une th�eorieen termesd'excitations bosoniquesestbeaucoup
moins �evident en dimension sup�erieure �a 1.

A la limite de basse�energie,les excitations �electrons-trous en dimension D = 1 sont exac-
tement coh�erentes et donc, les 
uctuations desdensit�es � R� et � L� cr�eent desparticules qui se
propagent. On peut alors se demander si tout op�erateur peut être exprim�e en fonction de � R�

et � L� , en particulier les op�erateurs de cr�eation et d'annihilation d'une particule unique. Cela
est e�ectiv ement possiblecommenous le verronspar la suite. Le champs fermionique droit peut
e�ectiv ement s'exprimer comme

 R� (x) =
1

p
2�

exp[2� i
Z x

dx0 � R� (x0)] (2.88)

Dans le reste de ce chapitre nous prouverons que l' �equation (2.126) est �equivalente �a ce qui
pr�ec�ede.

2.8.2 Le boson libre en dimension D = 1

Prenons le temps de d�e�nir exactement le boson libre en dimension D = 1. Ceci peut être
fait �a partir du Lagrangien. Pour un champ de bosonsansmasse' le Lagrangien est

L 0 =
1
2

Z
dx [

1
v

(@t ' )2 � v(@x ' )2] (2.89)

o�u v est la vitessedesbosons.L'Hamiltonien correspondant est alors

H K in =
1
2

v[� 2 + (@x ' )2] � =
1
v

@t ' (2.90)

avec � le champ conjugu�e de ' ; les deux champs ob�eissent aux relations de commutation cano-
niques

[' (x); �( x0)] = i� (x � x0)
[' (x); ' (x0)] = 0
[�( x); �( x0)] = 0

(2.91)

La d�ecomposition en modespour les champs ' et � sur la ligne in�nie est

' (x) =
Z

dk
2�

s
v

2! (k)
[b(k) eik x + by(k) e� ik x ]

�( x) =
Z

dk
2�

s
! (k)
2v

[� ib(k) eik x + iby(k) e� ik x ] (2.92)
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avec ! (k) � vjkj. Les op�erateurs de cr�eation et d'annihilation v�eri�en t les r�eglede commutation

[b(k); by(k0)] = 2� � (k � k0) (2.93)

et l'Hamiltonien peut être exprim�e comme

H K in =
Z

dk
2�

! (k)by(k)b(k) (2.94)

Le fondamental (le vide) j0i est d�etruit par tous les b(k), et poss�ede une �energie nulle par
convention. Commeles fermions, lesbosonsen dimensionD = 1 sed�eplacent soit vers la gauche
soit vers la droite. Ainsi l' �evolution temporelle des op�erateurs d'annihilation s'obtient en les
multiplian t par la phase e� iv jkjt , lorsquele bosonest sansmasse.Il est alors possiblede proc�eder
�a une s�eparation en partie droite et gauche (du point de vue de la propagation). On �ecrit

' (x; t) = � R (x � vt) + � L (x + vt) (2.95)

avec

� R (z) =
Z

k> 0

dk
2�

1
p

2k
[b(k) e� kz + by(k) ekz]

� L ( �z) =
Z

k> 0

dk
2�

1
p

2k
[�b(k) e� k �z + �by(k) ek �z] (2.96)

Les variables z and �z sont d�e�nies par l' �eq. (2.70). Remarquons que les vecteurs d'onde ne
prennent que desvaleurs positivescar nous avons pos�e �b(k) � b(� k).

Le champ dual

Il est commun d'in troduire le boson dual #(x; t), par la relation @x# = � � = � 1
v @t ' . En

termes de bosonsdroits et gauches� R and � L , cela devient (cf �eq. (2.71))

@x # = �
1
v

@t '

= � i (@z + @�z)( � R + � L )

= � i (@z � @�z)( � R � � L )

= @x (� R � � L ) (2.97)

et donc � = � R � � L , modulo une constante additiv e que l'on imposenulle. On peut alors �ecrire

� R =
1
2

(' + #) � L =
1
2

(' � #) (2.98)

si l'on d�esire une d�e�nition de � R et � L qui soit ind�ependante de la d�ecomposition en mode.
Comme # a une expressionnon-locale en termes de � (i.e., il s'exprime �a partir d'une int�egrale
spatiale), l'expressionpr�ec�edente manifeste bien le fait que les parties droites et gauches � R et
� L ne sont pas de v�eritables champs locaux par rapport �a ' . La d�e�nition de # �a partir de �
implique les relations de commutations �a temps co•�ncidant

[' (x); #(x0)] = � i� (x � x0) (2.99)

o�u � (x) est la fonction de Heaviside (�a ne pasconfondreavec#) ce qui soulignele caract�ere non
local de la relation entre ' et # (le commutateur est non-nul même�a grande distance).
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2.8.3 Repr �esentation du champ de fermions par des bosons

Proc�edonsmaintenant �a une d�erivation heuristique et incompl�ete des formules de bosonisa-
tion. L'id �eede baseest la suivante (nous n�egligeonsl'indice de spin pour le moment) : la densit�e
�electronique n tot : �etant bilin �eaire en les champs �electroniques,elle poss�ede une statistique de
Bose.On peut supposerqu'elle est proportionnelle �a la d�eriv�eed'un champs bosonique.

' (x) = �
Z 1

x
dy ntot :(y) ntot :(x) = �

1
�

@x ' (x) (2.100)

o�u � est une constante �a d�eterminer. Cr�eer un fermion �a la position x 0 augmente ' de � quand
x < x0. Ceci a exactement le mêmee�et que l'op�erateur

exp[� i�
Z x0

�1
dy �( y)] (2.101)

qui agit comme un op�erateur de d�ecalagepour ' (x) quand x < x 0, en raison des relations de
commutation

[' (x);
Z x0

�1
dy �( y)] =

(
i (x < x0)
0 (x > x0)

)

(2.102)

Ainsi, l'op�erateur de cr�eation  y
R (x0) ou  y

L (x0) peut être repr�esent�e par l'op�erateur pr�ec�edent
multipli �e par un op�erateur qui commute avec ' ( ei�' , par exemple). Ce terme suppl�ementaire
doit être choisi de sorte que y

R ne d�ependequede x � vt, et  y
L quede x + vt. Lesd�ecompositions

gauche-droite (2.95) et (2.98) sont utiles ici. Comme

� =
1
v

@t ' = � @x# (2.103)

nous avons

� i�
Z x0

�1
dy �( y) = i�# (x0) (2.104)

�a partir desquelson obtient deschampssed�epla�cant exclusivement �a droite ou �a gauche en ajou-
tant ou soustrayant � 1

2 i�' (x0). Ainsi, un Ansatz raisonnable pour obtenir une repr�esentation
bosoniquede l'op�erateur de cr�eation d'�electron est

 y
R (x) = A e2i�� R (x)  y

L (x) = A e� 2i�� L (x) (2.105)

o�u les constantes A et � restent �a d�eterminer, par exempleen imposant les relations d'anticom-
mutation (2.76). C'est ce que nous ferons plus loin.

Les�etats �a un �electron  y
R j0i , �etant engendr�espar desexponentielles d'op�erateur de cr�eation

de bosons; ce sont des �etats coh�erents du champs de boson � R . D'autre part, les excitations
bosoniques�el�ementaires sont des
uctuations collectivesdedensit�e (ou despin) i.e desexcitations
�electrons-trous.

2.9 D�etails de la pro c�edure de bosonisation

2.9.1 Op�erateurs de vertex

Avant de d�eterminer les constantes A et � de (2.105), examinonspr�ecis�ement l'op�erateur
exponentiel ei�� R (un tel op�erateur est appel�e op�erateur de vertex ). Comme� R est soumis�a des

uctuations, les puissancesou desfonctions encoreplus compliqu�eesde � R doivent être d�e�nies
avec pr�ecision a�n de ne pas diverger en valeur moyenne. La prescription usuellement utilis �ee
est appel�ee l' ordre normal et consiste�a d�evelopper � R en modeset �a placer tous les op�erateurs
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d'annihilation �a droite des op�erateurs de cr�eation. Ainsi, l'op�erateur exponentiel poss�ede la
d�e�nition pr�ecisesuivante :

: ei�� R (x � vt) := ei�Q exp[i�
X

n> 0

1
p

4� n
by

n ekz] exp[i�
X

n> 0

1
p

4� n
bn e� kz] e� i�P (x� vt)=2L (2.106)

P est consid�er�e commeun op�erateur d'annihilation car le fondamental bosoniquej0i poss�edele
moment nul. La notation : A : signi�e que l'op�erateur A est ordonn�e normalement.

En raison de l'ordre normal, les op�erateurs de vertex ne semultiplien t pas commedesexpo-
nentielles ordinaires. A la place, nous utiliserons plut ôt la relation

: ei�� R (z) :: ei� � R (z0) :=: ei�� R (z)+ i� � R (z0) : e� �� h� R (z)� R (z0)i (2.107)

o�u h� R (z)� R (z0)i est simplement la valeur moyennepar rapport au fondamental si le terme de
gauche est un produit ordinaire, ou une fonction de Green s'il s'agit d'un produit ordonn�e nor-
malement. Ceci est une formule tr �esimportante, que l'on d�emontre par la formule de Campbell-
Baker-Hausdor� (CBH) :

eA eB = eA+ B e
1
2 [A;B ] ([A; B ] = const:) (2.108)

Consid�eronspar exemple,un simple oscillateur harmonique a et deux op�erateurs

A = �a + � 0ay B = � a + � 0ay (2.109)

la formule CBH permet la combinaison desexponentielles normalement ordonn�ees:

: eA :: eB : = e� 0ay
e�a e� 0ay

e� a

= e� 0ay
e� 0ay

e�a e� a e�� 0

= : eA+ B : eh0jAB j0i (2.110)

Les deux derni�eres�egalit�es sont aussi valablessi (a;ay) est remplac�e dans le mêmeordre , par
la paire (p;q) d'op�erateurs canoniquesconjugu�es([q; p] = i ). Cela s'applique aussi �a une collec-
tion d'op�erateurs ind�ependants, tels que les champs bosoniques� R ou � L . En�n, cesformules
sont encorevalablespour un produit ordonn�e dans le temps commepour le produit normal, �a
condition de remplacerh0jAB j0i par un produit ordonn�e dans le temps. Ainsi, l'identit �e (2.107)
est prouv�eeet dor�enavant, nous ne marqueronsplus le symbole d'ordonnement normal pour les
op�erateurs de vertex.

Il nousreste�a calculer la fonction deGreenh� R (z)� R (z0)i . Cecipeut être r�ealis�ededi� �erentes
mani�eres. Par exemple, on peut utiliser le d�eveloppement en modes [14] et prendre la limite
L ! 1 :

h� R (z)� R (0)i = �
i

2L
(vt � x) +

1
4�

X

n> 0

1
n

e� 2� nz=L

= �
z

2L
�

1
4�

ln
2� z
L

! �
1

4�
ln z + const: (L ! 1 ) (2.111)

Nous allons adopter la normalisation

h� R (z)� R (z0)i = �
1

4�
ln(z � z0) (2.112)
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et supprimer le terme constant, qui ne fait que d�e�nir une �echelle de longueur. On obtient de la
mêmemani�ere

h� L ( �z)� L ( �z0)i = �
1

4�
ln( �z � �z0) (2.113)

Une autre mani�ere de calculer la fonction de Green du boson est de noter que la fonction de
Green non-chirale G(x; � ) = h' (x; � )' (0; 0)i doit v�eri�er l' �equation de Poisson�a D = 2

r 2G = � (x)� (v� ) (2.114)

enespaceEuclidien. La solution decette �equationencoordonn�eespolaires(modulo uneconstante
�a d�eterminer par le th�eor�emede Gauss) :

G(x; v� ) = �
1

4�
ln(x2 + v2� 2) = �

1
4�

ln(z�z) (2.115)

Le r�esultat est alors �equivalent �a celui que l'on peut inf�erer �a partir de la d�ecomposition en
modes,sachant que

h' (x; � )' (0; 0)i = h� R (z)� R (0)i + h� L ( �z)� L (0)i (2.116)

La formule (2.107) peut être r�e�ecrite

ei�� R (z) ei� � R (z0) = ei�� R (z)+ i� � R (z0) (z � z0)�� =4� (2.117)

Nous sommesmaintenant en mesurede d�emontrer l' �equivalencebosons-fermionsau niveau
desrelations de(anti)commutation. En r�ealit�e, il estplus simpleded�eterminer lesconstantesA et
� de (2.105) en comparant les fonctions de Greenplut ôt quede simplement consid�erer les(anti-
)commutateurs �a temps co•�ncidant (ceci permet d'�eviter lessingularit�es�a temps co•�ncidant). Le
propagateur �electroniqueest calcul�e �a partir du d�eveloppement en modes(2.77)20 :

h R (z) y
R (z0)i =

Z

k> 0

dk
2�

Z

q> 0

dq
2�

h0j� (k)� y(q)j0i e� kz+ qz0

=
Z

k> 0

dk
2�

e� k(z� z0)

=
1

2�
1

z � z0 (2.118)

o�u nous avons suppos�e que � > � 0, ce qui assurela convergencede l'in t�egrale et d�ecouledu
produit ordonn�e dans le temps. Ainsi,

h y
R (z) R (z0)i =

1
2�

1
z � z0 (2.119)

L'anticommutateur correct est obtenu en prenant la limite destemps co•�ncidant :

f  R (x; 0);  y
R (x0; 0)g = lim

" ! 0
(h R (" � ix ) y

R (� ix 0)i + h y
R (" � ix 0) R (� ix )i )

=
1

2�
lim
" ! 0

(
1

" � i (x � x0)
+

1
" � i (x0 � x)

)

=
1

2�
lim
" ! 0

2"
(x � x0)2 + "2 = � (x � x0) (2.120)

( R ou  L avec un seul argument sont des fonctions de z ou �z). On v�eri�e ais�ement que la
fonction de Green (2.118) en espace-tempsposs�ede l'expression attendu en espacer�eciproque
(moment-fr �equence):

1
2�

1
z � z0 � !

1
! � vjkj

(2.121)

20 Ce calcul �a �et�e r�ealis�e avec le formalisme des int �egralesde chemin dans [13].
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Pour d�emontrer (2.105) et �xer les valeurs de A et � , on doit calculer

h R (z) y
R (z0)i = A2he� 2i�� R (z) e2i�� R (z0) i (2.122)

A partir de la relation (2.117)

h R (z) y
R (z0)i = A2he� 2i� (� R (z)� � R (z0)) i (z � z0)� � 2=�

= A2(z � z0)� � 2=� (2.123)

Notons que la valeur moyenneordonn�eenormalement

he� i�� R (z)� i� � R (z0) i (2.124)

est non-nulle seulement si � + � = 0. Ceci peut être inf�er�e �a partir de l'action de l'op�erateur de
mode z�ero Q :

h0j ei (� + � )Q e� i (� + � )P=2L j0i (2.125)

s'annule si � + � 6= 0, car l'exponentiel de Q agissant sur j0i conduit �a un autre �etat propre de
P, avec la valeur propre � + � ; cet �etat est orthogonal �a j0i . La condition � + � = 0 est appel�ee
condition de neutralit �e.21 En comparant (2.123) avec (2.118), on conclut que la constante �
doit être

p
� et que A doit être 1=

p
2� . Les formules de bosonisationcorrectessont alors

 R (x) = 1p
2�

e� i
p

4� � R (x)  y
R (x) = 1p

2�
ei

p
4� � R (x)

 L (x) = 1p
2�

ei
p

4� � L (x)  y
L (x) = 1p

2�
e� i

p
4� � L (x)

(2.126)

2.9.2 Bosonisation de l'Hamiltonien �electronique libre

lesformulesdebosonisation(2.126)sont la basede la transformation fermions{bosonsutilis �ee
pour de nombreux op�erateurs. Toutefois, ce processusest souvent subtil, dans la mesure o�u
l'ordre normal de cesop�erateursest indispensable.Prenonspar exemplelesdensit�esde fermions
chiraux � R et � L . L'ordre normal peut être construit �a partir du d�eveloppement en modes.Mais
il existe une mani�ere plus courte et �el�egante de proc�eder que l'on d�esignepar le d�eveloppement
en produit d'op�erateurs (OPE ou point-splitting en anglais) et que l'on d�e�nit comme

� R(z) = lim
" ! 0

[ y
R (z + ") R (z) � h y

R (z + ") R (z)i ] (2.127)

o�u " est pris �a temps positif (de sorte �a apparâ�tre commeici, apr�esordonnement dansle temps).
Cette limite doit être priseapr�esavoir appliqu�e lesformulesdebosonisationet la relation (2.107):

� R =
1

2�
lim
" ! 0

[ ei
p

4� � R (z+ " ) e� i
p

4� � R (z) �
1
"

]

=
1

2�
lim
" ! 0

[ ei
p

4� [� R (z+ " )� � R (z)] 1
"

�
1
"

]

=
1

2�
lim
" ! 0

[ ei"
p

4� @z � R (z) 1
"

�
1
"

]

=
1

2�
i
p

4� @z� R =
i

p
�

@z ' (2.128)

nousavonsproc�eder �a un d�eveloppement de Taylor �a la derni�ere ligne. On fait de mêmepour la
densit�e gauche, sauf que le signeest oppos�e et

� R =
i

p
�

@z ' � L = �
i

p
�

@�z ' (2.129)

21 Cette terminologie provient de l'analogie avec le gaz de Coulomb �a D = 2 en m�ecaniquestatistique.
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(notons que @z� R = @z ' et @�z � L = @�z ' ).
La mêmeproc�edure de d�eveloppement en produit d'op�erateurs Eq. (2.128) est utilis �eepour

d�emontrer l' �equivalenceentre l'Hamiltonien �electronique(2.80) et l'Hamiltonien bosonique(2.90),
sauf qu'il faut d�evelopper aux ordres sup�erieurs. Pr�ecis�ement, une expressiondu type  y

R@x  R

doit être �evalu�eecomme

 y
R@x  R = � i lim

" ! 0
f  y

R (z + ")@z R (z) � h y
R (z + ")@z  R (z)ig (2.130)

La limite est �evalu�eeen utilisant les OPE suivants (�a l'ordre " 2), obtenues�a partir desformules
de bosonisationet de la relation (2.107) :

 R (z0) y
R (z) =

1
2� "

+ i
1

p
�

@z ' + i
"

p
4�

@2
z ' � " (@z ' )2

 y
R (z0) R (z) =

1
2� "

� i
1

p
�

@z ' � i
"

p
4�

@2
z ' � " (@z ' )2

 L ( �z0) y
L ( �z) =

1
2� �"

� i
1

p
�

@�z ' � i
�"

p
4�

@2
�z ' � �" (@�z ' )2

 y
L ( �z0) L ( �z) =

1
2� �"

+ i
1

p
�

@�z ' + i
�"

p
4�

@2
�z ' � �" (@�z ' )2 (2.131)

avec " = z0 � z et �" = �z0 � �z, et les champs du membre de droite sont consid�er�es comme
des fonctions de (z; �z) seulement, la d�ependanceen (z0; �z0) est exclusivement contenue dans
les puissancesde " et �" . La limite (2.130) est obtenue en d�erivant par rapport �a z ou �z les
d�eveloppements pr�ec�edents. On obtient alors

 R (z0) y
R (z) =

1
2� "

+ i
1

p
�

@z ' + i
"

p
4�

@2
z ' � " (@z ' )2

 y
R (z0) R (z) =

1
2� "

� i
1

p
�

@z ' � i
"

p
4�

@2
z ' � " (@z ' )2

 L ( �z0) y
L ( �z) =

1
2� �"

� i
1

p
�

@�z ' � i
�"

p
4�

@2
�z ' � �" (@�z ' )2

 y
L ( �z0) L ( �z) =

1
2� �"

+ i
1

p
�

@�z ' + i
�"

p
4�

@2
�z ' � �" (@�z ' )2 (2.132)

En proc�edant �a une substitution �evidente, l'Hamiltonien (2.80) devient alors

H K in = � v
Z

dx [(@z ' )2 + (@�z ' )2]

= � v
Z

dx (� 2
R + � 2

L ) (2.133)

cequi est pr�ecis�ement l'Hamiltonien de boson(2.90), apr�esavoir utilis �e lesrelations (2.71). Ainsi
l' �equivalenceentre un bosonlibre et un fermion libre est d�emontr �eeau niveaude l'Hamiltonien.
Remarquonsque nous n'avons pas d�emontr �e l' �equivalenceau niveau desLagrangiens.De plus,
unepreuverigoureusede la bosonisationnepeut sefaire qu'au niveaudu spectre.Nouslaisserons
decot�e cesdeux points qui d�epassent le cadredecemanuscrit. L' �equivalencespectraledesbosons
et desfermions est toutefois trait �eedans [14].

2.9.3 Facteurs de Klein

On peut supposerquel'on a plusieursesp�ecesfermioniques,indic�eespar deslettres grecques:
 R� . La bosonisationexigealors un nombre �egald'esp�ecesbosoniques� R� et lesformules(2.126)
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demeurent valables, except�e le fait qu'elles ne fournissent pas les relations de commutation
entre les di� �erentes esp�eces.En r�ealit�e, ce probl�emesurvient �egalement pour une esp�eceunique
dans la mesureo�u les fermions droits et gauches  R et  L doivent anticommuter, alors que les
champs� R et � L commutent.22 Une solution consiste�a introduire un facteur d'anticommutation
suppl�ementaire, les fameux facteurs de Klein , dans les formules de bosonisation:

 R� (x) = 1p
2�

� � e� i
p

4� � R� (x)  y
R� (x) = 1p

2�
� � ei

p
4� � R� (x)

 L� (x) = 1p
2�

�� � ei
p

4� � L� (x)  y
L� (x) = 1p

2�
�� � e� i

p
4� � L� (x)

(2.134)

Les facteurs de Klein � � and �� � sont Hermitiens et v�eri�en t l'alg�ebre de Cli�ord :

f � � ; � � g = f �� � ; �� � g = 2� �� f � � ; �� � g = 0 (2.135)

Les facteurs de Klein agissent sur un espacede Hilb ert distinct de l'espacede Hilb ert desbosons
g�en�er�espar lesmodes[14]. Cette expansionde l'espacede Hilb ert doit être compens�e, en quelque
sorte, en \�xan t une jauge" : l' Hamiltonien doit être diagonal dans cet espacedes facteurs de
Klein ainsi que les observablesphysiques.Ainsi, un �etat propre de Klein est choisi et le reste de
l'espacede Hilb ert de Klein s'en d�ecouple.

2.9.4 Bosonisation des in teractions

On peut �nalement setourner vers lesquatre interactions de basede la g-ologie(2.28). Pour
ceci, il convient d'in troduire le spin : nous avons besoinde deux bosons' " et ' #. Le champ de
bosonpeut être combin�e en composantes de spin et de charge :

' c =
1

p
2

(' " + ' #) ' s =
1

p
2

(' " � ' #) (2.136)

et de mêmepour les composantes chirales � Rc;s et � Lc;s .
Le terme d'in teraction (g2) est assezsimple �a bosoniser,dansla mesureo�u il ne fait intervenir

que desop�erateurs de densit�e :

H c
2 =

vg2;c

�

X

� ;� 0

@z ' � @�z ' � 0 =
2vg2;c

�
@z ' c@�z ' c (2.137)

et de mêmepour les interactions de spin :

H s
2 =

2vg2;s

�
@z ' s@�z ' s (2.138)

De même, les termes en avant (g4) sont

H c
4 = �

vg4;c

2�
[(@z ' " + @z ' #)2 + (@�z ' " + @�z ' #)2]

= �
vg4;c

�
[(@z ' c)2 + (@�z ' c)2] (2.139)

et
H s

4 = �
vg4;s

�
[(@z ' s)2 + (@�z ' s)2] (2.140)

22 Ceci est vrai avecdesconditions aux limites p�eriodiques. Sur la ligne in�nie, avecconditions aux limites nulles
en x = �1 , ce n'est plus vrai et [� R (x); � L (x0)] = 1

4 i . Cette relation assurel'anticommutation f  R (x);  L (x0)g =
0.
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2.10 Solution exacte du mo d�ele de Tomonaga-Luttinger

2.10.1 Renormalisation du champ et de la vitesse

L'in t�er̂et de la bosonisation reposesur sa capacit�e �a repr�esenter les interactions entre fer-
mions, pr�ecis�ement H 2 et H 4, commedestermessansinteractions pour l'Hamiltonien bosonique.
Le mod�ele �electroniquecontin u d�e�ni par la densit�e Hamiltonienne

H T :L: = H K in + H 2;c + H 2;s + H 4;c + H 4;s (2.141)

est appel�e le mod�ele de Tomonaga-Luttinger. La partie libre H K in apparâ�t comme la somme
de th�eories libres de bosonspour le spin et la charge, avec la même vitesse v. Comme on l'a
vu pr�ec�edemment �a la section 2.9.4, chaque terme d'in teraction est exprim�e soit en termes de
bosonsde spin ou de bosonsde charge.Ainsi, l'Hamiltonien total est la sommed'un Hamiltonien
de spin et de charge i.e., les deux secteurs(charge et spin) sont compl�etement d�ecoupl�es:23

H T :L: = H c + H s (2.142)

Quand on l'exprime en terme de bosonsde charge et de spin { plus pr�ecis�ement, en termes
de champs conjugu�es� � et de @x ' � { l' Hamiltonien de chaquesecteurdevient

H � = H �
0 + H �

2 + H �
4 avec

H 0;� =
1
2

v[� 2
� + (@x ' � )2]

H 2;� = �
vg2;�

2�
[� 2

� � (@x ' � )2]

H 4;� =
vg4;�

2�
[� 2

� + (@x ' � )2] (2.143)

avec � = c;s. En combinant cesexpressions,on trouve

H � =
1
2

v� [K � � 2
� +

1
K �

(@x ' � )2] (2.144)

o�u

K � =

s
� � g2;� + g4;�

� + g2;� + g4;�
v� = v

r

(1 +
g4;�

�
)2 � (

g2;�

�
)2 (2.145)

La constante K � est simplement une renormalisation du champs ' � . Cela apparâ�t plus claire-
ment dans le Lagrangien associ�e :

L � =
1

2K �

Z
dx [

1
v�

(@t ' � )2 � v� (@x ' � )2] (2.146)

L'Hamiltonien (2.144) peut être r�eexprim�e sousforme canonique(2.90) simplement en introdui-
sant les op�erateurs renormalis�es

' 0
� =

1
p

K �
' � � 0

� =
q

K � � � (2.147)

qui ob�eissent encore aux relations de commutation canoniques.Remarquons que nous avons
suppos�e que les couplagesg2;� et g4;� ne d�ependent pas du moment k. Cela n'est toutefois pas
n�ecessaire: lessolutions pr�ec�edentes du mod�elede Tomonaga-Luttinger peuvent être red�eriv�ees

23 Ceci est vrai pour les champs mais pas exactement au niveau du spectre o�u les choses sont un peu plus
compliqu�ees.Il est, en e�et manifeste que les nombres d'excitations de spin et de charge ne sont pas ind�ependants,
car le nombre total d'�electrons est conserv�e.
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avecdescouplagesg2;� (k) and g4;� (k) d�ependants du moment k, et cepour la simple raison que
l'Hamiltonien bosoniqueest quadratique et que les di� �erents moments sont donc d�ecoupl�es.En
particulier, les formules pr�ec�edentes pour la renormalisation de la vitesse peuvent servir pour
�ecrire la relation de dispersion desexcitations de charge :

! (k) = vcjkj = vjkj

s

(1 +
g4;� (k)

�
)2 � (

g2;� (k)
�

)2 (2.148)

Par soucide simplicit �e, nousne prendronspasen compte une telle d�ependancequi r�eapparâ�tra
toutefois dans les chapitres suivants.

2.10.2 M �elange des champs droits et gauches

Les perturbations H 2;� de (2.143) m�elangent les bosonsdroits et gauches.On s'attend alors
�a ce que les nouveaux �etats propres soient descombinaisons lin�eairesdesexcitations droites et
gauches. En e�et, la renormalisation du champ ' (' 0 = '=

p
K ) implique une renormalisation

inverse de son moment conjugu�e � { et donc du champs dual # { de fa�con �a pr�eserver les
relations de commutation canoniques: #0 = #

p
K (nous n�egligeonsles indices de spin/charge

pour l'instant). Donc, lesbosonsdroits et gauches� R et � L ne sont passimplement renormalis�es
par K , ils sont m�elang�es :

� R =
1
2

(' + #) ! � 0
R =

1
2

(
1

p
K

' +
p

K #)

� L =
1
2

(' � #) ! � 0
L =

1
2

(
1

p
K

' �
p

K #) (2.149)

Si on exprime lesanciensbosonsdroits et gauches(� R et � L ) en terme desnouveaux (� 0
R et � 0

L )
et si on d�e�nit � commeK = e2� , on trouve

� R = cosh� � 0
R + sinh � � 0

L

� L = sinh� � 0
R + cosh� � 0

L (2.150)

En terme de d�eveloppement en modes,le m�elangedes�etats droit-gauche est une transformation
de Bogoliubov desop�erateurs de cr�eation et d'annihilation :

bn = cosh� b0
n + sinh� �b0

n
y

�bn = sinh � b0
n

y + cosh� �b0
n (2.151)

Ainsi, le champsde fermions  R" , un champsne sepropageant quevers la droite dansle syst�eme
sansinteractions devient un m�elangedechampssepropageant �a droite et �a gauchedansle mod�ele
de Tomonaga-Luttinger, si K � 6= 1 (i.e., si g2;� 6= 0). Consid�erons par exemple le cas K s = 1,
K c 6= 1 :

 R" (x; � ) =
1

p
2�

� " e� i
p

4� � R "

=
1

p
2�

� " e� i
p

2� � Rc e� i
p

2� � Rs

=
1

p
2�

� " e� i
p

2� cosh� � R 0c e� i
p

2� sinh � � L 0c e� i
p

2� � Rs (2.152)

C'est le r�esultat auquel on s'attend, dans la mesureo�u les interactions H 2 entourent l' �electron
libre d'un nuaged'�electronsdroits et gauches.
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2.10.3 Fonctions de correlations

Fonctions de Green

Une fois que l'on �a r�ealis�e la renormalisation (2.145), le calcul de quantit �esphysiques(fonc-
tions de corr�elations) est simple, au moins en espacer�eel. La fonction de Green �a une particule

G" (x; � ) = hc" (x; � )cy
" (0; 0)i (2.153)

A moment proche de z�ero, en termes de champs contin us, cela devient 24

G" (x; � ) = h R" (x; � ) y
R" (0; 0)i + h L " (x; � ) y

L " (0; 0)i (2.154)

Consid�erons uniquement la partie se propageant �a droite, dans le cas K s = 1 et K c 6= 1 pour
simpli�er. En utilisant l' �equation (2.152), cela devient

h R" (x; � ) y
R" (0; 0)i =

1
2�

he� i
p

2� cosh� � R 0c (zc ) ei
p

2� cosh� � R 0c (0) i

�h ei
p

2� sinh � � L 0c ( �zc ) e� i
p

2� sinh � � L 0c (0) i

�h e� i
p

2� � R 0s (zs ) ei
p

2� � R 0s (0) i

=
1

2�
1

(vc� � ix )
1
2 cosh2 �

1

(vc� + ix )
1
2 sinh2 �

1
(vs� � ix )1=2

=
1

2�
1

(vc� � ix )1=2

1
jvc� � ix j � c

1
(vs� � ix )1=2

(2.155)

o�u la di� �erencede vitesseentre la chargeet le spin r�eclameune distinction entre lescoordonn�ees
complexesde spin et de charge (zs et zc). Nous avons introduit l'exposant 25

� c =
1
4

(K c +
1

K c
� 2) (2.156)

En prenant la transform�eede Fourier en temps et en espace,la fonction de Green conduit �a un
terme spectral �etendu,26 commeillustr �e �a la Fig. (2.31). Cette densit�e spectrale a une singularit�e
alg�ebrique au voisinage! = � vcq et ! = vsq, avec des exposants li�es �a � c. A partir de cette
fonction spectrale, il peut être montr �e que la distribution en fonction du moment n(k) a une
singularit�e alg�ebrique au niveau de Fermi :

n(k) = n(kf ) � const: � sgn(k � kf )jk � kf j� c (2.157)

et la densit�e d'�etat �a une particule �egalement : N (! ) � j! j � c . A pr�esavoir d�etaill�e le traitement
du liquide de Luttinger, nouspouvonsconsid�erer la th�eoriedesliquides de Luttinger chiraux qui
reposelargement sur les mêmesprincipes.

2.11 Liquide de Tomonaga-Luttinger chiral

2.11.1 Th �eorie hydro dynamique de Wen

Nous consid�erons ici la situation id�eale o�u l' �etat de Hall fractionnaire est r�ealis�e au niveau
du bord. Nous allons montrer que le bord est d�ecrit par un mod�ele de Luttinger chiral, tr �es

24 Il apparâ�t une singularit �e au voisinage de k = 2kf si K < 1.
25 On trouv e aussi la notation 
 c = 1

2 � c , de même que � c = � c .
26 Un calcul d�etaill �e de la densit�e spectrale �a partir de la fonction de Green en espaceet temps a �et�e r�ealis�e dans

[15]
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Fig. 2.31 { Fonction de densit�e spectrale A(k; ! ) typique du mod�ele de Tomonaga-Luttinger ,
avecK s = 1. Lesexposants quel'on voit enhaut correspondent aux trois singularit�es: (! + vcq)� c ,
(! � vsq)� c � 1=2 et (! � vcq)(� c � 1)=2:

proche du mod�elede Luttinger d�ecrit pr�ec�edemment. La relation entre lesdeux a �et�e d�emontr �ee
par Wen, qui supposeseulement qu'il existe une s�eparation nette entre un liquide de facteur de
remplissageuniforme et le vide o�u le facteur de remplissageestnul. Wen a utilis �e l'action e�ectiv e
a�n d'obtenir l'Hamiltonien du bord. On consid�ere deux axes x et y au bord de l' �echantillon
comme sur la Fig. (2.32). Dans la r�egion y < 0, se trouve le syst�eme de Hall fractionnaire
�a un remplissage� le rendant incompressible,alors que la r�egion y > 0 correspond au vide.
L'incompressibilit �e de l' �etat de Hall fractionnaire est responsable du gap des excitations du
volume et donc les seulesexcitations de basse�energiedu syst�emesont restreintes au bord o�u la
s�eparation entre le liquide de Hall et le vide peut sed�eformer. Consid�eronsalors une excitation
responsable de la d�eformation de la ligne de s�eparation originellement d'�equation y = 0 qui
devient alors y = f (x). Il y a donc un exc�esd'�electron au bord. La densit�e �electroniqueen exc�es
(associ�ee �a la d�eformation du bord) par unit �e de longueur est alors :

� (x) =
�

2� l2
f (x) (2.158)

o�u on reconnait la relation ne = � =(2� l2) (cf section 2.6.1. Il est possiblede calculer l' �energie
accompagnant cette d�eformation. Si le potentiel decon�nement au bord de l' �echantillon estU(y),
pour une excitation est de basse�energie,on peut approximer U(y) par une fonction lin�eaire en
y. La variation d'�energiesur l'in tervalle de longueur � x est alors :

� E =
1
2

f U(f (x)) � U(0)g � (x)� x (2.159)

Les �electronsdu bord sepropagent dans un seul senset ont une vitesse:

v =
1

jqejB
@U
@y

(2.160)

Avec U(y) = jqejB vy, l' �energiepotentielle totale due �a cette d�eformation est donc :

E =
2� �hv

2�

Z
dx� (x)2 (2.161)

En m�ecaniquequantique � (x) devient un op�erateur et l'Hamiltonien est donn�e par l' �energieE.

H =
� v
�

Z
dx� (x)2 (2.162)
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Fig. 2.32 { Onde de densit�e du bord d'un 
uide de Hall quantique fractionnaire (plasmon).
Quand il y aucune perturbation de densit�e, la fronti �ere est une ligne droite. En pr�esenced'un
plasmon, il apparâ�t un exc�esde charge par endroits et un d�efaut ailleurs.

Il nous reste maintenant �a d�eterminer les relations de commutation entre ces op�erateurs.
Consid�eronsl'Hamiltonien suivant :

H 0 = H �
Z

dx� (x)� (x) (2.163)

Cette perturbation induit un courant dans le syst�eme, et si l'on est dans le cas de l'e�et Hall

quantique fractionnaire, @�
@x se comporte comme un champ �electrique dans la direction x, de

sorte que le courant s'�ecouledans la direction y, avec une densit�e de courant j y(x) donn�eepar :

j y(x) = �
@�
@x

(2.164)

Cette densit�e ob�eit �a la loi de conservation :
@� (x; t)

@t
+

@j x (x; t)
@x

= j y(x; t) (2.165)

Par ailleurs, l' �equation de Heisenberg donne :

@� (x; t)
@t

=
i
�h

[H ; � (x; t)] �
i
�h

Z
dx0� (x0)

�
� (x0); � (x)

�
(2.166)

Cesdeux �equationsdoivent être identiques pour n'imp orte quelle fonction � (x), donc le second
terme doit être le même,et nous obtenonsla relation :

�
� (x0); � (x)

�
= �

i�
2�

d
dx0� (x � x0) (2.167)

qui s'�ecrit en transform�eede Fourier :

[� k ; � � k0] = � k;k0
� k
2�

(2.168)

Cette relation est l'alg�ebre de Kac-Moody du liquide de Luttinger, il faut toutefois noter le
facteur de remplissagede l' �etat de Hall fractionnaire � qui apparâ�t ici. A cette di� �erencepr�es,
l' �etat de bord est essentiellement d�ecrit par le mêmeHamiltonien que le liquide de Tomonaga-
Luttinger. La bosonisations'imposenaturellement pour r�esoudreun tel syst�eme27.

27 En toute rigueur, le traitemen t exact du probl�eme se fait sur une distance �nie L (cf [16]).
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2.11.2 Bosonisation des fermions chiraux

On posealors, commepr�ec�edemment :

� =
p

�
p

�
@x � = �

i
p

�
p

�
@z� (2.169)

et l'Hamiltonien pour lesexcitations de bord sepropageant vers la droite (i.e. ne d�ependant que
de z) est

H = � v
Z

(@z � R )2 (2.170)

On retrouve exactement la mêmeforme bosoniquequ'�a la sectionpr�ec�edente. L' �electron au bord
doit alors être repr�esent�e par un champ  (x) tel que

[� (x);  (x0)] = � � (x � x0) (x) (2.171)

En calculant le d�eveloppement en produits d'op�erateurs de � avec e� i�� , on d�etermine que la
repr�esentation correcte de  est

 (x) =
1

p
2�

ei
p

4� �=
p

� (2.172)

Pr�ecisement, nous obtenonsles relations de bosonisationsdesop�erateurs d'�electrons

 R (x) = 1p
2�

e� i
p

4� � R (x)=
p

�  y
R (x) = 1p

2�
ei

p
4� � R (x)=

p
�

 L (x) = 1p
2�

ei
p

4� � L (x)=
p

�  y
L (x) = 1p

2�
e� i

p
4� � L (x)=

p
�

(2.173)

A partir de l�a, on trouve la fonction de Green �a une particule

G(x; t) =
1

2�
1

(x � vt)1=� (2.174)

Remarquonsqu'elle correspond au propagateur de l' �electron libre uniquement dans le cas� = 1
, i.e., quand le premier niveaude Landau est totalement rempli. Mêmedans le casfractionnaire,
le syst�eme de bord est un liquide de Luttinger si m = 1=� > 1, en fait, c'est un liquide de
Luttinger chiral (� LL). La fonction de Green dans l'espacemoment-fr �equenceest

G(k; ! ) /
(! + vk)m� 1

! � vk
(2.175)

et la densit�e d'�etat au voisinagedu niveau de Fermi est alors

N (! ) / j! jm� 1 (2.176)

Apr �esavoir d�etaill�e la th�eoriedesliquides deLuttinger chiraux, nouspouvonsexaminerdi� �erents
aspects exp�erimentaux descanaux de bord fractionnaires.

2.12 Conclusion

Nous avons pass�e en revue les principales propri �et�esdes�electronsbidimensionnelsdans un
champ magn�etique. Nous avonsd�ecrit l'apparition de l'e�et Hall quantique entier puis fraction-
naire en insistant sur l'imp ortance des bords. Dans le cas des fractions magiques � = 1=m,
Wen a montr �e que chaque bord est d�ecrit par la th�eorie des liquides de Luttinger chiraux. La
dynamique du syst�eme unidimensionnel de fermions chiraux en interaction s'exprime par un
bosonlibre unique via la technique de bosonisation.Les modesde propagation droits et gauches
sont m�elang�es par les interactions et les fonctions de corr�elations du mod�ele initial sont renor-
malis�eespar les interactions. Nous pouvons maintenant appliquer cette th�eorie �a dessituations
exp�erimentales r�ealistes,et �a desexp�eriencesde transport par e�et tunnel en particulier.
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Chapitre 3

E�et tunnel �etendu.

Les bords d'un 
uide de Hall sont d�ecrits par la th�eorie des liquides de Luttinger chiraux.
Dans ce chapitre, nous confrontons cette th�eorie aux exp�eriencesde transport par e�et tunnel
sur les bords. Dans une premi�ere section, nous d�etaillons les syst�emesutilis �es dans ce type
d'exp�erience.Nous observonsdesr�esultats exp�erimentaux qui valident la th�eoriedesliquides de
Luttinger. Puis, nousexaminonsunenouvellestructure : la jonction tunnel �etendue.Desmesures
de conductance tunnel font apparâ�tre des caract�eristiques inexpliqu�ees,et dans la troisi�eme
section,nousappliquons le formalisme desliquides de Luttinger �a cette situation exp�erimentale.
Nous calculons le courant tunnel perturbativ ement dans di� �erents r�egimesde remplissagedes
bords et d'in teraction. En�n, nous calculonsle bruit associ�e au courant tunnel.

3.1 Transp ort �electronique dans un liquide de Luttinger chiral

Cette section traite du transport �electroniquedansun liquide de Tomonaga-Luttinger chiral
(ou � LL). Commenous l'avonsvu pr�ec�edemment, le � LL est un mod�eleparticuli �erement simple
de conducteur m�etallique fortement corr�el�e �a D = 1. Plus pr�ecis�ement, il s'agit d'un conducteur
m�etallique unidimensionneldont les excitations �el�ementaires sepropagent dans un sensunique.
Le canal de bord d'un 
uide de Hall fractionnaire incompressibleest la r�ealisation exp�erimentale
d'un tel syst�eme. Le � LL se distingue d'un m�etal habituel (�a D = 3) par l'absence de pôle
dans la densit�e spectrale �a une particule. A la place du pôle habituel, la th�eorie des� LL pr�edit
une d�ependanceen loi de puissanceen fonction du moment ou de la fr�equence(comme on
l'a vu au chapitre pr�ec�edent). Cela signi�e que lorsque l'on injecte (ou que l'on enl�eve) par
e�et tunnel un �electron dans un liquide de Luttinger, on observe un comportement en loi de
puissance(cf Fig. 3.1, par exemple) du courant tunnel et de la conductancedi� �erentielle en
fonction de l' �energie.Dans cesexp�eriences,l' �energiepeut être ajust�ee soit par la di� �erencede
potentiel appliqu�ee(commedansune exp�eriencede transport classique) soit par la temp�erature
(comme dans une exp�erience de transport par activation thermique). Les bords de 
uide de
Hall fractionnaire aux remplissagesmagiquessont dessyst�emestr �espropres qui permettent de
valider exp�erimentalement le mod�ele des� LL pour plusieurs raisons.En premier lieu, les bords
sont r�ealis�es exp�erimentalement �a partir des techniques de croissanceMBE, qui autorisent des
g�eom�etries �a unepr�ecisionatomique. Cette pr�ecisionconcerneaussibien la formation du syst�eme
�electronique lui même que la r�ealisation de la barri �ere tunnel. Ensuite, la nature du � LL peut
être modi� �ee uniquement en faisant varier le champs magn�etique i.e. le facteur de remplissage
du 
uide de Hall fractionnaire. Cette souplessepermet la r�ealisation exp�erimentale de di� �erents
liquides de Luttinger chiraux. En�n, les modes de propagation des bords droit (R) et gauche
(L) d'un �echantillon de Hall sont spatialement s�epar�es par une distance macroscopique,ce qui
conduit �a une suppressionexponentiellement faible de la r�etrodi�usion de l'un dans l'autre.
La causeprincipale de localisation est donc supprim�eeet les modes de bord sont dessyst�emes
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Fig. 3.1 { Caract�eristique courant-tension I T (V ) pour l'e�et tunnel de GaAs m�etal dop�e n vers
un canal de bord fractionnaire �a � = 1=3 ; (+) �echantillon 1.1 �a B = 13:4T, (� ) �echantillon 2, �a
B = 10:8T. Les courbesen traits pleins repr�esentent les �ts th�eoriquesavec g = 2:7 et g = 2:65
respectivement [17].

balistiques presqueid�eaux. Pour toutes cesraisons, les exp�eriencesde transport tunnel sur les
bords de 
uide de Hall constituent un outil unique de validation de la th�eorie de Luttinger.

3.1.1 E�et tunnel et non-lin �earit �es

Une caract�eristique unique du � LL id�eal est l'univ ersalit�e de la valeur de l'exposant g de
l'e�et tunnel �electronique ou exposant anormal. g est d�e�ni dans les exp�eriencesd'e�et tunnel
dansun � LL par I T / V g o�u I T est la courant tunnel en r�eponse�a la tension appliqu�eeV Pour
un 
uide de Hall fractionnaire incompressibleaux fractions magiquesde Laughlin � = 1=m, la
valeur de g est uniquement d�etermin�eepar les interactions au sein du 
uide et prend une valeur
universelledonn�eepar m. Par exemple,pour un 
uide de Laughlin �a � = 1=3, g = 3 exactement
(cf Fig. 3.1) [18, 19, 20, 21, 22] .

Les exp�eriencesde transport d'e�et tunnel �electronique dans les � LL peuvent être r�ealis�ees
en pla�cant des contacts des deux cot�es d'une barri �ere tunnel (cf Fig. 3.5 b). Plusieurs types
de mesurespeuvent être r�ealis�ees: (i) une mesure directe du courant tunnel I T �a travers la
barri �ere en fonction d'une di� �erencede potentiel V appliqu�eede part et d'autre de la barri �ere,
a�n de d�eterminer la caract�eristique I T (V ). La th�eorie conduit �a I T / V g, ce qui traduit la
loi de puissancede la densit�e d'�etat du � LL N (! ) / ! g� 1 (cf 2.176). (ii) une mesure de la
conductance di� �erentielle, dI T =dV / V g et (iii) une mesure �a di� �erence de potentiel nulle
(V = 0) de la conductancelin�eaire tunnel GT en fonction de la temp�erature T, GT / Tg� 1 qui
traduit encorela loi en puissancede la densit�e d'�etat.

Exp�erimentalement, nous le verrons ci-dessous,cesdi� �erentes observablesmesur�eesen fonc-
tion de V ou de T ob�eissent �a une loi de puissanced'exposant g universel, comme le pr�edit la
th�eorie. Ces r�esultats constituent des preuves tr �es signi�cativ es de la validit �e de la th�eorie. Il
est donc n�ecessairede d�eterminer le courant tunnel I T dansdesconditions o�u l' �echelle d'�energie
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est �x �ee soit par V (E = eV) soit par T (E = kbT). Avant d'examiner les r�esultats de ces
exp�eriences,revenonsbri�evement sur la d�erivation th�eoriquede cesnon-lin�earit�es.

E�et tunnel ponctuel

Le courant tunnel ponctuel est habituellement calcul�e en perturbation [24]. On peut s'in-
t�eresserau cas de l'e�et tunnel entre un m�etal GaAs fortement dop�e n �a D = 3 et un canal
de bord de l'e�et Hall fractionnaire. La direction x est la direction le long de la barri �ere tun-
nel alors que y est perpendiculaire �a la barri �ere. Consid�erant l'op�erateurs cL;R qui annihile un
�electron d'un cot�e (L ou R) de la barri �ere tunnel �a l'instant t au point de coordonn�ee (x; y),
et l'op�erateur de cr�eation cy

R;L qui en cr�ee un autre de l'autre cot�e (R ou L) de la barri �ere �a
un instant t0 au point de coordonn�ee (x0; y0). L' �el�ement de matrice de l'e�et tunnel est li�e �a
l'op�erateur cL (x; y; t)cy

R (x0; y0; t0). L'e�et tunnel assurela conservation du moment longitudinal
�a la barri �ere. En particulier, un syst�eme parfaitement propre et sans impuret�es, invariant par
translation suivant la direction longitudinale x n'autorise pas l'e�et tunnel �a moment longitudi-
nal non-nul. Une mani�ered'assurer l'e�et tunnel �a moment longitudinal non-nul est d'in troduire
desimpuret�esqui ne conservent pas le moment. La pr�esenced'impuret �eset de d�efautsponctuels
favorisent l'e�et tunnel ponctuel (i.e. sur desdistances� l ). On fait l'approximation que l'e�et
tunnel �a lieu en un seul point de la barri �ere : (x; y; t) = (0; yL ; t) et (x0; y0; t0) = (0; yR ; t0) avec
yR � yL = b la largeur de la barri �ere. On incorpore �egalement la largeur b dans l'amplitude
tunnel T ce qui permet de supprimer la coordonn�eey et on choisit t = 0. En�n, dansce mod�ele
simpli� �e, on d�ecidede ne pas tenir compte de l'in teraction coulombienne.

Couran t tunnel non-lin �eaire

Le traitement perturbatif standard du courant tunnel ponctuel [16, 23, 24] conduit �a la
formule :

I T (t) = eT 2
Z 1

�1
dt0� (t0) �

(

ei
Rt 0

t
eV(t00)dt00

h[A(t); Ay(0)]i � e� i
Rt 0

t
eV(t00)dt00

h[Ay(t); A(0)]i

)

(3.1)

avec A(t) = cR (0; t)cy
L (0; t). En l'absenced'in teraction les fonctions de corr�elations hA(t)A y(0)i

et hAy(0)A(t)i ne font intervenir que les propragateurs des bords des 
uides de Laughlin �a
� = 1=m avec g = m

hcy
L;R (x; t)cL;R (0; 0)i / (x � vL;R t)� gL;R e� (i=� L;R )kF x (3.2)

et les valeurs desfonctions de corr�elation sont

hA(t)Ay(0)i =
1

aRaL

1
[� ! L (t � i� )]gL

1
[! R (t � i� )]gR

(3.3)

et
hAy(0)A(t)i =

1
aRaL

1
[� ! L (t + i� )]gL

1
[! R (t + i� )]gR

(3.4)

hA(x; t)Ay(0; 0)i = agR � 1
R agL � 1

L �
1

[x � vL (t � i� )]gL

1
[x + vR (t � i� )]gR

� e(i=� R )kF xe(i=� L )kF x

(3.5)

hAy(0; 0)A(x; t)i = agR � 1
R agL � 1

L �
1

[x � vL (t + i� )]gL

1
[x + vR (t + i� )]gR

� e(i=� R )kF xe(i=� L )kF x

(3.6)
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Le courant tunnel �a temp�erature nulle est alors donn�e par

I T (V ) = � 2eT 2Im [� i
�

(gL + gR � 1)!

Z
d! � f (! ; t)

agL � 1
L agR � 1

R

vgL
L vgR

R
! gL + gR � 1] (3.7)

o�u f (! ; t) est d�e�nie par

ei
Rt 0

t
eV(t00)dt00

=
Z

d! f (! ; t)ei! (t � t0) (3.8)

Pour une di� �erencede potentiel contin ue (courant DC) l'expression (3.7) sesimpli�e en :

I T (V ) = � 2eT 2Im [� i
�

(gL + gR � 1)!
agL � 1

L agR � 1
R

vgL
L vgR

R
V gL + gR � 1] (3.9)

Calcul �a temp �erature �nie

A temp�erature �nie, le traitement pr�ec�edent imposele calcul des fonctions de corr�elation �a
temp�erature �nie, ce qui conduit �a

I T = 2eT 2 agL � 1
L agR � 1

R

vgL
L vgR

R
V gL + gR � 1(2� T)gL + gR � 1 � B (g� i! =2� T; g� i! =2� T) �

sin � (g + i! =2� T)
cos� g

(3.10)
avec g = (gL + gR )=2, et B est la fonction B�eta d'Euler.

On obtient une expressionexplicite du courant DC dans la limite eV � kbT. I T est alors
lin�eaire en V et admet un loi de puissancepour T :

I T / eVTgL + gR � 2 (3.11)

Dans la limite duale eV � kbT, le courant admet une loi de puissanceen V :

I T /
agL � 1

L agR � 1
R

vgL
L vgR

R

�
�(2 g)

TgL + gR � 1(
eV
2� T

)gl + gR � 1 / (eV)gL + gR � 1 (3.12)

�( s) est la fonction Gamma d'argument s ; nous avons pos�e kb = 1 pour simpli�er. Les conduc-
tancesdi� �erentielles correspondant �a cesdeux limites sont respectivement :

dI T

dV
/ TgL + gR � 2 (eV � kbT) (3.13)

(3.14)
dI T

dV
/ (eV)gL + gR � 2 (eV � kbT) (3.15)

La variable adimensionn�ee x = eV=2� T apparâ�t naturellement et la condition de cross-over
est approximativ ement x � 1. Dans la limite (x < 1), l' �echelle d'�energiede l'e�et tunnel est
d�etermin�ee par l' �energiethermique et le courant est lin�eaire en fonction de la tension V alors
qu'il ob�eit �a une loi de puissanceen la temp�erature I T / TgL + gR � 2.

Dans la situation oppos�ee (x > 1), l' �echelle d'�energieest d�etermin�ee par eV, I T est non-
lin�eaire en V , et I tun / V gL + gR � 1. En ce qui concerne la conductance di� �erentielle Gtun ;
elle est ind�ependante de V et proportionnelle �a T gL + gR � 2 pour x < 1; elle est de la forme
Gtun / V gL + gR � 2 pour x > 1 [16].
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3.1.2 Exp �eriences de transp ort tunnel

La caract�eristique physiquela plus remarquablequi distingue un liquide de Luttinger chiral,
d'un liquide de Fermi est le comportement �a basse�energie, quand un �electron est ajout �e ou
enlev�e du syst�eme �a une �energie proche de l' �energie de Fermi. Il se produit une catastrophe
d'orthogonalit �e entre l' �etat form�e de la particule ajout �eeou enlev�eede l' �etat fondamental de N
�electronsfortement corr�el�eset le fondamental desN + 1 (ou N � 1) �electrons.Cette catastrophe
donnelieu �a une r�eduction de l'e�et tunnel suivant une loi de puissancequand l' �energieapproche
la surface de Fermi. Les exp�eriencesd'e�et tunnel constituent donc une mani�ere int�eressante
d'�etudier ces propri �et�es de basse�energie. L'avantage de ces exp�eriencesde transport r�eside
dans le contr ôle tr �es pr�ecis des basses�energies,�x �eessoit par la di� �erencede potentiel avec
une pr�ecision allant jusqu'au �eV , soit par la temp�erature avec une pr�ecision de 25mK (�
2:15� eV). Ces�echellesd'�energiesont 2 �a 3 ordresde grandeur plus petites que lesautres �energies
caract�eristiques du syst�eme : l' �energie de Fermi (EF � 4 meV) ou le gap de quasi-particule
(� 0:1 � 1 meV) de l' �etat de Hall fractionnaire �a � = 1=3. Les mesuresde transport de l'e�et
tunnel �electroniquedoivent satisfaire�a quelquesconditions pour permettre demettre en�evidence
les caract�eristiques typiques des � LL. Il faut en particulier (i) que les non-lin�earit�es observ�ees
dans les relations I T (V ) soient dues �a la densit�e d'�etat tunnel N (! ) et non �a une d�ependance
en �energiedes �el�ements de matrice de la barri �ere tunnel ; (ii) qu'il existe une loi de puissance
dans la caract�eristique I T (V ) sur une plage de valeurs su�sammen t grande pour la distinguer
d'autres lois (exponentielle, d'Arrhenius, de saut avec des �echelles variables); (iii) qu'il y ait
coh�erenceentre les valeurs de l'exposant anormal d�etermin�eesind�ependamment par la relation
I T (V ), par la d�ependanceen temp�erature de la conductancelin�eaire GT �a bassetension et par
la conductancedi� �erentielle dI T =dV ; (iv) que l'exposant g soit dans la gamme � 1:5 � 4. En
dessousde 1.5, desnon-lin�earit�esr�esiduellesviennent perturb er la d�etermination de la valeur de
g, au dessusde 4 le courant est trop bruit �e et la plage de tension ou de temp�erature accessible
est trop restreinte.

Fig. 3.2 { G�eom�etrie du point de contact quantique. La partie gris�ee repr�esente la barri �ere de
potentiel �electrostatique dans le 2-DEG . (en haut) Des �electronspassent d'un bord �a l'autre �a
travers la barri �ere�el�ectrostatique par e�et tunnel. (en bas) desquasi-particulespassent �a travers
le 2-DEG par e�et tunnel.
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Di� �eren tes con�gurations exp �erimen tales

Deux g�eom�etries distinctes ont �et�e utilis �eespour �etudier les � LL via l'e�et tunnel dans les
canauxde bord des
uides de Hall ; la g�eom�etrie du contact ponctuel quantique (QPC) et la g�eo-
m�etrie de croissancesur bord cliv�e (CEO). La formation d'un QPC reposesur l'utilisation d'une
paire d'�electrodes d�epos�eessur l'h �et�erostructure de GaAs/AlGaAs et s�epar�eesde � 100nm.
L'application d'une tension n�egative entre ces�electrodes et le 2-DEG, d�eforme les canaux de
bords et les rapproche en un point commele montre la Fig. (3.2). Dans la g�eom�etrie CEO, on
fait crô�tre une �ne barri �ere tunnel de Al x Ga1� xAs d'�epaisseurde l'ordre de la longueur ma-
gn�etique (� l )dans la direction cristallogarphique (011) i.e. perpendiculairement �a la direction
de croissanceinitiale (100), commeon peut le voir �a la �g. (3.5) La pr�esencede cette barri �ere
interrompt le plan �electronique du 2-DEG, et cr�eeun bord tr �esabrupt avec une pr�ecisionato-
mique. Chaque m�ethode poss�ede des avantages et des inconv�enients. Dans le QPC, en raison

Fig. 3.3 { Barri �eres tunnel pour (a) le point de contact quantique, (b) un barri �ere obtenue
par croissancesur bord cliv�e (barri �ere de largeur b � l ). A B = 10T, la longueur magn�etique
l � 8nm

d'une importante s�eparation spatiale entre lesgrilles m�etalliqueset le 2-DEG, le trac�e desbords
du 2-DEG est n�ecessairement tr �esarrondi. La barri �ere tunnel est donc basse,�epaisseet arrondie
(cf Fig. 3.3 a), cequi n'autorise qu'une faible gammed'�energiepour �etudier la d�ependancede la
densit�e d'�etat du � LL en fonction de l' �energie.En revanche, cette g�eom�etrie a l'avantage d'o�rir
une grandesouplessed'utilisation : on peut modi�er la forme et la largeur de la barri �erede ma-
ni�ere reversible en faisant varier la tension sur les grilles. Ceci permet d'observer l'e�et tunnel
d'�electronset de quasi-particules (cf Fig. 3.2). La technique CEO conduit �a la formation d'une
barri �ere �ne, tr �es haute dont le trac�e est tr �es bien d�e�ni (cf Fig. 3.3b). Cette barri �ere conduit
�a des �el�ements de matrice de l'e�et tunnel ind�ependants de l' �energiedans la gamme d'�energie
consid�er�ee.Cette propri �et�e permet l' �etude propre et directe de la densit�e d'�etat. L'inconvenient
majeur de cette structure est sa rigidit �e au sein d'un �echantillon. Le coe�cien t tunnel d�epend
de la largeur de la barri �ere, il faut donc cr�eer di� �erentes barri �eresavec des largeurs di� �erentes.
En�n, jusqu'�a pr�esent, seul l'e�et tunnel �electroniquea �et�e observ�e dans cesstructures.

3.1.3 Transp ort �a tra vers un poin t de contact quan tique

Milik en et al. [25] ont �et�e les premiers �a r�ealiser des exp�eriencesd'e�et tunnel entre deux
bords �a � = 1=3 dans une g�eom�etrie de point de contact quantique. Ils ont remarqu�e di� �erentes
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indications d'un comportement di� �erent de celui d'un liquide de Fermi. En particulier, ils ont
observ�e une di�erence nette, �a bassetemp�erature, entre les r�esonancestunnel de deux bords �a
� = 1=3 et �a � = 1. Sur Fig. (3.4), on voit que, dans les deux cas, les r�esonancesapparaissent
quand le QPC �a �et�e ouvert en augmentant progressivement la tension n�egative appliqu�ee, le
facteur de remplissage�etant r�egl�e par ajustement du champs magn�etique. Dans la cas� = 1 les
r�esonancesdeviennent ind�ependantes de la temp�erature en-dessousde 100mK mais �a � = 1=3,
les r�esonancessont sensibles�a une d�ecroissancede la temp�erature de 172mK �a 41mK . En
particulier, la largeur despics d�ecrô�t signi�cativ ement avec la temp�erature, en accordavec une
fonction de type T 2=3, commela th�eorie le pr�edit [26]. On observe �egalement desnon-lin�earit�es
dans lespieds (donc hors-r�esonance)despics de r�esonance,en accordqualitatif avec la th�eorie.

Fig. 3.4{ Conductanceenfonction dela tensiondegrille appliqu�eeau point decontact quantique
(a) au plateau � = 1=3 �a T = 41mK (traits pleins) et �a t = 172mK (traits pointill �es) (b) au
plateau � = 1 �a T = 42mK (traits pleins) et �a T = 101mK (traits pointill �es)

Au-del�a de ces aspects, il n'est pas du tout �evident d'extraire des informations quantita-
tiv es de ce genre d'exp�eriences.Dans la g�eom�etrie du QPC, la barri �ere tunnel �etant basseet
�etendue,seuleune gammed'�energielimit �eeest accessible�a l'exp�erience.Hors de cette gamme,
d'imp ortantes distorsions descaract�eristiques de l'e�et tunnel compliquent la d�etermination de
la densit�e d'�etat. En cons�equence,en observant l'e�et tunnel hors-r�esonancedans une gamme
de temp�erature variant de 2 � 3 ordres de grandeur, il est di�cile de clairement di� �erencierune
d�ependanceen temp�erature en loi de puissance(T 4) [26] d'une loi de saut �a �echelle variable plus
conventionnelle (e(Tg =T)1=2

ou e(Tg =T)1=3
). La d�etermination d'une forme pr�ecisede la d�ependance

de la largeur de raie desr�esonancesposeaussidesprobl�emes[27]. En�n, certains aspects de ces
r�esultats se sont av�er�es di�ciles �a reproduire [28, 29]. Malgr�e ces limitations, les exp�eriences
de Milik en et al. [25] ont fourni une premi�ere d�emonstration du fait que les canaux de bords
fractionnaires �a � = 1=3 ne sont pas des liquides de Fermi.
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Fig. 3.5 { Echantillon r�ealis�e par la technique de croissancesur bords cliv�es.(a) g�eom�etrie de
l' �echantillon avec la barri �ere tunnel de Al 0:1Ga0:9As d�epos�eepar MBE sur bord d'un �echantillon
habituel (croissancesuivant la direction (100)) pr�ealablement cliv�e suivant la direction (011).
On peut �egalement voir le GaAs m�etal dop�e n. (b) sch�ema du dispositif de mesuredu courant
tunnel.

3.1.4 Exp �eriences sur bords cliv �es

Desavanc�eesmajeuresont �et�e r�ealis�eesen observant clairement une loi de puissance�a la fois
dans les caract�eristiques I T (V ) et dans la conductancedi� �erentielle en fonction de la temp�era-
ture, en utilisant la technique CEO [17, 30, 31, 32]. Les �echantillons de ce type sont fabriqu�es
par un processus�a deux �etapesd�ecrit ci-dessous.La possibilit�e de r�ealiserdesbarri �eresabruptes
tr �eshautes et �nes, avec un excellent contr ôle sur la largeur a ouvert de nouvellesperspectives
exp�erimentales dans l' �etude des� LL.

Pfei�er et al. [30] ont �et�e les premiers �a utiliser la technique de CEO pour r�ealiser une
croissancepar MBE sur le plan (011) de GaAs/Al x Ga1� x , pr�ealablement cleav�e. Cette seconde
croissanceseproduit apr�esune premi�erecroissanceclassiqueselonla direction habituelle (100),
et apr�es un clivage in situ suivant la direction (011) (cf Fig. 3.5). Dans cette g�eom�etrie, l'e�et
tunnel �a lieu �a partir d'un m�etal GaAs dop�en �a D = 3 quel'on a fait crô�tre sur le plan (011). Les
�electronsarrivent dans un canal de bord d'un 
uide de Hall fractionnaire d'un 2-DEG contenu
dans un puit quantique dans le plan (100).

Dans la mesure o�u les plans (100) et (011) sont perpendiculaires, la secondecroissance
exploite la troisi�emedimension, dont on voit quelquesexemplessur la Fig. (3.6). En combinant
ce type de croissancedans les deux directions et en modulant le dopage, il est possible de
fabriquer un �l quantique �a D = 1 pour lequel les parois de con�nement sont uniformes �a une
pr�ecisionatomique. En utilisant cesproc�ed�esqui permettent de r�ealiserdes�ls quantiques avec
de largeur parfaitement contr ôl�ee,il est �egalement possibled'�echangerlesrôlesjou�espar GaAs et
Al xGa1� x As a�n de former desbarri �eresd'�energieperpendiculaires(cf Fig. 3.7, 3.8). Il est donc
possiblede faire crô�tre des structures dans lesquellesl'e�et tunnel se produit entre di� �erents
2-DEGs situ�esdans le plan (011) (cf Fig. 3.7). C'est une g�eom�etrie quenous�etudieronsen d�etail
plus loin. L'e�et tunnel peut aussi seproduire entre deux 2-DEG appartenant s�epar�ement aux
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Fig. 3.6 { Di� �erents �echantillons atypiques cr�ees par la technique CEO. Dans le sensanti-
trigonom�etrique �a partir d'en haut �a gauche : 2-DEG d�epos�e sur le plan (011), �l quantique �a
D = 1, �l en T et 2-DEG en L. Les gaz d'�electronssont repr�esent�espar despointill �es.

Fig. 3.7 { Echantillon r�ealis�e �a partir de la technique CEO permettant l'e�et tunnel de 2-DEG
vers 2-DEG dans le plan (011). La direction (100) est l'horizontale et (011) la verticale dans le
plan de la feuille. Les gaz d'�electronssont repr�esent�espar despointill �es.
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plans (100) et (011) �a travers une barri �ere dans le plan (011) (cf Fig. 3.8).
Les �echantillons utilis �es par Chang et al. [17] pour tester la validit �e de la th�eorie des � LL

corrsepondent �a la Fig (3.5). Le bord abrupt est form�e par un clivage in situ dans la direction
(011), puis par la croissanced'une �ne barri �eresuivie par 15nm de GaAs non dop�e puis le GaAs
m�etal fortement dop�e n. La barri �erede potentiel, r�esultant d'une discontin uit �e dans la structure
de bande entre le AlGaAs et le GaAs, imposeun potentiel abrupt �a l'atome pr�esd'une hauteur
de 100 meV par rapport au bas de la bande de conduction �a x = 0:1 et même plus quand
x > 0:1. Le 2-DEG �a grande mobilit �e du plan (100) setermine dans la direction (011) par cette
barri �ereabrupte, ce qui donnenaissance�a une potentiel de con�nement desbord tr �esabrupt et
compl�etement oppos�ee au trac�e di�us obtenu par les grilles du QPC. La largeur de la barri �ere
est compriseentre 5nm et 25nm et sa hauteur est de l'ordre de 75 meV au-dessusdu potentiel
chimique du 2-DEG. Elle est donc bien au-dessusde l' �energiede Fermi du syst�emeE f � 4 meV
(cf Fig. 3.3).

Fig. 3.8 { Echantillon r�ealis�e �a partir de la technique CEO permettant l'e�et tunnel de 2-DEG
vers 2-DEG du plan (011) vers le plan (100). La direction (100) est l'horizontale et (011) la
verticale dans le plan de la feuille. Les gaz d'�electronssont repr�esent�espar despointill �es.

3.1.5 Conductance tunnel �a � = 1=3

Les r�esultats suivants sont dus �a Chang et al. [17]. Ils ont clairement montr �e la d�ependance
en loi de puissancede I T (V ) de l'e�et tunnel d'�electronsdansun canal de bord fractionnaire. En
utilisant la technique CEO, les auteurs ont �etudi�e la conductancelin�eaireGT , la caract�eristique
courant-tension I T (V ), et la conductancedi� �erentielle dI T =dV, de l'e�et tunnel �electronique
entre le GaAs m�etal dopp�e n et divers 
uide de Hall incompressiblesdans la g�eom�etrie desFig.
(3.5, 3.9 ). Lesexp�eriencesont �et�e men�eessur deux �echantillons distincts de densit�e �electronique
n = 1:1 � 1011cm� 1 (�echantillon 1.1) et n = 2:0 � 1011cm� 1 (�echantillon 2). Pour l'e�et tunnel
dansun canal de bord �a la fraction � = 1=3, ils ont obtenu I T / V 2:7� 0:06 et GT / T1:7� 0:08. Ces
r�esultats conduisent �a la même valeur de g � 2:7. En revanche, l'e�et tunnel vers un canal de
bord �a � = 1 �a fourni une relation I T (V ) quasi-lin�eaire, et desvaleurs de GT ind�ependantes de
la temp�erature. Cesr�esultats indiquent que le canal de bord fractionnaire �a � = 1=3 secomporte
conform�ement �a la th�eorie des � LL, alors que le canal de bord �a � = 1 secomporte commeun
liquide de Fermi.

Examinonsplus en d�etail cesr�esultats.A la Fig. (3.9), nousvoyonsla r�esistancelongitudinale
(Rxx ), la r�esistancedeHall (Rxy ), et la conductancetunnel GT enfonction du champ magn�etique
et de la temp�erature pour l' �echantillon repr�esent�e �a la Fig. (3.5). L'e�et Hall fractionnaire �a � =
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Fig. 3.9 { (a)R�esistancelongitudinale (Rxx ) et r�esistancede Hall, (b) conductancelin�eaire(GT )
�a bassetension appliqu�ee,en fonction du champs magn�etique dans les exp�eriencesde Chang et
al. [17]. La temp�erature est de 50mK.

1=3 seproduit pour B= 13:4T. La conductanceGT chute brutalement apr�es9:5T. Pour voir la
contribution de la densit�e d'�etat dansla r�eduction du courant de la Fig. (3.9), lescaract�eristiques
I T (V ) ont �et�e repr�esent�eesen �echelle log-log pour des�echantillons de mêmeg�eom�etrie mais de
facteur de remplissage� = 1=3 (cf Fig. 3.10). Les champsmagn�etiquescorrespondants sont 13:4
T et 10:8 T, �a une temp�erature de 25mK. Pour une tension inf�erieure �a � 12� V l'e�et tunnel
est domin�e par la temp�erature (kbT=e� 2:15� V) et I T (V ) est lin�eaire. Au dessusde la tension
de cross-over de 6kbT=e � 12� V, la caract�eristique I T (V ) suit une loi de puissanceI T / V g

avec g � 2:7 � 0:06 et 2:65 � 0:06. La loi en puissanceest visible sur un ordre de grandeur
en V et trois en I T . Ce comportement en puissanceest la pr�ediction principale de la th�eorie
des� LL. Nous pouvons ensuite voir que la tension de cross-over entre le comportement lin�eaire
et non-lin�eaire suit une loi d'�echelle en temp�erature, en repr�esentant les caract�eristiques I T (V )
entre 26 et 840mK (cf Fig. 3.11a) et les courbes normalis�eespar les valeurs �a 26mK (cf Fig.
3.11b). Tous les points sepositionnent sur une courbe universellecommeattendu [26].

A la Fig. (3.12), nous avons repr�esent�e la conductancedi� �erentielle dI T =dV, mesur�ee in-
d�ependamment. L'accord avec la th�eorie est �egalement tr �es bon. Les courbes en traits pleins
repr�esentent les d�eriv�eesdI T =dV des courbes th�eoriquesde la Fig. (3.10). On observe une loi
de puissanceavec des exposants de 1:75 � 0:08 et 1:5 � 0:08. Ces loi sont observ�eessur plus
d'un ordre de grandeur en T et deux ordresde grandeur en GT . Les exposants obtenus sont tr �es
prochesde ceuxd�etermin�es�a partir descourbesI T (V ) et dI T =dV. En�n, une ultime v�eri�cation
consiste �a tracer une loi d'Arrhenius de log10(GT ) en fonction de 1=T, de même que diverses
fonctions avec "sauts variables" pour l' �echantillon 1.1. A la Fig. (3.13) on constate que ni un
processusthermiquement activ�e ni la variation d'�energiede la barri �ere, ni des"sauts variables"
ne sont appropri�es.

A la Fig. (3.14), nous avons repr�esent�e les caract�eristiques I T (V ) pour un �echantillon �a
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Fig. 3.10 { Caract�eristique courant-tension I T (V ) pour l'e�et tunnel de GaAs dop�e n (not�e
n+ sur le sch�ema) vers un canal de bord fractionnaire �a � = 1=3. Les croix font r�ef�erence�a l'
�echantillon 1.1 �a B = 13:4T et les points �a l' �echantillon 2, �a B = 10:8T. Les courbes en traits
pleins repr�esentent les �ts th�eoriquesavec g = 2:7 et g = 2:65 respectivement [17]

Fig. 3.11{ Evolution de la caract�eristiques(I T (V )) en fonction de la temp�erature �a � = 1=3 : (a)
graph log-log de (I T (V )) �a di� �erentes temp�eratures, (b) I coll (V 0) = I T (V )[GT (T0)=GT (T)]V ! 0,
avec T0 = 26mK et V 0 = V T=T0 [17].
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Fig. 3.12 { dI T =dV en fonction de la tension et de la temp�erature, �a bassetension : (a)dI T =dV
pour les �echantillons 1.1 (croix) et 2 (points) �a � = 1=3 et T =25mK. Les courbes en traits
pleins sont les dI T =dV th�eoriquesobtenues�a partir de 3.10 (b)D�ependanceen temp�erature de
dI T =dV pour 1.1 (en haut) et 2 (en bas) �a V = 4:97� V et V = 2:64� V. Les lignes en traits
pleins sont les courbesth�eoriquespour g � 1 = 1:75 et 1.5 [17].

� = 1. Contrairement au comportement �a � = 1=3, I T (V ) est quasi-lin�eaire. Remarquonsque

Fig. 3.13 { Donn�eesde �g. 3.12, trac�eesen loi (a)d'Arrhenius GT / e� (T0 =T)1=2
, (b) "sauts

variables" GT / e� (T 0
0=T)1=3

. L'absencede ligne droite indique que ceslois ne sont pasad�equates
pour d�ecrire les donn�ees [17].

pour l'e�et tunnel �a � = 1, cesexp�eriencesindiquent que le bord du 
uide Hall se comporte
commeun liquide de Fermi chiral. Ceci estun rare exemplede syst�emefortement corr�el�e �a D = 1
avecun comportement de type liquide de Fermi plut ôt que liquide de Luttinger. En conclusions,
lesr�esultatsexp�erimentaux pr�esent�esici attestent quele liquide deLuttinger chiral estun mod�ele
�able descanaux de bord en regimed'e�et Hall fractionnaire. Nous pouvonsmaintenant utiliser
les � LL dans des con�gurations plus exotiques a�n de d�ecrire des ph�enom�enesde transport
nouveaux.
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Fig. 3.14 { I T (V ) �a (a) � = 1 et (b) � = 2=3; B = 4:8T (croix) et B = 8:5T (points) [17].

3.2 La jonction tunnel �etendue

Lescanaux de bords dans le r�egimed'e�et Hall quantique fractionnaire (EHQF) sont de tr �es
int�eressants exemplesde syst�emesquantiques unidimensionnelsen interaction forte. Les modes
de propagation desbords droit (R) et gauche (L) d'un �echantillon de Hall sont spatialement s�e-
par�espar une distancemacroscopique,cequi conduit �a une suppressionexponentiellement faible
de la r�etrodi�usion de l'un dans l'autre. La causeprincipale de localisation est donc supprim�ee
et les modes de bord sont des syst�emesbalistiques presqueid�eaux. Un travail consid�erable �a
�et�e consacr�e �a l' �etude exclusive de cette seule propri �et�e [16]. Une g�eom�etrie particuli �erement
int�eressante est obtenue lorsque l'on r�ealise une constriction du gaz bidimensionnel : c'est le
point de contact quantique. Le potentiel �electrostatique cr�e�e par une �electrode en regard du gaz
permet de rapprocher localement les deux canaux de bord, rendant alors possiblel'e�et tunnel
exactement en ce point du 
uide [16]. Derni�erement, les progr�esr�ealis�es dans les techniques de
croissancesur bord cliv�e ont permis la fabrication d'�echantillons pour lesquelsl'e�et tunnel �a
lieu le long d'une barri �erede longueur m�esoscopique,s�eparant deux 2-DEG (cf Fig. 3.15). Kang
et al. [33, 34] ont r�ealis�e une �etude exp�erimentale d�etaill�eede la conductancede cenouveautype
de structure.

3.2.1 Exp �erience d'e�et tunnel �etendu

Con�guration de la jonction tunnel �etendue

Les �echantillons utilis �essont constitu�esde deux 2-DEG s�epar�espar une barri �ere de 100 � m
de longueur et de 8.8 nm de largeur avec une pr�ecision atomique (cf Fig. 3.15a, b). Kang et
al. ont utilis �e la technique de CEO pour r�ealiser une croissancepar MBE sur le plan (011) de
GaAs/Al x Ga1� x As, pr�ealablement cliv�e. Cette secondecroissanceseproduit apr�esune premi�ere
croissanceclassiqueselon la direction habituelle (100) alternant GaAs, AlGaAs (la barri �ere
proprement dite) puis GaAs et apr�es un clivage in situ suivant la direction (011) (cf Fig. 3.15
a). Ils ont alors obtenu deux 2-DEG dans le plan (100) s�epar�es par une barri �ere de potentiel
tr �es haute ( � 370meV au-dessusdu niveau de Fermi) (cf Fig. 3.15 a). Dans le r�egime d'e�et
Hall quantique, il se forme des modes de conduction le long de la barri �ere : ce sont les canaux
de bords contrepropageant de part et d'autres de la barri �ere (cf Fig. 3.16).
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Fig. 3.15{ Structure et conductancedi� �erentielle de la barri �eretunnel �etendue.(a) La premi�ere
croissance,qui �a lieu sur un substrat de GaAs selon la direction (100), est constitu�ee d'une
couche de 13� m de GaAs non dop�e, d'une couche de 88 �A de Al 0:1Ga0:9As/AlAs non dop�e suivie
d'une couche de 14� m de GaAs non dop�e. Cet �echantillon est ensuitecliv�e suivant le plan (110)
dans un appareil �a MBE et on fait crô�tre sur le bord cliv�e, une couche de 3500�A de AlGaAs
dop�e n par des atomes de Si �a une distance de 500�A du bord ext�erieur. Les �electrons des Si
migrent uniquement les couches de GaAs et forment deux 2-DEG de 13�m et 14�m , s�epar�es
par une barri �ere de Al 0:1Ga0:9As/AlAs de 88 �A de large et 370meV de hauteur. Les deux 2-
DEG sont reli�es �a descontacts loin de la zoneo�u �a lieu l'e�et tunnel. (b)Diagramme de bande
sch�ematique du syst�eme.Les exp�eriencessont men�eessur deux �echantillons distincts de densit�e
�electronique n = 1:1 � 1011cm� 1 et n = 2:0 � 1011cm� 1. La mobilit �e des 2-DEG est estim�ee �a
� 1 � 105cm2V � 1s� 1.(c) Conductancedi� �erentielle pour le second�echantillon. Cesconductance
sont mesur�eesen r�egimeAC �a bassefr�equence(et de 10� V d'amplitude) avec une di� �erencede
potentiel DC Vbias appliqu�eede part et d'autre de la barri �ere. Les �echantillons sont mesur�es �a
300mK [33].
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Fig. 3.16 { Sch�emasde la barri �ere de longueur L avec les canaux de bords et l'e�et tunnel de
l'un vers l'autre sur la longueur de la barri �ere. A gauche,la g�eom�etrie des�echantillons de Kang
et al., �a droite une g�eom�etrie topologiquement �equivalente.

Plateaux de conductance �etendus

Les auteurs ont mesur�e la conductancedi� �erentielle dI T =dVbias li �ee �a l'e�et tunnel en fonc-
tion de la di� �erencede potentiel Vbias appliqu�ee entre les deux gaz et de l'in tensit�e du champ
magn�etique B . pour cela, ils ont impos�e une di� �erencede potentiel Vbias entre les r�eservoirs 1
et 4. Pour obtenir la conductancedi� �erentielle, ils ont rajout �e une di� �erencede potentiel AC
de 10� V d'amplitude et de bassefr�equence; ils ont mesur�e le courant entre les �ls 1 et 4 en
refermant le circuit via lesr�eservoirs 1 et 4. La partie variable du courant est la conductancedif-
f�erentiele de la barri �eretunnel. Cette m�ethode di� �erentielle est plus pr�eciseque la di� �erentiation
num�erique. Sur la Fig. (3.15c) nous voyons dI T =dVbias �a B = 9:2T et B = 6:0T. A B = 9:2T,
dI T =dVbias est nulle �a Vbias = 0 et des pics de conductancer�eguli�erement espac�es apparaissent
au-del�a d'un seuil de tension appliqu�ee.Chaquepic repr�esente la contribution suppl�ementaire de
canaux de bords desniveaux de Landau successifs�a l'e�et tunnel �a travers la barri �ere. Cespics
de conductancesont s�epar�esd'une �energie,�a peu pr�esconstante, de l'ordre de l' �energiecyclotron
�h! c (� 17meV �a 10T). La plupart des traces dI =dVbias �a di� �erentes valeurs du champs magn�e-
tique ont la mêmeallure. En revanche, pour certainesvaleurs du champ, il n'y a pas de tension
de seuil et il apparâ�t un pic de conductancetr �es abrupt et �n �a Vbias = 0 (cf Fig. 3.15d). Sur
la Fig. (3.17), nous voyons dI T =dVbias en fonction du facteur de remplissage,� = neh=jqejB , et
de la tension normalis�ee,eVbias=�h! c. Les points bleus et rougesrepr�esentent respectivement les
faibleset grandesvaleursde dI T =dVbias. On observedesr�egionso�u dI T =dVbias � 0, en particulier
autour de Vbias � 0 pour desfacteurs de remplissage� < 1. On observe lesmêmesextinctions de
conductance�a tensionnulle autour � � 2. En revanche,pour � = 1:2� 1:5 et 2:2� 2:5, un plateau
de conductancetr �es�n domine �a Vbias = 0. Les positions despics de conductancevarient �a peu
pr�eslin�eairement aux facteurs de remplissageplus �elev�eset constituent desbranchesde maxima
qui rejoignent les plateaux �a Vbias = 0. Cesplateaux de conductance�a Vbias = 0 semblent r�esis-
ter �a l'in terpr�etation th�eorique, contrairement aux autres caract�eristiques de cette Fig. (3.17).
En e�et, cesplateaux de conductanceoccupent des plages�etenduesde facteur de remplissage
� = 1:2 � 1:5 et 2:2 � 2:5 et la valeur de la conductancesur cesplateaux est � 0:01e2=h i.e. bien
plus faible que le quantum de conductance.

In terpr �etation �a un corps

Par analogie avec le transport dans les canaux de bords de l'e�et Hall entier, consid�erons
l'e�et tunnel entre cesdeux 2-DEG en termes d'�etats de bords. Nous choisissonsla direction y
longitudinale �a la barri �ere et la direction x perpendiculaire �a la barri �ere. Les �etats de bords des
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Fig. 3.17{ Conductancedi� �erentielle tunnel de l' �echantillon. Le facteur de remplissagede Lan-
dau � et la tension normalis�eeeVbias=�h! c qui forment lesaxes,donnent un caract�ereuniverselle�a
cesdonn�eesqui regroupent les r�esultats desdeux �echantillons. Les maxima sont repr�esent�espar
descercleset descarr�es.Les r�egionsen bleu correspondent aux zonesde conductanceminimale
(� 0), en rouge pour la conductancemaximale (� 10� 6
 � 1)[33].

deux 2-DEG seforment le long de la barri �ere suivant la direction y et sont les mêmesque pour
un 2-DEG simple (ck section 2.10). A la Fig. (3.18), nous voyons l' �energieE(x) desniveaux de
Landau en fonction de la position x : E(x) correspond �a l' �energied'un �electron dont le centre de
l'orbite cyclotron est situ�eeen x. Comme x = � ky l2� , le diagramme d'�energie(cf Fig. 3.18) est
aussi la relation de dispersion �a une particule des�electronssepropageant le long de la barri �ere
avecla vitessev = h� 1dE=dky = h� 1`2

� dE(x)=dx. Les�electronsdu bord gauche (L) de la barri �ere
sepropagent en sensoppos�esde ceux du bord droit (R). A chaque intersection desrelations de
dispersion des bords L et R, il existe deux �etats de bord d�eg�en�er�es, de sensde propagation
oppos�es et de même vecteur d'onde ky . Par exemple, l'in tersection entre le premier niveau de
Landau de chacun des 2-DEG �a lieu uniquement �a ky = 0. La d�eg�en�erescence�a l'in tersection
desniveaux de Landau est lev�eepar l'ouverture de petits gapsd'�energiedus �a l'e�et tunnel des
�electronsdes�etats droits vers les �etats gaucheset r�eciproquement. Cesgapss�eparent en fait les
combinaisonssym�etriques et antisym�etriques desfonctions d'onde correspondant �a ces�etats (cf
Fig. 3.18). Le transport le long de la barri �ere d�epend crucialement de la position de l' �energie
de Fermi par rapport �a cesrelations de dispersion �a une particule. Dans l'exp�eriencede Kang,
il su�t de modi�er le champ magn�etique (et donc le facteur de remplissage)pour d�eplacer les
relations de dispersion par rapport �a l' �energiede Fermi. Commen�conspar consid�erer le cas o�u
le niveau de Fermi se trouve sousle maximum de la branche la plus bassede Fig. (3.18) �a E 1,
par exemple.Les �electronsdesdeux 2-DEG suivent deux chemins s�epar�esspatialement, de sens
oppos�e le long de la jonction comme repr�esent�e �a l'insert A de Fig. (3.18). Ils se propagent le
long de la barri �eresmais ils poss�edent desvaleurs de ky di� �erentes et ne sont pratiquement pas
coupl�es.L'e�et tunnel �a travers la barri �ere est alors quasiment n�egligeable,ce qui correspond �a
l'absencede conductance�a Vbias = 0 pour les faibles facteurs de remplissage.Quand le niveau
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Fig. 3.18 { Niveaux de Landau au voisinagede la barri �ere (a) Vbias = 0, loin de la barri �ere les
niveaux sont plats ; l' �energiecroit de mani�ere quadratique quand les �electrons se rapprochent
de la barri �ere. L'e�et tunnel ouvre de petits gapsd'�energieaux points d'anti-croisement de ces
niveaux. (b)M ême�gure avec eVbias � 2�h! c [33]
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de Fermi atteint le premier maximum en E2, les �etats de bord desdeux cot�esde la barri �ere ont
des vecteurs d'onde identiques et sont fortement coupl�es i.e. le syst�eme est �a la r�esonance ce
qui conduit �a un e�et tunnel important. En r�ealit�e, la localisation des fonctions d'onde �a tr �es
peu chang�ee par rapport �a l'insert A de Fig. (3.18), mais le couplageentre les deux bords �a
consid�erablement augment�e en raison de l' �equivalencedesmoments ky . L'e�et tunnel observ�e �a
co•�ncidencedes moments ky est quali� �e d'e�et tunnel r�esonnant. Pour cette valeur pr�ecisede
EF , le pic de conductanceest �ni commelespics de conductancequel'on observe sur lesdonn�ees
exp�erimentales �a Vbias = 0. D'apr�es les relations de dispersion de Fig. (3.18), les �etats de bord
du secondniveau de Landau (N = 1) sont �egalement occup�es pour cesfacteurs de remplissage
mais ne sont pas coupl�es.

Insu�sances du mo d�ele

Quand le niveau de Fermi est l�eg�erement au-dessusde cette position critique, et se trouve
dansle gap, les�electronsne peuvent plus sepropagerle long de la barri �ere,commeon le voit sur
l'insert B de Fig. (3.18). Le couplageentre les �electronsdesdeux 2-DEG devrait disparâ�tre et
l'e�et tunnel devrait être nul. Ceci soul�eve une question int�eressante : si les�electronsne peuvent
plus se propager le long de la barri �ere, et qu'en raison de la chiralit �e des canaux de bords, ils
ne peuvent pas être r�etro-di�us �es, on pourrait penser qu'ils doivent traverser la barri �ere par
e�et tunnel. Cela devrait conduire �a un pic de conductancede � e2=h, ce qui est deux ordres
de grandeur sup�erieur �a ce qui est observ�e. Le mod�ele exact de di�usion et d'e�et tunnel �a
cesvaleurs de l' �energieEF n'est pas clair mais il est certain que ce mod�ele simple ne rend pas
compte desr�esultats exp�erimentaux. Le pic de conductance�a Vbias = 0 persisteen e�et sur une
plage de facteurs de remplissage1:2 < � < 1:5, au lieu de n'exister qu'en une seulevaleur de �
et sa valeur est deux ordres de grandeur inf�erieure �a la valeur na•�vement attendue.

Loin de Vbias = 0, l'allure complexe de Fig. (3.18) s'explique bien. A tension �nie, un des
deux diagrammesde Landau de Fig. (3.17) est d�ecal�e en bloc par rapport �a l'autre de l' �energie
eVbias, commeon le voit �a Fig. (3.18). Cela conduit �a un d�ecalagedans le croisement desniveaux
et les conditions de conduction sont d�ecal�eesen cons�equence.Par exemple,quand E F = E1 �a
la Fig. (3.18a), l'e�et tunnel est nul en raison de l'absencede couplageentre les �etats de bord.
A la Fig. (3.18b) l'application de eVbias a d�ecal�e l'in tersection de sorte qu'elle seproduit �a E1.
Cela favorise�enorm�ement le couplageentre lesdeux 2-DEG comme�a la valeur E F = E2 de Fig.
(3.18a) et fournit l'explication du d�ecalagede la �gure de conductanceavecVbias croissant pour
desvaleurs de � plus faibles (cf Fig. 3.17).

Mêmesi certainescaract�eristiquesdesr�esultats exp�erimentaux sont claires, le mod�elesimple
�a une particule ne parvient pas �a rendre compte de toute la complexit�e du ph�enom�enede l'e�et
tunnel �etendu. Beaucoupde travaux th�eoriquesont tent�e de compl�eter la compr�ehensionde ces
r�esultats [35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44].

3.2.2 Princip e de l' �etude

Dans cechapitre nousexposonsle calcul perturbatif du courant tunnel entre deux canaux de
bord contrepropageant. Chacun de cescanauxest d�ecrit par un liquide de Luttinger chiral ; nous
�etudions la situation o�u les deux liquides sont caract�eris�espar le mêmeexposant anormal g. La
valeur de l'exposant anormal g du � LL est dict�ee par la physique du volume du 
uide de Hall
fractionnaire. L'exposant anormal intervient dans l'expressionde la fonction de corr�elation de la
particule qui subit l'e�et tunnel. Nous supposonsque l'e�et tunnel �a lieu le long d'une barri �ere
�etendueavecune amplitude constante. La g�eom�etrie de l'e�et tunnel �etendu est potentiellement
riche de nouveaux ph�enom�enesd'in terf�erencesqui n'existent pas dans l'e�et tunnel localis�e en
un point. Par exemple, Ho a mis en avant l'existence de courants oscillants entre canaux �a
� = 1 en l'absencede tension alternativ e (AC) [45]. Ce ph�enom�enes'interpr�ete simplement par
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Fig. 3.19 { Sch�emasde la barri �ere de longueur L avec les canaux de bords et l'e�et tunnel de
l'un vers l'autre sur la longueur de la barri �ere. A gauche,la g�eom�etrie des�echantillons de Kang
et al., �a droite une g�eom�etrie topologiquement �equivalente.

une image classique: les �electrons du bord droit rebondissent le long de la barri �ere jusqu'�a
ce qu'il la traverse par e�et tunnel. Une fois sur le bord gauche, ces �electrons se propagent
en d�ecrivant des orbites cyclotron comme pr�ec�edemment mais en sensoppos�e. Si la barri �ere
est su�sammen t longue, l'e�et tunnel se produira de nouveau et les �electrons apparaissent du
cot�e droit o�u ils se propagent en sensoppos�e. Ainsi, dans le cas limite o�u la barri �ere est de
longueur in�nie, les �electrons sont pi�eg�es le long de la barri �ere et oscillent entre le bord droit
et gauche (cf Fig. 3.20). Nous allons montrer que dans le r�egime d'EHQF, il apparâ�t une
structure non-triviale de r�esultats m�elangeant les non-lin�earit�es attendues dues au � LL et les
interf�erencesdues �a la coh�erencedu transport �a travers la barri �ere �etendue. Nous traiterons
�egalement la situation d'in teraction forte entre lesmodesde propagation L et R, qui rentre dans
le même cadre de traitement th�eorique. Dans ce dernier cas, l'exposant anormal g prend alors
desvaleursnon-universellesdict�eespar la nature de l'in teraction, mêmepour lesmodesde Hall �a
facteur de remplissageentier. Nous obtiendrons le courant et le bruit associ�e pour une jonction
tunnel �etendue, en fonction de la longueur de la barri �ere, de la temp�erature, de l'in teraction
coulombienne �a longuedistance entre les bords L et R et du remplissageentier ou fractionnaire
�a � = 1=m (m entier impair).

3.3 G�eometrie et cin �ematique de l'e�et tunnel �etendu

La g�eom�etrie que l'on consid�ereest illustr �eesur la Fig. (3.19). Il s'agit d'une barri �ere�etendue
dont la hauteur demeureconstante sur une longueur L . Cette barri �ere s�epare deux 2-DEG. Il
s'agit de la g�eom�etrie de l' �echantillon �etudi�epar Kang et al. Dans le r�egimed'e�et Hall quantique,
il se forme desmodesde conduction le long de la barri �ere : ce sont les canaux de bords contre-
propageant.

3.3.1 Hamiltonien du syst �eme

Etablissons d'abord la cin�ematique de l'e�et tunnel �etendu en raisonnant sur le cas d'un
facteur de remplissage� = 1. Ceci correspond au cas�etudi�e par Ho [45]. Les niveaux de Landau
sont d�eg�en�er�esdansle volumeet leur �energieaugmente au voisinagede la barri �ere.Ceph�enom�ene
s'applique des deux cot�es de la barri �ere. Les niveaux de Landau de deux cot�es se croisent �a
l'in t�erieur de la barri �ere(cf Fig. 3.21), r�egionclassiquement interdite, et l'e�et tunnel va donner
lieu �a l'ouverture de gaps (cf Fig. 3.22). Cet e�et est expliqu�e tr �es clairement par une simple
th�eoriee�ectiv e �a une particule, commenousl'avonsd�etaill�e dansla section(3.2.1). On introduit
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Fig. 3.20 { Image classiqued'un �electron pi�eg�e le long d'une barri �ere tunnel commedans une
g�eom�etrie de longueur in�nie. L' �electron oscille in�nimen t entre le bord int�erieur (L) et ext�erieur
(R) [45].

Fig. 3.21{ Spectre �a une particule du syst�emede Hall dans la g�eometriede Kang et al., dans la
limite o�u la barri �ereest in�nimen t longueet haute. Le syst�emeest invariant par translation dans
la direction x, le spectre peut être indic�e par le moment k longitudinal et l'indice de Landau n.
Dans ce caslimite, le spectre est la superposition desspectreshabituels dessyst�emesde Hall L
(traits pleins) et R ind�ependants (traits pointill �es), au voisinaged'un mur de potentiel in�ni (cf
Fig. 2.15). Ces spectres s'incurvent au voisinagede la barri �ere et se croisent, en particulier �a
k = 0. La largeur de la barri �ere est d = 2a, l est la longueur magn�etique [45].
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les champs des�electronschiraux sepropageant vers la droite  R et vers la gauche  L ; ce sont
les modes relevant lorsque le facteur de remplissage1 � � � 2. Ce sont les �etats de bords
contre-propageant [24]. L' �energiecin�etique due au potentiel de con�nement est alors :

H kin = � iv
Z

dx( y
R @x  R �  y

L @x  L ); (3.16)

avec v la vitessede d�erive le long de la barri �ere. Les modes L ont une �energie� L (k) = � vk et
les modes R une �energie� R(k) = vk. Ces relations de dispersion se croisent �a k = 0 pour une
�energienulle (cf Fig. 3.21). C'est en ce point que l'e�et tunnel semanifeste le plus fortement.
L'e�et tunnel �a travers la barri �ere peut être d�ecrit par un Hamiltonien m�elangeant cesmodes:

H T = T
Z + L=2

� L=2
dx ( y

R (x) L (x) +  y
L (x) R (x)) : (3.17)

o�u T est l'amplitude tunnel, suppos�ee constante le long de la barri �ere. La coordonn�ee x est
d�e�nie le long de la barri �ere commesur la Fig. (5.3). Ainsi, les modes existent pour toutes les
valeurs de x et l'e�et tunnel n'a lieu que dans l'in tervalle [� L=2; + L=2]. Cet Hamiltonien peut
être consid�er�e commeun terme de massedu champ de fermions pour une barri �ere de longueur
in�nie. Cette massedonne naissance�a un gap dans le spectre d'excitations desfermions libres.
La cons�equencede ce gap est qu'il existe un intervalle de valeurs de l' �energiepour lesquellesil
n'y a pasde solutions propagativesmais dessolutions �evanescentes le long de la barri �ere(cf Fig.
3.22). Ce ph�enom�ene se reproduit �a l'in tersection des niveaux de Landau plus �elev�es [33]. Le
probl�emed�e�ni par H kin + H T est une th�eorie de fermions libres qui a �et�e �etudi�eeexactement
[45]. Les propri �et�es de transport de ce syst�eme peuvent être obtenues par une approche �a la
Landauer. Malheureusement une telle simplicit �e dans le formalisme n'est plus possibledans le
r�egimefractionnaire : dans ce cas les op�erateurs d'�electronssont d�ecrits par la th�eorie des � LL
et plus par la th�eorie libre Eq.(3.16). L'Hamiltonien ad�equat est donn�e par (2.170).

Fig. 3.22 { Les points d'in tersection de la Fig. (3.21) s'ouvrent en petits gapsquand la hauteur
de la barri �ere devient �nie, autorisant l'e�et tunnel du syst�eme L vers R et r�eciproquement.
Loin de la barri �ere (i.e. dans le volume) le spectre est inchang�e [45].

H kin =
� v
�

Z
dx (� 2

R + � 2
L ) (3.18)

avec � R (x) =:  y
R (x) R (x) : l'op�erateur de densit�e �electronique du mode R d�ecrivant les 
uc-

tuations de densit�es au point x et � L (x) =:  y
L (x) L (x) : d�e�ni de la même mani�ere pour le

mode L. Nous nous int�eressonsau cas sans interactions �a travers la barri �ere, de sorte que les
� LL sont d�ecoupl�eset que toutes lespropri �et�esdesfonctions de corr�elations sont connues.Nous
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contin uons d'utiliser l'Hamiltonien Eq.(3.17) que nous traiterons de mani�ere perturbativ e, a�n
d'obtenir la caract�eristique I T (V ) du syst�eme.Consid�eronsd'abord un seul bord trait �e comme
un 
uide de Hall fractionnaire de remplissage� = 1=m, m impair. Un unique boson chiral est
alors su�san t pour d�ecrire la th�eorie du � LL correspondante. Le 
uide de Hall d�etermine la
valeur de l'exposant anormal g qui caract�erise les corr�elations au bord. On consid�ere ici l'e�et
tunnel entre deux 2-DEG di� �erents, les op�erateurs  R et  L doivent alors être pris commedes
op�erateurs �electroniques1. Contrairement a l'e�et tunnel ponctuel dansun QPC [22], la version
bosonis�ee de la th�eorie ne peut pas être trait �ee exactement dans la mesureo�u le terme d'e�et
tunnel n'est plus ici un op�erateur de bord. Nous ne pouvons alors r�ealiser qu'un traitement
perturbatif.

3.3.2 Discussion �a prop os des in teractions

Dans les �echantillons utilis �es exp�erimentalement, on peut s'attendre �a avoir des e�ets d'in-
teraction coulombienne le long et �a travers de la barri �ere, que l'on peut d�ecrire par le type
d'Hamiltonien suivant :

HCoulomb =
Z

dydxV1(x � y)[� R (x)� R (y) + � L (x)� L (y)] + 2
Z

dxdyV2(x � y)� R(x)� L (y); (3.19)

Ce terme est probablement important dans les structures �etudi�eespar Kang et al. o�u la largeur
de la barri �ere est plus petite que la longueur magn�etique. Nous allons montrer que les modes
propres sont un m�elangedesmodesde propagations L et R d�ecoupl�es.L' �etude de l'e�et tunnel
peut alors être r�ealis�eede mani�erestandard, simplement en red�e�nissant la valeur du param�etre
de Luttinger g. Ainsi les r�esultats de notre calcul perturbatif de courant tunnel s'appliquent au
casdes bords en interactions si on utilise la valeur de g appropri�ee.Ainsi, Mitra et Girvin ont
estim�e la valeur de g � 0:6� 0:7 dans lesstructures �etudi�eesdans les refs.([33, 34]). Cette valeur
est un exemplede ce que l'on peut esp�erer dans le r�egimede Hall entier, quand les interactions
d�etruisent la quanti�cation de g par la physique du volume.

3.3.3 E�et tunnel r �esonnant

Remarquonsquecetype de calcul perturbatif �a �et�e r�ealis�e dansdiverses�etudesd'e�et tunnel
et constitue un outil valable pour r�ealiser la spectroscopiedes�echantillons de dimensionnalit�es
r�eduites en r�egime d'e�et Hall quantique [47, 50, 51, 52, 55, 72]. Dans un �echantillon soumis
�a un champ magn�etique, les �etats de bords seront peupl�es jusqu'�a un certain niveau de Fermi.
Nous consid�erons la situation sym�etrique o�u le niveau de Fermi est le même des deux cot�es
de la barri �ere. Appliquer une di� �erencede potentiel conduit �a une di� �erenceentre cesniveaux
de Fermi. Le champ magn�etique ext�erieur peut être r�egl�e de sorte que les points de Fermi se
croisent en k = 0. C'est la situation observ�ee d'abord par Kang et al. lorsque se produit un
pic de conductance�a di� �erencede potentiel nulle. Les relations de dispersionssi particuli �eres
conduisent �a descontrain tes sp�ecialessur la cin�ematique dans le casd'une barri �ere �etendue.En
e�et, quand la longueur de celle-ci tend vers l'in�ni, le moment le long de la barri �eredevient une
quantit �e conserv�eeau coursde l'e�et tunnel (ce qui n'est pas le casdans l'e�et tunnel ponctuel).
De même, la conservation de l' �energieau cours de l'e�et tunnel implique que seuls les �etats �a
l'in tersection desrelations de dispersiondesmodesL et R pourront subir l'e�et tunnel. Lorsque
le vecteur d'onde de Fermi est non-nul (par rapport au vide d�e�ni par leseqs(3.18, 3.17)), il est
n�ecessaired'avoir une di� �erencede potentiel �nie eV a�n d'obtenir l'e�et tunnel. Ce seuil de
voltage tendra vers0 si le facteur de remplissageest r�egl�e au niveaudu point de d�eg�en�erescence
kf = 0.

1Nous avons vu �a la section 3.1.2 que l'e�et tunnel de quasi-particules n'existe qu'�a l'in t �erieur du même2-DEG.
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3.4 Traitemen t perturbatif

3.4.1 Couran t tunnel en repr �esentation d'in teraction

Nous appliquons ici le formalisme habituel de l'e�et tunnel �a notre syst�eme. Le courant
tunnel est la cons�equenced'une situation hors-�equilibre o�u le potentiel chimique � L du bord
L est port�e �a une valeur di� �erente de � R par di� �erencede potentiel V . Ainsi, eV = � L � � R .
Le courant s'exprime �a partir de la d�eriv�ee par rapport au temps, du nombre de particules
bNL =

R
dx( y

L (x) L (x)) du bord L ,par exemple.Ainsi, le courant tunnel moyen est donn�e par
l'expression:

I T (t) = � eh _NL (t)i ; (3.20)

avece > 0 la charge�electrique �el�ementaire. Notons que dans tout le traitement nousavonspos�e
�h = 1 et kB = 1. L'Hamiltonien total est donn�e par :

H = H L + H R + H Coulomb + H T ; (3.21)

dans cette expressionH L et H R sont les Hamiltoniens des � LL de chaque cot�e de la jonction.
Nous allons traiter H T comme une perturbation de H 0 = H L + H R + H Coulomb et nous ne
conserverons que le terme dominant. Le d�eveloppement standard au premier ordre n�ecessite
l' �evaluation de :

_NL = i [H ; bNL ] = i [H T ; bNL ] (3.22)

La derni�ere �egalit�e d�ecouledirectement du fait qu'en l'absencede courant tunnel, H L , H R et
H Coulomb conservent s�epar�ement le nombre de particules bNL et bNR ; ils commutent donc avec
bNL . Il est utile de r�eexprimer bNL et H T en fonction desop�erateurscr�eation cy(k) et annihilation

d'�electronsc(k).
bNL =

X

q
cy

L (q)cL (q) (3.23)

De même:
H T =

X

k;p

fT kpcy
R (k)cL (p) + T �

kpcy
L (p)cR (k)g (3.24)

avecTkp l'amplitude de probabilit �equ'un �electrondemoment p du syst�emeL soit di�us �edansun
�etat demoment k du syst�emeR par e�et tunnel. Il faut en�n pr�eciserlesrelations d'anticommuta-
tion de cesop�erateurs: f cL (p); cy

L (k)g = f cR (p); cy
R (k)g = � k;p. Touslesautresanticommutateurs

sont nuls. Nous pouvons maintenant �evaluer l'expression(3.22) :

_NL = i
X

k;p

X

q

n
Tkp[cy

R (k)cL (p); cy
L (q)cL (q)] + T �

kp[cy
L (p)cR (k); cy

L (q)cL (q)]
o

(3.25)

Par r�earrangement desop�erateurs, le premier terme devient :

[cy
R (k)cL (p); cy

L (q)cL (q)] = cy
R (k)cL (p)cy

L (q)cL (q) � cy
L (q)cL (q)cy

R (k)cL (p)
= cy

R (k)cL (p)� p;q � cy
R (k)cy

L (q)cL (p)cL (q) � cy
L (q)cL (q)cy

R (k)cL (p)
(3.26)

Les deux derniers termes se simpli�en t par application des relations d'anticommutations et
[cy

R (k)cL (p); cy
L (q)cL (q)] = cy

R (k)cL (p)� p;q. De même,on calcule ais�ement :

[cy
L (p)cR (k); cy

L (q)cL (q)] = � cy
L (p)cR (k)� p;q (3.27)

Ainsi, en regroupant cestermes :

_NL = i
X

k;p

fT kpcy
R (k)cL (p) � T �

kpcy
L (p)cR (k)g (3.28)
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Il reste maintenant �a calculer la valeur moyenne h _NL (t)i par th�eorie des perturbations. La
premi�ere �etape consiste�a �evaluer la valeur moyennede l'op�erateur _NL au cours du temps :

h _NL (t)i = h jei (H 0 + H T )t _NL e� i (H 0 + H T )t j i (3.29)

Nous avons ici utilis �e la repr�esentation de Heisenberg pour l' �evolution temporelle de l'op�erateur
et pour la fonction d'onde j i du fondamental du syst�emenon perturb�e2.

L' �etape suivante consiste�a passeren repr�esentation d'in teraction, dans laquelle le terme H T

est consid�er�e commeune perturbation de l'Hamiltonien H 0.

h _NL (t)i = h jUy(t)eiH 0 t _NL e� iH 0 t U(t)j i (3.30)

et l'op�erateur d'�evolution :

U(t) = Tef� i
Rt

�1
dt0H T (t0)g (3.31)

avec T, l'op�erateur d'ordonnement dans le temps. U(t) ob�eit �a l' �equation de Dyson int�egr�ee:

e� i (H 0+ H T )t = e� iH 0 t U(t) (3.32)

Dans ce formalisme, lesop�erateurs�evoluent au coursdu temps suivant l'Hamiltonien libre, c'est
�a dire de la fa�con suivante :

_NL (t) = eiH 0 t _NL e� iH 0 t (3.33)

et
H T (t) = eiH 0 t H T e� iH 0 t (3.34)

On peut maintenant proc�eder au d�eveloppement au premier ordre destermes U(t)j i :

U(t)j i = [1 � i
Z t

�1
dt0H T (t0)]j i (3.35)

et

h jUy(t) = h j[1 + i
Z t

�1
dt0H T (t0)] (3.36)

Ainsi :

h _NL (t)i = h j _NL � i
Z t

�1
dt0[ _NL (t); H T (t0)]j i (3.37)

Nous obtenonsalors la formule suivante :

I T (t) = ie
Z t

�1
dt0h[ _NL (t); H T (t0)]i ; (3.38)

3.4.2 In tro duction des poten tiels chimiques

Une �etape importante de cecalcul consiste�a ins�erer lespotentiels chimiques � L et � R relatifs
aux deux cot�esde la jonction. Les Hamiltoniens H R et H L utilis �esjusque ici ne contiennent pas
lespotentiels chimiquesdessyst�emesL et R. Les�energiessont mesur�eessur l' �echelle d�etermin�ee
pr�ec�edemment (section 3.3.1) et non pas par rapport aux potentiels chimiques. Nous allons
maintenant inclure cespotentiels chimiques dans les termes d'�evolution temporelle de fa�con �a

2 Ici, le fondamental est celui o�u les mers de Fermi dessyst�emesL et R sont peupl�es jusqu'�a l' �energiede Fermi
�a temp�erature nulle, et suivant la distribution de Fermi-Dirac �a temp�erature �nie. En intro duisant les potentiels
chiliques, comme nous le ferons par la suite, nous allons donc d�ecaller l'origine des ce fondamental et le d�ecaller
en �energie.
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ce que les �energiessoient mesur�eespar rapport aux potentiels chimiques de chaque syst�eme.
Cette proc�edure standard permet d'obtenir directement le courant en fonction de la di� �erence
de potentiel appliqu�eeentre les deux syst�emesL et R. On d�e�nit alors les Hamiltoniens K R et
KL par rapport aux potentiels chimiques.

KR = H R � � R
bNR

KL = H L � � L
bNL

K0 = KR + KL + H Coulomb

(3.39)

Pour un syst�eme libre, cette red�e�nition donne K R =
P

k (� R � � R)cy
R (k)cR (k) alors que H R =

P
k � Rcy

R (k)cR (k). Comme les op�erateurs bNL et bNR commutent avec K0, nous pouvons scinder
les termes apparaissant dans les exponentielles desexpressions(3.33,3.34):

_NL (t) = ei K 0 t (eit (� L bNL + � R bNR ) _NL e� it (� L bNL + � R bNR ))e� i K 0 t (3.40)

H T (t0) = ei K 0 t0
(eit 0(� L bNL + � R bNR )H T e� it 0(� L bNL + � R bNR ))e� i K 0 t (3.41)

Evaluons cette derni�ere �egalit�e en consid�erant l'expression (3.24). Notons que cR (k) commute
avec bNL et cL (p) avec bNR . On peut r�e�ecrire la partie entre parenth�esesde (3.41) :

H T (t0) = ei K 0 t0 X

k;p

(Tkpeit 0� R bNR cy
R (k)e� it 0� R bNR eit 0� L bNL cL (p)e� it 0� L bNL + h:c:)e� i K 0 t0

(3.42)

On peut maintenant calculer les op�erateurs suivants :

eit 0� R bNR cy
R (k)e� it 0� R bNR = eit 0� R cy

R (k)

eit 0� L bNL cL (p)e� it 0� L bNL = eit 0� L cL (p)
(3.43)

En�n, en faisant agir les op�erateurs d'�evolution ei K 0 t0
et e� i K 0 t0

�a gauche et �a droite de (3.42),
nous obtenons:

H T (t0) =
X

k;p

(Tkpei (� R � � L )t0
ei K 0 t0

cy
R (k)e� i K 0 t0

ei K 0 t0
cL (p)e� i K 0 t0

+ h:c:) (3.44)

L' �evolution temporelle desop�erateurs cr�eation-annihilation permet de r�e�ecrire H T (t0) comme:

H T (t0) =
X

k;p

(Tkpei (� R � � L )t0
cy

R (k; t0)cL (p; t0) + h:c:) (3.45)

En suivant exactement les lignesde la d�emonstration pr�ec�edente, nouspouvonscalculer l' �evolu-
tion de _NL (t) �a partir de la d�e�nition de (3.28). On obtient alors :

_NL (t) =
X

k;p

(Tkpei (� R � � L )t0
cy

R (k; t0)cL (p; t0) � h:c:) (3.46)

En r�eintroduisant cesop�erateurs dans l'expression(3.38)

I T (t) = � e
Z t

�1
dt0h[

X

k;p

(Tkpei (� R � � L )t cy
R (k; t)cL (p; t)� h:c:);

X

k0;p0

(Tk0p0ei (� R � � L )t0
cy

R (k0; t0)cL (p0; t0)+h :c:)]i

(3.47)
En posant A(t) =

P
k;p cy

R (k; t)cL (p; t) et en remarquant que � R � � L = � eV, l'expression
pr�ec�edente sesimpli�e en :

I T (t) = � e
Z t

�1
dt0h[e� ieV t A(t) � eieV tAy(t); e� ieV t0

A(t0) + eieV t0
Ay(t0)]i (3.48)
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I T (t) = � e
R1

�1 dt0� (t � t0)(e� ieV (t � t0)h[A(t); Ay(t0)]i � eieV (t � t0)h[Ay(t); A(t0)]i +
e� ieV (t+ t0)h[A(t); A(t0)]i � eieV (t+ t0)h[Ay(t); Ay(t0)]i )

(3.49)

Les deux premiers termes correspondent �a l'e�et tunnel normal mais les deux derniers sont
les termes de l'e�et tunnel Josephson.Cet e�et ne se manifeste pas dans le syst�eme que l'on
consid�ere et on n'en tient pas compte3. La partie normale du courant I T (t) est donc :

I T (t) = � e
Z 1

�1
dt0� (t � t0)(e� ieV (t � t0)h[A(t); Ay(t0)]i � eieV (t � t0)h[Ay(t); A(t0)]i ) (3.50)

Par d�e�nition, le propagateurretard�edesop�erateursA et A y s'�ecrit : X Ret (t) = � i� (t)h[A(t); Ay(0)]i .
Nous constatonsque la transform�eede Fourier de ce propagateur est :

i bX Ret (� eV) =
Z 1

�1
dt0� (t � t0)(eieV (t � t0)h[A(t); Ay(t0)]i (3.51)

I T (t) = � ie[ bX Ret (� eV) � bX Adv (� eV)] (3.52)

avec bX Adv le propagateuravanc�edesop�erateursA et A y ; lesrelations usuellesentre propagateurs
avanc�eset retard�esconduisent �a bX �

Adv = bX Ret . On obtient alors :

I T = � 2eT 2Im [ bX Ret (� eV)] (3.53)

En notant A(t) =
RL=2

� L=2 dxA(t; x)

I T = � 2eT 2
Z L=2

� L=2

Z L=2

� L=2
dxdyIm [ eX r et(

� eV
�h

; x � y)] (3.54)

avec X r et(t � t0; x � y) = � i� (t � t0)h[A(t; x); Ay(t0; y)]i le propagateur retard�e de l'op�erateur
local de tunnel A(t; x) = cL (x; t)cy

R (x; t).

3.4.3 Propagateurs bosonis�es

Avecl'expression(3.54), le probl�emerevient �a calculer lesfonctions decorr�elationsdeA(t; x).
En raison de l'in teraction coulombienne longue distance entre les syst�emesL et R, les propaga-
teurs de l'op�erateur tunnel ne peuvent secalculer que par technique de bosonisation.

Bords sans in teraction

Lorsqueles� LL desbords droits et gauchesne sont pascoupl�espar interaction coulombienne
�a travers la barri �ere,le calcul desfonctions de GreenG> (x; t) et G< (x; t) est relativement simple
puisque les op�erateurs desfermions droits et gauchesanticommutent. On en d�eduit imm�ediate-
ment que

G> (x; t) = hA(x; t)Ay(0; 0)i (3.55)

et

G> (x; t) = hcL (x; t)cy
R (x; t)cR (0; 0)cy

L (0; 0)i = hcL (x; t)cy
L (0; 0)ihcy

R (x; t)cR (0; 0)i (3.56)

Le calcul de cesfonctions de Green donne :

G> (x; t) =
ag� 2

4� 2
eik f x

(� + i (x + vf t))g
eik f x

(� � i (x � vf t))g (3.57)

3L' �evaluation de cesop�erateurs conduit �a des contributions n�egligeablesau courant �nal [56].
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Bords en in teraction

Nous consid�erons ici que le syst�eme est dans la g�eom�etrie (b) de Fig. (3.19) i.e. les bords
desdeux 2-DEG sont parall�eleset l'e�et tunnel seproduit sur une r�egion de longueur �nie L 4.
Dans ce cas, le probl�emenon-perturb�e i.e. sanse�et tunnel est invariant par translation. Si on
consid�ere la situation o�u l'in teraction coulombienne longue distance couple les modesdesbords
droits et gauches par l'Hamiltonien (3.19), le probl�emesanse�et tunnel s'exprime simplement
en modesde Fourier :

H kin + H int =
X

k> 0

(
2� v
e2�

+ ~V1(k)) �

� [� L (k)� L (� k) + � R (k)� R (� k)] + (3.58)

+
X

k> 0

~V2(k)( � L (k)� R (� k) + � R (k)� L (� k)) :

Cet Hamiltonien est exactement l'Hamiltonien de Tomonaga-Luttinger5 �etudi�e �a la section2.9.4,
dans le caso�u les couplagesg2 et g4 (ici respectivement ~V1(k) et ~V2(k)), d�ependent du moment
k. Comme nous l'avons d�eja vu en d�etail, cette forme quadratique peut être diagonalis�ee par
une transformation de Bogolyubov :

~� L (k) = cosh� k � L (k) + sinh� k � R (k);

~� R (k) = cosh� k � R (k) + sinh� k � L (k); (3.59)

avec :

tanh 2� k =
~V2(k)

2� v=(e2� ) + ~V1(k)
: (3.60)

Le probl�emeinitial devient alors simplement celui d'un bosonlibre :

2�
e2�

X

k> 0

vk [~� L (k)~� L (� k) + ~� R (k)~� R (� k)] ; (3.61)

o�u nous avons pos�e :

v2
k = (v +

e2�
2�

~V1(k))2 � (
e2�
2�

~V2(k))2: (3.62)

Le courant tunnel s'exprime �a travers les fonctions de Green :

I = 2eT 2Im
Z

� i �( t)[G> (t) � G< (t)]e� ieV tdt; (3.63)

avec G> (t) = hA(t)Ay(0)i et G< (t) = hAy(0)A(t)i . Comme pr�ec�edemment l'op�erateur A est
l'op�erateur de l'e�et tunnel �electroniqueA(t) =

R
dx  y

L (x; t) R (x; t). La fonction de corr�elation
de A devra être �evalu�e �a partir de l'Hamiltonien invariant par translation (3.58). Cela se cal-
cule simplement dans la mesureo�u la vitessevk et l'angle � k de la rotation de Bogolyubov ne
d�ependent pas de k en premi�ere approximation : � k � � et vk � v0. Dans ce cas, l'op�erateur de
tunnel �electroniques'exprime uniquement �a partir d'un boson libre :

 y
L  R / e2ik F xei ~� (cosh � � sinh � )=

p
� ; (3.64)

avec ~� = ~� L + ~� R et ~� L;R = e
p

�
2� @x ~� L;R . Lesfonctions deGreenpeuvent être calcul�eesexactement

commedansle cassansinteraction, avecla di� �erenceque l'exposant anormal n'est plus quanti� �e
4Cette situation est donc di� �erente du montage exp�erimental de Kang.
5Nous avons simplement intro duit la charge e dans les op�erateurs de densit�e, d'o�u le terme en 1=e2 dans la

partie cin�etique. Ceci permet de traiter des interactions ~V qui ne d�ependent pas de la charge.
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par la physiquedu volume mais il est renormalis�e par les interactions entre lesbords : le facteur
(cosh� � sinh� ) d�epend de ~V1 et de ~V2. Ainsi toutes les quantit �espeuvent être calcul�eescomme
si lesesp�eceschirales de deux cot�esde la barri �ere�etaient lesexcitations de liquides de Luttinger
chiraux ind�ependants d'exposant anormal g et de vitesse vf dont les fonctions de Green sont
donn�eespar :

hcL (x; t)cy
L (0; 0)i =

ag� 1

2�
e� ik f x

(� + i (x + vf t))g (3.65)

hcy
R (x; t)cR (0; 0)i =

ag� 1

2�
e� ik f x

(� � i (x � vf t))g (3.66)

Ainsi la fonction de Green retard�ee eX r et(! ; x) est donn�eepar :

eX r et(! ; x) =
Z

� i� (t)[G> (x; t) � G< (x; t)]ei! t (3.67)

avec G< (x; t) = hAy(0; 0)A(x; t)i et

G< (x; t) =
a2g� 2

4� 2
eik f x

(� � i (x + vf t))g
eik f x

(� + i (x � vf t))g (3.68)

Le courant tunnel s'exprimedemani�ereplus �el�egante via la calcul despropagateursdeMatsubara
associ�esaux fonctions de Green G> (x; t) et G< (x; t).

3.4.4 Propagateurs de Matsubara

Nous allons maintenant calculer :
Z L=2

� L=2

Z L=2

� L=2
dxdyIm [ eX r et(! ; x � y)] (3.69)

La technique classiquedansune telle situation consiste�a d'abord �evaluer la fonction de Greende
Matsubara eX r et(i! ; x) de laquelleon d�eduira par la suite 3.69.En faisant intervenir lesfr�equences
de Matsubara bosoniques.

eX r et(i! ; x) = �
Z �

0
d� ei! n � hT� A(x; � )Ay(0; 0)i (3.70)

Ici, T� est l'op�erateur d'ordonnement dans le temps complexe� . Les propri �et�esd'anticommuta-
tions r�eellesou e�ectiv es d�etaill�ees�a la sous-sectionpr�ec�edente desop�erateurs fermioniquescL

et cR permettent de transformer (3.70) en :

eX r et(i! ; x) = �
Z �

0
d� ei! n � hT� cL (x; � )cy

L (0; 0)ihT� cy
R (x; � )cR (0; 0)i (3.71)

En identi�an t les propagateursde Matsubara GL (x; � ) = hT� cL (x; � )cy
L (0; 0)i et GR (� x; � � ) =

hT� cy
R (x; � )cR (0; 0)i , l'expression pr�ec�edente peut être �ecrite en transform�ee de Fourier avec la

convention d'�ecriture f (x) =
R dk

2�
ef (k).

eX r et(i! ; x) = +
Z �

0
d� ei! n � GL (x; � )GR (� x; � � ) (3.72)

eX r et(i! ; x) = +
Z

dkdk0

4� 2 e� i (k� k0)x)
Z �

0
d� ei! n � GL (k0; � )GR (k; � � ) (3.73)
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L' �etape suivante consiste�a int�egrer sur les variables spatiales :
Z L=2

� L=2
dx

Z L=2

� L=2
dx0 eX r et(i! ; x � x0) =

Z
dkdk0

� 2
sin2[(k � k0)L=2]

(k � k0)2

Z �

0
d� ei! n � GL (k0; � )GR (k; � � )

(3.74)
Il reste maintenant �a transformer l'in t�egralesur le temps imaginaire en sommediscr�ete sur les
fr�equencesde Matsubara :

Z �

0
d� ei! n � GL (k0; � )GR (k; � � ) =

1
�

X

ip n

GL (k0; ipn )GR (k; ipn � i! n ) (3.75)

Il su�t de transformer cette sommeen une int�egralede Cauchy sur le contour repr�esente �a la

Z=e

Z=e+  wi

Fig. 3.23 { Contour d'in t�egration autour desfr�equencesde Matsubara.

Fig. (3.23) Les pôles de la fonction de Fermi-Dirac �a temp�erature T = 1=� s'av�erent être les
fr�equencesde Matsubara n f (z) = 1=(1 + exp(� z)) .

Z �

0
d� ei! n � GL (k0; � )GR (k; � � ) =

Z
dz
2i�

nf (z)GL (k0; z)GR (k; z � i! n) (3.76)

Cette expressionune fois calcul�eeet factoris�eedonne l' expression:
R�

0 d� ei! n � GL (k0; � )GR (k; � � ) =
R1

�1
d"
� nf (" )GL (k0; " + i! n )f Im (GR ;Ret (k; " ))g

+ GL (k0; " � i! n )f Im (GL ;Ret (k
0; " ))g

(3.77)

On proc�edemaintenant au prolongement analytique i! n ! ! + i� :
Z �

0
d� ei! n � GL (k0; � )GR (k; � � ) =

Z 1

�1

d"
2�

nf (" )f AL (k0; " )GR (k; " � ! � i� )+ AR (k; " )GL (k0; "+ ! + i� )g

(3.78)
et lorsque l'on prend la partie imaginaire de cet objet et que l'on e�ectue le changement de
variable " ! " + ! , on obtient :

1
2

Z 1

�1

d"
2�

nf (" )AR (k; " )AL (k0; " + ! )AR (k; " )f nf (" � eV) � nf (" )g (3.79)

Cette proc�edure m�ene�a une formule compactepour le courant tunnel :

I T = eT 2
Z

dkdk0

4� 2
sin2[(k � k0)L=2]

(k � k0)2

Z
d�
2�

AR (k; � )AL (k0; � � eV)f nf (� � eV) � nf (� )g: (3.80)

Dans cette �equation, n f (� ) = 1=(1 + exp(� � )) est la fonction de Fermi-Dirac �a la temp�erature T
(� = 1=T) et AR (k; ! ) (resp. AL (k; ! )) est la densit�e spectrale chirale du liquide de Luttinger
sepropageant vers la droite R (resp. vers la gauche L).
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3.4.5 Densit �e spectrale

La densit�e spectrale s'obtient en prenant la partie imaginaire de la fonction de Green retar-
d�ee:

AR;L (k; ! ) = � 2 Im
Z Z

dtdx
4� 2 ei! t � ik x

h
� i� (t)hf R;L (x; t);  y

R;L (0; 0)gi �

i
; (3.81)

ici, nous avons calcul�e la moyennethermique hi� dans l'ensemble grand canoniquecomprenant
lespotentiels chimiques � L;R . La proc�edureexacteconsiste�a d'abord �evaluer les transformer de
Fourier dansl'espaceet le temps de la fonction de GreenG>

R;L desexcitations sepropageant vers
la droite et la gauche; ensuite les densit�esspectralesse d�eduisent de l'identit �e suivante valable
�a temp�erature �nie :

G>
R;L (k; ! ) = (1 � nf (! ))AR;L (k; ! ): (3.82)

Les fonctions de Green pour un liquide de Luttinger chiral sont donn�eespar les expressions
suivantes

G>
R;L (k; ! ) = � g� 1

Z Z
dtdx
4� 2 ei! t � ik x e� ik f x (� T)g

[i sinh(� T(vt � x))]g ; (3.83)

o�u g est le param�etre du liquide de Luttinger [24], k f est le vecteur d'onde de Fermi et � est un
cut-o� microscopique.Dans le casd'e�et tunnel electronique, l'exposant anormal est donn�e par
g = 1=� = m si les deux 
uide de EHQF ont des facteurs de remplissage� = 1=m. Ceci d�ecrit
la situation o�u la barri �ere s�epare deux gaz d'�electrons distincts. Nous consid�erons la situation
simple o�u les facteurs de remplissagesont les mêmesde part et d'autre de la barri �ere. Si l'on
s'int�eresse�a l'e�et tunnel en prenant en compte les interactions �a travers la barri �ere, alors g
n'est plus quanti� �e et dans un syst�emede Hall entier, il peut être plus petit que un ( en raison
desinteractions r�epulsives).La transform�eede Fourier desfonctions spectralespeut être calcul�ee
[57] :

G>
R;L (k; ! ) = (

2� �
v�

)g� 1e� ! =2 B (
g
2

+ i
� !
2�

;
g
2

� i
� !
2�

) � (! + v(kf � k)) : (3.84)

Cette formule conduit directement �a une forme compactedesdensit�esspectrales:

AR;L (k; ! ) = 2(
2� �
v�

)g� 1 cosh(
1
2

� ! ) B (
g
2

+ i
� !
2�

;
g
2

� i
� !
2�

) � (! + v(kf � k)) ; (3.85)

o�u B (x; y) est la fonction Beta d'Euler. Dans la limite de temp�erature nulle, la formule (3.85)
redonnela fonction de densit�e spectrale d'un liquide de Luttinger usuelle�a temp�erature nulle :

AR;L (k; ! ) = � g� 1 2�
�( g)

jk � kf jg� 1� (! + v(kf � k)) : (3.86)

La fonction spectrale peut être r�eexprim�ee si on d�e�nit l' �energie de Fermi " f = vkf et ses
propri �et�esd'�echelle sont alors :

AR;L (k; ! ) =

 
T
" f

! g� 1

Fg(! =T) � (! + " f + � vk); (3.87)

avec la fonction d'�echelle :

Fg(z) = (�k f )g� 1 cosh(z=2) B (
g
2

+ i
z

2�
;
g
2

� i
z

2�
): (3.88)

Remarquonsque la loi d'�echelle en ! =T est d�etruite par le pr�e-facteur
�

T
" f

� g� 1
, quand g 6= 1.

La fonction d'�echelle F est repr�esent�eesur la Fig.( 3.24).
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Fig. 3.24 { Fonction d'�echelle F(z,g) d'un liquide de Luttinger chiral Luttinger en fonction de
la variable d'�echelle z = ! =T pour g g=0.7.

3.5 R�esultats

La formule Eq.(3.80) fournit la valeur du courant tunnel pour une barri �ere de longueur L ,
un param�etre d'in teraction g, une tension appliqu�eeeV et une temp�erature non-nulle. Il est plus
pratique d'utiliser des variables r�eduites a-dimension�ees: la longueur L = Lk f et la di� �erence
de potentiel appliqu�eev = eV=(2" f ), avec " f = vkf . Nous nous int�eressonsd'abord �a la limite
de temp�erature nulle. Le courant tunnel s'�ecrit alors comme:

I T = I 0 L 2
Z + v

� v
du

sin2[(1 + u)L ]

(1 + u)2L
2 (v2 � u2)g� 1; (3.89)

nous avons d�e�ni une �echelle de courant I 0 = eT 2(�k f )2g� 2=8� " f �( g)2. Le moment kf corres-
pond au moment de Fermi �a di� �erencede potentiel nulle ; on peut �egalement le voir commela
moyennedesmoment de Fermi L et R lorsque l'on imposeune di� �erencede potentiel. En par-
ticulier, kf rest �xe quand la tension varie. Dans le casg = 1, l'in t�egralede l' �equation Eq.(3.89)
secalcule �a l'aide de la fonction Sinus int�egral [58] :

I T

I 0
= L [Si (2L (v + 1)) + Si (2L (v � 1))] �

1 � cos(2L (v + 1))
2(v + 1)

�
1 � cos(2L (v � 1))

2(v � 1)
: (3.90)

3.5.1 E�et tunnel non-r �esonnant

La discussionqui suit traite du caskf 6= 0. Ceci signi�e que, sansvoltage appliqu�e, les deux
points de Fermi sont simultan�ement soit en-dessoussoit au-dessusdu point k = 0 o�u l'e�et
tunnel est maximal, i.e. o�u les relations de dispersion se coupent. Dans ce cas l'e�et tunnel
est supprim�e jusqu'�a un certain seuil de tension appliqu�ee.La formule Eq.(3.89) manifeste cet
e�et ; si la longueur de la barri �ere tend vers l'in�ni, la fonction sinus dans l'in t�egrant de la
formule Eq.(3.89) tend versune distribution delta de Dirac. Le courant est alors non nul au-del�a
du seuil de voltage jeVj > 2vkf . Ceci traduit simplement la conservation du moment dans la
limite L ! 1 qui est une contrain te drastique pour l'e�et tunnel. Lorsque les valeurs de la
longueur L sont grandes mais �nies, cet e�et de seuil est liss�e; il disparâ�t dans la limite du
point de contact quantique L ! 0. Dans toute la suite le cascorrespondant �a k f 6= 0 serale cas
non-r�esonnant. Dans le cascontraire, kf = 0, l'e�et tunnel peut apparâ�tre pour une di� �erence
de potentiel in�nit �esimale. Ce cas r�esonant sera trait �e dans le paragraphe suivant. Dans les
r�ealisationsexp�erimentales, le cas r�esonnant ne peut être visible que par un r�eglagetr �es �n du
champ magn�etique. Dans lesexp�eriencesde Kang et al. k f parcourt une plage�etenduede valeurs
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pour laquelle l'e�et tunnel r�esonnant semanifeste.Ceci se traduit par un pic de conductance�a
voltage nul. Une telle plage de valeurs pour l'e�et tunnel ne peut pas être d�ecrite par le mod�ele
que nous d�eveloppons ici, o�u un seul point satisfait les conditions de r�esonance.En e�et, le
courant tunnel sousle seuil est de l'ordre de O(L 0) et crô�t commeO(L) au-dessus.Sousle seuil
la limite L ! 1 donne :

I T =I0 =

 
eV
2" f

! 2g� 1 p
�

2
�( g)

�( g + 1=2) 2F1(1;
3
2

; g +
1
2

;

 
eV
2" f

! 2

); (3.91)

avec 2F1 la fonction hypergeom�etrique [58]. Au-dessusdu seuil, le courant est donn�e par la
formule :

I T =I0 = � kf L

0

@

 
eV
2" f

! 2

� 1

1

A

g� 1

: (3.92)
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Fig. 3.25 { Courant tunnel en fonction de eV="f pour : g = 3, (pointill �es) g = 1 (traits pleins),
g = 0:7 (tirets) pour une barri �ere de longueur kf L = 1000.

Nous avons repr�esent�e certaines courbes des caract�eristiques I T (V ) �a la Fig. (3.25) dans le
casd'une barri �ere tr �es longue kf L � 1. Dans le casde l'EHQF, nous avons choisi le param�etre
de Luttinger g = 3 pour l'e�et tunnel entre deux liquides de remplissage� = 1=3. Le casg = 1 se
rapporte �a desfermions libres; on observe l'apparition d'un courant de saturation i.e. I T devient
de l'ordre de O(L) ind�ependamment de V . En�n nousavons trac�e la caract�eristique I T (V ) pour
un param�etre de Luttinger g < 1, ce qui correspond au casdesmodesde bord avec interactions
�a travers la barri �ere. On note le pic de courant tr �esprononc�e �a la valeur du seuil de voltage. Le
courant au voisinagede cette valeur secomporte en e�et comme� (eV � 2" f )g� 1 dans la limite
desgrands L . Pour V ! 0, le courant secomporte commeV 2g� 1.

Dansle casd'une barri �eredelongueur �nie, aveckf L del'ordre de l'unit �e, lessingularit�esdues
�a la cin�ematique sont liss�ees.Les courbesrepr�esentativ esde cesph�enom�enessont repr�esent�ees�a
la Fig.(3.26). Le comportement �a faible V demeureinchang�e par rapport au caspr�ec�edent mais
on peut noter la pr�esenced'oscillations due �a la structure de di�raction cr�e�eepar la barri �erequi
secomporte commeun interf�erom�etre. Remarquonsque dans le caso�u g < 1, le comportement
alg�ebrique du courant en V 2g� 1 ne se manifeste qu'�a faible voltage. La �g. (3.26) montre un
zoom de la situation �a g = 0:7 �a tr �es faible voltage : on peut observer la non-lin�earit�e typique
d'un liquide de Luttinger et la �gure d'in terf�erencesuperpos�ee.La p�eriode desoscillations de la
variable adimensionn�eedu voltage eV=2" f est 2� =(kf L). La �g. (3.27) montre le courant tunnel
en fonction de la longueur de la barri �erepour un voltage �x �e (eV=" f = 0:1) et di� �erentes valeurs
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Fig. 3.26 { Courant tunnel en fonction de vs eV="f pour g = 0:7 avec une longueur de barri �ere
su�sammen t faible pour faire apparâ�tre desoscillations.

du param�etre d'in teraction g. Il apparâ�t un courant de saturation pour deslongueursde l'ordre
de la centaine de longueur de Fermi � f quand la di� �erencede potentiel appliqu�e est inf�erieure
�a la valeur du seuil. On note aussi la pr�esenced'un ph�enom�enede battements. Les oscillations
rapidessont duesaux interf�erencesde L et de la longueur d'onde de Fermi ; lesoscillations lentes
sont contr ôl�eespar l' �echelle de voltage eV=2" f qui est �x �ee �a 0:1. Nous n'avons pas repr�esent�e
le casg = 3 qui a la mêmeforme mais une valeur du courant tr �es faible exprim�eeen I 0.
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Fig. 3.27 { Courant tunnel en fonction de vs kf L pour g = 0:7 et g = 1 avec une tension
normalis�eeeV="f = 0:1.

3.5.2 E�et tunnel r �esonnant

Int�eressonsnous maintenant au cas kf = 0 que l'on peut obtenir en r�eglant le champs
magn�etique ext�erieur appliqu�e.Celasigni�e qu'en l'absencededi� �erencedepotentiel, lesniveaux
de Fermi desmodesL et R coincident exactement �a k = 0. Le courant tunnel obtenu �a partir de
notre calcul perturbatif est plus simple que pr�ec�edemment car l' �energiede Fermi disparâ�t des
formules :

I T =
eT 2

�( g)2

L 2

8� �v

�
�eV
2v

� 2g� 1

f g(
eVL
2v

); (3.93)
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avec la fonction auxiliaire f g(x) donn�eepar :

f g(x) =
Z +1

� 1
dt (1 � t2)g� 1 sin2(xt )

(xt )2 : (3.94)

Cette fonction d�ecrô�t en � =x pour de grandesvaleurs de x, et pour n'imp orte quelle valeur de
g, elle prend une valeur non nulle �a l'origine. Cela signi�e que I T / V 2g� 1 si eVL=v � 1 et
I / V 2g� 2 quand eVL=v � 1. Pour une valeur typique de g = 0:7, cela signi�e que le courant
se comporte commeV 0:4 �a l'origine avant de se comporter commeV � 0:6 pour desvaleurs plus
grandes.La singularit�e typique des liquides de Luttinger sont encorepr�esentes, les oscillations
due au terme kf ont disparu. Le casg = 0:7 montre quedesinteractions fortes dansun probl�eme
o�u l'in tensit�e de l'e�et tunnel est faible conduisent �a une conductancedivergente �a voltage nul.

f  
(x

)
g

x

0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

2
2.2
2.4
2.6

g=3
g=0.7

g=1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Fig. 3.28 { Fonction auxiliaire r�egissant le cross-over entre les r�egimesde barri �ere in�nie et
courtes pour di� �erentes valeurs de g.
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3.6 Temp�erature �nie

En�n, les calculs que nous avons men�espeuvent être �etendusau casde la temp�erature non-
nulle en utilisant les fonctions spectrales �a temp�erature �nie. En d�e�nissant le param�etre de
temp�erature r�eduite z = � " f , on obtient :

I =
eT 2

8� " f

(�k f )2g� 2

�( g)2 (
2�
z

)2g� 2 �( g)2

4� 2 L
2

Z
du

sin2[(1 + u)L ]

(1 + u)2L
2 ezu(1 + e� z(u+ v))(1 + e� z(u� v) ) �

� B
�

g
2

+ i
z

2�
(u + v) ;

g
2

� i
z

2�
(u + v)

�
B

�
g
2

+ i
z

2�
(v � u) ;

g
2

� i
z

2�
(v � u)

�
(3.95)

On s'attend �a un lissagedescourbesdû �a l' �el�evation de temp�erature, ainsi qu'�a un comportement
identique aux caspr�ec�edent en ce qui concernela caract�eristique de seuil.
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3.7 Calcul du bruit.

On peut maintenant calculer la densit�espectraledepuissancedebruit i.e. le bruit en fonction
de la fr�equence!

S(! ) =
Z

dtei! t S(t) (3.96)

La premi�ere contribution non-nulle �a cette puissancede bruit est donn�eepar :

S(! ) =
1
2

Z 1

�1
ei! t hfI (t); I (0)gi dt (3.97)

On peut calculer cette quantit �e (t ypique du transport AC) en fonction du courant tunnel �a
fr�equencenulle i.e. du courant DC d�ej�a �evalu�e. Il existe pour cela un traitement au premier
ordre en repr�esentation d'in teraction [59, 60, 61].

3.7.1 Couran t et densit �e spectrale

Repartons de l'expressiondu courant tunnel d�ej�a �etablie :

I T (V ) = 2eT 2Im [ bX Ret (� eV)] (3.98)

avec
bX Ret (! ) = � i

Z 1

�1
dt� (t)(ei! t h[A(t); Ay(0)]i � (3.99)

et A(t) =
P

k;p cy
R (k; t)cL (p; t). Les transformations habituelles conduisent �a :

Im [ bX Ret (! )] =
Z 1

�1
dt(ei! t h[A(t); Ay(0)]i � (3.100)

Rappelonsque la moyenneutilis �eeici est la moyennethermique.

hA(t)Ay(0)i � = Tr (e� � K A(t)Ay(0)) (3.101)

En raison de la propri �et�e de cyclicit�e de la trace, les �equivalencessuivantes sont assezsimples�a
�etablir :

hA(t)Ay(0)i � = Tr (Ay(0)e� � K A(t))

= Tr (e� � K e� K Ay(0)e� � K A(t))

= Tr (e� � K Ay(i� )A(t))

= hAy(0)A(t � i� )i �

(3.102)

On prend la transform�eede Fourier du propagateur, et on obtient l'identit �e suivante, tr �esutile :
R1

�1 dt(ei! t hA(t)Ay(0)i � =
R1

�1 dt(ei! t hAy(0)A(t � i� )i �

= e� ! � R1
�1 dt(ei! t hAy(0)A(t)i �

(3.103)

Donc
Im [ bX Ret (! )] = (1 � e! � )

Z 1

�1
dt(ei! t hA(t)Ay(0)i � (3.104)
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Par ailleurs, on peut ins�erer la relation d'identit �e de la basejni = jE n ; N1; N2i des�etats propres
de l'op�erateur K , qui diagonalise�egalement la matrice densit�e de l'ensemble grand-canonique,
on obtient alors :

hAy(t)A(0)i � = 1
Z

P
nhnje� � K Ay(t)A(0)jni

=
P

n;m;p Z � 1hnje� � K jm ihmjAy(t)jpihpjA(0)jjni

=
P

n;p � ne� iE n t eiE p t hnjAy(0)jpihpjA(0)jjni

hAy(t)A(0)i � =
P

n;m � ne� iE n t eiE m t jhmjAjnij 2

(3.105)

De même,
hA(0)Ay(t)i � =

X

n;m
� m eiE n t e� iE m t jhmjAjnij 2 (3.106)

Ici � n = Z � 1e� E n=kbT . On peut maintenant utiliser comme d�e�nition de la fonction spectrale
A (! )

A (! ) = 2�
X

n;m
(� n + � m )jhmjAjnij 2� (! + En � Em ) (3.107)

De l'identit �e pr�ec�edente, on d�eduit facilement apr�es int�egration sur le temps Im [ bX Ret (! )] et
I T (� ! =e) as a function of A (! )

I T (� ! =e)

(1 � e! � )
+

I T (! =e)

(1 � e� ! � )
= 2eT 2A(! ) (3.108)

Le courant est antisym�etrique en fonction de la di� �erencede potentiel appliqu�eeou de !

I T (� ! =e)
e! � � e� ! �

(2 � e� ! � � e! � )
= 2eT 2A(! ) (3.109)

Lestransformations usuellescoth(! � ) = 2coth2(! � =2)� 1 et sinh(! � ) = 2coth(! � =2) sinh(! � =2).
Finalement,

I T (V ) = 2eT 2 tanh( � eV=2kbT)A(� eV) (3.110)

3.7.2 Puissance de bruit

Il est possibleun calcul du mêmetype en partant de

S(! ) = e2T 2
Z 1

�1
cos(! t)hfA(t); Ay(0)gi � (3.111)

A partir du calcul de hA(0)Ay(t)i � et de hAy(t)A(0)i � on obtient :

hA(0)Ay(t)i � + hAy(t)A(0)i � = e� ieV t
X

n;m
(� ne� i (En � Em )t + � mei (En � Em )t )jhmjAjnij 2 (3.112)

Apr �es int�egration sur le temps de cos(! t)hfA(t); A y(0)gi � , on trouve

S(! ) = e2T 2 P
n;m � (� n [� (! � eV � En + Em ) + � (! + eV � En + Em )]

+ � m [� (! � eV + En � Em ) + � (! + eV + En � Em )]) jhmjAjnij 2
(3.113)
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Les variables n et m de la double somme�etant muettes, on trouve �nalement :

S(! ; eV) =
e2T 2

2

X

�

A(� eV � ! ) (3.114)

Du calcul de I T (V ) il est alors �evident que :

S(! ; eV) =
e
2

X

�

coth(
eV � !
2kbT

)I (eV � ! ) (3.115)

Une observable int�eressante est la conductancelin�eaire GT (! ; eV). Le traitement standard
conduit �a la formule de Kub o, que l'on peut exprimer de la mani�ere suivante :

2!
e

ReGT (! ; eV) = I (eV + ! ) � I (eV � ! ) (3.116)

A partir de cette �equation et de Eq.(3.115), la puissancede bruit �a fr�equencenulle s'exprime en
fonction de la conductance�a fr�equence�nie :

S(0; eV) + S(0; � eV) = 2eV coth(
eV

2kbT
)ReGT (eV; 0) (3.117)

Il est �egalement tr �es facile de d�eduire la puissancede bruit �a fr�equencenulle �a partir de :

S(0; eV) = ecoth(
eV

2kbT
)I (eV)T =0 K (3.118)

ce qui devient, �a temp�erature nulle :

S(0; eV) = eI (eV)T =0 K (3.119)

La puissancede bruit �a fr�equencenulle est donc �egaleau courant tunnel �a la chargede l' �electron
pr�es,ce qui est normal car nous nous int�eressons�a l'e�et tunnel �electronique.

3.7.3 Bruit �a tension nulle

On examinemaintenant le casV = 0. Les�equations(3.116) et (3.115) permettent de d�eduire
que la puissancede bruit �a tension nulle s'exprime �a partir de la conductance�a fr�equence�nie :

S(! ; 0) = ! coth(
!

2kbT
)ReGT (! ; 0): (3.120)

La formule (3.120) constitue le c�el�ebre th�eor�emede 
uctuation-dissip ation. Dans la limite basse
temp�erature de Eq.(3.97), le bruit devient :

S(! ; 0) = eI (! )T =0 K (3.121)

La puissancede bruit manifeste donc les mêmesd�ependancesen la longueur et les interactions
que le courant tunnel. Pr�ecis�ement, dans le casnon-r�esonnant, le bruit dans la limite de grand
L , est nul jusqu'�a un certain seuil de fr�equence! � " f , comme l' �etait le courant I t . Pour des
fr�equences! ! 0, le bruit se comporte comme ! 2g� 1, en revanche, dans la limite ! ! 1 le
bruit �a un comportement asymptotique S(! ; 0) � ! 2g� 2. Les non-lin�earit�es typiques de � LL
sont donc pr�esentes. Lorsque la barri �ere est de longueur �nie, cesnon-lin�earit�es sont att �enu�ees
et desoscillations suppl�ementaires apparaissent, commeen (3.5.1).

Dans le cas r�esonnant, les non-lin�earit�es du � LL sont encorepr�esentes mais les oscillations
disparaissent.
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3.7.4 Bruit �a tension non-n ulle

Quand, �a la fois ! 6= 0 et V 6= 0, la puissancede bruit est donn�ee par Eq.(3.115). On ne
discutera ici que la limite de temp�erature nulle. Il apparâ�t deux r�egimesdistincts que nous
appelonsr�egimede bassefr�equence, quand (! � eV), et r�egimede haute fr�equence, pour (! �
eV). Dans la limite bassefr�equence,on peut r�ealiserle d�eveloppement de Eq.(3.115) en fonction
! =eV. Le bruit est alors donn�e par une formule analogue�a(3.118); �a l'ordre deux en ! =eV :

S(! ; eV) = eI (! ; eV) + o(! =eV) (3.122)

On retrouve l'expressionhabituelle du bruit degrenaille.Dansla limite dualedehaute fr�equence:

S(! ; eV) =
e
2

(I (eV + ! ) � I (eV � ! )) (3.123)

On peut remarquer la singularit�e se produisant �a ! = eV. En e�et, pour des valeurs de !
juste en-dessousde eV, ! = eV � ,

S(! ; ! ) = �
e
2

I (2! ) (3.124)

alors que juste au-dessusde eV, ! = eV+ , Eq.(3.115) devient

S(! ; ! ) =
e
2

I (2! ) (3.125)

La singularit�e �a ! = eV, ne d�epend ni desinteractions (g) ni de la longueur de l' �echantillon (L).
Nous avons ainsi obtenu le courant tunnel et le bruit associ�e pour une jonction tunnel �etendue,
en fonction de la longueur de la barri �ere, de la temp�erature, de l'in teraction coulombienne �a
longue distance entre les bords L et R et du remplissageentier ou fractionnaire �a � = 1=m.

3.8 Conclusion

Danscechapitre nousavonsd�etaill�e le calcul perturbatif du courant tunnel danslesjonctions
quantiques �etendues.Ce travail s'inscrit dans la contin uit �e de nombreusestentativ esd'in terpr�e-
tation th�eoriquedesr�esultats exp�erimentaux de Kang et al.. Nos r�esultats prennent en compte
lesparam�etresnaturels du probl�eme: la longueur de la jonction, le facteur de remplissage(entier
ou fractionnaire), la force des interactions et la temp�erature. Nous avons discut�e le rôle de ces
quantit �esdans les di� �erents r�egimesde transport tunnel. La comparaisondirecte de nos r�esul-
tats �a l'exp�erienceest di�cile car le facteur de remplissageest restreint aux valeurs � = 1=m.
Nous observons les non-lin�earit�es typiques des � LL et des e�ets d'in terf�erencequantique li�es
au caract�ere �etendu de la barri �ere. Il est int�eressant de constater qu'�a remplissageentier des
deux canaux de bord de la jonction, les interactions jouent un rôle et sont responsablesde la
non-lin�earit�e de la caract�eristique I T (V ).

Il serait int�eressant de poursuivre ce travail en appliquant ce formalisme �a des situations
exp�erimentales o�u les interactions entre canaux de bord ne sont pas n�egligeables.Le rôle du
d�esordredans cesstructures est �egalement un point obscur. En�n, l'extension naturelle de ces
travaux se trouve dans l' �etude de jonctions �etenduesplus souplesdans le choix des facteurs de
remplissageet de la chiralit �e de chaquecanal de bord. Desstructures o�ran t cescaract�eristiques
ont �et�e r�ealis�eesexp�erimentalement. Nous en faisonsl' �etude au chapitre suivant.
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Chapitre 4

Jonction �etendue en coin

Dans ce chapitre nous �etudions les propri �et�esde transport d'une structure plus complexeet
plus riche que la jonction tunnel �etendue.Il s'agit de la jonction �etendueen coin d�evelopp�eepar
Grayson et al.. La jonction �etendueen coin est constitu�eede deux 2-DEG �a 90� l'un de l'autre.
Cette structure permet la r�ealisation de canaux de bords parall�elesappartenant �a deux 
uides
de Hall distincts aux facteurs de remplissagemagiquesquelconques.Ces canaux peuvent sup-
porter desexcitations co-propageantes ou contrepropageantes. En premier lieu, nouspr�esentons
les caract�eristiques �etonnantes de cette nouvelle structure. Nous souhaitons ensuite �etudier le
courant tunnel apparaissant entre cescanaux dans di� �erentes con�gurations. Pour cela, nous
d�eterminons d'abord les relations de dispersion �a un corps de ce syst�eme dans le cas contre-
propageant puis co-propageant. Contrairement au chapitre pr�ec�edent, l'e�et tunnel r�esonnant
seproduit essentiellement autour d'un moment non-nul k0. Dans le cascontre-propageant, nous
calculonsla conductancedi� �erentielle de l'e�et tunnel en l'absenced'in t�eraction et �a remplissage
entier et nous mettons en �evidencedeux r�egimesde transport distincts. Lorsque l'on prend en
compte les interactions, cesdeux r�egimess'�etendent en deux phasesdistinctes : il apparâ�t une
transition de phasecommensurable-incommensurablecontr ôl�eepar la forcedesinteractions et la
valeur de k0. En�n, nousd�eterminonsle courant tunnel entre deux canauxco-propageant �a rem-
plissagesmagiquesdistincts. Nous remarquonsque le syst�emesesimpli�e en un mod�ele e�ectif
constitu�e d'une seuleesp�ecefermionique chirale de remplissagefractionnaire. Nous appliquons
le formalisme du chapitre pr�ec�edent pour d�eterminer la valeur du courant tunnel.

4.1 La jonction �etendue en coin

Nous allons maintenant examiner un nouveau type de structure cr�eepar Grayson et al. [32]
qui pr�esente des similitudes avec la jonction tunnel �etendue mais qui est susceptiblede faire
apparâ�tre desph�enom�enesencoreplus riches.

4.1.1 R�ealisation exp�erimen tale

Leur �echantillon est un puit quantique d'h�eterojonction en coin (CQW), fabriqu�een r�ealisant
une croissancesur une h�et�erojonction GaAs/AlGaAs cliv�e ex-situ en coin. Le clivage ex-situ
consiste �a extraire l' �echantillon du 
ux mol�eculaire, �a le cliver puis �a le repositionner dans la
cellule de MBE. Ce clivagepermet de former un substrat en coin (i.e. �a 90� ) avecune r�esolution
atomique. Il existe deux g�eom�etries qui exposent les plans orthogonaux de la classef 110g. On
peut soit cliver un substrat (110) de GaAs dansle plan orthogonal (1�10) (cf Fig. 4.1, type I), soit
prendre un substrat (001) de GaAs et le cliver deux fois suivant les plans (110) et (1�10) (cf Fig.
4.1, type I I). Dans lesdeux cas,le coin partag�e par lesplans (110) et (1�10) sert de substrat pour
la secondecroissance; il est mont�e en facedu 
ux de mol�ecules.Dor�enavant, (110) est appel�e la
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face s et (1�10) la face p (pour 'substrat' et 'pr �e-cliv�e', respectivement pour les �echantillons de
type 1).

Fig. 4.1 { (En haut) Substrat cliv�e en coin : Type I �a partir d'un wafer (110), Type I I �a partir
d'un wafer (001). (En bas) Image SEM descouchesque l'on a fait crô�tre sur le coin. (A droite)
Sch�emade la g�eom�etrie de croissance: axede rotation ẑ, anglede la source� � , angledu substrat
� s, et angle pr�e-cliv�e � p.

On fait crô�tre les couchessuppl�ementaires par technique de MBE. L'axe ẑ sur la Fig. (4.1)
est l'axe de rotation du substrat ainsi que l'axe autour duquel les sourcesde mol�eculessont
positionn�ees,sym�etriquement, �a un angleazimutal de � � = 33� . Le 
ux mol�eculaireest d'abord
calibr�e par RHEED (Re
ected High Energy Electron Di�raction) sur un substrat plat. Le sub-
strat en coin est mont�e de sorte que les facess et p fassent desangles� s = 90� � � p = 45� avec
ẑ. Une rotation contin ue autour de l'axe ẑ assureque le 
ux incident sur la face s aura une
composante oscillante dont la moyenneest nulle et une composante constante �egaleau 
ux � 0

(calibr�e par RHEED) projet�e sur la surfaceinclin�ee,� s = � 0 cos(� s). R�eciproquement, la facep
verra un 
ux moyen de � p = � 0 cos(� p) = � 0 sin (� s). Le r�esultat majeur du groupe de Grayson
est, qu'en d�epit des 
uctuations de 
ux dues �a la rotation, il arrive �a faire crô�tre un cristal de
bonne qualit �e sur les facesinclin�eesdu substrat en coin.

Sur les photographies prises par SEM (cf Fig. 4.1, 4.2), on peut observer un �echantillon
cr�e�e par cette technique. A partir des valeurs de 
ux calibr�eespar RHEED, les trois bandes
sombressur la facegauche p (resp. droite s) de l' �echantillon sont descouchesde 810�A (560�A) de
AlAs s�epar�eespar descouchesplus �nes de GaAs/AlGaAs d'�epaisseurvariable : 1620�A, 1620�A
et 2430�A (resp. 1120�A, 1120�A, et 1680�A) dans le sensde la surface vers l'in t�erieur. L'angle
abrupt de 90� est conserv�e, même apr�es cette secondecroissance.La structure form�ee est une
h�et�erojonction CQW, analogueaux h�et�erojonctions qui produisent le 2DEG dans les structures
planes. Il s'agit d'une h�et�erojonction de AlGaAs/GaAs avec une couche de basede GaAs. Il y
a ensuite, sur chaque face, 1200�A de Al 0:3Ga0:7As, dop�e n par du Si, 3000�A de Al 0:3Ga0:7As,
et une couche sup�erieure de 100�A de GaAs (cf Fig. 4.3 insert). L' �echantillon est �electriquement
reli�e aux instruments de mesurespar desplots d'indium positionn�es loin de la zonedu coin (cf
Fig. 4.4). En r�ealisant desmesures�a quatre points de la r�esistancelongitudinale desdeux faces
�a 350 mK (cf Fig. 4.3), Grayson et al. ont pu mesurer ind�ependamment les densit�es de deux
faces: ns = 1:07 � 1011 cm� 2 et np = 1:30 � 1011 cm� 2. On observe �a la Fig. (4.3) desminima
de r�esistancelongitudinale dus �a l'e�et Hall quantique fractionnaire �a � = 2=3 �a 350 mK. Ceci
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Fig. 4.2 { Image SEM descouchesque l'on a fait crô�tre sur le coin. Le coin est plus abrupt que
la r�esolution de 10nm du microscope.

qui atteste que chaque face a une mobilit �e de l'ordre de � � 5 � 105 cm2/Vs. On notera la

Fig. 4.3 { Rxx pour lesdeux faces,avecns = 1:07� 1011 cm� 2, np = 1:30� 1011 cm� 2. Minima de
l'e�et Hall fractionnaire �a � = 2=3 qui attestent de la qualit �e de l' �echantillon. Insert : structure
de l'h �et�erojonction pli�ee�a 90� .

con�guration des contacts de la r�esistancequatre-points R i � j;k � l avec le courant mesur�e entre
i � j et la tension mesur�eeentre k � l .

4.1.2 Apparition de l'e�et Hall

En pr�esenced'un champ magn�etique inclin�ed'un angle� par rapport �a la normaledu substrat
(cf Fig. 4.4, �a gauche), le facteur de remplissagerelatif desdeux syst�emes� s=� p peut être modi� �e
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Fig. 4.4 { Sch�ema de la jonction en coin avec les 2-DEG du substrat et de la face cliv�ee (�a
gauche) et une vue d'au-dessusavec les contacts (�a droite).

par l'angle � :
� s

� p
=

ns=Bcos(� )
np=Bsin (� )

=
ns

np
tan(� ) (4.1)

La bonnequalit �ede l'h �et�erojonction semanifestepar le fait quedesminima d'e�et Hall quantique
fractionnaire apparaissent dans la r�esistivit�e longitudinale descanaux de bord desdeux facesen
dessousde 1 K. Pour desangles0� < � < 90� (� s=� p > 0), les excitations descanaux de bords
sepropagent le long du coin, en sensoppos�e, commedansune structure plane classique.Notons
que les facteurs de remplissagepeuvent être choisis arbitrairement. En revanche, pour 0� > � >
� 90� (� s=� p < 0), la composante normale du champ magn�etique de la face cliv�ee changede
signe, cequi conduit �a la formation de canauxde bords co-propageant de facteurs de remplissage
arbitraires, modi�ables simplement en inclinant l' �echantillon dans le champ magn�etique. Dans
cesstructures on peut donc choisir la valeur du facteur de remplissagede chaque
uide de Hall
mais aussi la chiralit �e de chacun d'eux. Il su�t de faire varier l'inclinaison de l' �echantillon par
rapport au champ magn�etique, cequi o�re unegrandesouplessed'utilisation. Cesstructures sont
donc potentiellement bien plus richesque le 2-DEG habituel o�u la structure planaire imposele
mêmefacteur de remplissageet la mêmechiralit �e dans tout l' �echantillon.

Canaux contre-propagean t

Les mesuresde Hall ont d'abord �et�e e�ectu �eesdans le r�egime� s=� p > 0. Sur la Fig. (4.5), en
haut, nous voyonsRp

xx = R1� 4;2� 3 et Rs
xx = R5� 8;6� 7 pour � s=� p = +1=3. Ceci correspond �a un

champ magn�etique inclin�e d'un angle de � = +21:6� . Les minima de la s�erie (� s : � p) = (1 : 3),
( 2

3 : 2), ( 1
3 : 1) s'annulent pour les deux traces Rxx . Cette caract�eristique typique de l'e�et Hall

fractionnaire valide l'utilisation de l'image descanaux de bord pour ceschamps. L'insert de la
Fig. (4.5) montre un sch�emadu cas(1 :3), avecle signede la composante normaledu champ dans
chaque r�egion. Sur la Fig. (4.5), en bas, Rs

xy = R2� 6;7� 5 et Rp
xy = R2� 6;3� 1 sont repr�esent�ees

avecla r�esistance�a quatre points du coin Rc = R2� 6;1� 5. Commele contact 2 fournit du courant
aux contacts de tension 4 et 8, la r�esistance�a quatre points R0

c = R2� 6;4� 8 est trivialement nulle.
En regardant bien, Rc est juste la di� �erenceentre deux r�esistancesde Hall, Rc = jRs

xy j � jRp
xy j ce

qui con�rme l'image de Landauer-B•uttik er (section 2.5.7) o�u les canaux de bords s'�equilibrent
compl�etement en atteignant le contact 1.

Canaux co-propagean t

On examine ensuite le cas � s=� p < 0. Ce r�egime correspond �a la situation in�edite o�u la
composante normale du champ �a travers la face cliv�ee changede signe.Les canaux de bord de
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Fig. 4.5 { Graphiques de Rs
xx = R5� 8;6� 7 (en haut), Rp

xx = R1� 4;2� 3 (milieu), Rs
xy = R2� 6;7� 5,

Rc = R2� 6;1� 5, et Rp
xy = R2� 6;3� 1 (en bas).Cesmesuressont r�ealis�eessur la jonction encoin �a un

champ magn�etique inclin�e tel que � s=� p = +1=3. ns = 1:07� 1011cm� 2 et np = 1:30� 1011cm� 2.
Plateaus de Rxy et Rc indic�espar le nombre quantique, n tel que R = h=ne2. La �gure d'en-bas
d�emontre la pr�ediction de la th�eorie de Landauer-B•uttik er Rc = jRs

xy j � jRp
xy j.
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cette facechangent de chiralit �e en cons�equence((cf Fig. 4.6), insert). A la Fig. (4.6), en haut, on
voit Rp

xx = R1� 4;2� 3 et Rs
xx = R5� 8;6� 7 pour � s=� p = � 1=2, cequi correspond �a un champ B �a un

anglede � = � 30:2� . On observe �egalement desminima de r�esistivit�e longitudinale �a (� s : � p) =
(2 :4) et (1 :2). Dans cette con�guration nouvelle, les canaux de bord co-propageant le long de
la jonction en coin de longueur L = 3:2mm. Ils s'�equilibrent compl�etement, ce qui signi�e que
les potentiels aux contacts 4 et 8 sont �egauxet que R0

c = R2� 6;4� 8 = 0. La seuler�esistancenon-
triviale est encoreRc = R2� 6;1� 5. Par rapport au r�egime de canaux contre-propageant, Rp

xy a
chang�edesigneet Rc estmaintenant la sommedesRxy : Rc = jRs

xy j+ jRp
xy j. Notons quedansune

structure planaire, aucuner�esistance�a quatre points ne peut être plus grandeque la plus grande
desr�esistancesRxy ; un nouveau r�egimede validit �e pour le formalisme de Landauer-B•uttik er a
ainsi �et�e d�emontr �e. Cesexp�eriencesmettent donc �a jour de nouvellesstructures potentiellement
richesde ph�enom�enesin�edits.

Dans ce chapitre, nous �etudions ces jonctions en coin dans une con�guration l�eg�erement
di� �erente de celle propos�ee par Grayson et al.. En e�et, nous supposonsqu'il n'y a pas de
contact direct entre les deux 2-DEG au niveau de la jonction en coin mais qu'ils sont s�epar�es
par une �ne barri �ere de potentiel, de largeur uniforme et tr �es haute. Cette con�guration, qui
n'a pas �et�e r�ealis�ee exp�erimentalement, est le mod�ele de jonction tunnel �etendue,�etudi�eedans
le chapitre pr�ec�edent. On suppose toutefois ici que la barri �ere tunnel s�epare deux 2-DEG �a
90� et non plus deux 2-DEG coplanaires. Cette hypoth�eseest raisonnable car elle apparâ�t
commel' �etape suivante desr�ealisationsexp�erimentalesde Graysonet al.. Notons quedestravaux
th�eoriques,s'appuyant sur les�echantillons de Grayson, font �egalement cette hypoth�ese [71, 72].
Nous allons tout d'abord �etablir les relations de dispersion �a une particule de ce syst�emedans
le casde canaux contre-propageant le long de la barri �ere, puis dans le casco-propageant. Nous
nous int�eresseronsensuite aux propri �et�esde transport tunnel �a traversune telle jonction tunnel
�etendue en coin. Dans le cas contre-propageant, nous mettrons en �evidenceune transition de
phasecommensurable-incommensurable(IC) en fonction de la force desinteractions �a travers la
barri �ere lorsque le facteur de remplissageest identique et entier pour les deux 
uides de Hall ;
dans le casco-propageant nous r�ealiseronsun calcul perturbatif du courant tunnel en pr�esence
d'in teractions lorsque les facteurs de remplissagedesdeux 
uides sont magiques.

4.2 Spectre �a une particule

Le mod�ele que nous consid�erons consisteen deux syst�emes�electroniquesunidimensionnels
de longueur �nie L , sansinteraction, parall�eles�a la direction y et plac�es dans le plan YZ aux
positions zL et zR . La barri �ere de potentiel qui les s�eparent est suppos�ee de hauteur �nie et
uniforme dans la r�egion jyj < L=2. Dans cette r�egion les deux liquides de Luttinger sont donc
coupl�espar e�et tunnel. Le potentiel est in�ni ailleurs. Nous allons commencerpar d�eterminer
la relation de dispersion �a une particule d'un tel syst�eme. Comme nous l'avions fait pour la
barri �ere tunnel �etendue du chapitre pr�ec�edent, il convient de consid�erer d'abord la g�eom�etrie
o�u la barri �eres�eparant lesdeux 2-DEG est de hauteur in�nie. L'expressiondu potentiel-vecteur
A 1 est maintenant est maintenant di� �erente dans chacun de deux 2-DEG, et la r�esolution de
l' �equation de Schr�dinger conduit �a desniveaux de Landau l�eg�erement di� �erents de la section
2.4.

4.2.1 Canaux contre-propagean t

Nous traitons le cas de deux 2-DEG avec des composantes normales du champ de même
signepour chacun des2-DEG (cf Fig. 4.7). Dans notre g�eom�etrie, le champ magn�etique est de
la forme B = (Bx ; 0; � Bz). Le potentiel-vecteur associ�e est choisi commeA = (0; � B zx � Bxz; 0)

1B = r � A .
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Fig. 4.6 { Graphiques de Rs
xx = R5� 8;6� 7 (en haut), Rp

xx = R1� 4;2� 3 (milieu), Rs
xy = R2� 6;7� 5,

Rc = R2� 6;1� 5, et Rp
xy = � R2� 6;3� 1 (en bas). Cesmesuressont r�ealis�eessur la jonction en coin

�a un champ magn�etique tel que � s=� p = � 1=2. ns = 1:15 � 1011cm� 2 et np = 1:25 � 1011cm� 2.
Plateaux de Rxy et Rc indic�espar le nombre quantique, n tel que R = h=ne2. La �gure d'en bas
d�emontre la pr�ediction de la th�eorie de Landauer-B•uttik er Rc = jRs

xy j + jRp
xy j

B

Z=-d

Z=0

X=0

Z
Y

X

BZ BX

Fig. 4.7 { G�eometrie du syst�eme �etudi�e. Les deux 2-DEG sont respectivement dans les plans
XY (2-DEG de gauche, L) et YZ (2-DEG de droite, R). Le champ magn�etique B est orient�e de
sorte que la composante normale �a chaque 2-DEG conduit �a la formation descanaux de bords
contre-propageant dans la direction y. La barri �ere tunnel est r�ealis�ee par l'absencede 2-DEG
entre les deux plans orthogonaux et correspond pour chacun desdeux 2-DEG �a un mur abrupt
de hauteur in�ni. Les canaux seforment aux positions (xL ; zL ) = (0; � d) et (xR ; zR ) = (0; 0).
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avec Bx > 0 et Bz > 0. D�eterminons maintenant les �el�ements propres de l'Hamiltonien associ�e
�a une telle situation. Dans le gaz d'�electronssitu�e sur la gauche, les �electronssed�eplacent dans
le plan X Y , les fonctions d'onde ne d�ependent que de x et de y et la variable z est gel�eez = zL .
L' �equation de Schrodinger est donc :

[
� 2

x

2m
+

(� y � qeBzx � qeBxzL )2

2m
+ U(x)] L (x; y) = � L  L (x; y) (4.2)

avecU(x) le potentiel de con�nement correspondant au bord droit du syst�eme.U(x) est un mur
de hauteur in�nie situ�e �a l'abscissex = 0. L'in variance par translation le long de la direction y
permet d'exprimer les solutions sousforme factoris�ee d'une ondesplane et d'une fonction de x
uniquement :

 L (x; y) = eik L y � L (x) (4.3)

La pulsation cyclotron du syst�emede gauche est ! L = jqejBz=m et le centre de l'orbite cyclotron
a pour coordonn�eesX k = (�hkL � qeBxzL )=qeBz. La composante transverse� L (x) v�eri�e :

[
� 2

x

2m
+

m! 2
L

2
(x � X k )2 + U(x)]� L (x) = � L � L (x) (4.4)

Compte tenu de notre choix de coordonn�ees,nousavonszL = � d, ce qui conduit �a un centre de
l'orbite cyclotron :

X k =
�hkL + qeBxd

qeBz
(4.5)

Dans le gaz bidimensionnel droit, les �electrons se d�eplacent dans le plan YZ , et la fonction
d'onde �electronique ne d�epend que de y et z. La variable x est gel�ee et x = 0. L' �equation de
Schrodinger est alors :

[
� 2

z

2m
+

(� y � qeBxz)2

2m
+ U(z)] R (y; z) = � R  R (y; z) (4.6)

avecU(z) le potentiel de con�nement associ�e au bord gauche du syst�emedroit. U(z) est un mur
de hauteur in�nie situ�e �a la cote z = zR = 0. L'in variancepar translation le long de la direction
y permet d'exprimer lessolutions sousla forme factoris�eed'une ondeplane et d'une fonction de
z uniquement :

 R (y; z) = eik R y � R (z) (4.7)

La pulsation cyclotron �a droite est ! R = jqejBx=m et le centre de l'orbite cyclotron Zk =
�hkR=qeBx . La fonction transverse� R (z) v�eri�e l' �equation suivante :

[
� 2

z

2m
+

m! 2
R

2
(z � Zk )2 + U(z)]� R (z) = � R � R (z) (4.8)

Notre choix de coordonn�eesnous a conduit �a x = 0, ce qui correspond �a une orbite cyclotron
centr �ee sur Zk = �hkR=qeBx

2. La d�etermination des valeurs propres des deux Hamiltoniens
(4.3,4.8) a �et�e r�ealis�eepar [8] pour n'imp orte quellevaleur de X k et Zk (cf Fig. 4.8). Nousavons
d�etaill�e ce traitement �a la section (2.5.3). Les �energiepropres sont :

� L;R = �h! L;R (� L;R +
1
2

) (4.9)

avec� L et � R deux fonctions respectivement de X k=lL = kL lL + dlL =l2R et Zk=lR = kR lR . Notons
quecesdeux fonctions sont cellesemploy�eespar MacDonald et n'ont rien �a voir avecles facteurs
de remplissage� . Avec cesnotations lL et lR sont les longueursmagn�etiquesassoci�ees�a chaque
syst�eme: lL =

p
�h=jqejBz et lR =

p
�h=jqejBx .

2Remarquons que l'axe z est orient �e �a l'opp os�e du choix habituel.
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4.2.2 Croisemen t des niv eaux

On cherche maintenant la valeur k0 de k o�u lesrelations de dispersionsecroisent i.e. la valeur
de k pour lesquellesseproduit l'e�et tunnel r�esonnant. Dans le cassym�etrique o�u B x = Bz, les
deux param�etres sont �egaux (lL = lR , ! L = ! R = ! c). Les deux spectressont donc exactement
sym�etriques autour de la droite d'�equation k = k0 = � qeBxd=2�h(cf Fig. 4.9). Le croisement
desrelations de dispersion seproduit, pour le premier niveau de Landau, �a la valeur k = k0 et
l' �energievaut �h! c(� + 1

2) avec � > 1 [8]. Une l�eg�ere d�eviation autour du cassym�etrique peut

Fig. 4.8 { Valeurspropres(" = �h! c(� (X )+ 1=2)) en fonction deX, le centre de l'orbite cyclotron,
pour un mur in�nimen t haut. Ici, X = 0 correspond au bord, X > 0 correspond au bulk et X < 0
est le mur. aL est la longueur magn�etique.

être trait �e perturbativ ement en r�esolvant :

� L (k) = � R(k) (4.10)

�h! L (� L (k) +
1
2

) = �h! R(� R (k) +
1
2

) (4.11)

On peut lin�eariser les fonctions � L;R autour de k = � qeBxd=2�h = k0 pour le premier niveau de
Landau :

� L (k) = � +
�

@� L

@klL

�

k= k0

(klL � k0lL ) (4.12)

� R(k) = � +
�

@� R

@klR

�

k= k0

(klR � k0lR ) (4.13)

et on r�ealise l'approximation
� @� L

@k

�

k= k0
� v

! L
et

� @� R
@k

�

k= k0
� � v

! R
. En�n, en rempla�cant

(4.12, 4.13) dans (4.11) on obtient la nouvelle valeur k
0

0 du croisement :

k
0

0 = (� +
1
2

)
! R � ! L

2v
�

qeBxd
2�h

(4.14)

Cet e�et d'in tersectiondesbranchesdu premier niveaude Landau �a une valeur de k non-nulle est
in�edite par rapport au casplanaire (cf Fig. 4.9). Des intersectionsentre branchesde di� �erents
niveaux de Landau se produisent, mais ne particip ent que tr �es faiblement au courant tunnel
�a travers la jonction tunnel �etendue. Ici, la situation est di� �erente, car l'in tersection �a lieu au
point o�u l'e�et tunnel est maximal. Cela est dû au 
ux de la composant x du champ magn�etique
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lors de la circulation d'un �electron de moment k d'un plan �a l'autre par e�et tunnel. Cet e�et
peut être inclus dans un d�ecalagede l' �energiepar rapport au moment canonique.Les relations
de dispersion deviennent alors :

� R (k) = � �hv(k + 2k0)

� L (k) = �hvk
(4.15)

0 k

n=0
n=1

n=2

n=3

k0

e

w
w
wh

h
h

c

c

c

Fig. 4.9 { Relations de dispersion de deux canaux contre-propageant (1er niveau de Landau)
repr�esent�e en fonction de la même valeur du moment k. On notera l'existence d'une valeur k0

o�u les deux branchessecoupent.

4.2.3 Canaux co-propagean t

La situation pr�ec�edente est le cashabituel descanaux de bord de chiralit �esoppos�eess�epar�es
par une barri �ere de potentiel. La g�eom�etrie de notre �echantillon permet toutefois aux �electrons
de sepropagerdans le mêmesensle long desbords. Cette situation peut être r�ealis�eeen faisant
varier l'orientation du champsmagn�etique (cf Fig. 4.10). Ici, on le choisit tel queB = (B x ; 0; Bz)
avec Bx > 0 et Bz > 0. Le potentiel-vecteur associ�e est choisi comme A = (0; B zx � Bxz; 0).
On va de nouveau r�esoudreles deux �equationsde Schrodinger associ�ees�a cette situation. Dans

B

Z=-d

Z=0

X=0

Z
Y

X

BZ

BX

Fig. 4.10 { G�eom�etrie du syst�eme�etudi�e. Les deux 2-DEG sont respectivement dans les plans
XY (2-DEG de gauche, L) et XZ (2-DEG de droite, R). Le champ magn�etique B est orient�e de
sorte que la composante normale �a chaque 2-DEG conduit �a la formation descanaux de bords
co-propageant dans la direction y. La barri �ere tunnel est r�ealis�eepar l'absencede 2-DEG entre
les deux plans orthogonaux et correspond pour chacun des deux 2-DEG �a un mur abrupt de
hauteur in�ni. Les canaux seforment aux positions (xL ; zL ) = (0; � d) et (xR ; zR ) = (0; 0).

le gaz d'�electronssitu�e sur la gauche, les �electronsse d�eplacent dans le plan X Y, les fonctions
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d'onde ne d�ependent que de x et de y et z est gel�e. Le mêmetraitement conduit �a une �equation
de Schrodinger r�eduite de :

[
� 2

x

2m
+

m! 2
L

2
(x � X k )2 + U(x)]� L (x) = � L � L (x) (4.16)

La pulsation cyclotron du syst�eme de gauche est ! L = jqejBz=m. Compte tenu de notre choix
de coordonn�ees,nous avons zL = � d, ce qui conduit �a un centre de l'orbite cyclotron :

X k =
� �hkL � qeBxd

qeBz
(4.17)

De même,dans le gazbidimensionneldroit, tout sepassecommedans le cascontre-propageant.
La pulsation cyclotron �a droite est ! R = jqejBx=m. Notre choix de coordonn�eesnous conduit
�a x = 0, ce qui correspond �a une orbite cyclotron centr �ee sur Z k = �hkR=qeBx . L'Hamiltonien
r�eduit prend alors la forme suivante :

[
� 2

z

2m
+

m! 2
R

2
(z � Zk )2 + U(z)]� R (z) = � R � R (z) (4.18)

Remarquonsque l'axe z est orient�e �a l'oppos�e du choix habituel et que l'orbite cyclotron du
syst�emede gauche �a une d�ependanceen kL oppos�ee au cascontre-propageant. Dans le casco-
propageant, la situation est purement sym�etrique lorsque d = 0; ce qui conduit �a ce que les
deux relations de dispersion en fonction du même k = kR = kL (conservation du moment par
e�et tunnel) soient exactement superpos�eespour tout k. Dans le casphysiqueo�u d 6= 0, lesdeux
relations de dispersion en fonction du mêmek = kR = kL sont d�ecal�eessur l'axe desabscisses.
Elles ne secoupent qu'en un seul point (pour le premier niveaude Landau). On peut adopter le
toy-model suivant pour approcher analytiquement les relations de dispersion du premier niveau
de Landau i.e. consid�erer un comportement asymptotique en demi-parabole :

� L (X k ) =

8
>><

>>:

3�h! L
2 + �h! L

� X k
lL

� 2
X k > 0

�h! L
2 X k � 0

(4.19)

et

� R(Zk ) =

8
>><

>>:

�h! R
2 Zk � 0

3�h! R
2 + �h! R

� Zk
lR

� 2
Zk < 0

(4.20)

Pr�ecisonsque la forme asymptotique en demi-parabole est faussemais facilite le raisonnement
qui reste vrai même pour une croissancemoins brutale �a l'in�ni. A partir de ces�equations et
desrelations entre X k , Zk et k, nous pouvons r�e�ecrire :

� L (k) =

8
>><

>>:

3�h! L
2 + �h! L ((�hkm + ! Rd)=lL ! L )2 k < � ! Rd=m�h

�h! L
2 k � � ! Rd=m�h

(4.21)

et

� R (k) =

8
>><

>>:

�h! R
2 k > 0

3�h! R
2 + �h! R(�hkm=lR ! R)2 k � 0

(4.22)

Les comportements asymptotiques de cesrelations de dispersion indiquent clairement qu'il y a
intersectionenun point uniqued�esque! R 6= ! L . Pour k ! �1 , nousavons� R(k) � (�hkm)2=! R
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et � L (k) � (�hkm)2=! L . Si ! L > ! R , on en d�eduit que � L < � R . Lorsque k ! 1 , � R (k) � �h! R

et � L (k) � �h! L i.e. � L > � R . Il apparâ�t donc un point d'in tersection entre cesdeux relations
de dispersion ind�ependamment de la valeur de d (cf Fig. 4.11). Notons que mêmesi notre toy-
model ne correspond pas exactement �a la fonction � de MacDonald, il su�t que celle-ci ait une
divergenceplus brutale quelin�eaire,cequi est �evidemment le cas,pour quele point d'in tersection
apparaisse.On peut observer lesrelations de dispersiondescanauxco-propageant �a la Fig. (4.11)

0

E

k

n=0

k0

Fig. 4.11 { Relations de dispersion de deux canaux co-propageant (1er niveau de Landau)
repr�esent�e en fonction de la même valeur du moment k. On notera l'existence d'une valeur k0

o�u lesdeux branchessecoupent lorsqueles composantes du champ magn�etique sont di� �erentes.

4.3 Propri �et�es de transp ort tunnel des canaux contre-propagean t

Les relations de dispersion �a une particule mettent en avant l'existence d'un point d'in ter-
section dans le premier niveau de Landau. Dans le cas contre-propageant comme dans le cas
co-propageant, la cin�ematique des �electrons des bords de la jonction �etendue en coin favorise
l'e�et tunnel �a une valeur donn�ee k0 du moment. Nous allons maintenant �etudier le courant
associ�e �a ce ph�enom�eneen consid�erant d'abord descanaux de bord contre-propageant relatifs �a
deux 
uides de Hall de mêmeremplissageentier. Pour cela,noussupposonsd'abord que l'in ten-
sit�e de l'in teraction coulombienne est n�egligeable,puis nous verrons ensuite qu'elle produit une
transition de phase.

4.3.1 Transp ort en l'absence d'in teraction coulom bienne

Nous allons utiliser le formalisme de di�usion coh�erente pour d�eterminer les propri �et�es de
transport de l'e�et tunnel. Dans cette approche, on d�e�nit une r�egion (les �ls) dans laquelle
l'e�et tunnel ne se produit pas et o�u des �etats di�usifs peuvent être d�e�nies ( jyj > L=2 )
avec les relations de dispersion � R(k) et � L (k). On note ces�ls de 1 �a 4 (cf Fig. 4.12). Dans le
formalisme de secondequanti�cation, l'Hamiltonien du syst�emedans les �ls est d�ecrit par :

H = � � = R;L

Z
dk
2�

� � (k)cy
� (k)c� (k) (4.23)

La r�egion o�u se produit l'e�et tunnel (jyj < L=2) agit commeun centre di�useur dont on veut
calculer les coe�cien ts de transmission. Le syst�emeest alors d�ecrit par l'Hamiltonien suivant :

H =
X

� = R;L

Z
dk
2�

� � (k)cy
� (k)c� (k) +

Z
dk
2�

Z
dp
2�

[Tk;pcy
R (k)cp(p) + h:c] (4.24)

Il y a une mani�ere simple de repr�esenter cet Hamiltonien par une matrice 2 � 2 dans la r�egion
d'in teraction dans le formalisme de premi�ere quanti�cation et en transform�ee de Fourier. On
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L
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L

2
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B

x

1

2 4

3

Fig. 4.12 { G�eom�etrie de la barri �ere. Les �ls 1 et 4 sont loin de la zoned'in teraction tunnel et
sont reli�es �a des r�eservoirs. Le di�useur est la zoned'in teraction tunnel (au centre). A gauche,
on voit un eg�eom�etrie topologiquement �equivalente.

supposela barri �eretr �eslongue, l'in variancepar translation le long desbords conduit �a la conser-
vation du moment durant l'e�et tunnel. Le coe�cien t tunnel Tk;p est donc constant et diagonal3.
Il s'agit donc d'une g�eom�etrie un peu inhabituelle o�u il faut envisager des r�eservoirs �a l'in�ni
reli�es par des �ls de dispersion usuelle �a une barri �ere de longueur quasi-in�nie. La basedans
laquelleon exprime l'Hamiltonien est la basedesfonctions d'onde sousforme de spineurs�a deux
composantes (cR (k), cL (k) ),

H =

 
� R (k) T

T � L (k)

!

(4.25)

Le courant �a travers la barri �ere tunnel est donn�e par la formule de B•uttik er multi-terminaux :

I T =
2e
�h

X

m=1 ;2n=3 ;4

Z
d�Tm;n (� )[f L (� ) � f R(� )] (4.26)

avecTm;n (� ) qui est le carr�e descoe�cien ts de transmission t m;n (� ) pour les�electrons�a l' �energie
� venant du �l m et di�us �e dans le �l n (Tm;n (� ) = jtm;n (� )j2). On calcule cescoe�cien ts en
�egalisant les �etats di�usifs d'�energie� , aux �etats propres de l'Hamiltonien (4.25) dans la r�egion
tunnel. La matrice est diagonalis�eede mani�ere tr �essimple et conduit aux relations de dispersion
desmodespropres a+ and a� :

� � (k) =
1
2

[� R (k) + � L (k) � T
p

1 + r 2] (4.27)

avec r = � R (k) � � L (k)
2T .

Dans la basedesspineur initiale, les modespropres a+ et a� s'expriment comme:

a+ =

0

B
B
@

r
1
2(1 + rp

1 + r 2
)

r
1
2(1 � rp

1 + r 2
)

1

C
C
A =

 
u+

v+

!

(4.28)

a� =

0

B
B
@

r
1
2(1 � rp

1 + r 2
)

�
r

1
2(1 + rp

1 + r 2
)

1

C
C
A =

 
u�

v�

!

(4.29)

3Cela n'est pas le cas en toute rigueur et l'e�et de la longueur L �nie apparait via un sinus cardinal comme
dans le chapitre pr�ec�edent.
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Pour obtenir lescoe�cien ts detransmission�a l' �energie� , nousallons�egaliserlesfonctionsd'ondes
�a deux composantes dans les trois zonesspatiales :

 � (y)jy< � L
2

=

 
1
0

!

eik +
L y +

 
0

t1;4

!

eik +
R y (4.30)

 � (y)jy> + L
2

=

 
t1;2

0

!

eik �
L y (4.31)

 � (y)j jyj< L
2

= d+

 
u+

v+

!

eik + y + d�

 
u�

v�

!

eik � y (4.32)

Les vecteurs d'onde k �
L;R sont solutions de � � � L;R (k�

L;R ) avec des vitessede groupe respecti-

vement positive et n�egative vL;R = 1
�h@k � L;R (k). Les relations de dispersion dans la r�egion de

couplageconduisent �a � � � � (k� ). De mani�ere g�en�erale, la contin uit �e des fonctions d'onde �a
y = + L

2 et y = � L
2 pour les modesinf�erieurs et sup�erieurs conduisent �a :

t1;2e+ ik �
L

L
2 = e+ i (k+ + k � � k+

L ) L
2

"
u� v+ � u+ v�

(u� v+ e+ i (k+ � k � ) L
2 � u+ v� e� i (k+ � k � )L )

#

(4.33)

Le mêmecalcul pour t1;4 conduit au coe�cien t de transmission tunnel :

t1;4e� ik +
R

L
2 = 2iv � v+ sin[(k+ � k� )

L
2

]

"
e� ik +

L
L
2

(u� v+ e+ i (k+ � k � ) L
2 � u+ v� e� i (k+ � k � ) L

2 )

#

(4.34)

4.3.2 Phase incommensurable

Nous pouvonsmaintenant traiter notre probl�emeet d�eterminer la conductancetunnel. Pour
unevaleur donn�eede l' �energie� , lesvaleurspropresde l'Hamiltonien dansla r�egiond'in teraction :

� � (k) = � �hv
�
2

� T

s

1 + (
�hv
2T

)2(2k + � )2 = � (4.35)

L'existence d'un gap conduit �a deux comportements compl�etement di� �erents. Quand l' �energie
se trouve hors du gap i.e. quand ( �hv�

2 + � ) > T , les �equations � � (k� ) = � conduisent �a deux
solutionspour � + (k+ ) = � et il n'y a pasdesolution pour � � (k� ) = � . Deux modes'+' supportent
donc les fonctions d'ondes dans la zone d'in teraction. Les deux solutions pour les branches +
conduisent aux valeurs :

r+ =

s

(
�hv�
2T

+
�
T

)2 � 1 = r = � r � (4.36)

Finalement, nous obtenons:

 
u+

v+

!

=

0

B
B
@

r
1
2(1 + rp

1 + r 2
)

r
1
2(1 � rp

1 + r 2
)

1

C
C
A (4.37)

 
u�

v�

!

=

0

B
B
@

r
1
2(1 � rp

1 + r 2
)

r
1
2(1 + rp

1 + r 2
)

1

C
C
A (4.38)
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Le calcul descoe�cien ts t1;2 et t1;4 permet d'obtenir T(� ) = jt14j2, et l'application de la formule
de B•uttik er entre les contacts 1, 2, 3 et 4 avec respectivement les potentiels chimiques � 1 =
� 2 + eV, � 2 = � 3 = � 4, donne la conductancelin�eaire �a temp�erature nulle.

GT =
2e2

h

sin2[
L
�hv

s

(� f +
�hv�
2

)2 � T 2]

sin2[
L
�hv

s

(� f +
�hv�
2

)2 � T 2)] + (
� f

T
+

�hv�
2T

)2 � 1

(4.39)

Avant de traiter le cascommensurable,examinonsl'autre caso�u l' �energietombe en dehorsdu
gap, i.e. quand ( �hv�

2 + � ) < �T , les�equations� � = � donnent deux solutions pour � � = � et pas
de solutions pour � + = � . Donc seulement deux modes '� ' d�ecrivent les fonctions d'onde dans
la zone d'in teraction. Le signe global des coe�cien ts n'est pas modi� �e, et on obtient la même
valeur de la conductance:

GT =
2e2

h

sin2[
L
�hv

s

(� f +
�hv�
2

)2 � T 2]

sin2[
L
�hv

s

(� f +
�hv�
2

)2 � T 2)] + (
� f

T
+

�hv�
2T

)2 � 1

(4.40)

4.3.3 Phase commensurable

Consid�eronsmaintenant le caso�u j( �hv�
2 + � )j < T , i.e quand l' �energie� setrouve �a l'in t�erieur

du gap. R�esoudreles �equations � � (kc;� ) = � conduit �a deux solutions d�eg�en�er�eesen �energie:

r+ = i

s

1 � (
�hv�
2

+ � ))) 2 = ir = � r � (4.41)

k+ ;c =
iT
�hv

(

s

1 � (
�hv�
2

+ � ))2 �
�
2

) (4.42)

k� ;c =
� iT
�hv

(

s

1 � (
�hv�
2

+ � ))2 +
�
2

) (4.43)

Cesdeux solutions imaginairesnouspoussent �a recalculer lesvecteurspropresde l'Hamiltonien.
Apr �esquelquescalculs,nous suivons le mêmecheminement que pr�ec�edemment en �evaluant t 1;4,
t1;2 et en appliquant la formule de B•uttik er. Nous obtenonsla valeur suivante de la conductance
tunnel �a temp�erature nulle, et dans la limite de tension nulle :

GT =
2e2

h

sinh2(
L
�hv

s

T 2 � (� f +
�hv�
2

)

sinh2(
L
�hv

s

T 2 � (� f +
�hv�
2

) + (
� f

T
+

�hv�
2T

)2 � 1)

(4.44)

GT d�epend de 3 param�etres ind�ependants : � f + �hv�
2 qui conduit �a des oscillations de GT , le

coe�cien t tunnel T qui conduit �egalement �a desoscillations et la longueur de la barri �ere L . La
d�ependanceoscillatoire de GT en � f + �hv�

2 peut être modul�eeen modi�an t le champsmagn�etique
appliqu�e par � ou par l' �energiede Fermi � f , ce qui conduit au mêmer�esultat. Compte tenu du
rôle sym�etrique jou�e par l' �energie de Fermi et le 
ux magn�etique, nous allons d'abord nous
int�eresser�a la conductancesans
ux.
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4.3.4 R�esultats �a momen t k0 nul

La situation que l'on traite ici est exactement similaire au syst�eme du chapitre pr�ec�edent
mais dansune limite di� �erente. Dans le chapitre pr�ec�edent, nousavonscalcul�e le coutant tunnel
pour des valeurs de T faibles (en perturbation) et pout toute di� �erencede potentiel. Ici, nous
calculonslespropri �et�esde transport pour un gap tunnel quelconque,donc arbitrairement grand
mais la tension appliqu�ee est n�ecessairement faible puisqu'on regarde la conductance lin�eaire.
On adopte la convention suivante : quand l' �energiede Fermi tombe exactement au milieu du
gap, on red�e�nit le z�ero d'�energie de sorte que � f = 0 et � = 0. On peut maintenant voir
apparâ�tre di� �erents r�egimes de la conductance tunnel en fonction des valeurs relatives des
di� �erents param�etres : L T = � �hv

T qui mesure l'in tensit�e de l'e�et tunnel, L la longueur de la
r�egion de couplagetunnel, et 1 � � 2 = 1 � ( � f

T )2 o�u � = � f
T mesure la force du couplagepar

rapport �a l' �energiede Fermi du syst�eme.La conductanceen fonction de cesvariables devient :

GT =
2e2

h

sinh2(
� L
L T

p
1 � � 2)

sinh2(
� L
L T

p
1 � � 2) + 1 � � 2

(4.45)

Si on s'int�eresseaux valeurs de L T par rapport �a L , il apparâ�t un r�egimed'e�et tunnel faible
(L T � L ) distinct du r�egimed'e�et tunnel fort (L T � L ). De plus, on dit que le syst�emeest �a
la r sonance quand l' �energiede Fermi est faible devant T , i.e. � � 0; le syst�emeest alors dans la
phasecommensurablepour n'imp orte quellevaleur non-nulle du coe�cien t tunnel T . Autrement,
le syst�emeest dans la phaseincommensurable,il est hors resonance. Ainsi la conductancepour
� � 0 sesimpli�e en :

GT =
2e2

h

sinh2(
� L
L T

)

sinh2(
� L
L T

) + 1
(4.46)

Dans la limite de d'e�et tunnel fort, la conductance lin�eaire oscille en fonction de L avec la

longueur d'onde L T et l'amplitude qui est le quantum de conductance 2e2

h . Ce r�egimepeut être
r�ealis�e en construisant une r�egionde couplagetunnel tr �eslongue.Cela correspond �a une zoneo�u
l' �electron a une tr �esforte probabilit �e d'être pi�eg�e le long de la barri �ere.Si on augmente (dimin ue)
la hauteur de la barri �ere il seproduit une diminution (augmentation) de la valeur du coe�cien t
tunnel. En cons�equence,il est possible,de choisir une �echelle de longueur e�ectiv e pour obtenir
de l'e�et tunnel coh�erent entre les �ls 1 et 4.

A l'in verse, le r�egime d'e�et tunnel faible est obtenu d�es que la barri �ere est tr �es courte ou
que le coe�cien t tunnel est tr �esfaible L T � L , la conductanceest alors :

GT �
e2

h
(
� L
L T

)2 (4.47)

En fonction desparam�etres initiaux la conductancedevient :

GT �
e2

h
(
T L
�hv

)2 (4.48)

Dans ce r�egime, nous retrouvons la d�ependancehabituelle en T 2 de la conductance tunnel �a
travers une barri �ere unidimensionnelle.Les �electrons ne ressentent pas l'e�et tunnel �etendu et
se comportent comme si la barri �ere �etait ponctuelle. La phase incommensurable(limite hors-
resonance) est obtenue pour des valeurs de � � 1. Ceci correspond �a de valeurs �elev�eesde
l' �energiede Fermi compar�ees�a T ( � f � T ) ou, �a l'in verse�a desvaleurs tr �esfaibles ( � f � �T ),
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i.e. le syst�eme est en dehors du gap. Pour cette phase, on doit utiliser l'autre formule de la
conductance:

GT =
2e2

h

sin2[
� L
L T

p
� 2 � 1]

sin2[
� L
L T

p
� 2 � 1] + � 2 � 1

(4.49)

Dans la limite hors-r�esonance,nous obtenons:

GT =
2e2

h
1

� 2 sin2(�
� L
L T

) (4.50)

En fonction desparam�etres originaux, cela devient :

GT =
e2

h
T 2

� 2
f

sin2(�
� L
L T

) (4.51)

Fig. 4.13 { Conductancedi� �erentielle en fonction de � f =T for L=L T = 1

On voit ici que la conductance,dans la phaseincommensurable,suit un comportement os-
cillatoire en L identique avecune longueur d'onde L T avecen plus, un amortissement en 1

� 2
f

. Ce

comportement traduit la tr �esfaible probabilit �e qu'un �electron d'�energiehors du gap puissesubir
l'e�et tunnel. Rapport�e �a la valeur despics de r�esonance,la conductancehors r�esonanceest plu-
sieursorders de grandeur en dessous.Commepr�ec�edemment, la conductancepeut être modul�ee
en ajustant l' �echelle de longueur e�ectiv e L T . Finalement, �a la limite desdeux comportements
� � 1,

GT =
2e2

h

sinh2(
� L
L T

p
1 � � 2)

sinh2(
� L
L T

p
1 � � 2) + 1 � � 2

(4.52)

On peut d�evelopper le sinh et simpli�er la formule pour obtenir la valeur de la conductance�a la
transition de phase:

GT =
e2

h

(
� L
L T

)2

( � L
L T

)2 + 1
(4.53)
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Fig. 4.14 { Conductancedi� �erentielle en fonction de � f =T for L=L T = 0:1

Fig. 4.15 { Conductancedi� �erentielle en fonction de � f =T for L=L T = 10
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4.3.5 R�esultats �a momen t k0 non-n ul

Quand on prend en compte le 
ux, il n'y a qu'un changement mineur dans la mesureo�u ce

ux ne fait que d�ecalerl' �energiede Fermi � f � ! � f + �hv�

2 . Cette caract�eristique permet de faire
varier la conductanceen modi�an t le champs magn�etique appliqu�e au lieu de modi�er l' �energie
de Fermi du syst�eme. Il y a donc un double e�et du 
ux, il peut faire passerle syst�eme de la
r�esonance�a l'absencede resonance,il traduit �egalement les e�ets d'in terf�erencequantique via
les caract�eristiques oscillatoires de la conductance.

4.4 Rôle des in teractions et transition C-IC

Dans le caspr�ec�edent tr �essimple �a remplissageentier, nous avons vu que l'existence d'une
valeur de k0 non-nulle autour de laquelle sont lin�earis�eesles relations de dispersiondes�electrons
des deux 
uides de Hall conduit �a l'apparition de deux phasesdistinctes. Nous allons montrer
que cette transition de phasesubsistetoujours quand on rajoute les interactions.

4.4.1 Bosonisation de l'Hamiltonien

On consid�eremaintenant l'e�et desinteractions en rajoutant un Hamiltonien pour l'in terac-
tion coulombienne inter et intra-canaux. L'Hamiltonien total apparâ�t alors comme:

H = H o + H int + H T (4.54)

avec :
H o = � iv0

Z
dy( y

R@y  R �  y
L @y  L ) (4.55)

H int =
Z

dy1dy2[V (y1 � y2)( � R (y1)� R (y2) + � L (y1)� L (y2)) + 2V(y1 � y2)� R (y1)� L (y2)] (4.56)

H T = T
Z L=2

� L=2
dy(e2ik 0y  y

R  L + e� 2ik 0y  y
L  R) (4.57)

les op�erateurs  R and  L sont les op�erateurs des �electrons chiraux des bords se propageant
vers la droite et la gauche. � R =:  y

R  R : et � L =:  y
L  L : sont les op�erateurs de densit�e

�electronique ordonn�es normalement correspondants. Nous ne supposonspas de forme pr�ecise
pour l'in teraction coulombienne.Commeau chapitre pr�ec�edent, noussupposonsquel'in teraction
�a lieu tout le long des canaux de bord et pas seulement dans la zone d'in teraction tunnel.
Appliquons maintenant la proc�edure usuellede bosonisation:

 R =
1

p
2�

e� i
p

4� � R (4.58)

 L =
1

p
2�

ei
p

4� � L (4.59)

Ici, � R et � L sont les champs bosoniqueschiraux. Il est tr �es pratique d'in troduire les champs
conjugu�es : ' = � R + � L et # = � R � � L . Avec cesconventions de bosonisations,nous avons
montr �e pr�ec�edemment que

� R (x) = i 1p
�

@z� R � L (x) = � i 1p
�

@z � L (4.60)
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En fonction du bosonnon-chiral et de son moment conjugu�e, cesrelations s'exprime comme

� R(x) =
1

p
4�

(� � @x ' ) � L (x) = �
1

p
4�

(� + @x ' ) (4.61)

avec � = 1
v0

@t ' (y) = �r (#) le moment conjugu�e du champ ' .
En supposant une interaction de Coulomb locale V (y1 � y2) = V0� (y1 � y2), la version

bosonis�eedesHamiltoniens H K in + H int est alors :

H K in + H int =
v0

2

Z
dx

n
� 2 + (@x ' )2

o
+

V0

2�

Z
dx

n
� 2 + (@x ' )2

o
�

V0

2�

Z
dx

n
� 2 � (@x ' )2

o

(4.62)
On peut achever la proc�edure de bosonisationen r�e�ecrivant :

H =
v
2

Z
dy

�
K � 2 +

1
K

(@x ' )2
�

+
T
�

Z L=2

� L=2
cos(

p
4� ' + 2k0y) (4.63)

avec
v = v0

q
1 + 2V0

�

K (k) = 1s

1 +
2V0

�

(4.64)

Ainsi, on peut formuler la th�eorie de fermions avec interaction pr�ec�edente uniquement �a
partir d'une phase' ; le mod�ele devient alors une th�eorie du champ libre de bosonsavec une
relation de dispersion lin�eaire et un terme de sine-Gordon 4. Notons que si on consid�ere des
interactions �a longue distance, dans les situations r�ealistes,on peut faire l'approximation que
la partie cin�etique de l'Hamiltonien d�ecrit une th�eorie de bosons libres avec une relation de
dispersion lin�eaire, une vitesserenormalis�ee v(k) � v et �egalement un param�etre de Luttinger
renormalis�e K (k) � K . Mitra and Girvin [36] ont estim�e la valeur de K � 0:6 � 0:7 dans les
structures �etudi�eesdans[33, 34]. Ainsi, en renormalisant la valeur deschamps(1=

p
K )' ! ' et

(
p

K � ! �, en r�ealisant la translation suivante de la variable ' = ' � 2k0y, et en consid�erant la
barri �erecommein�nimen t longue,on peut r�eexprimerl'Hamiltonien total enespacer�eelcomme:

H =
v
2

Z
dy

n
� 2 + (@x ' � 2k0)2 + 2� cos(� ' )

o
(4.65)

avec � =
p

4� K et � = T

� v0

s

1 +
2V0

�

.

4.4.2 Th �eorie de sine-Gordon

Consid�eronsd'abord la situation o�u k0 = 0, l'Hamiltonien 4.65 ser�eduit �a l'Hamiltonien de
sine-Gordon.C'est un mod�ele qui est l'un desplus �etudi�esde la th�eorie quantique deschamps.
Il est totalement int�egrable [15]. D'apr�es les relations pr�ec�edentes il est clair que le r�egime de
couplage fort du syst�eme initial d'�electrons (V0 ! 1 ) est transform�e par bosonisation en
r�egimede couplagefaible du mod�ele de sine-Gordon(� ! 0). Cet Hamiltonien est subit le 
ot
du groupe de renormalisation. Si � 2 = 8� , le terme de sine-Gordonest marginal, et on pourrait
na•�vement penserqu'il est irr elevant si � 2 > 8� et relevant si � 2 < 8� en qu'il conduit �a un gap
desexcitations de cette th�eorie.En r�ealit�e, les chosessont un peu plus compliqu�eescar �a � = 0,

4Dans la limite de longueur de barri �ere L in�nie.
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il n'y a pas qu'un point �xe mais une ligne de points �xes param�etr�ee par � 2. Il en resort que
� 2 est soumisau 
ot du groupe de renormalisation loin de cette ligne et que l'on doit consid�erer
les �equationscoupl�eesdu groupe de renormalisation

d� 2

dl = � � � 4� 2 d�
dl = � 2� ( � 2

8� � 1) (4.66)

Ces�equationssont obtenuesen r�ealisant les produits d'op�erateurs �a courte distance. Le 
ot du
groupe de renormalisation est repr�esent�e �a la Fig. (4.16). On v�eri�e ais�ement qu'en partant d'un
couplage � faible, le syst�eme �evolue vers le couplage fort lorsque (� est alors marginalement
relevant) alors qu'il �evolue vers � = 0 si (� est alors marginalement irr elevant). On va assister
�a l'ouverture d'un gap si on part d'un � in�nit �esimal et � 2 < 8� . Le terme de sine-Gordonest
alors relevant et conduit �a une th�eoriemassive. On montre par argument de dimensiond'�echelle
que, le gap � r est renormalis�e comme � r = � 1=(1� � 2 =8� ) . Il peut être int�eressant de rappeler
quelquespropri �et�es du mod�ele de sine-Gordon, qui est exactement soluble [62, 63]. Le spectre
de cemod�eleest constitu�e de breathers (B n ),de solitons et d'antisolitons. Les breatherssont des
�etats li�es d'un soliton et d'un antisoliton et ils occupent des�etats discrets dans le spectre. Les
breathers sont en dessousde la partie contin ue du spectre due aux solitons. Le premier de ces
�etat li�e B1 co•�ncide avec le bosonfondamental de (4.65). Le nombre desbreathersest donn�e par
n = 1; 2; 3::: < 1=� , avec � = � 2=(1 � � 2). On peut remarquer que même pour une interaction
V0 in�nit �esimale, il existe au moins un breather. Les massesdes breather i.e. les gaps dans le
spectre sont donn�eespar

m = 2M sin(
� �
2

) (4.67)

o�u M est la massedu soliton. M est reli�eeau param�etre � via

� =
�( � 2)

� �(1 � � 2)

2

6
6
4M

p
� �(

1 + �
2

)

2�(
�
2

)

3

7
7
5

2� 2� 2

(4.68)

On peut remarquer que lorsque� ! 0, M � �v 2=� 2 ! 1 et m � v2(�=� 2)� 4 � T . En d'autres
termes, dans la limite de fort couplageV0 ! 1 du mod�ele initial de fermions, le soliton devient
tr �esmassif et conduit �a une tr �es forte augmentation du gap de bande. La massedu breather le
plus l�eger approche la valeur du coe�cien t du cosinus. Cela correspond au fait qu'en l'absence
d'in teraction coulombienne (V0 = 0), la valeur exactedu gap du spectre �a une particule est T .

4.4.3 Transtion de phase commensurable-incommensurable

Avec le terme incommensurablek0 6= 0, il apparâ�t en d�eveloppant le carr�e dans le terme
cin�etique, un terme en � 4k0@x ' 5. Lorsque � 2 < 8� , on comprend qualitativ ement l'apparition
d'une transition de phasepar la comp�etition entre ce terme en @x ' qui privil �egie une con�gu-
ration du bosonfondamental spatialement uniforme, alors que le terme de sine-Gordonfavorise
l'apparition de con�guration classiquenon-uniforme h' i 6= 0. Ce changement de con�guration
du fondamental est connue sousle nom de transition de phasecommensurable-incommensurable
(C-IC), qui seproduit pour k0 6= 0 et � 2 < 8� .

L'apparition d'un terme de la forme d'incommensurabilit�e � 4k0
R

dx@x ' dans l'Hamiltonien
de sine-Gordonconduit donc �a une transition de phasebien connue [66, 65]. Ce terme correspond
pour le syst�emefermionique initial �a un potentiel chimique. A k0 = 0, le potentiel chimique sup-
pl�ementaire est nul, et le potentiel chimique du syst�emeest au milieu du gap. Cela correspond �a
la situation d�ej�a explicit �ee.Tant quek0 est su�sammen t faible, le potentiel chimique du syst�eme

5La terme constant 4k2
0 ne fait que renormaliser le z�ero d'�energie et peut être n�egliger.
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Fig. 4.16 { Courbe critique de la transition de phase commensurable(C)- incommensurable
(IC). Dans la phasecommensurable,la conductanceest tr �es �elev�ee; elle est exponentiellement
r�eduite dans la phaseincommensurable.

est dans le gap du mod�ele de sine-Gordon. Le syst�eme est alors dans la phasecommensurable
et la premi�ere excitation est encoregapp�ee.La physique est sensiblement la mêmequ'�a k0 = 0,
avec une valeur du gap r�eduite par l'augmentation du potentiel chimique. Pour une valeur de
� 4k0@x ' comparable�a 2� , le potentiel chimique atteint l' �energiedu soliton deplus basse�energie.
Lesexcitations ne sont plus gapp�eeset le fondamental est modi� �e. La transition seproduit pour
une valeur de k0 critique de l'ordre de � (k0;c = 2� ). On peut donc tracer le diagrammede phase
en fonction de � et de k0 (cf Fig. 4.16). A partir de cepoint, l' �energiede Fermi du syst�emecoupe
la branche sup�erieure de la relation de dispersion du syst�emefermionique initial, et la branche
sup�erieure est partiellement remplie, ce qui correspond �a l'apparition d'un vecteur d'onde de
Fermi non-nul k0

f . La r�egion aveck0
f = 0 est la phasecommensurable,qui est gapp�eetandis que

k0
f 6= 0 est la phaseincommensurable,non-gapp�ee.Ceci est une transition de phasequantique

qui se produit dans beaucoup d'autres syst�emes[66, 65]. Dans les syst�emesbidimensionnels,
cette transition se produit entre une phaseavec une sym�etrie discr�ete (phase C) et une phase
de sym�etrie contin ue (phaseIC). C'est une situation tr �esint�eressante qui illustre le th�eor�emede
Mermin-Wagner, et qui a �et�e observ�eedans desmonocouchesgazeusesadsorb�eesur dessolides
[64].

Lespropri �et�esde la phasecommensurableont d�ej�a �et�e �evoqu�ees.Dans la phaseincommensu-
rable, il apparâ�t un vecteur d'onde de Fermi non-nul k0

f 6= 0. On peut donc red�e�nir une th�eorie
lin�earis�eeautour de cespoints de Fermi � k0

f , et d�eduire le comportement �a longuedistance des
fonctions de corr�elations du syst�emeinitial �a partir desexcitations de basse�energieautour de ces
nouveaux points de Fermi. Il est ainsi possiblede bosoniser�a nouveau les syst�emefermionique
lin�earis�e autour de � k0

f . En suivant [66], on obtient le nouveau param�etre de Luttinger K 0, �a
partir duquel on peut d�eterminer les fonctions de corr�elations du syst�eme. K 0 d�epend des va-
riables originales � , � et k0 mais il tend versune valeur universelleK 0 = 1=2, lorsquele syst�eme
s'approche de la valeur k0;c, par la phaseincommensurable.Il serait int�eressant de calculer des
quantit �es pertinentes du point de vue du transport dans la jonction tunnel en coin �a partir de
cette th�eorie e�ectiv e dans la phaseincommensurable.

4.5 Mo d�ele e�ectif des canaux de bord co-propagean t.

Les excitations de basse�energiedes canaux de bord de deux 
uides de Hall �a remplissage
� m = 1=m , m impair et se propageant dans le même sens le long d'une barri �ere de potentiel
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�etenduesont similaires �a cellesqui apparaissent dansle cascontre-propageant. Nousconsid�erons
la situation o�u deux 
uides de Hall de remplissagefractionnaire distincts sont s�epar�es par une
barri �ere de potentiel abrupte, de longueur L . Ces deux 
uides r�esultent d'une orientation du
champ magn�etique conduisant �a la formation d'excitations de bord chirales sepropageant dans
le même sens(que l'on supposeêtre vers les x positifs i.e. les op�erateurs ne d�ependent que de
x � vt), dans la g�eom�etrie de la jonction �etendue en coin de Grayson et al. (cf Fig. 4.10). Les
relations de dispersion �a une particule de cesdeux syst�emeslorsque la barri �ere est de hauteur
in�nie i.e. les deux 
uides de Hall sont ind�ependants, secoupent pour une valeur commune du
moment k = k0 (cf Fig. 4.11). On peut alors proc�eder �a une lin�earisation de cesrelations autour
de k0, conduisant �a la d�etermination de deux vitessesde Fermi di� �erentes, et �a une description
descanauxde bords de cesdeux 
uides par la th�eoriedesliquides de Luttinger chiraux de même
chiralit �e, indic�esR1 et R2. Ces � LL sont caract�eris�espar deux vitessesde Fermi, vf 1 et vf 2, et
par deux facteurs de remplissage� 1 = 1=m1 et � 2 = 1=m2 avec m1, m2 deux entiers impairs
distincts. Dansune situation plus r�ealiste, la barri �erede potentiel est de hauteur �nie, autorisant
l'e�et tunnel entre les deux canaux de bord co-propageant. Comme dans le casde la g�eom�etrie
de la jonction tunnel �etendue,l'e�et tunnel seproduit �a desvaleursde k voisinesde k0. En�n, on
peut s'attendre �a dese�ets non-n�egligeablesde l'in teraction coulombienne �a travers la barri �ere
tunnel. Nouscommenceronspar �etablir la dynamiquedu syst�emede deux � LL de mêmechiralit �e
�a remplissageset vitessesde Fermi di� �erents, coupl�es par l'in teraction coulombienne �a travers
la barri �ere. Nous examineronsensuite de mani�ere perturbative le courant tunnel entre les deux
� LL.

4.5.1 Th �eorie bosonis�ee

Cesdeux � LL demêmechiralit �epeuvent être d�ecrits par deuxbosonschiraux via la technique
de bosonisation, contrairement au cas de � LL de chiralit �es oppos�eeso�u un boson unique est
su�san t pour d�eterminer la dynamique du syst�eme. En introduisant les densit�es �electroniques
� � (x) = : y

� (x) � (x) : =
p

� � @x � � (x)=(2� ) o�u � = R1; R2,  y
� (x) est l'op�erateur de cr�eation

d'�electrondu � LL � , on peut �ecrire l'Hamiltonien libre du syst�emecommela sommede plusieurs
contributions :

H R1=R2 = 1
4�

n
�hvF1=F2 +

� 1=2
2� V0

o h
@x � R1=R2

i 2

H int =
p

� 1� 2

4� 2 V0@x � R1 @x � R2

(4.69)

Le premier Hamiltonien est compos�e de la partie libre de l'Hamiltonien ainsi que de la contri-
bution de l'in teraction coulombienne intra-canal. Ces deux contributions se factorisent en la
sommede la vitesse de Fermi vF et du terme d'in teraction � � V0=(2� �h) qui domine la vitesse
de Fermi dans la limite basse�energieou longue distance. Notons que nous travaillons ici avec
une interaction coulombienneponctuelle pour plus de clart�e. Le secondHamiltonien est le terme
d'in teraction coulombienne inter-canal. La chiralit �e des champs bosoniquesapparâ�t dans les
relations de commutation canoniques: [� � (x); � 0

� (x0)] = i� sign(x � x0)� �;� 0. On peut noter la
di� �erenceaveclesrelations de commutation canoniquesdeschampsde chiralit �esoppos�ees.L'Ha-
miltonien total H tot = H R1 + H R2 + H int �etant quadratique en les champs � R1 (x) et � R2 (x), il
sera possiblede le diagonaliser en utilisant une transformation de Bogoliubov. Cela consiste�a
trouver de nouveaux champs, exprim�esen fonction de � R1 (x) et � R2 (x), qui diagonalisent l'Ha-
miltonien total et, �egalement, qui v�eri�en t les relations de commutation canoniquesbosoniques.
Nous allons appliquer ce programme en r�e�ecrivant H tot en fonction deschamps diagonaux, que
l'on nomme � a(x) et � b(x) :

H tot =
�h
4�

n
va (@x � a)2 + vb (@x � b)

2
o

(4.70)
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Il convient ensuite d'identi�er les champs � a et � b en fonction de � R1 et � R2 ; les relations de
commutations permettent de d�eterminer la constante de normalisation globale deschamps dia-
gonaux.Dans le caspr�esent, la d�etermination exactede � a et � b estpossiblemais l'expressionob-
tenue n'est pas tr �es�el�egante. Il vaut mieux commencerpar consid�erer que le terme d'in teraction
coulombienne domine tr �es largement les vitessesde Fermi, on peut alors faire l'approximation
vF1 � vF2 � 0. On obtient les valeurs suivantes deschamps diagonaux :

� a =
q � 1

� 1 + � 2
� R1 +

q � 2
� 1 + � 2

� R2

� b =
q � 2

� 1 + � 2
� R1 �

q � 1
� 1 + � 2

� R2

(4.71)

Les relations de commutations v�eri� �eespar ceschamps sont alors :

[� a(x); � a(x0)] = i� sign(x � x0)

[� b(x); � b(x0)] = i� sign(x � x0)

[� a(x); � b(x0)] = 0

(4.72)

On en d�eduit les valeurs de vitessesnormalis�ees
8
><

>:

va = (� 1 + � 2) V0
2� �h

vb = 0
(4.73)

On peut maintenant aller �a l'ordre sup�erieur en vF1 + vF2

V0
� " . Lesmodesdiagonauxdeviennent

alors :
� a = 1p

� 1 + � 2

�
(
p

� 1 + "
p

� 2)� R1 + (
p

� 2 � "
p

� 1)� R2

	

� b = 1p
� 1 + � 2

�
(
p

� 2 � "
p

� 1)� R1 � (
p

� 1 + "
p

� 2)� R2

	
(4.74)

Les relations de commutations canoniquessont �egalement v�eri� �ees:

[� a(x); � a(x0)] = i� sign(x � x0)

[� b(x); � b(x0)] = i� sign(x � x0)

[� a(x); � b(x0)] = O("2)

(4.75)

et les vitessesrenormalis�ees:
8
>>><

>>>:

va = (� 1 + � 2) V0
2� �h + � 1vF1 + � 2vF2

(� 1 + � 2)

vb = � 1vF2 + � 2vF1

(� 1 + � 2)

(4.76)

et la valeur pr�ecisede " est alors
p

� 1� 2
(� 1 + � 2)

� vF1 � vF2
va � vb

�
. Nous avonsainsi d�etermin�e, au premier

ordre en ", les champs qui diagonalisent l'Hamiltonien H tot , et les relations de commutations
montrent que ceschamps sont chiraux de mêmechiralit �e.
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4.5.2 Hamiltonien tunnel et bosonisation.

Nous pouvons maintenant traiter l'Hamiltonien de l'e�et tunnel H tun en perturbation.

H tun =
Z L

2

� L
2

dx
n

t  y
R1

 R2 + H:c:
o

: (4.77)

C'est le mêmeformalisme que celui que nous avons d�evelopp�e dans le chapitre pr�ec�edant. Nous
pouvons exprimer cet Hamiltonien en fonction deschamps � R1 et � R2 , �a l'aide des formules de
bosonisation.

 � (x) =
F �

2�
: exp

(

� i

s
4�
� �

� � (x) + ik � x

)

: (4.78)

Notons la pr�esencedes facteurs de Klein F � qui assurent l'anticommutation des fermions  � .
Avec cesformules de bosonisation, l'Hamiltonien tunnel devient :

H tun =
1

2�
2jt j

Z L
2

� L
2

dx cos
�

� np
~�

+ kf x
�

(4.79)

o�u nousavonspos�ekf = k2 � k1, ~� = � 1� 2
� 1 + � 2

et � n = 1p
� 1 + � 2

� p
� 2� R1 �

p
� 2� R1

	
. Le syst�eme

est donc d�ecrit par un Hamiltonien de sine-Gordonchiral, dont lespropri �et�essont di� �erentes de
l'Hamiltonien de sine-Gordond�ej�a trait �e. Nous ne d�etaillerons pasce mod�elequi est trait �e dans
[68, 67]. Le r�esultat tr �esutile �a remarquer est la relation entre � n et � a, � b.

� n = � b � "� a (4.80)

4.5.3 Calcul perturbatif

Nous suivons toujours le même cheminement qu'au chapitre pr�ec�edent et nous calculons
l'op�erateur tunnel :

A(x; t) =
1

2�
eik f x : e

n
i
p

4�
~� � n (x;t )

o

: (4.81)

De même,on d�etermine :

Ay(x0; 0) =
1

2�
e� ik f x0

: e

n
� i

p
4�
~� � n (x0;0)

o

: (4.82)

Et d'apr�es la formule du chapitre 3.3.1, la valeur du courant tunnel en perturbation est :

I tun = � 2eT 2
Z L=2

� L=2

Z L=2

� L=2
dxdyIm [ eX r et(

� eV
�h

; x � y)] (4.83)

avec X r et(x � y; t � t0) = � i� (t � t0)h[A(x; t); Ay(x0; 0)]i le propagateur retard�e de l'op�erateur
local de tunnel A(x; t) =  R1 (x; t) y

R2
(x; t). L' �evaluation de cette int�egralepeut sefaire suivant

les lignes pr�ec�edemment suivies. Nous pouvons d'abord calculer la di� �erencedes fonctions de
Green h[A(x; t); Ay(0; t0)i ] en utilisant les formules de bosonisation pour le calcul des fonctions
de Green :

h[A(x; t); Ay(0; t0)]i �
1

4� 2 eik f X

(
1

[� � i (x � vbt)]1=e�
�

1

[� + i (x � vbt)]1=e�

)

(4.84)

avec X = x � x0 et � le cut-o� ultra-violet. Cette formule m�erite d'être �eclaircie par le calcul
de :

h� n (x; t)� n (x0; 0)i = h� b(x; t)� b(x
0; t)i + "2h� a(x; t)� a(x0; t)i (4.85)
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Dans notre proc�edure, les termes d'ordres " 2 ont �et�e n�eglig�esdepuis le d�ebut ; ici on seretrouve
donc uniquement �a �evaluer le propagateur retard�e du boson� b associ�e �a un fermion chiral �ctif
de facteur de remplissage1=e� , �a la vitessevb et au moment kf . En utilisant ce propagateur, on
retrouve bien la formule 5.8 On peut maintenant calculer :

AR (k; ! ) = � 2
R1

�1

R1
�1 dxdyIm

�n
� i� (t � t0)

�
hA(t; x); Ay(0; x0)i � hAy(0; x0)A(t; x)i

o ��

= 2�
�(1 =e� ) jk � kf j

1

e�
� 1

� (! + vb(kf � k))

(4.86)
On prend ensuite la transform�eede Fourier inversede A R (k; ! ) sur l'espace,not�ee eAR (x; ! ) =

2�
�(1 =e� )

�
!
vb

� 1

e�
� 1

e
i (kf + !

vb
)x

et I tun �
RL=2

� L=2

RL=2
� L=2 dxdy eAR (x � x0; ! ). Nous obtenonsainsi la for-

mule �nale exprimant le courant tunnel :

I tun = eT 2 2�
�(1 =e� )

�
!
vb

� 1

e�
� 1

L 2 sin2
c

�
(kf +

!
vb

)
L
2

�
(4.87)

Fig. 4.17 { Courant tunnel dans le cas non r�esonnant en fonction de la tension normalis�ee x,
avec une longueur de barri �ere normalis�eey = 1000. 1

e� = 2

On peut maintenant, �a l'instar de ce que nous avons d�ej�a r�ealis�e pr�ec�edemment, distinguer
le cas non-r�esonnant qui correspond �a une valeur non-nulle du moment de Fermi e�ectif du
syst�eme kf 6= 0. Dans ce cas, le courant tunnel s'exprime simplement en fonction de trois
grandeurs typiques : l' �energiede Fermi e�ectiv e � f = vbkf , la longueur adimensionn�eey = kf L
et la tension adimension�eex = eV=� f .

I tun = eT 2(�k f )
1

e�
� 1 2�

�(1 =e� )
x

1

e�
� 1

y2 sin2
c

�
y
2

(1 � x)
�

(4.88)

Dans le cas r�esonnant, qui correspond �a la situation physique que nous �etudions ici, avec
kf = k2 � k1 = 0, le courant tunnel devient, en posant x = eVL

2vb
:

I tun = 4eT 2 2�
�(1 =e� )

(
2�
L

)
1

e�
� 1

x
1

e�
� 1

sin2
c(x) (4.89)

On peut consid�erer trois cas concrets illustr �es par les �gures (cf Fig. 4.18, 4.19, 4.20), corres-
pondant aux deux canaux contre-propageant aux remplissageentier � 1 = � 2 = 1, i.e. 1

e� = 2
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Fig. 4.18 { Courant tunnel dans le cas non r�esonnant en fonction de la tension normalis�ee x,
avec une longueur de barri �ere normalis�eey = 10. 1

e� = 2

Fig. 4.19 { Courant tunnel dans le cas non r�esonnant en fonction de la tension normalis�ee x,
avec une longueur de barri �ere normalis�eey = 10. 1

e� = 4
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Fig. 4.20 { Courant tunnel dans le cas non r�esonnant en fonction de la tension normalis�ee x,
avec une longueur de barri �ere normalis�eey = 10. 1

e� = 6

Fig. 4.21 { Courant tunnel dans le cas non r�esonnant en fonction de la tension normalis�ee x,
avec une longueur de barri �ere normalis�eey = 1. 1

e� = 2
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Fig. 4.22 { Courant tunnel dans le cas non r�esonnant en fonction de la tension normalis�ee x,
avec une longueur de barri �ere normalis�eey = 1. 1

e� = 2

Fig. 4.23 { Courant tunnel dans le cas non r�esonnant en fonction de la tension normalis�ee x,
avec une longueur de barri �ere normalis�eey = 1. 1

e� = 6
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(cf Fig. 4.18), aux remplissagesfractionnaires �egaux � 1 = � 2 = 1=3, i.e. 1
e� = 6 (cf Fig. 4.20) et

aux remplissagesdistincts � 1 = 1, � 2 = 1=3, i.e. 1
e� = 4 (cf Fig. 4.19). sur cestrois castypiques,

on note la pr�esenced'oscillations qui traduisent la coh�erencedu transport tunnel �a travers la
barri �ere, ainsi que les comportement asymptotiques en loi de puissancetypiques des� LL.

Fig. 4.24 { Courant tunnel dans le cas non r�esonnant en fonction de la tension normalis�ee x,
avec une longueur de barri �ere normalis�eey = 0:1. 1

e� = 2

Fig. 4.25 { Courant tunnel dans le casnon r�esonnant en fonction de la longueur normalis�eey,
avec une tension normalis�eex = 0:5. 1

e� = 2

4.6 Conclusion

Dans cechapitre nousavons�etudi�e lespropri �et�esde transport tunnel desjonctions �etendues
en coin. Ces jonctions permettront l'e�et tunnel entre les modes de bords de deux 
uides de
Hall distincts s�epar�es par une barri �ere de longueur macroscopiquemais de tr �es faible largeur.
Dans ces structures, le facteur de remplissageet la chiralit �e de chaque 
uide est modi�able
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ind�ependamment par l'exp�erimentateur, ouvrant un champ d'investigation exp�erimental tr �es
large. Nous avons d�etermin�e les relations de dispersion de cette structure dans les deux con�-
gurations de chiralit �e distinctes. Dans les deux cas, l'e�et tunnel se produit majoritairement
autour d'une valeur non-nulle k0 du moment longitudinal �a la barri �ere. Dans le cashabituel de
canaux contre-propageant, nous avons d�etermin�e deux r�egimesde conductancepar la th�eorie
de Landauer-B•uttik er, dans le cas de remplissagesentiers sans interactions. Ces deux phases
distinctes subsistent lorsque l'on prend en compte les interactions et il apparâ�t une transition
de phasecommensurable-incommensurableen fonction de la force des interactions et de la va-
leur de k0. Dans la phasecommensurable,le syst�eme est gapp�e et la conductance tunnel est
favoris�ee.Dans la phaseincommensurable,le syst�eme n'a plus de gap, la conductanceest tr �es
att �enu�ee.Nousavons�egalement calcul�e le courant tunnel entre canauxco-propageant �a desrem-
plissagesdistincts. Le syst�emeest d�ecrit par un mod�ele de sine-Gordonchiral et le courant en
perturbation s'exprime tr �essimplement �a partir d'un mod�elede fermions chiraux libres, avecun
remplissageet un param�etre de Luttinger e�ectif. Cesr�esultats mettent en �evidencela richesse
de cesstructures. Ils sont in�edits et appellent �a une confrontation exp�erimentale.

Il serait int�eressant de poursuivre ces travaux en calculant les propri �et�es d'�echelle de la
longueur de la barri �ere i.e. en d�eterminant une �equation de 
ot suppl�ementaire au mod�ele de
sine-Gordon, indiquant l' �evolution coupl�ee de la longueur de la barri �ere en fonction des autres
param�etres sousle 
ot du groupe de renormalisation. La technique de bosonisationest un outil
central dans l' �etude de ces syst�emes.Au chapitre suivant, nous d�ecrirons une situation tr �es
simple o�u la bosonisationinvalide la th�eorie des liquides de Luttinger.

137



138



Chapitre 5

Pro�l de densit �e et excitations des
canaux de bords

Consid�eronsune jonction �etendueentre deux 
uides de Hall (cf Fig. 5.3). En l'absenced'e�et
tunnel, les interactions �a travers la barri �ere m�elangent les �etats de bord de chiralit �es oppos�ees
qui circulent le long de la jonction. Pour d�eterminer lespro�ls de densit�e �electroniquedesbords
du syst�eme , nous utilisons la th�eorie de champ moyen de Chern-Simons pour des 
uides de
Hall �a remplissageidentiques � = 1=(2n + 1). Nous d�eterminons les excitations �elem�entaires de
ce syst�emepar la m�ethode RPA. Dans ce cadre, il apparâ�t une instabilit �e lorsque l'in teraction
inter-canaux est su�sammen t forte. Nous d�emontrons danscechapitre que lorsquel'in teraction
est su�sammen t forte, il se produit une reconstruction des bords dissym�etrique par rapport
�a la barri �ere. La distribution de charge n'est plus sym�etrique par rapport �a la barri �ere. La
recherche des�etats excit�esautour de cenouveaufondamental est laiss�e pour destravaux futurs.
Nous allons commencerpar exposer le principe de la th�eorie de Chern-Simons,nous utiliserons
ensuite cette th�eorie pour d�eterminer num�eriquement les pro�ls de densit�e descanaux de bord
en fonction de l'in tensit�e desinteractions et de la charge en exc�esau bord. Nous d�eterminerons
les excitations de basse�energiedu syst�eme par la m�ethode RPA. Nous mettrons en �evidence
l'apparition d'une instabilit �edansla relation dedispersiondu syst�eme.En�n, nousd�eterminerons
le vrai fondamental du syst�emelorsque l'in teraction inter-canaux est su�sammen t intense.

5.1 Th �eorie de jauge des 
uides de Hall

Lesinteractions non-localespeuvent être exprim�eesvia un champ de jaugeet desinteractions
locales.Dans le cadre des syst�emesbidimensionnelsd'�electrons, le champ de jauge de Chern-
Simons joue un rôle central pour les 
uides de Hall quantique car il modi�e la statistique des
particules.

5.1.1 Phase statistique et phase de Berry

Le facteur de phase li�e �a la statistique apparâ�t lorsque deux particules sont �echang�ees; il
est alors donn�e par ei# dans la fonction d'onde �a deux corps. Les particules sont des bosons
lorsque # = 2� n et des fermions lorsque # = (2n + 1)� . Pour un syst�eme invariant sous la
sym�etrie d'inversion temporelle ou spatiale, on a ei# = e� i# ; la statistique est alors restreinte
aux fermions ou aux bosons.En revanche, dans un syst�eme bidimensionnel en pr�esenced'un
champ magn�etique, cessym�etries ne sont plus respect�ees,cequi autorise l'existencede particules
avec des facteurs de phasestatistique di� �erents de (2n + 1)� ou 2n� ; cesparticules sont des
anyons.
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Un autre facteur de phase apparâ�t quand une particule charg�ee tourne autour d'un 
ux
magn�etique i.e. qu'un potentiel-vecteur A circule le long d'une courbe ferm�ee C contenant ce

ux. Ce facteur est la phasede Berry en pr�esenced'un champ magn�etique donn�eepar :

jqej
�h

I

C
A dr = 2�

�
� 0

(5.1)

avec � 0 = h=jqej le quantum de 
ux, et � le 
ux magn�etique �a travers la surface C. Comme
on le voit �a la (cf Fig. 5.1), l' �echange de deux particules est �equivalent �a la demi-rotation de
l'une autour de l'autre 1 et donc la demi-valeur de la phase de Berry pr�ec�edente apparâ�t. Si

Fig. 5.1 { L' �echangede deux particules revient �a D = 2, dansun syst�emeinvariant par transla-
tion �a r�ealiserun demi-tour de l'une autour de l'autre puis a translater l'ensemble du diam�etre
du demi-cercle.La phasede Berry correspondant �a un tour complet d'une particule dansun 
ux
magn�etique, la moiti �e de sa valeur est attribu �ee �a chaque particule lors de l' �echange i.e. �a la
fonction d'onde d�ecrivant les deux particules.

chaque particule subit le 
ux � = � =� (en unit �es de 
ux � 0) lors de cette transformation, le
facteur de phase ei� est a�ect �e �a chacune d'elle lors de l' �echange. Quand le facteur de phase
statistique initial de la particule est ei# , l'in
uence de ce facteur suppl�ementaire conduit �a un
terme de phasetotal de ei (#+ � ) . En utilisant la phasede Berry, il est donc possiblede changer
la statistique desparticules.

5.1.2 An yons

En dimensionD = 2, on peut en particulier utiliser un potentiel-vecteur sp�ecialpour modi�er
la statistique desparticules. Il su�t pour cela d'attacher q tubesde 
ux �a chaqueparticule. Un
tube de 
ux correspond �a un sol�eno•�de de longueur in�nie suivant la direction perpendiculaireau
syst�emebidimensionnelet localis�e exactement �a la position de la particule. Lorsquelesparticules
sont desfermions, le champ magn�etique correspondant aux tubesde 
ux attach�es�a la particule
j n'est jamais ressenti par les autres particules en raison du principe de Pauli. En revanche, le
fait d'attacher les tubesde 
ux correspond �a faire apparâ�tre un potentiel-vecteur singulier a et
la particule j subit l'e�et du potentiel-vecteur aj relatif aux tubesde 
ux desautres particules

aj (r ) = q� 0
X

i 6= j

r j Arg(z � zi ) (5.2)

1Si le syst�eme est invariant par translation, ce qui est le cas ici.
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o�u zi et z sont les coordonn�eescomplexesassoci�ees�a r i et r . On peut maintenant proc�eder �a
l' �echangede deux de cesobjets compos�esd'une particule et desq tubesde 
ux attach�es�a elle et
regarder le d�ephasageobtenu. On consid�ere la fonction d'onde �a deux corps 	 de deux �electrons
i et j .

	 R 1 ;R 2 (r i ; r j ) =
1

p
2

[ R 1 (r i ) R 2 (r j ) �  R 2 (r i ) R 1 (r j )] (5.3)

Les fonctions d'onde �a un corps  R 1 (r i ) et  R 2 (r j ) correspondent, par exemple,�a des�electrons
initialement localis�es en R 1 et R 2. Lorsque l'on �echange adiabatiquement les positions R 1 et
R 2 la fonction d'onde 	 R 1 ;R 2 (r i ; r j ) change en 	 R 2 ;R 1 (r i ; r j ) = � 	 R 1 ;R 2 (r i ; r j ) en l'absence
des tubes de 
ux attach�es a�n de respecter la statistique fermionique. Lorsque q tubes de 
ux
sont attach�es �a chaque�electron, le 
ux subit par une particule dans sa demi-rotation autour de
l'autre est � = q� 0=2 et il apparâ�t unecontribution suppl�ementaire q� =2 �a la phasestatistique � .
Lorsque l'on fait le choix du potentiel-vecteur pr�ec�edent, la fonction d'onde est modi� �eecomme

	 R 1 ;R 2 (r i ; r j ) =
1

p
2

[ R 1 (r i ) R 2 (r j ) �  R 2 (r i ) R 1 (r j )] � ei q
2 Arg (zj � zi ) (5.4)

Nous avons ainsi r�ealis�e une proc�edure d'attachement de tubes de 
ux aux �electrons qui ne
modi�e que la phasedesfonctions d'onde et qui correspond �a l'in troduction d'un terme suppl�e-
mentaire dans le potentiel-vecteur du syst�eme.Il faut donc voir l'adjonction de cestubesde 
ux
aux �electronscommeune transformation de jauge mais une transformation de jauge singuli�ere
[82]. Elle conduit �a la modi�cation de la statistique des particules form�eespar l' �electron et ses
tubes de 
ux attach�es. Ces particules �a la statistique exotique sont appel�eesdes anyons et ne
sont r�ealisablequ'en D = 2. Nous allons maintenant voir en quoi cette proc�edure permet de
d�ecrire les 
uides de Hall.

5.1.3 Th �eorie de Chern-Simons Ginzburg-Landau

Le point de d�epart de cette th�eorie est l'Hamiltonien de fermions initiaux

H =
Z

d2r  y(r )
�

1
2m

(� i �hr � qeA )2 + qeA0(r )
�

 (r )

(5.5)

+
1
2

Z
d2r 0

Z
d2r � (r 0)V (r 0 � r )� (r )

o�u  y,  sont lesop�erateursde cr�eation et d'annihilation �electroniques,et A 0 est la composante
�electrostatique du potentiel-vecteur. Nous allons maintenant e�ectuer le changement de jauge
pr�ec�edent. Nous consid�erons que les �electrons qui se trouvent aux positions r i sont des objets
compos�esd'un anyon d�ecrit par le champ ' auquel est attach�e q tubesde 
ux (cf Fig. 5.2). Le

Fig. 5.2 { Formation d'un �electron (en rouge) par adjonction d'un tube de 
ux �a un anyon de
statistique bosonique(en bleu).
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champ magn�etique dû aux tubesd'un �electron n'est jamais ressenti par les autres particules en
raison du principe d'exclusion de Pauli. Cette proc�edure revient �a introduire le champ de jauge
de Chern-Simonsa d�e�ni comme

r � a(r )jz = � q� 0
X

i

� (r � r i ) (5.6)

On peut r�e�ecrire cette condition explicitement en donnant la valeur de a en r j :

a(r j ) = � q� 0
X

i 6= j

r i Arg(r j � r i ) (5.7)

Lorsqueles�electronsont une distribution contin ue de densit�e � (r ), on peut modi�er la d�e�nition
pr�ec�edente en un champ moyen de Chern-Simons:

r � a(r )jz = � 2� � (r ) (5.8)

et
r :a = 0 (5.9)

Il convient ensuite de remplacer le gradient � i �hr dans l'Hamiltonien par la d�eriv�eecovariante
� i �hr � qea. Par cette proc�edure, nous avons consid�er�e de nouvellesparticules auxquellessont
attach�esdestubesde
ux �ctifs pour former les�electronsinitiaux. La statistique decesparticules
sera in �ne d�etermin�eepar � , qui est ici une constante.

Consid�erons le cas o�u la valeur moyenne du 
ux du champ de jauge hr � ai compense
exactement le champ magn�etique B = hr � A i . Cette condition est donn�eepar

2� � = B (5.10)

o�u � est la densit�e �electronique moyenne du 
uide. On peut �ecrire le facteur de remplissage
comme � = �= (B =2� ) et il su�t alors de choisir � = � � � 1 pour satisfaire ( 5.10). Quand
� = 1=(2n + 1) i.e. aux fractions magiquesde Laughlin, � = (2n + 1)� est un multiple entier
impair de � et la particule cr�eepar l'adjonction de ces(2n + 1) tubesde 
ux de Chern-Simons
est un boson2. L'Hamiltonien �electroniqueoriginal ( 5.5) devient

H =
Z

d2r ' � (r )
�

1
2m

(� i �hr � qeA � qea(r ))2 + qeA0(r )
�

' (r )

(5.11)

+
1
2

Z
d2r 0

Z
d2r � (r 0)Vc(r 0 � r )� (r )

Nous allons consid�erer la fonction de partition associ�ee �a cet Hamiltonien, Z = Tr e� � H , �a
temp�erature �nie � = 1=kbT. Cette fonction departition peut-être exprim�eecommeune int�egrale
fonctionnelle sur le temps imaginaire � , 0 � � � � :

Z = Tr e� � H

(5.12)

=
Z

D['; ' � ] exp[�S 0('; ' � ; A0; A + a)]

o�u D['; ' � ] repr�esente la mesurede l'in t�egralefonctionnelle sur '; ' �

S0('; ' � ; A0; A + a) =
Z �

0
d�

Z
d2r L 0('; ' � ; A0; A + a) (5.13)

2La phasestatistique # de cesanyons v�eri�e # + (2n + 1)� = (2m + 1)� . Ce sont donc forcement des bosons.
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avec

L 0('; ' � ; A0; A + a) = ' �
�

@
@�

+ qeA0

�
' +

�h2

2m
' �

�
� i r �

qe

�h
(A + a)

� 2

'

(5.14)

+
1
2

Z
d2r 0

Z
d2r � (r 0)Vc(r 0 � r )� (r )

En�n, la condition ( 5.8) peut être assur�eevia un champ a0 qui apparâ�t commeun multipli-
cateur de Lagrangedans l'action suppl�ementaire.

Z !
Z

D['; ' � ; a0; a] exp

" Z �

0
d�

Z
d2r qea0

�
�

1
2�

(r � a)z � �
�

� L 0

#

(5.15)

La validit �e de cette transformation est imm�ediate : lorsque l'on int�egrea0 dans l'in t�egralefonc-
tionnelle, seuleslesvaleurs de a v�eri�an t ( 5.8) contribuent. On peut recombiner a0 aveca pour
former un vecteur (a0; ax ; ay) et on note que ce vecteur apparâ�t toujours comme somm�e avec
le vecteur-potentiel (A0; Ax ; Ay). On peut r�e�ecrire la premi�ere partie de cette action sousune
forme invariante de jauge.

SCS =
Z �

0
d�

Z
d2r

qe

4�
� �� � a�

@
@x �

a� (5.16)

avec � �� � , le tenseur de Levi-Civita i.e. le tenseur compl�etement antisym�etrique, avec �; � ; � =
0; x; y et � 0;x;y = 1. La r�eglede sommation implicite d'Enstein sur les indices r�ep�et�ess'applique
ici. On appelle cette action le terme de Chern-Simonset la contribution qea0� est int�egr�eedans
le terme cin�etique de L T ot

3. Le Lagrangien total L T ot s'�ecrit donc (en temps r�eel t)

L T ot = ' �
�

� i
@
@t

+ qea0 + qeA0

�
' �

�h2

2m
' �

�
r � i

qe

�h
(A + a)

� 2

'

+
1
2

Z
d2r 0� (r 0)Vc(r 0� r )� (r )

(5.17)

+
qe

4�
� �� � a�

@
@x �

a�

5.1.4 Propri �et �es du 
uide de Hall

Avant de d�eduire de l'action totale les�equationsdu mouvement pour le syst�eme,nousallons
d�eterminer en quoi cette action est appropri�ee pour d�ecrire le 
uide de Hall fractionnaire. Au
facteur de remplissage1=q, il y a q tubesde 
ux par �electron. Dans ce cas,on peut consid�erer
les �electrons comme de particules composites avec un 
ux q� 0 dans le sensoppos�e au champ
magn�etique B dont la sommedescontributions annule ce champ ext�erieur. Le syst�emeapparâ�t
alors commeun ensemble de bosonscompositesen interaction dans un champ magn�etique nul.
En champ moyen, la seule interaction que ressentent les bosons composites est l'in teraction
coulombienne r�epulsive. Or, un syst�eme de bosonsbidimensionnels en interaction r�epulsive �a
temp�erature nulle r�ealiseun condensatde Bose-Enstein.Dans cette th�eoriede champ moyen, le

uide de Hall fractionnaire �a remplissagemagique est consid�er�e commeun condensatde Bose-
Enstein de bosonscomposites. Dans un tel condensat la densit�e des bosonsest uniforme, ce
qui est coh�erent avec le remplacement des tubes de 
ux par un champ moyen uniforme. Nous
allons maintenant discuter l'apparition de l'e�et Hall quantique fractionnaire dans le condensat

3On a d�eduit ' en faisant une transformation unitaire sur  . Il apparâ�t alors que � =  y  = ' � ' .
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de Bose. Le condensatde Bose est un �etat super
uide de bosonscharg�e, il se comporte donc
commela phasesupraconductriced'un m�etal, qui peut être consid�er�eeun condensatde Bosede
pairesde Cooper. La sp�eci�cit �e de la supraconductivit�e est l'apparition d'un courant permanent
et de l'e�et Meissner. On peut donc s'attendre �a observer ces e�ets dans notre syst�eme de
bosonscomposites. Le courant permanent signi�e qu'il n'y a pas de chute de tension le long
de la direction du courant ; il correspond donc �a la r�esistivit�e diagonale nulle de l'e�et Hall
quantique fractionnaire. Les bosonscomposites ont non seulement une charge mais �egalement
destubesde 
ux �ctifs qui leur sont attach�es.Le 
ux de cestubescr�eeunedi� �erencede potentiel
�electrique le long de la direction perpendiculaire �a ce
ux, par e�et inductif. C'est celaqui donne
naissance�a l'e�et Hall. Calculonsla r�esistancede Hall dansceformalisme.La densit�e desbosons
compositesne et leur charge qe, sont les mêmesque cellesdes�electronsinitiaux. Si on consid�ere
la vitessemoyennedesbosonsv, la densit�e de courant est alors

i = neqev (5.18)

et le 
ux �ctif s'�ecouleavec la même vitesse. Calculons la force �electromotrice induite par ce

ux, en pla�cant un �l �ctif perpendiculaire au courant et en d�eterminant la force subie par une
charge dans le �l. Dans un syst�emede coordonn�eesli�e �a un rep�eremobile �a la vitessev, le �l se
d�eplace�a une vitesse� v . Une chargedansce �l en mouvement subit la force de Lorentz due au

ux �ctif, qui est statique dans le rep�ere choisit. Cette force de Lorentz donne lieu �a une force
�electromotrice induite et le champ �electrique induit est

E = � v � B � (5.19)

Ici, le champ magn�etique B � est le champ moyen dû au 
ux �ctif et est donn�e par

B � = � neq� 0z (5.20)

En rempla�cant cesdeux termes dans ( 5.18), et on obtient

E = q
h
q2

e
i � z (5.21)

Ce r�esultat donne la conductivit �e de Hall correcte

� xy = �
1
q

q2
e

h
(5.22)

En�n, l'incompressibilit �e du 
uide de Hall est la cons�equencede l'e�et Meissner.Cet e�et est
le ph�enom�enepar lequel le champ magn�etique est expuls�e du super
uide. Dans notre syst�eme,
un fort champ magn�etique est appliqu�e, mais dans l'approximation du champ moyen, ce champ
ext�erieur est exactement annul�e par les tubes de 
ux. Le champ moyen des tubes de 
ux est
proportionnel �a la densit�e de particules, donc un changement de la densit�e correspond �a l'ap-
parition d'un champ magn�etique dans le syst�eme.Or l'e�et Meissnergarantit qu'il n'y a aucun
champ magn�etique dans le 
uide donc la densit�e desparticules est toujours constante et la com-
pressibilit�e est nulle. Quand un champ magn�etique est rajout �e au syst�eme, il intervient comme
un 
ux quanti� �e c'est �a dire un vortex. Cesvortex correspondent aux quasi-particulesde l'e�et
Hall fractionnaire.

Nous pouvons maintenant utiliser la fonction de partition (5.15), pour obtenir une action
e�ectiv e pour les excitations de basse�energiedu syst�eme. Il su�t pour cela de consid�erer la
valeur minimale de l'action et de regarder lespetites 
uctuation autour de cette action e�ectiv e.
Cette m�ethode du col revient �a d�eterminer en premier lieu les solutions classiquesde l'action S,
en appliquant les lois d'Euler-Lagrange.
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5.1.5 Equations du mouv ement

Il est commode d'utiliser la d�ecomposition polaire du champ bosonique

' =
p

�e i� (5.23)

en introduisant le champ de densit�e �electronique � et le champ de phase � . A partir d'ici, �
d�esignedonc un champ qui n'est pas imm�ediatement reli�e aux phasesstatistique et de Berry. Le
champ de vitessesapparâ�t alors naturellement avec i = x; y

vi =
�h
m

@i � �
qe

m
(ai + A i ) (5.24)

Ces nouveaux champs permettent de r�eexprimer le Lagrangien. En e�et, le premier terme de
(5.17) se transforme simplement en

�@t � �
i
2

@t � � qe(a0 + A0) (5.25)

Le secondterme fait intervenir la d�eriv�eecovariante D = r � i qe
�h (a + A ) et se transforme en

�
�h2

2m
' � D 2' = �

�h2

2m

�
p

� 4
p

� � � (r � �
qe

�h
(a + A ))2 + i4 � �

(5.26)

+2 i
p

� r
p

�: r � � i
qe

�h
(a + A )r � � i

qe

�h
� r (a + A )

�

Apr �es�elimination destermes topologiqueset regroupement destermes

�
�h2

2m
' � D 2' =

�h2

2m
(r

p
� )2 +

m�
2

v2 (5.27)

Le Lagrangien total devient alors

L T ot = �@t � �
i
2

@t � + qe(a0 + A0)� +
�h2

2m
(r

p
� )2

(5.28)

+
m�
2

v2 +
qe�
2B

" ij kai @j ak + �U +
Z

� (r )Vc(r � r 0)� (r 0)d2r 0

U est simplement un potentiel �electrostatique ext�erieur qui correspond au potentiel de con�ne-
ment de l' �echantillon, par exemple.Il est facile d'obtenir le syst�emed'�equationsd'Euler-Lagrange
pour les champs �; � ; a0 et ai

4

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

@t � = � 1
2mv2 + �h2

2m
4

p
�p

� � qe(a0 + A0) � U(r ) �
R

Vc(r � r 0)� (r 0)d2r 0

@t � = � �hr (� v )

� � � = � m�
qeB " ij @i vj

" ij �v j = � �
2B ( m

qe
@tvi � �h

qe
@t r i � � @i a0)

(5.29)

Ces �equations aux d�eriv�eespartielles constituent la forme hydrodynamique des �equations de
champ moyen de Chern-Simons.Nous les utiliserons pour d�ecrire l'in teraction de deux 
uides
de Hall fractionnaires. Consid�eronsmaintenant la g�eom�etrie de la jonction �etendue.

4Pour la troisi �eme �equation, nous avons utilis �e la relation 5.24 et le fait que " ij @i A j = B .
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5.2 Jonction �etendue sans e�et tunnel

On consid�ereune jonction �etendueentre deux 
uides de Hall (cf Fig. 5.3). Nousnouspla�cons
dans la situation o�u la barri �ere de potentiel est su�sammen t haute pour que l'e�et tunnel soit
n�egligeable.On suppose en revanche que sa constante di�electrique permet les interactions �a
travers la barri �ere.Cette constante peut être di� �erente de celledesdeux 2-DEG et le pr�efacteur
de l'in teraction coulombienneest di� �erent suivant que l'on consid�ere l'in teraction d'un 
uide de
Hall sur lui-même ou sur l'autre. Nous savons que les �etats de bord de chiralit �es oppos�eesqui
circulent le long de la jonction sont m�elang�es par l'in teraction inter-canaux. On se place dans
le caso�u les 
uides de Hall sont �a remplissagemagiquesidentiques � = 1=(2n + 1). L'approche
naturelle d'un tel probl�emeest le traitement par bosonisation.

L

2

L

2
d

1

2

3

4

B

x

1

2 4

3

Fig. 5.3 { Deux 2-DEG s�epar�es par une jonction �etendue, en pr�esenced'un champ magn�e-
tique. Les interactions �a travers la barri �ere conduisent �a un m�elangedes�etats de bord contre-
propageants.

5.3 Traitemen t par bosonisation

Comme nous l'avons d�ej�a vu, l'approche naturelle pour traiter le probl�eme de la barri �ere
�etendue en r�egime d'e�et Hall fractionnaire magique est la bosonisation de l'Hamiltonien. On
supposequele gazbidimensionnelestcompl�etement polaris�edespin, et quele champ magn�etique
appliqu�e conduit �a un facteur de remplissagede � = 1=(2n + 1) du plus bas niveau de Landau.
Un seulbord �a cefacteur de remplissagepeut être d�ecrit par un unique bosonchiral [77]. Lorsque
la jonction est in�nimen t longue, l'in variance par translation assurela conservation du moment
et on peut utiliser le moment conserv�e pour indicer les�etats �electroniques,commeon l'a d�ej�a vu.
En l'absenced'e�et tunnel, seulesles interactions couplent lesmodesde bord contre-propageant.
L'Hamiltonien pour les modesd�ecoupl�esest alors :

H kin =
X

k> 0

(
2� v
q2

e�
) [� L (k)� L (� k) + � R (k)� R (� k)] : (5.30)

Ici, v est la vitessedes modesde bord et les op�erateurs � L=R (k) sont les densit�es�electroniques
de chaque cot�e de la barri �ere. On prend maintenant en compte les interactions coulombiennes
en rajoutant une contribution intra-canaux et inter-canaux, eV1(k) et eV2(k) respectivement [24].
Cela conduit �a l'Hamiltonien :

H tot =
X

k> 0

(
2� v
q2

e�
+ eV1(k)) [� L (k)� L (� k) + � R (k)� R (� k)]+

X

k> 0

eV2(k)( � L (k)� R (� k)+ � R(k)� L (� k)) :

(5.31)
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Commelesmodesdroits et gauchessont coupl�es,une transformation de Bogolyubov diagonalise
cette forme quadratique :

e� L (k) = cosh� k � L (k) + sinh� k � R (k);

e� R (k) = cosh� k � R (k) + sinh� k � L (k); (5.32)

avec :

tanh 2� k =
eV2(k)

2� v=(q2
e� ) + eV1(k)

: (5.33)

Le probl�emeinitial devient alors celui d'un bosonunique :

2�
q2

e�

X

k> 0

vk [e� L (k) e� L (� k) + e� R (k) e� R (� k)] ; (5.34)

avec la vitessedesmodescoupl�esd�ependant de k :

v2
k = (v +

q2
e�
2�

eV1(k))2 � (
q2

e�
2�

eV2(k))2: (5.35)

Il apparâ�t alors clairement qu'il peut seproduire une instabilit �e si l'in teraction inter-canaux V2

est su�sammen t intense.Si on consid�ere par exemple,une forme d'in teraction coulombienne �a
longue distance

Vi (y � y0) =
q2

e

" i

1
q

(y � y0)2 + d2
i

(5.36)

aveci = 1; 2 , "1 la constante di�electriquerelative desdeux 2-DEG suppos�esidentiques et " 2 celle
de la barri �ere. A�n d'�eviter une divergenceUV de l'in teraction, d1 est un cut-o� microscopique
du 2-DEG et d2 = d est la largeur de la barri �ere. Les transform�ees de Fourier de ce type
d'in teraction ont une forme connue

eVi (k) / K 0(kdi ) (5.37)

avec K 0 la fonction de Besselmodi� �ee.Dans la limite de basse�energiek ! 0,

eVi (k) � � ln( jkjdi ) (5.38)

Si on construit la barri �ere avec un mat�eriau tel que " 2 < "1
5, on obtient le comportement

asymptotique

(
q2

e�
2�

eV2(k))2 � (v +
q2

e�
2�

eV1(k))2 (5.39)

Dans cette limite, la vitessedesexcitations devient imaginaire. L'apparition de fr�equencesima-
ginaires dans la relation de dispersion traduit la pr�esenced'une instabilit �e. Pour le syst�emedes
canauxdebordscoupl�espar cette interaction, le fondamental autour duquelon regardele spectre
de basse�energien'est pas le fondamental correct. Cela signi�e que la th�eorie des� LL n'est pas
valable dans cette situation. En e�et, la technique de bosonisation revient �a tronquer certains
op�erateurs de la th�eorie initiale commeon l'a vu �a la section 5.31, ce qui conduit �a l'instabilit �e.
Cesop�erateursne sont pastous n�egligeablesdansla situation pr�esente, et contribuent �a la d�eter-
mination exactedu fondamental du syst�eme.Cet e�et ne seproduit bien ŝur pasdans lesbarres
de Hall usuelleso�u ce type d'in teraction coulombiennea lieu entre lesmodesdroits et gauches�a
travers le 
uide de Hall6 : cette situation �a �et�e �etudi�e en d�etails par Z•ulicke et MacDonald [80].
Ce n'est pas la casdansnotre jonction �etendueet tout le traitement pr�ec�edent est mis en d�efaut
car la forme quadratique obtenue par bosonisationn'est plus d�e�nie positive. Nous devonsdonc
proc�eder �a une analysemicroscopiqueplus �ne pour trouver le vrai fondamental du syst�eme.

5Avec " 1 = " GaAs = 11:7, il su�t de choisir un mat�eriau de " 2 � 1 pour être tr �es largement dans le r�egime
souhait�e. Une barri �ere en vide ou en air convient parfaitement.

6On a alors �evidemment " 1 = " 2 , et l'instabilit �e n'appara�̂t jamais.
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5.4 Equations de Chern-Simons pour la jonction �etendue

Pour d�eterminer le fondamental de la jonction �etendue,nous utilisons la th�eorie de champ
moyen de Chern-Simons [81]. Ce champ moyen rend compte des caract�eristiques essentielles
des 
uides de Hall incompressiblesaux remplissages� = 1=(2n + 1). Orgad and Levit [79] ont
montr �e que grâce �a cette th�eorie, il est possiblede d�ecrire correctement le couplagedesmodes
de bord par les interactions �a travers une barre de Hall. C'est pr�ecis�ement ce couplage qui
conduit �a une instabilit �e lors du traitement par la m�ethode de bosonisation comme on l'a vu
pr�ec�edemment. Noussuivronsla mêmeapprochepour traiter la g�eom�etrie de la jonction �etendue.
Chaquefermion est remplac�e par un bosonattach�e �a 2n + 1 quanta de 
ux via le champ de jauge
de Chern-Simons.L' �etat fondamental incompressible�a � � 1 = 2n + 1 est alors un condensatde
Bosede cesbosons�ctifs. Il y a donc deux 
uides de Hall distincts param�etr�espar ' a =

p
� aei� a ,

a = l ; r de chaque cot�e de la jonction, avec ' a les op�erateurs d'annihilation bosoniques.Nous
utilisons les unit �es �h = c = 1. Il est �egalement pratique d'utiliser desgrandeursadimensionn�ees
en mesurant les longueursen unit �e de longueur magn�etique ` = 1=

p
jqejB , le temps en inverse

de la pulsation cyclotron ! c = jqejB =m, les �energiesen unit �e de ! c
7

Nous nous int�eressons�a la situation sym�etrique o�u les deux 
uides de Hall ont la même
densit�e, il est alors commode de mesurer la densit�e d�ependant de la position en unit �e de sa
valeur dans le volume � vol = � =(2� ) = � . En plus deschampsde bosons' a, la th�eoriede Chern-
Simonsrequiert l'in troduction de deux champsde jaugesstatistiques �a deux dimensionsspatiales
aa et une dimension temporelle a0a. Le champ magn�etique ext�erieur est appliqu�e suivant l'axe
z : r � A = B bz. Les champs de vitessesont d�e�nis par :

va = r � a + aa + A a: (5.40)

Les �equationsde champ moyen donnent desrelations locales,valabless�epar�ement desdeux
côt�es la barri �ere. Ce sont les �equations li�eesaux tubesde 
ux attach�es :

r � aa = � � a: (5.41)

Il y a �egalement desrelations entre les champ �electriquesde Chern-Simonset les courants, qui
peuvent s'�ecrire en fonction desvitesseset desphases:

@t r � a � @t va � r a0a = � ava � bz: (5.42)

Finalement, la partie �electrostatiquedu probl�emeest contenue dansles�equationsdu mouvement
pour les phases� a :

@t � a = �
1
2

v2
a +

1
2

@2
i
p

� a
p

� a
+ a0a � V (x) � � a �

�
2�

Z X

b

Vab(r � r 0)( � b(r
0) � 1)d2r 0: (5.43)

Cette derni�ere �equation contient U(x) qui est le potentiel �a un corps du �a la barri �ere entre les
deux cot�esde la jonction. Comme cette jonction est orient�eesuivant la direction y, ce potentiel
d�epend juste de x. On consid�eresimplement U comme�etant in�ni dansla barri �ereet nul ailleurs.
Nousavons�egalement ajout �eun potentiel d'in teraction r�epulsif � qui estusuellement ajout �epour
assurerque lesbosonssont �a coeur durs, cequi conduit au coe�cien t � a. Finalement le couplage
entre les deux liquides de Hall apparâ�t uniquement via l'in teraction �electrostatique �a travers
la barri �ere. Cela est d�ecrit par les coe�cien ts d'in teraction hors-diagonauxVr l = Vl r . Nous ne
prenons pas en compte l'e�et tunnel et ce terme est le seul par lequel les deux gouttelettes de

7On obtient alors les conversions suivantes @x ! @x l � 1 , @t ! @t ! c , r ! r l , v ! vl ! c et � qea0 ! ml ! ca0 . On
a toujours ! c = � qeB =m.
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Hall communiquent. L'in teraction coulombienne �a l'in t�erieur de chaque gouttelette est donn�ee
par :

Vr r = Vl l =
1

�h! c

q2
e

"`
1

j r � r 0 j
(5.44)

avec " = "1 la constante di�electrique identique pour chaque 
uide. La force des interactions
peut être caract�eris�ee par la constante � c = q2

e=("` �h! c) qui est faible quand on est dans les
conditions de l'e�et Hall quantique fractionnaire, i.e. quand lesinteractions m�elangent faiblement
les niveaux de Landau. Il est �evident que l'in teraction �a travers la barri �ere n'est pas si simple
si on consid�ere le cas d'une constante di�electrique de la barri �ere " 2 = "0 di� �erente de celle des

uides "0 6= ". La description pr�ecisedu potentiel d'in teraction d�epend la g�eom�etrie exacte de
l' �echantillon. Nousner�ealiseronspasici unemod�elisation d'un �echantillon pr�eciset nousessayons
juste de mettre en �evidencele comportement du syst�eme en pr�esenced'une instabilit �e comme
nous l'avons d�ej�a vu. Pour cela, nous utilisons le même potentiel de Coulomb qu'�a l'eq.(5.44)
avec une pr�e-constante globale di� �erente. L'in teraction �a travers la barri �ere est alors :

Vr l = Vl r =
1

�h! c

q2
e

" 0̀

1
j r � r 0 j

= � ac
1

j r � r 0 j
(5.45)

avec la constante � ac = q2
e=(" 0̀ �h! c). Cette approximation est cr�edible quand on consid�ere des

�etats �electroniquesdes bords de la jonction �etendue. Ils interagissent directement �a travers la
barri �ereavec une interaction dont la forme est tr �esproche de Vr l i.e. il n'y pratiquement pas de
contribution suppl�ementaire venant des
uides avec une constante di�electrique di� �erente " .

Nous pouvons r�e�ecrire ce syst�emed'�equation sousla forme plus compacte:
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

1 � � = " ij @i vj

@t @i � � @t vi � @i a0 = " ij �v j

@t � = � @i (� v )

@t � = � 1
2v2

i + 1
2

@2
i
p

�p
� + a0 � U(r ) � �

2�
R

V(r � r 0)� (r 0)d2r 0

(5.46)

Nous recherchons maintenant dessolutions aux �equationsde champ moyen, avec invariance
par translation le long de la barri �ere; toutes les quantit �essont donc desfonctions de x unique-
ment. De même, la vitessesuivant la direction x est nulle (vx = 0). Cela permet de simpli�er
l'in t�egralede Coulomb dans (5.43) en int�egrant suivant la coordonn�eey.
Z

d2r 0 1
j r � r 0 j

(� a(r 0) � 1) ' � 2 ln L (
Z

dx0(� a(x0) � 1)) � 2
Z

dx0ln jx � x0j(� a(x0) � 1): (5.47)

Nous avons suppos�e ici que la longueur de la barri �ere L suivant y, est bien plus grande que
la largeur de la zone o�u la densit�e �electronique est di� �erente de celle du volume. Nous v�eri�e-
rons que le ph�enom�eneque l'on cherche �a d�ecrire sepassee�ectiv ement sur quelqueslongueurs
magn�etiques.

Pour r�esoudreces�equationsde champ moyen, on seplace d'abord dans la jauge de Landau
A = (0; B x) et aa = (0; aya). Avec ce choix de jauge, les angles � a sont contrain ts d'être des
fonctions lin�eairesde la coordonn�eey commedu temps: � a = � � at � xay. Pour unevaleur donn�ee
de xa, on imposela condition que la densit�e tende vers sa valeur uniforme dans le volume du

uide quand on s'�eloignede la barri �ere. Cette contrain te assureque les solutions classiquesque
l'on va obtenir des�equationsde Chern-Simonsconcernent bien lesbords de la barri �ere.En e�et,
la th�eorie de Chern-Simonsd�ecrivant l'ensemble desdeux 
uides de Hall coupl�es �a travers une
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barri �ere abrupte de potentiel in�ni, les solutions obtenuessanscette contrain te pourraient être
relatives �a des �etats du volume. Cela �xe �egalement la valeur du potentiel chimique � a. Pour
une barri �ere avec un seul bord, la quantit �e correspondante x 0 peut être vue comme la charge
en exc�es par unit �e de longueur le long du bord[79, 83]. Cette propri �et�e est encorevraie dans le
cas d'une jonction �etendue : l'indice l renvoie au cot�e gauche x < 0 et r �a x > 0. En utilisant
l' �equation de 
ux (5.41), on trouve

Z 0

�1
dx0(� l x

0) � 1) = + x l and
Z + 1

0
dx0(� r (x0) � 1) = � x r : (5.48)

Nous nous sommesplac�esdans le caso�u la charge en exc�esest sym�etrique avec x l = � x r . Cela
signi�e quele syst�emenon perturb�e (sansinteraction �a traversla barri �ere)a le mêmeremplissage
quelesdeux cot�ess�epar�ement. Lessolutionsquel'on va obtenir sont doncunefamille desolutions
�a un seul param�etre X = � x r = + x l .

Si les int�egrales de Coulomb sont �evalu�ees comme dans Eq.(5.47), les termes constants
conduisent �a une renormalisation des potentiels chimiques par une constante additiv e en ln L .
Il apparâ�t alors naturel d'in troduire les potentiels chimiques d�ecal�es �a partir desquelsnous
exprimerons tous les r�esultats :

~� r ;l = � r ;l + 2(� c + � ac)X ln L (5.49)

Le syst�emed'�equations �a r�esoudresesimpli�e en deux sous-syst�emesd�e�nis sur les deux demi-
droites x > 0 : 8

>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

@xvyr (x) = 1 � � r (x)

@xa0r (x) = � r (x)vyr (x)

@t � r (x) = � @x (� r (x)vyr (x))

~� r = 1
2v2

yr (x) � 1
2

@2
x
p

� rp
� r

� a0r (x) + � r (x)

� 2� c
R1

0 (� r (x0) � 1) ln jx � x0jdx0

� 2� ac
R0

�1 (� l (x0) � 1) ln jx � x0jdx0

(5.50)

et x < 0 : 8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

@xvyl (x) = 1 � � l (x)

@xa0l (x) = � l (x)vyl (x)

@t � l (x) = � @x (� l (x)vyl (x))

~� l = 1
2v2

yl (x) � 1
2

@2
x
p

� lp
� l

� a0l (x) + � l (x)

� 2� c
R0

�1 (� l (x0) � 1) ln jx � x0jdx0

� 2� ac
R1

0 (� r (x0) � 1) ln jx � x0jdx0

(5.51)

Les deux syst�emesd'�equations ne sont coupl�es que par le terme int�egral proportionnel �a � ac

dans la derni�ere �equation.

5.5 Pro�l de densit �e des bords

Nous avons r�esolu num�eriquement le syst�eme d'�equations pr�ec�edent pour les quantit �es � a,
vya et a0a. Avec l'expression particuli �ere des phases� a, les �equations (5.50,5.51) peuvent être
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consid�er�eescommeun probl�emeaux valeurs propres non-lin�eaire en � a (vecteur propre) et e� 1;2

(valeur propre). Pour cela, nous avons ramen�e la r�esolution du syst�emed'�equation aux d�eriv�ees
partielles coupl�ees(5.50,5.51) �a un probl�eme aux valeurs propres sur � a en injectant les deux
premi�eres�equations de (5.50,5.51)dansla quatri �eme.La troisi�eme�equation est nulle en r�egime
permanent et on peut r�e�ecrire le probl�emeinitial sousla forme

~� a� a = H a(� r ; � l ) (5.52)

H a(� r ; � l ) est un op�erateur non-local et non-lin�eaire en � r et � l qui s'interpr�ete comme un
Hamiltonien. Pour trouver les fonctions � r et � l qui v�eri�en t ces deux �equations aux valeurs
propres, nous avons utilis �e la m�ethode de relaxation (un ansatz dict�e par la sym�etrie vxa = 0).
Cette m�ethode part d'une fonction test � 0;a pour chacun desbords. On la normaliseen utilisant
RW

0 � 0;r (x)dx = W � x r pour � 0;r et une �equation �equivalente pour � 0;l . On �evalue ensuitea0a et
vya, �a partir desdeux premi�eres�equationsde (5.50,5.51).On calculeen�n H a(� 0r ; � 0l ). Si � 0r est
fonction propre de H r (� 0r ; � 0l ), on aura automatiquement ~� r

RW
0 � 0r (x)dx =

RW
0 H r (� 0r ; � 0l )dx.

La quantit �e ~� 0r =
RW

0 H r (� 0r ; � 0l )dx=(W � x r ) est donc forcement sup�erieure �a H r (� 0r ; � 0l ) et
on incr�emente l'algorithme en d�e�nissant une nouvelle fonction d'essai

� 1;r = � 0;r e� dt( ~� 0r �H r (� 0r ;� 0l )) (5.53)

.
Nous avons r�ealis�e deux programmesidentiques en Matlab ainsi qu'en C/C ++ a�n d'impl �e-

menter cette m�ethode. Lesquantit �es e� 1;2 sont d�etermin�eesune fois que l'on a �x �e lesparam�etres
� c, � ac et X . Notre r�esultat principal est que lorsque les interactions �a travers la barri �ere sont
su�sammen t fortes, il apparâ�t une bifurcation dans les solutions de champ moyen et nous
obtenonsdessolutions asym�etriques pour desvaleurs de e� r et e� l di� �erentes (cf Fig.5.4).

Fig. 5.4 { Potentiels chimiques de deux bords en fonction de � ac avec � c = 0:03. La bifurcation
descourbestraduit l'apparition de la disym�etrie.

Pour cesvaleursdespotentiels chimiques, nousavonsobtenu lesdensit�es� r et � l en fonction
du param�etre X , des constantes de couplages� c et � ac. Quand � ac est faible nous obtenons
despro�ls de densit�e sym�etriques par rapport �a la barri �ere qui ressemblent beaucoup�a ce que
l'on trouve pour un bord unique le long d'une barri �ere. L'in teraction intra-canaux ne fait que
renormaliser le pro�l de densit�e des bords. Un exempletypique est repr�esent�e �a la Fig.( 5.5).
Cespro�ls de densit�e ont d�ej�a �et�e �etudi�es [79, 83] dans le casd'un bord unique. Il apparâ�t un
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exc�es de densit�e �electronique le long du bord uniquement quand la coordonn�ee X est n�egative
et su�sammen t grande. A la Fig.( 5.5) nous avons repr�esent�e les solutions correspondants aux
param�etres X = � 1, � c = 0:03 et � ac = 2.

Fig. 5.5 { Pro�l de densit�e pour une jonction �etendue en supposant la couplage � ac = 2, en
fonction de la position x par rapport �a la barri �ere.Le param�etre de chargeen exc�esest X = � 1.

5.6 Vitesses des mo des de bord

Comme nous �etudions le cas d'un simple 
uide de Hall au remplissage� = 1=(2n + 1), il
existeun mode de propagation chiral �a chaquebord de la jonction quand il n'y a pasde couplage
entre lesdeux 
uides. Lorsquenoussommesdans la situation de brisure de sym�etrie mentionn�ee
plus haut, il est naturel de se demander ce que deviennent ces excitations. Pour �etudier ces
modesqui sepropagent le long descanaux de bord reconstruits, nousutilisons la m�ethode RPA
en lin�earisant les �equations du mouvement obtenuespr�ec�edemment. Si on consid�ere les petites
d�eviations par rapport �a l' �equilibre � � a, � a0a, � aa, � va et � � a, nous obtenons le syst�emecoupl�e
suivant :

r � � aa = � � � a: (5.54)

@t r � � a � @t � va � r � a0a = � � ava � bz + � a� va � bz: (5.55)

@t � � a = � vya� vya + F (� a) +
1
4

@2
i (� � a=

p
� a)

p
� a

+ � a0a � � � a �
�
2�

Z X

b

Vab(r � r 0)� � b(r 0)d2r 0; (5.56)

avecF (� ) = � (@2
i
p

� )=(4� 3=2). Pour trouver une solution de ces�equationsRPA, on peut remar-
quer que la d�eriv�eedes�equationsde champ moyen (eqs.5.50, 5.51) par rapport �a un param�etre
ext�erieur comme x r ou x l est formellement analogueaux RPA pr�ec�edentes. Nous allons donc
utiliser un ansatz avec une d�ependanceharmonique en le temps dans la propagation le long de
la barri �ere et dont la d�ependanceen x est choisie de la mani�ere suivante pour le côt�e x > 0 :

8
>>>><

>>>>:

� � r (x; y) = @x r � r (x) cos(ky � ! t);

� vyr (x; y) = @x r vyr (x) cos(ky � ! t);

� a0r (x; y) = @x r a0r (x) cos(ky � ! t);

� � r (y) = � 1
k sin(ky � ! t);

(5.57)
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et pour le côt�e x < 0 :
8
>>>><

>>>>:

� � l (x; y) = @x l � l (x) cos(k0y � ! t);

� vyl (x; y) = @x l vyl (x) cos(k0y � ! t);

� a0l (x; y) = @x l a0l (x) cos(k0y � ! t);

� � l (y) = � 1
k sin(k0y � ! t):

(5.58)

Danscessolutionsd'essai,lesfonctions � a, a0a, vya sont solutionsdes�equationsdechamp moyen.
Nous choisissonsles fonctions d'essaisd�e�nies en tout point du syst�emecomme 8

8
>>>><

>>>>:

� � (x; y) = �� � r (x; y)�( x) + � � � l (x; y)�( � x);

� vy(x; y) = �� vyr (x; y)�( x) + � � vyl (x; y)�( � x);

� a0(x; y) = �� a0r (x; y)�( x) + � � a0l (x; y)�( � x);

� � (x; y) = �� � r (y)�( x) + � � � l (y)�( � x);

(5.59)

En e�et

@x1 (� vy1) = @x1 (@xvy1(x)) cos(ky � ! t)

= @x1 (1 � � (x)) cos(ky � ! t) (5.60)

= � � � 1(x)

En proc�edant dela mêmemani�erepour � vy2 �a x < 0, on montre que� vy2 = @x2 vy2(x) cos(k0y� ! t)
satisfait l'equation correspondante.

De plus,

@t (@x � ) � @t (0) � @x1 (@xa0(x)) cos(ky � ! t) = vy1(x)@x2 � (x) cos(ky � ! t) + � (x)@x1 vy(x) cos(ky � ! t)

(5.61)

, @x1 (� @xa0(x)) = @vy 1 � (x)

On proc�edede mêmepour x < 0 et on constate que
En�n, en remarquant que Z 1

0

cos(xy)
p

x2 + a2
dx = K 0(ay) (5.62)

pour Re(a) > 0 on calcule facilement lorsqueL ! 1
Z L=2

� L=2

cos(ky0� ! t)
q

((x � x0)2 + (y � y0)2)
dy0 ! 2cos(ky � ! t)K 0(kjx � x0j) (5.63)

Ainsi, pour la derni�ere �equation nous obtenons�a x > 0

�
!
k

cos(ky � ! t) = � �v y(x)@x1 (vy(x)) cos(ky � ! t) + f (�; � � ) � �
k2@x1 � (x) cos(ky � ! t)

4� (x)

+ �@x1 a0(x) cos(ky � ! t) � �@x1 � (x) cos(ky � ! t) �

� �� c

Z L=2

� L=2

Z 1

0

cos(ky0 � ! t)
q

((x � x0)2 + (y � y0)2)
@x1 � (x0)dx0dy0 (5.64)

� � � ac

Z L=2

� L=2

Z 0

�1

cos(ky0 � ! t)
q

((x � x0)2 + (y � y0)2)
@x2 � (x0)dx0dy0

8 Ici, la fonction �( x) d�esignela fonction de Heavyside qui vaut 1 si x > 0, o sinon. Elle permet de d�e�nir par
morceaux les solutions dans tout le plan.
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En utilisant la forme asymptotique de la fonction de Besselmodi� �ee dans la limite de basse

�energieK 0(kjx � x0j) = ln 2e� 


kjx � x0j
, on obtient

�
!
k

= �@x1

�
�

1
2

v2
y (x) + a0(x) � � (x)

�
+ �f (�; � � )

� 2�� c

Z 1

0

2e� 


kjx � x0j
@x1 � (x0)dx0dy0

� � � ac

Z 0

�1

2e� 


kjx � x0j
@x2 � (x0)dx0+ o(k) (5.65)

On cherche �a faire apparâ�tre la d�eriv�eede � e� 1 par rapport �a x1, pour cela,il convient de s�eparer
lesterms en k et en x � x0danslesint�egrales.Il faut �egalement rajouter et soustraireun terme de
la forme 2�� ac

R0
�1 ln jx � x0j@x1 � (x0)dx0, puis regrouper tout les termesqui apparaissent comme

une d�eriv�eede x1

�
!
k

= �@x1 f � e� 1g � 2�� c

Z 1

0

2e� 


jkj
@x1 � (x0)dx0

� 2� � ac

Z 0

�1

2e� 


k
@x2 � (x0)dx0

+2 � � ac

Z 0

�1
ln jx � x0j@x2 )� (x0)dx0 (5.66)

� 2�� ac

Z 0

�1
ln jx � x0j@x1 )� (x0)dx0 (5.67)

De plus, on constate que
Z 1

0
@x1 � (x0)dx0 = � 1 et

R0
�1 @x2 � (x0)dx0 = +1 (5.68)

Si on supposeque la taille de l' �echantillon dans la direction y est de l'ordre de W , et que l'on se
placedans la limite asymptotique k � W � 1, on obtient alors � ln(k) � ln(W ) � ln jx � x0j, on
peut alors n�egliger les deux derni�eresint�egralespar rapport �a la deuxi�emedans Et �nalement
pour x > 0

�
!
k

= �
�

�
@e�
@x1

� 2� c ln
jkj

2e� 


�
+ 2� � ac ln

jkj
2e� 
 + (5.69)

On proc�edede la mêmemani�ere pour x < 0 et on obtient :

�
!
k

= �
�

�
@e�
@x2

+ 2� c ln
jkj

2e� 


�
� 2�� ac ln

jkj
2e� 
 (5.70)

Dans le caso�u � ac = 0, les modesdesdeux cot�essont d�ecoupl�es, la situation est sym�etrique
et � @e�

@x1
= @e�

@x2
= v. Chacunede deux relations de dispersion est valable et d�ecrit les excitations

chirales usuellesaveclesvaleursde la vitessedonn�eespar lesformulesde bosonisation 9 Chacune
de cesexcitations est localis�eed'un cot�e ou l'autre de la barri �ere.Lorsque l'on prend en compte
l'in teraction �a travers la barri �ere, les solutions de la RPA doivent satisfaire les �equations pour

9Notons que la transform�ee de Fourier � � ln k dans la limite basse�energie.
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toutes les valeurs de x, et en particulier les relations de dispersion �a droite et �a gauche de la
barri �eredoivent être �egales.Dansle casdissym�etrique, lesvitessesnues� @e�

@x1
= v1 et � @e�

@x2
= � v2

10 ne sont plus forcement �egaleset l' �egalisation de relations pour x > 0 et x < 0 conduit �a
�

v1 � 2� c ln
jkj

2e� 


�
+ 2

�
�

� ac ln
jkj

2e� 
 = �
�

v2 � 2� c ln
jkj

2e� 


�
� 2

�
�

� ac ln
jkj

2e� 
 (5.71)

Cela revient �a r�esoudre

2��
� 2 + � 2 =

� 2� ac ln jkj
ev � 2� c ln jkj

(5.72)

o�u ev = v1 + v2
2 et o�u on a omis les termes en constantes d'Euler pour simpli�er. Dans le

cas sym�etrique o�u � ac � � c, cette relation est v�eri� �ee pour a = cosh(� k ) et b = sinh(� k ) ou

l'in verse,avec tanh(2� k ) = � 2� ac ln jkj
v � 2� c ln jkj , ce qui est l'habituelle transformation de Bogolyubov

de la bosonisation.Les relations de dispersion sont �egales�a droite et �a gauche et prennent deux
valeurs distinctes pour les deux solutions

!
k

=
q

(v � 2� c ln jkj)2 � (2� ac ln jkj)2

(5.73)
!
k

= �
q

(v � 2� c ln jkj)2 � (2� ac ln jkj)2

Dans le caso�u � ac > � c, la technique pr�ec�edente n'est plus adapt�eecar on voit ais�ement que la
même transformation conduit �a tanh(2� k ) > 1, ce qui correspond �a une relation de dispersion
avec composantes imaginaires.

5.7 Reconstruction dissym �etrique des bords

Lorsquel'on consid�eredesr�egimesde fortes interactions �a travers la barri �ere,nousobservons
une distribution de charge asym�etrique dessolutions des�equationsde Chern-Simonsen champ
moyen. Il y a bien sur deux solutions sym�etriques l'une de l'autre �a travers la barri �ere mais
les 
uctuations quantiques du syst�eme en s�electionne une particuli �ere. Num�eriquement nous
avons l�eg�erement perturb�e la situation sym�etrique pour engendrercette brisure spontan�ee de
sym�etrie. Avecnotre choix d'in teractions, cette brisure desym�etrie apparâ�t �a partir d'une valeur
� ac ' 4:5 qui est essentiellement ind�ependante de la charge en exc�esX dans la gamme�etudi�ee
� 2 < X < +2. La distribution de charge a maintenant une forme complexecommeon le voit �a
la Fig.(5.6). De même, la distribution de courant acquiert une forme dissym�etrique indiqu�eeen
pointill �essur ces�gures (cf Fig. 5.7, 5.8).

On constatequ'il apparâ�t une bifurcation dans les solutions de champ moyen et nous obte-
nons dessolutions asym�etriques pour desvaleurs de e� r et e� l di� �erentes (cf Fig.5.4). Toutefois,
contrairement �a ce qui est pr�edit par les relations de dispersion, la bifurcation que l'on met en
�evidencen'apparâ�t que pour des valeurs de � ac � 100� c. Il existe donc toute une gamme de
valeurs de � ac � � c, telles que la relation de dispersion est instable. Lorsque 100� c � � ac � � c,
la technique de d�etermination du fondamental par la th�eoriede Chern-Simonsn'est pas �a même
de determiner la vrai nature de l'instabilit �e. Ce point est actuellement en cours d'�etude.

10 v2 > 0
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Fig. 5.6 { Pro�l de densit�e pour une jonction �etendueen supposant le couplagefort � ac = 6,en
fonction de la position x par rapport �a la barri �ere.Le param�etre de chargeen exc�esest X = � 1.

Fig. 5.7 { Deux pro�ls de densit�e dissym�etriques pour X = � 1 (traits pleins) et X = +1 traits
pointill �es,en fonction de la position x par rapport �a la barri �ere.
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Fig. 5.8 { Deux pro�ls de courants dissym�etriquespour X = � 1 (traits pleins) et X = +1 traits
pointill �es,en fonction de la position x par rapport �a la barri �ere.

5.8 Conclusion

Nousavonsdoncutilis �e la th�eoriedechamp moyende Chern-Simonspour la jonction �etendue
a�n de d�eterminer les pro�ls de densit�e �electroniquedesbords en fonction de la charge en exc�es
et de la force desinteractions. Nous avonsproduit les excitations et la relation de dispersion du
syst�emepar la m�ethode RPA. Nous avonsd�emontr �e qu'en pr�esenced'une interaction inter-edge
su�sammen t forte, la relation de dsipersion obtenue par cette technique autant que l'approche
naturelle de bosonisationdu probl�emede deux 
uides de Hall coupl�es �a remplissageidentiques
� = 1=(2n + 1) est mise en d�efaut. Il apparâ�t une instabilit �e lorsque l'in teraction inter-canaux
est su�sammen t forte. Nous avonsmis en �evidence,lorsquel'in teraction est su�sammen t forte,
la reconstruction dissym�etrique des bords par rapport �a la barri �ere. La distribution de charge
n'est plus sym�etrique par rapport �a la barri �ere.Nous n'avonspasencored�etermin�e la nature des
excitations autour de cenouveaufondamental. Nousn'avonspasr�esolula nature du fondamental
pour la gammede valeur du param�etre 100� c � � ac � � c. Cesdeux point sont en coursd'�etude.
Ils emble raisonnablede penserque l'abandon de l'hypoth�esed'invariancepar translation le long
de la jonction permettra de les r�esoudre.
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Chapitre 6

Conclusion.

Danscem�emoire,nousavonspr�esent�equelquestravaux sur denouveauxe�ets m�esoscopiques
de la physiquedescanauxde bord de l'e�et Hall fractionnaire. Danscedomainetr �esactif tant du
point devue exp�erimental queth�eorique,nousavonsax�enotre travail th�eoriquesur l'exploitation
exp�erimentale de nos r�esultats. Les travaux que nous avons r�ealis�e sont en e�et motiv�es soit
par desexp�eriencesd�ej�a r�ealis�ees,soit par desexp�eriences�a venir avec desstructures richesde
ph�enom�enesnouveaux.Au remplissagemagiquede Laughlin � = 1=(2m+ 1), nousavonsrappel�e
au chapitre I I que les canaux de bords sont habituellement d�ecrits par la th�eorie des liquides
de Luttinger chiraux. Aux chapitres I I I et IV, nous avons �etudi�e les propri �et�es de transport
tunnel de nouvelles structures m�esoscopiques: les jonctions tunnel �etendues.Au chapitre V,
nous avons montr �e que dans cesstructures, les interactions peuvent conduire �a une dramatique
reconstruction dissym�etrique des canaux de bords, invalidant la th�eorie de Luttinger dans son
acceptation usuelle.

Au chapitre I I I, nousavonsd�etaill�e l' �etude du transport tunnel dansune jonction quantique
�etendues�eparant deux 
uides de Hall �a remplissage� = 1=m identiques, et o�u les interactions
coulombiennes �a longue distance sont pr�esentes. Nous avons r�ealis�e un calcul perturbatif du
courant et du bruit tunnel �a temp�erature �nie, bas�e sur la th�eorie des liquides de Luttinger
chiraux et de la bosonisation. Nous avons obtenu la valeur du courant tunnel et du bruit en
fonction de la di� �erencede potentiel appliqu�ee,du facteur de remplissage,de le longueur de la
barri �ere et de la temp�erature. Nous avons mis en �evidence,outre les non-lin�earit�es typiques du
transport dans les liquides de Luttinger, des e�ets de seuil et des oscillations li�es au caract�ere
�etendu de la jonction. Cesr�esultats viennent compl�eter une longue liste de travaux th�eoriques,
en fournissant un cadre plus complet prenant en compte la longueur, la temp�erature, la force
desinteractions longuedistanceet le remplissage.Nous pouvonsenvisagerde poursuivre l' �etude
de cette structure en nous int�eressant aux e�ets du d�esordresur le transport.

Au chapitre IV, nousavons�etudi�e lespropri �et�esde transport tunnel d'une jonction quantique
�etenduedansune g�eom�etrie en coin. Cette g�eom�etrie o�u deux plans �electroniquessont �a 90� l'un
de l'autre conduit �a la formation d'une jonction quantique �etendue entre canaux de bords de
deux 
uides de Hall de remplissageset de chiralit �es ind�ependants. Nous avons d'abord discut�e
la relation de dispersion �a une particule de ce syst�eme suivant les chiralit �es relatives des deux
bords. Dans le cas contre-propageant, nous avons calcul�e la conductancedi� �erentielle tunnel
en l'absence d'in teraction et �a remplissageentier. Nous avons mis en �evidencedeux r�egimes
distincts de transport. En pr�esenced'in teraction coulombienne,nousavonsmontr �equ'il apparâ�t
une transition de phasede type commensurable-incommensurableen sebasant sur une analyse
du diagramme de 
ot du groupe de renormalisation pour ce syst�eme. Dans le cas in�edit de
canaux co-propageant, nousavonsmontr �e que le syst�emeest d�ecrit par un Hamiltonien de sine-
Gordon chiral. Nousavonscalcul�e perturbativ ement le courant tunnel entre lesbords en fonction
des facteurs de remplissagedistincts des deux bords, de l'in teraction de Coulomb �a travers la
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jonction et de la longueur de la barri �ere. Nous avons mis en �evidence di� �erents r�egimesen
fonction desparam�etres pr�ec�edents. Ces r�esultats comptent parmi les premiers concernants les
jonctions �etenduesen coin et montrent l'impressionnante vari�et�e de ph�enom�enesdistincts qui
apparaissent dans cesstructures.

Dans le chapitre V, nous avons �etudi�e la jonction quantique �etendue du chapitre I I dans
un r�egimed'in teraction o�u l'in tensit�e de l'in teraction de Coulomb �a travers la jonction est plus
importante qu'�a l'in t�erieur de chaque
uide de Hall en l'absenced'e�et tunnel. Nous avonsalors
appliqu�e la th�eoriede champ moyende Chern-Simonsa�n de d�eterminer lespro�ls dedensit�edes
bords en fonction desinteractions et desl'exc�esde charge. Nous avons r�esolunum�eriquement le
syst�emed'�equationsaux d�eriv�eespartielles du mouvement de Chern-Simons.Nousavonscalcul�e
ensuite par la m�ethode RPA, les excitations �el�ementaires des bords. La relation de dispersion
ainsi obtenue,demêmequela technique usuelledebosonisationappliqu�eeau calcul de la relation
de dispersion du syst�eme, mettent en �evidencel'apparition d'une instabilit �e lorsque l'in terac-
tion inter-canaux devient plus intense que l'in teraction intra-canaux. Lorsque l'in teraction est
su�sammen t forte, il apparâ�t une brisure de sym�etrie en fonction de l'in tensit�e de l'in teraction
�a travers la jonction. Les deux bords sont reconstruits de mani�ere dissym�etrique par rapport
�a la barri �ere. Ce travail s'inscrit dans la th�ematique de la reconstruction des canaux de bord
par les interactions en pr�esentant un e�et inattendu et spectaculairedont la signature apparâ�t
pourtant clairement sur la formule de bosonisationusuelle.Cet e�et r�ealiste dans les jonctions
quantiques �etenduesest toutefois di�cile �a mettre en �evidenceexp�erimentalement.
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Etude de jonctions entre canaux de bord de l'e�et Hall quan tique fractionnaire.
Dans cette th�ese,nous traitons de l'in teraction entre deux �etats de bord dans le r�egimede

l'e�et Hall fractionnaire. Nous noussommesappuy�essur lesr�ealisationsexp�erimentales r�ecentes
de structures (les jonctions quantiques �etendues)qui favorisent largement cesinteractions.

Nous avons d'abord introduit l'e�et Hall quantique en mettant l'accent sur la physique des
�etats de bords.

Nous avons ensuite �etudi�e le transport tunnel �a travers une jonction quantique �etendue,
en consid�erant les bords comme des liquides de Luttinger chiraux. Nous exposons di� �erents
r�egimesde courant en fonction de la longueur de la jonction, la force desinteractions, le facteur
de remplissageet la temp�erature. Nous calculons�egalement le bruit associ�e �a ce courant.

Nous avons g�en�eralis�e cesr�esultats �a une jonction en coin, dans laquelle les canaux de bord
peuvent être contre ou copropageant. Dans le cascontre-propageant, il apparâ�t une transition
de phasecommensurable-incommensurableen fonction des interactions et d'un paramêtre sup-
pl�ementaire. Dans le casco-propageant, nous calculons le courant tunnel en perturbation dans
un mod�ele de sine-Gordonchiral.

En�n, nous d�eterminons les pro�ls de densit�e des bords et les excitations. Nous mettons
en �evidencel'apparition d'une instabilit �e dans cesjonctions quand l'in teraction entre les bords
est trop forte. La th�eorie de Chern-Simonsmontre qu'il seproduit alors une reconstruction des
bords par les interactions.

Mots-cl �es : E�et Hall fractionnaire, physique m�esoscopique,liquide de Luttinger, bosoni-
sation, jonctions quantiques, Chern-Simons.

Study of edge channels junctions in the fractionnal quan tum Hall regime.
In this thesis, we deal with interactions between edge states in Fractional quantum Hall

e�ect. Our work is grounded on recent experimental realizations of structures -quantum line
junctions- in which this e�ect is enhanced.

We �rst introduce the quantum Hall e�ect emphasizingthe edgestates description.
Then, we calculate the tunnel current trough such a junction by considering the Luttinger

liquid theory. We discussvarious regimesof current by varying the junction length, the strength
of the interactions, the �lling factor and the temperature.We alsocalculate the associated noise.

In a third part, we extend this study to a corner junction, whereedgechannelscan be either
counter-propagating or co-propagating.In the counter-propagating case,there is a commensurable-
incommensurablephase transition as a function of the strength of the interactions and of an
additionnal parameter : the incommensurability. In the co-propagating case,we calculate the
tunnel current perturbativ ely, from a chiral sine-Gordonmodel.

Eventually, we obtain the density pro�les and the elementary excitations of the system.We
evidencean instabilit y in the dispersion relation of thesejunctions when the inter-edgeinterac-
tion is strong enough.The mean �eld Chern-Simonstheory predicts an edgereconstruction by
the interactions.

Keyw ords : Fractionnary Quantum Hall e�ect, mesoscopicphysics,Luttinger liquid, boso-
nization, quantum Hall line junction, Chern-Simons.


