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4.2.1 Décomposition dans S1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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1 Introduction

1.1 Présentation

Les EDO singulièrement perturbées servent très souvent de modèles, no-
tamment en physique quantique (le paramètre de perturbation ε représentant
alors la constante de Planck ~ des physiciens).
Un exemple classique est l’équation de Schrödinger unidimensionnelle sta-
tionnaire dans le champ complexe :

ε2
d2Y

dq2
− V (q)Y = 0, (1)

où la fonction potentielle V est analytique (par exemple polynomiale).
L’étude de telles équations conduit de manière naturelle à considérer

des solutions formelles (en ε) qu’on appelle développements BKW (du nom
des physiciens Brillouin, Krammers et Wentzel) ou développements semi-
classiques.

D’une manière générale, ces développements formels sont divergents, ce
qui conduit alors à étudier leur caractère résurgent ou sommable (de Borel)
par rapport au paramètre de perturbation ε (ce qu’Écalle appelle résurgence
quantique ou coéquationnelle dans [17]).

Les techniques de sommation ont été largement développées, notamment
grâce aux travaux de J.P. Ramis ([27], [28] et [29] notamment) et de J. Ecalle
([14], [15], [16] et [17] par exemple), et utilisées avec succès pour retrouver,
à partir de certains développements formels, des “vraies” solutions exactes
de l’équation considérée. De fait, l’intérêt de la sommation de Borel, notam-
ment dans la méthode BKW, est immense, tant au niveau mathématique
proprement dit (voir [12], [13], [16] ou [35]) qu’au niveau des applications en
physique (voir [5], [7], [32] et [36] par exemple).

Cette méthode de sommation dans le cadre BKW est souvent qualifiée d’-
analyse BKW exacte (ou d’analyse semi-classique exacte) et cette exactitude
permet notamment l’obtention, dans certains cas, de formules de connexion
entre les différentes solutions BKW (voir [35] par exemple).

En ce qui concerne l’aspect résurgent de tels développements, il apparâıt
que les solutions BKW peuvent être perçues comme un véritable codage
exact de vraies solutions (voir [11]) et non pas seulement comme de simples
approximations. Le phénomène de Stokes s’interprète alors naturellement
comme discontinuité dans de tels codages.

Un théorème d’Ecalle affirme que dans le cas de l’équation (1), il existe
toujours une base de solutions BKW formelles résurgentes, pourvu que le
potentiel V se comporte “suffisamment bien à l’infini”. Toutefois, de l’avis
des spécialistes, ce théorème n’est pas encore complètement démontré dans
sa généralité.

3



Notre point de vue s’inscrit dans ce “courant de pensée”.
Le sujet principal de cet article est l’étude de l’équation différentielle ordi-
naire singulièrement perturbée :

d2Φ

dz2
− z

ε2
Φ = F (z)Φ, (2)

où F désigne une fonction holomorphe, au moins au voisinage de l’origine,
et ε est un petit paramètre complexe.
Remarquons que cette équation ne rentre pas dans le champ d’applications
du théorème d’Ecalle précédemment cité.

En utilisant les outils de la théorie BKW exacte, nous allons analyser
les propriétés de résurgence (paramétrique) d’une classe de solutions BKW
formelles “bien normalisées”.
Nous discuterons également de leur éventuel caractère sommable.
En outre, le résultat principal de cet article est le théorème suivant :

Théorème 1.1. Lorsque F est holomorphe au voisinage de l’origine (re-
spectivement entière), il existe une famille de solutions BKW élémentaires
résurgentes de type Airy local (respectivement de type Airy) Φbkw(z, ε) de
l’équation (2),

au sens de la définition suivante :

Définition 1.2. Un symbole résurgent élémentaire Φ(z, ε) est dit de type
Airy local en (z = 0, ε = 0) (respectivement de type Airy) s’il vérifie les
conditions suivantes :

1. son support singulier est inclus dans la courbe algébrique
C = {(z, ξ), 9ξ2 = 4z3} au voisinage de (z = 0, ε = 0),

2. pour toute direction α, et tout germe de secteur de Stokes (respective-
ment secteur de Stokes) S relatif à α, toute détermination du symbole
Φ(z, ε) peut s’écrire comme la décomposition locale (respectivement
décomposition), pour z ∈ S, d’une fonction confluente (respective-
ment d’une fonction confluente résurgente) à support singulier inclus
dans C.

Par ailleurs, l’une de nos motivations est d’appliquer nos résultats à
l’équation de Schrödinger (1) : en effet, cette dernière se ramène à notre
équation principale (2) via un changement de variable analytique.
En particulier, nous établissons un théorème local résurgent de réduction (au
voisinage d’un point tournant simple) qui affirme que l’équation (1) peut se
ramener à l’équation d’Airy :

d2y

ds2
=

s

ε2
y, (3)

(i.e l’équation d’Airy est le modèle local universel pour un point tournant
simple).
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1.2 Contenu

Le papier est organisé de la manière suivante.
Dans un premier temps, nous allons analyser en détail dans la section 2
l’équation (2) dans le cas où F = 0. : l’équation (2) n’est alors rien d’autre
que l’équation d’Airy, qui va nous servir de modèle pour l’analyse BKW ex-
acte de l’équation (2) dans le cas général. En particulier, nous y définissons
le symbole BKW d’Airy, y rappelons ses propriétés de résurgence et somma-
bilité et analysons en détail le phénomène de Stokes associé.

Dans la section 3, nous commençons par l’analyse BKW formelle de
l’équation (2) dans le cas général en montrant l’existence d’une famille de
solutions BKW formelles ”bien normalisées” de (2).

La section 4 constitue la partie centrale de l’article, où nous allons prou-
ver la résurgence (locale) des solutions BKW formelles élémentaires. La
preuve se fait en deux étapes :

1. La première étape consiste à construire dans le cas où la fonction F est
holomorphe au voisinage de l’origine (respectivement entière) des fonc-
tions confluentes (respectivement fonctions confluentes résurgentes)
solutions de (2) à support singulier la courbe algébrique C = {(z, ξ), 9ξ2 =
4z3}. Cette construction repose essentiellement sur deux ingrédients :
une quantification de la transformation canonique associée à l’opérateur
principal intervenant dans l’équation (2), puis la résolution d’une EDP
singulière.

2. La deuxième étape consiste alors à démontrer l’existence d’une famille
de solutions BKW élémentaires qui peuvent être vues comme la décomposition
locale (respectivement décomposition) dans des germes de secteurs
de Stokes (respectivement secteurs de Stokes) convenables des fonc-
tions confluentes (respectivement fonctions confluentes résurgentes)
précédemment construites.

La section 5 est consacrée aux applications des résultats obtenus en
section 4. Un premier paragraphe établit l’existence d’un théorème local
résurgent de réduction tandis qu’un deuxième paragraphe est consacré à l’-
analyse BKW de l’équation de Schrödinger (1) induite par celle de notre
équation principale (2). Un dernier paragraphe expose quelques extensions
possibles de nos résultats.

Enfin, la section 6 expose quelques pistes de recherche découlant na-
turellement de notre analyse.

Nous terminons par un appendice qui expose brièvement quelques no-
tions fondamentales utilisées dans ce papier.

5



1.3 Convention

Dans l’analyse BKW exacte, tous les principaux objets ((pré)sommation
de Borel, secteurs de Stokes, etc. . .) sont relatifs à une direction donnée α,
qui peut être vue comme un argument.
Dans tout ce qui va suivre, sauf mention contraire, nous supposerons que
α = 0, de sorte que ℜ(ε) > 0 (et |ε| assez petit).

2 Cas de l’équation d’Airy

Nous nous concentrons ici sur l’équation d’Airy :

d2y

ds2
=

s

ε2
y, (4)

c’est-à-dire sur l’équation (2) lorsque F = 0.
Comme nous l’avons dit, cette équation va nous servir de référence pour l’-
analyse BKW de l’équation (2), du fait que l’opérateur principal intervenant
dans (2) est précisément celui d’Airy.
Nous rappelons ici les principaux résultats connus concernant l’analyse BKW
de l’équation d’Airy.

2.1 Aspect formel : le symbole BKW d’Airy

Nous commençons par introduire une solution BKW formelle ”bien nor-
malisée” associée à l’équation d’Airy :

Définition 2.1. La solution BKW élémentaire suivante :




Abkw(z, ε) =
e
−2

3

z3/2

ε

z
1

4

(
1 +

+∞∑

n=1

αn(z)εn

)

αn(z) =

(
−3

4

)n Γ(n+ 1
6 )Γ(n+ 5

6)

2πΓ(n + 1)
z−

3n
2 n ≥ 1.

(5)

sera appelée le symbole BKW d’Airy.

Le symbole BKW d’Airy satisfait les propriétés fondamentales de résurgence
et de sommabilité (de Borel) suivantes :

Proposition 2.2. Le symbole BKW d’Airy est résurgent sommable de Borel
en ε−1, à dépendance régulière en z 6= 0.

2.2 Etude du phénomène de Stokes associé

Pour cette étude, nous renvoyons à [22, 10, 11, 12] pour plus de détails.
Rappelons ici que nous avons fait le choix de prendre la direction α = 0
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comme direction de sommation de Borel.
Les lignes de Stokes et les secteurs de Stokes sont alors ceux dessinés sur la
figure 1.a.

S−1

S1S2

0

L 1

L 0

L −1

2
3

3
2z

 

λ

Fig. 1.a Fig. 1.b

Fig. 1 – Fig. 1.a : L0, L1 et L−1 sont les lignes de Stokes (dans le z-
plan) associées à la direction α = 0. Les trois secteurs de Stokes sont les
secteurs ouverts connexes bornés par les lignes de Stokes (en oubliant la
ligne ondulée). Fig. 1.b : Le contour d’intégration dans le ξ-plan. Les lignes
ondulées sont des coupures.

Tant que z reste dans l’un des secteurs de Stokes, le symbole BKW d’Airy
est sommable de Borel. Par exemple, fixons les conventions suivantes :

Convention : en dessinant une coupure comme sur la Fig. 1.a, nous fixons
la détermination de z3/2 (resp. z1/4) de sorte que z3/2 (resp. z1/4) est réel
positif le long de L0. Nous notons A+

bkw(z, ε) la détermination de Abkw(z, ε)
ainsi définie, et A−

bkw(z, ε) := A+
bkw(z,−ε).

Notation : nous avons vu dans la proposition 2.2 que le symbole BKW
d’Airy A+

bkw est sommable de Borel.
Nous noterons par :

A(z, ε) = s0

(
A+

bkw

)
(z, ε) (6)

sa somme de Borel.
Rappelons que cette dernière est holomorphe en (z, ε), ℜ(ε) > 0 et z ∈ S1

(resp. S−1) et s’étend analytiquement en une fonction entière en z. En par-
ticulier, A(z, ε) = 2

√
πε−1/6Airy(zε−2/3), où Airy est la fonction d’Airy.

Historiquement, c’est par l’intermédiaire de l’équation d’Airy que Stokes
découvrit le phénomène qui porte aujourd’hui son nom (voir son article fon-
dateur de 1857 [33]).
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Il y a plusieurs façons de décrire le phénomène de Stokes : le point de
vue adopté ici est de décrire ce phénomène comme une rupture dans la
décomposition de la fonction A(z, ε) lors de la traversée d’une ligne de
Stokes. Cette rupture est due à la présence de singularités pour le mineur
associé à A(z, ε).
Précisons les choses.

La sommabilité de Borel induit une correspondance bijective entre un
développement formel et sa somme de Borel de sorte que nous pouvons
associer à A sa décomposition A+

bkw pour z ∈ S1 (resp. S−1) :

A(z, ε)
σS1−→ A+

bkw(z, ε).

(
resp. A(z, ε)

σS−1−→ A+
bkw(z, ε).

) (7)

Le fait que la décomposition de A(z, ε) dans S1 et S−1 est donnée par le
même développement formel, ou autrement dit, que la sommation de Borel
et prolongement analytique en z commutent encore lorsque l’on franchit la
ligne de Stokes L0, est dû au fait que le symbole BKW d’Airy A+

bkw est
récessif le long de L0 (avec la détermination précédemment choisie pour
z3/2).
En revanche, ce n’est plus vrai lorsque, venant de S1 (resp. S−1) l’on traverse
la ligne de Stokes L1 (resp. L−1) : pour z sur ces lignes, un phénomène de
Stokes apparâıt, et ce dernier est complètement décrit par l’action de la
dérivation étrangère suivante :

∆̇− 4

3
z3/2A

+
bkw(z, ε) = ℓA+

bkw(z, ε) = −iA−
bkw(z, ε) (8)

où ℓ est le prolongement analytique en z autour de 0 dans le sens trigonométrique.
Cela signifie que la décomposition de A pour z ∈ S2 (disons) devient :

A(z, ε)
σS2−→ A+

bkw(z, ε) − ℓA+
bkw(z, ε) = A+

bkw(z, ε) + iA−
bkw(z, ε) (9)

De même, pour z ∈ L0, nous avons :

∆̇+ 4

3
z3/2A

−
bkw(z, ε) = ℓA−

bkw(z, ε) = −iA+
bkw(z, ε). (10)

La présence de ces deux singularités (mobiles avec z) pour le mineur as-
socié à A(z, ε) se traduit également naturellement en termes de lieu singulier
d’un majeur.
En effet, la somme de Borel de Abkw pour z ∈ S1 (disons) peut être définie
comme une intégrale,

s0 (Abkw) (z, ε) =

∫

λ
e−

1

ε
ξ

∨
Abkw (z, ξ) dξ. (11)

8



où
∨

Abkw (z, ξ) est un majeur associé au symbole BKW d’Airy. Ce majeur
est holomorphe sur le revêtement universel de C2\C, où le support singulier
C est la courbe algébrique C = {(z, ξ), 9ξ2 = 4z3}. Le contour d’intégration
λ est dessiné sur la figure 1.b pour z ∈ S1, et sa déformation pour z ∈ S2

après la traversée de la ligne de Stokes L1 est dessinée sur la figure 2.

2
3

3
2z

3
2z2

3

Fig. 2 – Effet du phénomène de Stokes décrit par (8) en termes de la
déformation du contour d’intégration pour la somme de Borel (11).

Notons pour terminer que la représentation intégrale (11) ci-dessus peut
être déduite de la représentation usuelle pour la fonction d’Airy, plus précisément
(à un facteur de normalisation près) :

∫
e−

1

ε
S(z,ẑ) dẑ où S(z, ẑ) = zẑ − 1

3
ẑ3. (12)

Notre analyse dans la section 4 sera basée sur une extension de cette représentation
intégrale.

3 Analyse BKW formelle dans le cas général

Nous nous focalisons maintenant sur l’équation :

d2Φ

dz2
− z

ε2
Φ = F (z)Φ, (13)

en supposant désormais que F est une fonction analytique au voisinage de
l’origine quelconque.
Nous nous intéressons tout d’abord au problème de l’existence de solutions
BKW formelles de l’équation (2) (de manière analogue à la section 2).

3.1 Existence de solutions BKW formelles

Etant donné que l’opérateur principal apparaissant dans l’équation (2)
est celui d’Airy, il est naturel de rechercher des solutions BKW formelles de
la même forme que celle du symbole BKW d’Airy.
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Ceci nous conduit à la proposition suivante (dont la démonstration est
immédiate) :

Proposition 3.1. Il existe des solutions BKW formelles de l’équation (2)
de la forme :

Φbkw(z, ε) =
e
−2

3

z3/2

ε

z
1

4

(1 + g1(z)ε
1 + g2(z)ε

2 + · · · ). (14)

Dans ce cas, les fonctions gn vérifient les équations (différentielles) de trans-
port suivantes :





32z5/2 dg1
dz

+ 16z2F (z) − 5 = 0

32z5/2 dgn+1

dz
− 16z2 d

2gn

dz2
+ 8z

dgn

dz
+
(
16z2F (z) − 5

)
gn = 0, n ≥ 1.

(15)

Bien évidemment, le développement (14), qui est multivalué en z, dépend

du choix de la détermination pour z3/2 (de même que pour z
1

4 ).
Puisque l’équation (13) est invariante sous l’action de ε 7→ −ε, nous en
déduisons que

Φbkw(z,−ε) (16)

est une autre solution BKW formelle, et que de plus {Φbkw(z, ε),Φbkw(z,−ε)}
définit une base de solutions BKW formelles pour l’équation (13).

3.2 Solutions BKW élémentaires

Nous voudrions obtenir une normalisation analogue à celle adoptée pour
le symbole BKW d’Airy.
Pour cela, il est intéressant d’utiliser une autre représentation de ces développements
BKW. En écrivant Φbkw(z, ε) sous la forme

Φbkw(z, ε) = exp

(
−1

ε

∫ z

P (t, ε)dt

)
, (17)

l’équation (13) devient :

1

ε

dP

dz
+

1

ε2
(
z − P 2

)
+ F (z) = 0. (18)

Cela signifie que si

P (z, ε) =
∑

n≥0

pn(z)εn (19)
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alors : 



p2
0 = z

2p0p1 =
dp0

dz

2p0p2 =
dp1

dz
− p2

1 + F (z)

2p0pn+1 =
dpn

dz
−
∑

1≤j≤n

pjpn+1−j, n ≥ 2.

(20)

Nous montrons facilement par récurrence que :




p0(z) = z
1

2

p1(z) =
1

4z

pn(z) ∈ z−
3n−1

2 C{z}, n ≥ 2.

(21)

En introduisant la décomposition P = Ppair+Pimpair,





Ppair =
∑

k≥0

p2kε
2k

Pimpair =
∑

k≥0

p2k+1ε
2k+1

,

nous déduisons de (18) que Pimpair =
ε

2

P ′
pair

Ppair
où P ′

pair =
dPpair

dz
. Par

conséquent, nous avons la représentation :

Φbkw(z, ε) =
C(ε)√
Ppair(t, ε)

exp

(
−1

ε

∫ z

Ppair(t, ε)dt

)
, avec C(ε) ∈ C[[ε]].

(22)

Proposition 3.2. Les solutions BKW formelles (14) de (13) peuvent être

normalisées de telle manière que pour tout n ≥ 0, gn(z) ∈ z−
3n
2 C{z}.

Démonstration. Pour n = 1, nous déduisons de (15) que g1(z) = h1(z) +

Cste, où h1(z) ∈ z−
3

2 C{z} tandis que Cste est un nombre complexe quel-
conque. En choisissant Cste = 0, cela fournit le résultat.

Maintenant, pour un n ≥ 1 fixé, nous supposons que gn(z) ∈ z−
3n
2 C{z}. De

(15) nous tirons :

gn+1(z) = − 1

32

∫
Hn(z) dz,

où

Hn(z) =
−16z2g′′n(z) + 8zg′n(z) +

(
16z2F (z) − 5

)
gn(z)

z5/2
∈ z−

3n+5

2 C{z}.

Si n est pair, nous obtenons que gn+1(z) = hn+1(z) + Cste, où hn+1(z) ∈
z−

3n+3

2 C{z}. En choisissant Cste = 0 pour la constante d’intégration, cela
donne le résultat. Si n est impair, un ln(z) pourrait a priori apparâıtre
par intégration, mais cela serait en contradiction avec la représentation
équivalente (22) et la propriété (21).
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Définition 3.3. Les solutions BKW formelles décrites dans la proposition
3.2 seront appelées les solutions BKW élémentaires de l’équation (13).

4 Résurgence des solutions BKW élémentaires

4.1 Construction de fonctions confluentes

Nous revenons maintenant aux solutions BKW élémentaires décrites
dans la proposition 3.2. Nous voudrions “réaliser” le théorème de Borel-
Ritt, c’est-à-dire construire des fonctions analytiques dont l’asymptotique
est gouvernée par (au moins une famille de) ces symboles BKW élémentaires.

Le point de vue est donc ici ”inverse” par rapport au cas d’Airy :
nous ne partons pas d’objets formels pour en déduire des fonctions ana-
lytiques par (pré)sommation mais au contraire nous voulons partir de fonc-
tions confluentes (respectivement confluentes résurgentes) et déduire nos ob-
jets formels (plus précisément une famille de symboles BKW élémentaires)
par décomposition dans des germes de secteurs de Stokes (respectivement
secteurs de Stokes) convenables. Ce point de vue ”inverse” est en effet
souvent plus commode lorsque l’on manipule des objets dépendant ana-
lytiquement d’un paramètre (typiquement lorsqu’on étudie la résurgence
paramétrique d’objets formels).

4.1.1 Représentation de type Laplace

Puisque le symbole principal p2 − z de l’opérateur définissant l’équation
(13) est simplement l’opérateur d’Airy, en nous inspirant des deux différentes
représentations de la somme de Borel du symbole BKW d’Airy, nous pou-
vons rechercher de telles solutions analytiques sous deux formes :

1. Une première piste est de partir de la représentation (12) ci-dessus,

en pensant S(z, ẑ) = zẑ − 1

3
ẑ3 comme une fonction génératrice de la

transformation canonique (p, z) ↔ (p̂, ẑ) dans l’espace cotangent, dont
l’effet est de redresser la sous-variété Lagrangienne p̂ = p2 − z = 0.
Cette piste de recherche nous amène à considérer, comme dans [25],
la quantification de la transformation canonique, i.e rechercher des
solutions de la forme :

Φ(z, ε) =

∫
e−

1

ε
S(z,ẑ)ϕ̃(ẑ, ε) dẑ. (23)

2. Une seconde piste est de rechercher des solutions de (13) définies
comme somme de Borel, i.e :

Φ(z, ε) =

∫
e−

1

ε
ξ

∨
Φ (z, ξ) dξ, (24)
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où
∨
Φ (z, ξ) doit être un majeur d’une microfonction confluente conven-

able (au sens développé dans l’appendice A). Ce que nous entendons
par “convenable” est la chose suivante : dans la représentation intégrale
(24), en dérivant sous le signe somme et en intégrant formellement par
parties, nous traduisons le fait que Φ est solution de (13) par le fait

de demander à
∨
Φ de satisfaire l’équation :

∂2
∨
Φ

∂z2
− z

∂2
∨
Φ

∂ξ2
= F (z)

∨
Φ . (25)

Au lieu de rechercher directement des solutions pour l’EDP (25), nous al-
lons combiner les deux idées précédentes liées aux représentations intégrales
(23) et (24).
En faisant dans (24) le changement de variable ξ ↔ ẑ défini par ξ = S(z, ẑ),
nous obtenons la représentation intégrale :

Φ(z, ε) =

∫

γ
e−

1

ε
S(z,ẑ)Ψ(z, ẑ) dẑ,

∨
Φ (z, ξ)

∣∣
ξ = S(z, ẑ) =

Ψ(z, ẑ)

z − ẑ2
, (26)

où le chemin d’intégration γ est, pour l’instant, vu comme un chemin sans

fin, allant à l’infini dans les zones où ℜ
(1
ε
S(z, ẑ)

)
→ +∞.

En posant Ψ̃(z, ẑ) =
∨
Φ (z, ξ), nous déduisons facilement de (25) que Ψ̃ doit

être solution de l’EDP linéaire suivante :

∂2Ψ̃

∂z2
− 2ẑ

z − ẑ2

∂2Ψ̃

∂z∂ẑ
− 1

z − ẑ2

∂2Ψ̃

∂ẑ2
= F (z)Ψ̃. (27)

4.1.2 Résolution de l’EDP singulière associée

Deux exemples

– Lorsque F (z) = λ2, λ ∈ C, nous montrons facilement que

Ψ̃(z, ẑ) =
e±λ(z−ẑ2)

z − ẑ2
(28)

sont solutions particulières de (27). En choisissant dans (26) des con-
tours d’intégration convenables γ, nous obtenons ainsi une base de
solutions résurgentes de (13) de la forme :

Φ(z, ε) =

∫

γ
e−

1

ε
S(z,ẑ)Ψ(z, ẑ) dẑ, Ψ(z, ẑ) = e±λ(z−ẑ2). (29)

– Lorsque F (z) = λ2z, λ ∈ C, des solutions particulières de (27) sont
données par

Ψ̃(z, ẑ) =
e±

1

3
λ(z−ẑ2)

√
4z−ẑ2

z − ẑ2
, (30)
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qui, par linéarité, fournissent des solutions de (13) de la forme :

Φ(z, ε) =

∫

γ
e−

1

ε
S(z,ẑ)Ψ(z, ẑ) dẑ, Ψ(z, ẑ) = cosh

(
1

3
λ(z − ẑ2)

√
4z − ẑ2

)
.

(31)
Notons que Ψ(z, ẑ) est holomorphe pour (z, ẑ) ∈ C2, et que cette
intégrale converge pour |ε| assez petit (pour un choix convenable de
γ).

Résolution dans le cas général Dans la représentation intégrale (26),
ayant en tête la méthode du col, nous demandons à la fonction Ψ(z, ẑ)

d’être holomorphe au voisinage du lieu
∂S(z, ẑ)

∂ẑ
= 0 définissant les points

cols. Puisque
∂S(z, ẑ)

∂ẑ
= z − ẑ2, nous introduisons la transformation :





(z, ẑ) ↔ (z, x = z − ẑ2)

ψ(z, x) := Ψ(z, ẑ) = Ψ̃(z, ẑ)(z − ẑ2).

(32)

Par cette transformation, l’équation (27) se traduit pour ψ en l’équation
suivante :

x2∂
2ψ

∂x2
+ (4xz − 2x2)

∂2ψ

∂x∂z
+ x2∂

2ψ

∂z2
+ (2x− 4z)

∂ψ

∂z
− x2F (z)ψ = 0. (33)

Nous allons maintenant rechercher des solutions holomorphes de l’équation
(33) pour x au voisinage de zéro (et z proche de 0 également).
Etant donné que dans l’équation (33), x = 0 est un point singulier, le résultat
est non trivial car il ne peut découler simplement du théorème de Cauchy-
Kovalevska.

Nous allons d’abord commencer par regarder l’existence de solutions
formelles pour (33) de la forme

ψ(z, x) =
∑

n≥0

an(z)xn. (34)

Lemme 4.1. Soit h(z) une fonction holomorphe au voisinage de l’origine.

Alors il existe un unique développement formel ψ(z, x) =
∑

n≥0

an(z)xn solu-

tion de (33) tel que les an(z) soient des fonctions holomorphes au voisinage
de z = 0, avec {

a0(z) = 1
a1(z) = h(z).

(35)
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Dans ce cas, nous avons de plus, pour n ≥ 2 :

an(z) =
1

n− 1

∫ 1

0
un−1

(
−a′′n−2(u

4z)+2(n−2)a′n−1(u
4z)+F (u4z)an−2(u

4z)

)
du

(36)

Démonstration. En remplaçant ψ(z, x) par (34) dans l’équation (33), et en
identifiant les puissances de x, nous obtenons le système suivant :





∂a0

∂z
= 0

4z
∂an

∂z
+ nan =

1

n− 1

(
−∂

2an−2

∂z2
+ 2(n − 2)

∂an−1

∂z
+ F (z)an−2

)
, pour n ≥ 2.

(37)
Il suffit alors d’intégrer l’équation (37) en tenant compte du fait que les an

doivent être holomorphes au voisinage de z = 0.

Nous avons démontré au lemme 4.1 l’existence d’une famille de solutions
formelles de (33).
A notre connaissance, les théories classiques (voir [19, 23]) pour analyser
la convergence de ces solutions formelles de l’EDP singulière (33) ne s’ap-
pliquent pas dans notre cas.
Afin de montrer la convergence, nous allons utiliser le résultat suivant :

Lemme 4.2. La série formelle donnée au lemme 4.1 représente la série de
Taylor d’une fonction holomorphe ψ(z, x) au voisinage de (z, x) = (0, 0) si

et seulement si ϕ(z, x) :=
ψ(z, x)

x
− 1

x
satisfait l’équation intégrale suivante :

ϕ(z, x) = h(z) +

∫ 1

0
du

∫ ux

0
dtF (zu4) + 2x

∫ 1

0
u∂1ϕ(zu4, ux)du

−
∫ 1

0
du

∫ ux

0
dt
(
t∂2

1ϕ(zu4, t) + 2∂1ϕ(zu4, t) − tF (zu4)ϕ(zu4, t)
)
,

(38)

où ∂2
1ϕ :=

∂2ϕ

∂z2
et ∂1ϕ :=

∂ϕ

∂z
.

Démonstration. Nous considérons la série ψ(z, x) =
∑

n≥0

an(z)xn donnée par

le lemme 4.1, en supposant la convergence.

Comme

∫ x

0
xn−2

1 dx1 =
xn−1

n− 1
, nous pouvons écrire, pour u ∈ [0, 1] et (z, x)
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dans un voisinage de l’origine,

−
∑

n≥2

un−1

n− 1
a′′n−2(zu

4)xn = −x
∑

n≥2

un−1a′′n−2(zu
4)

∫ x

0
xn−2

1 dx1

= −xu
∫ x

0

∑

n≥2

a′′n−2(zu
4)(ux1)

n−2 dx1

= −xu
∫ x

0

∑

n≥0

a′′n(zu4)(ux1)
n dx1

= −xu
∫ x

0
∂2

1ψ(zu4, ux1) dx1

= −x
∫ ux

0
∂2

1ψ(zu4, t) dt,

où nous avons utilisé a0(z) = 1 (voir (35)). Par conséquent,

∑

n≥2

(∫ 1

0

(
un−1

n− 1
− a′′n−2(zu

4)

)
du

)
xn = −x

∫ 1

0
du

∫ ux

0
∂2

1ψ(zu4, t) dt.

(39)
Par ailleurs, nous avons :

∑

n≥2

un−1

n− 1
F (zu4)an−2(zu

4)xn = x
∑

n≥2

un−1F (zu4)an−2(zu
4)

∫ x

0
xn−2

1 dx1

= ux

∫ x

0

∑

n≥2

F (zu4)an−2(zu
4)(ux1)

n−2 dx1

= ux

∫ x

0

∑

n≥0

F (zu4)an(zu4)(ux1)
n dx1

= ux

∫ x

0
F (zu4)ψ(zu4, ux1) dx1

= x

∫ ux

0
F (zu4)ψ(zu4, t) dt,

de sorte que

∑

n≥2

(∫ 1

0

(
un−1

n− 1
F (zu4)an−2(zu

4)

)
du

)
xn = x

∫ 1

0
du

∫ ux

0
F (zu4)ψ(zu4, t) dt.

(40)
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Enfin, nous avons

∑

n≥2

2(n− 2)
un−1

n − 1
a′n−1(zu

4)xn =
∑

n≥2

2un−1a′n−1(zu
4)xn − 2x

∑

n≥2

a′n−1(zu
4)un−1 x

n−1

n− 1

= 2x
∑

n≥0

a′n(zu4)(ux)n − 2x
∑

n≥2

un−1a′n−1(zu
4)

∫ x

0
xn−2

1 dx1

= 2x∂1ψ(zu4, ux) − 2x

∫ x

0

∑

n≥2

a′n−1(zu
4)(ux1)

n−1 dx1

x1

et par suite

∑

n≥2

2(n− 2)
un−1

n − 1
a′n−1(zu

4)xn = 2x∂1ψ(zu4, ux) − 2x

∫ x

0

∑

n≥0

a′n(zu4)(ux1)
n dx1

x1

= 2x∂1ψ(zu4, ux) − 2x

∫ x

0
∂1ψ(zu4, ux1)

dx1

x1

= 2x∂1ψ(zu4, ux) − 2x

∫ ux

0
∂1ψ(zu4, t)

dt

t
,

où nous avons utilisé a0(z) = 1 (voir (35)). Par conséquent,

∑

n≥2

(∫ 1

0

(
un−1

n− 1
2(n− 2)a′n−1(zu

4)

)
du

)
xn

= 2x

∫ 1

0
∂1ψ(zu4, ux)du− 2x

∫ 1

0

∫ ux

0
∂1ψ(zu4, t)

dt

t
du. (41)

Maintenant en utilisant (35) et (36), nous déduisons de (39), (40) et (41)
que :

ψ(z, x) = 1 + h(z)x+
∑

n≥2

an(z)xn

= 1 + h(z)x− x

∫ 1

0
du

∫ ux

0
∂2

1ψ(zu4, t) dt + x

∫ 1

0
du

∫ ux

0
F (zu4)ψ(zu4, t) dt

+2x

∫ 1

0
∂1ψ(zu4, ux)du− 2x

∫ 1

0
du

∫ ux

0
∂1ψ(zu4, t)

dt

t
.

En se rappelant que ϕ(z, x) :=
ψ(z, x)

x
− 1

x
, cela nous donne (38).

Le lemme 4.2 va nous permettre de prouver la convergence des développements
formels définis dans le lemme 4.1. A cet effet, introduisons une définition.
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Définition 4.3. Si W est un ouvert borné de Cn, n ≥ 1, et E espace de
Banach, nous notons par H(W,E) l’espace des fonctions f : Z 7→ f(Z) ∈ E
qui sont continues pour Z ∈W et holomorphes dans W .

Nous rappelons le résultat classique suivant :

Proposition 4.4. Soit W un ouvert borné de Cn, n ≥ 1, et E un espace de
Banach. Nous munissons l’espace H(W,E) de la norme du maximum :

‖f‖W = sup
Z∈W

|f(Z)|.

Alors (H(W,E), ‖.‖W ) est un espace de Banach.

Dans toute la suite, D(0, l) ⊂ C désigne le disque ouvert centré en 0 de
rayon l > 0.

Théorème 4.5. Soit R > 0, r1 > 0 et r0 tel que 0 < r0 < r1. Notons
d0 = r1 − r0.
Supposons que F ∈ H(D(0, r1),C) et h ∈ H(D(0, r1),C). Posons r′ =

min

{
3r1
2e

(
− 1 +

√
1 +

4r0d0

9er21

)
, R

}
.

Alors, il existe une unique fonction holomorphe ψ(z, x) au voisinage de (0, 0)
solution de l’équation (33), et satisfaisant les conditions initiales suivantes :





ψ(z, 0) = 1

∂ψ

∂x
(z, 0) = h(z).

(42)

De plus, ψ(z, x) s’étend analytiquement sur D(0, r1) ×D(0, r′).

Démonstration. La preuve est inspirée plus ou moins de techniques stan-
dards (voir, par exemple, [34], §17).

1. Pour 0 ≤ s ≤ 1 nous notons Us := D(0, rs) avec rs := r0 + sd0.

2. Pour u ∈ [0, 1] et x ∈ D(0, R) nous introduisons les fonctions T :
(u, x) 7→ T (u, x) et L : (u, x) 7→ L(u, x) définies par




T (u, x) : ψ(z) 7→ ∂1ψ(zu4)

L(u, x) : ψ(z) 7→ x∂2ψ(zu4) + 2T (u, x)ψ(z) − xF (zu4)ψ(zu4).
(43)

Nous voyons T (u, x) et L(u, x) comme des opérateurs linéaires agis-
sant sur l’espace de Banach H(Us,C) et à valeurs dans H(Us′ ,C),
T (u, x), L(u, x) : H(Us,C) → H(Us′ ,C), où 0 ≤ s′ < s ≤ 1.
Par les formules de Cauchy,





∂1ψ(zu4) =
1

2iπ

∮
ψ(t)

(t− zu4)2
dt

∂2ψ(zu4) =
2

2iπ

∮
ψ(t)

(t− zu4)3
dt,

(44)
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où nous intégrons dans le sens direct sur un cercle centré en zu4. Etant
donné que rs − u4rs′ = (1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0, nous avons :





‖∂1ψ(u)‖us′
≤ ‖ψ‖us

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

‖∂2ψ(u)‖us′
≤ 2‖ψ‖us(

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

)2 ,
(45)

où ∂iψ(u) : z 7→ ∂iψ(zu4), avec i = 1, 2. Par suite, pour tout (u, x) ∈
[0, 1] ×D(0, R), nous avons :




‖T (u, x)ψ‖us′
≤ ‖ψ‖us

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

‖L(u, x)ψ‖us′
≤ 2|x|‖ψ‖us(

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

)2 +
2‖ψ‖us

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

+|x|‖F‖D(0,r1)‖ψ‖us

(46)

3. Introduisons maintenant :




θ0(x) := z 7→ h(z) +

∫ 1

0
du

∫ ux

0
F (zu4) dt

θk+1(x) = θ0(x) + 2x

∫ 1

0
uT (u, x)θk(ux) du−

∫ 1

0
du

∫ ux

0
L(u, t)θk(t) dt, k ≥ 0.

(47)
Evidemment (47) définit une suite (θk)k de fonctions holomorphes en

x ∈ D(0, R), continues pour x ∈ D(0, R), à valeurs dans H(Us,C),i.e
pour tout 0 ≤ s < 1 :

∀k ≥ 0, θk ∈ H
(
D(0, R),H(Us,C)

)
. (48)

Posons également :




δ0(x) := θ0(x)

δk+1(x) := θk+1(x) − θk(x)

= 2x

∫ 1

0
uT (u, x)δk(ux) du−

∫ 1

0
du

∫ ux

0
L(u, t)δk(t) dt, k ≥ 0.

(49)
Observons dans un premier temps que, pour tout 0 ≤ s < 1, et tout
x ∈ D(0, R),

‖δ0(x)‖Us ≤M, avec M = ‖h‖D(0,r1) +
R

2
‖F‖D(0,r1). (50)
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Nous allons alors montrer le lemme suivant

Lemme 4.6. Pour tout 0 ≤ s < 1, pour tout k ∈ N et tout x ∈
D(0, R),

‖δk(x)‖Us ≤M
(e|x|

(
αk|x| + β

)

r0d0(1 − s)

)k
, (51)

avec αk = 1 +
r0d0(1 − s)‖F‖D(0,r1)

k
et β = 3r1.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur k.
Le cas k = 0 est donné par (50).
Supposons maintenant que (51) soit satisfaite pour un k ∈ N donné et
pour tout 0 ≤ s < 1.
Pour tout 0 ≤ s′ < s < 1, nous déduisons de (49) et (46) que :

‖δk+1(x)‖Us′
≤ 2|x|

∫ 1

0

u‖δk(ux)‖Us

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0
du

+

∫ 1

0
du

∫ u|x|

0

(
2t

(
(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

)2 +
2

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

+t‖F‖D(0,r1)

)
‖δk(t)‖Us dt. (52)

Par l’hypothèse de récurrence faite sur δk(x), nous avons alors :

I1 = 2|x|
∫ 1

0

u‖δk(ux)‖Us

(1 − u4)r0 + (s − u4s′)d0
du

≤ 2Mek
(
r0d0(1 − s)

)k
∫ 1

0

(u|x|)k+1(αku|x| + β)k

(1 − u4)r0 + (s − u4s′)d0
du

≤ 2Mek|x|k+1(αk|x| + β)k
(
r0d0(1 − s)

)k
∫ 1

0

uk+1

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0
du.

Or, nous avons la majoration suivante :

∫ 1

0

uk+1

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0
du ≤ 1

d0(s− s′)

∫ 1

0
uk+1du ≤ 1

(k + 1)d0(s − s′)
.

Par suite, nous en déduisons que :

I1 ≤ Mek(αk|x| + β)k|x|k+1

(k + 1)
(
r0d0(1 − s)

)k
( 2r1
r0d0(s− s′)

)
. (53)
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De même, nous avons :

I2 =

∫ 1

0
du

∫ u|x|

0

2t‖δk(t)‖Us(
(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

)2 dt

≤ 2Mek(αk|x| + β)k
(
r0d0(1 − s)

)k
∫ 1

0
du

∫ u|x|

0

tk+1

(
(1 − u4)r0 + (s − u4s′)d0

)2 dt

≤ 2Mek|x|k+2(αk|x| + β)k

(k + 1)
(
r0d0(1 − s)

)k
∫ 1

0

uk+1

(
(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0

)2 du.

Or, nous avons la majoration suivante :

∫ 1

0

uk+1

(
(1 − u4)r0 + (s− u4s′d0

)2 du ≤
∫ 1

0

u
(
(1 − u2)r0 + (s− u2s′)d0

)2 du ≤ 1

2r0d0(s− s′)
.

Par suite, nous en déduisons que :

I2 ≤ Mek(αk|x| + β)k|x|k+2

(k + 1)
(
(r0d0(1 − s)

)k
( 1

r0d0(s− s′)

)
. (54)

Par ailleurs, nous avons également :

I3 = 2

∫ 1

0
du

∫ u|x|

0

‖δk(t)‖Us

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0
dt

≤ 2Mek(αk|x| + β)k
(
r0d0(1 − s)

)k
∫ 1

0
du

∫ u|x|

0

tk

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0
dt

≤ 2Mek(αk|x| + β)k|x|k+1

(k + 1)
(
r0d0(1 − s)

)k
∫ 1

0

uk+1

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0
du.

Or, nous avons les majorations suivantes :

∫ 1

0

uk+1

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0
du ≤

∫ 1

0

u

(1 − u2)r0 + (s− u2s′)d0
du,

d’où
∫ 1

0

uk+1

(1 − u4)r0 + (s− u4s′)d0
du ≤ 1

2(r0 + s′d0)
ln
( r0 + sd0

d0(s− s′)

)
≤ r1

2r0d0(s− s′)
.

Par suite, nous en déduisons que :

I3 ≤ Mek(αk|x| + β)k|x|k+1

(k + 1)
(
r0d0(1 − s)

)k
( r1
r0d0(s− s′)

)
. (55)
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Enfin, nous avons :

I4 =

∫ 1

0
du

∫ u|x|

0
t‖F‖D(0,r1)‖δk(t)‖Us dt

≤
Mek(αk|x| + β)k‖F‖D(0,r1)(

r0d0(1 − s)
)k

∫ 1

0
du

∫ u|x|

0
tk+1 dt

≤
Mek|x|k+2(αk|x| + β)k‖F‖D(0,r1)

(k + 1)
(
r0d0(1 − s)

)k

d’où :

I4 ≤ Mek(αk|x| + β)k|x|k+2

(k + 1)
(
r0d0(1 − s)

)k
(r0d0(s− s′)‖F‖D(0,r1)

r0d0(s − s′)

)
. (56)

Au final, en utilisant les majorations (53), (54), (55) et (56), nous
obtenons :

‖δk+1‖Us′
≤ Mek(αk|x| + β)k|x|k+1

(
r0d0(1 − s)

)k
(k + 1)

[(
1+r0d0(s−s′)‖F‖D(0,r1)

)
|x|+β

] 1

r0d0(s− s′)
.

(57)

En choisissant dans (57) : s = s′ +
1 − s′

k + 1
, i.e 1 − s =

k

k + 1
(1 − s′),

nous obtenons :

‖δk+1‖Us′
≤ Mek(αk+1|x| + β)k|x|k+1

(
r0d0(1 − s′)

)k
(
1 +

1

k

)k 1

r0d0(1 − s′)
. (58)

Mais, ∀k ∈ N,
(
1 +

1

k

)k ≤ e, donc nous en déduisons finalement que :

‖δk+1‖Us′
≤M

[e|x|(αk+1|x| + β)

r0d0(1 − s′)

]k+1
, (59)

ce qui achève la récurrence.

4. Remarquons alors que

(αk|x| + β)k = (|x| + 3r1)
k

(
1 +

r0d0(1 − s)‖F‖D(0,r1)|x|
(|x| + 3r1)k

)k

.

Par suite, par le lemme 4.6, nous en déduisons que la série majorante

de
∑

k≥0

δk(x) converge dès que

e|x|(|x| + 3r1)

r0d0(1 − s)
< 1,
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c’est-à-dire pour

0 ≤ |x| ≤ 3r1
2e

(
− 1 +

√
1 +

4r0d0(1 − s)

9er21

)
.

Par conséquent, la série
∑

k≥0

δk(x) converge absolument dans H(Us,C)

(pour tout 0 ≤ s < 1) et uniformément en x ∈ K, où K est un compact

quelconque du disque ouvert |x| < min

{
3r1
2e

(
−1+

√
1 +

4r0d0(1 − s)

9er21

)
, R

}
.

Par construction, sa somme θ(x) satisfait l’équation :

θ(x) = θ0(x) +

∫ 1

0
du

∫ ux

0
dtL(u, t)θ(t), (60)

de sorte que la fonction holomorphe ϕ(z, x) := θ(x)(z) est solution de
l’équation intégrale (38). En spécialisant le résultat pour s = 0, nous
obtenons le théorème par le lemme 4.2.

Nous déduisons facilement du théorème 4.5 le résultat suivant :

Corollaire 4.7. Dans le théorème 4.5, si F et h sont des fonctions entières
de z, alors ψ(z, x) s’étend analytiquement à C2.

4.1.3 Construction explicite

Nous revenons maintenant à la fonction Ψ(z, ẑ) associée à ψ(z, x) par
(32). Du lemme 4.1, du théorème 4.5 et de son corollaire 4.7, nous déduisons
le résultat suivant :

Proposition 4.8. Supposons que F et h soient des fonctions holomorphes
au voisinage de l’origine. Alors il existe une unique fonction holomorphe
Ψ(z, ẑ) au voisinage de (0, 0) satisfaisant les conditions :





Ψ(z, ẑ)
∣∣
z = ẑ2 = 1

(
− 1

2ẑ

∂Ψ

∂ẑ
(z, ẑ)

)∣∣
z = ẑ2 = h(z).

(61)

et telle que Ψ̃(z, ẑ) :=
Ψ(z, ẑ)

z − ẑ2
soit solution de l’EDP linéaire (27).

De plus, si F et h sont des fonctions entières, alors Ψ(z, ẑ) s’étend analy-
tiquement à C2.

Par suite, nous avons facilement :
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Proposition 4.9. Supposons que F et h soient des fonctions holomophes

au voisinage de l’origine. Alors la fonction
∨
Φ (z, ξ) définie par :

∨
Φ (z, ξ)|ξ = S(z, ẑ) :=

Ψ(z, ẑ)

z − ẑ2
(62)

avec Ψ comme dans la proposition 4.8, est solution de (25) et est un ma-
jeur d’une microfonction confluente en (0, 0) à support singulier la courbe
algébrique C = {(z, ξ), 9ξ2 = 4z3} (cf. définition A.2).

Lorsque F et h sont des fonctions entières, alors
∨
Φ (z, ξ) est un majeur

d’une microfonction confluente résurgente en (0, 0) à support singulier la
courbe algébrique C.

L’existence d’un tel majeur va nous permettre de construire in fine les
fonctions confluentes recherchées en utilisant la représentation intégrale (26).

Proposition 4.10. Considérons la représentation intégrale

Φ(z, ε) =

∫

γ
e−

1

ε
S(z,ẑ)Ψ(z, ẑ) dẑ (63)

avec Ψ comme dans la proposition 4.8 (ou d’une manière équivalente la
représentation intégrale

Φ(z, ε) =

∫

λ
e−

ξ
ε

∨
Φ (z, ξ) dξ. (64)

avec
∨
Φ (z, ξ) comme dans la proposition 4.9).

Notons γ le chemin γ tronqué comme dans la figure 3 (et λ son image par
la transformation ẑ 7→ ξ = S(z, ẑ) pour la représentation (64)).
Alors, si F et h sont holomorphes au voisinage de l’origine (respectivement
entières), alors les représentations intégrales

Φ(z, ε) =

∫

γ
e−

1

ε
S(z,ẑ)Ψ(z, ẑ) dẑ, (65)

et

Φ(z, ε) =

∫

λ
e−

ξ
ε

∨
Φ (z, ξ) dξ (66)

représentent une fonction confluente Φ(z, ε) (respectivement une fonction
confluente résurgente) à support singulier la courbe algébrique C (au sens de
la définition A.3).

Démonstration. 1. Dans le cas où F et h sont holomorphes au voisinage
de l’origine, en suivant la proposition 4.8, nous savons que Ψ(z, ẑ)
est holomorphe dans un voisinage de l’origine dans C2, disons pour

(z, ẑ) ∈ D(0,
r2

4
)×D(0, r) avec r > 0 assez petit, où D(0, r) désigne le
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Fig. 3 – Sur les figures de gauche les chemins de plus grande pente et le
chemin γ, et sur les figures de droite son image λ par la transformation
ẑ 7→ ξ = S(z, ẑ) (les lignes ondulées sont coupées). Fig. 3.1 pour z ∈ S1, Fig.
3.2 pour z sur L1, Fig. 3.3 pour z ∈ S2 (voir figure 1).
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disque ouvert de rayon r centré en 0. Par conséquent, l’intégrale (26)
est bien définie pourvu que nous tronquions le chemin d’intégration γ
qui est alors noté par γ, comme sur la figure 3.
Alors, dans la représentation intégrale

Φ(z, ε) =

∫

γ
e−

1

ε
S(z,ẑ)Ψ(z, ẑ) dẑ, (67)

en faisant le changement de variable ξ = S(z, ẑ), nous avons l’intégrale
correspondante, où le chemin λ est dessiné sur la figure 3.

Φ(z, ε) =

∫

λ
e−

ξ
ε

∨
Φ (z, ξ) dξ. (68)

Une conséquence de la proposition 4.9 est que l’intégrale de Laplace
(68) représente une fonction confluente Φ(z, ε) à support singulier dans
C, au sens de la définition A.3.

2. Lorsque F et h sont des fonctions entières, puisque par la proposi-

tion 4.8 (resp proposition 4.9) Ψ(z, ẑ) (resp
∨
Φ (z, ξ)) s’étend analy-

tiquement dans tout C2 (resp s’étend comme un majeur d’une micro-
fonction confluente résurgente), l’intégrale tronquée (67) (resp. (68))
a encore un sens pour toute tronquature, et nous pouvons interpréter
les représentations intégrales (68) et (67) comme une présomme de
Borel [12, 9], définissant ainsi fonction confluente résurgente Φ(z, ε) à
support singulier dans C (cf. remarque A.4).

4.2 Décomposition et conséquences

La décomposition locale (resp. décomposition) de la fonction confluente
Φ(z, ε) (resp fonction confluente résurgente Φ(z, ε)) de la proposition 4.10
peut se déduire de la représentation intégrale (65) par la méthode du col.
Nous décrivons ce que nous obtenons pour un germe de secteurs de Stokes
(resp. secteurs de Stokes) dans la figure 1.a.

4.2.1 Décomposition dans S1

Lemme 4.11. Pour z dans le germe de secteurs de Stokes (resp. secteur de
Stokes) S1, la décomposition locale (resp. décomposition) de la fonction con-
fluente (resp. fonction confluente résurgente) Φ(z, ε) induit un développement
BKW formel unique :

Φ(z, ε)
σS1−→ i

√
πεΦ+

bkw(z, ε), (69)
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Démonstration. Pour la représentation intégrale (65), z étant dans le (germe
de) secteur de Stokes S1, cela correspond à la situation décrite sur la Fig.

3.1a. En déformant le chemin d’integration γ sous le flot ∇
(
ℜ
(S(z, ẑ)

ε

))

(les extrémités γ restant fixées), nous voyons que seul le point col ẑ =
√
z

a une contribution non triviale à la décomposition. Ceci donne la formule
(69). Notons que le développement BKW formel ainsi obtenu est une solution

formelle de l’équation (13) puisque le majeur
∨
Φ (z, ξ) est une solution de (25)

(cf. Prop. 4.9).

De la même manière, nous pouvons montrer que, pour z sur la ligne
de Stokes L1, un phénomène de Stokes se produit (voir Fig. 3.2) de sorte
que, pour z dans le germe de secteur de Stokes (resp. secteur de Stokes) S2

(voir Fig. 3.3a), la décomposition locale (resp. décomposition) de la fonction
confluente Φ(z, ε) induit maintenant une somme de deux développements
BKW formels :

Φ(z, ε)
σS2−→ i

√
πεΦ+

bkw(z, ε) −√
πεΦ−

bkw(z, ε), (70)

où Φ−
bkw(z, ε) = Φ+

bkw(z,−ε).
Réciproquement, considérons la solution BKW élémentaire Φbkw(z, ε) de

l’équation (13). Par (69), à un facteur i
√
πε près, une détermination de cette

solution BKW élémentaire apparâıt comme la décomposition locale dans un
germe de secteur de Stokes d’une fonction confluente. Plus généralement,
toute détermination de Φbkw(z, ε) dans n’importe quel germe de secteur
de Stokes peut être vue comme la décomposition locale dans ce germe de
secteur de Stokes d’une fonction confluente (à un facteur c

√
πε, c ∈ {±1,±i}

près) : dans la représentation intégrale (65), cela en découle simplement en
choisissant un chemin d’intégration tronqué convenable γ. En outre, puisque
toute notre analyse peut être reconduite en choisissant une autre direction
α que 0, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 4.12. Lorsque F est holomorphe au voisinage de l’origine (re-
spectivement entière), il existe une famille de solutions BKW élémentaires
(respectivement élémentaires résurgentes) de type Airy local (respectivement
de type Airy) Φbkw(z, ε) de l’équation (13) (au sens de la définition 1.2).

4.2.2 Lien avec le modèle d’Airy

Nous déduisons alors du théorème 4.12 précédent, en appliquant simple-
ment un théorème de Jidoumou [22] :

Théorème 4.13. Si F est une fonction holomorphe au voisinage de l’orig-
ine (respectivement entière), et si nous notons Φbkw(z, ε) une solution BKW
élémentaire (respectivement élémentaire résurgente) donnée par le théorème
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4.12, alors pour z 6= 0 dans un voisinage de 0 (respectivement z ∈ C\{0}),
nous avons la décomposition unique suivante :

Φbkw(z, ε) = a(z, ε)Abkw(z, ε) + b(z, ε) ε
∂Abkw

∂z
(z, ε),

où Abkw(z, ε) désigne le symbole BKW d’Airy (5), tandis que a et b (qui
dépendent de Φbkw) sont des constantes locales de résurgence (respectivement
constantes de résurgence), a inversible et b petite.

Notons qu’ici, “une constante (locale) de résurgence” signifie la chose
suivante :

Définition 4.14. Une constante locale de résurgence (respectivement con-
stante de résurgence) c(Z, η) est un développement BKW formel c(Z, ε) =
∑

n≥0

cn(Z)εn tel que son mineur
∑

n≥1

cn(Z)
ξn−1

Γ(n)
définit un germe de fonc-

tions holomorphes en (Z, ξ) = (0, 0) ∈ Cm × C, m ≥ 1 (respectivement une
fonction holomorphe sur Cm × C, m ≥ 1).

5 Applications

5.1 Un théorème local de réduction

En reproduisant le raisonnement de Pham ([26] §2.4), nous déduisons du
théorème 4.13 le théorème suivant :

Théorème 5.1. Supposons que F (z) dans (13) est holomorphe au voisi-
nage de l’origine (resp. une fonction entière). Alors il existe une constante
locale de résurgence (resp. une constante de résurgence) s(z, ε) telle que,
sous l’action de la transformation





s(z, ε) =
∑

k≥0

sk(z)ε
k, s0(z) = z

Φ(z, ε) =
(∂s
∂z

)− 1

2

y
(
s(z, ε), ε

)
,

(71)

l’équation (13) devient l’équation (4), pour z (resp. s) au voisinage de l’o-
rigine. De plus, sous l’action (71), une solution BKW élémentaire de (4)
est transformée en une solution BKW élémentaire de (13).

5.2 Applications pour l’équation de Schrödinger

Nous nous focalisons maintenant sur l’équation de Schrödinger :

ε2
d2Y

dq2
= V (q)Y (72)
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avec

V (q) = q +

+∞∑

n=2

vnq
n (73)

analytique au voisinage de l’origine admettant 0 comme zéro simple.
Cette hypothèse sur V signifie que q = 0 est un point tournant simple pour
les solutions formelles BKW. Nous rappelons que ces solutions BKW sont
des combinaisons linéaires de solutions formelles BKW élémentaires de (72)
de la forme :

Ybkw(q, ε) = e
−1

ε

∫ q√
V (t)dt

(
+∞∑

k=0

Yk(q)ε
k

)
. (74)

Nous rappelons également que ces solutions formelles BKW élémentaires
(définies localement en q) sont définies de manière unique à normalisation
près, i.e à multiplication près par un développement formel inversible de la

forme e
c
ε

∑

k≥0

ckε
k, c, ck ∈ C, c0 6= 0.

Nous voulons traduire l’analyse BKW que nous avons faite pour l’équation
(13) en une analyse analogue pour l’équation (72).
En suivant [1] et [26], le premier pas naturel afin d’obtenir notre théorème
de réduction est de “redresser” la géométrie au voisinage de l’origine via
un changement de variable q ↔ z qui transforme la forme différentielle√
V (q)dq en

√
zdz (l’application cotangente associée transforme l’équation

de la sous-variété Lagrangienne P 2 − V (q) = 0 en p2 − z = 0 ).
Ceci nous amène à poser la transformation :





z(q) =

(
3

2

∫ q

0
V (t)

1

2 dt

) 2

3

Y (q, ε) =
(dz
dq

)− 1

2

Φ(z, ε).

(75)

Ce changement de variable transforme (72) en notre équation “canonique” :

d2Φ

dz2
− z

ε2
Φ = F (z)Φ,

avec
F (z) =

z

2V (q)
{z, q}|q = q(z), (76)

où {z, q} =
z′′′(q)
z′(q)

− 3

2

(
z′′(q)
z′(q)

)2

désigne la dérivée Schwarzienne de z par

rapport à q.

La fonction F ainsi définie satisfait la propriété suivante :
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Lemme 5.2. Si V (q) est holomorphe au voisinage de 0, V (q) ∼ q, alors
F (z) est holomorphe au voisinage de l’origine.

Démonstration. Du développement en série de Taylor convergent (73), nous

en déduisons que
3

2

∫ q

0
V (t)

1

2 dt−q 3

2 ∈ q
5

2 C{q}, de sorte que z(q)−q ∈ qC{q}.
Le théorème de Lagrange nous permet d’obtenir la fonction inverse q(z) qui
est elle aussi une fonction holomorphe au voisinage de 0. Etant donné que

{z, q} = −{q, z}
(dz
dq

)2
, nous en déduisons facilement que F (z) est holomor-

phe au voisinage de 0 (et F (z) =
3

7
v3 −

9

35
v2
2 + O(z), où les vi sont définis

en (73)).

Lorsque V (q) est une fonction entière (ou même une fonction méromorphe),
un résultat plus précis peut être obtenu en utilisant les propriétés bien con-

nues de la transformation q 7→
∫ q

V (t)
1

2dt en termes de transformation

conforme (voir, par exemple, [21, 30, 18]). La figure 4 illustre ce type de
résultat :

–2
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0
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2

–4 –3 –2 –1 0 1 2 –3
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–1

0

1

2

3

–2 –1 0 1 2 3

Fig. 4.a Fig. 4.b

Fig. 4 – La transformation q → z (donnée par (75)) pour V (q) = q +
1

2
q2.

L’ouvert complémentaire de la zone grisée dans le q-plan (Fig. 4.a) est envoyé
conformément sur le domaine coupé dans le z-plan (Fig. 4.b. La coupure est
la ligne pleine). Les lignes en pointillés sont les lignes de Stokes (relatives à la
direction d’argument 0). La fonction F (z) est holomorphe dans le domaine
coupé dessiné à la Fig. 4.b.

Par la transformation (75), nous déduisons maintenant du théorème 5.1
le théorème suivant :

Théorème 5.3. Il existe une constante locale de résurgence
(
sk(q)

)
k≥0

telle
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que, sous l’action de la transformation




s(q, ε) =
∑

k≥0

sk(q)ε
k

Y (q, ε) =
(∂s
∂q

)− 1

2

y
(
s(q, ε), ε

)
,

(77)

l’équation (72) est changée en l’équation (4), pour q (resp. s) au voisinage
de l’origine. De plus, sous l’action de (77), une solution BKW formelle (4)
est transformée en une solution BKW formelle de (72).

Autrement dit, nous avons montré que, dans le cadre de l’analyse BKW,
l’équation (72) se ramène à l’équation (4).

Au niveau formel, ce type de résultat a déjà été établi dans un article
de Silverstone [31], et depuis d’autres résultats plus précis concernant les
propriétés de la transformation s dans (77) ont été établis :

– Dans [1] (voir aussi [24]), T. Aoki, T. Kawai et Y. Takei démontrent
le théorème 5.3 : nous retrouvons ainsi leur résultat à la différence que
nous n’avons à aucun moment utilisé le calcul microdifférentiel de Sato.
Par la suite, ce résultat a été étendu dans [4] au cas où dans l’équation
(72) la fonction potentielle V est une constante de résurgence locale.

– Dans [26], F. Pham montre que le développement s(q, ε) est résurgent
en ε−1 à dépendance régulière en q. Cependant, ce résultat est basé sur
l’hypothèse qu’une base de solutions BKW résurgentes de (72) puisse
être définie, avec une dépendance régulière en q excepté aux points
tournants.

5.3 Extensions possibles

Nous pouvons étendre facilement nos résultats à l’équation :

d2Φ

dz2
− z

ε2
Φ = F (z, β)Φ, (78)

où F dépend holomorphiquement de (z, β) ∈ C2 au voisinage de l’origine.
Dans ce cas, les théorèmes 4.12 et 4.13 deviennent :

Théorème 5.4. Il existe une famille de solutions BKW élémentaires Φbkw(z, β, ε)
de l’équation (78) qui sont de type Airy local, à dépendance régulière en β au
voisinage de l’origine. Pour une telle solution BKW élémentaire Φbkw(z, β, ε),
et pour z 6= 0 dans un voisinage de 0 et β près de l’origine, nous avons l’u-
nique décomposition suivante :

Φbkw(z, β, ε) = a(z, β, ε)Abkw(z, ε) + b(z, β, ε)
∂Abkw

∂z
(z, ε),

où Abkw(z, ε) est le symbole BKW d’Airy (5), tandis que a et b sont des
constantes locales de résurgence.
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Nous traduisons également facilement le théorème 5.1.
Nous en déduisons la conséquence suivante : en substituant à β une petite

série Gevrey-1 β(ε) =
∑

k≥1

βkε
k dans une constante locale de résurgence, nous

obtenons encore une constante locale de résurgence [12], nous retrouvons le
résultat de Aoki et al [4].
De même, par extension, nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 5.5. Considérons l’équation différentielle

d2Φ

dz2
− z

ε2
Φ = F (z, ε)Φ, (79)

où F (z, ε) est une constante locale de résurgence . Alors il existe une con-
stante locale de résurgence s(z, ε) telle que, sous l’action de la transformation





s(z, ε) =
∑

k≥0

sk(z)ε
k, s0(z) = z

Φ(z, ε) =
(∂s
∂z

)− 1

2

y
(
s(z, ε), ε

)
,

(80)

l’équation (79) est changée en l’équation (4), pour z (resp. s) au voisinage
de l’origine. De plus, sous l’action de (80), une solution BKW élémentaire
de (4) est transformée en une solution BKW élémentaire de (79).

6 Pistes de recherche

6.1 Points tournants d’ordre supérieur

L’analogue de notre forme canonique pour les points tournants d’ordre
supérieur est l’équation différentielle suivante :

d2Φ

dz2
− zn

ε
Φ = F (z)Φ, (Mn)

où F (z) est holomorphe au voisinage de l’origine et n ∈ N\{0}. Afin de copier
ce que nous avons fait dans la section 3, il nous faut définir une fonction
génératrice convenable dans une transformation canonique (p, z) ↔ (p̂, ẑ) de
l’espace cotangent qui simplifie la géométrie de la sous-variété Lagrangienne
p2 − zn = 0.
Un point de départ intéressant est l’article [20] où Hardy introduit un en-
semble de fonctions spéciales Φn solutions de :

d2Φ

dz2
− zn

ε
Φ = 0, (An)
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sous la forme1

Φn(z, ε) =

∫
e−

1

ε
Sn(z,ẑ) dẑ. (81)

Les fonctions Sn peuvent être définies de la manière suivante : pour m =
n + 2 ≥ 3, nous introduisons la fonction polynomiale Pm(t) ∈ Z[t] d’ordre
m définie par :

– si m est pair, nous posons cosh(mq) = Pm (sinh(q)).
– si m est impair, nous posons sinh(mq) = Pm (sinh(q)).

Nous associons à Pm la fonction polynomiale Qm,

Qm(z, ẑ) = zm/2Pm(ẑ/
√
z),

et Sn(z, ẑ) ∈ Q[z, ẑ] est définie comme la fonction polynomiale quasi-homogène
donnée par :

Sn(z, ẑ) =
2

n+ 2
Qn+2(−z, ẑ). (82)

Ces fonctions polynomiales Sn satisfont les propriétés suivantes :

(
∂Sn

∂z

)2

= Tn(z, ẑ)
∂Sn

∂ẑ
+ zn (83)

où la fonction polynomiale Tn(z, ẑ) satisfait :

∂2Sn

∂z2
=
∂Tn

∂ẑ
. (84)

A titre d’exemple, nous avons :





S1(z, ẑ) = 8
3 ẑ

3 − 2ẑz T1(z, ẑ) = 1
2

S2(z, ẑ) = 4ẑ4 − 4ẑ2z + 1
2z

2 T2(z, ẑ) = ẑ

S3(z, ẑ) = 32
5 ẑ

5 − 8ẑ3z + 2ẑz2 T3(z, ẑ) = 2ẑ2 − 1
2z

· · ·

Le fait que la fonction Φn(z, ε) donnée par (81) soit en effet une solution de
(An) peut se montrer par intégration par parties, en utilisant les propriétés
fondamentales (83) et (84), cf. [8].
Notons que, à normalisation près, Φ1(z, ε) correspond à fonction d’Airy, tan-
dis que Φ2(z, ε) correspond à la fonction cylindro-parabolique de Weber.

En revenant à ce que nous avons fait dans la section 3, cela nous amène
à considérer une solution de (Mn) de la forme :

Φ(z, ε) =

∫
e−

ξ
ε

∨
Φ (z, ξ) dξ =

∫
e−

1

ε
Sn(z,ẑ)Ψ(z, ẑ) dẑ, (85)

1Hardy montre en particulier comment ces fonctions sont reliées aux fonctions de Bessel.
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où
∨
Φ doit satisfaire l’équation :

∂2
∨
Φ

∂z2
− zn∂

2
∨
Φ

∂ξ2
= F (z)

∨
Φ . (86)

En utilisant (83) et (84), ceci se traduit par le fait que Ψ̃(z, ẑ) =
∨
Φ (z, ξ) doit

satisfaire l’EDP linéaire :

∂2Ψ̃

∂z2
− 2∂Sn

∂z
∂Sn
∂ẑ

∂2Ψ̃

∂z∂ẑ
+

Tn

∂Sn
∂ẑ

∂2Ψ̃

∂ẑ2
= F (z)Ψ̃. (87)

Comme dans la section 3, le problème se réduit maintenant à analyser les

propriétés d’holomorphie de Ψ(z, ẑ) := Ψ̃(z, ẑ)
∂Sn

∂ẑ
avec Ψ̃(z, ẑ) une solution

de (87) telle que Ψ(z, ẑ) se comporte bien au voisinage du lieu
∂Sn

∂ẑ
= 0

définissant les points cols.
La difficulté réside maintenant dans le fait que la transformation





(z, ẑ) ↔ (z, x =
∂Sn

∂ẑ
)

ψ(z, x) := Ψ̃(z, ẑ)
∂Sn

∂ẑ
,

qui définit un changement de variables ramifié, ne s’inverse plus facilement
(nous devons résoudre une équation algébrique de degré n+ 2) et l’analyse
devient d’autant plus délicate que n devient grand.

6.2 Sommabilité

En ce qui concerne les propriétés de sommabilité des solutions BKW
élémentaires du théorème 4.12, il semble, au regard des exemples explicites
obtenus dans la section 4.1.2, que nous perdions assez vite le caractère 1-
sommable.
Notre conjecture est qu’en réalité nous obtenons des solutions formelles mul-
tisommables, au moins dans le cas où la fonction F est polynomiale (les
travaux de Balser et al dans [] ne sont d’ailleurs certainement pas sans lien
avec ce phénomène).
Un travail est engagé dans cette présente voie afin de déterminer notamment
les différents niveaux de sommabilité (qui doivent a priori dépendre du degré
de F ).
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A Appendice : Fonctions confluentes et microfonc-
tions

Nous rappelons ici quelques notions adaptées de [22, 12].

Définition A.1. Une microfonction
▽

Φ (z, ξ) à (z0, ξ0) est la classe modulo

OC×C,z0×ξ0 d’une fonction
∨
Φ(z, ξ) holomorphe dans un voisinage sectoriel de

(z0, ξ0). La fonction
∨
Φ est appelée un majeur et la microfonction correspon-

dante sa singularité à (z0, ξ0).

La microfonction
▽

Φ (z, ξ) est résurgente si son majeur
∨
Φ est prolongeable

sans fin (par rapport à ξ pour tout z dans un voisinage de z0).

Dans cette définition, un voisinage sectoriel de (z0, ξ0) désigne un ouvert
W ⊂ C×C intersectant {z0}×C comme le montre la figure 5 pour (z0, ξ0) =
(0, 0).
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Fig. 5 – La trace dans le ξ-plan d’un voisinage sectoriel de (0, 0).

Nous rappelons que C désigne la courbe algébrique C = {(z, ξ) ∈ C2, 9ξ2 =
4z3}. Nous allons utiliser la définition suivante :

Définition A.2. Une microfonction ( resp. microfonction résurgente)
▽

Φ
(z, ξ) à (0, 0) est dite confluente à support singulier dans C si l’un de ses

majeurs
∨
Φ(z, ξ) s’étend analytiquement sur le revêtement universel de U ×

V\C (resp. de C2\C), où U ×V est un voisinage de (0, 0). Dans ce cas,
∨
Φ sera

dit confluent ( resp. confluent résurgent) à support singulier dans C.

Par exemple, la microfonction (résurgente) à (0, 0) associée à
∨

Abkw (z, ξ)
(cf. formule (11)) est confluente (résurgente) à support singulier dans C.

Considérons maintenant une microfonction confluente à (0, 0) à support

singulier dans C, et notons
∨
Φ(z, ξ) l’un de ses majeurs holomorphes dans un

voisinage sectoriel de (0, 0). En gardant z dans un voisinage suffisamment
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petit U de 0, nous pouvons définir un ouvert Ω comme sur la figure 6 tel

que
∨
Φ est holomorphe pour (z, ξ) ∈ U × Ω.

z3
2

2
3

z3
2

2
3

λ 0

Fig. 6 – L’ouvert Ω (le complémentaire de l’ensemble grisé) et le chemin λ.
Les extrémités de λ doivent être dans le demi-plan ℜ(ξ) > 0.

Cela permet de définir la transformée de Laplace suivante :

Φ(z, ε) =

∫

λ
e−

ξ
ε

∨
Φ (z, ξ) dξ, (88)

pour un contour d’intégration λ comme sur la figure 6. La fonction Φ(z, ε) est
holomorphe pour (z, ε) ∈ U ×C, et admet une croissance sous-exponentielle
d’ordre 1 à l’infini en ε−1 au sens suivant :
∀η > 0, il existe un voisinage Uη de 0, un voisinage sectoriel Ση de l’origine
d’ouverture ] − δη, δη [ (δη > 0) et cη > 0 tels que

∀(z, ε) ∈ Uη × Ση, |Φ(z, ε)| ≤ ceη|ε|
−1

(89)

Si dans (88) nous remplaçons le majeur
∨
Φ par par un autre représentant

de la classe de la microfonction confluente
▽

Φ, ou changeons les extrémités
de λ, la fonction Φ(z, ε) est décalée d’une fonction holomorphe ϕ(z, ε) en z
dans un voisinage U ′ de 0, et en ε ∈ C∗ qui est à décroissance exponentielle
d’ordre 1 à l’infini en ε−1 au sens suivant :
il existe η > 0 et un voisinage sectoriel Ση de l’origine d’ouverture ]− δη , δη[
(δη > 0), il existe c > 0 tels que

∀(z, ε) ∈ U ′ × Ση, |ϕ(z, ε)| ≤ ce−η|ε|−1

(90)

Cela justifie la définition suivante [22] :

Définition A.3. La fonction confluente Φ(z, ε) à support singulier dans

C associée à la microfonction confluente
▽

Φ (z, ξ) à (0, 0) est la classe de
Φ(z, ε) définie par (88) modulo les fonctions holomorphes en (0, 0) qui sont
à décroissance exponentielle d’ordre 1 à l’infini en ε−1.
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Remarque A.4. Si
∨
Φ est confluent résurgent à support singulier dans C, alors

la fonction confluente résurgente Φ(z, ε) à support singulier dans C associée

à la microfonction confluente résurgente
▽

Φ (z, ξ) à (0, 0) est définie comme
une présomme de Borel, voir [12, 9].

A.1 : Décomposition locale (pour la direction α = 0)

Pour la notion de décomposition d’une fonction résurgente, nous ren-
voyons le lecteur à [12, 9]. Nous introduisons ici son analogue local. Con-

sidérons de nouveau un majeur
∨
Φ(z, ξ) dans la classe d’une microfonction

confluente à (0, 0) à support singulier dans C. Nous gardons z dans un
voisinage suffisamment petit U de 0 et z 6= 0. Pour un tel z, la fonction

ξ 7→
∨
Φ(z, ξ) peut se prolonger dans un domaine coupé (localement près de

ξ = 0) comme sur la figure 1.b, (cas I), ou sur la figure 2 (cas II).

En considérant les prolongements analytiques de ξ 7→
∨
Φ(z, ξ) au voisinage

de chaque singularité ω(z) (définie par C), et les microfonctions associées
(i.e., la classe modulo Oω(z), ω(z) étant le support de la microfonction), nous

obtenons la décomposition locale d’une microfonction confluente
▽

Φ. Par ex-
emple, dans le cas I, la décomposition locale est donnée par seulement une

microfonction
▽

Φ

2

3
z3/2

à 2
3z

3/2, alors que dans le cas II, la décomposition locale

fait intervenir deux microfonctions, l’une
▽

Φ

2

3
z3/2

à 2
3z

3/2, et l’autre
▽

Φ
− 2

3
z3/2

à −2
3z

3/2.
Nous utilisons maintenant les germes de secteurs de Stokes, comme sur

la figure 1.a. Tant que nous restons dans un tel germe de secteurs de Stokes

S, les microfonctions
▽

Φ
ω(z)

intervenant dans la décomposition locale de la

microfonction confluente
▽

Φ sont holomorphes en z. Cela nous permet de
définir le morphisme

▽

Φ (z, ξ)
σS−→

(
▽

Φ
ω(z)

(z, ξ)

)

ω(z)

(91)

A chaque microfonction
▽

Φ
ω(z)

(z, ξ) nous pouvons associer, par l’intermédiaire
d’une transformée de Laplace formelle, un unique symbole BKW élémentaire

Φ
ω(z)
bkw (z, ε). Par suite, nous avons le diagramme commutatif suivant :

▽

Φ (z, ξ)
σS−→

(
▽

Φ
ω(z)

(z, ξ)

)

ω(z)

↓ ↓
Φ(z, ε)

σS−→ ∑
ω(z) Φ

ω(z)
bkw (z, ε)

(92)
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où
∑

ω(z)

Φ
ω(z)
bkw (z, ε), qui désigne la série transasymptotique locale associée à

la fonction confluente Φ(z, ε), est appelée la décomposition locale dans S de
la fonction confluente Φ(z, ε).

Lorque nous traversons une ligne de Stokes, un phénomène de Stokes
apparâıt. Ce dernier se traduit par une discontinuité de la décomposition
locale, et peut s’analyser en termes de dérivations étrangères. Cette étude a
déjà été menée par exemple pour le cas Airy dans la section 2.
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