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Introduction

Le but du présent article est de compléter I’étude du phénomene d’emmeélement
de strates (consécutives) pour les cycles évanescents, faite dans [B.91]' pour
une valeur propre de la monodromie différente de 1 par I’étude du cas de la
valeur propre 1 de la monodromie. La situation que nous considérons ici est le
cas d’'un germe non constant de fonction holomorphe f : (C"*,0) — (C,0)
vérifiant la propriété suivante :

Il existe un germe de courbe (S,0) & l'origine de C"™' tel quen chaque
point x en dehors de cette courbe la monodromie locale de f agissant sur
la cohomologie réduite de la fibre de Milnor de f en x ne présente pas la
valeur propre 1.

Bien sur, le germe de courbe (S,0) est ”a priori” contenu dans le lieu
singulier de I'hypersuface f~1(0) mais ce lieu singulier sera en général de
dimension plus grande que 1.

De méme que pour le cas d'une valeur propre # 1 on rencontre cette
situation de la fagon suivante :
On considere un germe non constant de fonction holomorphe

F:(CY,0)— (C,0)

et on denote par Xy C X; les deux plus grosses strates du lieu singulier
de F ~1(0) le long desquelles la valeur propre 1 de la monodromie apparait
(sur la cohomologie réduite). Ce sont donc les supports des deux premiers
faisceaux de cohomologie non nuls du complexe a cohomologie constructible

Voir également [B.03].



des cycles évanescents de F relatif & la valeur propre 1 de la monodromie,
que l'on notera 1z ;. Supposons que la codimension de Y, soit égale a
n+1 et que celle de ¥; soit égale a n. C’est dans cette hypothese, qui
est "générique”, que 'adjectif ”consécutif” prend son sens dans ’expression
"strates consécutives”: Y, est de codimension 1 dans ;. Effectuons une
section plane transverse en un point générique de >, par un plan P de
dimension n + 1. Un tel plan ”"générique” est non caractéristique pour le
D—module correspondant au faisceau pervers v, et la restriction f=

F |p vérifie nos hypotheses et décrit la situation locale pour Vg, dans un
voisinage du point générique de ¥y que 'on a considéré, grace au théoreme
de restriction non caratéristique (voir [B.M.89]) et a la correspondance de
Riemann Hilbert (voir [K.84]).

Décrivons les principaux résultats que nous obtenons. La nouveauté princi-
pale par rapport au cas d'une valeur propre différente de 1, traité dans [B.91],
est I'apparition d'une ”cohomologie intermédiaire” pour la partie spectrale
relative a la valeur propre 1 de la monodromie, pour la fibre de Milnor
de f a lorigine. Nous la noterons par H]-4(0) et elle est introduite
au paragraphe 4. Elle correspond a des cycles évanescents dont la limite a
'origine rencontre le sous-ensemble analytique S suivant un compact (mais
la limite peut rencontrer le bord de f~(0) loin de S). Ceci est précisé
dans I’Appendice.

On a alors deux applications naturelles d’élargissement de support

H'(0) =5 Hijn 5(0) = H™(0)
dont la composée est I'application canonique usuelle
can : H'(0) — H"(0).

Dans le cas d'une singularité isolée pour la valeur propre 1, 'application
cancns : H' 4(0) — H™0) est un isomorphisme. Ce n’est plus le cas
sous les hypotheses standards précisées au paragraphe 1 et nous dirons que
le phénomene de suremmélement pour la valeur propre 1 se produit
dans cette situation précisément quand cette application n’est pas un iso-
morphisme.

En suivant la méme ligne de preuve que dans [B.91] nous commencerons par

établir le théoreme suivant.

Théoreme 0.0.1 Sous les hypotheses standards pour la valeur propre 1, on
a, pour n > 3, la suite exacte :



0 — Hlpy (S, H""1(0)) - HZ 5(0) “7<35 H™(0) 5 HY(S*, H"1(0)).

Ce théoreme ainsi qu'un résultat analogue pour n = 2 sont prouvés au
paragraphe 4.

Maintenant 1’existence d’une forme hermitienne localement constante et non
dégénérée sur le systeme local H™ '(0) déduite de la forme hermitienne
canonique des sections hyperplanes transverses a S* qui présentent une
singularité isolée pour la valeur propre 1 (voir [B.90]), donne I'inégalité?

dim Hy, (S, H"~1(0)) < dim H'(S*, H"~(0)).
On en déduit 'inégalité
dim H' 4(0) > dim H"(0).

Le résultat le plus difficile sera de démontrer que 'on a, en fait, toujours
égalité de ces deux dimensions sous les hypotheses standards, pour n > 3.

Théoreme 0.0.2 Sous les hypothéses standards pour la valeur propre 1 et
pour n >3 on a les propriétés suivantes

e 1) dim H! 4(0) = dim H™(0).

o 2) Il existe une application naturelle linéaire et monodromique

var : H' 4(0) — H(0) qui est un isomorphisme d’espace vectoriels

monodromiques.
e 3) Il existe une forme hermitienne ”canonique”
H:H! 40)x H'(0) - C
et elle est non dégénérée.

Pour n =2 tout ceci reste vrai d condition de remplacer HZ2-¢(0) par son
quotient par j(H'(S*,C)), ot j est une injection naturelle qui sera définie
au paragraphe 4.

Notre preuve passe par la construction d’'une application de variation, com-
patible aux monodromies

var : H 4(0) — H(0) ,

ZPuisque H"'(0) n’a pas de section non nulle & support l'origine.



construction qui sera menée a bien au paragraphe 6. Nous prouverons ensuite
au paragraphe 8 que cette variation est injective. Ceci impliquera 1’égalité
cherchée puisque la dualité de Poincaré sur la fibre de Milnor a l'origine
donne 'égalité des dimensions de H?(0) et H"(0).

La preuve utilisera, entre autres, la généralisation suivante, intéressante par
elle-méme mais délicate, du résultat précis de contribution sureffective pour
la valeur propre 1 qui est démontré dans [B. 84 b)] pour une fonction a
singularité isolée.

Théoréme 0.0.3 Soit f: X — D wun représentant de Milnor d’un germe
non constant de fonction holomorphe a l'origine de C"™'. Soit Y = f~1(0)
et soit S1 un sous-ensemble analytique fermé de 'Y tel qu’en chaque point
y € Y\ S1 la monodromie locale de f en y agissant sur la cohomologie
(réduite) de la fibre de Milnor de f ne présente pas la valeur propre 1.
Supposons que l'on ait H™"(X \ S1,C) = 0.

Soit w un n-forme méromorphe d-fermée sur X a poles dans Y induisant
une classe non nulle dans H™(F,C) ou F désigne la fibre de Milnor de f
en 0. Supposons qu’il existe des formes semi-méromorphes w et 7 sur
X apoles dans 'Y de degrés respectifs n et n—1 wvérifiant les conditions
sutvantes :

e i) Suppw NSy =K estun compact de X ;
e i) Onasur X\Y w=w+dy.

Alors il existe w € T'(X, Q") et j € [1,n] tels que le prolongement
méromorphe de l'intégrale

/ |f|”f‘j% AN A p&
X

ait en A =0 wun pole d’ordre >2 ou p e CX(X) wvaut identiquement 1
au voisinage de K.

L’injectivité de la variation (qui est donc finalement un isomorphisme grace a
I'égalité des dimensions), donne également la non dégénérescence de la forme
hermitienne® canonique généralisée :

H:H! 4(0)x H"(0) — C.

qui est compatible aux monodromies et reliée, comme dans le cas d’une
singularité isolée (voir [Loe. 86]) et dans le cas d’'une singularité isolée pour

3Elle est sesquilinéaire, et (idx can.ng)*(H) est hermitienne sur H” 4(0) x H? 4(0).
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la valeur propre 1 (voir [B.97]), a la dualité de Poincaré (hermitienne),
notée <, >, par la formule

He,e') =< var(e),e > V(e e€) n s(0) x H™(0)

ou var =wvar o O , 'automorphisme O de H (0) étant défini par

o0 k
O .- Z(_l)k(T —1) _ LogT

—~ k+1 T
ou T dénote la monodromie. Ceci est montré au paragraphe 7.
Nous concluons en étendant les théoremes 13 et 14 de [B.91] au cas de la
valeur propre 1. On obtient ainsi les deux théoremes suivants qui, je ’espere,
seront suffisants pour donner une approche "filtrée” (donc non localisée en
f) du phénomene d’emmeélement de strates dans le cas d’une fonction holo-
morphe a lieu singulier de dimension 1, au moins dans les cas considérés dans
[B.04] et [B.05].

Théoreme 0.0.4 Sous les hypothéses standards pour la valeur propre 1, no-
tons par ko [’ordre de nilpotence de la monodromie agissant sur le systeme
local H" (0) sur S*. Considérons e € H"(0) wvérifiant N*(e) =0 avec

k > ko. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
e 1) ob(e) =0

o 2)Si wel(Y,Kerd"(k)) vérifie r(k)(w) = e, pour chaque j € Z,
les fonctionnelles analytiques

Pe(A =0, /X |f|”f—j% A @ A D)

sont nulles pour [ > 2.

De plus, pour vérifier 2) il suffit de le faire pour 1 =2 et pour j € [0,n].

Théoreme 0.0.5 Sous les hypothéses standards pour la valeur propre 1, sup-
posons que le prolongement méromorphe de fX |10 admette un pole
d’ordre >k en un entier négatif, avec k > sup (ko, k1) +2 ou ko et k
sont respectivement les ordres de milpotence de la monodromie agissant sur
le systéme local H"'(0)s+ et sur lespace vectoriel H™(0).

Alors Uordre des poles aux entiers négatifs assez grand est exactement égal a
k etlona ko <k =k—2 avec oby, #DO.

b}



L’étude de "réciproques” analogues aux théoremes 15 et 16 de [B.91] n’est
pas abordée ici. Ces questions ne semblent pas du tout triviales a résoudre
pour la valeur propre 1. D’ailleurs les résultats de ce type dans [B.91] sont
probablement les plus délicats de cet article.

Nous n’avons pas, non plus, abordé ici les raffinements de [B.91] qui sont
obtenus dans [B.03].

Nous terminons cette étude par un appendice. Il donne une description
topologique (& la Milnor) du groupe H 4(0).

Voici le plan de cet article

e 1. Définitions et rappels.

e 2. Le cas d’une singularité isolée pour la valeur propre 1.

e 3. La forme hermitienne canonique sur le systéeme local H" '(0)|g:.
e 4. L’espace vectoriel monodromique H-¢(0).

e 5. La suite exacte longue de J. Leray généralisée.

e 6. Construction de wvar : Hl+ 4(0) — HX(0).

e 7. La forme hermitienne canonique H : H”-4(0) x H"(0) — C.

e 8. Injectivité de la variation pour n > 3. Le cas n = 2.

e 9. Applications et un exemple pour conclure.

e Appendice : Description topologique de HZ- 4(0).

1 Définitions et rappels.

1.1 Les hypotheses standards pour la valeur propre 1.

Soit X un voisinage ouvert de Stein connexe de l'origine dans C"™! et
supposons que n > 2. Dans le cas n = 1 le phénomene d’emmeélement
de strates pour la valeur propre 1 que nous allons étudier n’apparait pas,
méme pour une fonction non réduite. Le cas ou n = 1 sera considéré dans
la suite sous I’hypothese plus forte d'une singularité isolée pour la valeur
propre 1 (notion déja étudiée dans [B.90] et [B.97] ). Ce cas sera essentiel
quand on étudiera la situation d’une section hyperplane transverse en un



point générique de la courbe S.

Soit f : X — C une fonction holomorphe non constante. Notons pour
p >0 par HP(0) le faisceau constructible sur Y := f~'(0) donné par
le sous-faisceau spectral de la monodromie de f pour la valeur propre 1,
agissant sur le p—ieme faisceau de cohomologie du complexe 1y des cycles
évanescents. Donc le germe en chaque point y € Y de HP(0) est le
sous-espace spectral pour la valeur propre 1 de la monodromie agissant sur
le p—ieme groupe de la cohomologie réduite de la fibre de Milnor de f en
Y.

Nous ferons les hypotheses suivantes :

e (i) Le faisceau H™(0) est concentré a 'origine.

e (ii) Le faisceau H"'(0) est concentré sur une courbe S admet-
tant l'origine pour unique point singulier. De plus, chaque composante
irréductible de S contient 1’origine et est un disque topologique.

e (iii) La restriction de H™ '(0) a S*:= 5\ {0} est un systeme local.

e (iv) Pour tout i > 2 on suppose que H"*(0) = 0.

Remarques.

e Seule la condition (iv) est réellement restrictive dans notre situation
locale d'un germe & lorigine de C"*! en raison de la perversité de

Yra.

e Bien sur, ces hypotheses sont satisfaites (quitte & se restreindre a un
voisinage ouvert de l'origine assez petit) des que le lieu singulier est
de dimension inférieur ou égal a 1. Pour n = 2 c’est le cas des que
I’on considere un germe non constant de fonction holomorphe qui est
réduit.

e Pour n =3 ces hypotheses seront satisfaites (quitte & nouveau a se
restreindre ...) pour un germe réduit des que les singularités transverses
aux composantes irréductibles de dimension 2 du lieu singulier sont des
courbes réduites et irréductibles?.

4En effet, pour une courbe plane réduite et irréductible, la valeur propre 1 de la
monodromie n’apparait pas.



1.2

Sous les hypotheses standards, introduisons les complexes de faisceaux (£2°(k), do)
et (E°(k),d3). Rappelons que Q° (resp. £° ) désigne le faisceau des formes
méromorphes (resp. semi-méromorphes) de degré ® sur X a poles dans Y
restreint (topologiquement) a Y, que

Q k) = CF &k):=E&xCF

et que
d,
do(w) := dw — 7f A N (w)
ot N € End(CF) est défini dans la base canonique ej,--- e, par

kN (e;) = ejr1,7 € [1,k] avec la convention ey = 0 ; cet endomorphisme
agit sur Q°(k) (resp. sur &°(k) ) par zN :=1d® pN.
Ceci se "visualise” de la fagon suivante :

Wy, dwy, — % N W1
(5()(111) = (50 = ’

Wao d’wg — % A\ w1

w1 dwy

De plus l'inclusion évidente de (2°(k),dp) dans (E°(k),d3) est un quasi-
isomorphisme (voir [B.91], prop.1, p.444.)

On a les morphismes de complexes de degré 0 suivants, pour tout couple
(k, k") d’entiers :

7Tk+k’,k . (5.(k' + k/),éa) — (5’(]%'),55)
Jear  (E°(R), 65) — (E°(k + k), 60)

donnés par les projections et injections évidentes :
CH¥ ~CroC¥ — C*
Cr e CHV ~Crhg CY.

Ils se "visualisent” de la fagon suivante :

Wy
Witk .
Wk Wk )

. . . %1

Th+k k Wk = : Tk k+k! : = o |’

: wy w )
w1 )
0



ou le dernier vecteur colonne comprend £’ zéros.
On définit également, pour k£ > 1, le morphisme de complexe de degré O :

en posant N = jr_14 0 Trk—1 ; ce qui se "visualise” comme suit :

Wi Wg—1
wWN =

Wa wq

w1 0

On a, bien sur, (xN)* =0 sur £°(k). La monodromie est alors définie sur
ce complexe par T := exp(—2im. N).

Enfin nous utiliserons également les morphismes de complexes® de degré +1
Tk,k’ . (S.(k)ada) - (8.(k/)765)

donnés par :

Wi 0

Tew | | = : K
W2 0 }
w1 % N\ wy,

1.3

Notons par h‘(k) le i-eme faisceau de cohomologie du complexe (£°(k), do).
Le morphisme de complexe

r®: (Q%(k),00) — (Qg(/f[f_l]ad/f”l/

défini par 7*(w) = wy, pour w € Q°(k), donne la suite exacte courte suivante,
pour tout p > 1 (voir la prop.1 p. 427-428 de [B.91] et la proposition (1.9)
pour le lien entre 7* et r°®):

0 — H” ' (0)/ImN* | — W (k) "% KerAN* — 0 (1)

ou —2imN, désigne le logarithme nilpotent de la monodromie de f agissant®
sur le faisceau HY(0) pour ¢ > 0. On prendra garde que pour ¢ =0 on

°En fait on a Ty 4 0 g + dp © Tk = 0.
6de facon unipotente.



considere la cohomologie réduite (donc les ”vrais” cycles évanescents et non
les cycles proches.)

Sous les hypotheses standards la suite exacte (1) montre que les seuls fais-
ceaux de cohomologie non nuls du complexe (£°(k),dy) sont les h'(k) pour
1=0,1,n—1,n,n+ 1.

Supposons d’abord n > 3. On a alors des isomorphismes monodromiques
Cy ~ h°(k) et Cy ~ h'(k) donnés par

A 0
0

AeCy — | et NelCy —
| 0
0 A

Le morphisme 75 induit I'isomorphisme évident .
De plus, grace a la nullité de H"2(0), on a un isomorphisme

rYk) b (k) — Ker NF_, c H"Y(0) Vk>1
ainsi que la suite exacte pour £ > 1
0— A" YK " h(k) —» Ker NF — 0 V> 1.

Comme les faisceaux h"~1(0) et h"(0) sont a support dans S et que H™(0)
est a support l'origine, on en déduit que sur S* on a un isomorphisme pour
E>1

T o RN (E) g ~ B (k)

Alors, la suite exacte pour k> 1

S*-

7:'rLfl

0— H"0) '~ h"(k) B h" (k) — 0

montre que h"*1(k) est & support l'origine et isomorphe & H"(0) (pour
k> 1).

1.4
Pour n = 2, on a la suite exacte

r1(

0— hOk) B hi(k) Y Ker NP -0 WE> 1.
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Comme 7; induit un isomorphisme sur Y \ S ( et les faisceaux h'(k)|y\s

sont isomorphes a Qy\s, i =0,1), on aura dans ce cas des isomorphismes
monodromiques h'(k) /7,h°(k) ~ Ker N ¢ H'(0) ainsi que h°(k) ~ C,.
Pour n =2 on remplacera I'isomorphisme r"~!(k) : """ (k) — H"71(0) da
a la nullité de Papplication 7 : k" %(k) — h""'(k) que 'on a pour n >3
par l'isomorphisme

lim h'(k) — H'(0)

k—o0

qui résulte de I'isomorphisme monodromique (plus concret) pour k > kg
(k4 1) : jrra (B (k) — HY(0).

Comme l'application 7, n’est pas compatible a la limite inductive sur £, il
sera plus commode d’utiliser directement 1’isomorphisme

lim h*(k) ~ H*(0)

k—o00

que la suite exacte

0— BO(k) 5 ' (k) "% KerAN® -0 k> 1.

Ce point est important puisqu’il permettra de traiter le cas n =2 de facon
assez analogue au cas ”"général” n > 3.

1.5

On déduit alors facilement de la constructibilité des faisceaux h'(k) et de
la contractibilité de Y la propriété suivante’ :

H(Y, (£*(K), 6%)) /7 (H""\(Y, (£°(k),6%)))  ~ Ker N* ¢ H™(0)

Nous allons établir directement une assertion analogue pour les supports com-
pacts ; cette approche directe s’applique également aux supports fermés. Par
contre la dégénérescence de la suite spectrale évoquée dans ce cas n’est plus
vraie pour les supports compacts. Par ailleurs ceci motivera notre définition
de l'espace vectoriel monodromique H! ¢(0) et rendra ”évidente” les ap-
plications "naturelles” H!(0) — H!~4(0) et H!-4(0) — H"(0).

Proposition 1.5.1 Pour chaque k > 1, on a une application surjective

re (k) s H (Y, (E(k)*,6%)) — Ker Ny, € HZ(0)

"Nous omettrons dorénavant I'indice de la différentielle & = dy.
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dont le noyau contient T, H'Y(Y, (E(k)®,5°%)).

Ces applications vérifient r7(k)o yN = N, or(k) et elles sont compatibles
aux applications Ji pyi -

De plus, ces applications induisent un isomorphisme monodromique entre
lim H(Y (E(K)*,0%)) et HE(0).

Preuve. En fait il est plus facile de définir ’application
7o (k) - HY(Y, (E()*,6%)) — Ker Ny, C H'(0)

qui est reliée & (k) par la formule r(k) = exp(—N,.Log(so)) o 72 (k),
ot F':= f~!(so) est la fibre de Milnor de f & l'origine, et o sy € DNR™™
est un point base (et on a fixé Log(sg) € R.)
Comme exp(—N,..Log(sp)) est un automorphisme de H(0) compatible
avec la monodromie 7T, = exp(—2in.N,,) il suffit de prouver la proposition
pour Papplication 77(k)®.
Pour w e T'.);(X,E"(k)) N Kerd posons

re (k)[w] = [wi|r] € H(0). (2)
En effet, la relation éw =0 donne dwy = % A wi—1 ce qui montre que la
restriction de w a F est bien d-fermée (et a support compact).
Pour voir la surjectivité, il suffit de constater que si e € H?(0) vérifie

NEE) =0 alors e:= >0 (LOJ%)]/\/Cj(e) est une section uniforme du fibré
de Gauss-Manin a support propre de f qui se calcule a ’aide du complexe
(€°,6°) (voir [B.91] Prop.1 p.444) ce qui permet de trouver un antécédent a
e de la méme fagon que dans le cas a support fermé.

Pour démontrer la relation r”(k) o xN = N, .or"(k) nous devons montrer
que, si ow =0 on a [wi_1|r] = N.([wk|F]).

Notons

X =XxH
D

ot H < D* est le revétement universel.
D’apres Milnor [Mi.68] on a un isomorphisme C* au dessus de D*
®: X —- Fx H. La n-forme C*®

k—1 j '
Q= (_jl') (¢ — Log(so) ) iy,
— !

8Pour une discussion plus détaillée de la relation entre r"(k) et #"(k) on pourra
consulter la Remarque/Erratum qui suit le Corollaire 1 du Théoreme 1 de [B.02].
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ot wy, = ((®)71)*(wy) vérifie dQ2 =0 sur F x H. Elle vérifie également
QFx{Log(so)} = Wk|r- On en déduit que

k—1

Te(wg|r) = exp(—2in Ne) (wi|r) :Z ]'
0

]wk ]lF

On obtient alors facilement (par récurrence) la relation désirée.

La compatibilité des applications 77 (k) avec les morphismes jj jirr e€st
immeédiate.

Nos assertions sur le noyau se déduisent facilement du lemme suivant.

Lemme 1.5.2 On utilise les notations introduites ci-dessus. Considérons
w € T'(Y,E™(k)) N Kerd, supposons que lon ait 17 (k)(w]) = 0 et qu’il
eviste v € T (Y,E"1(k)) wvérifiant N (w) = dv. Alors

Wk

Jeprr(w) =1 * | €LY, E (k+1)).

wq

0

Preuve. Commengons par traiter le cas k = 1. La condition sur N (w) est
vide, et on a seulement dw; = 0 et [wi|p] = 0. Mais alors w; est une
section horizontale du fibré de Gauss-Manin a support propre de f qui est
nulle en sq. Elle est donc nulle, et on peut écrire

d
w1 :—f/\cH—dﬁ

S

ot «a,f € I'eyp(X,E"1(1)). On a alors % A da = 0, ce qui montre que
a est une section du fibré de Gauss-Manin a support propre de f de degré
n — 1. Mais ce fibré (méromorphe) est nul, car on a H? '(F) =0 puisque
F' est une variété de Stein de dimension n. On peut donc écrire

a:%/\v—i-df
ot 7,£ €l (X,E"2(1)). On a donc
w, :%Adgﬂw d(ﬁ—%/\é)

On obtient alors w; = 63 ou f € Lep(X,E"1(1)).

13



Passons au cas général. La relation ;N (w) = dv donne

df

Wi—1 = dv, — — N W_2
f
et dw =0 donne dw, = % A wi_1. On aura donc dw, = % A dv. La n-

forme semi-méromorphe wy+ % Avy est donc d—fermée a support f—propre
et induit 0 dans H(0). D’apres le cas k=1 on peut écrire

d _
wy = ——f/\Uk—i-dﬂ.
f

On aura alors ~

[ 5

Wg—1 Uk

Trst1(w) = : =9

wy V2

0 U1
ce qui acheve la preuve du lemme et de la proposition 1.5.1. |

Remarque.

Comme on a Jgiiw 07 = 0 pour k' >k il est inutile de quotienter par
7 (H27(Y, (€°(k),6°))) avant de prendre la limite inductive sur % .

1.6

Nous considérerons également le complexe de faisceaux sur Y noté (F*(k),d3),
défini pour n >3 comme suit :

(F*(k),63) = E%(k) 2% Kersl —0—0-

On a une inclusion naturelle de complexes (F(k)*,d5) — (€°(k),d7)
Nous noterons par (£°(k), ) le complexe quotient ; ce qui donne de fagon
explicite :

(E°(k),83) := 0 — E'(k)/Kerdy % £2(k) 2 &3k) 5 -

Le complexe (£°(k),d3) n’aura sur Y* que deux faisceaux de cohomologie
non nuls, comme c’était le cas pour le complexe (£°(k),d:) pour une valeur
propre différente de 1.

Ceci nous permettra d’utiliser sur S* la proposition 2 p.435 de [B.91].
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Pour n =2 nous définirons le complexe (F*(k),d]) en remplacant dans la
définition précédente le faisceau Ker d} par le sous-faisceau

§0E (k) + 1uh° (k) — Ker 6y(k).

De méme nous remplacerons dans la définition de (£°(k),d3) le quotient
EY(k)/Kerd) par

ENK) [60E°(K) + Tph ().
Ceci conduit & nouveau au fait que le complexe (£°(k), d3) ait deux faisceaux
de cohomologie non nuls sur Y* isomorphes & h'(k)/7x(h°(k) et h%(k) en
degrés n—1=1 et n =2 respectivement.
Le quotient &'(k)/60E°(k) + 7:h°(k) n’ a pas la cohomologie sur S* en
degrés positifs. En effet, on a

60E° (k) N (K (k) ~ 0
On en déduit facilement que Vi > 1
H'(S*, El(k)/éoio(k) + 7h° (k) ~ HTH(S* hO(k)) @ HH(S*, 6,E°(k)) ~ 0.

On pourra donc encore utiliser sur S* la proposition 2 p.435 de [B.91] pour
décrire I'hypercohomologie sur S* du complexe (£°(k),d3).

2 Le cas d’une singularité isolée pour la valeur
propre 1 .

2.1

Considérons ici le cas ou on a n > 1 et ou 'on suppose que les faisceaux
HP?(0) sont tous nuls pour p # n. Quitte a choisir le représentant de Milnor
de notre germe assez petit on peut également supposer que le faisceau H™(0)
est concentré a ’'origine. On a alors les résultats suivants.

Théoréme 2.1.1 (voir [B. 90]) Soit f : (C"1,0) — (C,0) wun germe
de fonction holomorphe présentant une singularité isolée a l’origine pour la
valeur propre 1 de la monodromie®. Il existe une forme hermitienne h sur
H"™(0), non dégénérée, invariante par la monodromie, définie de la fagon
sutvante :

“Donc HP(0) =0 pour p#mn puisque, par perversité, seul le faisceau H™(0) peut
avoir un support de dimension 0.
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Soient e,¢ € H™(0) wérifiant N*(e) = N*(¢') = 0 ou on a noté par
—2ir N le logarithme nilpotent de la monodromie (unipotente) agissant sur
H™(0). Soient w,w € H™(I'(X,&%(k)),d) wvérifiant r™(k)(w) = e et
r"(k)(w') =¢€'. Alors on a

df
f
pour p € CX(X) wérifiant p=1 prés de l'origine.

(2im)" (e, e) = Py(A = 0,/ |f* .= A wg A ﬁ Aw'y)
X f

On a noté Pp(A = 0,F (X)) le coefficient de 55 dans le développement de
Laurent en A =0 de la fonction méromorphe F.

On utilisera dans cet article, comme on 1'a déja fait dans [B.97], les com-
plexes (2°(k),0)) pour le cas méromorphe et (E°(k),d3) pour le cas
semi-méromorphes au lieu de ceux correspondants a la differentielle 67 de
la différentielle (utilisés dans [B.90]) ce qui explique que I’énoncé ci-dessus
differe de celui de [B.90] (en particulier par ”1I’évaluation en A = 0 7).
Nous renvoyons a [B.91], aux rappels donnés dans [B.97] paragraphe 2 ou
au paragraphe 1.3 ci-dessus pour plus de précisions sur ces complexes et sur
I'application 7" (k).

La forme hermitienne définie ci-dessus dans le cas d’une singularité isolée
pour la valeur propre 1 de la monodromie sera appelée la forme hermitienne
canonique.

Dans le cas d'une singularité isolée, la forme hermitienne canonique a été
introduite dans [B.85]. Francois Loeser [Loe.86] a montré dans ce cas, en
utilisant des résultats de théorie de Hodge, comment construire la forme her-
mitienne canonique a partir de la variation et de la dualité (hermitienne) de
Poincaré sur la fibre de Milnor. Ceci a été généralisé au cas d’une singularité
isolée pour la valeur propre 1 (sans théorie de Hodge, car elle ne semble pas
facilement applicable dans ce contexte plus général) dans [B.97]. Rappelons
les énoncés correspondants.

Théoréme 2.1.2 (voir [B.97]) Soit f : (C"1,0) — (C,0) un germe
de fonction holomorphe présentant une singularité isolée a [’origine pour
la valeur propre 1 de la monodromie. Il existe une application linéaire "na-
turelle” de variation var : H"(0) — H(0) vérifiant les propriétés suivantes:

e 0) Si la singularité de [ est isolée’®, on retrouve la variation
“classique” (voir [A.V.G.]).

10 Au sens "usuel”, c’est & dire que 'on a df, # 0 pour z # 0.
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e 1) L’application “var” est topologique et on a
canovar =T —1 sur H"(0) varocan =T, —1 sur H}(0)

ou can: H(0) — H™(0) est l'oubli des supports et ou T (resp. T.)
désigne la monodromie agissant sur H™(0) (resp. sur HX(0) ).

e 2) L’application "var” est bijective, T—invariante (c’est a dire que
T. o var = var o T), et auto-adjointe pour la dualité (hermitienne)
de Poincaré T : H"(0) x H!(0) — C donnée par

1 _
Z(a,b) = b
ou F désigne la fibre de Milnor de f en 0.

e 3) Soit © := Z;":O(—l)ka];ll)k. C’est un automorphisme de H™(0)

puisque T est unipotent. Posons wvar := var o ©. Alors on a

Ve,e' € H"(0), h(e,e') =Z(var(e),e).

On déduit facilement des propriétés ci-dessus que 1’'on a
Im can =Im (T —1) dans H"(0) et Ker can = Ker (T, — 1) dans H?(0).

Comme nous aurons besoin plus loin de construire une généralisation de
I’application de variation, nous allons rappeler ici brievement ’expression
de l'application wvar donnée dans [B.97] en terme de formes différentielles
semi-méromorphes.

Soit donc e € H™(0) vérifiant N*(e) = 0. Soit w € ['(Y,E™(k)) satisfaisant
do(w) = 0 et r"(k) = e. L’hypotheése de singularité isolée pour la valeur
propre 1 permet alors de trouver u € T'(Y*,E"71(k)) vérifiant

N Wy = dp u.

Soit p € C7p(X) vérifiant p =1 pres de l'origine. Posons { = (1—p).u .
Alorsona £ € T.(Y,E" (k) et v= yNw—08p¢ estdans T.(Y, Ker 87 (k)).
On a donc, pour j € [1, k], avec la convention wy = 0= ¢ :

d
Wji—1 = Vj + dfj — 7f /\fjfl )
et comme dgw = 0 implique dwy = % A Wg_1 on aura
d d
d(wk+7fA£k) = 7f/\1)k.
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Choisissons maintenant une fonction o € C77;(X) vérifiant o =1 sur un
ouvert de Y contenant (Suppv)NY. Alors le théoreme de Leray généralisé
au cas d’une hypersurface non nécessairement lisse mais ne présentant pas la
valeur propre 1 pour la monodromie!!, permet d’écrire au voisinage du bord
de la boule de Milnor

d d
daA(wk+—f/\€k):—f/\77—|—w+da

f f
avec n et w d-fermées et C> a support f—propres de degrés respectifs
n et n+1,et ol a est semi-méromorphe de degré n a poles dans Y et
a support f—propre. On obtient alors que la section V(w) € I'.(Y,E"(k))
définie par

V(w)y =vx+n
V(w); = v pour j € [l,k—1]

est do—fermée et on a 1" (k)(V(w)) = wvar(e). Pour plus de détails, on
consultera [B.97], ou bien la construction de la variation généralisée donnée
au paragraphe 6.

3 La forme hermitienne canonique sur le systeme
local H" 1(0)|g+.

L’objectif de ce troisieme paragraphe est de généraliser a notre situation la
proposition 11 de [B.91].

3.1

Considérons donc le systeme local H"7!'(0) sur S*. Sa fibre en chaque
point o € S* s’identifie au sous-espace spectral pour la valeur propre 1 du
(n — 1)—iéme groupe de cohomologie de la fibre de Milnor de la restriction
de f a une section hyperplane transverse a S* en o. Comme la restriction
de f a un tel hyperplan a une singularité isolée pour la valeur propre 1 en
o, ce sous-espace spectral pour la valeur propre 1 de ce (n—1)—iéme groupe
de cohomologie est muni d’une forme hermitienne canonique qui est non
dégénérée et invariante par la monodromie de f. Ceci permet, en raisonnant
comme dans [B.91] p.456, de munir le systeme local (d’espaces vectoriels

1 Ce point est détaillé dans [B.97] ; il sera repris et généralisé plus loin; voir le 5.
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monodromiques) H"'(0)|s« d’une forme hermitienne localement constante,
non dégénérée et invariante par la monodromie'?. Nous la noterons par

h: H"10)|g- x H1(0)

S* — QS*.

On montre comme au lemme 1 de [B.91] p.456 que cette forme hermitienne
est intrinseque. La proposition suivante se démontre de fagon analogue a la
proposition 1 de [B.91] p.457.

Proposition 3.1.1 On se place sous les hypotheses standards pour la valeur
propre 1. Soit 'V un ouwvert de X* := X \ {0} et soient w et w' deuz
sections sur V  du faisceau E"'(k) wvérifiant §(w) = 6(w') = 0. Notons
par e et ¢ les sections correspondantes de H"'(0) sur U :=V N S* (via
le morphisme r"~1(k)). Alors la fonction h(e,€') est localement constante
sur U. Pour chaque forme différentielle ¢ € C*(V') de degré 2 vérifiant :

e i) Suppp N S* est compact,
e i) dp =0 au voisinage de U dans X*,
on aura la formule :

(QiW)"/[]h(e,e').cp:PQ()\:O,/X|f|2’\wk/\u_J’k/\go/\%/\%).

Quitte a remplacer la formule (1) p.409 de [B.91] donnant l'expression de
la forme (hermitienne) d’intersection comme résidu dans le prolongement
analytique de la distribution |[f|** par la formule du théoréme 2.1.1, la

preuve de cette proposition est analogue a celle de la proposition 1 de [B.91]
p-457-460 .

Remarque.

Pour n =2 il n’est pas a priori automatique de pouvoir représenter une sec-
tion sur U :=V N S* du faisceau H'(0) par un élément de T'(V, Ker 6*(k))
pour k> 1, car cela nécessite la surjectivité des applications

HO(V,Ker§*(k)) — H°(V,h'(k)) — H°(V, H'(0)).

L’isomorphisme  h'(k) /7,(h°(k)) — H'(0) pour k > 1, montre que I'on
a une obstruction a la surjectivité de la seconde fleche. En fait le décalage

120n prendra garde qu’a I'origine, cette construction n’a, & priori, pas de sens.
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sur k suffit & lever cette obstruction puisque klim h*(k) — H'(0) est un

isomorphisme.

La surjectivité de la premiere fleche est realisée des que l'on a la nullité de
HY(V,5E°(k)), ce qui sera toujours vrai quitte & prendre pour V' un voisinage
ouvert assez petit de U, car on a

HY(V,08°(k)) ~ H*(V,h%(k)) ~ H*(U,C) = 0.

En utilisant le cycle fondamental de S* qui est 'élément de H,(S*,7Z)
obtenu en coupant S* par une sphere centrée a l'origine de rayon assez
petit, on obtient, un accouplement sesquilinéaire non dégénéré

h: H°(S*, H"1(0)) x H'(S*, H""}(0) — C.

Pour donner une formule analytique donnant le nombre h(e,¢’) analogue
a la proposition 11 de [B.91], nous devons commencer par définir I'’analogue
des applications 6, et ob, de loc. cit.

3.2 Les applications 0, et oby.

Définissons 'entier kg comme 'ordre de nilpotence de la monodromie agis-
sant sur le systeme local H""!(0)|s-. Comme l'application de restriction
(S, H"1(0)) — T(S*, H"'(0)) est injective (perversité), ko majore
également l'ordre de nilpotence de la monodromie agissant sur la fibre a
lorigine de H"*(0).

Définition 3.2.1 Sous les hypothéses standards pour la valeur propre 1 et
pour n > 3, notons par —2iwN,, le logarithme nilpotent de la monodromie
agissant sur H™(0). Pour chaque k > ko on a deuz applications linéaires
naturelles

oby, : Ker N¥ — H{IO}(S, H"(0))
O Ker Nf — H'(S*, H"(0)) ~ H{y (S, H"(0))

qui sont définies de la fagcon suivante :

o La composée de H™(Y,(£°(k),8%)) — H™(S*, (E*(k)) avec
H" (5%, (£*(k), %)) 2 HO(S*, H""1(0)) 2 Hlyy (S, H"1(0))

passe au quotient par T, H' 1 (Y, (£*(k),8%)) et donne oby, grice auz
isomorphismes rappelés plus haut ; voir (1.5).

20



e La composée
H'(Y, (£°(k), 6%)) — H"(S*, (£°(k),6)) & H'(S*, H"~*(0))

passe également au quotient par T, H' (Y, (E%(k), %)) et donne 0y,

Ces résultats sont analogues a ceux des pages 410 et 411 de [B.91], le com-
plexe (£°(k),6*)) ayant les mémes propriétés dans notre cas que le complexe
"usuel” pour une valeur propre différente de 1 (puisqu’il n’a que deux fais-
ceaux de cohomologie non nuls sur Y*, et on a l'acyclicité sur S* des
faisceaux £°(k).)

On prendra garde qu'ici & nouveau les applications 6, sont compatibles
quand £ augmente, alors que 1’'on a 5bk+1 = 0~bk oN,.

Nous définirons alors 'application 6 : H"(0) — H{ZO}(S, H"1(0)) comme

étant ), pour k> 1.

Remarque.
Toujours en supposant n > 3, le faisceau E'(k) ~ E'(k)/Ker ' n’a pas de
cohomologie en degré positif sur S*. En effet on a les suites exactes
0— Kerdst — &Yk) — &' (k) — 0
0— Imd — Kerd' — h'(k) — 0
0— h'(k) — E°(k) — Imd® — 0

qui donnent successivement les annulations pour tout k£ > 1

HY(S*, Im°(k)) =0, Vi>1
H(S*, Ker6'(k)) =0, Vi >2
H'(S*,EYk)) =0, vi>1

On a donc la dégénérescence de la premiere suite spectrale donnant I’hypercohomologie
sur S* du complexe (€°(k),d°) et donc un isomorphisme

H"(S*, (E(k)*,6%)) ~ H™(T'(S*,£(k)*®), 6*).

Nous pouvons étendre la définition des applications 8 et obj, aux éléments
d—fermés de TI'(S*,E™(k)) pour k > k¢ : ils induisent des classes dans
H™(S*, (E(k)*,6°)); ce groupe est isomorphe & H*(Y*, (£(k)*, %)) puisque
les faisceaux de cohomologie non nuls du complexe (€(k)*, ) sont & sup-
ports dans S. Pour éviter toute confusion, nous noterons ces applications
par

oby, : T(S*, E"(k)) N Ker § — HO(S*, H™(0))
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et par R
O : T(S*, EM(K) N Ker§ — H*(S*, H*1(0)).

On notera que ob, est simplement donnée par la composée des morphismes
de faisceaux sur S*

(1) "' B"(k) — A" (k) — H"1(0).

Le cas n=2.

La définition des applications oby et 6 ne pose pas de probleéme sérieux
pour n = 2. Une maniere de le voir directement (sans utiliser [B.91]) est de
déduire de I'écriture locale

w|x, = k() + 65,

correspondant & la surjection sur S* 7, : h'(k) — h%(k), la relation :

jk,zk(w)|Xa =0 (gi) :

ﬁa - ﬂa’

Oy — Ayt
induira un élément de H'(S* h'(2k)) dont I'image dans H'(S* H'(0))
(pour k> 1) sera 6(Jw]). La cochaine «, donne alors une section globale

sur S* du faisceau quotient h'(k)/7,(h°(k) ~ H*(0) pour k > ko, ce qui
définit  oby([w)]).

Alors

Donnons maintenant I'analogue de la proposition 11 de [B.91].

Théoreme 3.2.2 Sous les hypothéses standards pour la valeur propre 1, con-
sidérons des entiers k > ko et k' > ko. Soient v € I'(S*,E"(k)) N Ker o
et weTT(S* E"(k))N Kerd. Notons par e := oby(v) € HY(S*, H""1(0)) et

o~

par n = 0x(w) € H'(S*, H*1(0)). Alors on a

ko

(2im)" L h(e,n) = Z(—l)“PaH()\ =0, /X |f|2Ad% AW A vg A7)

a=1

ou vy est une forme C® de degré 1 au voisinage de S* wvérifiant , comme

dans [B.91],

e i) Suppy N S* est compact ;
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e i) dy=0 au voisinage de S* ;
e i) v induit la classe du cycle fondamental de S* dans H}(S*,C).
Si p e CX(X) wvaut identiquement 1 prés de lorigine, v = dp convient.

Corollaire 3.2.3 Sous les hypotheses du théoréeme précédent, supposons que
v et w soient restrictions a S* d’ éléments de T'(S,E™(k)) N Kerd.
Alors on a h(e,n) =0.

Ce corollaire est analogue au corollaire 1 de la proposition 11 de [B.91].

Corollaire 3.2.4 Soient k,k' > ko et soient we H"((I'(Y,&°(k)),0)) et
w' e H'((I'(Y,E°(K')), ). Posons e:=r"(k)(w) et ¢ =r"(k)(w'). Alors
(2’i71')n+1 h(Obk( ) 9(6/)) = ( 1) Pk+2( / |f|2>\ Wi VAN % AN u_)’k/).

Ce corollaire est analogue au corollaire 2 de la proposition 11 de [B.91].

Corollaire 3.2.5 Sous les hypothcses standards, ['image de 0 est contenue
dans lorthogonal pour h du sous-espace H(S, H"1(0)) de H°(S*, H"1(0)).

Ce dernier corollaire est analogue a la premiere partie de la proposition 12
de [B.91]. II se déduit immédiatemment du corollaire 3.2.3 (voir la preuve
du corollaire 1 de la proposition 11 de [B.91] p.466).

Remarque.

Soient k > ko , et e € KerN* tel que oby(e) # 0. Pour conclure grace
au corollaire 3.2.4 que l'on aura alors un pole d’ordre k + 2 aux entiers
négatifs dans le prolongement méromorphe de |f|** (voir le théoréme 13 de
[B.91] et notre théoreme 0.0.4), il est essentiel d’avoir ’égalité entre I'image
de 6 dans H'(S*, H"1(0)) et 'orthogonal pour la forme hermitienne A de
H°(S, H"71(0)). C’est a dire de savoir que l'inclusion donnée au corollaire
3.2.5 est en fait une égalité. Ce qui revient & montrer que h établit une
dualité hermitienne entre H {10} (S, H"71(0)) et Im 6. Ceci sera notre objectif
dans ce qui suit. Ce résultat demandera encore beaucoup de travail puisqu’il
ne sera atteint qu’ a la fin du paragraphe 8.

Ce résultat sera également la clef de la non-dégénérescence de la forme her-
mitienne canonique ”généralisée” que nous allons introduire plus loin.
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4 L’espace vectoriel monodromique H-4(0).

4.1

Introduisons sur X et Y les familles paracompactifiantes de supports
suivants

e c¢/f lafamille des fermés f—propres de X. Elle donne par restriction
a Y la famille des compacts de Y que nous noterons simplement ”c¢”.

e cNS la famille des fermés de X (ou de Y ) qui rencontrent S
suivant un compact.

e modS la famille des fermés de X (ou de Y') qui ne rencontrent pas

S.

Nous utiliserons également ces familles de supports pour un ouvert de X ou
de Y.

Comme les faisceaux £°(k) sont fins et la famille ¢ N S paracompactifiante,
le j—ieme groupe de cohomologie du complexe

(Cens(Y,€°(k)), 0°)

est isomorphe a I'’hypercohomologie

Heno(Y,E°(F)), 0%).

C

Comme 7; est un morphisme de complexe de degré +1 il induit une fleche
7 H (Y, E°(K)), %) — H (Y, E°(K)), 0°).
Mais 1'égalité!?
ek © T = Thoahr © (ke N*) © G (@)

entre morphismes de faisceaux h®(k) — h*(k +&’) permet de voir qu'’il est
inutile de passer au quotient par 7y (Hﬂ;ls(Y, £°(k)),0%)) et l'on considerera
donc simplement le systeme inductif

(H 5(Y, E°(K)), 8°), G i)

De plus les endomorphismes de complexes N déduit des endomorphismes
1IN € End(C*) sont compatibles avec les jy, xya-

13En fait le lemme 2 p.442 de [B.91] donne une homotopie t; : £%(k) — E°(k)
vérifiant 7 oy N —p N o1, = §oty —tr 00 qui, combinée avec 'égalité évidente (dans
Hom(E*(k),E*(k+K) ) : Jrpsr © Tk = ey NF) 0 Thypr 0 ik psrr permet de raisonner
directement et redonne (@).
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Définition 4.1.1 Pacons-nous sous les hypothéses standards pour la valeur
propre 1. Nous définirons l’espace vectoriel Hng(O) comme la limite in-
ductive quand k — oo du systéme inductif ci-dessus. L’action de N sur
ce systeme inductif permet de définir une action monodromique (unipotente)
sur sa limite inductive qui sera donnée par T.ns = exp(—2im.Nong).

Les limites inductives

lim HY(Y,E%(K),8%) et lim H'(Y,E*(k),5*))

k—o0 k—o0

sont respectivement isomorphes a H(0) et H™(0) (voir (1.5) et (1.6) ) ce
qui nous fournit des applications C—linéaires monodromiques "naturelles”

can™® : H™(0) — H" 4(0) et canens: H' ¢ — H"(0)
dont la composée est 'application usuelle d’oubli de support
can : H'(0) — H"(0).

On remarquera que si la singularité de f est isolée pour la valeur propre 1
(et donc S ={0}), alors H 4(0) est isomorphe & H"(0) via can.ns.

Notre premier théoreme 0.0.1 va montrer que pour n > 3 le noyau Ker6
est simplement l'image de 'application H™, ¢(0) ““3° H"(0) que nous
avons introduite plus haut.

La preuve du cas n =2 sera traitée séparément au (4.5).

Théoréme 4.1.2 (Théoréme 0.0.1) Sous les hypothéses standards, on a,
pour n > 3, la suite exacte :

0 — Hipy (S, H""1(0)) 5 HZ 5(0) “7<3° H™(0) % HY(S*, H"1(0)).

Preuve. Nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 4.1.3 Supposons n > 2 et les hypothéses standards vérifiées pour
la valeur propre 1 de la monodromie de f. Alors on a

H(S* 6" (k)) =0, Vie[0,n—2],Vj>1 (3)
HI(S,6E(k)) ~ HI(Y,56(k)) =0,  Vi>0,Vj>1 (4)
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Preuve. Nous utiliserons les annulations suivantes pour les faisceaux de co-

homologie h’(k) du complexe (€°(k),4°) quisont non nuls seulement pour
j=0,1,n—1,n,n+ 1 et qui sont décrits au (1.3) :

HY(S* W (k)) =0, Vj > 0,Yqg > 2 (5)

HP(S, W (k) ~ HY(Y, W (k) =0,  ¥j>0,¥p>1. (6)

Pour 7 =0 considérons la suite exacte de faisceaux :
0 — h'(k) — E°(k) — 0&° (k) — 0. (Ao(k))

Comme EY(k) est un faisceau fin, on obtient (3) et (4) pour i = 0.
Pour i =1 on considere la suite exacte de faisceaux :

0 — 6%k) — Kerd' (k) — h'(k) — 0. (B1(k))
Elle donne H?(S*, Ker §'(k)) = 0,Vq > 2 ainsi que 'annulation de
H?(S, Ker§'(k)) et de HP(Y,Kerd'(k)), Vp > 1, grace a (3) et (4)
pour z = 0.
La suite exacte de faisceaux :

0 — Kerd'(k) — E'(k) — 61 (k) — 0 (A1(k))

donne alors les annulations (3) et (4) pour i =1 puisque E(k) est fin.
Supposons que I'on a montré les annulations (3) et (4) pour ¢ € [1,n — 3] ;
nous allons en déduire ces mémes annulations pour ¢+ 1, ce qui prouvera
par récurrence les annulations (3) et (4) pour i € [0,n — 2].

Considerons la suite exacte de faisceaux :

0 — 08 (k) — (k) — 6 (k) — 0.

Elle permet de conclure aux annulations (3) et (4) pour i+ 1 grace a la
finesse du faisceau E7 (k).

Pour prouver les annulations (4) pour ¢ > n — 1 on utilise successivement
les suites exactes :

0 — 087 k) — Ker (k) — h%(k) — 0 (B, (k

0 — Kerdl(k) — E(k) — 6&9(k) — 0 (A, (K
pour g >n — 1. |
Lemme 4.1.4 Sous les hypothéses standarts avec n > 4 et k> 1 la
fléeche naturelle

- HO(S*, Ker 6" 1(k))
T HO(S, Ker on—1(k)) + 0HO(S*, €7=2(k))

- H«%O}(Sa anl(()))
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est un isomorphisme d’espaces vectoriels monodromiques.

Pour n = 3 la fleche analogue est surjective et de noyau isomorphe a
H'(S*, h*(k)). Donc on obtient encore un isomorphisme monodromique, quitte
a passer a la limite inductive sur k.

Pour n = 2 la fleche analogue, apres passage a la limite inductive, est
encore surjective et a un noyau isomorphe a H'(S*, C).

Preuve. Comme on a supposé n > 3 D'application
" (k) BV (k) — H"(0)
est un isomorphisme pour k> 1 d’apres (1.3). La suite exacte
0— 6" (k) — Kerd" (k) — h" (k) — 0 (Bn-1(k))

donne, puisque H'(S*, 6E"2(k)) =0 d’apres le lemme 4.1.3 la surjectivité
de la fleche ¢ : H°(S*, Kerd"'(k)) — H°(S*,h"'(k)), d’out une fleche
naturelle et surjective

HO(S*, Ker 6""'(k)) — Hlyy (S, H""1(0))

puisque l'on a
HO(S*, H"=1(0))
Hip (S, H"(0)) ~ ’

{0}( ) ( )) HO(S, anl(o))
grace & I'annulation de H'(S, H"~1(0))'.
Il nous reste donc a identifier le noyau de cette surjection pour conclure la
preuve. Comme les espaces H°(S, Ker 6" '(k)) et dH°(S*,E"2(k)) ont
des images qui sont clairement dans le noyau, il suffit de montrer que tout
élément o € HO(S*, Ker 6" (k)) dont I'image dans H°(S*, h" (k)) se
prolonge & H°(S, H"'(0)) est de cette forme. Comme 'application

HO(S, Ker 6"\ (k)) — H°(S, h"~'(k))

est surjective, grace a Pannulation de H'(S,0E"2(k)) qui est prouvée au
lemme 4.1.3; il existe 3 € H(S, Ker " '(k)) dont I'image dans H°(S, h"~(k))
prolonge & S limage de o dans H°(S*, h""'(k)). Donc la restriction de
B a S* est égale & a modulo le noyau H°(S*, 6" %(k)). On conclut pour
n >4 en remarquant que I'égalité Ker 6" 2(k) = 6E"3(k) (qui est vraie

1En fait, de fagon plus précise, I'application jj 41 induit 0 sur h'(k).
15Rappelons que H"1(0) est un systéme local sur S*.
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pour n > 4) donne, grace & 'annulation de H'(S*,66"3(k)) montrée au
lemme 4.1.3, la surjectivité de ’application naturelle

§: HY(S*, " 2(k)) — HY(S*, 66" 2(k))

d’oll notre assertion.
Pour n =3 la suite exacte de cohomologie de la suite exacte de faisceaux :

0 — Kerd'(k) — EY(k)) — € (k) — 0 (A1(k))
montre que le conoyau de la fleche
§: HY(S*, &Y k)) — HO(S*, 64 (k))

est égal & H'(S*, Kerd'(k)) qui est isomorphe a H'(S* h'(k)) comme
on le constate en utilisant la suite exacte longue de cohomologie de la suite
exacte :

0 — 6&%k) — Ker§'(k)) — h'(k) — 0 (By(k))
et le lemme 4.1.3. D’ol notre assertion pour n = 3, puisque klim hl(k) =0
dans ce cas.

Pour n=2 on a lzm h'(k) ~ H'(0) et la suite exacte

0 — 6&°%k) — Ker§'(k) — h'(k) — 0

donne la surjectivité de HY(S*, Ker §'(k)) — H°(S*,h'(k)) puisque

H'(S*,06%(k)) ~ H*(5*,h°(k)) ~ 0.
Donc la fleche klzlgo (er) est surjective.
Son noyau va étre égal a la limite inductive du quotient

HO(S*,6E°%(k))
(HO(S, Ker 6 (k)) 4+ 6HO(S*,E0%(k))) N HO(S*,6E0(k))

Mais on a  H°(S, Kerd'(k)) N HO(S*,0E°(k)) ~ H{, (S, h'(k)) qui a une

limite inductive nulle'®; la limite inductive du dénominateur coincide donc
avec celle de §H(S*,E°%(k)). La suite exacte

0 — h'(k) — E°(k)) — 6&°(K)) — 0

montre alors que le noyau est isomorphe a

. H(S*,6E%(k)) . 1/ax 1.0 1/ a*
S gy = A H (ST R)) = HI(SY, ©).

D’ou notre assertion pour n = 2. |

6Car H'(0) n’a pas de section non nulle & support 'origine.
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4.2 Construction de Papplication .

Comme nous supposons n > 3 il nous suffit, d’apres le lemme 4.1.4, de
construire une application linéaire monodromique

H(S*, Ker 6"~ (k)) — H;5(0)

et de vérifier que son noyau coincide avec §H°(S*,E"2(k))+H°(S, Ker §"*(k))'"
et que son image coincide avec Kercan.ns.

Soit donc « € HY(S*, Ker 6" (k)) et fixons une fonction y € C*(X) qui
vérifie y = 1 pres de S\ B(0,r) et qui est nulle dés que l'on s’éloigne

de S\ B(0,r) de sorte que Supp (dy) N S* soit compact. Posons alors
i(a) :=dxy Na = d(x.«). Il est immédiat de vérifier que la classe ainsi définie
dans H".4(0) ne dépend ni de r €]0,e['® ni du choix de x. De plus, si on

a a=083, avec B€ H°(S* E"2(k)), on aura

6(x-a) = 0(—dx A )

et dy A est asupport dans ¢ N S.

Si «a est larestriction & S* de & € H°(S, Ker §"'(k)) on aura §(y.a) =
(1 —x).a@) et (1 —x).& estasupport dans ¢ N S. Ceci montre que
I’application ¢ est bien définie pour n > 3. Elle est monodromique car on
a

dx AN () = N(dx A ).

Pour montrer l'injectivité de 4, considérons o € H(S*, Ker 6" '(k)) tel
que i(a) = §(x.) = §3 avec [ € Toqs(Y,E" 1K), Alors x.a — 3
est dans T(Y, Ker 6" 1(k)) et on obtient ainsi un prolongement de « &
HO(S, Ker 6" (k).

Pour identifier I'image de ¢ commencons par remarquer que can.nso? = 0.
En effet, par définition, i(a) = d(x.a) et x.a € T(Y,E"'(k)). Dol
I'inclusion de I'image de ¢ dans Kercan.ngs. Réciproquement, soit u dans
L(Y,E"1(k)) telle que le support de du soit dans ¢ N S. On a donc un
compact K de S tel quau voisinage de S\ K on ait du = 0. Alors u
définit un élément de

HO(S\ K,h" Y(k)) ~ H°(S*, H"1(0))

pour k> 1. L’'image par i de cette classe est représentée par d(y.u). Mais
du—d(xu) =0((1 —x)u) etona (1—x)u€ Lens(Y,E" (k) , ce qui
montre que la classe initiale du est bien dans 'image de 1.

17quitte & passer a la limite inductive sur k pour n = 3.
B0t ici € est le rayon de la boule de Milnor X que l'on considere.
YQuitte a choisir k> 1.
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4.3 Le noyau de ’application 6.

Rappelons maintenant comment calculer de application 6. D’apres [B.91]
p.428 on a la suite exacte de faisceaux suivante, pour k> 1

A2 (k) B b (k) B R (k) — H™(0) — 0

Soit w € I'(Y, Ker §"(k)). On peut donc écrire, localement le long de S*,
puisque le faisceau H™(0) est concentré a l'origine,

w|Xg = Tk(Oég) + (550

avec da, = 0 (comparer avec [B.91] p.439). On obtient, comme dans loc. cit.
que les a, se recollent?® pour donner une section sur S* du faisceau h" (k)
dont I'image dans H %0}(5, h"~1(k)) est indépendante des choix effectués. En
utilisant ce qui précede, on peut trouver « € I'(S*, Ker " 1(k)) telle que
w — Ti(a) soit localement J—exacte le long de S*. A partir des écritures
locales

w — Tk‘(a)’Xo' = 5ﬁo

on définit f#(w) par la classe dans
HI(S*,hn_l(k‘)) ~ H1(5*7Hn_1(0))

pour k > 1, du l-cocycle [, — B,. On vérifie facilement que ceci est
indépendant des choix effectués.

Nous voulons montrer maintenant que le noyau de 6 est I'image de can.ng.
D’abord si w a son support dans ¢ N .S on peut choisir pour chaque
o€ S\K,a, =0 ainsi que [, =0. La section « sera donc nulle sur S\ K
et comme H"1(0) est un systéme local sur S*, on aura a = 0 et donc
Olw] seranul dans H'(S\ K, H"'(0)). A nouveau le fait que H""'(0) soit
un systeme local sur S* donne la nullité de 6w].

Réciproquement, supposons que 6[w] = 0. Utilisons maintenant un k
assez grand pour assurer que ob, = 02!. Cela signifie que 'on peut écrire
globalement sur S*

w=00

avec 3 € T(S*,E"Y(k)). Soit x € C®(Y) vérifiant x = 1 pres de
S\ B(0,7) et s’annulant identiquement des que 1'on s’éloigne de S\ B(0, r).
Alors w — §(x.3) est un représentant de la classe de w qui est a support
dans ¢ N S. Donc cette classe est bien dans I'image de can.ng.

Ceci acheve la preuve du théoreme 1 pour n > 3. |

20Pour n >4 ; pour n =3 le recollement a lieu seulement dans H?2(0).
21Comme on I’a déja fait remarquer plus haut la formule obyk = oby o N* de [B.91]
est encore valable ici ; donc pour k assez grand on a oby = 0.
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4.4 Le cas n = 2.

Définissons sous les hypotheses standards pour la valeur propre 1 et pour
n=2

o 1i HO(S*, Kerd'(k))
T % HO(S, Ker 01(k)) + 0HO(S*, (k)

Il résulte du lemme 4.1.4 que 'on a une suite exacte monodromique :

0— H'(S*,C) % K 5 H{py (S, H'(0)) — 0

obtenue par passage a la limite inductive sur k.

On remarquera que le sous-espace H'(S*,C) est dans la partie invariante
par la monodromie de K. Ceci résulte du fait que la monodromie agit comme
'identité sur les faisceaux hY(k).

Théoréme 4.4.1 (Théoréme 0.0.1, cas n = 2.) Sous les hypothéses stan-
dards pour la valeur propre 1, on a pour n = 2 la suite exacte monodromique:

0 — K 5 H2 5(0) “235 H2(0) & HY(S*, H(0))

ot l'application 1 est déduite du lemme 4.1.4.

La preuve est tout a fait analogue a celle donnée dans le cas n > 3 modulo
les adaptations que I'on vient de faire pour tenir compte du résultat différent
du lemme 4.1.4 dans ce cas, et modulo les modifications suivantes :

e Pour montrer que Ker can.ns C Im(i) on considere u € I'(Y,EY(k))
qui est telle que le support de du soit dans ¢ N S. On a donc un
compact K de S tel qu'au voisinage de S\ K on ait du = 0. Alors
u définit un élément de H(S \ K, Ker 6'(k)). Comme on a

H°(S\ K, H'(0)) ~ H°(S*, H'(0))

son image dans H°(S\ K, H'(0)) donne une section de H°(S*, H'(0))
ce qui nous fournit une section v € H°(S* h'(k)) qui prolonge
I'image de u dans H°(S\ K,h'(k)) pour k > 1. Comme on a
H'(S*,0E%(k)) = 0 d’apres le lemme 4.1.4, on en déduit 1'existence de
u; € H°(S*, Ker§'(k)) dont la restriction & S\ K est égale & u.
Comme on a H°(S\ K,h°(k)) ~ H°(S*,h°(k)) on peut modifier u,
pour que sa restriction a S\ K soit exactement égale a u. On conclut
alors comme dans le cas n > 3.
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e Pour I’étude du noyau de €, on doit remplacer la suite exacte considérée
pour n > 3 par la suite exacte :

h'(k)
RO (k)

— h*(k) — H*(0) — 0.

et utiliser I'isomorphisme sur S* : T:;g’g;) ~ H(0).

Localement pres de ¢ € S* on a encore une écriture

w‘XU — Tk(ao) = 650

avec 0(a,) = 0. Mais maintenant le recollement des «, n’a lieu
W (k)

U ON
trouver un élement « € T'(S*, Kerd'(k)) tel que w — m(a) soit
localement J—exact le long de S*. Mais ceci ne change rien a la

preuve de l'inclusion Im(can.ngs) C Ker#.

sur S* que dans le quotient On ne peut donc, en général,

e Pour voir que Kerf C Im(can.ng) l'argument permettant d’écrire
w = 63 globalement pres de S* avec (3 € I'(S*, EY(k)) n'est plus
correct. L’annulation de oby, pour k > 1 reste valable, mais donne
seulement 'existence, pour k> 1,de v, € I'(X,, Ker 6°(k)), vérifiant
ay = Te(7) dans T'(X,, Kerd'(k)) quitte & modifier le choix des [3,.
Mais quitte a changer k£ en k + 1 en appliquant ji 41, on rend
Tk(V,) d—exact, et donc jiry1(w) devient localement J—exacte le
long de S*. Alors 'argument du cas n > 3 s’applique et permet de
conclure a I'égalité Ker 6 = Im(can.ns).

Une conséquence importante mais immédiate du théoreme 4.1.2 et du corol-
laire 3.2.5 du théoreme 3.2.2, est 1'égalité de la codimension de Im(6) dans
Porthogonal pour h de H°(S, H"'(0)) avec dim H"4(0) — dim H"(0).
Ceci montre déja que la dimension de 'espace vectoriel H ¢(0) est au
moins égale a celle de H™(0). Notre objectif va étre maintenant de montrer
que l'on a en fait égalité de ces deux dimensions. Ceci n’est pas évident et
sera obtenu via la construction d’une application de variation injective (pour
n >3 au moins) commutant aux monodromies :

var : H. 4(0) — H(0).
On en déduira alors que dim H?-4(0) < dim H?(0) = dim H"(0) pour

n > 3 cette derniere égalité résultant de la dualité de Poincaré sur la fibre
de Milnor de f a lorigine. On en conclura, toujours pour n > 3, que,
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de plus, cette application de variation est bijective, ce qui sera la clef de la
non-dégénérescence de la forme hermitienne canonique ”généralisée” :

H:H! ¢(0)x H"(0) — C

qui sera définie plus loin.

Ceci montrera également que I'm(6) coincide avec 'orthogonal dans H*(S*, H"~1(0))
pour h de H°(S,H" '(0)).

En fait, dans le cas n = 2 il suffit de remplacer systématiquement I’espace
H?,4(0) par son quotient par H'(S* C) et donc K par son quotient par
H'(S*,C) pour avoir les mémes résultats que pour n > 3.

En effet, pour n = 2 le théoreme 4.4.1 permet de prouver une inégalité de
dimension analogue a celle du cas n > 3 :

La suite exacte du théoreme donne

dim H?,4(0) + dim I'm(#) = dim K + dim H?(0)
et la suite exacte qui définit I (voir le début du 4.4) donne
dim H'(S*,C) + dim Hy, (S, H'(0)) = dim K.

L’inclusion de Im(#) dans Porthogonal pour h de H°(S,H'(0)) donne,
puisque H°(S* H'(0)) est le dual de H'(S*, H'(0)), I'inégalité

dim I'm(0) + dim H°(S, H'(0)) < dim H'(S*, H'(0)).
D’ou notre assertion, puisque

e HO(S", H'(0
Hly (S, H'(0)) ~ HO((S, = ((0))))'

5 Lasuite exacte longue de J. Leray généralisée.

5.1

Le premier ingrédient dans la construction de notre variation sera une généralisation
encore un peu plus sophistiquée que celle de [B.97] du résidu de J. Leray.

Théoreme 5.1.1 Soit Z wune variété complexe connexe de dimension n+1
et soit 'Y une hypersurface fermée d’intérieur vide dans Z. Soit S un
sous-ensemble analytique fermé et d’intérieur vide de Y tel qu’en chaque
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point y de Y \S, Uhypersurface Y admette une équation locale réduite
fy dont la monodromie n’admet pas la valeur propre 1 (dans son action sur
la cohomologie réduite de la fibre de Milnor de f, en y ).

Notons par mod S la famille (paracompactifiante) des fermés de Z qui ne
rencontrent pas S. Alors on a la suite exacte longue 7 de Leray” a supports
mod S :

(= Hygs(Z.C) 5 Hiy s (Z\Y.C) ™5 Hy Ly o(Y,C) % Hio(Z,C) — -
Si on dispose d’une équation glabale réduite f € O(Z) de Y dans Z,
pour toute classe [w] € HY . (Z\Y,C) représentée par une forme semi-
méromorphe d-fermée w, a poles dans Y et a support dans mod S, il existe
un voisinage ouvert W de Y dans Z et des formes n € CC(W)1™1 et
w € C®W)? d-fermées sur W a supports dans mod S|y et une forme
semi-méromorphe « de degré q — 1 a poles dans Y et a support dans
mod S|y vérifiant :

w:%/\n%—wjtda sur W\Y (@)

La classe [n|y] € HE ), 4(Y,C) est alors limage par Res? de la classe

(W] € Hp45(Z\ Y, C).

Remarque.

Le seul point non trivial dans la suite exacte ci-dessus est bien sur I'identification
du groupe de cohomologie a support H. {ﬂ;}wd 4(Z,C) avecle groupe H. ! (Y, C)
qui est analogue a ce qui se passe dans le cas d’une hypersurface lisse.
La présence de la famille de supports modS est relativement anodine
puisqu’elle est paracompactifiante et que sa restriction a Y est constituée
des fermés de Y qui sont dans mod.S. On notera cependant que cet énoncé
peut s’appliquer en présence d’un lieu singulier pour I’hypersurface Y qui
est bien plus gros que S.

Démonstration. La preuve repose sur deux faits :

e 1) Le quasi-isomorphisme, di & A. Grothendieck (voir [Gr. 65]) :
Rj.j*Cy =~ (CF[+Y ], d*)

qui montre que le complexe des formes semi-méromorphes a poles dans
Y donne une incarnation "fine” du complexe Rj,j*C, .
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e 2) La dégénérescence de la suite spectrale :
Ey" = Hy,005(2, Hy(C))

qui résulte du fait que, sur Z\ S,ona HY(C)=0 pour p#2 et
H3(C) ~ Qy.% , combiné avec le fait que si le faisceau F est nul sur

Z\ S alorsona HP . (Z,F)=0,Vp=>0.

Le calcul de HY.(C) sur Z\S vient de I'absence de la valeur propre 1 pour la
monodromie locale (voir la remarque finale de [B.97] ) d’une équation locale
réduite f de Y, qui donne annulation des groupes H'(D*, R’ f.(Cz))
pour tout 7 >0 quand j # 0.

La suite exacte longue de Leray en résulte alors, d’apres [Go.58] th.4.10.1,
puisque la dégénérescence de la suite spectrale donne les isomorphismes

HE 1s(Z2,C) = HE L o(Y,C).

Pour prouver (@) représentons Resi[w] € HY ) (V,C) par une forme
n € C® dedegré q—1 d-fermée & support dans mod S?? sur un voisinage
ouvert W de Y assez petit. Alors la classe [w— % Anl e HE ,s(W\Y,C)
aura un résidu nul d’apres la suite exacte de Leray sur V. On en déduit
I'existence de w € C° ,o(W)? vérifiant dw = 0 et dont la restriction a
Z\Y induit la classe [w — % Anl e H! . o(W\Y,C). On en alors déduit

I'existence de « donnant (@). [

6 Construction de wvar: H!-4(0) — H!(0).

6.1

Considérons donc, pour k> 1 donné, w € I'.~s5(Y,E™(k)) N Kerd. Notons
par X' la trace sur X d’une boule centrée a l'origine et de rayon &' < e
mais assez proche de & pour avoir Supp(w)N S CY’' ou Y =Y NX".
Notons alors par Z un voisinage ouvert de Y \ Y’. Sur Z, le morphisme
de complexe

(Foas(k),0%) = (Enoas(k), 6°)
est un quasi isomorphisme. On a noté ici par G,,.qs le sous faisceau du

faisceau G des sections qui sont nulles au voisinage de S. On a donc, par
définition la suite exacte courte :

0— gmodS’ - g - j'j*(g) — 0

22(eci est possible grace & [Go.58] th.4.11.1 et & de Rham.
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ou j:X\S<— X désigne l'inclusion.

Comme la monodromie agit comme 'identité?® sur les faisceaux de cohomolo-
gies du complexe (F* .o(k),0%) on peut trouver u € Tpoas(Z, E"(K))
vérifiant

WN(w) =0u sur Z.

Soit p € C7;(X) valant identiquement 1 au voisinage de X'. Alors posons
§=1—-plu et vi=,N(w)—0d Onaalors vel, (Y,E"k)) N Kerd.
Cela donne explicitement

d .
w1 =v; + dﬁj — Tf AN 5)'*1 VJ c [1, k']
avec la convention wy = 0 = ;. On aura en particulier, puisque dw =0
d d
d(wk+7fA§k) = %/\Uk.

Choisissons maintenant une boule centrée a l'origine de rayon &” €]¢’, e[ et
assez proche de e pour que la trace X” de cette boule sur X contienne
Supp (v). Posons alors Y := Y \ Y”. Alors la forme semi-méromorphe
wy, + % A&, de degré n est d—fermée sur un voisinage ouvert assez petit

Z de Y et a un support qui ne rencontre pas SN Y. On peut donc lui
appliquer le théoreme 5.1.1 et 1’écrire sur Z, quitte a localiser autour de

f7H0) ; ;
wk—i-?f/\ﬁk:?f/\n—i—w—i—da (@@)

ol les formes C* n et w sont C* sur un voisinage ouvert V(Y) de Y
dans Z, de degrés respectifs n — 1 et n, vérifient :

ei) dp=0, dv=0
e ii) Suppn NS =10, Suppwn S =10.

et ot la (n — 1)—forme semi-méromorphe o sur V(Y), est & poles dans Y
et a support mod S. Soit maintenant o € Cf/of(X ) valant identiquement
1 au voisinage de X”. Alors la forme semi-méromorphe de degré n+1 &
poles dans Y et & support f—propre dans Z

W::da/\(wk—i-%/\fk)

BLopérateur N est nul sur h%(k) et, en dehors de S, sur h'(k). Attention, pas
sur S pour n=2!
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est égale sur Z, grace 4 (QQ), a

W:—%/\(da/\n)—i—da/\w—d(da/\a)

ou les formes do An et doAw sont C* sur un voisinage ouvert V(Y) de
Y dans Z, de degrés respectifs n et n+ 1, a supports f—propres dans
V(Y) vérifient ”a fortiori”

e i) dldoAn)=0, dldoAw)=0
e ii) Supp(do An)NS =0, Supp(dc Aw) NS = 0.

et ot la n—forme semi-méromorphe do Aa sur V(Y), est & poles dans Y
et a support f—propre Nmod S également.
Nous définirons alors

2ir.var([w]) :=r(k)(0) avec

U =v,+doAn, et v;:=v; Vjell,k—1].

Il reste évidemment a vérifier que tout ceci définit bien une application
linéaire
var : Hl 5(0) — H:(0)

commutant aux monodromies.

6.2

Commencons par remarquer que si I’on change w par son image par jj j4r’
le résultat de notre construction ne change pas.

Supposons maintenant que w = 6(3) avec € Tens(Y,E"1(K)). Alors on
peut choisir u = N(f3) et on aura

wk“‘%/\fk:dﬁk_p%/\ﬁk—l-

Sur Z on aura donc wy + % A&, = dfy. Ceci montre que I'on peut prendre
n=0,w=0et a= /0. Commeona v=>7pN(3)) quiinduit la classe
nulle dans H[(0), ceci montre bien que la modification de w par un cobord
ne change pas le résultat de notre construction.

On en déduit immédiatement que si w = 73 (y) avec v € Long(Y, Kerd™ (k)),
alors on trouve 0 dans H?(0). En effet, on peut remplacer wy par
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Jrx+r (W) d’apres ce qui précede, et alors on aura d’apres 1'égalité (@) du
début du paragraphe 4.1

Frkar (Te(1) = Toarr Gt N Gietoanr (1))

cet élément est dans §(Ieqg(Y,E" ' (k+K)) pour k' > k.

Les changements de choix des fonctions p et o sont laissés en exercice au
lecteur.

Le changement du choix de 7 consiste, d’apres le théoreme 5.1.1 a remplacer

n par n+df ou € CX,o(Z)""2. Mais on ajoute alors & o le cobord
(Jri(do N 8) = jix(—do A db)

ce qui ne change pas I'image dans H(0).

I nous reste a voir l'action de la monodromie. Si on part de N (w) on
peut prendre (AN (u) et donc xN(€) dans notre construction. On doit alors
prendre l'image de (N (0) = (N(v) dans H?(0) ce qui donne bien le
résultat attendu. En effet, 1’égalité

d
We—1 + 7f A &k—1 = Vi + d&

permet de voir que sur Z, ona wy_1+ % NE&x_1 = d&;. On peut donc choisir
n=0,w=0et a=¢. Cecitermine nos vérifications sur cette construction.

7T H:H! 40)x H"0) — C.
7.1

Nous adopterons ici le point de vue de [B.90] qui est repris dans [B.97].

Théoréme 7.1.1 (et définition.) Sous les hypothéses standards définissons
la forme hermitienne canonique

H:H™ (0) x H'(0) — C

de la fagon suivante : pour e € HI' 4(0) et ¢ € H"(0) représentés par
w e lens(Y,EM(k))NKerd et w el'(Y,E"(k))NKerd vérifiant [w] =e
et r"(k)(w') =€ posons

P\ = 0,/ |f|2)‘p.% A wy A @ A @},)
X

H(e,e") = 7

(22'71-)71—&-1
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ot p € CX(X) waut identiquement 1 au voisinage du compact Suppw N S.
Notons par T : H!(0) x H"(0) — C la dualité (hermitienne) de Poincaré
sur la fibre de Milnor F de f Forigine, donnée par

! / alNb
(Qiﬁ)" F .

Alors on a H(e,e') = Z(var(e),€') ou Uapplication var : H!'~¢(0) — H!(0)
a été construite plus haut.

Z(a,b) :=

Remarque.

Une conséquence immédiate du théoreme 7.1.1 sera 1’équivalence entre les
deux propriétés suivantes :

e La variation est bijective (ou bien wvar est bijective).
e La forme hermitienne canonique est non dégénérée.

Nous prouverons la premiere de ces assertions pour tout n > 3 a la fin du
paragraphe 8, ce qui donnera donc également la non dégénérescence de H.
Pour n = 2 la forme hermitienne canonique H passe au quotient par le
sous-espace (T-invariant) j(H'(S*,C) de HZ2,4(0) et induit une dualité
hermitienne entre HZ,4(0)/j(H"(S*,C) et HZ,4(0). Donc, & nouveau, on
a un résultat analogue au cas n > 3 quitte a remplacer HZ¢(0) par son
quotient par j(H'(S*,C).

La démonstration du théoreme 7.1.1 occupera le reste de ce paragraphe 7.

7.2

Commencons par vérifier que le nombre H(e,€’) est bien défini, c’est a dire
est indépendant des divers choix effectués.

e Indépendance du choix de p
Soit donc p' € C°(X) valant aussi identiquement 1 au voisinage du
compact Suppw N S. Alors on a Supp(p —p') NS = 0. Donc le
prolongement méromophe de

d
/X [F1*(p — p’)7f AN e A

n’a, au pire, qu'un pole simple en A = 0, ce qui donne l'indépendance
désirée.
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e Indépendance du choix de w’ représentant ¢
Il s’agit en fait de montrer que si on a w’ = §v’ avec v’ € I'\(Y, E"1(k))
alors on a

Pg()\:(),/X|f|2Ap.% /\wk/\%/\(%;) =0

YA w, = —d(% A vy) ceci va résulter de la formule

f
de Stokes et du fait que Suppdp N Suppw N S = (), le prolongement

méromorphe de |f|** sur X'\ S n’ayant, au pire, que des poles simples
aux entiers négatifs.

Comme on a

e Indépendance du choix de w représentant e

Comme ci-dessus, il s’agit en fait de montrer que si on a w = dv avec
v E€Lens(Y,E" 1 (k)) alors on a

—0/|f\2A /\(511143/\%/\ 1) = 0.

La preuve est analogue au cas précédent, en choisissant la fonction p
de facon qu’elle soit identiquement égale a 1 sur un voisinage ouvert de
Suppv N S. Ceci est possible grace a la condition de support sur v
et a I'indépendance du choix de p prouvée ci-dessus.

7.3

Montrons maintenant l'invariance de ‘H par la monodromie, c’est a dire que
I'on a

H(N(e), ') =H(e,N(€')) Vee H! s(0), Ve € H"(0)
ou —2ir. N désigne le logarithme (nilpotent) de la monodromie agissant

sur H”-4(0) ou bien sur H™(0). Compte tenu des indépendances de choix
prouvés ci-dessus, ceci revient a établir la formule :

_0/|f|2A A W 1/\0? wy,) =
—0/|f|2A Awm‘j{A W)

puisque N (w) et respectivement ;N (w’) induisent N (e) et N(€/) dans
ens(0) et H™(0).
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Mais pour R(A) >0 on a

2 df
d(|f1*p <f 7

=) A wy A wy,) :|f|”.dp/\(%+%mwk/\w;+
—|f|”p.(%+%mdwk/\w; +

(1™ P <ff J{Mwmdwk

Comme on a Suppdp N Suppw N S = () le prolongement méromorphe
du premier terme du membre de droite de I’égalité ci-dessus n’aura, au pire,
qu’'un pole simple en A = 0. Par ailleurs le fait que w et w’ soit d—fermées
donne

df

dwy = T ANwg_1 et dwy = i Aw_q.

La formule de Stokes et le prolongement analytique donnent alors la formule
désirée.

7.4

Il nous reste a prouver la formule
H(e,e') = Z(var(e),e')

pour achever la preuve du théoreme 7.1.1.
Reprenons les notations utilisées au paragraphe 6.1 lors de la construction
de wvar(e). Pour R\ >0 on aura

I (]“L%/\g’“”%f“_/)—Alfl2A Cj{/\wk/\itf/\ 7
+|f|”d0'/\(wk+%/\§k)/\%/\wé
+|f|”J{A k/\%/\w;

puisque d(wy, + % NE) = % Av, et o, = vg.

D’apres la formule de Stokes, I'intégrale du membre de gauche n’aura aucun
pole, et, par prolongement analytique, la nullité du résidu en A = 0 du
membre de droite donnera la relation

— Py(A _0/|fy2A /\wk/\i{/\ wy,) = 7
Res(\ —0/|f|2’\W/\%/\wk)+Res —0/|f|”f/\v /\Cj{/\w;)
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Mais on a

d
W:——f/\(da/\n)—l—da/\w—d(da/\a).

S

Montrons qu’alors

Res()\:O,/|f|2’\da/\w/\%/\w;ﬂ):0 et
X

Res(\ = 0,/ |f|2Ad(do A o) A % Awj) = 0.
X

La nullité du premier résidu est conséquence du fait que la forme w est C™®
et donc qu’il n’y a pas de puissance négative de f dans cette intégrale. On
conclut en utilisant que les racines du polynéme de Bernstein de f sont
strictement négatives ([K.76]).

Pour montrer que le second résidu est nul, on utilise a nouveau la formule de
Stokes et le prolongement analytique pour obtenir

Res(A =0, /X |f|2’\d(da/\a)/\%/\w;€) =P, (A=0, /X |f|2ka.%/\da/\%/\w;).

Mais comme le support de da ne rencontre pas S le membre de droite est
nul. Il nous reste donc finalement 1’égalité :

(2im)" ! H(e,€') = —Res(A = O,/ |f|2Aﬁ A (vg +do An) A ﬁ A}).
X f f

Mais la fonction )
5 — (%)n/zs(vk +do A1) A w,

est un polynome de degré au plus k—1 en Log(| > ) dont le terme constant

est Z(var(e),e).
Par transformation de Mellin on obtient la formule désirée. [ |

8 Injectivité de la variation.

8.1

Pour montrer que la variation est injective il nous suffit, d’apres le théoreme
(7.1) de montrer que pour toute classe non nulle e € H!.¢(0) il existe
¢ € H™(0) telle que l'on ait H(e,e¢') # 0. En fait, comme la variation
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commute a la monodromie, on peut se contenter de montrer cela pour une
classe e qui est invariante par la monodromie.
Soit donc v € T'eqs(Y,E™(k)) N Kerd définissant la classe e considérée.
Comme on suppose que 7'(e) = e, ce qui équivaut & N (e) = 0, on pourra
trouver, quitte & choisir & assez grand, w € T.ng(Y,E"1(k)) vérifiant
kN (v) = 0u ce qui se traduit par les égalités :

vj_1 = duj — —f ANuj—y Vjel[lk avec vy = ug = 0.

f

On en déduit que 'on a dw =0 oul'on a posé¢ w = v + % Aug_1. De plus
on a 1’ égalité
Jrkt1 (@) = Jrpi1(v) — 04

ou 'on définit a4 =0 et @; =u; Vj € [1,k]. Ceci montre que la classe
e est représentée par la forme semi-méromorphe d—fermée w qui a son
support dans ¢ N S.

Remarquons par ailleurs que l'image dans H™(0) de la classe e peut
également étre représentée par une forme méromorphe d—fermée w € I'(Y, Q™)
grace au quasi-isomorphisme (2°(k),0®) ~ (£°(k),0®) pour k= 1. On aura
alors l'existence de v € T'(Y,E"1(1)) vérifiant w = w + dy au voisinage
de Y.

La généralisation suivante du résultat de contribution ”sureffective” démontrée
dans [B.84 b] va nous permettre de conclure dans le cas ou I'image de la classe
e dans H"(0) est non nulle. Nous traiterons le cas ou cette image est nulle
a la fin du paragraphe 8 (voir 8.3 a 8.6).

Théoréme 8.1.1 Soit f: X — D wun représentant de Milnor d’un germe
non constant de fonction holomorphe a l'origine de C"*'. Soit Y = f~1(0)
et soit Sy un sous-ensemble analytique fermé de Y tel qu’en chaque point
y de Y\ Sy la monodromie locale de f en y agissant sur la cohomologie
(réduite) de la fibre de Milnor de f ne présente pas la valeur propre 1.
Supposons que l'on ait H™(X \ S1,C) = 0.

Soit w un n-forme méromorphe d-fermée sur X a poles dans Y induisant
une classe non nulle dans H™(F,C) ou F désigne la fibre de Milnor de f
en 0. Supposons qu’il existe des formes semi-méromorphes w et ~ sur
X apoles dans Y de degrés respectifs n et n—1 wvérifiant les conditions
sutvantes :

e i) Suppw NSy =K estun compact de X ;

e i) Onasur X\Y w=w-+dy.
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Alors il eziste w € T(X, Q") et j € [1,n] tels que le prolongement
méromorphe de ['intégrale

/ |f|”f‘f% AN p&
X

ait en A =0 un pdle d’ordre > 2 ou p € CX(X) waut identiquement 1
au voisinage de K.

Remarques.

e 1) La conclusion du théoreme est, bien sur, indépendante du choix de
la fonction p € CX(X) valant identiquement 1 au voisinage de
K puisque si 0 € C*(X) vaut identiquement 0 au voisinage de
K le support de o.w ne rencontre plus S; ce qui implique que
le prolongement méromorphe de |f|**c.w ne présente que des poles
d’ordre <1 aux entiers.

e 2) Si la dimension du sous-ensemble analytique (fermé) S; de Y est
< p avec 2p < n+ 1 alors la condition H"(X \ S;,C) = 0 est
automatiquement réalisée. On peut s’en convaincre en montrant par
récurrence sur p que pour un sous-ensemble analytique fermé de di-
mension p de C""! les faisceaux de cohomologie a support H%(C)
sont nuls pour ¢ < 2n —2p+ 1.

Nous utiliserons essentiellement le cas p =1 et n > 2 de ce théoreme.

8.2

Démonstration. Posons pour j € N :
df
S

et montrons déja que l'on a d”]}”’o =0 sur V:=X\K pourtout j€N.
On a

T;"" = Res(\ = 0,/ [fPAfwAD) + Po(h = 0,/ |fIPA = AyHOAD)
X X

d’Res()\:O,/ 1P fPwAD) = PQ(/\:O,/ |f|2Af_j%Aw/\D)
X X

puisque dw = d'w = 0. Par ailleurs

df
f

df

d/Pg(/\:(),/ |f|2A]E—j /Wn—1,0/\D) = —PQ()\:()’/ |f|2’\f_j f/\d/,yn—l,o/\m)
X X
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ce qui donne notre assertion puisque les poles aux entiers négatifs du pro-
longement méromorphe de |f|** sont simples au plus le long de Y\ S; et
que 'on a w — d'y" 10 = @™%= (0 au voisinage de V N 5.

Supposons maintenant que pour j =n le courant ’Z;L”’O soit d'—exact sur
V. Cest a dire qu'il existe un courant U7 de type (n—1,0) sur V
vérifiant

M0 =dUr swr V.

Alors, comme on a

fr =1 VjeN
on obtient, en posant Uf_l’o = iU vie [1,n]
n,0 _ yyrm—1,0 .
7" =d'Uj sur 'V Vjelln].
Montrons qu’alors les courants sur V' définis pour j € [1,n — 1]

n—1,1 ., gyryrmn—1,0 S n—1,0
T =AU 4 df AU+

j+1
_ _ 22 _fj@ n—1,0
X o,/Xm FIEATOAD) +
_ 2 *—jﬁ n—2,1
+n =0, [ PFI Ay aiaD)

sont d'—fermés sur V. Pour cela calculons d” ’]}"’0 +4.df A ’];Tjr(l) On trouve

"I + j.df ATV = Pa(d = o,/ |f|”f‘j% Aw A D)+
X
+PO=0, [ 1P AL o n Dy
x Fo
- P =0, [ fA I A0 nD)
X

Utilisons maintenant les relations w = d'y"~ 19 et d’y" 10 4 d'y"=21 =0
valables au voisinage de V N S;. Elles donnent, puisque 1'on a

d’PQ(A:o,/Xu\”fjd?f_/w”LOAD) =
- PG =0, [ |f|”ff% Ad'y 10 A D)+
df df
— P\ = P N n=1,0 A []
(=0, [ FPFIT AT Ay AD)
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ainsi que

Py(\ =0, /X IfI”f‘j%M”‘Q’lAD) _ _B(=0, /X P

d
—f/\d’vn_z’l/\D)
/
Iégalité
_ _
T4 ] AT = - P =0, [ |f\”ff7f Ay AD) +
X

q, .,

+d P\ = 0,/ Vi "EAD)
X f

ce qui prouve bien la d'—fermeture sur V  des courants 7}"71’1 pour
jel,n—1].

Comme on a ’annulation des groupes HP(V,Q4) pour tout p € [0,n—2] et
tout ¢ € N, on peut trouver un courant U, ”__12 1 osur V ovérifiant d'U ”__12 1=

n n

7" "', Posons Uf_Q’l = ity 2t pour j e [1,n —1]. Alors les

hypotheses du lemme suivant sont vérifiées pour p=0,a=1,b=n — 1.

Lemme 8.2.1 On suppose donnés sur V  des courants U;‘fpfl’p pour
Jj € la,b+1] et U;Z_p_Q’pH pour j € [a,b] ou les U;L_p_l’p vérifient
f.U;ﬂp—l’p = Uf_p_Lp pour j € [a,b] et ou les courants Uf_p_zp“
vérifient f.UT PP = UTTPTRPTL pour j € [a,b— 1].
Supposons également donnée sur V une forme semi-méromorphe -~y de
degré m— 1 a poles dans {f =0} telle que dvy soit de type (n,0).
Supposons que l'on ait sur 'V les égalités de courants suivantes pour
j € la, 0]
an—p—l,p-kl — d//UJn—p—l,p +jCZf A U;:lp_Ler
_
- B(A=0, / P T et n )
v

f
2\ — df n—p—2,p+1
Py (A =0, [ [fI*f7 = Ay P75 AO)
v f
_ d/Un—p—Zerl
J
Alors les courants

—pH2,p+2 —p-2p+l | T, —p-2,p+1
TR e G AU

— P,(A =0, / P p 2ot Ay
v S
2A 7—'df n—p—3,p+2
+P2()\:O, |f‘ f]7/\’}/ p=op /\D)
v

sont d'—fermés sur V pour j € [a,b—1].
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Preuve du lemme. On a pour j € [a,b] :
d/ (d//anfpr,erl) — _d// (d/U]nfpflerl)
- —d”(j df NUZTPTHP) +

—l—d” _0 / |f|2)\f g n p—l,p/\D))
" 2\ 7— df n—p—2,p+1
~d'(PO =0, [ AT A A D))
v f
et donc
d/(d//Un p— 2p+1) df/\d” jn+1p 1,p

_P(=0, / |fr”fj% A 'y A D)
o o, jdf B o v g
P =0 / U Y AD)
- _ 2) _—j_f df  p-2pt 0
e 07/V|f| e n L ng AD)

+n=0, [ PP nayreei D
\%4

puisque l'on a

&'( [ 15250 nyrening) -
| A
A=) | 1P FIEL AL A g0t A O
D [P A T Ay EAD
M

Ensuite on a

d(j.df AU = —jdf AU+

Jj+1 Jj+1
a

—j4.df A Py(\ = 0,/ |fIPA ot 7 AP A
\%

puis
/ 2>\:'d_f n—p—2,p+1
—dBA=0, | IfPFIZ Ay AD) =
af d
-~ R —0/|f|”f f fA ]{A P AD)

+Ro=o, | |f|”f—j7 Ady" 24 A D)
1%
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puisque
d// |f‘2)\f_fjﬂ /\,ynfp72,p+1 AL =
/|f|2)\f ]df/\d.f/\ n— p72,p+1/\|:|+
_/ ’f|2)\f_fj_f/\d/fynfp72,p+1/\D'
% f
Et enfin
! 2\ r—j df n—p—3,p+2
d'(P(A =0, P AD)) =

— B\ = / Rl J{ Ady" TP AD) (10)

Maintenant les relations

d//fynfpfl,p + d/7n7p72,p+1 =0

d//,yn—p—2,p+1 + d/,yn—p—3,p+2 =0

qui résultent de notre hypothese sur ~+ ainsi que les égalités
(1) +(6) =0,(2) +(9) = 0,(3) + (8) = 0,(4) + (7) = 0,(5) + (10) = 0
permettent de conclure. |

Remarque.

Pour peu que l'on ait HPT2(V, Q" P*2) = () on peut trouver, sous ’hypothese

—pLpt2 L. —pLpt2 2,42
du lemme, un courant U,:iler P2 qur V vérifiant d/ngiler P2 — ,];)ijt L

et poser UPPTHPH2 — fo=i=1 PP hour € [a,b—a—1] et se retrou-

ver a nouveau dans I’hypothese du lemme pour p+1,a et b — 1.

Fin de la démonstration du théoréme 8.1.1.

Puisque I'on dispose de Pannulation de HP*(V, Q%) pour tout p € [0,n — 2]
et tout ¢ € N, la remarque ci-dessus permet de continuer a appliquer le
lemme (n — 1)—fois (pour p € [0,n — 2]) et d’obtenir un courant d’—fermé
de type (0,n)

/]10,71 ::d//U{),n—l + sz A Ug’n_l—i_

— P,(\ =0, /V |f|”f—jd7f AP A D).
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Donc Tlo’” est une forme antiholomorphe de degré n sur V. De plus on a

dj

d//,]-lo,n + _.f /\7-10,71 -0

f
sur V\Y car d"7%"' =0 montre que P,(A=0, [, |f]2’\f_j% AP AT
est annulé par /\7d_f et d. Par Hartogs, elle se prolonge en une forme
antiholomorphe € sur X vérifiant d(f.Q) =0 sur X.
De plus on aura des courants U et V sur V de degré n — 1 vérifiant
I'égalité suivante sur V'\ S; = X \ ;% :

T —Qy =dU +df AYV.

Remarquons déja que la n—forme holomorphe d—fermée €2y := f.Q; est
d—exacte sur X. Donc elle induit la classe nulle dans H"(F,C). Il en
sera donc de méme pour €2y et pour une n—forme holomorphe A vérifiant
dA = df N Qy, d’apres le théoreme de positivité de Malgrange (voir [M.74]
ou l'appendice de [B.84 b)).
Posons

Ti= P\ = 0,/ 1F[2w A D).
b's
Montrons que 'on a dT’ = df A ’2'1”’0 sur X. En effet, on a
d
d’T:Res()\zo,/ yf|2*7wa/\D) =0
b's

car I'absence de puissance de f en dénominateur montre que la fonction
méromorphe dont on prend le résidu a I'origine n’a pas de poles en ce point?.
De plus on a

df
d'"T = Res(\ = 0,/ yfy”—f Aw A D)
X f
ce qui coincide bien avec df A ’]'1”’0 car on a
df d
PO=0, [ 1PF AT Ay D) -
X [ f
1 _ 2/\df n—1,0
d'"Res(A\=0, [ |f| 7/\7 AO) +
b's

d
+ Res(\ = 0,/ ]f]Q)‘?f Ad'y" O A D)
X

=0

24Rappelons que les supports des parties polaires d’ordre > 2 aux entiers du prolonge-
ment méromorphes de |f|?>* sont contenus dans S;.

250n utilise & nouveau le fait que les racines du polynéme de Bernstein de f sont
strictement négatives ! Voir [K.76]
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car a nouveau les residus a l'origine sont nuls pour la méme raison que ci-
dessus.
On obtient donc 1'égalité suivante de courants sur X \ S

d(T — A+df NU) =0

Comme on a, par hypothese, H"(X \ 51,C) =0 on en conclut a I’existence
d’un courant W de degré n —1 sur X\ S; tel que

T=A+df NU+dNV.

Alors le Lemme (D) de [B.84 a] donne que w induit la classe nulle dans
H™(F,C) contredisant notre hypothese.

Donc le courant 7,° n’est pas d'—exact sur V. La dualité entre

H" (X \ K,0) et T'(K,Q"™)? et la densité de I'image de la restriction
[(X, Q") — I'(K, Q") permettent alors de trouver une forme holomor-
phe w e T'(X, Q") telle que I'on ait < 7™ d'p A@ ># 0 ce qui donne

Res()\zo,/ P frwAdp A@) +
X

= .d
PO=0. [ 1P A0 A dpn@) £ 0
X f
Mais on a
2N F—n — 2\ r—n df —
d([fIPAfw A pio) =AfIf .FAw/\p.w—l—

(=D)"fPAf T wndp A@

ce qui donne :

Res(\ = 0,/ P frwAdpAo) =
X

4

7 ANw A p.w)

o n+1P A = 22X\ £—n
R =0, [ 1P

Comme on a

d
f

(—1)"Py(h = 0, /X AT

A" Ndp Aw) =

df
f

260n peut choisir pour K la trace sur S; d’une boule assez grosse.

Py(A=0, /X FPF

ANy p @)
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on obtient finalement
_ 2\ 7—ndf /.. n—1,0 —
Py(A=0, [ |[fI*f 7A(w—d7 JAp.w)#0
X

c’est a dire, vus les types

o
f

Ceci acheve la preuve du théoreme 8.1.1. ]

PQ(A:o,/|f|2Af—” A A p @) £ 0.
X

Pour conclure a l'injectivité de la variation dans le cas o I'image de la classe
e € H' 4(0) dans H"(0) n’est pas nulle, il suffit de remarquer que si
I'on écrit w = % A w' la décomposition dans le systeme de Gauss-Manin
(localisé) en degré n de f de la forme méromorphe }”—T/L va fournir une
classe ¢ € H™"(0) vérifiant H(e,e') # 0. En effet, les formes méromorphes
induisant des classes dans les sous espaces spectraux de la monodromie pour
des valeurs propres différentes de 1 mne donneront pas de poles doubles
aux entiers négatifs, pas plus que les formes du type % Adu ou u est
méromorphes de degré n — 1 dans le prolongement méromorphe de

/ |f|2)‘pﬂ/\w/\fl.
X f

8.3

Le cas plus délicat est celui ou la classe e considérée est dans le noyau
de l'application can.ngs : H? 4(0) — H™(0). D’apres le théoreme 4.1.2
il existe [a] € Hy, (S, H"1(0)) vérifiant i([a]) = e. De plus, comme
lapplication i est injective, on peut supposer que 'on a T'([a]) = [a] dans
Hlyy (S, H'™1(0)).

Les lemmes suivants vont nous fournir un représentant de la classe [a] con-
sidérée qui met en évidence la propriété d’invariance par la monodromie.

Lemme 8.3.1 Supposons n > 3. Soit [a] € Hyy (S, H"*(0)) vérifiant
T(i([a])) = i([a]) dans H4(0). Alors, pour k assez grand, il existe un

représentant
a e T(S*, Kerd" Y(k+1)) tel que l'on ait

N(&) e (Y, Ker 8" 'k + 1))

et dont l'image dans Hyy, (S, H"1(0)) est [a].
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Preuve. Pour k> 1 on a un isomorphisme "~ (k) : h"~1(k) — H"*(0).
Puisque l'on a  H'(S,H"*(0)) = 0 et 'annulation de H'(S* 6" ?)
prouvée au lemme 4.1.3, on peut relever [a] en une section o/ € T'(S*, Ker 6" !(k)).
Grace & lannulation de H'(Y,6£""2) prouvée au lemme 4.1.3, 'hypothese

Tla] = [a] dans Hyy, (S, H*'(0)) permet de trouver § € T'(Y, Kerd"'(k))

et T eT(S*, 66" %(k)) vérifiant

No' =pB+T au voisinage de S*.

Ceci se déduit d’une "chasse” facile sur le diagramme commutatif exact
d’espaces vectoriels monodromiques :

Hl

{0y (8, H"7H(0))

HO(S*, 66" 2(k)) —= HO(S*, Ker 6" (k)) — HO(S*, H"1(0)) ——=0

! !

HO(Y, 66" 2(k)) —= HO(Y, Ker 6"\ (k))

HOY, H™1(0)) ——0
La suite exacte
0— Kerd" ?(k) — & 2(k) — 6" %(k) — 0
donne, pour n >4 la surjectivité de la fleche
§: HY(S* & 2(k)) — H°(S*, 66" %(k))

puisque, pour n >4, on a Kerd"2(k) ~ §€"3(k) et que 'annulation du
H'(S*, 66" 3(k)) est donnée par le lemme 4.1.3. On peut donc trouver

v € I'(S*,E2(k)) vérifiant T = ¢y. Pour n =3 ona H'(S*, Kerd'(k)) ~
H'(S*,h'(k)) # 0. Mais Papplication

i1t HY(S* A (k) — HY(S*, R (k + 1))

est nulle (voir (1.6)) et quitte a changer k en k+1 on peut lever 'obstruction
et trouver également v € T'(S*,E"2(k + 1)) vérifiant T' = §.
Définissons alors & € T'(S*, Ker 6" '(k + 1)) en posant

df

dk+1:Q;€+7/\’yk et djzﬁj V]G[l,k‘]
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L’égalité o0& =0 est immédiate et on a N(&) = jrr1(3) ce qui acheve la
preuve. |

Lemme 8.3.2 (Variante pour n=2.) Si a € K vérifie N([a]) =0
dans H{lo}(S, HY(0)), il existe k> 1 et & € T'(S*, Kerd'(k)) tel que N (&)
soit la restriction a S* d’un élément de T(Y,, Kerd'(k)), et induisant la
classe de « dans .
- _~H! H'(0)).
H1<S*, (C) {0}(57 (O)>
Preuve. Pour k> 1 on peut représenter o par & € ['(S*, Ker §'(k) ; de
plus on peut également trouver (3 € I'(S, Kerd'(k)) et T' € T'(S*,0E%k)
vérifiant

N(a)=pB+T.
Comme klim hl(k) ~ H'(0) est & support dans S, on peut supposer

également que [ est la restriction & S de 3 e (Y, Ker o' (k).
Comme la monodromie est l'identité sur H'(S* C), on peut trouver un
élément ~y € I'(S*,E%(k)) vérifiant N(T') = . On aura alors

FW+%Avk T} 0

N 0 I,
_ _ k‘l _5 Yk
0 0 Y

Donc, quitte a ajouter un cobord (et a changer k en k+1) on peut supposer
que

a=p+T
avec I'; =0 pour j # k.
Posons alors dyi1 = ay — L), et a;=p; Vjel[lk]l. Alors & vérifie bien
les propriétés requises. |

Lemme 8.3.3 Dans la situation du lemme 8.5.1 ci-dessus, il eziste (quitte
a restreindre X ) une n—forme semi-méromorphe 1w qui est définie et
d—fermée dans X* = X \ {0} et a support dans mod S, qui, restreinte a
X\X'\Y, induit l'image de la restriction de i[a] dans H" ,s(X\X"\Y,C).

Preuve. Fixons un voisinage ouvert W de S* dans X* et supposons
que, quitte a restreindre le disque de centre 0 dans C qui définit X, la
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section (3 construite au lemme 8.3.1 est définie et d—fermée sur X. Soit
X € C*(W) valant identiquement 1 pres de S* et identiquement nulle pres
de OW . Nous la prolongerons par 0 sur X*. Posons alors

. R d
wzdank+1—<1—x>7fAﬁk

B =0 Vjel[lkl et (=0

On a alors
dx A& = jpr1 (@) +6((1 = x)-3).

Comme (1—x).0" est asupport dans mod S , on en déduit que la n—forme
semi-méromorphe w vérifie les propriétés demandées. ]

Remarque importante.

Si la classe définie par @ dans H ,o(X*\Y* C) est nulle, on peut trouver
une (n — 1)—forme semi-méromorphe ¢ sur X* a poles dans Y* et a
support dans mod S?7 et vérifiant

Posons alors
v i=x0 = (1= x).0 = jiesi(e).

Comme 67 =0 cela définit une classe dans
H™ 1 (X*, (E°(k +1),6°)

qui s’identifie au (n — 1)—iéme groupe de cohomologie de la fibre de Mil-
nor de f & l'origine. On a donc un élément de H°(S, H""'(0)). Mais
ceci montre, puisque € et (1 — x) sont nulles au voisinage de S* que la
section correspondante sur S du faisceau H™1(0) prolonge la section ”ini-
tiale” « € H°(S*, H"1(0)). Ceci montre que la nullité de w dans I'espace
Hoas(X*\ Y, C) implique celle de la classe de a dans Hy, (S, H"'(0)).

Lemme 8.3.4 (Variante pour n =2.) L’énoncé est ici le méme qu’en

8.3.8 sauf que l'on obtient dans lespace H2,,s((X \ X')\ Y,C) quune
égalité modulo [image dans cet espace du sous-espace io j(H'(S*, C)).

La preuve est analogue.

2Tce qui signifie que 1'adhérence de son support dans X* ne rencontre pas S*.
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La remarque importante qui suit le lemme 8.3.3 est valable pour n = 2.
Dans ce cas, elle donne que la classe initiale de K dont on part, est dans
J(HY(S*,C)) des que la classe de @ dans H” ,o(X*\Y* C) est nulle.

On remarquera que I'image dans HZ 4(0) de j(H'(S*,C)) (modulo laquelle
on travaille) est 'image par la restriction naturelle de H?2 _,4(X*,C). Ceci
résulte de notre construction et de 'isomorphisme

anods(X*> C) ~ Hl(S*a C)

qui découle facilement des annulations des H'(X*,C) pour i =1,2.

8.4

Notre stratégie, pour terminer la preuve de l'injectivité de la variation pour
n > 3, consiste a considérer le diagramme commutatif suivant dont les lignes
sont exactes d’apres le théoréme 5.1.12% :

o s (X7) = Hily (X \Y*) 5 HP 0L (V) > Hind g (X)

n o Res’ n— T
HmodS(X \ X' \ Y) - HmodIS(Y \ YI)
ia

HZ(0)

et a montrer les propriété suivantes qui permettent facilement de conclure
que si o Res' annule I'image de w dans H"_,<(X \ X'\ Y) alors c’est
que cette image est déja nulle ; mais alors I'image de dyx A & est également
nulle dans ce méme espace. Le théoreme 4.1.2 donne alors que la classe de
acH {10}(5 , H""1(0)) est nulle. Ceci achéve donc la preuve de l'injectivité de
la variation pour n > 3, modulo la démonstration des assertions suivantes:

e 1) La restriction de w est dans I'image de I’application de restriction
notée r .

e 2) L’application de résidu Res est un isomorphisme, grace a I’annulation
des groupes H' ,<(X*) pour i=mn,n+1 pour n > 3.

e 3) La composée o7’ est injective.

28Touts ces groupes de cohomologie sont & valeurs dans C.
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Les lemmes 8.3.1 et 8.3.3 donnent déja la propriété 1).

Montrons donc les annulations qui donnent la seconde propriété pour n > 3.
Comme on a H'(X*)=0 pour i=mn,n+1 il nous suffit de montrer que
si) € C®(X*) est dedegré n—1 ou n et a une différentielle identiquement
nulle au voisinage de S* il existe x € Co ., o(X*) telle que dyx = diy sur
X*. Comme on a n >3 on a une base de voisinages ouverts W de S*
dans X* qui vérifient H'(W) =0 pour i > 2. Ceci permet aisément de
conclure.

Il nous reste a montrer I'injectivité de la fleche
dor' s Hlpys(Y") — HI(0)

qui est définie comme suit : a ¢ € Coo ,s(V(Y™")) vérifiant dip = 0 on
associe la restriction a {f = s} pour s assez voisin de 0 de la forme
dp N ou p e CX(X) vaut identiquement au voisinage de 'origine.

Cette injectivité va résulter d'un théoreme général.

Théoréme 8.4.1 Notons respectivement par HP(k) et HY  o(k) les groupes
d’hypercohomologie a supports HE(Y, E(k)®,6%) et HE (Y, E(k)*,d%). Alors
on a, pour chaque k > 1 la suite exacte longue d’espaces vectoriels mon-
odromiques :

— M, 5(0Y, £ (k). 8%) 5 HE (k) 5 WP

cnNS

(k) = H 4 5(0Y, €°(K), 6%) —

ou l'on a noté par Hy ,s(0Y,E%(k),d8%) la limite inductive quand € — &
de HP o(Y\Y' E%(k),0%) avec Y =Y N X' ou X' estlatrace sur X
de la boule de centre 0 et de rayon &'°.

Démonstration. Commencons par définir 'application j. Fixons
X' :=B0,YnfHD)c X =DB0,e)NnfHD),e - <e< 1

Soit ¢ wune section de EP7Y(k) sur X \ X’ identiquement nulle au
voisinage de S et d—fermée. Soit, de plus, p € C*(X), une fonction
identiquement égale & 1 au voisinage de X’ et & support f—propre. Alors
Jjlp) =dp N =6((p—1).p) est dans T'.(Y, Kerd N EP(k)); elle définit
donc un élément de HP(k). Montrons que ceci définit bien une application
linéaire

jHE L G(0Y, E°(K), %) — HE(k).

29Rappelons que X est I'intersection de la boule de centre 0 et de rayon e avec

f=1(Dy).

56



Si ¢ est 'image par § d’une section 9 € ['y,005(0Y,EP72(k)) alors on aura

dp N6y = 0(—dp AN ).

ot 'on a dp A € T.(Y,EP71(k)), en prolongeant par 0.

On a clairement j o, N =, N oj ce qui montre 'aspect monodromique de
I’application linéaire j.

On remarquera que pour k =1 cette application est bien compatible avec
Papplication 0 considérée plus haut.

Identifions le noyau de j ;siona dpA@ =0dy ou v € I (Y,EP71(k)), on
aura, quitte & augmenter la taille de X', que la restriction 7 de v a X\ X’
sera dans T',,q5(0Y, EP7L(k)) et vérifiera dp A = 67. Alors v+ (1—p).p
définira un élément de HP (Y, E%(k),8*). La construction de I'analogue 7
en degré (p — 1) de l'application 7 que nous allons définir maintenant
montrera que le noyau de j est bien I'image de Hﬁ;ls(k) par 7.

La construction de I'application 7 est tres simple.

Si w e Teqg(Y, KerdNEP(k)) pour un choix de X’ assez gros, la restriction
de w & YN (X\X') estasupport dans modS et donne une classe
dans HP (Y, E°(k),d*). On vérifie immédiatement que ceci passe au
quotient. L’application est donc bien définie et elle est clairement linéaire et
monodromique.

De plus, il est clair que si w est a support compact, son image par 7 est
nulle.

Réciproquement, si nw] = 0, alors on peut écrire sur 9Y :
w = v

avec v € Lpnoas(0Y, EP7L(k)). Alors pour p € Coj(X) valant identiquement
sur X’ avec X' assez gros, on aura w' := w—0((1—p).v) qui représentera
la classe [w] € HY 4(0) et sera a support compact sur Y. Donc [w] est
bien dans I'image de can,g.
Pour achever la démonstration il nous reste a montrer que le noyau de
I’application

cane,s : HY (k) — HE 5(F)

est bien I'image de j. Soit donc v € T'.ng(Y, Ker 6NEPL(k)) tel que w = dv
soit a support compact dans Y. Alors v définit par restriction a 9dY un
dément [v] de HP L (9Y,E(k),d*). Pour calculer j([v]) choisissons p
comme ci-dessus®. Alors on aura j([v]) = [dpAv] =d6((p—1).v). Mais on a

ov —d(pv) =0((1 = p)v)

30et tel que l'on ait Supp(dp) N Supp(dv) = 0.
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avec (1 — p).v € T(Y,EP71(k)) et donc la classe de j([v]) dans HP(k)
coincide bien avec celle de w = dv. [

Pour terminer la preuve de l'injectivité de la variation (c’est a dire pour
déduire l'assertion 3) du début du paragraphe 8.4, il nous suffit de montrer
que pour n > 3 la fleche 1 en degré n — 1 de la suite exacte longue de
8.4.1 est nulle, ce qui résulte de la proposition suivante.

Proposition 8.4.2 Sous les hypothéses standards pour n > 3 [’application
canonique
canes klimH?’l(k) — limH'Z (k)

k—o0

est un 1somorphisme. De plus, pour n >4 ces deux groupes sont nuls.

Preuve. Commencons par montrer le lemme suivant

Lemme 8.4.3 Pour n >4 ona H!' (Y,C)=0. Pour n=2,3 ona

Visomorphisme H'L(Y,C) ~ H?O_}I(S, C).

Preuve. Comme on peut remplacer Y par la limite inductive de ses voisi-
nages ouverts, on peut calculer H" L(Y,C) a l'aide du complexe de de
Rham des germes de formes différentielles a support dans ¢ N 5. Soit donc
¢ un tel germe d-fermé de degré n — 1. Comme H" }(Y,C) =0 puisque
Y est contractible, on peut trouver un germe v de degré n — 2 vérifiant
dp = ¢. Si K est un compact de S assez gros, on aura diy = 0 au
voisinage de S\ K. On constate alors que si la classe de cohomologie définie
par ¢ dans H"%(S\ K,C) est nulle pour n > 3 ou prolongeable & S
pour n =2 alors la classe définie par ¢ est nulle dans H (Y, C). Ceci
permet alors de construire un isomorphisme H"7{(Y,C) =~ H?O_}I(S, C) ce

qui acheve la preuve puisque pour n > 4 le groupe H?O_}I(S, C) estnul. &

8.5 Preuve de la proposition 8.4.2.

Supposons maintenant n > 3 et notons par ® une famille paracompactifi-
ante de fermés de Y égale soit a ¢ ou bien a ¢ N S. Comme les faisceaux
E*(k) sont fins, on aura

Hy (Y, E°(k),8%) = To(Y, Ker 8" '(k)) /6Ta (Y, E"2(k)).
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Soit maintenant w € Tg(Y, Ker 6" (k). Alors si K est un compact de
Y assez gros, w est identiquement nulle au voisinage de S\ K. La suite

exacte
0 — 0" (k) — Ker "' — H"1(0) — 0.

donne alors

0 — DY, 66" 2(k)) — LY, Ker 6™1) > To(¥, A1 (k)) — HA(Y, 06" 2(k)) -+

Et comme, pour n > 3 le faisceau h""!(k) est & support dans S, on aura
r(w)|s\k =0 dans Te(S\ K, A" (k) =~ Te(Y \ K, " (k)).

Comme, de plus, h" (k) est un systéme local sur S* et n’admet pas de
section non nulle & support l'origine, on aura r(w) =0 et on en conclut que

w € To(Y, 56" 2(k)).

Les suites exactes
0 — 6E7 k) — E1(k) — 6E9(k) — 0

pour 2 < g < n —2 conduisent aux isomorphismes, puisque les faisceaux
E9(k) sont fins et la famille de supports & est paracompactifiante

Lo (Y, 06" 2(k)) [0To (Y, €7 2(k)) = H(Y,06" (k) = -- - ~ Hy 3(Y. 06" (k).

Bien sur pour n =3 on doit remplacer HZ 3(Y,6E'(k)) par son quotient
par 0HY(Y,EY(k)).
La suite exacte

0 — Kerd' (k) — EY(k) — 0 (k) — 0

donne alors Iisomorphisme Hy (Y, 5 (k)) ~ HE (Y, Ker §'(k)).
Les suites exactes

0 — 0E°%k) — Keré'(k) — h*(k) — 0
0 — h'(k) — E°(k) — 0&E°(K) — O

combinées avec le fait que jy 41 : h'(k) — h'(k+ 1) est nulle, donnent un
isomorphisme

klimHg’l(k;) r~ klzm HP (Y, Ker§'(k)) ~ klimHg’Z(Y, 5E°(k))
~ Lim Hy ™ (Y, h°(k)) ~ Hy (Y, C).
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Pour terminer la preuve de la proposition 8.4.2, il suffit donc de voir que
I’application canonique

Hi5(Y.C) — H7(Y,C)

est un isomorphisme pour n > 3, et entre groupes nuls pour n > 4.
Ceci résulte du lemme 8.4.3. [ |

Ceci acheve donc la preuve de linjectivité de la variation pour n > 3.
On a donc également établi la non dégénérescence de la forme hermitienne
canonique (voir le paragraphe 7) et ’égalité de dimension

dim¢ (Im @) = dimg (H{lo}(S, H"1(0))).

Cette égalité implique que Im 6 coincide avec 'orthogonal dans H'(S*, H"~1(0))
du sous espace H°(S, H""1(0)) de H°(S*, H" '(0)) pour laccouplement
non dégénéré déduit de la forme hermitienne canonique sur le systeme local
H"1(0)) (voir le paragraphe 3).

8.6 Lecas n=2.

Nous allons montrer que les résultats précédents s’étendent ”mutadis mu-
tandis” au cas n = 2 quitte a remplacer ’espace vectoriel monodromique
HZ4(0) par le quotient

Hins(0)

H(5*,C)

ol inclusion j de H'(S* C)3'a été définie au Lemme 4.1.4 (voir aussi le
paragraphe 4.4).

Nous allons seulement préciser les points de la démonstration du cas n > 3
qui sont a modifier de fagon significative dans ce cas.

8.6.1

Commencons par remarquer que toute la premiere partie de la preuve de
I'injectivité de la variation, a savoir les paragraphes 8.1 et 8.2 | restent val-
ables tels quels, grace, entre autres, au fait que le sous-espace j(H'(S*, C))
de H?,4(0) est formé de vecteurs invariants par la monodromie.
Il n’en n’est pas de méme pour la seconde partie de cette preuve.

3muni de la monodromie triviale, c’est & dire égale a I'identité.
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e 1) Les lemmes 8.3.1 et 8.3.3 doivent étre remplacés par les variantes
8.3.2 et 8.3.4 qui les suivent.

e 2) L’assertion 2) du paragraphe 8.4 doit étre remplacée par I'assertion
suivante:

L’application Res est surjective et son noyau a pour image par
r limage injective par la restriction a (X \ X’) \' Y du sous espace
JHN (S, C)) de HZ,5(0).

Ceci est une conséquence facile de la remarque qui conclut le paragraphe
8.3.

e 3) Onapow n=2, H;(0)~0 et H.g(0) = Hy(S,C). De plus,
un élément de K/j(H'(S*,C) invariant par la monodromie donne
une classe nulle par 'application Res du diagramme du début du
paragraphe 8.4, si et seulement si cet élément est nul.

Preuve de l’assertion 3). L’annulation de H!(0) résulte du fait que la fibre
de Milnor F' de f al’origine est une variété de Stein de dimension 2 ; donc
H3(F,C) ~ 0 et par dualité de Poincaré on a H}(F,C) ~ 0.
L’isomorphisme

H(S*,C)

ol 1
H(S.C) Hi(S,C) — H,.5(Y,C)

est donné par la fleche
e: H(S*,C) — H.4(Y,C)

définie de la facon suivante : a la fonction localement constante ¢ au voisi-
nage de S* on associe la classe [p.dx] ou x € C*(Y) vaut identiquement
au voisinage de 95 et s’annule identiquement des que 1'on s’éloigne de 0S.
On constate facilement que ceci ne dépend pas du choix de la fonction x et
passe au quotient par H°(S,C)32.

L’application induite par € est injective : si @.dxy = dy ou ¢ € C24(Y),
on aura d(1)—x.¢) =0 sur Y, et donc 1 — x.¢ sera localement constante
(donc constante) sur Y. Comme v est nulle et y vaut identiquement 1
pres de 0S5, ceci montre que ¢ se prolonge en une constante sur Y et donc
induit la classe nulle dans H {10}(5 ,C).

32Gi ¢ est constante au voisinage de S on peut prolonger la constante & Y et alors
¢.dx =d((1 — x).¢) montre que la classe [p.dx] est nulle dans HZ(0).
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L’application induite par ¢ est surjective : si a € C32 4(Y)' est d—fermée,

on peut Décrire, puisque Y est contractible, a = dB8 avec 3 € C*®(Y)°.
On en déduit que [ est localement constante au voisinage de 9S. Soit ¢
la fonction localement constante au voisinage de S* qu’elle définie. Alors
Iégalité a—d(x.¢) = d((l —X)ﬂ) montre, puisque (1—x).0 est a support
dans ¢ N S quel'on a e([y]) = [al.

Il nous reste a montrer que 'application évidente

Hclms(yy C) - clmS<O>

est un isomorphisme.
Elle est injective : si a € C2 4(Y)! est d—fermée et si jy (o) = 68 avec
BeTcns(Y,E%K)), on a

a:dﬁk—%/\ﬁk—l
ot dﬁj—%AﬁH:o Ve[l k— 1]

avec la convention [y := 0. Alors dB; =0 et donc 3; = 0 puisque c’est une
fonction localement constante et nulle pres de 9S. On en déduit de méme
que les f; sont nulles pour j € [1,k — 1]. Il nous reste alors seulement
I’équation sur Y

o = dﬂk
Mais une fonction semi-méromorphe dont la différentielle est C*> est C°°:
on se ramene au cas méromorphe par le lemme de Dolbeault (local) et on
conclut par le lemme de de Rham holomorphe.
On a donc [a] =0 dans H!,4(Y,C).
Elle est surjective : si v € Teng(Y, Kerd'(k)), comme on a la nullité de
H? (Y, H'(0)) ainsi que l'isomorphisme klim Rl (k) ~ H(0), quitte a
augmenter k, on peut supposer que « € '.qng(Y,0E%(K)). Mais la suite
exacte

0 — h'(k) — E°(K) — 0&E°(k) — O
montre que l'on a un isomorphisme

o Tens(V,€°(4)
" 3T.ns(Y, E0(R))

- Hng(Ya h0<k)) = HclmS(Y> C).

On vérifie alors facilement que I'application considérée coincide avec 9.

Vérifions enfin la derniere partie de 'assertion 3). On doit donc examiner le
cas ou la 2— forme fermée w peut étre choisie C* sur X*. Mais comme
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on a, H? ,¢(X \ X',C) =~ H'S* C), cela signifie que I'on peut choisir

m
w=dx ANy ou ¢ estune 1—forme C* et d—fermée au voisinage de S*

et ou la fonction x est identiquement égale a 1 pres de S*. Mais alors la
classe initiale est dans j(H'(S*,C) d’apres la remarque importante qui suit
le lemme 8.3.3 et de sa variante qui suit le lemme 8.3.4. |

Terminons ce paragraphe 8 en redonnant ’énoncé de notre résultat.

Théoreme 8.6.1 Sous les hypotheses standards pour n >3 on a les pro-
priétés suivantes

o 1) dim H™ 4(0) = dim H"(0).

e 2) La variation var : H ¢(0) — H™(0) est un ismorphisme d’espace
vectoriels monodromiques.

e 3) La forme hermitienne canonique
H:H 4(0) x H*(0) - C
est non dégénérée.

Pour n =2 tout ceci reste vrai a condition de remplacer HZ24(0) par son
quotient par j(H'(S*,C)).

9 Applications et un exemple pour conclure.

9.1

Il n’est pas difficile de déduire les analogues pour la valeur propre 1 des
théoremes 13 et 14 de [B.91] de 'égalité entre Im(f) et l'orthogonale pour
h de H°(S,H"'(0)) dans H'(S*, H"'(0)). On obtient les théorémes
suivants dont la ligne de démonstration, maintenant que I'on sait que Im(6)
est exactement 'orthogonal de H°(S, H"~'(0)) dans H'(S*, H"*(0)) pour
h, suit pas & pas celle de [B.91].

Théoreme 9.1.1 Sous les hypothéses standards pour la valeur propre 1, no-
tons par ko [’ordre de nilpotence de la monodromie agissant sur le systéeme
local H"1(0) sur S*. Soit e € H"(0) vérifiant N*(e) =0 avec k > k.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

o 1) oby(e) =0 .
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e 2)Si wel(Y,Kerd"(k)) vérifie r(k)(w) = e, pour chaque j € Z,
les fonctionnelles analytiques

Pea(X = 0,/X |f|”f‘j% AWy, A D)

sont nulles pour [ > 2.

De plus, pour vérifier 2) il suffit de le faire pour 1 =2 et pour j € [0,n].

Théoreme 9.1.2 Sous les hypothéses standards pour la valeur propre 1, sup-
posons que le prolongement méromorphe de fX |f|P0  admette un péle
d’ordre >k en un entier négatif, avec k > sup (ko, k1) +2 ou ko et ky
sont respectivement les ordres de milpotence de la monodromie agissant sur
le systéme local H" 1(0)s+ et sur lespace vectoriel H™(0).

Alors lVordre des poles aux entiers négatifs assez grand est exactement égal a
k etlona ko<ki=k—2 avec 5bk1 = 0.

9.2 Exemple.

Considérons la fonction f(z,vy,2) = 2%.(z*+y?)+2%. Comme cet exemple est
tres similaire a celui étudié en détail a la fin de [B.91], nous allons seulement
esquisser son étude.

Tout d’abord ’homogéneité de f nous assure que la monodromie agit de
fagon semi-simple sur H?(0). Cependant, nous allons montrer que le pro-
longement méromorphe de

/ |f12p. |22 dx A dz A dy Ady A dz A dz
X
admet en A\ = —1 un pole triple, si p € C2°(X) vaut identiquement 1 pres

de l'origine. Pour cela il suffit, par transformation de Mellin complexe, de
montrer que le développement asymptotique, quand |s| — 0 de 'intégrale

de Ndy dz Ady
/ p.|z|? = A

72
commence par un terme non nul en (Log|s|)?, puisque 'on a sur {f = s}

dx N dy
22

4.z.dx N\ dy N dz/df =
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En remplacant la fonction de troncature p par la fonction caractéristique
du polydisque (|z] < 1) N (Jy| < 2) (voir [B.91] pour justifier que cela ne
modifiera pas le pole triple cherché) on est ramené a étudier le premier terme
du développement asymptotique de la fonction

dx Ndx N dy N dy
SO(S) - 2 2 2 :
(zl<n(yl<2) |s — 2%(2® + y°)]

. . 1 1
Apres le changement de variable x = u.s1,y = t.u.s? on trouve

( ) —_ / ‘U’ .d'U/ A\ du A (ﬁ A dt
‘,0 S C.
(|U|S|s‘ ‘11) (‘tu|<2|s| 411) ’1 - U (1 —'— 12)’

ou c¢ est une constante non nulle.
Pour u fixé, on a

dt A dt
/ ) . T ¢ |u|*.Log(|u.s1])
(tuj<2.js| 1) 11— ut (1 + %))

ce qui donne

p(s) = ".(Logls|)*
avec ¢ et ¢” des constantes non nulles.
Ceci montre que 'on a bien un pole triple.
I est facile de donner un élément non nul de H{lo}(S, H'(0)) dans cet
exemple: Fixons 0 < a < €. Pres d’un point du cercle {x = 2 =0;|y| = a},
on peut choisir comme coordonnées locales & = x.4/y? + x2,y,z de sorte
que la fonction f dans ces coordonnées se réduit a &2 + z*. Posons

v = 2x.dé — £.dx.

Alors la forme différentielle holomorphe z.v, vérifie d(z.v) = % Az et elle
induit une section globale, uniforme et non nulle**du systéme local H*'(0)
le long de ce cercle. Le lecteur se convaincra facilement qu’elle n’est pas
prolongeable a l'origine et donne donc un élément non nul de H %0}(5, H(0)).

33puisque le monéme z n’est pas dans I'idéal jacobien de €2 + z%.
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10 Appendice : Description topologique de
ens(0).

) 2im.00 . . . L
Soit H eop(Zin D) D* le revetement universel du disque pointé, et posons

X=X x H.
D

Pour chaque voisinage ouvert U de S N X notons par U I'image
réciproque sur X de Y. Définissons la famille paracompactifiante @ de
fermés de X en posant

Ged ssi IUDSNIX | GnU=0.

On remarquera que cette famille de supports est invariante par I'action de
I’automorphisme de monodromie de X induite par I'automorphisme
( — (+1 dudemi-plan H. Nous allons montrer la

Proposition 10.0.1 On a un isomorphisme “naturel” d’espaces vectoriels
monodromiques :
e: Hl5(0) = Hg(X,C)=.

Démonstration. Commencons par remarquer que ’on a un difféomorphisme
compatible & f3! grace & J. Milnor [Mi.68]

X S FxH

ou F dénote la fibre de Milnor de f a lorigine. En particulier on a un
isomorphisme "naturel” d’espaces vectoriels monodromiques H"(X,C) ~
H ”(]T, C) qui donne, pour la valeur propre 1 l'isomorphisme monodromique
H"(X,C)=; ~ H™(0). R
Définissons e. Soit donc w € I'.qg(Y,E™(k)) N Kerd et définissons sur X
la n—forme C*
(=¢)
1
—

" (wr—j)

ou p: X — X estla projection et ou ( € H. )
On a dW = 0 car on a supposé que Jw = 0, et on a sur X 1égalité

p*(%) = d(. De plus, le fait que le support de w rencontre S suivant un

340U f est définie sur X comme la composée de la projection sur H avec la fonction
exp(2ir.0J).
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compact montre que W est a support dans ®. On en déduit facilement
que l'application ¢ est bien définie en posant

Pour vérifier que ¢ commute aux monodromies, il nous suffit alors d’établir
la relation
ow

sW W) = =5 (@)

puisque d’apres la formule de Taylor, on a pour un polynéme P

exp<§<>< )(C) = P(C+1).

La vérification de (@) est immédiate. On en conclut que la classe [W] est
bien dans H7(X,C)_,

Montrons maintenant 'injectivité de e. Il suffit de considérer le cas d’une
classe [w] invariante par la monodromie qui donne 0 dans HZ(X,C)—,
grace a l’aspect monodromique de €. Mais dans ce cas, I'image par ’application
d’oubli de support de [IW] dans H"(X,C)—; ~ H"(0) montre que [w]
est dans le noyau de can.ng. On a donc seulement a traiter le cas ou
[w] = i([a]) = [@ Adx] avec a € Hy, (S, H"1(0)) d’apres le théoreme
4.1.2%

Soit donc une telle classe invariante [w] = [&@ A dx| vérifiant e([w]) = 0.
Ceci signifie que 1'on peut trouver une (n —1)—forme v € C(X) vérifiant
dv = p*(w). Fixons U wun voisinage ouvert de S N 0X assez petit pour
que lon ait Supp(v) N U = 0.

Supposons maintenant que [w] # 0 dans H! 4(0) et n > 3. Comme on
sait que [w] = i[a] le choix de la fonction y3® permet de supposer que 1'on
a Supp(w) NS CU ou w=da&Ady estégalement un représentant de la
classe [w].

La forme sesquilinéaire ‘H étant non dégénérée, on peut trouver une classe
[w'] € H*(0) telle que l'on ait

—O/|f|2)‘df df/\w/\w k) # 0.

Soit o € C°(U) valant identiquement 1 au voisinage de S N Supp(w).
Remarquons que, quitte a choisir U plus petit, on peut toujours supposer

351’adaptation de ceci pour n = 2 ne présente pas de difficulté et elle est laissée au
lecteur.
36yoir la définition de I'application i au paragraphe 4.2.
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que Supp(oc) N U = . La formule de Stokes et le prolongement analytique
donne alors
daf

Pl(Azo,/ |f|2)‘d0/\7/\w/\zﬁ’k) # 0.
X

ce qui signifie que dans le développement asymptotique en s = 0 de
I'intégrale fibre

S ow Aw

0s f=s r
le terme constant est non nul. Mais ceci est absurde car p*(w) = dv et
Supp(c) CU montrent que I’ intégrale

/0.w/\u_1’k:—/ do ANv A w'y
=S fZS

est C® pres de s = 037 puisque Supp(v) N = 0.

Terminons la preuve de l'injectivité de ¢ pour n = 2. Il suffit de voir que
J(HY(S*,C)) s'injecte dans H2Z(X,C)—;. Si ¢ est d—fermée au voisinage
de S* et x =1 pres de S* et s’annule des que l'on s’éloigne, on a
jle] = ldx A p] et eldx A ] = [p*(dx A @)]. Mais si p*(dx A ¢) = dA
ot A € CP(X)" ! on aura p*(x.¢) — A qui sera d—fermée et localement
d—exacte pres de 9S. La classe qu’elle définie dans H" }(F,C) est donc
nulle®®. On en conclut que ¢ est globalement d—exacte au voisinage de 9.5
et donc induit la classe nulle de H'(S*,C).

Montrons maintenant la surjectivité pour n > 2, en montrant par récurrence
sur k> 1, quesi [W]e Hi(X,C)_y vérifie (T —1)¥[W] =0, elle est bien
dans l'image de «.

Pour k£ =1, ona T[W] = [W] et on peut trouver une (n — 1)—forme
V e CP(X) qui vérifie _B%W = dV. On écrit alors® V = _B%U avec

U eCP(X)" 1. Alors W —dU est un représentant T—invariant de la classe
[W] et il existe une forme w € C2 (X \ f71(0))* vérifiant dw = 0 et
p*(w) = W — dU. On conclut en utilisant le théoreme de A.Grothendieck
[Gr.65] pour trouver une n—forme semi-méromorphe d—fermée @ a poles
dans f1(0) et & support ¢ N S induisant la méme classe que w dans

ens(X\ f710),C).

STPlus exactement, la partie dans Y " Cl[s,5]].(Log|s|?)? de son développement
asymptotique en s =0 est en fait dans C[[s, 5]].

38Car une section globale du faisceau H"~1(0) qui est nulle prés de 9S est nulle.

39(C’est toujours possible : on utilise ici le complexe (£°[Log f],d®) ou —2in.( = Log f
sur X , pour calculer la partie spectrale pour la valeur propre 1 de la monodromie des
cycles évanescents de f.
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Supposons maintenant le résultat montré pour k£ < kg avec ky > 1 et
montrons-le pour k = ko + 1. Alors d’apres I'hypothese de récurrence, on
peut écrire —a%W =W +dV ou [W] est dans I'image de £ et ou
V € CP(X)"'. On écrit & nouveau V = —a%U avec U € C(X)"! et

arrive a —(%(W — dU) = W = £(). Mais alors la n—forme

/ C W (z2).dz + (W — dU)

est invariante par la monodromie. Elle est donc image réciproque d’une forme
C>® et d—fermée sur X \ f71(0) & support dans ¢ N S. On conclut alors
facilement grace au méme argument que dans le cas k = 1, en intégrant
terme a terme la formule donnant e(w). |
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