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Symboles et Notations

— Etant donné € R", on désigne par ||z, (1 < p < oo) la norme p de
x, en particulier ||z||2 et ||z||o désignent la norme euclidienne et du max
de z.

B(x,r) et B(z,r) sont les boules ouverte et fermée de centre x et de
rayon r.

— Etant donnée une matrice A carrée d’ordre n, la norme matricielle p
(p > 1) de A est la quantité ||Al|, = sup{||Az||, : |||, = 1}

Six € R", X = diag(x) désigne la matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont les composantes z; de x.

— Etant donné f : R® — R, f € C2%, on désigne par Vf(z) et V2f(z) le
gradient et le Hessien de f en .

— Etant donné g : R* — R™, on notera par g (x) ou J,(z) le Jacobien de
g en x, c¢’est une matrice m X n.

— Etant donné le probléme non linéaire suivant
inf{f(z): zeC}
avec C ={r eR": g¢g(x) <0, h(x)=0}

oug:R*" - R™et h:R" — RP,
on notera C = {zx € R": g(z) <0, h(z)=0}et

Lz, A p) = f(@) + > Nicagi(x) + > pihi(x), A>0
i=1 j=1

C et C sont appelés ensembles des solutions réalisables et strictement

réalisables, L est le Lagrangien associé au probléme.
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INTRODUCTION GENERALE

Apreés la deuxiéme guerre mondiale, la méthode du simplexe s’est imposée
comme la seule méthode efficace pour la résolution des programmes linéaires
(PL). L’apparition de 1’algorithme de Karmarkar en 1984 a permis le dével-
lopement des méthodes de points intérieurs qui se sont révéllées comme une
véritable alternative a la méthode du simplexe.

La méthode du simplexe est basée sur le principe fondamental suivant :
la valeur optimale (supposée finie) d’un probléme linéaire est atteinte en au
moins un sommet (ou point extrémal) du domaine des solutions réalisables, qui
est un polyédre convexe. La méthode du simplexe consiste, alors & parcourir
les sommets du polyédre jusqu’a trouver la solution optimale.

Les méthodes de points intérieurs partent d’un point intérieur au domaine
des solutions réalisables, puis au moyen d’une stratégie fixée (trajectoire cen-
trale, fonctions barriéres,...) déterminent une valeur approchée de la solution
optimale. Les avantages de ces méthodes par rapport a la méthode du sim-
plexe sont nombreux : robustesse, complexité polynomiale et convergence ra-
pide pour les problémes réels de grandes tailles.

Depuis quelques années plusieurs chercheurs essaient de généraliser le prin-
cipe de ces méthodes, d’abord pour la programmation mathématique quadra-
tique [7, 47, 85|, puis pour la programmation non linéaire [6, 8, 18, 21, 37, 44,
64].

Cette thése est consacrée a ’étude du probléme d’optimisation non linéaire
et & sa résolution par des techniques numériques nouvelles. Notre travail de
thése s’articule principalement autour de deux axes.

Le premier est I’étude des méthodes numériques dédiées a ’optimisation
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non linéaire, notamment les méthodes qui ont fourni des codes informatique
pour résoudre des problémes d’optimisation. Nous exposerons leurs avantages
et leurs inconvénients.

Le deuxiéme axe est la présentation et I’analyse exhaustive d’une nouvelle
méthode de points intérieurs. Plus précisément, nous présentons dans ce travail
une étude théorique compléte et une nouvelle stratégie qui garantie la stabilité
numérique et assure la convergence. Nous exposerons les avantages de cette
nouvelle méthode par rapport a celles existantes. Enfin une implémentation de
la méthode et des tests numériques sont réalisés afin de montrer la rubustesse
de notre méthode.

Ce travail commence par une introduction générale a ’optimisation afin de
poser le cadre général de notre étude. Cette introduction contient un survol
rapide (historique, conditions d’optimalité, convergence) de la programmation
linéaire, de la programmation quadratique et de la programmation non linéaire.
Elle se termine par une démonstration du lien entre la programmation non
linéaire et les méthodes de type barriére.

Cette introduction a I’optimisation et aux méthodes barriéres est suivie par
une introduction aux algorithmes D.C.( différence de deux fonctions convexes).
Le chapitre 1 est consacré a ’optimisation D.C. Nous présentons quelques no-
tions de ’analyse convexe ainsi que I'historique et la base théorique des algo-
rithmes D.C. Le principe des méthodes D.C. consiste & décomposer une fonc-
tion non convexe en différence de deux fonctions convexes que nous pourrons
traiter plus aisément grace aux outils de 'optimisation convexe. La suite des
itérés générés par une méthode D.C. et sa vitesse de convergence dépendent de
cette décomposition, qui n’est pas unique. Nous avons donc intérét a choisir une
décomposition optimale permettant de bien définir la suite des itérés et d’ob-

tenir des algorithmes robustes, performants et rapides. A la fin du chapitre 1
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nous proposons une décomposition stable et performante avec des arguments
montrant ses avantages et son optimalité. Nous utiliserons la programmation
D.C. pour résoudre un probléme de minimisation d’une forme quadratique sur
une boule centrée & 'origine. Nous montrons que dans le cas sans contraintes,
la méthode D.C. est finie et nous présentons des test numériques dans les deux
cas convexe et non convexe.

Tous les sous-problémes étudiés dans cette thése sont de type quadratique.
La méthode que nous utiliserons dans la suite (voir chapitre 5) pour résoudre
le probléme non linéaire sollicite une programmation quadratique séquentielle
(connue sous le terme de SQP), ce qui demande une résolution de deux pro-
blémes quadratiques & chaque itération, d’ou la nécessité d’avoir des outils
efficaces. Dans le chapitre 2 nous présentons la méthode du gradient conju-
gué qui est la principale méthode utilisée dans la littérature pour résoudre un
probléme quadratique sous région de confiance (contrainte quadratique sous
forme de boule centrée a I’origine). Nous proposons une méthode D.C. comme
alternative. Des comparaisons numeériques sont données a la fin de la pre-
miére section de ce chapitre pour montrer les avantages de notre méthode. La
méthode D.C. sera généralisée dans la seconde section afin de résoudre le pro-
gramme elliptique, c’est-a-dire, un programme dont 1’objectif et la contrainte
sont quadratiques. La troisiéme section de ce chapitre fournit plusieurs facons
pour calculer la base tangente notamment la méthode QR que nous utiliserons
pour réaliser nos simulations.

Le chapitre 3 représente le coeur théorique de notre étude. Nous présentons
les conditions d’optimalité en présence de la qualification des contraintes. Ces
conditions continuent a &tre I’objet de discussions au jour d’aujourd’hui, mais
la qualification des contraintes n’est pas le seul sujet de discorde. L’inconsis-

tance et la redondance des contraintes interpellent beaucoup de chercheurs qui
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pensent que ces inconsistances sont & l'origine de la divergence des codes et
des méthodes existantes. Les deux derniéres sections de ce chapitre traitent
respectivement les méthodes primales et les méthodes primales-duales.

Dans le chapitre 4 nous présentons quatre codes qui sont largement utilisés
dans le domaine de la programmation non linéaire. Ces méthodes numériques
entrent dans le cadre des méthodes newtoniennes. La premiére méthode utilise
la technique de recherche linéaire pour générer le pas de déplacement, alors
que les deux suivantes utilisent la technique de région de confiance, ce qui
leur assure des propriétés de convergence fortes. Elles traitent la convexité des
problémes mieux que la technique de la recherche linéaire, sur ce point, les
méthodes utilisant une région de confiance sont plus robustes et permettent de
trouver des solutions dans des cas trés difficiles, tels ceux que I’on rencontre en
commande optimale ou aprés discrétisation d’équations aux dérivées partielles.
Le dernier code a été concu pour résoudre des problémes de grandes tailles
avec un nombre limité de contraintes actives & I'optimum, l'intérét de cette
présentation est de vérifier le gain en efficacité pour des codes congus sur
mesure.

Dans le chapitre 5 nous décrivons les conditions d’optimalité du probléme
non linéaire. Ces conditions donnent lieu & un systéme qui sera perturbé par
la pénalisation avec la technique des points intérieurs. Le systéme est ensuite
préconditionné en utilisant un changement de variable qui est & ’origine de
la stabilité et ’efficacité de notre méthode par rapport a celles existantes. De
nombreux tests numériques viennent confirmer nos affirmations. L’efficacité
de notre code utilisant la technique de la région de confiance et renforcé par
I’application des algorithmes D.C. est présentée dans ce chapitre. Différentes
simulations numériques nous aideront & mieux ajuster tous les paramétres dont

le code a besoin et & choisir la meilleure fonction de mérite adéquate a notre
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méthode. la section 5.9 et 5.10 montrent respectivement que la méthode ne
souffre pas du mauvais conditionnement et qu’elle est globalement convergente.

Nous annexons a cette thése, une présentation des méthodes de simplexe
et de Karmarkar pour résoudre des problémes linéaires et une section sur la
modélisation dans ’environnement CUTEr et AMPL.

Nous avons fixé deux axes de recherche tout au long de cette thése, I’'étude
des méthodes dédiées a I’optimisation non linéaire et la proposition de nouvelles
méthodes. Notre expérience a montré que plusieurs méthodes souffrent énor-
mément du mal-conditionnement, et I’étude approfondie de la base théorique
de certaines d’entre elles a conduit & proposer une correction des conditions
d’optimalité. Cette correction a fourni un gain concernant la vitesse de conver-
gence de la méthode SDC proposée. L’efficacité observée a été renforcée par la
résolution des sous-problémes quadratiques par une méthode D.C. ce qui nous
a permis de gagner au niveau du temps de calcul et surtout de réduire signi-
ficativement les dimensions des problémes quadratiques non convexes qu’il a
fallut résoudre.

Nous pensons que la méthode peut encore évoluer dans deux sens, d’abord
en profitant de la nature des matrices & savoir qu’elles soient creuses, puis en
gérant mieux la fonction de mérite pondérée qui nécessite plus d’ajustement

dynamique.
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CHAPITRE INTRODUCTIF

LES METHODES BARRIERES EN OPTIMISATION

0.1 Introduction

Dans ce chapitre introductif, nous allons présenter les problémes classiques
d’optimisation, leurs conditions d’optimalité et définir quelques notions usuelles.
Un probléme d’optimisation consiste & minimiser une fonction f définie sur
E C R™ a valeurs réelles, f : E — R. Cette fonction est appelée fonction
objectif et I’ensemble E est dit domaine réalisable ou ensemble des solutions

réalisables. La formulation mathématique de ce probléme est

Trouver z* € E tel que

(Pinf) .
f(x*) = f*=inf,cp f(2)

En toute généralité, la fonction objectif f peut ne pas avoir de borne infé-
rieure et si elle en admet une, cette borne inférieure peut ne pas étre atteinte.

Dans le cas contraire, i.e. si f admet un minimum, le probléme s’écrit alors

Trouver z* € FE tel que

(Pmin) .
f(z*) = mingep f(z)

Nous nous intéressons par la suite, aux problémes ol f admet un minimum
et nous noterons x* une solution de (Pi,). Une solution de (P,i;,) est aussi
appelée optimum, ou plus précisément optimum global.

On dit que z* est un minimum local (ou optimum local) de f s’il existe un
voisinage V' de z* dans E tel que z* est un optimum de fjy. fjy représente la

restriction de f a V.
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On dit que z* est un minimum strict de f s’il existe un voisinage V' de x* dans
E tel que
Vo eV, o # 5", f(z) > f(&").

Un optimum local z* est dit isolé s’il existe un voisinage V' de x* qui ne contient

aucun optimum local autre que z*.

0.2 La programmation mathématique

0.2.1 La programmation linéaire

La programmation linéaire traite la résolution des problémes d’optimisation
pour lesquels la fonction objectif et les contraintes sont affines. Sakarovitch
[75] la considére comme étant la technique la plus célébre de la recherche
opérationnelle, celle qui a donné a cette discipline sa notoriété.

Un probléme de programmation linéaire mis sous la forme standard peut

étre défini comme suit

m, =min{c'x: x>0, Az="b} (P)

ouceR" beR™ xeR"et A est une matrice m x n.
Tout probléme de programmation linéaire peut étre mis sous cette forme.

Au probléme (P), on associe son probléme dual
mg = max{bly: Ay >c} (D)
y

On a toujours —oo < my < m, < +o0.
Dés lors qu'un de ces deux problémes est réalisable on a mg = m,,. Si les

deux problémes sont réalisables alors —oco < mg = m, < +oo et les deux
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problémes admettent des solutions optimales. Si un des deux problémes admet
une solution optimale, les deux sont réalisables.

Supposons que les deux problémes sont réalisables, si Z est solution optimale
de (P), les solutions du probléme dual (D) sont les y € R™ tel que y > 0,
Aly > cet y'(b— Az) = 0.

Si y est solution optimale de (D),les solutions de (P) sont les x € R™ tel
que z >0, Ax = b et y'(b — Az) = 0.

La condition ¢*(b — AZ) = 0 liant les solutions optimales de (P) et (D) est

appelée condition de complémentarité.

0.2.2 La programmation quadratique

La programmation quadratique est la minimisation d’une fonction objectif
quadratique sous des contraintes linéaires. ’importance de la programmation
quadratique provient du fait que plusieurs problémes réels et académiques sont
quadratiques, c’est le cas de I'optimisation du portefeuille dans la finance par
exemple. Dans notre travail, ’optimisation quadratique est avant tout un outil
de résolution de sous-problémes. En effet, des techniques telles que la program-
mation quadratique séquentielle (voir paragraphe 3.6.2) proposent de traduire
un programme non linéaire en une suite de problémes quadratiques, en général
non convexes, d’oil la nécessité de disposer de méthodes numériques efficaces et
robustes qui puissent résoudre toute sorte de problémes quadratiques, convexe
ou non, surtout de grande taille. C’est en effet, dans cet état d’esprit que nous

proposerons les méthodes D.C. au chapitre 1 de cette thése.
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Un probléme quadratique s’écrit sous la forme suivante,

min %ZL‘TQ:L‘ +clz

s.C.

atx = b 1€& (1)
atx < b; iel

x € R"”

ol () est une matrice symétrique n x n, ¢ est un vecteur de R", a; € R" et
beRYieEUZouE={1l,--- ,m}etZ={m+1,--- , m+p}

Si @ est une matrice semi-définie positive, le probléme (1) est convexe, et
on montre, dans ce cas que la solution, si elle existe, est unique.

Les résultats d’optimalité de la programmation linéaire du paragraphe pré-
cédent peuvent se généraliser au cas quadratique. Nous notons donc, L(x, \),

le Lagrangien du probléme (1) :

1
L(z,\) = éxTQx +cfx 4+ Z Ni(alx —b;) (2)
1€EUT
Nous définissons par I’ensemble actif A(x*) au point optimal z*, ’ensemble
des indices pour lesquels la contrainte en x* est une égalité. Ces définitions nous
permettent d’écrire les conditions nécessaires d’optimalité de premier ordre. En

effet si z* est une solution optimale du probléme (1), alors il existe un vecteur

\* dans R™*P tel que

atz* —b; =0 Viel
atx* —b; <0 VieTl (3)
A >0 Viel

N(atx* —b) =0 VieZ
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Ces conditions sont aussi appelées conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
La derniére condition dans le systéme (3), appelée la condition de complémen-

tarité, implique que Af = 0 pour i ¢ A(z*) ainsi

VoL N) = Vaf @)+ Y Nilala® —b) =0 )
i€ A(z*)

Une condition suffisante pour que z* soit un minimum local est que Z'QZ
soit définie positive, ol Z est la base de I'espace généré par le noyau de la ma-
trice jacobienne [a];c 4(,+). Si @) est définie positive alors I'optimum est unique
et tout minimum local est forcément global. En plus des difficultés d’unicité
de 'optimum dans le cas non convexe, toute construction algorithmique est
confrontée & la dégénérescence, qui peut étre soit la dépendance linéaire des
vecteurs de la matrice jacobienne, ce qui rendrait le calcul des éléments de 7
plus complexe, soit la faiblesse d’activité d’une contrainte, dans ce cas I'algo-
rithme aura du mal & décider si la contrainte est active ou non, par exemple
on peut avoir Af = 0 pour un certain indice dans A(z*).

Un probléme particuliérement important et que nous traitons a plusieurs
reprises dans ce travail est issu de la méthode de région de confiance. Il s’agit
de minimiser une fonction C2 non nécessairement convexe sur I’espace R" tout
entier (probléme d’optimisation sans contarintes).

Partant de xq € R" et ry > 0 arbitraires, la méthode de région de confiance
construit une suite (zy, ;) de la fagon suivante :

— Calculer g, = V f(zy) et H, = V2 f(zy)-

— Déterminer d;. solution optimale de
o1
md1n{§ < Hyd,d >+ < gg,d>:  ||d|| < rp}
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— Accepter .1 = T}, si T donne une déscendance suffisante de f et aug-
menter la valeur de 7,1 ; sinon diminuer 7 et rejetter la direction dy.

Le probléme & chaque itération est donc du type
1
mc}n{é < Hd,d>+ <g,d> |d]| <6} (RC)

Cette approche de région de confiance a été introduite en 1944 par Leven-
berg [52] et Marquard en 1963 [56] pour résoudre des problémes de moindre-
carrées et a été généralisée aux problémes sans contraintes par Powell [69].
Cette technique a montré son efficacité d’une part pour la convergence glo-
bale (voir El Hallabi [37|, Powell |69, 70|, et Schultz, Schnabel et Byrd [74]) et
d’autre part que la définie-positivité de W n’est pas nécessaire sous une région
de confiance. Cette possibilité de traiter la non-convexité du probléme non li-
néaire est un point fort de la technique. Si la région de confiance est inactive,
le pas produit par la méthode sera exactement le pas de Newton, en revanche
si la taille de la région de confiance est réduite, cela aura pour conséquence
de rendre la direction du pas proche de la plus profonde descente du modéle,
c’est-a-dire, ’approche produit au pire, la direction de plus profonde descente
(steepest descent) (cf. El Hallabi et Tapia [36], El Hallabi|[37] et Nocedal et
Wright [62]).

0.2.3 La programmation non linéaire

La programmation non linéaire est la recherche de I’optimum d’une fonction

non linéaire sur un sous-ensemble convexe ou non d’un espace donné.



tel-00011376, version 1 - 13 Jan 2006

Les méthodes barriéres en optimisation 7

Le probléme non linéaire s’écrit sous la forme

( Minimiser f(x)
sous les contraintes :
h(z) =0

| 9(z) <0

(PNL)

on f:R" —R, h:R"—R | g:R"—R"™ et xeR"

Ainsi la programmation non linéaire se présente comme étant une généra-
lisation de la programmation quadratique et de la programmation linéaire.

Bien que cette généralisation soit évidente de nos jours, cet esprit d’uni-
fication n’est apparu qu’aprés 1984, date de I'introduction de I’algorithme de
Karmarkar [48] pour la programmation linéaire. Les recherches qui ont suivi
[23, 2, 6, 7, 8, 18, 47] ont pu batir des ponts entre deux mondes qui étaient
jusqu’a alors tout & fait étrangers 'un a ’autre, nous parlerons depuis d’une
révolution [62, 89].

Vu que I’ensemble des contraintes (le domaine réalisable) n’est pas géné-
ralement convexe, la solution n’est pas nécessairement unique, et par suite,
nos méthodes essaient de trouver une solution optimale locale, d’ou I'im-
portance de I'étape de l'initialisation. Dans le cas ou l’ensemble réalisable
{z € R"/h(xz) =0, g(x) < 0} est strictement convexe, le point retrouvé est bien
entendu 'unique solution optimale globale ou une approximation de celle-ci.

L’exemple suivant est exposé par Fiacco et McCormick dans [19].

(
minimiser f(z) = |x; — 2| + |xg — 2|
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X2

(=0

&

x1

F1G. 1 — Exemple de probléme non linéaire.

ﬁﬁ)

Le probléme (5) est un probléme convexe, qui admet le point z* = (5%, %

comme optimum global pour lequel f(z*) = 4—+/2. En prohibant les contraintes,
la solution devient z* = (2,2) avec une valeur optimale nulle de la fonction

objective.

0.3 Les méthodes de type barriére

Dans leur livre, “Non linéaire Programming”, Anthony V. Fiacco et Garth P.
McCormick [19], datent les débuts des méthodes barriéres aux années quarante.
En effet, en 1943 R. Courant [15] suggére 1’étude des conditions de stationnarité

de I'application f(z) + t.g?(x) quand ¢ — +oco afin d’avoir des informations
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sur 'optimum du probléme (6) d’égalité suivant,

min f(x)
s.C. (6)
g(x) =0

Cette suggestion a été motivée par des considérations physiques et n’a
jamais eu de suite théorique ou algorithmique pour résoudre le probléme ma-
thématique non linéaire.

En 1951, Kuhn et Tucker [51] publient leurs résultats concernant les condi-
tions nécessaires et suffisantes caractérisant les solutions du probléme non li-
néaire convexe et établissant I’équivalence entre ce probléme et la définition
du point-col (ou point-selle).

Cette année 1951 a vu également I'utilisation pour la premiére fois des
techniques de gradients pour résoudre le probléme non linéaire [3], s’en est
suivi par une avalanche de variantes de ces méthodes de potentiel, dont les plus
sérieuses étaient la méthode potentielle logarithmique de Frisch en 1954 [26] :
f(z) + X" a;Ing;(x), celle de Ablow et Brigham en 1955 [1] (la contrainte
d’inégalité étant g(x) > 0) : f(x) — tX",min(g;(x),0) ou la fonction potentiel
f(z) + X7, (min(gi(z),0))? pour les problémes avec égalités ou aussi Carroll
en 1959 [11] : f(2) + X2 1.

Bien que les méthodes de type barriére ont vu le jour dans les années
cinquante, ce n’est qu’aux années soixante que leur base théorique a été éta-
blie et ce grace notamment aux travaux de Fiacco et McCormick. Le terme
de méthodes de points intérieurs a été introduit pour la premiére fois dans
leur livre : “Nonlinear Programming, Sequential Unconstrained Minimization
Techniques”, publié en 1968 [19]. Dans ce livre, les auteurs ont mis en va-

leur la relation entre les suites des solutions des fonctions de pénalité et les
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solutions du probléme initial. Or des études munies séparément a la fin des
années soixante par Lootsma et Murray [53, 60] ont mis en évidence que le
mal-conditionnement du Hessien de la fonction barriére s’aggravait au fur et
a mesure qu’on s’approchait de la solution. Ce Hessien devient singulier a
la limite. En paralléle & ces travaux, d’autres méthodes (SQP et Lagrangien
augmenté) qui ne souffriraient pas de ce probléme de mal-conditionement se
développaient, ce qui n’aménagea en rien les méthodes de points intérieurs,
qui furent totalement abandonnées aux années 70. Pour relancer le débat au
sujet de ces méthodes, il a fallut attendre la publication en 1984 de I’article de
Karmarkar [48] qui proposa une méthode barriére projective afin de résoudre le
probléme linéaire (voir ’annexe B). L’intérét de sa méthode est sa complexité
polynomiale. En effet la méthode du simplexe, élaborée par Dantzig dans les
années 40, n’a pas cessé d’évoluer mais sans assurer la convergence théorique
qu’en un nombre exponentiel d’itérations.

Dans les années 90, plusieurs chercheurs ont essayé de généraliser les mé-
thodes de points intérieurs du cas linéaire pour les appliquer au cas quadratique
[47, 62] puis au cas non linéaire [8, 9, 58, 85|. En régle générale, une variable de
rajout est introduite afin de transformer le probléme non linéaire en une suite
de minimisation d’une fonction potentiel avec barriére logarithmique sous des
contraintes d’égalité.

Ainsi le probléme non linéaire :

(PNL)
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se transforme en une série de problémes dits problémes barriéres ou pénalisés

[ min flz)—pd " Ins,
s.C. (P
h(z) =0
g(@) +5=0

\

ou s est la variable auxiliaire, s; est sa ¢ composante : s € R’ et u > 0 est
dit paramétre de pénalisation.

En 1994, Austreicher et Vial ont développé une méthode de résolution du
probléme non linéaire convexe en résolvant une séquence de problémes de bar-
riére [4]. D’autres auteurs ont utilisé la méthode de Newton pour résoudre
les conditions (K KT') du probléme non linéaire non convexe ; El-Bakry, et cie
montrent en 1999 [18] que sous certaines hypotheéses, leur algorithme primal-
dual converge globalement, en plus pour des valeurs y bien choisies, la conver-
gence est quadratique. Malheureusement cette méthode garantit seulement la
condition du premier ordre, mais I’obtention d’une solution optimale n’a pas
pu étre démontrée.

Une quantité impressionnante de méthodes barriéres ont été proposées a
la fin du 20° siécle mais juste une partie a été réellement implémentée parmi
lesquelles : LOQO de Vanderbrei et Shanno [85], KNITRO de Nocedal et Waltz
[8, 9], Minos de Murtagh et Saunders [58], SNOPT de Gill, Muray et Saunders
[28], filterSQP de Fletcher et Leyffer [21] et MITR de Jonsson et Gilbert [46].

La plus grande partie de ces codes construit une suite de problémes quadra-
tiques, ce sont les techniques SQP que nous aurons le temps de présenter dans
le paragraphe 3.6.2 du troisiéme chapitre. Deux familles d’approches se par-
tagent la résolution de ces sous problémes quadratiques : la recherche linéaire

et la région de confiance, mais depuis la publication de 'article de Beigler et
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Wiichter [5] la balance se met plutdt au profit des méthodes de la région de
confiance.

Au début de ce siécle les chercheurs essaient plutot de rendre les méthodes
existantes plus efficaces en résolvant une large varité de problémes. Dans ce
contexte s’impose notre premier apport personnel, a savoir le conditionnement
de la matrice hessienne . Nous revenons a cela lors de la présentation de
notre code SDC.

Notre méthode SDC fait partie de la famille SQP-Région de confiance.
Nous avons introduit la résolution de ces sous-problémes quadratiques par les
méthodes D.C., dont nous en exposerons les avantages au chapitre 1. En plus
du conditionnement du Hessien W et de I'introduction de la méthode D.C.,
le chapitre 5 présente de nouvelles variantes de la fonction de mérite, suivies

d’une étude compléte de la convergence.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION AUX ALGORITHMES D.C.

Ce chapitre est composé de quatre sections. La premiére section rappelle les
notions de base d’analyse convexe qui nous servirons pour décrire ’optimisa-
tion D.C. La deuxiéme section présente un bref historique des méthodes D.C..
Nous énoncons les principaux résultats théoriques concernant ces méthodes,
notamment le théoréme de convergence globale. Ces résultats sont diis & Yas-
sine [93]. Dans la troisiéme section nous fixons la décomposition que nous allons
choisir pour construire notre algorithme, ce dernier sera utilisé dans toute la
suite. La derniére section est une étude numérique qui nous aidera & répondre &
la question suivante : quel seuil faut-il prendre pour le test d’arrét ? Nous ferons

la différence dans cette étude entre les problémes convexes et non convexes.

1.1 Rappels de quelques outils d’analyse convexe

1.1.1 Deéfinitions et notations

Définition. 1.1.1. (La convezité)
Un ensemble C' est dit conveze si et seulement si, Vo € C, Yy € C et VA € [0, 1]

alors

A+ (1=NyeC (1.1)

Une application f définie sur R™ dans R est dite conveze sur C si et seule-

ment si Vo € C, Vy € C et VA € [0, 1] alors

Oz + (1 =Ny) < Af(z)+ (1 =) f(y) (1.2)
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f est dite strictement convexe si l’inégalité ci-dessus est toujours stricte Vo # y
et A €]0,1].

f est dite fortement convexe ou coercive de coefficient p > 0 si et seulement si

A1 =)\

5 plz—ylI>  (1.3)

fOz+ (1 =Ny) <AMf(x)+(1=N)fly) -

Ve e C,VyeC etVAe|0,1]
0]

Définition. 1.1.2. L’épigraphe d’une fonction f noté épi(f) est l’ensemble
défini par :

epi(f) = {(n2) €™ | f(2) <z € R, p € R} (1.4)

0

Propriété. 1.1.1. Une fonction f est conveze si et seulement si épi(f) est un

ensemble conveze.
O

Définition. 1.1.3. On appelle domaine effectif de définition d’une fonction

conveze [ l’ensemble, noté dom(f), défini par :

dom(f) ={z eR" | f(z) <+4oc} (1.5)

Remarque. 1.1.1. L’ensemble dom(f) est la projection de épi(f) sur R".
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Définition. 1.1.4. On dit qu’une fonction convezxe [ est propre si dom(f) est

non vide et si f(x) > —oo, Vz € dom(f).

1.1.2 La fonction conjuguée

Définition. 1.1.5. Soit f : R" — R une fonction convexe. On appelle fonction

conjuguée de f, notée f*, la fonction définie par :

Yy e R",  f*(y) = sup{y'z — f(x)}

zER™

La fonction conjuguée de f*, notée f**, est appelée fonction bi-conjuguée de

f.

On dit que f est une fonction convere fermée si et seulement si f** = f
O

Définition. 1.1.6. Une fonction f est dite semi-continue inférieurement (sci)
St
liminf f(z) = f(x¥)

r—x*

On note T'o(R™) ’ensemble des fonctions convexes, propres et s.c.i.

1.1.3 Le sous-différentiel

Pour une fonction convexe f différentiable, le gradient V f(z*) en tout point

x* vérifie

fl@) = f@") + V(@) (z —27) (1.6)
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Définition. 1.1.7. On appelle sous-gradient de f au point x* tout vecteur

y € R™ vérifiant

fl@) = fa") +y' (@ —27) (1.7)

L’ensemble de tous les sous-gradients de f en z*, noté Of (x*) est appelé sous

différentiel de f au point x*.

O
Rockafellar a montré en 1970 que toute fonction convexe propre définie
sur R™ admet un sous-gradient en tout point * appartenant a l'intérieur du

domaine effectif de f, et que ’ensemble 0f(z*) est convexe fermé.

Proposition. 1.1.1. y* est un sous-gradient de f en x* si et seulement st
f@™) + f(y") = (y")'a" (1.8)

Preuve.

y € of(z") & f(z) = f(z*) +y'(x —a*) Vo €R"
& () 'y = f(2") > y'e — f(z) Vo € R"

& (29" — f(2*) > sup{y*x — f(z)|z € R"}.
Or z* est un élément de R™ donc on peut remplacer I’inégalité par une égalité.

CQFD O

Proposition. 1.1.2. Soit f une fonction convexe propre, x* minimise f si et

seulement si 0 € Of (z*).

Preuve.

0€df(z*) & f(x) > f(2*)+0.(x —2*) Vo € R”

& ¥ minimise f sur R™.
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1.2 Optimisation D.C.

1.2.1 Historique

L’optimisation D.C. (Différence de deux fonctions Convexes) consiste a

résoudre le probléme d’optimisation suivant :

(P): Min{f(z) = R(x) —T(x)] zeR"} (1.9)

ol R et T sont des fonctions convexes.

Le développement des algorithmes de sous gradients a commencé dans les
années 70 (Rockafellar R.T. [73]) pour résoudre des problémes d’optimisation
non linéaire et non différentiable. C’est & la fin des années 70 que J.F. Toland
[80, 81, 82] est arrivé & mettre en évidence les conditions d’optimalité locale et
la dualité D.C.

Ces études ont été poursuivies dans les années 80 par plusieurs chercheurs
surtout C. Lemarechal et J. B. Hiriart-Urruty [41, 42, 43|. Ce dernier a dé-
montré 'optimalité globale des solutions dans le cas out T" est polyédrale [42].
Il fallait attendre les années 90 pour que le développement des algorithmes
de sous-gradients prend une grande valeur algorithmique et une immense im-
portance pratique avec ’apparition d’une nouvelle génération d’algorithmes de
sous-gradients dits DCA, développés par I’équipe d’optimisation de Grenoble,
pour la résolution du probléme (P). Ces algorithmes sont apparus dans les tra-
vaux de T. Pham Dinh [67] et par suite dans ceux de A. Yassine [91, 92, 93].
Malgré I'absence d’une preuve théorique de leur globalité, les algorithmes DCA
ont été appliqués avec succes a de nombreux problémes concrets de grande di-
mension [91, 92]. IlIs ont fourni des solutions optimales globales pour certains
problémes. La globalité des solutions obtenues est vérifiée grace a la connais-

sance a priori de la valeur optimale du probléme traité, ou par comparaison
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avec des méthodes globales. C’est le cas, par exemple, du probléme MDS [91]

et le calcul des valeurs propres extrémes [92].

1.2.2 La base théorique

La problématique DC est donc la résolution du probléme (1.2.2) définie par

m, = min{f(x) = R(z) - T(x)| = €R"} (P)

ou R et T sont des fonctions de I'g(R").

Le probléme dual associé au probléme primal (P) est défini par :

mg = min{T"(y) — R*(y)| y €R"} (D)

Théoréme. 1.2.1. La dualité DC est stable c’est-a-dire le saut de dualité

mq — m,, est nul.
Preuve.

my, = inf{R(z) — T'(z)| = e R"}
or T'(x) =T (z) = sup{y'z = T"(y)| y€R"}.
d’ou m, = inf{R(x) — sup{y'z — T*(y)| y € R"}| ze€R"}
= inf{R(z) + inf{T*(y) — y'z| y € R"}| xe€R"}
= inf{inf{R(z) + T*(y) — y'z| y € R"}| =€ R"}
= inf{inf{R(z) + T*(y) — y'z| = €R"}| yeR"}
= inf{T*(y) + inf{R(z) — y'z| = €R"} yeR"}
= inf{T"(y) —sup{y'z — R(z)| z€R"} yeR"}
= inf{T"(y) - B*(x)| yeR"}

(
(
(
(

:md
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Théoréme. 1.2.2. /93] Soit P ’ensemble des solutions optimales du probléme
primal (P), et soit A I’ensemble des solutions optimales du probléme dual (D),

alors :
1. 0T (x) C OR(x) Vz € P.
2. OR*(y) C 0T*(y) Wy € A.
3. U{0T(x)] x € P} C A (égalité si R* est sous-différentiable dans A).
4. U{OR*(y)| y € A} C P (égalité si T est sous-différentiable dans P).
0

La premiére propriété du théoréme (1.2.2) ci-dessus donne une condition

nécessaire d’optimalité.

Théoréme. 1.2.3. [93] Sous les mémes notations ci-dessus, nous avons les

deux assertions suivantes.
1. e P& R@)+R(y) <T(z*)+T*(y) Vy e R"

2. y €A & THy*) + T(x) < R*(y*) + R(z) Yz € R

U
Théoréme. 1.2.4. [93] Si x* admet un voisinage V tel que
IT(x)NIOR(z*) #0 Ve eV (1.10)
alors x* est un minimum local de (R —T).
UJ

Ce résultat motive la définition suivante
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Définition. 1.2.1. (point critique)

x* est appelé point critique si
OT (z) NOR(z*) # 0
Tout minimum local est donc forcément un point critique.

1.2.3 Algorithme D.C.

Se basant sur les théorémes et propositions ci-dessus, le principe d’une mé-
thode DC est de construire une suite (%), qui converge vers un point critique,
on en demande en outre d’étre telle que (R — T')(z*) est décroissante.

Nous proposons, ainsi, le schéma suivant :

1. kK =0et 2° € R™ quelconque.

2. y* € 0T (z%).

3. 2F € OR*(yF) & y* € OR(2M ).

4. Arrét si 28t = 2% ie. si 9T (2*) NOR(x*) # 0

Le schéma décrit ci-dessus est un schéma d’une méthode primale-duale.

Théoréme. 1.2.5. [93] Supposons que les deur suites (%), et (y*)x sont bien
définies, alors on a les propriétés suivantes :
1. R(2*1) = T(z™) < T*(y*) — R*(y*) < R(a*) — T(a*)
si de plus R(z**1) — T'(2**1) = R(2%) — T'(2%) alors
k€ OR*(y*) et y* € OT (x*T1)

2. par dualité :
TH(y**) — R (y*) < R(a") — T(2%) < T*(y*) — R*(y") si de plus
T*(yk*1) — R*(y**1) = T*(2%) — R*(2*) alors
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y* € OT (2*+1) et 2% € OR*(y¥)

3. Sim, est fini alors : kEToo{R(xk) ~T(z")} = kEIJPoo{T*(yk) —R*(y*))} =
Y= Mg =my,
ot m,, est Uargmin du probléme (P) et my est l’argmin du probléme (D).
4. Sim, est fini et si (x%); et (y*)r sont bornées alors Vx* € Q((a*)x),
(Vy* € QY*)x) resp.) il existe y* € Q(y*)x) (x* € Q(2")x) resp.) telle
que :
(a) R(z*) =T(x") =T*(y") — R*(y") =7 = ma = my.
() lim {R(a) + B () = B@) + R () = ()"
(¢) lim {T(a") + T*(4")} = T(e*) + T*(s") = (5")'a"

ot Q((2%)x) est Ladhérence de (2%);,

OJ
1.3 Exemples d’algorithmes D.C.
Considérons le probléme d’optimisation suivant
min 12'Qx + b'x
s.c. (1.11)

zeC

ol () est une matrice symétrique non nécessairement définie positive et b est
un vecteur de R".
On notera les deux cas
C' = R"” correspondant au probléme sans contrainte.
C = B(0,r) ol 7 est un réel strictement positif donné, ce qui correspond & des

contraintes de région de confiance.
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Le probléme (1.11) est un probléme quadratique qu’on peut I’écrire sous la

forme sans contrainte suivante :
1
min{§xth + bz + xo(z)] = eR"} (1.12)

ou xc(z) est la fonction indicatrice de C.
Le grand probléme consiste a choisir une décomposition qui soit la plus
appropriée et dont le calcul des sous gradients soit simple & réaliser. Nous

présentons ici deux décompositions qui nous semblent les plus naturelles.

1.3.1 Décomposition classique

L’idée de la méthode est d’ajouter et de soustraire la quantité £||z|* avec
p > ||Q|l1 et de choisir la décomposition suivante :
R(z) = 32'Qx + b'x + xco(z) + &||z|? et T(z) = 2||z||*.

Ainsi I’algorithme issu de cette décomposition est le suivant :

Algorithme DC-rajout

1. k =0, 2° quelconque

2. yk = VT (2%) = pa*

"€ OR*(yF), i.e. aF Tt € argmin{ia'Qx + b'x 4 xc(x) + &||x|* — 2'y*}
(i.e. ¥t € argmin{iz"(Q + p)z + (b—y*)'z: z € C})

k

3. Si ||a* T — 2*|| < ¢, on s’arréte ¥ = 2" est la solution optimale, sinon

k =k + 1 et on retourne a 2.

Algorithme 1: Algorithme DC-rajout
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[’inconvénient de cette méthode est la nécessité de résoudre un probléme
quadratique convexe a chaque itération, ceci reste loin d’étre I'idéal, cet incon-

vénient disparait avec la version suivante.

1.3.2 Décomposition optimale

Cette méthode propose la décomposition suivante :

Rx) = 8lal?+be+xele) et

T(x) = g2 3a'Qa

Ainsi I'algorithme issu de cette décomposition est le suivant :

Algorithme DC-optimal

1. k =0, 2° quelconque

2.y* = VT (a") = (o] — Q)z"

" e argmin{L||z||? — 2'(y* - b) | x€C}

(i.e. 8L € argmin{||x|]* — th(%) | zeC})

3. Si ||2* ! — 2*|| < ¢, on S’arréte 2* = 2**! est la solution optimale, sinon

k =k + 1 et on retourne a 2.

Algorithme 2: Algorithme DC-optimal

k__ . .
En posant zF = yTb, on remarque que x**! n’est autre que la projection

de z* sur la boule C. Cette projection est donnée par la formule suivante :

2k si ||zk||§r
LR = (1.13)
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Bl _ 2F|| < € ou ¢ est la précision

On consideére le test d’arrét suivant ||
recherchée. Ce test n’est pas unique on peut par la suite utiliser un autre test
comparant les valeurs de la fonction objectif en **! et 2*, ou toute autre forme
permettant de mieux gérer la convergence. La convergence dépend aussi du
paramétre p, en effet on peut choisir d’autres expressions de ce dernier. La plus
grande valeur propre de la matrice () permet d’obtenir de meilleurs résultats,
malheureusement en présence de probléme de grande taille, la recherche d’une

valeur propre peut ralentir la méthode. Pour cette raison nous avons choisi de

prendre la valeur p = ||Q||; quelque soit la situation.

1.3.3 Le cas quadratique sans contrainte

La résolution d’un probléme quadratique sans contrainte, i.e. C' = R", par
I’algorithme DC-optimal n’est intéressant que dans le cas ou la matrice () est
semi-définie positive. Dans le cas contraire, on peut avoir m, = —oo.

Supposons que la matrice () est semi-définie positive. Alors T est point
critique si et seulement s’il est optimal. Nous avons dans ce cas QT = —b (voir
la remarque 1.3.1).

Dans le cas oul la région de confiance est inactive, nous démontrons une
proposition qui donne une estimation du nombre d’itérations nécessaire pour
la convergence de la méthode. Ce cas est utile dans la pratique car la méthode
de région de confiance converge vers une solution de second ordre et donc,
le probléme quadratique au voisinage de la solution devient convexe et sans

contrainte.

Proposition. 1.3.1. Supposons appliquer la méthode DC-optimale pour ré-
soudre le probléme (1.11) avec Q) une matrice définie positive et C' = R™.
Alors la méthode est finie et le nombre d’itérations nécessaire a sa convergence

est k = [In( ]

pE
[Qzo+bll
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Preuve.

25

Dans le cas d’'un probléme quadratique sans contrainte, notre algorithme

se présente comme suit :
1. k=0, 2° quelconque.

2. y* = (pl — Q)"

3 xk—f—l — yk—b
) p

Autrement dit z*t! = W#W = Bat + ¢
R —_7_1 —_1
ou B=1 ertc— pb

De proche en proche nous construisons la suite (%), :
" =Baf 4 c=...=B"°+ B e+ ..+ Betc
d’ou
" — 2% = B¥((B - 12 +¢)

ainsi le test d’arrét sera vérifié si

1 1 1
lo*t = a*| = IT = =Q[I* = -Qa® — ~bl| = ¢

P P P

_10|F = — e=
ou [[I = 2@

T =101
I=2Qaz—10]

d’ol

pe !
| = 5 Q" — Jb|

] 1
k = argming{||I — ;QHk =

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)
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LR

k=[n(—" |-
G Tl ,

D] (1.18)

CQFD O

Remarque. 1.3.1. Sous les notations de la proposition ci-dessus, la méthode
DC-optimale converge si et seulement si les valeurs propres de la matrice B

sont inférieures strictement a 1.

En effet
Bt —7) = (I-1Q)* —7)

= 2" —7 - Q2"+ Q7

= Bit-z+c
d’ou
-7 = Brf+c—17
= B(a* — 1)

_ Bk+1(xo —7)
O

Ainsi, il y’a convergence si et seulement si B¥ — 0 quand k — 400 c’est-
a-dire si et seulement si les valeurs propres de B sont inférieures strictement
1, ceci est sans doute le cas pour notre étude par définition du paramétre p et
car () n’a pas de valeurs propres négatives ou nulles, le probléme quadratique

étant convexe.

1.4 Discussion

Nous nous intéressons dans cette étude a la détermination d’une valeur
optimale du paramétre £ dans le sens ou la valeur de la fonction objectif dite

valeur optimale soit assez proche de la valeur de I'objectif & I'optimum mais
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avec le moindre cofit possible en nombre d’itérations et en temps CPU néces-
saires a la résolution des problémes.
Soit le point z. 'optimum retrouvé par la méthode DC avec le test d’arrét

k+1

|z** — a*|| < e. Nous testons quatre valeurs du paramétre (on dira aussi

valeurs de seuil) € : ¢ = 1072, ¢ = 1073, ¢ = 107* et ¢ = 1075. La solution

k+1

optimale est 1'itéré z"7. Notons que les solutions sont de la méme grandeurs

sans quoi il serait préférable d’utiliser la quantité ”xkﬁ;k_”xk” pour effectuer de
telles expériences, mais ce test d’arrét est différent de celui utilisé dans la
littérature de la méthode D.C. ce qui nous a amené a controler les solutions
en controlant les problémes que nous voudrions résoudre.

Dans un premier temps nous appliquons la méthode D.C. décrite dans
le paragraphe (1.3.2) pour résoudre un ensemble de problémes quadratiques
convexes avec pour seule contrainte celle de la région de confiance. Dans un
second lieu nous testons la méme méthode avec les mémes valeurs de ¢, appli-

quée pour résoudre des problémes quadratiques non convexes avec région de

confiance.

1.4.1 Le cas quadratique convexe

Nous générons une suite de problémes convexes aléatoirement, nous fixons
le rayon de la région de confiance r = 10, et nous testons différentes valeurs de ¢
afin de choisir le meilleur test d’arrét pour notre étude, les résultats numériques
sont présentés dans les figures suivantes.

Les matrices et les vecteurs de la forme quadratique

1
q(z) = ixtW:p + b

sont générés de la méme fagon que dans le probléme vertical (pour l'instant

un probléme vertical est un probléme quadratique convexe avec une seule
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contrainte sous forme de boule centrée a ’origine de rayon fixe) en ’occur-
rence chaque matrice W est le résultat d’un produit d’'une matrice A donnée,
par son transposé W = A'A et b = Alc ol ¢ est un vecteur donné. Les données
des problémes (A et ¢) sont comprises entre -200 et 200 et nous n’acceptons
que les problémes dont les solutions sont de la méme grandeur pour permettre
a nos expériences sur le test d’arrét de rester fiables. Cependant, comme pour
toute étude numérique, les conclusions que nous en tirons sont liés au jeu de
problémes qui servent & les réaliser.

La premiére comparaison (fig. 1.1) se charge d’évaluer la valeur optimale
de la fonction objectif g(z.) ou x. est le point optimal retrouvé par la méthode
pour un probléme numeéro [ de dimension 2/ + 1, on répéte la résolution pour le
probléme numéro [+ 1,/ =1,--- 100, en initialisant les données du probléme

a chaque fois.

T T
“error_e-2" ———
"error_e-3" ------—-
"error_e-4" --------
"error_e-6"

-100000 )

-200000

-300000

la valeur optimale

-400000

T
p—

i

-500000 {

600000 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

numero du probleme

F1G. 1.1 — Comparaison en fonction de la valeur optimale.

Le graphe appelé error_e-n représente les valeurs optimales de la fonction
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objectif lorsqu’on prend comme test d’arrét 'inégalité : ||z*™! — 2F|| < 107"
oun=2,3,4ou 6.

Nous remarquons qu’a partir de la valeur ¢ = 1073 les graphes des valeurs
optimales se superposent, nous concluons que le test d’arrét ||2%T! — 2*|| < 1073
constitue un bon seuil d’acceptation de ’optimalité d’un point trouvé par ’al-
gorithme, en effet au dela de ce seuil, ’amélioration de la valeur de I'optimum
i.e. q(x.) n’est pas considérable, d’autant plus que les résultats concernant le
nombre d’itérations et le temps CPU nécessaires pour avoir la convergence

sont catastrophiquement élevés.

5500 T T T T T T T

T T
“iter_error_e-2" ———
"iter_error_e-3" -------
5000 R e v 1 - iter-error-@=4" - -

. : ; i { “iter_error_e-6"

4500
s00 |
3500
3000

2500

nombre d'iterations

2000

1500

1000

500

100

numero du probleme

F1G. 1.2 — Comparaison en fonction du nombre d’itérations.

Le graphe iter error e-n dans la figure (1.2) représente le nombre d’ité-
rations nécessaires pour avoir la convergence avec le seuil d’erreur 107" ou
n =2,3,4 ou 6.

La figure (1.2) permet la comparaison du nombre d’itérations pour chaque

test d’arrét. On remarque que pour le test d’arrét avec ¢ = 1075 notre graphe
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frole & plusieurs reprises le nombre maximal d’itérations que nous imposons
a savoir k,,., = 5000 itérations, alors que le nombre d’itérations nécessaires
reste élevé pour le test d’arrét e = 10, raisonnable avec le seuil € = 1073 et
trés attractif avec le seuil ¢ = 1072

La deuxiéme remarque est que pour un seuil fixé, le nombre d’itérations ne
change pas séverement et semble étre insensible aux changement de la taille des
problémes. Nous remarquons méme une légére diminution et une stabilisation
pour le seuil e = 1072 mais ceci n’est pas indicatif de I'efficacité de la méthode.

En effet la figure (1.3) montre une autre réalité.

16000 T T T T T T T

T T
"dc_cpu_err-2" ———
"dc_cpu_err-3" -------
"dc_cpu_err-4" --------
14000 "dc_cpu_err-6" - -

12000 | A
10000 | T
8000 |- .

6000 E ,VL’ i

temps CPU en millisecondes

4000 Ao -

2000 -

numero du probleme

Fi1G. 1.3 — Comparaison en fonction du temps CPU.

Le graphe dc_cpu_err-n dans la figure (1.3) représente le temps CPU en
millisecondes nécessaire pour avoir la convergence avec le seuil d’erreur 107".
La figure (1.3) appui notre derniére remarque, en effet le temps nécessaire
pour la convergence augmente significativement en diminuant le seuil € (i.e. en

augmentant la précision), ainsi la valeur ¢ = 1073 semble étre un seuil idéal
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pour décréter I'optimalité atteinte.
Dans la figure (1.4), le graphe dc_ 0bj unc représente les valeurs optimales

des problémes sans contraintes de la région de confiance.

"dc_'obj_unc" '

“error_e-3" -------

-100000

-200000 |

-300000

-400000

-500000 |

valeur de la fonction objective

-600000

-700000

800000 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

numero du probleme

F1G. 1.4 — Comparaison de la valeur optimal avec et sans région de confiance.

La figure (1.4) représente une comparaison entre les valeurs de I'optimalité
pour le seuil choisi i.e. ¢ = 1072 et les valeurs de I'optimalité pour les mémes
problémes mais sans région de confiance. Cette comparaison nous permet de
bien visualiser la qualité des résultats retrouvés avec le seuil ¢ = 1072, En ef-
fet, sans contrainte, on peut facilement donner la valeur optimale du probléme
quadratique d’autant plus que notre probléme est modélisé a partir d’une équa-
tion linéaire. La solution du probléme est donc évidente c’est le vecteur nul
et la valeur optimale du probléme quadratique n’est autre que ’opposé de la
constante.

Nous remarquons aussi que pour la valeur ¢ = 1072, la méthode converge

en trés peu d’itérations et consomme peu de temps CPU, mais la valeur de la
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fonction objectif produite nous laisse perplexes. En effet la résolution verticale
(3.6.2) ne nécessite pas une grande sensibilité de la valeur optimale, générale-
ment une approximation de celle-ci est suffisante, néanmoins dans cette étude
nous avons choisi de garder la valeur ¢ = 1072 pour la résolution de tous
les sous problémes quitte & dépenser plus de temps et d’itérations, ’attitude

change certainement pour des problémes de grandes tailles.

4000 T T T T T T T

"dc_c'pu_err-Z"I _
"dc_cpu_err-3" ------- A

3500 - I

3000

2500 R
2000 | E

1500 |- / -

temps CPU en millisecondes

1000

N
/
500 Y 1
W
;

0 NN 74,,,,\,\41/’»”“\/::‘//\/ ! > ! 4 ]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
numero du probleme

FiG. 1.5 — Comparaisons des temps CPU pour deux valeurs de test d’arrét.

La figure (1.5) présente une comparaison entre le temps CPU nécessaire
pour la convergence avec la valeur € = 1072 et avec la valeur ¢ = 1073, On re-
marque clairement que la méthode est trés sensible au test d’arrét. On passe,
pour les probléme de taille supérieur & 90 (qui ne sont pas encore des pro-
blémes de grande taille) d’une résolution en quelques dizaines de millisecondes
a plus de 3,5 seconde. La méthode est parfois moins rapide quand on passe
du seuil 1072 au seuil 1073. Ceci n’est pas énorme si on cherche & résoudre

quelques problémes ou des problémes de petites tailles mais pour la résolution
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des problémes non linéaires qui passe par la résolution de plusieurs problémes
quadratiques et qui nécessite une grande rapidité ceci risque d’étre un point
faible insurmontable de la méthode.

La figure (1.6) présente le temps CPU nécessaire pour la convergence avec
la valeur ¢ = 1072. Nous allons voir par la suite (chapitre 1) que les dimensions
ici correspondent au nombre de contraintes d’égalité et d’inégalité du probléme
non linéaire et que le nombre de variables n’intervient pas directement méme

s’il est trés grand.

140 T T T T T T

"dc_épu_err-Z"I _—

120

100

temps CPU en millisecondes

20 |

L af

0 1

30 40 50 60 70 80 90 100
numero du probleme

F1G. 1.6 — Temps de calcul CPU pour le test d’arrét le plus faible.

1.4.2 Le cas quadratique non convexe

Une partie des problémes traités dans cette dissertation est issue de la pro-
grammation quadratique séquentielle (3.6.2) et de la décomposition de Omo-

jukum [63], qui nécessite la résolution d’un probléme quadratique convexe dit
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sous-probléme vertical, et d’'un probléme quadratique non convexe dit sous-
probléme horizontal.

Nous cherchons dans ce paragraphe, de méme maniére que la précédente
étude, de distinguer un seuil d’acceptation de 'optimalité qui nous servira par
la suite de test d’arrét de la procédure DC. Nous appliquons ainsi la méthode
DC décrite dans le paragraphe (1.3.2) pour résoudre un ensemble de problémes
quadratiques non convexe avec seule contrainte la région de confiance, chaque
probléme est généré de facon aléatoire et numéroté de 1 a4 100, le probléme
numeéro [ est de taille [ + 1.

Nous avons comparé deux tests d’arrét. Le premier avec le seuil € = 1072
le deuxiéme avec le seuil ¢ = 107%, Grace a trois représentations graphiques.

La premiére figure (1.7) représente les valeurs optimales retrouvées pour

les deux tests.

1000 T T T T T T

"d(:nc'_obj_e-Z"I e
"dcnc_obj_e-6" ---—----

-1000

-2000

-3000

-4000

-5000

valeur de la fonction objective

-6000

-7000

8000 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

numero du probleme

F1G. 1.7 — Comparaison en fonction de la valeur optimale.

Contrairement au cas convexe, on remarque ici que le test d’arrét n’a pas
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une grande incidence sur la valeur optimale méme si un léger avantage est
associé a la version de la méthode qui utilise une grande sensibilité. Pour
certains problémes la version faible (seuil ¢ = 1072) donne un résultat meilleur
que la version forte, ceci est di au fait que la méthode est initialisée & chaque
fois et donc la méthode ne suit pas le méme chemin aprés chaque initialisation,
les erreurs d’arrondit en sont pour le reste.

La figure (1.8) illustre le temps de calcul pour chacun des test. On remarque

trés bien, grace a cette représentation que les résultats obtenus sont d’une

importance crucial par la suite pour la construction de notre algorithme.

1800 T T T T T T T

"dcn(:_'cpu_e.z"I -
"denc_cpu_e-6" --—-—-—-1-

1600 .
1400 .
1200

1000

800 -

600 -

temps CPU en millisecondes

400

200

90 100

numero du probleme

F1G. 1.8 — Comparaison en fonction du temps CPU.

Bien que les deux versions de la méthode trouve généralement des valeurs
optimales identiques, la figure (1.8) montre qu’en terme de temps de calcul,
I’avantage est de loin & la version que nous avions appelée faible, en effet tout
au long de la minimisation la version qui utilise le seuil ¢ = 1072 donnait le

résultat recherché bien avant la version qui utilise le seuil ¢ = 107° sans que
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cette derniére n’améliore grandement ’optimalité.

Finalement nous représentons les résultats concernant le nombre d’itéra-
tions nécessaires pour déclarer la convergence de chaque versions dans la figure
(1.9). Nous remarquons sans ambiguité l'intérét du seuil ¢ = 1072 que nous

concéderons largement suffisant pour décrire la convergence.

5500 T T T T T T T
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3000 |- i I i 4

2500 | ! 3 IR
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2000 |- | ; IR .
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1500 |

|
1000 - A ! | i
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500 | ; | [u LY

J A ! t/J ! ! ! ! ! ! !
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numero du probleme

FiG. 1.9 — Comparaison en nombres d’itérations.

Cette remarque doit étre prise dans son contexte, & savoir, nous nous in-
téressons ici & comparer des seuils entre eux, en revanche si 1'utilisateur s’in-
téresse a plus de rigueur dans I'approximation des valeurs optimales, il serait
souhaitable de prendre une plus grande puissance (un seuil plus petit) en parti-
culier si on dispose suffisamment d’espace mémoire, et si le temps du calcul ne

présente pas un inconvénient pour la détermination d’une solution optimale.
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CHAPITRE 2

LES OUTILS POUR LA PROGRAMMATION QUADRATIQUE

Un probléme quadratique s’écrit sous la forme suivante :

min, $2'Qx + 'z

(2.1)
sc. Alz+b=0

ol () est une matrice n X n, ¢ est un vecteur de R", b € R™ et A’ est une
matrice m X n.

Or notre étude de la programmation quadratique est imposée par le fait que
la résolution du probléme non linéaire peut conduire a4 deux types de problémes
quadratiques, le premier est un probléme quadratique sous la contrainte de la

région de confiance s’écrivant sous la forme :

min, 32'Qz + 'z

s.c. x| <

our € RY.

Le second probléme quadratique est plus compliqué, car il est sous contrainte

quadratique. Il peut s’écrire sous la forme (PQCQ) :
min, %:thox + by

(2.3)
s.c. %xthx +blr+c <0

oll ()y est une matrice symétrique dans R"*" et (); une matrice symétrique
semi-définie positive dans R"*", by € R"™, by € R" et ¢; € R.

Pour simplifier, supposons que nous recherchons un minimum de la fonction
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f définie de R" — R. Mathématiquement ceci se traduit par I’expression

min f(z) (2.4)

xT

ouzr € R™
Supposons que la fonction f est de classe C? et notons V2 f(z) son Hessien
au point z. Soit p un vecteur de R" alors la formule de Taylor nous permet

d’écrire
Flo+p) = () + V(@) + 50V + tplp (25)

pour un scalaire ¢ € [0, 1].

L’information recueilliée de la fonction f nous permet donc, de construire
un modéle quadratique m(zy) (pour simplifier on notera my) dont les caracté-
ristiques au voisinage du point zj, (k représente 'instant actuel) sont similaires

a celles de la fonction f a ce méme point x,. Et nous avons,

mla) = fa) + VFx)'p+ 5V (s + tp)p (26)

La premiére section de ce chapitre présente deux méthodes de résolution du
probléme (2.2), la premiére méthode est basée sur la technique des gradients
conjuguées alors que la seconde est la méthode DCA écrite pour résoudre des
problémes non convexe. Une comparaison numérique de ces deux méthodes
nous permet de faire un choix de la méthode que nous utiliserons dans notre
code ( chapitre 5). D’autres alternatives sont possibles, nous en présenterons
deux, la méthode de dogleg et la méthode de Hebden pour le cas convexe.

La derniére section de ce chapitre présente plusieurs outils algébriques pour

calculer une base tangente et l'inverse a droite d’une matrice. Ces outils sont
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nécessaires pour le développement de notre méthode dans le chapitre 5.

2.1 Le probléme quadratique (RC)

Le probléme que nous traitons dans ce chapitre est issu de la programma-

tion quadratique séquentielle (voir paragraphe 3.6.2) s’écrivant sous la forme :

min, :2'Qx + 'z

s.c. x|l <r

En effet, comme le modéle quadratique my; peut étre une bonne ou une
mauvaise approximation selon que x (un point de voisinage de x}) est proche
ou loin du point courant z; alors nous imposons la contrainte ||z| < r
dite région de confiance & notre probléme quadratique, en espérant que cette
zone représente un voisinage dans lequel le modéle quadratique est une bonne
approximation de notre fonction f.

Comme f(z) est une constante pour k fixé alors la minimisation de
revient & minimiser V f(x,)'p+$p'V? f (2, +tp)p. Nous changeons de notations
puisque la matrice hessienne Q) n’est pas nécessairement le Hessien V2 f (2 +tp)
et que le vecteur c est éventuellement différent du vecteur V f(xy). Nous ex-
pliciterons ces détail lors de la présentation de la programmation quadratique
séquentielle au paragraphe (3.6.2), néanmoins, les résultats que nous présen-
tons ici sont valables pour les deux expressions.

Le probléme (2.2) peut étre traité notamment de deux maniéres tout a fait
différente, nous pouvons d’abord le transformer en un probléme quadratique

sous contrainte quadratique :
3 t t
min, sx'Qx + c'x

s.c. iatx — %7“2 <0
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Nous pourrons, ainsi le résoudre par les méthodes proposées dans le paragraphe
(2.2) suivant.

Un deuxiéme point de vue résout le probléme (2.2) sans contrainte et consi-
dére la projection de la solution sur la boule {x € R": ||z||s < r}.

Nous présentons ici deux méthodes de résolution et de projection. La pre-
miére est une version de la méthode du gradient conjugué due a Steihaug [78].
Cette méthode a été utilisée par Hribar |9, 44| pour résoudre les sous-problémes
quadratiques issus de la méthode SQP, ses travaux ont été un élément essentiel
dans I’élaboration du code KNITRO proposé par Gilbert, Waltz, Nocedal et
Byrd [99].

Comme alternative a cette méthode nous proposerons la méthode DC (Dif-
féerence de deux fonctions Convexes) que nous avons introduit au chapitre 1.
Cette méthode présente des avantages numériques (voir notre comparaison en
fin de ce chapitre) et théoriques importants pour résoudre des sous-problémes

verticaux ou horizontaux (Cf. paragraphe 2.1.4).

2.1.1 Le point de Cauchy

En pratique, il n’est pas nécessaire dans la méthode des région de confiance
de calculer la solution optimale exacte du probléme (RC). Il suffit de connaitre
une solution qui donne une réduction “suffisante” du modéle quadratique. Cette
suffisance peut étre quantifier par le point de Cauchy [62]. Notons ce point pf.

Le point de Cauchy est déterminé en calculant d’abord la solution d’un
probléme linéaire facile a résoudre, puis en cherchant la solution d’un probléme

quadratique dans R.
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Supposons que ||V f(zy)|| # 0, soit

P = ~ 1ot VS (@)

Calculer 7, > 0 la solution du probléme

min,~om(7p;)

(2.8)
s.c. ||mpill <
Pk = TPk
Algorithme 3: Calcul de point de Cauchy
En fait pj est la solution du probléme lineaire suivant
minyegn f(2x) + Vf(21)'p (2.9)

s.c. |pl|l<r
On vérifie facilement que 7, vaut 1 si V f(x,)'V2f(21)V f(21) <0 et,

SO SR 710

r vf(xk)tVQf(xk>vf(xk)’

sinon.

Le point de Cauchy est d’une importance cruciale. En effet, il est facile a
calculer, son cott est trés réduit et il permet de décider si la solution du mo-
déle quadratique est acceptable. On montre [62] que la méthode de région de
confiance est globalement convergente si ses itérations permettent une réduc-
tion suffisante de my, i.e. elles donnent une réduction du modéle m;, qui est au
moins un certain multiple fixe de la diminution atteinte par le pas de Cauchy

a chaque itération. Dans nos codes, nous avons utilisé systématiquement le
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point de Cauchy comme point initial. Mais le point de Cauchy ne dépend de la
matrice hessienne de son modéle que pour calculer sa longueur, et on ne peut
pas avoir une convergence rapide (pour l'instant superlinéaire) si le Hessien
n’intervient pas dans le calcul de la direction comme dans la longueur du pas

de descente.

2.1.2 Le gradient conjugué selon Steihaug

La méthode du gradient conjugué produit un ensemble de vecteurs mu-
tuellement conjugués, la principale propriété est que le calcul de la direction
de descente d; a l'itération k nécessite la connaissance seulement de la direc-
tion précédente dj_; et aucune information sur les éléments dy,dy,--- ,di_o
n’est demandée. Les vecteurs d; (i = 0,--- , k) sont mutuellement conjugués,
Cest-a-dire, did; =0 Vi # j.

La deuxiéme propriété importante est que la méthode est finie. En effet
le nombre d’itérations nécessaire pour avoir la convergence de la méthode est
“théoriquement” inférieur & la dimension du probléme traité. Malheureusement
cette propriété sera perdue avec I'utilisation de la projection, néanmoins Stei-
haug propose un test d’arrét basé sur la dimension du probléme, en fait il
interdit & sa méthode de re-boucler plus que 2 fois la dimension du probléme
(voir Steihaug|78]).

Sans la projection, un vecteur dj est donné par la formule dj, = —(Qxy +

¢) + Bdk_1 ou B est choisi tel que dy et dj_; soient orthogonaux. En général

B = (Qzp+0)'Qdi—y
di 1 Qdp_1

test d’arrét serait Qx + ¢ = 0.

avec dy = —(Qx¢ + ¢) pour un certain point initial xy. Le

Dans le cas de la présence d’une région de confiance, Steihaug propose deux
tests d’arrét supplémentaires : ||d|| < r et la rencontre d’une direction de cour-

bure négative en @, i.e. un certain dj, vérifiant d,Qd;, < 0. Ainsi l'algorithme
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proposé par Steihaug est le suivant :

Soit € > 0
Prendre g =0, 1o = c et dyg = —7g
Si (||ro]] <€) Alors

T est optimal

Fin Si
Pour kde 04 --- faire

Si (diQd, < 0) Alors
Chercher 7 tel que = = zj, + 7d), minimise 12'Qz + 'z et satis-
faisant ||z|| = r
x est optimal

Fin Si

ap = Tsz/diQdk

Tyt = Tp + agdy,

Si (||xg41]| > r) Alors

Chercher 7 tel que x = xy, + 7dj, vérifie ||z| =7

x est optimal
Fin Si
The1 = Tk + pQdy,

Si ([[rrsall < ellroll) Alors

T = Tj41 est optimal
Fin Si
__ at t
Bt = ThepaThr1 /T

dk+1 = Tky1 + Ber1dk
Fin Pour

[Remarque : La sortie est immédiate si la procédure déclare que x est opti-

mal.|

Algorithme 4: L’algorithme de Steihaug
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Steihaug a démontré que la suite générée par son algorithme vérifie les
inégalités suivantes.

0= llzoll < llaall <--- <llawll < llonnall <--- < fla”]| <.

te

Qc
est la raison pour laquelle le point initial est nul.

et que le vecteur post-initial z; = apdy = —5-c est le point de Cauchy, ceci

2.1.3 La méthode D.C.

Il s’agit d’appliquer la méthode DC présentée au chapitre 1. Nous écrivons
la fonction objectif $2'Qxz + 'z sous forme de différence de deux fonctions
convexes : 12'Qu + 'z = R(z) — T'(z).

ol R(x) = Lafe + b'w, et T(x) = Lafe — La'Qx = 12t (p] — Q).
p est un scalaire choisi de maniére a avoir la matrice pI — () définie positive,
en général, on prend p = [|Q]|; + ¢ o € > 0.
Le schéma d’une itération DC est le suivant :
Soit zj, 'itéré courant :

yr = VT'(1x) = (pI — Q)xy.

Trp1 € OR* (y) © wpq1 € argmin{R(x) —ylxz: |z| <r}.
ceci est équivalent a xy,1 € argmin{z'c — %(yk =0tz |zl <r}
ou bien z;1, € argmin{||x — yijbH? | x|l < 7}
ainsi
2, sio lz] <
Thsr = (2.10)
TZk. sinon
llzk |l
ol z = y’“ij.

Ainsi l'algorithme DC peut s’écrire sous la forme suivante :
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Choisir zg € R™ quelconque, k =0, p > ||Q]|; et € > 0

Tant que ( ||z11 — x| > ¢) faire
(pI-Q)zk—b
)

Si (||zx|| < r) Alors

Calculer z, =

‘ L1 = 2k
Sinon

2k
ll2]]

‘ Tk+1 =

Fin Si
k—k+1

Fait
Tt = Tpp

Algorithme 5: Algorithme DC

La projection est ainsi naturelle dans le sens ot le point optimal minimisant
|x — z|| sur la boule est soit z si ||zx|| < r soit sa projection sur la boule si
la norme du vecteur dépasse le rayon de la boule.

L’unique test d’arrét de 1’algorithme représente la sensibilité recherchée (le
nombre de chiffres significatifs aprés la virgule).

Dans le cas ot la région de confiance n’existe pas (on dit que la région de
confiance est inactive), la méthode est finie, et le nombre d’itérations permet-

tant la convergence est donné par la formule :

(-t

ou [a] désigne la partie entiére de a.
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2.1.4 Comparaison numérique

Nous avons choisi de comparer les deux méthodes décrites dans ce cha-
pitre en les appliquant pour résoudre les 100 problémes quadratiques générés
aléatoirement de 1’étude du chapitre 1. Nous comparons pour cet ensemble
le résultat de minimisation c’est-a-dire les valeurs optimales retrouvées par
chaque méthode puis le nombre d’itérations et le temps de calcul nécessaire
pour retrouver les points optimaux. La figure (2.1) montre que la méthode DC
retrouve une meilleure optimalité que la procédure Steihaug pour ’ensemble

des problémes.

R T T
AN DCA
A Steihaug -------

-500 |- SN g
Ak
-1000 | i S R AVIY S .
A
.
i [P
-1500 | VA ‘ 4
\
a
-2000 | L N/ “,' “ /\\ o
‘
\
\
!

-2500 \

Valeur de la fonction objective

-3000

-3500 - 1

-4000 I I I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Une liste de 100 problemes

F1G. 2.1 — Comparaison par rapport a la valeur de la fonction objectif produite
par chaque méthode.

La différence entre la valeur optimale retrouvée par la méthode DC et
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celle retrouvée par la méthode Steihaug s’aggrave pour des problémes de
grande taille dans le sens ol celle retrouvée par la méthode DC est toujours
la meilleure. Dans la figure (2.2) nous rapportons le nombre d’itérations né-
cessaire pour la convergence de chaque méthode et nous tracons des courbes

continues pour illustrer les changements.

160

DCA
Steihaug -------

140

120

100

80

Nombre d'iterations

60

40

20

Une liste de 100 problemes

F1Gg. 2.2 — Comparaison par rapport au nombre d’itérations que nécessite
chaque méthode.

Nous remarquons que la méthode de Steihaug converge en deux ou trois
itérations, alors que la méthode DC réclame plus d’itérations pour satisfaire
la convergence (entre 5 et 130 itérations pour la plupart de nos problémes),
ceci est trés relatif, en effet en terme de temps de calcul, nous remarquons
qu’en moyenne une itération DC est trois fois plus rapide en terme de temps

de calcul qu'une itération Steihaug.
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120 T T T T T T T T

DCA

Steihaug -------

100

80 -

40

Temps d’execution en millisecondes

0 /\ /\l/\l \/—\/—\ 1 1 PNy Ly 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Une liste de 100 problemes

F1G. 2.3 — Comparaison par rapport au temps CPU que nécessite chaque mé-
thode.

La figure (2.3) nous permet de remarquer que la différence en matiére de
temps de calcul se creuse pour les problémes de grande taille. Vu ces expé-
riences, nous pouvons affirmer que la méthode de Steihaug consomme moins
de temps et d’itérations que la méthode DC mais retrouve des points sta-
tionnaires moins bons en terme d’optimalité que la méthode DC. Ce résultat
n’affecte pas I'importance de la méthode DC en effet, dans le cas ou nous
n’avons pas besoin d’une grande précision du résultat de ’optimalité, c’est le
cas de la programmation verticale (5.3) nous pourrons changer le test d’arrét
de la méthode afin de produire un minimum “acceptable” en temps raisonnable,
soit en prenant un seuil plus grand que 102 pris pour notre étude ici, soit en

comparant la valeur de la fonction objectif a chaque itération & une valeur que
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nous jugeons acceptable ou en comparant les valeur de 1’objectif entre deux

itérations ce qui nous permet de définir une précision par rapport a ’objectif.

2.1.5 Autres alternatives pour la résolution du probléme quadra-

tique

Il existe d’autre méthodes, plus au moins connues, dédiées a la résolution du
probléme quadratique (2.2). Rappelons que pour le cas de la programmation

verticale, il s’agit de résoudre le probléme (2.12) suivant

min; || Av + cl|?
s.c. (2.12)

[vl]2 < ¢r

ou ¢ €]0,1], c est un vecteur et A est une matrice de plein rang. Ce probléme

peut s’exprimer sous la forme quadratique :

min, %vtAtAv + ctAv
s.C. (2.13)

[vl]2 < ¢r

Le probléme (2.13) est un probléme quadratique avec une seule contrainte celle
de la région de confiance. Plusieurs méthodes sont proposées dans la littérature
pour résoudre ce genre de probléme, nous avons présenté la méthode DC et la

méthode de Steihaug mais d’autres alternatives sont possibles.
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2.1.5.1 L’algorithme de dogleg

Quand la matrice Q du probléme quadratique (2.2) est définie positive,
c’est le cas de la programmation verticale avec la matrice Q = A'A, la méthode
dogleg de Powell [68] peut étre intéressante, elle est relativement peu chére en

terme de temps de calcul et d’espace mémoire. La trajectoire de dogleg est une

combinaison linéaire reliant le point v = 0 au point de Cauchy v, = —aAc,
ou
l[Atell3 : (P AALC)3/2
Foares  Slgranes < (T
o = c(CAA)c ct(AAt)2c (214)
. .
Al si non

Ensuite, a partir de ce point, la trajectoire de dogleg suit le pas complet de
Newton. A est une matrice de plein rang, donc A'A est non singuliére, et si la
région de confiance devient inactive, alors la solution du probléme (2.13) sera
donnée par le pas de Newton : vy = —A"(A'A) .

Ensuite Powell tronque le pas v par rapport a la région de confiance (r, et
il montre que son pas n’augmente pas la fonction objectif du probléme vertical.
Bien que cette fagon de faire est trés approximative, elle a été utilisée dans le

code KNITRO [8] et dans le code MITR [46] pour son coiit trés raisonnable.

2.1.5.2 L’algorithme de Hebden

La matrice A'A est semi-définie positive, et la méthode de Hebden se pré-
sente comme suit.

Aprés une décomposition initiale de (A’ A+eI) = R'R par Cholesky (¢ > 0)
et la résolution du probléme linéaire R* Rv = —A’c, Hebden vérifie si ||v|| < r, si
c’est le cas alors la méthode est interrompue, et retourne la valeur de v comme
valeur optimale, dans le cas contraire on construit une nouvelle matrice A*A +

il qui sera factorisée de nouveau par la méthode de Cholesky. L’algorithme
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(6) suivant explicite la méthode de Hebden,

Choisir € > 0

k=0

Mk =€

Tant que (Pas de convergence) faire
Décomposer (A*A + uil) = R'R par Cholesky
Résoudre R'Rv = —A'c

Si (||v|| < r) Alors

v est la solution recherchée (convergence).

Sinon
Chercher p tel que Rlp = v

[[v]l?

Prs1 = My + W(—Fﬂvll )-
Fin Si

Fait

Algorithme 6: L’algorithme de Hebden

La méthode nécessite une factorisation de Cholesky & chaque itération,
ce qui représente un inconvénient majeur, néanmoins sa convergence rapide

retient toute notre attention.

2.2 Probléme Quadratique sous Contrainte Quadratique (PQCQ)

Ce sujet de recherche est assez récent, les premiéres méthodes réservées
exclusivement aux problémes (PQCQ) remontent a la fin des années soixante-
dix. En 1979 Panin publie un article [65] suivi par un deuxiéme en 1981 [66]
faisant intervenir la programmation (PQCQ), il a prouvé que sa méthode est

globalement convergente avec une convergence superlinéaire, en revanche les
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hypotheéses qu’il a supposé sont trés restrictives et dures a satisfaire : il sup-
pose que la fonction objectif et les contraintes sont fortement convexes (cf. le
paragraphe 1.1), que le Hessien du Lagrangien est uniformément borné, et que
les estimateurs de multiplicateurs de Lagrange sont uniformément bornés.

Vingt ans aprés, Kruk et Wolkowicz [49] ont proposé une méthode de type
région de confiance-programmation quadratique convexe avec contrainte qua-
dratique (PQCCQ) pour résoudre des problémes d’optimisation (convexe ou
non). Les sous-problémes (PQCQ) sont résolus a chaque itération par une
relazation SDP. Dans un second article [50], ils étendirent leur discussion a
I’effet Maratos et la convergence quadratique locale et globale, malheureuse-
ment 'utilisation de la relaxation SDP reste réservée aux problémes de petites
ou moyennes tailles.

En 2002, Anitescu [2] publie une étude du probléme (PQCQ) afin de ré-
pondre & la dégénérescence du probléme non linéaire. Sa méthode converge
superlinéairement sous les hypothéses du qualification des contraintes de Man-
gasarian et Fromowitz (MFCQ) qui sont plus faibles que I'indépendance li-
néaire de colonnes de la matrice jacobienne des contraintes.

En 2003, Fukushima, Luo et Tseng [27] démontrent la convergence qua-
dratique globale et locale sous la condition de Slater, et en supposant que le
Hessien du lagrangien est uniformément défini positif, sans pour autant sup-
poser la complémentarité stricte de la contrainte.

Dans cette dissertation, nous avons choisi de résoudre le probléme non
linéaire par une méthode SQP. La programmation (PQCQ) s’est imposée afin
d’éviter le rejet de la direction de descente, ainsi le sous-probléme quadratique

que nous allons résoudre dans ce chapitre est non convexe.
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2.2.1 Qualification des contraintes et conditions d’optimalité

La contrainte est convexe, et 8’il existe un point réalisable = tel que %xtQ1x+
bix+c; < 0, autrement dit supposons que U'intérieur relatif est non vide, alors

le probléme (2.3) vérifie la condition de qualification des contraintes.

2.2.1.1 Conditions nécessaires d’optimalité

Soit L(z,\) = qo(z) + Aq1(z) A € Ry, le Lagrangien du probléme (2.3).
ol qo(z) = 32'Qox + bz et qi(z) = 12'Qrz + bz + .
Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker s’écrivent sous la forme :

p

(Qoz +bo) + AM(Q1z +b1) =0
qi(r) <0
Aqi(z) =0

\ A>0

(2.15)

Et en rajoutant une variable d’écart ¢, nous retrouvons le systéme d’égalité

suivant :

(Qoz +by) + A(Qrz+b1) =0
Aqi(x) =0

@(z)+t=0

\ A>0,t>0

(2.16)

2.2.1.2 Condition suffisante d’optimalité

Dans le cas ou () est définie positive, la condition suffisante d’optimalité
du second ordre est vérifiée pour tout triplet (z, A, t) satisfaisant (2.16), c’est
le cas notamment de la programmation verticale (voir paragraphe 5.3) .

En revanche si )y n’est pas définie positive, la condition d’optimalité du
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second ordre est la suivante :
Soit z* une solution optimale alors il existe un scalaire \* > 0 tel que

P (Qo + N Q1)p > 0 Vp € R™ vérifiant (Qoz* + b*)'p = 0.

2.2.2 Reésolution du probléme PQCQ

On dit qu’un triplet (x, \,t) dans R” x R x R est un point KKT s’il est

solution du systéme suivant

p

(Qox +bo) + AN(Qi1z +b1) =0
Aqi(xz) =0
G(z)+t=0

| A>0,t>0

(2.17)

A partir d’un point initial nous construisons une suite convergente vers le point
optimal du systéme (2.17) grace a une méthode newtonienne. Pour la suite, le
point (x, \, t) désignera l'itéré courant, et le point (z, A", ") désignera 'itéré
suivant, c’est-a-dire x7 = x + d,, AT = A+ dy et tT =t + d;, ou le pas de

déplacement (d,, dy, d;) est la solution du systéme linéaire suivant :

(Qo + )\Ql)dm + (Qll’ + bl)d)\ = —(QQ.T + bo) — )\(Qlﬂf + bl) (a)
)\(Qll’ -+ bl)tdm + q1 (.T})d)\ = —>\q1 (.T) (b) (218)
(Qrr +by)'dy +dy = —qu(z) — ¢ (c)
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2.2.2.1 Résolution du systéme (2.18) avec la méthode de Newton

Nous construisons une méthode primale de résolution du probléme (PQCQ)

en s’appuyant sur les relations suivantes :

tH = —(Qx + b)'d, — q1 () (d’aprés (2.18-¢)) (2.19)

MNQux + b1)'d, = —qi(z)\T (d’aprés (2.18-b)) (2.20)

et enfin ’équation (2.21) exprimant la relation entre t* et A™. Cette relation est
déduite en multipliant (2.18-c) par A d’ou : A(Q1z+b;)'d,+Ad; = —Aq1(x)—At.
puis (2.18-b) — (2.18-¢c) = q1(x)dy — Ad; =t <=

q(x)dy = My +tA = \tF (2.21)

2.2.2.2 Etude des cas
— Siq(z) #0

At

(2.21) < dy = e

(2.22)
donc,

(218—&) < (Q0+)\Q1)d$+(Q1l‘+b1)t+ q1>(\m) = —(Q0{E+bo)—/\(Q1{L‘+bl)
< (QO—F)\Ql)d;p—ﬁ(@ll’—Fbl)(le—i‘bl)tdx—)\(Qll’+b1) = —(Qol’+
bo) — A(Q1z + by)

—

Qo+ Qi — ﬁ(@w F00)(Qur + b)Y ]ds = —(Qoz +B)  (2.23)
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— Supposons que ¢;(z) = 0, (2.18) devient

(Qo + AQ1)d; + (Q17 + by)dy = —(Qox + by) — AN(Q1x + by)
MQiz + by)td, =0 (2.24)
(Qll’ + bl)tdm + dt = —t

d’ou
AT =0 (2.25)

Ainsi sous I’hypothése de la complémentarité stricte, t© = 0 c’est-a-dire
si ’algorithme produit un point x; appartenant a la frontiére, alors tout
itéré suivant x; demeure sur la frontiére, i.e. ¢;(z;) =0 VI > k.

Dans ce cas (¢1(z) =0 et A > 0),

(2.18-a) = dL(Qo+A\Q1)d, —dx(Qrz+b1)d, = —(Qox+bo)'de + N Q12+
bi)td,

=
i (Qo + AQ1)dy + (Qox + bo)'dy = 0 (2.26)

Cet équation n’admet de solution que si la matrice Qg + \(); est semi-
définie positive, cette condition est & fortiori vérifiée si (Jy est semi-définie
positive.

— Cas de la dégénérescence
Ceci correspond au cas ou A = 0 et ¢;(x) = 0. Le systéme du Newton

devient,

Qody + (Q17 + b1)dx = —(Qox + bo)

(2.27)
(QlfL‘ + bl)tdl, + dt = —1 << (Qll‘ + bl)tdl, =t
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et 1 peut étre donné par

Qo™ = (Qix + by)dy — bo (2.28)

2.2.2.3 Condition supplémentaire sur les variables

Il est nécessaire, par ailleurs que les paramétres A et t restent positifs a
chaque itération, de maniére a avoir (z, \,¢) un point KKT, i.e. A > 0et t > 0.
D’apreés (2.21) on a : ¢i(z)dy = M\t +d;) donc si ¢1(x) <0, A >0ettt >0

alors —\ < d, < 0. Nous avons ainsi besoin d’avoir

Atdy <\ (2.29)

Puisque (\g)x>0 décroit et elle est minorée par zéro, alors la suite converge vers
une limite notée \* > 0.
La méme hypothése est supposée pour la variable d’écart, ¢t > 0 et t+d; > 0.

A partir de (2.18 — ¢) nous pouvons écrire

—(Qux +by)'dy = (t+dy) + @1 () > qu() (2.30)

Cette étude nous permet de proposer les procédures suivantes :

Procédure 1

Casou A #0et ¢ (x) #0
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Résoudre 'équation linéaire (2.23) afin d’avoir d,
t* = max(—q (z) — (Qix + by)'d,,0)
N = mar(A( i +1),0)

Algorithme 7: Programmation PQCQ, Procédure 1

Comme t+ > 0 alors 1 + <1 dou

_tt
q1 (=)

At <A (2.31)

Procédure 2

Casou A #0et ¢i(x) =0

Résoudre 1'égalité quadratique (2.26) pour avoir d,

tt =0
A est solution de (Q2F + b))t + (Qozt +by) =0
M = max(),0)

Algorithme 8: Programmation PQCQ, Procédure 2

Cette valeur de ) est prise pour avoir (z+, A\*,t*) comme point KKT et

AT <.

Procédure 3

Casou A=0¢et ¢ (x) =0
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Résoudre I’équation linéaire Qoz™ + by = 0 pour avoir z*

tt =0
AT =0

Algorithme 9: Programmation PQCQ, Procédure 3

Donc tout revient & résoudre, soit un systéme linéaire sous la forme Ad, +
b = 0 ou A est une matrice symétrique et b un vecteur quelconque, soit a
résoudre I’équation quadratique non convexe (2.26), ce qui revient a résoudre

un probléme de type (RC).

2.3 Calcul de bases tangentes et d’inverses a droite

La résolution du probléme horizontal (probléme quadratique non convexe
sous la contrainte d’une région de confiance), nous confronte & la recherche
d’une base tangente i.e. de ’espace noyau de A’, mais en fait, on en a besoin
dans plusieurs étapes du développement, le calcul des multiplicateurs de La-
grange et la correction du second ordre requiérent la résolution de systémes

linéaires, et un inverse a droite serait le bienvenu.

2.3.1 Méthode 1 : factorisation QR

Soit A une matrice de R *(m+P) et 1] est une permutation. La facto-
risation QR de la matrice A est une des méthodes les plus utilisée dans la
pratique. Il s’agit de donner une matrice orthonormée () et une matrice trian-

gulaire supérieure R tel que

All = (R = [QlQZ]

O(n—m)(m+p)
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ol

Q =[Q1 Q2] est une matrice orthonormée de dimension (n + m).

()1 est une matrice de dimension (n +m) x (m + p).

()2 est une matrice de dimension (m + p) x (n — p).

et R est une matrice triangulaire supérieure d’ordre (m + p).

On montre aisément que les colonnes de ()5 forment une base orthonormée
de 'espace noyau N(A"). Soit u € R""? et soit y un élément de R"™™ dont les
m + p premiéres composantes sont nulles et les n — p derniéres composantes
sont les composantes de u :y = (0,0, ,0,uy, -, Up—p)-

Comme (@ est une matrice orthonormée alors Q'A = Q'QR = R d’ou
A'Q = R! donc A'Qy = R'y et puisque les n — p derniéres colonnes de R'
( n — p derniéres lignes de R) sont toutes nulles, alors A'Qy = R'y = 0. Si
on prend Z = (Q, alors A'Zu = 0 pour tout élément u de R" P, ainsi la base
recherchée est la matrice Z = ()s.

La base Z = (), fournit une matrice qui ne dégrade pas le conditionnement
du systéme réduit issu de la programmation horizontale, mais malheureuse-
ment, la matrice ()> est en général pleine, ce qui fait perdre aux matrices de
notre probléme quadratique leur caractére creux.

Nous disposons actuellement de plusieurs méthodes pour calculer la factori-
sation QR d’une matrice (non carrée), nous en exposerons trois d’entre elles qui
sont la transformation de Householder, 'orthogonalisation de Gram-Schmidt

et la rotation de Givens.
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2.3.1.1 Transformation de Householder

Soit I la matrice identité et v un vecteur. Une matrice de Householder est
une matrice symétrique et orthogonale de la forme

2
P=1- mvvt (232)

L’application de P sur un vecteur x donne Pz = x — (%)v et P2 =1.

La question est : étant donnée deux vecteur x et y, existe-t-il une trans-
formation de Householder telle que Px = y? Puisque P est orthogonale, né-
cessairement on doit avoir ||z|| = |ly||. On a alors le lemme (2.3.1) suivant qui

répond & notre question.

Lemme. 2.3.1. Soit x et y deux vecteur, st P = I — U%}vvt avecv =1x — Yy

alors P est une matrice de Householder telle que Px =y
Preuve.

Puisque P est orthogonale on doit avoir ||z||2 = ||y||2- Si on pose v =2 —y

alors
vo = (z—y)(z—y)
= 2tz — 22ty +yly
= (' —a'y)
= z'v
Donc 2v'z = v'v d’ott Px = x — Q%Zji—iv =r—v=y

CQFD

Dans la pratique y est choisi creux, y = oe; ou 0 = %£||z||. Dot v =

x —y =z — oe;. En général nous choisissons sign(c) = —sign(z;) ol x; est
la premiére composante de x.

La transformation de Householder ainsi constitue la premiére étape de la

factorisation QR. En effet, appliquée sur la premiére colonne de la matrice A,
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Householder transforme cette derniére en une matrice intermédiaire dont les
composantes de sa premiére colonnes sont nulles sauf la premiére. Le proces-
sus de la factorisation QR est une suite de transformation que nous pouvons

illustrer & ’aide du schéma suivant

T T X T T T T T X T T
T T X P 0 = =z P, 0 = = P 0 = =
A — — R
r T — 0 =z «x — 0 0 « — 0 0 «x
r T 0 = «x 0 0 « 0 0 0

Donc a chaque étape, on s’attaque a une colonne, ainsi apreés, au plus n+m

étape, le processus est achevé. L’étape k est décrite comme suite. Soit A = Ay,

Ry..1 z B
A, = k-1 2k k

0 T Ck

ol Rj_; est une matrice triangulaire supérieur d’ordre (k — 1).
Nous choisissons une matrice P, telle que P,z = oe; et nous décrivons la

matrice carrée P, d’ordre (m + p) comme suite :

Pour calculer Ax,; nous avons besoin de calculer un produit de la forme

Pycy = (I — 2;1‘1’;)% = ¢ — Pu(vicy) ou B = U%} Donc on traduit le produit
matrice-matrice en produit vecteur-matrice, ce qui cotite moins cher en terme
d’opérations. Le coiit totale d’une transformation de Householder est 2(m +

p)*(n+ % —£). En revanche pour expliciter la matrice ) nous avons besoin de
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4(n*(m+ p) + nm? + 1(m® 4 p3)), ce qui est raisonnable pour des matrices de
taille moyenne. Le deuxiéme avantage de I'utilisation d’une factorisation QR

est sa stabilité numérique (voir a ce sujet Wilkinson [86, 87]).

2.3.1.2 L’orthogonalisation de Gram-Schmidt

La transformation de Householder n’est pas la seule fagcon pour calculer
une factorisation QR. La méthode la plus ancienne est ’orthogonalisation de
Gram-Schmidt qui cotite 2(m—+p)?(n+m) opérations sans expliciter la matrice

FEME

Q. Soit a; et g; respectivement, la j¢¢ colonne de A et (). L’algorithme suivant
J J

décrit cette méthode :

Pour j de 1 a m+p faire
Pour i de 1 & j-1 faire
rij = 4;a;
Fin Pour
—1
;= a; — > -y Thidk

rii = ;|2

45 = q;/7jj
Fin Pour

Algorithme 10: L’orthogonalisation de Gram-Schmidt

2.3.1.3 La rotation de Givens

La derniére méthode de factorisation que nous présentons ici est la rotation
de Givens. Soit GG la matrice identité sauf les quatre composantes de coordon-

nées ¢ et j :
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. . . . C 8
G(h?]]? [27]]) =
—-s c
ol ¢ = cosb, s = sinf et 0 est I’angle de la rotation.

T

Donc y; = 0si s = ——— et ¢ = —2—. Le coiit total de cette transfor-

x; +a:j T} +a:j

mation est 3(m +p)?*(n+ 3m — &) donc 50% de plus qu’une transformation de
Householder. Pour plus d’informations, le lecteur peut consulter Higham [40].

Pour les matrices de trés grandes taille on peut utiliser d’autres méthodes
que la factorisation QR, Nous présentons ici quelques idées exposés par Jonsson

[46].

2.3.2 Meéthode 2 : partitionement de A}

Supposons que la partition A* = [B  N] ot B est une matrice inversible,
soit possible. alors on peut prendre :
—B7IN B!

Z = et A =
Inp On—p

En pratique, [24], c’est la factorisation LU appliquée a la matrice

_ At

A=

Otn—p)x (m+)

qui trouve cette partition.
En suite a I'aide de méthode telle que MA28 de la librairie HSL, on factorise
B=1LU.
Cette méthode a I'avantage de conserver la forme creuse des matrices, mais
nécessite deux factorisation LU, et ne préserve pas 'orthogonalité des dépla-

cements verticaux.
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Sautter lors des ses travaux concernant le pseudo-inverse & proposer une cor-
rection de vy pour avoir I’orthogonalité de celle-ci , mais sa méthode souffre de
la complexité de I'implémentation, et de son cofit élevé en cas de probléme de

grande taille; en plus la méthode est trés instable si les matrices sont denses.

2.3.3 Meéthode 3 : factorisation LU de A,

Supposons que, aprés permutations on puisse factoriser A, sous la forme

Ly,
Ay = Uk
Ni

ol Lj, € Rmtp)x(m+p) N g RO=p)x(mtp) gf Uémﬂ’)x(mﬂ’)
alors le couple base tangente-inverse a droite a droite peut se donnée par :

_[tNt Lty—t

7 = et, A" =
I, On—p
Cette méthode est plus avantageuse que la précédente de fait qu’elle ne né-

cessite qu’une factorisation LU. Si Ay est mal conditionnée, ce critére apparai-
tera beaucoup plus dans la matrice U que dans la matrice L, ce qui représente
un avantage énorme pour le calcul de la base tangente. Jonsson présente [46]
une comparaison entre les deux derniéres méthodes, et montre la suprématie

de la derniére, bien que cette comparaison reste numeérique.

2.3.4 Calcul d’un inverse a droite par les équations normales

C’est un calcul direct, supposons que nous cherchons & résoudre le systéme
Alv = C.

A T’aide d’une factorisation de Cholesky AA* = R'R le systéme se résout
par : v = (R'R) "' AC. Cette fagon de faire présente beaucoup de failles :
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1. Le mal conditionnement de A est aggravé par la multiplication.
2. Une grande perte de précision apparait dans la solution.

3. La factorisation présente un éventuel échec, et elle est presque impossible

si la taille du probléme est grande.

2.3.5 Calcul d’un inverse a droite par systéme augmenté

On calcule le déplacement v = —A~C' de norme minimale en inversant
dans R("*™) Je systéme augmenté,
_[n+m At v 0
= (2.33)
A 0 w —C
Ensuite on résout ce systéme, généralement indéfini, par ’algorithme de
Bunch-Kaufmann (Pivot partiel), ou Bunch-Parlett (Pivot total). En fait une
factorisation de la forme LDL' est obtenue, D est une matrice diagonale par

blocs de tailles 1 x 1 ou 2 x 2, et L est une matrice triangulaire inférieure.
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CHAPITRE 3

LA PROGRAMMATION NON LINEAIRE

Vingt ans apres la publication de I'article de Karmarkar pour la program-
mation linéaire, beaucoup de chercheurs continuent de s’inspirer de 'invention
de la méthode de points intérieurs pour proposer des algorithmes d’optimi-
sation. Le nombre d’articles couvrant la programmation non linéaire et les
méthodes de points intérieurs est énorme, ainsi citer tous les travaux qui ont
contribué a cette révolution est quasiment impossible (voir le site Web [101]),
tout d’au moins, nous en citrons tout au long de cette thése un nombre d’ar-
ticles qui a un lien direct avec les algorithmes que nous proposons et les articles
fondateurs des méthodes que nous présenterons [8, 9, 21, 28 58, 85]. Nous
suivrons les notations données en introduction lors de la présentation de la
programmation non linéaire.

Soit le probléme d’optimisation non linéaire général suivant :

;

min f(z)

s.C.
hi(x) =0 ie&=A{L1,---,p}
gi(x) <0 ieZ={1,---,m}

(PNL)

ol f est une fonction numérique de classe C?, et les fonctions de contraintes ¢
et h sont définies de R" dans R™ et RP respectivement, g et h sont supposées
de classe C2.

Le probléme (PN L) est parfois appelé mixte, en fait dans plusieurs études
les chercheurs font la différence entre un probléme avec contraintes d’égalité,

résolu le plus souvent avec des techniques SQP (voir paragraphe 3.6.2) et un
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probléme avec des contraintes d’inégalité, résolu avec des méthodes de points
intérieurs (MPI). Nous traitons dans cette études les contraintes mixtes en

combinant MPI et SQP.

3.1 Définitions et notations

On notera K l’ensemble des solutions réalisables de (PNL) :

K={xeR":g(x) <0et h(x) =0}

et nous supposerons que K est non vide.

Un vecteur v € R" est dit direction admissible au point o € K si v = 0 ou

Tn—T v

s’il existe une suite (x,), dans K telle que x,, # xo, T, — g et T = ol
n

I’ensemble de ces directions est noté Cx(zp).
On pose c(z) = (h'(x),g"(x))" et Ay, = {1 € {1,---,m} :  gi(xo) = 0}
I’ensemble des indices des contraintes saturées en x, appelé aussi ’ensemble

actif associé au point zy. Soit GG le cone défini par :
G(zo) ={v €R": Vgi(zg)v <0 Vie A, et Vhi(rg)v=0 Vie&}
Si v est une direction admissible en xq alors v vérifie

Vgi(zo)v <0 Vie A, et Vhl(zg)v=0 Vie€ie Ck(xy) = G(x0)

On note par Ji(z) = [Vhy(x), -, Vhy(x)]' et, Jy(z) = [V (x), -+, V()]

les matrices jacobiennes des contraintes. La matrice J(z) = (J;(z), Ji(x))" est
le Jacobien de ¢ au point z.
Nous notons J4(z) le Jacobien composé uniquement des gradients actifs

c’est-a-dire les gradients de h et de g; pour ¢ € A,.



tel-00011376, version 1 - 13 Jan 2006

La programmation non linéaire 69

Contrairement & la programmation linéaire ou les conditions d’optimali-
tés sont nécessaires et suffisantes, la programmation non linéaire nécessite la
qualification des contraintes, ce qui conduira des chercheurs (Kuhn et Tucker
1961, Abadie 1967) a introduire des conditions supplémentaires sur I’ensemble

des solutions réalisables K afin de caractériser des solutions optimales locales.

Définition. 3.1.1. On dit que K satisfait en xq € K [’hypotheése de la quali-

fication des contraintes (QC') si et seulement si

ot cl(A) est la cloture de A.

O
Evidement la vérification de cette hypothése n’est pas toujours simple, les

lemmes suivants rassemblent les résultats les plus importants.

Lemme. 3.1.1. [57] L’hypothése (3.1) est vérifiée si une des deux assertions

suivantes est satisfaite :

1. Les fonctions g; sont convezes, les fonctions h; sont linéaires et il existe

T € K tel que g;(z) <0 et hy(z)=0 VieIUE.

2. En xy € K les colonnes de la matrice J4(xo) sont linéairement indépen-

dantes.

O

La derniére assertion sera souvent notée “LICQ” : Qualification des Contraintes

par Indépendance Linéaire. On trouve dans [54| une condition de qualification
des contraintes plus intéressante, dans le sens oul elle est toujours vérifiée si

une assertion du lemme précédent est satisfaite. Cette condition est souvent
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désignée par “MFCQ” portant les noms des mathématiciens qui ’ont proposée :

Qualification des Contraintes de Mangasarian et Fromovitz.

Lemme. 3.1.2. [5/] Soit un probléme non linéaire général, la condition de
qualification des contraintes (8.1) est vérifiée au point xq, si xo est un point
intérieur (strictement) ou, si les gradients des contraintes d’égalité au point x

sont linéairement indépendants et s’il existe un vecteur p tel que

Vi(zo).p <0 Vie Ay et Vhl(zg)p=0 Viec€&.

O
Dans le cas d’un probléme non linéaire avec uniquement des contraintes
d’inégalité, seule D'existence d’un vecteur non nul p vérifiant Vg!(zo).p <0
Vi € A,, est demandée, ce qui allége considérablement les conditions de qua-
lification des contraintes.
Beaucoup de résultats théoriques utilisent la condition MFCQ mais la dif-
ficulté algorithmique a poussé les programmeurs a supposer la condition LICQ
vérifiée.

La définition suivante est trés utile pour toute la suite.

Définition. 3.1.2. Soit la fonction
L:R*"xRP xR™ — R
(2, 2 Ag) — L(2, A, Ay) = f(@) + Nyh() + Xog()
L est appelé le Lagrangien associé au probléme (PNL), A, et A\, sont appelés

multiplicateurs de Lagrange associés a x.

Définition. 3.1.3. (Conditions KKT de premier ordre)
On dit que les conditions KKT du premier ordre sont vérifiées au point x*, ou

que =* est un point KKT de premier ordre, s’il existe deur vecteurs \; de RP
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et A, de R'Y" appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que :

(

Vo L(z*, A5, A7) =0 (stationnarité)
h(z*) =0
) <0 (réalisabilité)

g(@
(A5)igi(z*) =0 i=1,---,m (complémentarité)

O
A moins que le probléme (PN L) n’est convexe, un point KKT de premier
ordre n’est pas toujours un point optimal global ni méme local, par conséquent,

on considére des conditions d’optimalité de second ordre.

Définition. 3.1.4. (Ensemble des multiplicateurs acceptables.)
Soit xo un point KKT (de premier ordre) pour le probléme (PNL) alors on

définit ’ensemble des multiplicateurs de Lagrange acceptable :
Mi(z) ={X e R™P |V [f(zo) = J'(z0). A\, Ag > 0 et X).g(xo) =0} (3.2)

avec \' = (A}, \)).

O

Cette définition montre entre autre que le multiplicateur A, n’est pas

contraint en signe contrairement & A, et impose & chaque composante (\,);
d’étre nulle si la contrainte associée (i.e. g;) n’est pas active au point .

Un phénomeéne de dégénérescence peut se produire si (A\;); = 0 pour une

contrainte active, pour exclure ce cas on pose la définition suivante, dite de

complémentarité stricte.

Définition. 3.1.5. (La complémentarité stricte)
Un point KKT xy vérifie la condition de la stricte complémentarité si (\;); > 0

pour toute contrainte g; active au point xg.
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O

Cette définition est trés utile pour établir les théorémes de convergence,
malheureusement elle n’est pas toujours vérifiée, ce qui crée de sérieux pro-
blémes pour tous les codes d’optimisation non linéaire, et expliquerait que ce

point soit traité a part dans la littérature.

Remarque. 3.1.1. Si la condition MFCQ) est vérifiée pour un point KKT x,

alors lensemble M (o) est bornée.

O
Cette remarque est due & Gauvin (1977), on trouve sa démonstration ri-

goureuse dans [23].

3.2 Conditions d’optimalité

Avant de citer les différents résultats d’optimalité nous introduisons les

définitions suivantes.

Définition. 3.2.1. (Minimum local isolé)
Un minimum local xq est dit isolé s’il existe un voisinage V' de xq tel que V

ne contient aucun autre minimum local que x.

O
Cette définition est différente de la définition du minimum local strict i.e.
un point dont sa valeur de la fonction objectif est inférieure strictement & la

valeur de la fonction objectif de tout autre élément dans un intervalle donné.

Définition. 3.2.2. (La matrice hessienne)
On note par W(x,\) = V2L(x,\) la matrice hessienne du Lagrangien L au

point (x, ).
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Lemme. 3.2.1. [57] (Conditions nécessaires de second ordre)
Soit * un optimum local du probléme (PN L) et que les contraintes sont qua-

lifiées en x* au sens de l'indépendance linéaire, alors il existe deuz vecteurs \;,

de R? et \; de R tels que : (\;)'.g(x*) =0, Vf(z*) = J'(z*).\" et

pW(x* X )p >0 VpeR"™ tel que J4(z)p =0 (3.3)

Remarque. 3.2.1. Si N* est le noyau du Jacobien Ja(x*) alors la condition

(3.3) est équivalente a (N*)'W (z*, \*)N* est semi-définie positive.

OJ
En présence de la qualification des contraintes un minimum local isolé peut

étre caractérisé a 'aide des deux théorémes suivants.

Théoréme. 3.2.1. [57] (Conditions suffisantes d’optimalité 1)
Le point x* est un minimum local isolé du probléme (PNL) si :
1. z* est un point KKT et My (z*) # 0.
2. La condition MFCQ est vérifiée au point x*.
3. VYA € Ax(z*) et pour tout vecteur p non nul tel que Vf'(z*)p = 0,
Jh(x*)p =0 et Vgi(z*)p; <0 pour tout indice i € A,-, alors il existe un

scalaire w positif tel que p'W (x*, \)p > w||p||*.

O
On trouve dans la littérature un théoréme plus fort que le théoréme 3.2.1

mais plus utilisé & cause de sa simplicité algorithmique.

Théoréme. 3.2.2. [57] (Conditions suffisantes d’optimalité 2)

Le point x* est un minimum local isolé du probléme (PNL) si :
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1. x* est un point KKT et la condition de la stricte complémentarité est
vérifiée au point x* (dans ce cas My(z*) = {\*}).
2. La condition LICQ est vérifiée au point x*.

3. Pour tout vecteur non nul p tel que Ja(z*)p = 0 il existe un scalaire

w > 0 tel que p'W (z*, \*)p > w||p||?

OJ
La complémentarité stricte signifie que la ¢ éme composante de I'unique
multiplicateur de Lagrange A} est strictement positive pour tout i € A,~ et
que (A\;); # 0 pour tout ¢ € £. La deuxiéme condition peut étre vérifiée
en calculant la factorisation QR ou LU de la matrice J4(2*). La troisiéme
condition est équivalente a ce que le Hessien réduit soit défini positif au point
r*.
Le fait que g et h sont de classe C? (supposé au début de ce chapitre), est
utilisé pour la démonstration des théorémes 3.2.1 et 3.2.2 (Cf. [23] pour les
démonstrations complétes). En effet, cette hypothése nous permet de dire que

pour une itération k (k assez grand), les contraintes actives au point z; le sont

au point limite z* i.e. A(zy) C A(x*).

3.3 Inconsistance et redondance des contraintes

Dans ce paragraphe nous allons montrer que le conditionnement des ma-
trices et I’absence de la complémentarité stricte ne sont pas les seules causes de
la dégénérescence. En effet, Forsgren, Gill et Wright [23| pensent que l'incon-
sistance topologique et la redondance causent plus de dégats qu’un éventuel
mal-conditionnement et proposent des théorémes de convergence en vu de leurs

résultats. Nous présentons ces théoréme de convergence au paragraphe suivant.

Définition. 3.3.1. (Points intérieurs)

Soit K un sous-ensemble de R™. Un point v est dit point intérieur de K si
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x € K et sl existe un voisinage de x contenu entiérement dans K. L’intérieur

de K noté int(K) est la réunion de tous les points intérieurs de K.

Définition. 3.3.2. (Points frontiéres)
Soit K un sous-ensemble de R™. Un point x est dit point frontiére de K st tout
votsinage de x contient au moins un élément de K et un élément n’appartenant

pas o K. La frontiére de K, noté 0K, est la réunion de tous les points frontiéres

de 'ensemble K.

O
Ces définitions sont purement topologiques et différentes de la définition

d’ensemble de solutions strictements réalisables donnée comme suit,

Définition. 3.3.3. (Point strictement réalisable)

Un point est dit strictement réalisable si g;(x) < 0 Vi € T et hi(x) = 0
pour tout i € £. Si K représente I’ensemble des solutions réalisables, on notera
ir(K)={xeR": gi(x) <0 VeTIeth(x)=0 Viel&} l'ensemble des so-

lutions stictements réalisables. Cet ensemble est noté parfois strict(K).

O

Les ensembles int(K) et ir(K) ne sont pas toujours identiques ce qui pro-

voque une inconsistance topologique a l'origine de beaucoup de difficultés.

L’exemple suivant [23] illustre ce cas de figure : Supposons vouloir minimiser

une fonction sous les contraintes suivantes : g;(z) = 22 > 0 et go(7) = x+7 > 0
avec v > 0.

L’ensemble réalisable est donc K = {x € R: 2% > Oetx + v > 0},

or pour tout z € R on a 22 > 0 donc cette contrainte n’a aucun réle dans

la définition de K, et le point x = 0 est un point intérieur de K, 0 €

int(K) or ce point est exclu de la définition de I'intérieur relatif de K en effet
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ir(K)={z: 0>z>-—}U{z: z>0}=1int(K)\ {0}. Si I'ensemble K
est convexe cette difficulté n’a pas lieu d’étre, mais si K est non convexe (cas
de notre étude) cette difficulté peut surgir.

Afin d’éclaircir ce point, donnons les résultats suivants (pour plus de détails

et notamment pour les démonstrations des théorémes, le lecteur peut consulter

[23]).

Définition. 3.3.4. (Inconsistance topologique)

Une contrainte g;(x) < 0 est dite inconsistante topologiquement au point &
si & € int(K) et g;(x) = 0. La contrainte g;(x) < 0 est dite consistante
topologiquement si pour tout x € K, g;(x) = 0 est vérifiée seulement si x ¢

int(K).

O
Cette inconsistance topologique provoque une redondance au niveau des

contraintes. Le lemme suivant regroupe les résultats les plus intéressants.

Lemme. 3.3.1. /23] (Redondance topologique)

1. Supposons que la contrainte g;(z) < 0 est inconsistante topologiquement
au point & et que V2g;() soit définie négative alors il existe un voisinage
de & dans lequel tout point est strictement réalisable pour la contrainte
gi(x).

2. 81 g; est concave dans R™ et inconsistante topologiquement au point &
alors Ve € R" on a g;(xr) < 0, dans ce cas la contrainte g; est dite

redondante.
Preuve.

g; est inconsistante topologiquement pour = donc par définition ¢;(z) = 0

et ¢ int(K). Or par définition de lintérieur de K, il existe un voisinage
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de = contenu complétement dans K, c’est-a-dire Jd¢ > 0 tel que pour tout z
vérifiant ||z — Z|| < € on ait g;(z) < 0 d’ou g;(z) < ¢;(2) = 0 ainsi & est un
maximum local de la fonction g; or d’aprés I’hypothése de la premiére assertion
V2g;(%) est définie négative ce qui signifie que & est un maximum local isolé,
donc il existe un voisinage V' de & tel que Vo € V g;(z) < ¢;(2) = 0 d’ou le
résultat de ’assertion. Si g; est concave alors le maximum isolé Z est global
d’ou Vx € int(K), on a g;(x) < ¢;(2) = 0.
CQFD [
En pratique il est trés utile de détecter cette redondance, ce qui implique
que tout point au voisinage d’un tel point (un point pour lequel la contrainte
est inconsistante) est réalisable, et si la contrainte est concave alors elle est
entiérement redondante, i.e. elle est réalisable pour tout élément de I’espace,
c’était le cas de I’exemple précédent ol la premiére contrainte Cy(z) = —2? < 0

est une fonction concave et inconsistante topologiquement au point z = 0.

Remarque. 3.3.1. Toutes les contraintes sont consistantes topologiquement

au point T si Vi € Az on a Vg;(2) # 0 ou V2g;(2) n'est pas définie négative.

O

En plus des difficultés causées par ’inconsistance topologique et le mauvais
conditionnement des matrices, I'existence des contraintes d’égalités complique
la donne c’est la raison pour laquelle beaucoup d’études sont consacrées aux
problémes non linéaires avec seulement des contraintes d’inégalités ou seule-
ment des contraintes d’égalités [8, 62]. Le paragraphe 3.6.2 revient sur ces cas

de figure.
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3.4 Théorémes de convergence

Soit le probléme non linéaire sous contraintes d’inégalités :

min f(x)
s.C. (3.4)
g(x) <0

oll f est une fonction numérique de classe C?, et la fonction g est définie
de R™ dans R™ de classe C*.

Les résultats que nous avons présenté dans les paragraphes précédents de
ce chapitre servent & démontrer les théorémes de convergence. Ces résultats
donnent des conditions pour l'existence d’une suite de minimums locaux de
la fonction barriére qui converge vers le minimum local de la fonction initiale,
sachant que chaque minimum local de la fonction barriére est la solution d’un
probléme non linéaire sans contrainte.

La fonction barriére la plus utilisée est la fonction barriére logarithmique
pd o In(—g;(x)) ou p est un scalaire positif.

Soient K = {x € R"| g(x) < 0} I’ensemble des solutions réalisables et
ir(K) ={z € R"| g(x) < 0} ensemble des solutions strictement réalisables

du probléme (3.4).

Lemme. 3.4.1. [23] Soit X un ensemble compact tel que ir(K) N X est non
vide. Soit (yr)r une suite d’éléments de ir(K) N X convergeant vers y € X N
O(K).

Soit ¢ une fonction continue définie dans ir(K) N X avec la propriété : ¢(yx)
n'est pas bornée supérieurement quand k — oo pour toute suite (yx)r décrite

ci-dessus. Alors ¢ atteint son minimum fini ¢* = ¢(x*) sur ir(K) N X.
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Ce lemme montre que la fonction barriére logarithmique atteint sa limite a
I'intérieur du domaine réalisable et jamais sur la frontiére, ce qui explique que
les minimums retrouvés par les méthodes de points intérieurs sont approxima-
tifs.

Numériquement on s’apercgoit vite que si le minimum se trouve sur la fron-
tiére les valeurs 1/g;(z) et 1/g2(x) pour i € A explosent, ce qui conduit a
I'inefficacité des méthodes barriéres, néanmoins nous introduisons une tech-
nique de correction au paragraphe 5.1 pour remédier a ce probléme.

Le théoréme de convergence suppose I’existence d’un ensemble d’isolation

dont nous donnons la définition.

Définition. 3.4.1. (Sous-ensemble isolé)
Soit N' et N* deux ensembles de R" tels que N* C N. L’ensemble N* est dit

sous-ensemble isolé de N s’il existe un ensemble fermé F' tel que N* C int(F)

et FNN = N*.

O

En fait c’est une sorte de séparation des éléments de N* du reste des
éléments de .

Le lecteur peut consulter [19] et [23] & cet égard et notamment pour la

démonstration du théoréme suivant, or la démonstration dans [19] n’est pas

compléte du fait qu’elle omet une éventuelle négativité de la fonction barriére.

Théoréme. 3.4.1. [23] (Convergence locale des méthodes de points intérieurs)
Soit le probleme d’optimisation 3.4 ou [ et g sont continues. Soit K [’ensemble
des solutions réalisables et N I’ensemble, non vide, des minimums pour lesquels
la fonction objectif prend la valeur optimale f*. Soit (ux), une suite strictement

décroissante du paramétre barriére telle que limy o pp = 0. Supposons que :

1. 1l existe un ensemble compact non vide N* contenant des minimums

locauz qui soit un ensemble isolé dans N .
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2. Au moins un point de N* est dans la fermeture de ir(K).
Alors nous avons les résultats suivants :

1. Il existe un ensemble compact X tel que N* C int(X) et que pour tout

T € X sans étre dans N*, alors f(z) > f*.

2. Pour tout py assez petit, il existe un minimum de la fonction barriére

B(x, ug) dans ir(K) N X qu’on notera yx, yx, € ir(K) Nint(X).
3. Chaque suite des yr admet au moins une sous-suite (xy) convergente.
4. La sous-suite (x1,)y atteint sa limite xo, dans N*.
5. limy o f(zg) = f* = limy_ o B(g, pix)-
OJ

Le théoréme suppose & peine la continuité de f et de g et ne demande en au-
cun cas l’existence des dérivées premiéres et secondes, donc il peut s’appliquer
méme si les conditions suffisantes ne sont pas vérifiées. Le théoréme prouve
Pexistence d’une sous-suite convergeante dans N* et implicitement d’autres
sous-suites peuvent converger vers des limites qui ne soient pas des minimums
locaux du probléme initial.

Le théoréme suivant améliore un peu ces résultats théoriques mais nécessite

des conditions beaucoup plus fortes.

Théoréme. 3.4.2. [23] (Convergence de la trajectoire barriére)

Soit le probleme d’optimisation (3.4) ou f et g sont continues. Supposons que
l'intérieur relatif du domaine réalisable est non vide. Soit x* un minimum local
du probléme (3.4). Supposons que les conditions suffisantes d’optimalité soient
satisfaites au point x* :

1. z* est un point KK'T.

2. Les contraintes sont qualifiées au sens de la MFCQ au point x*.
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3.

Il existe w > 0 tel que d'W(z*,\)d > wl||d||* pour tout multiplicateur
acceptable \ et tout vecteur non nul d vérifiant :

V.f(x*)d =0 et Jud > 0.

Supposons appliquer une méthode barriére logarithmique avec py décroissant

strictement vers 0, alors

1.

1l existe au moins une sous-suite de minimum locauz de la fonction bar-
riere B(x, py) (minimisation sans contraintes) convergeant vers x*. No-

tons par (xy)y cette sous-suite.

La suite de multiplicateur (\g)x, dont les composantes sont — g/ gi(xx),

est bornée.

limy oo A\ = = M)\(l‘*)

St de plus La complémentarité stricte est vérifiée au point x*, alors

.S\A>O

Pour k assez grand, la matrice hessienne V2B (xy, py,) est définie positive.

1l existe une unique trajectoire x(u) continue et différentiable pour u
proche de 0 positivement, ot chaque valeur x(u) est un minimum local
de la fonction barriére B(x, ).

*

lim,, o+ z(p) = 2*.

0

Le théoréme suppose que x* est un minimum local isolé dans la fermeture

de ir(K) donc le théoréme (3.4.1) est automatiquement applicable & z*. La

complémentarité stricte est une hypothése assez forte qui implique entre autre

que le Hessien réduit est défini positif et qu’il existe un scalaire positif M

tel que R > M, e |ler — 2*|| = O(ux) (voir déf. 3.4.2 ci-dessous).

—z*|

Ce résultat est trés utile pour prouver que les multiplicateurs de la fonction

barriére convergent vers un multiplicateurs A qui vérifie la complémentarité
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stricte, i.e. A4 > 0. En effet

_ 1 )
)\i = W pour @ € Ax* (35)

*

ol t = limy,_,o mk};"“
Autrement dit, si on prend x = x* + pt; alors tp — ¢t quand k — oo. L’égalité
(3.5) est a lorigine de I'idée de approche barriére non tangentielle (voir [23]
page 558).

Le théoréme (3.4.2) montre aussi que I’élément crucial de la défini-positivitée
du Hessien, et donc de la vérification des conditions suffisante d’optimalité, est
la positivité des multiplicateurs correspondants aux contraintes actives. L’uni-

cité de la trajectoire 2 (1) se démontre grace au théoréme des fonction implicites

appliqué pour résoudre
(2, 1) =0 (3.6)

o ®(z,pu) = Vf(zx)— pJy(z)G(z)e = 0.

e représente le vecteur unité de R", G(x) est la matrice diagonale dont les
éléments diagonaux sont les composantes g;(x) pouri € A, et G~!(x) est sa
matrice inverse. On notra par G~%(z) la matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont les g; *(z) pour i € A,.

Ce qui montre encore une fois I'importance de la complémentarité stricte,
en effet existence d’un multiplicateur A; nul pour les indices i € A(x*) remet
en cause I'unicité de la trajectoire, alors q’on ne peut pas assurer la convergence
de toutes les trajectoires z(u).

Rappelons la définition suivante :

Définition. 3.4.2. Etant donnée une fonction réelle, vectorielle ou matricielle

[ d’une variable positive h, soit k, et k; des constantes et p fize (le plus souvent
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un entier naturel).

On dit que f = O(h?) s’il existe k, > 0 tel que ||f|| < kuh? pour h suffisam-
ment petit.

On dit que f = o(hP) si pour tout € > 0, || f||/h? < € pour tout h suffisamment
petit.

On dit que f = Q(hP) s’il existe k; > 0 tel que || f|| > kih? pour h suffisamment
petit.

On dit que f = 6(h?) s’il existe k; > 0 et k, > 0 tel que kh? < || f]| < k,hP

pour h suffisamment petit.

3.5 Meéthodes primales

La recherche d’une trajectoire passe donc par la résolution de I’équation

non linéaire (3.6), avec
Oz, 1) = Vf(2) — pJy(x)G (x)e =0 (3.7)

ou x est appelé variable primale par analogie & la programmation linéaire.
I’égalité (3.7) peut s’écrire sous la forme F'(x) = 0 ot F est une forme non
linéaire continue et différentiable de R" dans R™ (u étant fixé).

La méthode de Newton permet la résolution itérative de cette équation, en
effet lorsque V. F est non singulier, alors on peut construire une suite (dj)x
vérifiant VF*(x;,)d, = —F(xy) de fagon a ce que la suite (zy); définie par

o donné

(3.8)
Tpt1 = Tk + di

converge vers un point z* qui vérifie F'(z*) = 0.
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3.5.1 Calcul du pas de déplacement

Deux approches sont utilisées pour calculer le pas de déplacement et amé-
liorer la convergence. Les méthodes de la région de confiance calculent le pas
de déplacement en résolvant le probléme (RC) (voir notre introduction). L’ap-
proche de la recherche linéaire calcule une direction de descente puis I’améliore

en résolvant le probléme d’optimisation suivant :
min{ f(zy + ady) : a« > 0}

3.5.2 Newton classique

La méthode classique de Newton est la résolution de 1’équation linéaire
V:.Bd=-V,B (3.9)
ou B est le Hessien du probléme non linéaire, c’est-a-dire

m
(V2 + B2, 4 pd'G20)d = —V.f —pJiG e (3.10)
i=1 7*
La méthode est dite classique puisque elle fut la premiére utilisée dans les
années soixante, c’est aussi une méthode primale car les itérations se font
uniquement par rapport a la variable primale x.

Lorsque p s’approche de zéro, la matrice V2 B sera dominée par la ma-
trice pJ% g 2J 4, donc si le nombre des contraintes actives est m4 est tel que
0 < my4 < m alors la matrice souffrira d’une insuffisance au niveau du rang,
la dimension de la matrice n’est pas impliquée directement dans cette insuffi-
sance. Le théoréme suivant résume les résultats de cette insuffisance, étudiée

par Wright [88].
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Théoréme. 3.5.1. [88] (Valeurs propres du Hessien)

Soit x5 un point strictement réalisable i.e. x5 € ir(K) vérifiant

|lzs —2*|| <0 ou d << 1, p=_(J) et ming;(zs) = O(p)Vi € A« (3.11)

ot § et i sont suffisamment petits.
Soit m 4 le nombre des contraintes actives au point x*, et supposons que
0 <my <m. Soit Ny la matrice dont les colonnes forment une base ortho-

normée de ’espace noyau de J4(x). Alors
1. La matrice V?B(xs, 1) est définie positive.

2. La matrice V?B(xs, 1) a m4 valeurs propres qui soient de ’ordre ©(1/u)
et n—m 4 valeurs propres qui soient de ’ordre ©(1) d’ot cond(V?B(xs, j1)) =
O(1/1).

3. Soit {v1, -, Vp_m,} lesn—m 4 valeurs propres de N'(x )W (z, T)Na(z)y),
ot m sont des estimations des multiplicateurs. Les n—m 4 valeurs propres

de V?B(xs, 1) noté &1, -+, Enm, vérifient

1€ — vkl = Op), k=1,--- ,n—my (3.12)

O

Dans une grande partie d’exemples numériques, la méthode barriére résout

les problémes beaucoup mieux qu’on s’attendait. Une étude au niveau des
erreurs de calcul par Forsgren et al. [23] pourrait expliquer les raisons de cet
enchantement, mais la méthode classique reste inefficace puisqu’elle produit

des points non réalisables au cours des itérations.
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3.5.3 Systéme augmenté

Afin de corriger les inconvénients de la méthode de Newton, des chercheurs
ont proposé de résoudre un systéme augmenté qui ne souffre pas automatique-
ment du mal conditionnement des matrices lorsque p tend vers zéro [33].

Soit Wz, m) = V2f(z) — Y i, mV2gi(z) ou m = mi(x, pu) = —p/gi(z) Le
systéme proposé est le suivant :

W(x,m) —JYx d Vf(z)— J(x)m
@7 —J'@) _((Viw-r@n )
Jj(z) G(x) t 0
ou d est le pas de déplacement de Newton recherché et IT est la matrice diag().
Malheureusement la méthode produit des pas de mauvaise qualité dans le

sens de la réduction de la fonction barriére (voir |23]).

3.5.4 Extrapolation

L’extrapolation voulait résoudre les difficultés rencontrées par la méthode
du systéme augmenté, en effet en remarquant que la cause principale & ces
difficultés est que méme si les vecteurs m;(z, 1) = —p/g;(x) étaient de bonnes
estimations aux multiplicateurs de Lagrange a une certaine itération (itération
déja réalisée), ce n’est pas toujours le cas des vecteurs m;(x, 1) = —fi/g;(x) pour
I'itération suivante (en cours), I’extrapolation propose donc de remplacer le
parameétre barriére courant /i par le paramétre barriére de I'itération précédente
i dans I'expression de 7 avant de résoudre le systéme

W(z,7) —J"(z) Ax Vi(x)—J(x)r

= - (3.14)
IIJ(z) G(x) AN 0
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ce qui produit de bons résultats, un procédé similaire & celui ci est utilisé pour
corriger les estimations de multiplicateurs de Lagrange dans les codes KNITRO

et MITR (voir le chapitre suivant).

3.5.5 Les fonctions barriéres modifiées

A fin de remédier au probléme de la singularité du Hessien lorsque u tend
vers zéro, la méthode de la barriére modifiée (voir [14, 23, 61|) se base sur la
remarque que pour un parameétre de barriére p fixé, les ensembles réalisables
des contraintes g;(z) < 0et —pIn(1—g;(z)/n) < 0 sont identiques. Malheureu-
sement, la méthode n’est pas pratique, en effet, si pour une itération donnée le
Hessien n’est pas suffisamment défini positif, alors le paramétre barriére sera
réduit et I'identité qui relie les deux ensembles réalisables pourrait étre perdu.
Une correction est possible avec 'utilisation de la fonction barriére modifiée
flx) =370 Miln(1 — g;(z)/s;) ont s; peut étre interprétée comme une variable
auxiliaire.

Toutes ces difficultés ont permis aux méthodes primales-duales d’étre plus

attractives, les résultats numériques consolident cette popularité des méthodes.

3.6 Meéthodes primales-duales

L’utilisation des méthodes primales-duales est en croissance monotone |8,
14, 23, 18, 64]. Ces méthodes suggérent, a I'instar de leurs semblables proposées
pour la programmation linéaire, d’étudier indépendamment 1’évolution des va-
riables primales x et les variables duales A représentées par les multiplicateurs
de Lagrange.

L’idée de base de toute méthode primale-duale est la recherche d’un point
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réalisable (z,,\,) qui résout I’équation non linéaire

Fra,\) =0 (3.15)

ou

Vf(x)— JH(x)\
Ft(x,\) = /(@) (@) (3.16)
G(z)\ — e
Ainsi & partir d’'un point courant (x,\), la méthode de Newton donne la di-

rection de descente (d,, dy) solution du systéme linéaire suivant :

Wz, A\y) —J(z) d, B Vi(z)— J(x)A (3.17)
AJ(z)  G(z) dx G(z)(A —7(x, 1))
ou 7 est le vecteur dont les composantes sont —u/c;(x), i =1,--- . p+m

et A = diag()\). Dans le cadre des méthodes de points intérieurs W représen-
tera le Hessien du Lagrangien pénalisé et le systéme linéaire (3.17) est rendu
symétrique afin de récupérer un bon modéle quadratique |8, 9, 64].

Le succés des méthodes primales-duales s’explique par leur efficacité a
suivre la trajectoire barriére. En effet, soit (z,\) = (x(u), A(u)) le point
courant, ou u est le parameétre de pénalisation. Supposons que (zF, A7) =
(x(u), (™)) est le point suivant (0 < pt < ). La direction de déplacement
est donnée par

Wz, Ay —JH2) d, 0

= (3.18)
AJ(z)  G(z) d) (n—pt)e
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ainsi on peut écrire

ot (z',\) = (z'(1), N (1)) dit point tangent est solution du probléme linéaire
(3.19) suivant
Wiz, N\y) —JHx x 0
@ed) ~Ia) | () 519
AJ(z) G(z) A e
Cette propriété n’a pas lieu pour les méthodes primales.
En plein essor, les méthodes primales-duales essaient de répondre a quatre

questions :
1. Formulation du systéme linéaire de Newton (pénalisation, symétrisa-
tion,...).
2. Choix de la stratégie de résolution (SLP, SQP, méthodes directes,...).

3. Mesurer I’amélioration vers 'optimalité (fonctions de mérite, potentiel,

filtre).

4. Traiter la non convexité et les contraintes d’égalité.

3.6.1 Les méthodes directes

Supposons p fixé, les itérations qui servent & produire une direction de
déplacement sont dites internes. Lorsqu’un point est proche de la trajectoire
des minimums pénalisés (minimums des problémes pénalisés), les méthodes
primales-duales sont trés performantes et sous I’hypothése de la complémenta-
rité stricte, la vitesse de convergence externe est Q-quadratique [18]. Le cotit de

chaque itération externe est dominé par la résolution du systéme linéaire (3.17)
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d’ou I'importance de chercher des méthodes de plus en plus performantes pour
résoudre le systéme linéaire et qui puissent garantir que la direction produite
est une véritable direction de descente pour le probléme non linéaire.

En plus de la recherche de nouvelles méthodes, I’approche la plus com-
mune est la condensation des données, les matrices hessiennes et jacobiennes
contiennent de larges bloques nulles, ce qui permettrait, dans le cas de dimen-
sions raisonnables d’utiliser des méthodes de factorisation QR ou LU, dans
d’autres cas on en préfére des méthodes itératives comme le gradient conjugué
préconditionné ou les méthodes D.C. Dans cette étude on veut étaler et pro-
poser des méthodes et techniques résolvant le probléme non linéaire général de
grande taille, ce qui remet en cause ’éventualité d’avoir recours aux méthodes

directes, néanmoins le champ des méthodes hybrides reste ouvert [37].

3.6.2 La programmation quadratique séquentielle

La stratégie SQP traite essentiellement la programmation non linéaire avec

contraintes d’égalité. Considérons le probléme

(

min f(z)
s.C.
h(z) =0

zeR”
\

(3.20)

ot f:R" —Ret h:R" — RP sont deux fonctions de classe C?.
Soit L(x,\) = f(x) — A'h(z) le Lagrangien du probléme (3.20). A € R? est
le multiplicateur de Lagrange.

Les conditions d’optimalité de premier ordre sont données par le systéme
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suivant

VoL(z,\) =V f(x)—JA=0

(3.21)
h(xz) =0
ou J;, est la matrice jacobienne de la fonction h(z). Soit
Vf(z)— JiA
F(z,)\) = fe) = (3.22)
h(z)

Le systéme (3.21) est équivalent & un systéme non linéaire de (n+ p) incon-
nus (z,\) et (n+p) égalités F'(x,\) = 0. Résoudre ce systéme par la méthode
de Newton revient a chercher une direction de déplacement d* = (d., d5) telle

que

VF' (2,\)d = —F(x,)\) (3.23)

C’est-a-dire, construire une suite de vecteur (xy, Ax) & partir d’un point initial :

T T d:v
k41 _ k N (3.24)
ksl A dy
ou
W, —J(x)! dy —V f(x) + J(xp)tN
K (zk) _ fxy) + J () (3.25)

avec Wy = W (xy, \i) est le Hessien du Lagrangien évalué au point (xy, Ay).

La méthode de Newton est bien définie et sa vitesse de convergence devient
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quadratique si le point initial est proche de 'optimum et si les hypothéses de
la non singularité de la matrice jacobienne des contraintes et la condition KK'T

sont vérifiées a savoir :
1. Jx = Jp(xy) est une matrice de plein rang.

2. La matrice W est définie positive dans I’espace noyau de la jacobienne

des contraintes i.e. d'Wjd >0 Vd #0 et Ji.d = 0.

La stratégie SQP constitue une alternative a la résolution directe du sys-

téme linéaire (3.25), en effet considérons le probléme quadratique suivant, :

min 1d'Wid + V fid
S.C. Jkd—l- hk =0

(3.26)

ot W}, est une matrice carrée d’ordre n + p, d € R"*?, V f;, est un vecteur de
R™P_ Ji. est une matrice (p,n + p) et hy est un vecteur de RP.
Dans le cas ou le probléme quadratique (3.26) est convexe alors son unique

solution (pg, uux) vérifie le systéme suivant

Widy + V fr — J;;/Lk =0
Jepr + h =0

(3.27)

ou sous forme matricielle, en rajoutant le terme Ji\; a gauche et a droite de
la premiére équation
Wy, —Jt Vi + JiA
k k Dk _ e Nk (3.28)
Jk 0 M — )\k _hk
En comparant (3.25) et (3.28) on en déduit le principe de la méthode SQP.
Il s’agit de résoudre le probléme quadratique (3.26) avec Wy = W (xg, Ax),
Vi =V f(xy), Jy = Ju(zk), hie = h(xy) et de prendre d, = py et dy = pp — Ak
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ou tout simplement \;,; = p, ainsi la résolution de I’équation F'(x,\) = 0
se traite itérativement en résolvant une suite de sous-problémes quadratiques,
d’ou 'appellation : Programmation Quadratique Séquentielle (SQP).

Il est certain que sous ’hypothése de la non singularité de Wy, si f et h
admettent des dérivées secondes lipschitziennes et si le point initial (zg, Ag)
est proche de 'optimum alors la méthode converge Q-quadratiquement, mais
lorigine méme de la méthode (programmation non linéaire) remet en cause
ces hypothéses, d’ou la nécessité d’utiliser d’autres techniques. En général, une
contrainte sous forme de région de confiance est imposée au sous-probléme qua-
dratique, c¢’est le cas pour la méthode SDC [64] que nous présenterons plus loin
dans cette dissertation ou pour la méthode KNITRO [99], d’autres méthodes
utilise I’approximation linéaire a la place de I’approximation quadratique c’est

le cas, notamment de la méthode LOQO de Vendrebrei [100].

3.6.3 Fonctions de mérite

Lorsque le sous-probléme quadratique n’est pas convexe, 'unicité du vec-
teur (pg, px) comme solution du systéme (3.28) est remise en cause et l’exis-
tence d’une suite de direction de déplacement (dj); qui pourrai garantir une
ameélioration c’est-a-dire f(zy + di) < f(zx) ou éventuellement plus de réali-
sabilité n’est pas assurée non plus, d’oul la nécessité d’introduire une fonction
qui puisse évaluer cette amélioration.

L’idée de chaque fonction de mérite est de proposer a la fois une facon de
mesurer la progression des itérations vers I’optimum et également une maniére
de peser I'importance des contraintes par rapport & la fonction objectif. En

général une fonction de mérite s’écrit sous la forme suivante :

M(z) = ¢:1(f(z)) + 2(h(z)) + ¢3(g(x)) (3.29)
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ou

o1 :R—R,
0o RP — R et
¢z : R™ — R.

Définition. 3.6.1. On dira qu’un point x* est meilleur qu’un point x au sens
de la fonction de mérite si M(z) < M(x).

On dira qu’un vecteur d, améliore 'optimalité au point x si M (z+d,) < M(x).

O

Les fonctions ¢1, ¢o et ¢3 doivent étre prises de fagon a ce que pour tout
point ™ meilleur qu’un point x au sens de la fonction de mérite on ait f(z1) <
f(x) ou |h(zh)| < |h(x)] ou gT(zT) < g™ (x) ou g (z) = max(g(x),0). Ainsi

une fonction de mérite évidente est
1< 1 &
M(z, 1) If(x)Jr;Z\hz(x)l +Ezgz~+(w> (3.30)
i=1 i=1

ou u est un scalaire strictement positive appelé le paramétre de pénalité ou
charge de mérite, qui sert a déterminer le poids et donc I'importance a donner
aux contraintes au cours des itérations. La fonction (3.30) est dite fonction de
mérite [; elle peut étre améliorer en affectant des charges paramétrées selon

les composantes des contraintes,
p m
M(z,07,0",0%) = opf(x) + ) oflhi(x)| + ) olg(x) (3.31)
i=1 i=1

ou o5 € Ry joue le role de ;o dans la fonction (3.30) c’est-a-dire d’équi-

librer le poids de l'objectif par rapport aux contraintes. Le paramétre o”

équilibre intrinséquement les rapports aux contraintes d’égalité, et o9 équi-
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libre intrinséquement les contraintes d’inégalité suivant le schéma suivant. Soit

I C{1,2,---,m} lensemble des indices pour lesquels g(x) > 0.
o=l Semwemmw ] (3.32)
%e = Sogmrsma 5 1E1

hi ()] .
ol = { FTierGi@ts) S hi(@) st hil@) #0 (3.33)
o si hi(x) =0
ou
a = min{min;crg;(x), min,—1 a.... p|hi(x)|} >0 (3.34)

Le point faible de ces deux fonctions de type [; est la non différentiabilité par
rapport a la variable z. Les fonctions de mérite de type [ résout ce probléme,

en particulier le Lagrangien augmenté de Fletcher :
1 p
Mz, ) = £(x) = Ma)'hia) + 5 3 Hi(e) (335)

ou \(z) = [J(z)J!(x)] " J(2)V f(x) est I'estimation du multiplicateur des moindre-
carrées.

Cette fonction est généralisable aux problémes non linéaires en utilisant
des variables d’écart (variables auxiliaires).

Une autre fonction de mérite de type [, peut étre utilisée,

M(z,0) = f(z) + ollc(z)]l2 (3-36)
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oll o est un réel strictement positif.

Une alternative aux fonctions de meérite est 'utilisation de filtres, cette
technique a été proposée par Fletcher en 1997 [21].

Le filtre permet 1’acceptation d’une direction de déplacement si cette der-
niéere présente une réduction concernant I’optimalité ou la violation des contraintes.
Nous détaillons le concept du filtre au paragraphe (4.4).

La méthode de filtre nécessite la sauvegarde de couples dominant ce qui
la rend moins populaire que les fonctions de mérite qui reste trés attrayantes

pour les problémes de grandes taille.

3.6.4 Le cas non convexe

Le principal atout de toute méthode proposée pour résoudre le probléme
non linéaire est sa capacité a traiter le cas non convexe. En effet nous avons treés
peu de résultats théoriques pour ce cas, et le peu qu’il y en a est asymptotique
[23]. L’utilisation de la méthode des régions de confiance, et des fonctions de
mérite permettraient de contourner ce probléme, nous reviendrons & ce cas

dans notre étude numérique.
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CHAPITRE 4

METHODES NUMERIQUES

4.1 Introduction

La résolution du probléme d’optimisation général (contraintes d’égalités et
d’inégalités) est un sujet moderne. Classiquement les chercheurs s’interssent
soit aux problémes non linéaires avec des contraintes d’égalités soit aux pro-
blémes non linéaires avec des contraintes d’inégalités. Cette classification influe
largement les méthodes numériques existantes. Notre intérét pour les méthodes
de points intérieurs nous a pourtant poussé a choisir de présenter ici des mé-
thodes de résolution de problémes non linéaires avec contraintes d’inégalités,
sachant que ses méthodes ont des extensions pour résoudre le probléme général.

En général, on commence par identifier les équations a satisfaire (conditions
d’optimalité) pour les solutions locales du probléme a résoudre, ensuite, en
perturbant les conditions d’optimalités retenues, on en déduit un algorithme
de résolution. Les algorithmes différent aussi en termes d’outils algébriques
ou numeériques mis en place pour analyser et résoudre les différents équations,
inéquations et problémes rencontrés.

Dans ce chapitre nous présentons quatre méthodes numériques basées sur
quatre idées différentes de développements et de résolutions. Bien que LOQO et
KNITRO se basent toutes les deux sur les techniques SQP et points intérieurs,
la premiére utilise la recherche linéaire pour retrouver la direction de descente
alors que la seconde opte pour la région de confiance. La troisiéme méthode,
filterSQP, utilise également la technique SQP avec région de confiance ou re-
cherche linéaire mais remplace la fonction de mérite (qui contréle I’évolution

des candidats) par un filtre considéré comme fonction de mérite de dimension
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deux. La derniére méthode présentée a été congue pour résoudre un probléme
industriel spécifique, et a été généralisée pour répondre & plus de demande,
nous essayons de comprendre par cet exemple de logiciel I'intérét de choisir,
quand il le faut, une méthode concgue spécialement.

Nous terminons ce chapitre par l'analyse d’une comparaison numérique
due a Morales et cie [59] de ces quatre méthodes leader sur le marché de

I’optimisation numérique.

4.2 La méthode LOQO

Le code LOQO a été développé par R. J. Vanderbei 84, 100] pour résoudre
des problémes quadratiques par les méthodes de points intérieurs, il a été
rapidement généralisé & la programmation non linéaire [85].

Considérons le probléme d’optimisation non linéaire suivant :

min, f(z
s.c. hi(x) >0 i=1,---,m
otz eR" f:R" > Reth :R" =R ¢=1,--- m sont des fonctions

de classe C2.
La méthode de Vanderbei utilise une pénalisation de type points intérieurs

afin de retrouver un probléme d’optimisation non linéaire d’égalité :

min, f(zx) —p > "lns;
s.c. h(z) —s=0

(4.2)

S1

ons=| : > 0et h(z) = (hi(z), ho(z), -, hp(2)).

Sm
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Le Lagrangien du probléme (4.2) est donné par la fonction :
L(xz,s,\, p) = f(x) — uZln s; — N(h(z) — s) (4.3)
1

Ce qui nous permet d’utiliser les techniques (SQP) pour déterminer la direction

de déplacement (Az, As, A)N), solution du systéme linéaire suivant

H 0 -A Az Vf(z) — A'A
0o A S As = - pe — SAe (4.4)
A -1 0 AN —h+s

ol H := H(z,\) = V2f(x) — > \NV2hi(x)
A= A(z) = Vh(z)
A est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les \;, i =
1,---,m
et S est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les s;, @ =
1,---,m.

Le systéme (4.4) peut s’écrire sous une forme symétrique

H 0 —At Ax o
0 —-S7'A I As = —| —y (4.5)
-A I 0 AN p

ou 0 = Vf(x) — A'X mesure la réalisabilité duale, p = s — h(z) mesure la
réalisabilité primale et v = uS~1te — .

Grace a I’élimination de As en utilisant la formule As = SA™!(y — A)),
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Vanderbei réduit (4.5) et résout ainsi le systéme KKT contracté suivant

H —A Az o
~- (4.6)
—-A —SA! AN p— SA 1ty

A chaque itération, le code LOQO résout le systéme (4.5) par une mé-
thode de recherche linéaire aprés factorisation LDL!. A partir d’un point initial

(29, 5%, \%), on construit une suite (z*, S*, \¥) telle que

oF = 28 4 oF Ak
Sk+1 — Sk + akAsk (4_7)
AL = \F ok ANE

Le pas of est calculé de maniére & ce que la fonction de mérite utilisée
décroit a chaque itération.
La méthode ainsi construite souffre de deux problémes essentiels :

1. La matrice dans le systéme (4.5) peut étre singuliére.

2. La méthode peut converger vers un point stationnaire qui ne soit pas un

minimum local.

LOQO utilise la fonction de mérite de type [, suivante :

Mp,(x,s) uzlnsz 2ot )12 (4.8)

ou p(z,S) =S5 — h(x).

Dans le cas ot la matrice N = H + A'S7'AA est définie positive (cas de la
programmation convexe par exemple), on montre qu’il existe (,,;, > 0 tel que
V3 > [Bmin la direction de déplacement fournie par une recherche linéaire est
une direction de descente pour la fonction de mérite Mg ,.

Le paramétre (3 utilisé dans le code LOQO est initialisé a zéro (5, = 0)
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et reste immuable tant que (Az, AS) sera une direction de descente, sinon 3
prend la valeur 108,,;,.
Par contre, si la matrice N est indéfinie, une perturbation s’impose, les

auteurs [85] suggérent d’employer la matrice

A

H=H+vI (4.9)

ou v > 0 est choisi de telle facon & ce que la matrice N soit définie positive.
Le théoréme suivant donne une idée de I'impact d’une telle perturbation
sur la progression de la fonction de mérite, la fonction barriére ou sur la réali-

sabilité.

Théoréme. 4.2.1. [85] Soit
T=x+tAxr, A=A+tA)\, S=S5+tAS
p=p(S,z), &=0(S7)

p=(1—1t)p+o(t)
5= (1—t)o — tAAz + o(t) (4.10)

SN = (1 —t(1 —6))StA +o(t).
avec 6 = mu/S*A.

O

Avec des valeurs du paramétre de pénalisation 0 < p < % et v > 0, on

montre que l'algorithme, s’il converge, alors il convergera vers un minimum
local.

En pratique, LOQO prend par défaut

o t
1-C 8

; - (4.11)

p=7ymin((1—-r)
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min; Sf)\i

our =095 v=01et (= 5T/

ces valeurs sont purement empiriques.

Le paramétre v n’est pas connu d’avance, donc plusieurs factorisations sont
nécessaires a la recherche de H ce qui réduit la robustesse du logiciel. La mé-
thode est handicapée par le manque d’une théorie pour la convergence glo-
bale. L’utilisation de régle dynamique pour la détermination du paramétre p

demeure un obstacle de taille.

4.3 La méthode KNITRO

KNITRO (Non linéaire Interior-point Trust Région Optimizer) est un al-
gorithme de résolution du probléme non linéaire général par une méthode de
pénalisation-SQP et une résolution des sous-problémes quadratiques par des
méthodes de région de confiance : dogleg, gradient conjugué version Steihaug.
La méthode KNITRO a été proposée par Byrd, Gilbert et Nocedal en 1996
[8]. Dans cet article, les auteurs posent les bases théoriques de la méthode
pour résoudre un probléme d’optimisation non linéaire avec des contraintes
d’inégalités, méme si les hypothéses du théoréme de convergence sont fortes
[8], les résultats numériques [9, 10] confortent les avis de Byrd et cie. que la
méthode est robuste. Le papier [9] présente les détails de I'implémentation de
I’algorithme KNITRO.

Soit le probléme suivant :

min, f(z)
s.c. h(z) =0 (4.12)
g(x) <0

ou x € R", les fonctions f : R* - R, A : R* — RP et g : R* — R™ sont de
classe C2.

La méthode pénalise les contraintes d’inégalités en définissant une variable
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auxiliaire s € R’ et un paramétre de pénalisation p > 0. Ainsi, on construit

une suite de problémes pénalisés comme suit :

min, f(z) — ) ", s

(4.13)
s.c. ¢(z,s) =0
h(x
c(z,s) = (=) (4.14)
g(x) +s

La méthode de Newton appliquée pour résoudre les conditions d’optima-
lité de premier ordre du probléme (4.13) permet d’écrire le systéme linéaire

symétrique et perturbé suivant :

V2.L, 0 A, A, d, V.f
0 > 0 I ds —uS~te
=— (4.15)
A0 0 0 A h(x)
AT 0 0 AF g(z) +s

ou le Lagrangien du probléme (4.13) au point courant (z, s, Ay, A,) est donné

par ’expression suivante :
L,(z,8, A, Ag) = flx) —p Z Ins; + Aph(z) + Ay (g9(x) + 5) (4.16)
i=1

avec A\, € RPN\, € R™ sont respectivement les multiplicateurs de Lagrange
d’égalités et d’inégalités a I'instant courant. Les valeurs des multiplicateurs a
I'instant suivant sont notés A\, et )\;r. Ap, et Ay sont respectivement les ma-
trices jacobiennes des contraintes d’égalités et d’inégalités, S = diag(s;) i =

1,--,m, ¥ = pS~? pour la version primale de la méthode ou © = S~'A, pour
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la version primale-duale de la méthode, ot A, = diag()\;) i1=1,---,m. La
dy
méthode SQP montre que la direction de déplacement est le vecteur d =
ds

qui n’est autre que la solution du sous-probléme quadratique (4.17). Cette solu-

tion est unique si le probléme quadratique est convexe. Les auteurs ont choisi

de résoudre les sous-problémes quadratiques par une méthode de région de

confiance, ainsi & chaque itération KNITRO résout le probléme quadratique

suivant :

ou

ming sd'Wd + V¢'d

s.C :
Ad+c=0 (a) (4.17)
ld]| <7 (b)
et ds > T7s (c)
V2 L 0
W = (4.18)
0 S 2
A, A
A= "7 (4.19)

0o S
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et

Vo = Val (4.20)

—uSte
La derniére contrainte d, > —7s, 7 > 0 assure la positivité de la variable
auxiliaire s au cours des itérations.

L’estimation du multiplicateur de Lagrange

A
A= (4.21)
)\9
est le résultat du programme suivant :
i AP\ 4.22
Jmin {|ATA + Ve (4.22)

Cette estimation n’assure pas la positivité des multiplicateurs )\, ce qui pro-
voque la non convexité du modéle quadratique si on considére le modéle primal-
dual ¥ = S~'A,. Byrd, Hribar et Nocedal |9] proposent d’introduire une heu-
ristique dans le code KNITRO afin de conserver la convexité du modéle au
cours des itérations :

Ay/si st AL >0

S = (4.23)

w/s?  sinon

donc on combine les deux approches primale et primale-duale. Les auteurs
affirment que si aucune preuve n’est donnée pour la convergence de la méthode
introduisant cette combinaison, les résultats numériques confirment la justesse
de I'idée.

Chaque pas de déplacement d est la somme d’un pas vertical v et d’un pas
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horizontal w. Le pas vertical est la solution d’'un probléme quadratique convexe
avec comme seule contrainte la région de confiance. Le role de cette résolution
est d’améliorer la réalisabilité et d’empécher un blocage de la méthode si jamais
les contraintes ne sont pas compatibles. Le pas horizontal est la solution d’un
probléme quadratique (généralement non convexe) avec région de confiance. Le
probléme horizontal est généralement réduit grace a une factorisation QR de la
matrice jacobienne des contraintes, ainsi la résolution horizontale se réduit a la
résolution d’un probléme quadratique dans R"? et d’une factorisation QR. La
direction résultante candidate d = v + Z'u ol Z est la base de ’espace noyau
ker(A') et u est la solution du probléme horizontal réduit. Cette direction est

acceptée si elle permet une réduction suffisante de la fonction de mérite
Mz, s, p,v) = f(z) — qui +vllg(z) + sll2, v >0 (4.24)
i=1

Malheureusement aucun résultat théorique ne permet de prévoir si la direc-
tion candidate d permet la réduction souhaitée, et des rétrécissements de la
région de confiance et plusieurs résolutions des problémes verticaux et horizon-
taux sont nécessaires. Ce désagrément se désintégre pour de petite région de
confiance, en effet le lemme (4.6) du [8] montre qu’il existe un rayon r, assez
petit tel que pour tout r < ry la solution d permet la réduction souhaitée de
la fonction de mérite. Les résultats de convergence sont démontrés pour le cas
de problémes sans contraintes d’égalité et pour des contraintes d’inégalité non
saturées i.e. s; suffisamment grand pour tout ¢ = 1,--- ,m. La diagonale de
la matrice jacobienne des contraintes A est perturbée par rajout des éléments
s; pour i = n + 1,---,n + m, cette perturbation est basée sur ’observation
numérique que 'utilisation de cette matrice diminue 'impact qu’aurait la per-
turbation des conditions d’optimalités de premier ordre. La méthode subit

également les conséquences de leffet de Maratos [55], les auteurs proposent
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I'utilisation d’une procédure de correction de second ordre, cette heuristique

est trés efficace.

4.4 La méthode filterSQP

La méthode de filtre définit une nouvelle relation d’ordre entre les itérés
produits par un algorithme SQP avec région de confiance. Le nouveau concept
se présente comme une fonction 2-d. Un filtre permet ’acceptation du pas
de déplacement si ce dernier présente une réduction concernant I'optimalité
ou la violation des contraintes. Fletcher et Leyffer ont été encouragés par les
résultats numériques [21] favorisant ainsi ’apparition d’une nouvelle branche
de recherche (6, 20, 83].

La technique a été introduite [21] initialement pour résoudre le probléme

d’optimisation non linéaire

min, f(z)

s.c. ¢(x) <0

(4.25)

puis a été généralisée par Fletcher, Leyffer et Toint [22] pour résoudre le

probléme non linéaire général

min, f(z)
scc. () =0 ieé& (4.26)

ci(lx) <0 €Tl

on EUZ={1,---,m},zeR et fetc; i=1,---,m sont des fonctions
de classe C?.
La réduction actuelle mesure optimalité, est définie par Af = f(x) — f(x + d).

La violation des contraintes est mesurée par la fonction A, définie par
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h(e) = llez [l + llezllx (4.27)

+

ou ¢; = max(0,¢;) 1 €T et c est le vecteur composé par I’évolution des

contraintes au point courant z. S'il s’agit d’une itération k, on notera par z*
le point courant ainsi h*) = h(c(x®))) et f*F) = f(x*)).
Au lieu de combiner h*) et f*)pour mesurer ’amélioration apportée par

une direction de déplacement, les méthodes de filtre proposent d’utiliser une

mesure bi-dimensionnelle, comme 'explique les deux définitions suivantes :

Définition. 4.4.1. On dira qu’un couple (f* h*)) domine un autre couple

(fO,hWY si et seulement si f*) < fO et BF) < pO,
O

Définition. 4.4.2. Un filtre est un ensemble de couples (fU, h)) tel que aucun
couple ne domine [’autre.
Un couple est dit acceptable pour introduction dans le filtre s’il n’est pas

dominé par aucun élément du filtre.

O

A chaque itération la méthode vérifie si le minimum du sous probléme
quadratique (le candidat) est dominé par un élément du filtre, si c’est le cas
le candidat est rejeté, si non il est introduit dans le filtre, ensuite on vérifie si
le nouvel entrant domine un élément du filtre, ce dernier fait, dans ce cas, une

sortie du filtre. Comme dans toute méthode SQP, la direction du déplacement
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d®) est la solution du probléme quadratique.

;

min, 1d'W®d 4 d'g*)
s.c.
A®d + k) <0

e <7

(4.28)

\

oit W% et g(*) sont respectivement le Hessien et le gradient du Lagrangien
et A est la matrice jacobienne des contraintes, r est le rayon de la région de
confiance.

Le probléme (4.28) peut étre non réalisable c’est-a~dire aucun vecteur d ne
vérifie a la fois la contrainte A®*d + ¢*) < 0 et la contrainte de la région de
confiance ||d|| < 7, dans ce cas Fletcher et Leyffer [21] propose de rajouter
une procédure appelée phase de restauration permettant ainsi la perturbation
des contraintes A®)'d + ¢*) < ( afin d’avoir un point de contact c’est-a-dire
chercher ¢ tel que 'ensemble {d : A®d 4+ c® < e |d|| < 7} soit non

vide. Ainsi I’algorithme de la méthode est donné par le schéma de base suivant :
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Algorithme filtreSQP

Soit 2° et r > 0
E=0
Tant que (pas de convergence) faire

Si (le probléme (QP) n’est pas réalisable) Alors

Trouver un point z*+Y par la phase de restauration

Sinon
Résoudre (QP) pour avoir d*

Prendre provisoirement x(*t1) = z(*) 4 q(*)
Fin Si
Si (Si (f*+1, hk+1)) est acceptable pour le filtre) Alors

Accepter 1) et ajouter (f*+D A*+D) ay filtre

Eventuellement élargir r
Sinon
Rejeter la direction d*)

Réduire r
Fin Si
k=k+1

Fait

Algorithme 11: Algorithme filtreSQP

Si une courbure négative est détectée, le solveur Q) P (solveur de programme
quadratique) propose de la suivre jusqu’a ce qu’une frontiére d’une contrainte
ou de la région de confiance soit rencontrée. Des résultats de la convergence ont
été établis pour la méthode, néanmoins ¢a reste un vaste champ de recherche.
Les résultats numériques sont I’atout principal de la méthode de filtre mais
I'utilisation de techniques sophistiquées notamment de la mémoire pour le

passage d’une itération & une autre reste un handicape majeur, en effet tant



tel-00011376, version 1 - 13 Jan 2006

Meéthodes numériques 111

qu’un couple n’est pas dominé il reste occupant de I’espace mémoire.

4.5 La méthode SNOPT

SNOPT (Sparse Nonlinear Optimizer) est un solveur de problémes non
linéaires. Le code de Gill, Murray et Saunders [28, 102] a été congu pour
résoudre des problémes de grandes tailles avec des degrés de liberté, c’est-a-
dire quand le nombre de contraintes actives a I'optimum est limité. C’est un
cas typique du calcul de la trajectoire optimale dans I'industrie aérospatiale
[39]. La méthode SNOPT exploite la forme creuse de la matrice jacobienne des
contraintes et garde ’approximation quasi-newtonienne BFGS de la matrice
H,.

Soit Le probléme non linéaire suivant :

r
mianR” f (:C)

(4.29)

La méthode commence par évaluer les contraintes linéaires en résolvant le

probléme linéaire suivant dit probléme élastique :

ming ,, , €' (v + w)

x (4.30)

Si le probléme (4.30) fournit des solutions v # 0 ou w # 0, c’est-a-dire
que les contraintes linéaires du probléme (4.29) ne sont pas réalisables, dans ce
cas SNOPT s’arréte sans évaluer les fonctions non linéaires. Dans le cas ot les

contraintes non linéaires ne sont pas réalisables, la méthode résout le probléme
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non linéaire suivant, dit probléme non linéaire élastique, par des itérations SQP

;

ming ., f(x) + et (v + w)
x
s.c. [ < c(x)—y+w <u, v>0, w=>0

Az

(4.31)

ol v > 0 est un paramétre de pénalité.
A chaque itération, la méthode résout un sous probléme quadratique ot
I’objectif est I'approximation quadratique du Lagrangien modifié.

Soit le probléme non linéaire suivant

min, f(x
i@ (4.32)
s.c. ¢(x) >0
ouz € R", c € R™ et f et c; sont des fonctions de classe C2.
Le Lagrangien modifié du probléme (4.32) est donné par la formule :
L(x,xp, ) = f(2) — mhpdp(z, 1) (4.33)

ol zy, est la variable primale & l'itération k (itération en cours).
7, est la variable duale a l'itération k& .
dp(z,zr) = c(z) — cp(z, zx)
cr(x,xp) = c(vg) + Je(x — xp)
et Ji est la matrice jacobienne des gradients évaluée au point xy.
Soit H;, une approximation quasi-newotonienne du Hessien V£ au point

(2, 7). La résolution du sous-probléme quadratique suivant :
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min, fi + Vfi(z —zp) + (e — 2p) Hy(x —
Jr fk( k) 2( k) k( SCk) (4.34)
S.C. ¢, + Jk<SL’ — .T}k) > 0

permet de donner une solution optimale (&, 7)), ainsi I'itération suivante

(g41, Tri1, Sk+1) est donnée par une recherche linéaire :

Tyl Ty, Ty — Ty,
Tht1 | = | ™ | T ok | 7% — 7 (4.35)
Sk41 Sk Sk — Sk

0 < ap < 1 permet une réduction suffisante de la fonction de mérite :
1
M(z,m,5) = f(x) = 7'(c(x) = 5) + 5 (c(x) = 5)'Dle(z) —5)  (4.36)

ou D est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les paramétres
de pénalité.

L’algorithme maintient la définie positivité du Hessien. Soit 0y = xp1 — 2%
et yp = VL(xpy1, xx, ) — VL(2), 1, 7). L'estimation de la matrice Hy,; est

donnée par :

ou g = Hydy, 0 = 1/ylor et O = 1/qLo%.

Ainsi, si Hj, est définie positive, alors la matrice Hy,; est définie posi-
tive si et seulement si Papproximation de la courbure yid) est suffisamment
positive, i.e. il existe un scalaire positif o telle que y.dx > o. En revanche
si ce n’est pas le cas alors SNOPT effectue des modifications en redéfinis-

sant y, et 0, & partir de la solution Z du probléme (4.34). 0, = x4 — T et
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Yp = VL(Tga1, T, Trr1) — VL(Z, g, Thy1)-

ytor approche ainsi la courbure du Hessien réduit qui doit étre semi-défini po-
sitif au voisinage du minimum local du probléme (4.32). Si le point (zy, my)
n’est pas suffisamment proche du minimum local alors une deuxiéme modi-
fication s’impose : y, = yp + Ayg, o0 Ayp = (Jrp1 — i)' Qdp (g1, 1) et
O =diag(w;), w; >0, i=1,--- m. Cette modification a été proposée par

Powell [72], w est solution du probléme de moindre carrée ordinaire suivant :

min,, ||w]|?
(4.38)
sc.aw=08 w>0
ou B = o — YLy et a; = vyw; i=1,---,m avec v = (Jpy1 — Ji)0k €t

w = dr(Tgs1, Tk)-

Si le probléme (4.38) n’admet pas de solution alors la méthode n’effectue
aucune modification. Les sous-problémes sont résolus par ’algorithme SQOPT
[29] qui est un algorithme d’ensemble actif prenant en charge la résolution des
problémes élastiques si cela s’avére nécessaire.

La convergence de la méthode est atteinte si un itéré (x,n) satisfait les
conditions d’optimalité de premier ordre. Le code n’a pas besoin des dérivées
secondes des fonctions a chaque itération mais les nouvelles versions permettent
leur utilisation si elles existent. La convergence globale est difficile a établir
pour SNOPT, car la fonction de mérite (4.36) utilisée n’est pas nécessairement

minimisée par une solution du probléme non linéaire.

4.6 Evaluation numeérique

Nous avons préféré de présenter au début de ce chapitre, la partie théorique
de chaque méthode afin de donner une vision de I'utilité de chaque code puis-

qu’une étude numeérique ne peut étre que indicative, et ne donnera point un
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classement des méthodes étudiées, en effet les algorithmes évoluent en perma-
nence, a l’heure de la rédaction de cette dissertation il s’agit de la version 3.1
de KNITRO, de la version 6.06 de LOQO, de la version 6.0 de SNOPT et de la
version 2.0 de filtreSQP. Une étude numérique se fait en testant les méthodes
en question pour résoudre un ensemble de problémes qu’on appelle problémes
tests. Plusieurs bibliothéques numériques proposent des problémes tests modé-
lisés selon des formats portables (voir pour ceci la modélisation AMPL |25, 95]
et la bibliothéque CUTEr [96]), ces problémes tests sont généralement divisés

en trois groupes :

1. Académiques issus essentiellement de problémes mathématiques ou phy-

siques ;
2. Réels issus de 'industrie ;

3. De modélisation qui sont des problémes fabriqués sur mesure pour évaluer

telle ou telle caractéristique d’un tel code.

Ainsi une comparaison numérique ne peut donner d’affirmation qu’au sujet de
I’ensemble sur lequel I’étude est faite ou sur la classe de problémes que concerne
la comparaison. Ces classes sont I’ensemble des problémes sans contraintes,
I’ensemble des problémes avec des contraintes d’égalités, ’ensemble des pro-
blémes non linéaire convexes, les problémes non linéaires généraux, auxquels
nous pourrons ajouter ou retirer I’hypothése de la complémentarité stricte.
Le choix de programmeur affecte la comparaison, en effet chaque code a ses
propres spécificités d’implémentation : stratégies pour rechercher le pas de dé-
placement, traitement de la forme creuse des matrices, tests d’arréts et choix

algorithmiques concernant les fonctions de mérite.
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Nous nous intéressons a la résolution de probléme non linéaire général sui-

vant,

s.c. h(z) = (4.39)

ol z € R” et les fonctions f : R" — R, h: R” — RP et g : R” — R™ sont de
classe C2.

Le code LOQO est une méthode de pénalisation avec recherche linéaire,
alors que KNITRO est un algorithme de région de confiance, les techniques
d’algebre linéaire utilisés pour le calcul de pas de déplacement sont significa-
tivement différentes entre les deux méthodes. SNOPT et filterSQP sont deux
méthodes d’ensemble actif. La premiére est une méthode & recherche linéaire
utilisant des modéles convexes, la deuxiéme est & région de confiance qui ac-
cepte les modéles non convexes et qui utilise la notion de filtre au lieu des

fonctions de mérite.

4.7 Etude antérieure

Une étude numérique a été munie par Morales et cie [59] pour comparer
ces quatre méthodes. Pour les raisons que nous avons cités ci-dessus aucune
comparaison numérique ne peut permettre de donner un classement de ces
méthodes mais on cherche plutot & détecter les familles de problémes pour
lesquelles une méthode pourrait étre plus adaptée qu’une autre. Morales et cie

classent ’ensemble de problémes tests en trois familles :
1. Les problémes sans contraintes.
2. Les problémes avec contraintes d’égalités.

3. Les problémes non linéaires généraux.
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Mais a cause de leur importance théorique, la convexité et la complémen-
tarité stricte peuvent faire I’objet d’études spécifiées ainsi notre comparaison
peut inclure la famille des problémes convexes et la famille des problémes pour
lesquels I’hypothése de la complémentarité stricte est toujours vérifiée ou n’est
jamais vérifiée, cette derniére partition n’est pas évidente en pratique.

Le parameétre de performance proposé par Dolan et Moré [17] permet I’ana-
lyse des sorties (résultats des minimisations).

Soit ¢, ; le temps nécessaire pour résoudre un probléme p par un optimiseur s.

on défini le ratio
= B2 (4.40)

ou ¢ est le temps minimal nécessaire permettant la résolution du probléme p.
Si aucun optimiseur n’arrive a résoudre le probléme p alors on affecte un grand
nombre M au ratio r, ;. On définit la performance logarithmique pour chaque

code par le paramétre 7w, donné par la relation suivante :

_ Nombre de problémes t.q. loga(r,s) < 7

ms(T) = >0 (4.41)

Nombre total des problémes

Ce paramétre nous permet de comparer le taux de problémes résolus par
chaque solveur en temps limité, tout en donnant de moins en moins d’impor-
tance a la comparaison avec de grandes valeurs de seuil temps d’ot I'introduc-
tion de la fonction logarithmique.

Dans cette étude, on considére également le nombre d’évaluations des fonc-
tions. Pour la classe des problémes sans contraintes LOQO est plus performant
que KNITRO, en effet les itérations G.C. affectent le temps de calcul. Ce phé-
nomeéne est observé pour les problémes mal-conditionnés. SNOPT est plus lent,

en fait, il fait beaucoup d’évaluations de la fonction objectif. filtreSQP est assez
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similaire & KNITRO en terme d’évaluations des fonctions.
En I’absence des contraintes d’inégalités, les quatre algorithmes appliquent

une SQP pour résoudre le probléme (4.42) suivant,

min, f(x)

4.4
s.c. h(z) =0 )

Néanmoins il demeure des différences algorithmiques importantes entre les
méthodes étudiées. LOQO utilise une recherche linéaire alors que KNITRO est
un code de région de confiance, SNOPT recherche la direction de déplacement
par recherche linéaire en résolvant un systéme linéaire et en remplacant V2L
par une matrice définie positive, et filterSQP résout un sous probléme quadra-
tique avec région de confiance sauf que le filtre remplace la fonction de mérite.
[’étude munie par Moralés et cie [59] montre la suprématie de KNITRO en
terme du temps de calcul mais aussi en terme d’évaluations des fonctions.

Les différences algorithmiques sont beaucoup plus nettes pour la résolu-
tion du probléme général (4.39). Pour des périodes temporelles limitées (par
exemple 7 = 6) nous remarquons que SNOPT est le plus efficace, il est de
loin le code le plus rapide et il ne consomme relativement pas beaucoup d’éva-
luations de fonctions. KNITRO devient plus performant si on dispose de plus
temps nécessaire a la résolution de nos problémes, en revanche si on se préoc-
cupe d’avantage de I’évaluation des fonction alors filtreSQP est mieux adapté.
Ainsi les deux méthodes de points intérieurs LOQO et KNITRO semblent étre
mieux adaptés aux problémes de petites et moyennes tailles sans contraintes

d’inégalités, et aux problémes généraux de grandes tailles.
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CHAPITRE 5

LA METHODE SDC

Les bons résultats de la programmation D.C. présentés au chapitre (1)
concernant la résolution d’un probléme quadratique, avec contraintes quadra-
tiques ou sans contraintes, nous ont encouragé a utiliser ces techniques dans
la programmation non linéaire. La méthode proposée par Byrd et son équipe
|8, 9] est basée sur la résolution séquentielle de problémes quadratiques avec
seule contrainte la région de confiance imposée au pas de déplacement. Cette
stratégie nous permet de comparer le potentiel de la méthode D.C. au coeur
d’un programme d’optimisation non linéaire.

Des problémes de convergence apparaissent lorsque le point courant s’ap-
proche de la frontiére de I’'une des contraintes d’inégalités. En effet le théoréme
(3.4.2) montre que la suite des multiplicateurs de Lagrange (\;)x dont les com-
posantes sont —u/g;(7x) est bornée, ainsi les composantes du Hessien —pu/s?
pour la version primale ou (),);/s; dans la version primale-duale tendent vers
I’infini et le sous-probléme quadratique se retrouve dominé par les composantes
correspondantes, dans ce cas, l’algorithme, dans son processus de minimisation

s’attaquera naturellement & la minimisation de
L -1
iddeS — uS™dy

ol Y est une matrice diagonale, dont les termes diagonaux sont

) s? dans le cas primal

Y =
(Ag)i/si dans le cas primal-dual
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Quand une composante s; est proche de zéro et surtout dans le cas ot la région
de confiance est petite, le modéle quadratique %d’;EdS — uS~d, se retrouve
a son tour dominé par —uS~!d,, ainsi la minimisation d’un sous-probléme
quadratique sera équivalente a la maximisation de S~'d, ce qui génére des
composantes de S~! trés grandes et le processus que nous décrivons se répéte
empéchant toute convergence (voir section 5.8 ci-dessous).

Ceci nous a conduit a revoir ’écriture des conditions d’optimalité, en effet
nous avons effectué un changement de variable sur le pas de déplacement de la
variable auxilliaire s. Ainsi la fonction objectif du sous-probléme quadratique
subit un re-dimensionnement des m derniéres composantes de sa matrice et
de son vecteur. La fonction objectif est ainsi plus stable numériquement. En
effet on remplace dans le modeéle de Byrd, les composantes (\,/s); ou p/s?, qui
exploseraient si une composante s; tend vers 0, par p dans la version primale
et par ()\,.s); dans le cas de la version primale-duale et de remplacer les com-
posante —p/s; ¢ =1,...,m dans le vecteur V¢ par —pu. Dans notre stratégie,
I'importance est donnée (surtout a la fin de convergence) a la partie (n,n) du
Hessien V2L c’est-a-dire a la partie qui caractérise la fonction objectif du pro-
bléme non linéaire initial. La réalisabilité demeure controlée a chaque itération
par la fonction de mérite. Finalement quand p est suffisamment proche de zéro
(107'2 4 107!8) on remplace le modéle quadratique de dimension n + m par
un modéle quadratique de dimension n dépendant uniquement de la variable
x. Les tests numériques que nous décrivons a la fin de ce chapitre confirment
notre conclusion et nous avons remarqué que la méthode continue & converger
vers la solution( i.e. la précision est plus grande).

Les sous problémes sont résolus par la méthode D.C. En plus des bons
résultats numériques, la méthode nous a permis d’avoir a chaque itération une

orthogonalité parfaite puisque la solution de la programmation horizontale
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appartient au noyau Ker(J) alors qu’a chaque itération, la solution verticale
appartient & ’ensemble I'm/(J") dés que le point initial de la résolution verticale

est un élément dans I’ensemble Im(J*").

5.1 Les conditions d’optimalité

Soit, le probléme non linéaire (5.1) suivant

(

min f(x)

(5.1)

ol f est une fonction numeérique de classe C?, et les fonctions de contraintes
g et h sont définies de R™ dans R™ et R” respectivement, g et h sont aussi
supposées de classe C?.

La résolution du probléme (5.1) passe par une pénalisation intérieure. On
définit ainsi, une suite de problémes pénalisés (5.2) avec des contraintes d’éga-

lités.

;

min f(z) — Y ", In(s;)

h(z) =0 (5.2)

La solution de chaque probléme (5.2) est notée z,, ce qui forme une fa-

mille convergeante vers une solution x* quand p tend vers zéro. L’étude de
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la convergence (voir chapitre 3) montre que sous certaines conditions, la suite
(x,), existe et converge vers un minimum local du probléme non linéaire initial
(c’est bel et bien une suite indexée par un entier i tel que pu; est la solution
optimale du 7 éme probléme pénalisé, pour simplifier on note z,, = z,, i ou y;
étant fixé).

Le Lagrangien associé au probléme (5.2) au point courant (z, s, Ay, Ay) est

donné par I’expression suivante :
L,(z,8, A, Ag) = fx) —p Z Ins; + Aph(z) + Ay (g9(x) + 5) (5.3)
i=1

Les vecteurs A, € RP, A\, € R™ sont respectivement les multiplicateurs de
Lagrange d’égalité et d’inégalité a I'instant courant.

Les conditions d’optimalité de premier ordre sont données par le systéme
suivant

(

VoL, (2,8, An,Ag) =
VsLy(z,8, A, Ag) =
h(x) =

g9(z) +s =

(5.4)

o o o O

SGRT

d’ou le systéme (5.5) aprés multiplication de la deuxiéme équation par S

p

Vof (@) + JjAn+JiAg = 0

AgSe = ue
h(zx) = 0 (5.5)
9(x) +s = 0

s e RY
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ou S =diag(s;) i=1,---,m et e est le vecteur unité de R™.
La méthode de Newton appliquée a la résolution du systéme non linéaire

(5.5) permet d’écrire le systéme linéaire suivant de dimension (n + 2m + p).

vi.L, 0 J, J dy V. f
0 A, 0 S ds —pe
J - — s (5.6)
J. 0 0 0 A h(z)
Jy I 0 0 Ay g(z)+s

ou Ay = diag(N).

Les multiplicateurs a I'instant suivant sont notés \; et A¥. J, et .J, sont
respectivement les matrices jacobiennes des contraintes d’égalité et d’inégalité.
Les vecteurs d, et d; désignent respectivement le pas de déplacement de la
variable = et de la variable s. On remarque que ce systéme ne traite pas la
positivité de s, en fait nous ajouterons une procédure que nous exposerons au
paragraphe (5.5) qui se chargera de garder s + d, > 0 a chaque itération.

Afin de pouvoir utiliser les techniques SQP (consulter [19] et notre para-
graphe (3.6.2)) nous avons besoin que la matrice du systéme (5.6) soit symé-

trique ainsi nous introduisons le changement de variable suivant

Ceci affectera la deuxiéme et la quatriéme équation. Finalement nous ob-

tenons le systéme linéaire suivant
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v2.L, 0 J} J! d, V.f
0 AS 0 S ds —pe
’ _— s (5.7)
Jp 0 0 0 A h(z)
Jg S 0 0 Ay g(z) +s
Dans une écriture plus synthétique on trouve,
W d V.p(x,s
[ Vebtes) -
J 0 AT c(x,s)
avec
VixLM 0 J . Jh 0
0 AS | J, S
+
d, Ay
V. h(x
Vo = d et c(x,s)= (@)
—pe g(x)+s
Or les condition d’optimalité du probléme quadratique
(
min %dth + Vold
s.C.
(5.9)
Jd+c=0
d € R™t™
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sont

woJt d V.o
- — (5.10)
J 0 AT c

ou A" est le multiplicateur de Lagrange associé a ce probléme, d’ou la connexion
avec les conditions d’optimalité de dimension (n + 2m + p) de notre probléme
non linéaire. La détermination de la direction de descente passe donc par la
résolution d’un probléme quadratique de dimensions (n + m, m + p) dit sous-
probléme quadratique, ce probléme est non convexe.

La solution du probléme quadratique (5.9) sera recherchée dans une zone
de confiance, ainsi le modéle quadratique résultant est une approximation du
modele non linéaire au voisinage du point courant. La région de confiance sera
d’autant plus grande que I'approximation quadratique est meilleure.

La région de confiance sera élargie si on remarque que le modéle quadratique
est une bonne approximation i.e., fournit des pas de déplacement de “bonne
qualité”, et sera rétrécie si aucune amélioration n’est produite. La convergence
globale est liée & ce processus de mise a jour de la région de confiance. Une
étude récente menée par Sartnear [77] & permis de décrire numériquement un
bon processus de mise a jour de la région de confiance mais ceci reste tres

dépendant du probléme étudié.

5.2 Hypothéses

Nous commencons par donner quelques hypothéses et définitions. Ce sont
des hypothéses suffisantes pour que la méthode proposée soit bien définie. Soit
(xk)k>0 une suite d’itérés générée par I'algorithme. Pour simplifier I’exposition,
on notera par ¢, = c(xg) € R™P fi = f(xx), Jr = J(xx) et Wi = W(zg) =
V2 L(xg, Sk, Mi)-
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Nous supposons que sont vérifiées les hypothéses suivantes :

Hypothéses. 5.2.1. (Hypothéses de base)

1. La fonction f et les contraintes sont différentiables sur un ouvert convexe

X contenant tous les itérés xy.
Les applications V f, c et J sont lipschitziennes sur X.
La suite (f(xr))r est bornée inférieurement.

Les suites (V f(xr))k, (c(xr))k, (J(zx))r et (Wi)x sont bornées.

SN

La plus petite valeur singuliére de la matrice (Jy)y est supérieure G une
certaine constante strictement positive pour tout k, i.e. Ip > 0 tel que la

plus petite valeur propre de JyJi > p Vk > 0.

O

La derniére hypothése est plus forte que ’hypothése de I'indépendance
linéaire des colonnes de la matrice J(zy). La convergence de 1’algorithme vers
un point stationnaire n’est pas assurée si ces matrices ne sont pas de plein
rang. Dans ce cas la seule chose que ’on puisse prouver est la convergence des

itérés vers un point stationnaire de la mesure d’admissibilité x — ||c(x)||.

5.3 Résolution des sous problémes

Nous avons choisi de controler le pas de déplacement par la région de
confiance ainsi nous rajoutons une contrainte a notre sous-probléme quadra-

tique. Le modéle quadratique est :

(
min 1dWd + Vetd

s.C.
Jd+c=0 (5.11)
Idfl2 <7

d € Rvtm
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Jd+c=0

Fi1G. 5.1 — Exemple de sous-probléme quadratique inconsistant.

our > 0.
Afin de prévenir la non réalisabilité ou 'inconsistance du probléme c’est-a-

dire que ’ensemble
{deR"™™/Jd+c=0et ||d]|; <r}

soit non vide (comme l'indiquent les dessins 5.1,5.2 et 5.3), nous utilisons le
schéma d’Omojukun [63]. En commengant par rechercher un vecteur v solution

du probléme (5.12) dit sous-probléme quadratique vertical.

min %HJU + cl|3
s.c. (5.12)

[oll2 < ¢r

ou ¢ €]0, 1].
Ainsi au lieu de résoudre directement le sous-probléme quadratique (5.11),
on perturbe d’abord (si nécessaire) la contrainte linéaire Jd + ¢ = 0 en la

remplacant par Jd + ¢ = Jv + ¢ ou v est la solution du sous-probléme vertical
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Jd+c=0

128

Fi1G. 5.2 — Exemple de sous-probléme quadratique réalisable, dans ce cas v est

nul.

Jd+cZv+c

Jd+c=0

F1G. 5.3 — Exemple de sous-probléme quadratique inconsistant perturbé et

redevenu réalisable grace a la programmation verticale.
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(5.12), ensuite on résout le probléme (5.13) issu de cette perturbation

(
min %dth + Vo'd
s.c.
Jd+c=Jv+c (5.13)
ldll2 <7

d € Rvtm

ce qui est équivalent a

([ minld'Wd + Ve'd

S.C.
J(d—v)=0 (5.14)
Il < r

d € Rvtm

on note w = d — v. Le probléme suivant en w est appelé sous-probléme qua-

dratique horizontal.

([ min swWw + (Vo + Wh)tw
s.C.
Jw=0 (5.15)
Julla < 7

d € Rvtm

ou 7 =+/r* — [[v]]3

La contrainte linéaire Jw = 0 traduit le fait que le vecteur w est un élément
du noyau de J ainsi il existe une matrice Z (la base de I’espace généré par
ker(J) de dimension (n + m,n — p)) tel que JZ = 0 et il existe un vecteur u

dans R"7? tel que w = Zu. Ce changement de variable nous permet d’écrire le
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probléme (5.16) dit sous-probléme quadratique réduit.

min 2u'Hu + (Vé.)'u
s.C.
(5.16)
[ullz <7

u € R*7P

ol H=Z'WZ et Vo, = (Vo + Wh)Z.

Les deux sous-problémes quadratiques (5.12 et 5.16) sont de la forme

;

min Q(z) = $2'Gx + b’z

" (5.17)

lzfl2 <6

r € RY
\

ou G =J, b= c'J, et § = (r pour le sous-probléme vertical, dans ce cas le
probléme (5.17) est convexe dans R""™ (¢ = n + m). Pour le sous-probléme
horizontal on pose G = H, b = V¢., et § = 7 , ce dernier probléme est non
convexe par contre la résolution se fait dans R" P (¢ = n — p) ce qui est trés
avantageux si p est grand.

On montre que si 6 # 0 alors le vecteur = est solution de (5.17) si et

seulement s’il existe A € R tel que 'on ait

;

(G + \)z = —b

zll <6

A>0 (5.18)
Az =6) =0

(G + M) est semi-définie positive

\

La résolution exacte du probléme (5.18) n’est pas toujours possible surtout
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dans le cas de probléme de grandes tailles. La méthode de Newton tronquée
a été introduite par Toint [79] et Steihaug [78]. Elle consiste a calculer par
la méthode des gradients conjugués une solution approchée du systéme (5.18)
en tenant compte de la région de confiance et de la courbure négative (pour
la résolution du probléme non convexe). Nous avons exposé cette approche
au chapitre 2. En raison des expériences numériques du paragraphe (2.1.4),
nous proposons de résoudre le sous-probléme quadratique (5.17) en utilisant
la programmation D.C.

La résolution du probléme (5.17) passe par la programmation DC-optimale
(1.3.2) que nous adaptons pour chaque probléme. La régle générale de cette

méthode est la production de deux suites x; et z, en suivant le schéma, :

20 €ERL k=0,e>0,p> ||G||1
Tant que (||zx1 — || > €) faire

k=k+1

(pI—G)zj,—b
P

Si (|22 < 6) Alors

2l =

‘ Tk+1 = 2k

Sinon
_ z
‘ Tht1 = O,
Fin Si
Fait
T =T

ou ¢ est la précision recherchée.

Algorithme 12: L’algorithme de base de la résolution DC

[’étude numérique au chapitre 1, nous a permis de considérer £ = 0.001

comme étant une “bonne” précision. Le test d’arrét peut étre remplacé par un
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test sur 'objectif i.e., tester si ’amélioration apportée a la fonction %:L’tGSC + bz
est significative, c’est le cas de la programmation verticale ol on cherche a
perturber (5.11) de telle fagon que l’ensemble réalisable soit non vide. On
s'intéresse plus a la valeur de Jv + ¢ qu’au vecteur v.

La procédure DC pour résoudre le probléme horizontal est la suivante :

p>Hl:
ug ER" P, k=0,e>0

Tant que (||ugi1 — ugl| > ) faire

k «— k: + 1, Zk; — (pI—H)uk—VCDt

P
Si (||z4]| < 7) Alors

‘ Uk+1 = Rk

Sinon
_ »_?k
‘ Uk+1 = T, ]
Fin Si
Fait
U = U
W= Zu*

Algorithme 13: Procédure DC pour résoudre le probléme horizontal

Avant d’annoncer la procédure qui calcule la solution verticale, nous dé-
montrons ce lemme (5.3.1) qui montre que la suite (vy); prend ses valeurs

dans I'm(J").

Lemme. 5.3.1. Soit le probleme quadratique {min Q(v) = v'J"Jv + ¢! Jv :
o]l < 6}
ot J est une matrice (m x n) et ¢ € R™ si le point initial vy est dans Im(J")

alors tous les itérés vy, donnés par la méthode DC-optimale que nous avons
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décrit sont dans l’ensemble Im(J') et la solution du probleme quadratique est

dans cet ensemble.
Preuve.

Considérons la décomposition Q(v) = R(v) — T'(v),
oit R(v) = sp||v|*+ < Jie,v > et T(v) = 5 < (pI — J'J)v,v >
Comme .JJ! est une matrice semi-définie positive d’ordre n, il suffit de prendre
p>max((JJY):i=1,---,n).
Le principe de la méthode DC-optimale nous permet d’écrire

(pI—J T v —Jtc

Vk+1 = )

par récurrence, si a I'itération k nous avons v, € I'm(J") alors Ju, € R™ tel

que v, = Jtuy, d’on

(pln—JtJ)vp—Jte

Vk+1 = P
— Jt<—(plm_Jl;] )uk—c> = JtUk+1
ol
I, — JJYuy —
Uk+1 = G Jus — ¢ (5.19)

p

avec I, et I, sont les matrices d’identité d’ordres n et m respectivement. Ainsi
Vk nous avons vy,1 € Im(J'). Ainsi pour avoir une solution du sous-probléme
vertical v dans I’ensemble I'm(J"), il suffit de prendre un point initial vy dans
cet ensemble, i.e vy = J'ug, oul ug est arbitraire dans R™. Dans la pratique on
prend le point de Cauchy comme point initial.

Finalement, remarquons qu’il suffit de prendre

p > max (JT")ii

i=1,---.n

ou J.J! est une matrice d’ordre m.
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O
La procédure DC pour résoudre le probléme vertical (5.12) est donnée par

I’algorithme suivant :

p > maxizl,---,m+P(J‘]t)ii
Ug € Rm-ﬁ-p’k = 0,8 >0

Tant que (||ugi1 — ugl| > ¢) faire

k—k+1

2 = (prJ‘;t)ukfc

Si (|| Jt2%]] < ¢r) Alors
‘ Uk+1 = Rk

Sinon

k
. zZ
‘ Uk+1 = CT”Zk”

Fin Si

Fait
U = U

la solution du probléme vertical est v = Jtu*

Algorithme 14: Procédure DC pour résoudre le probléme vertical

Ceci permet d’une part une orthogonalisation parfaite, ce qui améliore
considérablement la méthode et d’autre part de résoudre le probléme verti-

cal dans R™"? au lieu de le résoudre dans R"*™ avec p < n.

5.4 Les multiplicateurs de Lagrange

A chaque itération, nous avons besoin de calculer une estimation des mul-

tiplicateurs de Lagrange A = (A, \;) avec précision et ceci pour deux raisons :

1. D’abord les multiplicateurs interviennent dans le calcul du Hessien du
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Lagrangien. Ils influent ainsi la convergence locale. Pour obtenir une
bonne convergence locale (quadratique dans le cas newtonien), les mul-
tiplicateur doivent fournir une bonne approximation du multiplicateur

optimal \*.

2. Ensuite les conditions d’optimalités sont évaluées a chaque itération
en (xy, Sk, A\x) ainsi pour détecter 'optimalité, nous avons besoin d’une

bonne approximation des multiplicateurs.

Le systéme linéaire (5.5) nous permet d’écrire

TN+ TN, = —Vf(x
h\h g9 f( ) (520)
AgSe = e
ou sous forme matricielle
JJt A Vf(x
ne R I R (5.21)
0 S Ag —pe
ou bien sous la forme synthétique suivante :
JN=-Vo (5.22)

Donc a chaque itération, on peut soit utiliser une minimisation de moindres
carrées pour résoudre

1
SITA+ V63

soit procéder par étape, d’abord calculer \, par la formule S\, = pe, i.e. chaque
composante de )\, est prise comme rapport p/s; pour tout ¢ =1,2,--- ,m. eci

a I’avantage d’assurer la positivité des multiplicateurs de Lagrange relatifs aux
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contraintes d’inégalité. Puis on calcule A, par la formule
T = —(Vf(z) + JgAg)

Dans la littérature, cette technique produit des estimations connues sous
le nom de multiplicateurs barriére, du fait de l'utilisation des conditions (5.5)
relatives a la résolution du probléme pénalisé.

Une deuxiéme technique utilise plutot, le systéme de Newton (5.6) pour
donner A\ qui sera utilisé dans I’étape suivante. Cette technique nécessite un

multiplicateur initial \g.

5.5 Les contraintes emboitées

Deux sortes de contraintes restent a traiter, d’abord les contraintes de la

forme a < x < b, nous traitons ces contraintes sous deux formes :

1. Au point initial nous commencgons par choisir un point de départ qui
satisfait ces contraintes en suivant la régle suivante :
Si le point initial ne vérifie pas la contrainte alors nous avons une des

trois situations suivantes :

(a) Sia; = —oo (ceci correspond au cas ou cette contrainte est absente)

alors x; = b, — ¢.

(b) Sib; = +o0o (ceci correspond au cas ou cette contrainte est absente)
alors x; = a; + €.

(c) sia; > —o0 et b; < +oo alors z; = %

Si le point initial vérifie la contrainte alors ne rien faire.
Au cours des itérations, nous considérons les contraintes a < =z < b

comme contraintes d’inégalité :
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et a;, —x; <0.
2. La deuxiéme sorte de contraintes est la positivité de la variable s. Une
maniére d’assurer la positivité stricte des itérés s, est de forcer le dépla-

cement d, a satisfaire :
S + ds Z (1 — T)Sk (523)

avec 7 €]0, 1].

Autrement dit, nous exigeons au pas d, de vérifier :
ds > — TSk (524)

or d’aprés notre changement de variable d, = Skcis ol S; est la matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont les composantes de s a I'ité-
ration k. Ainsi la solution d; de notre sous-probléme quadratique doit

vérifier :

ds > —Tepn, (5.25)

ol e, est le vecteur unité de R™.

Cette derniére inégalité est garantie par la technique de rebroussement
suivante :

Si dy < —Te,, alors, soit 6 = min{ﬁ ,i=1,2,...,m}.

JS — QJS.

Il est clair que le nouveau pas vérifie la contrainte de positivité de s et
que sa norme est inférieure au rayon de la région de confiance. En effet,

si d, < —Te,, alors il existe un certain indice iy € {1,2,...,m} tel que
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(dy)iy < (dy); Vi € {1,2,....,m} et que (d,);, < —7. En prenant
0= min{&—S ,i=1,2,...,m}, 0 €]0,1] ce qui prouve que

(ds)if) > (ds);,0 = —7 pour tout i € {1,2,...,m}
et que 0d,| = 0] < or < r

5.6 La fonction de mérite

La fonction de mérite permet de controler le pas de déplacement et la
progression des itérations. Comme nous ’avons indiqué au paragraphe (3.6.3)
plusieurs formes de fonctions de mérite sont possibles. Une étude numérique
s'impose pour classifier le potentiel de chaque fonction de mérite. Dans tous

les cas, la réduction actuelle notée ared, est définie & I'instant donné par
ared(d) = M(z,s,0) — M(x +d,, s+ ds, o)

ou M est la fonction de mérite choisie. Le vecteur d améliore I'optimalité (voir
définition 3.6.1) si ared(d) est strictement positive.
L’amélioration apportée par le pas de déplacement d = v 4+ w au probléme

quadratique sera quantifiée par la réduction prédite :

pred(d) = —q(w) + o/ —m(v)

ou q(w) = sw'Wuw + (Vo + Wh)lw
et m(v) = vt J"Jv + ' Jv
Enfin le pas de déplacement sera accepté s’il permet une réduction de la

fonction de mérite proportionnelle & la réduction prédite :

ared(d) > npred(d)
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ou 7 €)0, 1], ou bien
r(d) >n

en notant r(d) = ared(d)/pred(d) la qualité de la réduction, n est dit seuil
d’acceptation. La qualité de la réduction controéle la réévaluation du rayon de

confiance r par la régle suivante

o || di| Si r(d)<m
Tkt1 = Tk Si n<r(d) <n (5.26)
max(7y, asl|dg||) Si r(d) > ny

ou les parameétres oy, aws, 17 et 7y sont a déterminer.

Dans une étude de Sartnear [77], les auteurs proposent les valeurs suivantes :
ay = 0.25, ap € [3.5,5], n1 = 107% et 1o = 0.99.

Notre étude numérique donne une proposition semblable de ces valeurs qui
restent, comme nous 1’avons précisé lors de I'introduction de ce chapitre, liées
a ’ensemble de problémes étudiés. Nous prenons comme adéquat a notre étude
les paramétres suivants :

a; = 0.25 ag =5, 1 = 107* et 1, = 0.99

5.7 Correction du second ordre

Si la fonction de mérite n’est pas différentiable en un point satisfaisant les
contraintes ¢(z,s) = 0, alors elle souffre de I'effet Maratos [55]. Dans ce cas
méme si le pas de déplacement d;, permet une convergence rapide et proche
de 'optimum, la non dérivabilité de la fonction de mérite peut entrainer une
croissance de I'objectif et de la norme des contraintes, d’otu le rejet de d. Cet

effet indésirable peut étre éliminé en ajoutant a d; un déplacement d;°° qui est
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solution du probléme (5.27) suivant
min || Jyd + c((zx, sx) + di )| (5.27)

On parle de correction du second ordre car c((xy, si) + di) = O(||de|?)
d’ot d;*¢ = O(||d||?). L'effet Maratos est détecté si le pas vertical est petit
devant le pas horizontal (voir [62, 46]). L’algorithme du second ordre est décrit

par la procédure (15) suivante

Procédure Correction du second ordre(CSO)

Choisir n7°¢, n5°¢ et n3°°

Si ((r(d) < ni*) et (loell < n5Cr) et ([Jogll < n5°[lwgl])) Alors
Calculer d;°¢ solution de (5.27)

Calculer ared;®® = ared(dy + di°°) et r°°¢ =
Si (r*°° > r(d)) Alors

dy — di*°

soc
ared;,
pred

aredy, = ared;®® et r(d) = r*°°

k—kLk+1
Fin Si
Fin Si

Fin

Algorithme 15: Correction du second ordre

Généralement on garde le rayon de confiance invariant aprés une correction
du second ordre réussi.
Finalement, la méthode SDC décrite ci-dessus produit 'algorithme 16 sui-

vant :
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Fait

Choisir €, et gt

Choisir g > 0, o >0, 09 >0, 5o > 0 et 6 €]0,1]
k=20

Tant que (E(x, Sk, k) > €10t) faire

Tant que ( E(zy, g, pu) > €,,) faire

Calculer )\ par (5.21)

Evaluer le Hessien W et le Jacobien .J
Calculer v = J'u par la procédure (14)
Calculer w = Zu par la procédure (13)
d} =v+w

Reboisser dj, en respectant (5.24)

dy, = Sdy

Evaluer oy, et calculer la fonction de mérite M (x4, sy, o)
Si (ared > npred) Alors

Thy1 = Tp + dy

Skr1 = Sk + ds

k—k+1

Evaluer le rayon de confiance 7, par la régle (5.26)

Sinon

Utiliser la procédure C'SO décrite par I’algorithme (15)
Fin Si

= Oy et €, = 0,

Algorithme 16: L’algorithme général de la méthode SDC
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5.8 Tests numériques

5.8.1 Impact du changement de variable

Nous nous intéressons dans un premier temps a I'impact du changement
que nous avons introduit sur la résolution du probléme non linéaire (5.1). Nous
avons choisi de tester les performances de notre méthode sur un ensemble de
problémes issus de la bibliothéque CUTEr [96]. Nous avons demandé & notre
code de résoudre & chaque étape le méme probléme d’abord sans la modification
(méthode 1) apportée aux conditions d’optimalité puis avec la modification
(méthode 2 du tableau (5.1)).

Trois groupes se distinguent a la fin de la minimisation :

1. L’ensemble des problémes sans contraintes d’inégalité pour lesquels les

résultats sont les mémes pour les deux méthodes.

2. L’ensemble des problémes avec contraintes d’inégalité non saturés pour
lesquels les composantes de la variable s restent raisonnablement loin de
zéro. Pour cet ensemble on remarque que les résultats sont globalement

les mémes pour les deux méthodes.

3. L’ensemble des problémes avec contraintes d’inégalité pour lesquels on
remarque que la variable s (plus précisément une de ses composantes)
s’approche de zéro. C’est manifestement cet ensemble qui nous intéresse
dans cette étude.

Ce dernier groupe se divise en deux sous-groupes. Nous remarquons que
pour un certain nombre de problémes, la variable s est certes petite mais
garde cet ordre jusqu’a la fin de la minimisation. Pour le second sous-
ensemble, la variable s tend vers zéro et ceci affecte, comme nous ’avons
prédit, le processus de la minimisation de la premiére méthode, tandis

que la deuxiéme méthode continue sa convergence.
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méthode 1 méthode 2
Probléme iter obj cc iter obj cc
AKIVA 46 6.17e+00 0.00e+-00 46 6.17e+00 0.00e+-00
ALLINITU | 44 5.74e+00 0.00e+00 44 5.74e+00 0.00e+00
ALSOTAME | 43 1.94e-01 1.11e-16 43 1.94e-01 1.11e-16
BARD 46 1.02e-02 0.00e+-00 46 1.02e-02 0.00e+00
BEALE 46 4.12e-09 0.00e+-00 46 4.12e-09 0.00e+00
BIGGS6 46 2.50e-01 0.00e+00 46 2.50e-01 0.00e+-00
BOOTH 27 0.00e+-00 9.68e-09 27 0.00e-+00 9.68e-09
BOX3 46 4.15e-04 0.00e+-00 46 4.15e-04 0.00e+00
BQP1VAR |1 6.32e-02 0.00e+-00 1 6.32e-02 0.00e+00
BQPGASIM | 1 -3.20e-06 0.00e+-00 1 -3.20e-06 0.00e+00
BRKMCC | 44 1.69e-01 0.00e+-00 44 1.69e-01 0.00e+00
BT10 46 -1.00e4-00 | 2.59e-05 46 -1.00e4-00 | 2.59e-05
BT13 46 1.68e-+02 2.41e-12 46 1.79e-+02 6.20e-12
BT1 21 -3.17e-02 1.08e-18 21 -3.17e-02 1.08e-18
BT4 46 -1.86e+01 | 7.57e-09 46 -1.86e+01 | 7.57e-09
BT9 8 -3.71e-01 7.97e-01 8 -3.71e-01 7.97e-01
CANTILVR | 46 1.38e-+00 1.16e-01 46 1.38e-+00 1.16e-01
CHACONNT1 | 46 2.00e+00 0.00e+-00 46 2.00e+00 0.00e+00
CHACONN2 | 46 2.04e+00 0.00e+00 46 2.11e+00 0.00e+00
CHANDHEQ | 46 0.00e+-00 4.00e-03 46 0.00e-+00 4.00e-03
CHEBYQAD | 1 1.72e-02 0.00e+-00 1 1.72e-02 0.00e+00
CHNROSNB | 46 5.84e-01 0.00e+-00 46 5.84e-01 0.00e+00
CLIFF 46 2.01e-01 0.00e+-00 46 2.01e-01 0.00e+00

... suite page suivante...
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... suite de la page précédente...

CLUSTER | 46 0.00e+00 4.25e-06 46 0.00e+00 4.25e-06

CUBENE 46 0.00e+-00 2.56e-01 46 0.00e+-00 2.56e-01

DECONVU | 46 1.81e-03 0.00e+-00 46 1.81e-03 0.00e+00

DENSCHNA | 23 8.91e-17 0.00e+-00 23 8.91e-17 0.00e+00

DENSCHNB | 20 1.29e-17 0.00e+-00 20 1.29e-17 0.00e+00

DENSCHNC | 36 9.25e-19 0.00e+-00 36 9.25e-19 0.00e+00

DENSCHND | 46 8.76e-08 0.00e+00 46 8.76e-08 0.00e+00

DENSCHNE | 46 9.99¢-01 0.00e+-00 46 9.99¢-01 0.00e+00

DENSCHNF | 24 9.32e-22 0.00e+-00 24 9.32e-22 0.00e+-00

EG1 1 1.41e-01 9.63e-01 1 1.41e-01 9.63e-01

EIGMAXB | 10 -4.84e-01 1.83e-01 10 -4.84e-01 1.83e-01

EIGMINB 10 4.84e-01 1.83e-01 10 4.84e-01 1.83e-01

ERRINROS | 46 4.02e+-01 0.00e+00 46 4.02e+-01 0.00e+00

EXTRASIM |1 4.64e-01 9.36e-01 1 4.64e-01 9.36e-01
GOTTFR | 46 0.00e+00 1.80e-02 46 0.00e+00 1.80e-02
HATFLDA |1 2.85e+00 0.00e+00 4 8.96e-01 0.00e+-00

HATFLDD | 46 3.30e-03 0.00e+00 46 3.30e-03 0.00e+00

HATFLDE | 46 1.46e-01 0.00e+00 46 1.46e-01 0.00e+00

HELIX 46 3.32e-03 0.00e+00 46 3.32e-03 0.00e+00

HILBERTA | 29 8.00e-16 0.00e+00 29 8.00e-16 0.00e+00

HIMMELBA | 36 0.00e+-00 9.82¢-09 36 0.00e-+00 9.82¢-09

HIMMELBB | 7 8.42e-23 0.00e+-00 7 8.42e-23 0.00e+00

HIMMELBC | 15 0.00e+-00 9.15e-09 15 0.00e-+00 9.15e-09

HIMMELBE | 45 0.00e+-00 9.95e-09 45 0.00e-+00 9.95e-09

... suite page suivante...
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... suite de la page précédente...
HIMMELBG | 18 1.58e-18 0.00e+00 18 1.58e-18 0.00e+-00
HIMMELBH | 23 -1.00e+00 | 0.00e+00 23 -1.00e+00 | 0.00e+00
HIMMELP2 | 5 8.60e+-01 0.00e+00 5 8.60e-+01 0.00e+00
HIMMELP4 | 46 -7.91e+00 | 0.00e+00 46 -7.91e+00 | 0.00e+00
HS10 46 -2.62e+03 | 1.84e+07 1 -2.00e+01 | 5.99e+02
HS110 2 -4.55e+01 | 0.00e+00 2 -4.55e+01 | 0.00e+00
HS11 2 -1.96e+01 | 5.35e+01 1 -2.50e+01 | 2.39e+01
HS15 9 1.03e+08 2.50e+02 1 3.00e-+02 1.24e+4-00
HS16 1 6.52e+02 1.40e+-00 1 6.52e+02 1.40e+-00
HS18 2 6.54e+-00 4.56e+01 1 1.22e+01 1.29e+-01
HS22 1 2.23e+01 0.00e+00 1 1.76e+00 1.16e-04
HS25 1 3.28e+01 0.00e+00 1 3.28e+01 0.00e+00
HS29 2 -1.00e+00 | 0.00e+00 2 -1.00e+00 | 0.00e+00
HS34 46 -3.83e-04 0.00e+00 46 -3.83e-04 0.00e+00
HS39 8 -3.71e-01 7.97e-01 8 -3.71e-01 7.97e-01
HS41 3 1.85e+-00 2.68e-01 3 1.85e+4-00 2.68e-01
HS44 11 -8.91e-02 1.43e-02 17 2.01e-05 3.21e-05
HS45 4 8.47e-01 5.43e-01 4 8.47e-01 5.43e-01
HS1 46 9.09e-+02 0.00e+00 46 9.09e-+02 0.00e+00
HS53 1 6.00e+00 6.90e+00 1 6.00e+00 6.90e+00
HS55 9 6.67e+00 1.46e-01 9 6.67e-+00 1.46e-01
HS60 13 4.45e+00 1.02e-06 13 4.45e+00 1.02e-06
HS66 46 5.80e-01 0.00e+-00 46 5.80e-01 0.00e+00
HS66 46 5.80e-01 0.00e+-00 46 5.80e-01 0.00e+00

... suite page suivante...
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... suite de la page précédente...
HS7 46 -1.73e+00 | 1.16e-11 46 -1.73e+00 | 1.16e-11
HS80 21 5.90e-02 1.77e+4-00 21 5.90e-02 1.77e+400
HS81 29 5.69e-02 2.00e-02 29 5.69e-02 2.00e-02
HS88 1 5.01e-01 1.42e-01 1 5.01e-01 1.42e-01
HS8 17 -1.00e+00 | 2.19e-09 17 -1.00e+00 | 2.19e-09
HYPCIR 20 0.00e+-00 8.76e-09 20 0.00e-+00 8.76e-09
KIWCRESC | 2 2.42e+00 1.08e-+00 6 2.06e+00 1.13e-02
KOWOSB | 46 4.36e-04 0.00e+-00 46 4.36e-04 0.00e+00
MANCINO | 37 5.54e-22 0.00e+-00 37 5.54e-22 0.00e+00
MARATOSB | 46 9.96e-01 0.00e+-00 46 9.96e-01 0.00e+00
MARATOS | 46 -9.97e-01 9.79%-11 46 -9.97e-01 9.79%-11
METHANBS | 46 0.00e+00 1.61e-01 46 0.00e+00 1.61e-01
MIFFLIN2 |9 2.87e-01 5.70e-01 4 1.58e+-00 1.70e-01
MINSURF | 3 1.00e-+00 8.15e-03 3 1.00e-+00 8.15e-03
PALMERAC | 36 2.13e+00 0.00e+00 36 2.13e+00 0.00e+00
PORTFL1 |2 2.45e-02 4.08e-11 2 2.45e-02 4.08e-11
PORTFL2 |2 3.43e-02 4.08e-11 2 3.43e-02 4.08e-11
PORTFL3 |2 3.90e-02 4.08e-11 2 3.90e-02 4.08e-11
PORTFL4 | 2 3.05e-02 4.08e-11 2 3.05e-02 4.08e-11
PORTFL6 | 2 3.00e-02 4.08e-11 2 3.00e-02 4.08e-11
POWELLSQ | 46 0.00e+-00 6.82e-02 46 0.00e-+00 6.82e-02
PRODPLO |0 0.00e-+00 3.33e+00 0 0.00e-+00 3.33e+00
PSPDOC 1 3.82e+-01 0.00e+00 1 3.82e+01 0.00e+00
RECIPE 46 0.00e+-00 2.41e-04 46 0.00e-+00 2.41e-04

... suite page suivante...
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... suite de la page précédente...
ROSENBR, | 46 1.44e-03 0.00e+00 46 1.44e-03 0.00e+-00
5268 1 1.20e+-04 5.32e-06 1 1.20e+-04 5.32e-06
S277-280 1 2.44e+00 9.24e-01 1 2.44e+00 9.24e-01
5308 22 7.73e-01 0.00e+00 22 7.73e-01 0.00e+00
SENSORS | 46 -2.02e+03 | 0.00e+00 46 -2.02e+03 | 0.00e+00
SIMPLLPA | 46 -7.43e+02 | 1.27e+03 1 -2.37e-02 8.17e-01
SIMPLLPB | 46 -4.00e+03 | 4.92e+03 1 1.03e+-00 2.32e-01
SISSER 19 2.10e-12 0.00e+-00 19 2.10e-12 0.00e+00
SUPERSIM | 1 4.35e-01 2.79e-01 1 4.35e-01 2.79e-01
SYNTHES1 | 3 3.31e+-00 6.66e-01 2 1.00e-+01 7.17e-05
SYNTHES2 | 0 1.42e+02 1.00e+00 0 1.42e+02 1.00e+-00
TOINTPSP | 46 2.26e+02 0.00e+00 46 2.26e+02 0.00e+00
TRY-B 46 0.00e+-00 8.20e-06 46 0.00e+-00 8.20e-06
TWOBARS | 33 2.07e+00 1.86e-04 46 2.89e+00 8.55e-02
VANDERM1 | 13 0.00e+00 4.94e-01 13 0.00e+00 4.94e-01
VANDERM2 | 13 0.00e+-00 4.94e-01 13 0.00e+00 4.94e-01
WATSON | 46 3.10e-03 0.00e+00 46 3.10e-03 0.00e+00
ZANGWIL2 | 11 -1.82e+01 | 0.00e+00 11 -1.82e+01 | 0.00e+00
ZANGWIL3 | 21 0.00e+-00 9.53e-09 21 0.00e+-00 9.53e-09
ZECEVIC2 | 12 -2.27e-01 2.16e-02 12 -2.27e-01 2.16e-02
ZECEVIC4 | 46 3.60e-+01 2.00e+-00 26 3.96e-+01 2.51e-02

TAB. 5.1: Effet du changement de la variable sur un en-

semble de problémes de la bibliothéeque CUTEr
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Notons que iter désigne le nombre d’itérations, obj est la valeur optimale

de la fonction objectif et cc est le défaut de réalisabilité du probléme pénalisé :

cc = max{||h(z)|oo, [|g(z) + S|l }

Nous remarquons que les deux méthodes ne réagissent pas de la méme
facon pour certains problémes, c’est le cas des problémes : BT13, CHACONN2,
HS10, HS11, HS15, HS18, HS22, HS44, KIWCRESC, MIFFLIN2,SIMPLLPA,
SIMPLLPB, SYNTHES1 et ZECEVICA4, pour lesquels, on remarque que cc est
loin d’étre proche de zéro, et que le nombre d’itérations atteint son maximum
46. Ce plafond est pris implicitement a ce niveau a cause de la réduction de
la variable de pénalisation, en effet a chaque itération u est dévissée par 5 et
comme nous avons imposé dans notre programme le test d’arrét y > p. = 10732
alors &% ~ 71107 d’ou, si la valeur initial 1o est égal a 1 alors le nombre
maximal d’itérations est 45 et si p est initialement égale & 10 alors le nombre
maximal d’itérations est 46. En fait dans cette premiére étude on s’intéresse
plus a la réaction des deux méthodes face au changement de variable qu’a la
précision de la valeur optimale, d’ailleurs les études suivantes montrent que ce
plafond n’est pas nécessairement le mieux adapté, nous corrigerons ceci par la
prise de ji. plus petit que 10732 ou d’utiliser des fractions moins fortes que la
divisions par 5 qui est prise dans notre étude.

Remarquons aussi que deux problémes (BT13 et CHACONN?2) réagissent
mieux a la méthode 1 qu’a la résolution par la méthode 2, et que les problémes
HS10, HS11, HS15 et HS18 produisent des itérés non réalisables mais que pour
ces quatre problémes, les points “optimaux” produits par la méthode 2 sont
meilleurs que ceux produits par la méthode 1.

Un affichage plus exhaustif nous permet de mieux comprendre ces résultats

(voir tableau (5.2)).
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Méthode | Probléme iter  obj |h| lg + s| Smin r 1
Méthode 1 | BT13 46 1.68e+02 2.41e-12 7.02e+00 1.75e+02 1.49e+01 7.04e-32
Méthode 2 | BT13 46 1.79e4+02 6.20e-12 4.52e+00 1.75e+02 1.72e4+01 7.04e-32
Méthode 1 | CHACONNZ 46 2.04e+00 0.00e+00 8.72e-10 3.13e-04 8.08e-08 7.04e-32
Méthode 2 | CHACONNZ 46 2.11e+00 0.00e+00 1.82e-09 2.37e-10 1.38e-08 7.04e-32
Méthode 1 | HS10 46 -2.62e+03 0.00e+00 1.84e+07 1.12e-108 7.00e+01 7.04e-32
Méthode 2 | HS10 1 -2.00e4+01 0.00e+00 5.99e+402 3.93e-05 4.51e-19 2.00e+00
Méthode 1 | HS11 2 -1.96e+01 0.00e4+00 5.35e+01 1.96e-07 4.79e-19 4.00e-01
Méthode 2 | HS11 1 -2.50e4+01 0.00e+00 2.39e401 3.93e-05 6.71e-19 2.00e+00
Méthode 1 | HS15 9 1.03e+08 0.00e4+00 2.51e+02 2.87e-01 1.73e-19 5.12e-06
Méthode 2 | HS15 1 3.00e+02 0.00e+00 1.24e400 2.61e-03 7.79e-19 2.00e+00
Méthode 1 | HS18 2 6.54e+00 0.00e4+00 5.38e+01 6.54e-06 2.71e-19 4.00e-01
Méthode 2 | HS18 1 1.22e+01 0.00e+00 1.29e401 6.55e-06 1.68e-19 2.00e+00
Méthode 1 | HS22 1 2.23e+01 0.00e+00 5.46e-01  1.96e-05 1.97e-19 2.00e+00
Méthode 2 | HS22 1 1.76e+00 0.00e+00 7.92e-01 1.96e-05 1.84e-19 2.00e+00
Méthode 1 | HS44 11 -8.91e-02 0.00e+00 2.03e-02 3.93e-06 1.88e-19 2.05e-07
Méthode 2 | HS44 17 2.01e-05 0.00e+00 8.18e-04 7.86e-04 9.03e-19 1.31e-11
Méthode 1 | KIWCRESC| 2 2.42e+00 0.00e+00 1.86e+00 2.28e-05 6.99e-19 4.00e-01
Méthode 2 | KIWCRESC| 6  2.06e+00 0.00e+00 1.17e-01  2.19e-05 9.54e-19 6.40e-04
Méthode 1 | MIFFLIN2 | 9  2.87e-01 0.00e+00 6.39e-01 1.64e-03 1.85e-19 5.12e-06
Méthode 2 | MIFFLIN2 | 4 1.58¢+00 0.00e+00 8.19e-01  7.75e-05 1.94e-19 1.60e-02
Méthode 1 | SIMPLLPA | 46 -7.43e+02 0.00e+00 1.27e403 2.79e-109 1.75e+01 7.04e-32
Méthode 2 | SIMPLLPA | 1 -2.37e-02 0.00e+00 9.02e-01 9.82e-06 7.67e-19 2.00e+00
Méthode 1 | SIMPLLPB | 46 -4.00e+03 0.00e+00 4.92e+03 2.23e-109 7.00e+01 7.04e-32
Méthode 2 | SIMPLLPB | 1 1.03e+00 0.00e+00 4.04e-01  7.86e-06 7.26e-19 2.00e+00

... suite page suivante...
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... suite de la page précédente...

Méthode 1 | SYNTHES1 | 3 3.31e+00 0.00e+00 1.20e+00 2.18e-06 7.89e-19 8.00e-02
Méthode 2 | SYNTHES1 | 2 1.00e+01 0.00e+00 5.70e-04 4.36e-04 1.63e-19 4.00e-01
Méthode 1 | ZECEVIC4 | 46 3.60e+01 0.00e+00 2.01e400 7.36e-20 4.36e+00 7.04e-32
Méthode 2 | ZECEVIC4 | 26 3.96e+01 0.00e+00 3.29e-02 1.05e-06 6.89e-19 6.71e-18
TAB. 5.2: Quand une composante de S s’approche de zéro
le modéle explose.
Dans ce tableau |h| = ||h(2)|le, |9 + 5| = ||g(x) + s||oc Teprésentent res-

pectivement le défaut de réalisabilité par rapport aux contraintes d’egalités et
d’inégalités et sy, = min{s;, @ =1,...,m} la plus petite composante de la
variable s & un instant donné (ici c’est I'instant final).

Les résultats du tableau (5.2) montrent que dans tous les cas, la contrainte
d’égalité est bien traitée ceci rejoint les remarques de Morales, Nocedal, Waltz,
Liu et Goux [59] concernant les problémes d’égalité. La méthode semble fonc-
tionner trop bien avec des contraintes d’égalité. La deuxiéme remarque est que
dans le cas ou la réalisabilité fait défaut correspond a chaque fois & une valeur
Smin tendant vers zéro. Les tableaux (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8) et
(5.9) montrent que la situation s’aggrave a chaque itération, Sy, — 0, du fait
que le modéle pénalisé est dominé par la partie dépendant de s, ce qui pousse
le pas de déplacement & vouloir minimiser s plutdt que f(z) ou c¢(x). Quant a
la fonction de mérite, elle est unidimensionnelle, et elle n’a pas le potentiel de
lutter contre ce phénoméne. En effet la fonction de mérite controle la progres-
sion entre deux itérations successives. Cette progression est assurée puisque la
minimisation de s minimiserait la fonction de mérite. Or les conditions d’opti-

malité ne sont pas satisfaites et s continue a tendre vers zéro sans ’atteindre,
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ce qui implique que la méthode est dans ce cas infinie, dans les expériences
reportées au tableau (5.2) la méthode s’arréte si p devient trop petit de 1’ordre
de 10732 ou si le rayon de la région de confiance est restreint a ’ordre de 10~%.

Nous remarquons que le rayon de confiance est assez restreint pour la mé-
thode 2 (excepté pour les problémes BT13 et CHACONN2). Le rayon de
confiance dépend dans sa progression de la qualité de réduction r(d) et s'il
arrive que cette quantité est inférieure a 7; (voir la régle (5.26)) au voisinage
d’un point stationnaire alors ||d|| devient trés petit et la valeur de r chute
sans pouvoir se remettre réellement. Il est clair que la régle (5.26) améliore, au

mieux, le rayon de confiance par
Tr1 = max(rg, az||dyl|)

avec oy = 5.
Cette remarque nous a poussé a essayer des valeur plus avantageuses pour

r dans le cas ou r(d) > 7y :
Try1 = max(10rg, aol|dgl|)

Dans I’étude de Byrd [9], on trouve la réévaluation suivante
1. Sir(d) < n alors 141 € [0.17%, 0.57].

2. Sinon

Tk Si n<r(d) <03
Tr+1 = max(2|dgl[,rg) Si 0.3 <r(d) <0.9 (5.28)
max(7||dg||, %) Si r(d) > 0.9

avec 1 = 1078,

Dans la thése de Jonsson on trouve pour son algorithme PTR [46] la mise a
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jour suivante :

1. Sir(d) <y alors on prend 7411 €]0, wr]

2. Sinon
€lwrg, e[ Siom < r(d) <
Tk+1 = (529)
> Si r(d) > 19
puis 7511 = max(Tmin, Tk+1) OU 7o est la valeur initiale du rayon de

confiance, ry;, €]0,70] et w €0, 1[.

Jonsson cible par cette régle qu'un bon itéré ne puisse pas hériter un mauvais
rayon de confiance (trop petit) provenant d’'un mauvais itéré.

Reste a dire que le probléme pénalisé, ne pénalise pas directement les
contraintes d’inégalité mais la variable s et pousse g(z) + s & tendre vers
zéro, comme s’il s’agissait d’'une contrainte d’égalité, avec la différence que les
multiplicateurs de Lagrange sont pris positifs, ce qui rappelle qu’il s’agit bel
et bien de contraintes d’inégalité. Ceci a pour conséquence que le phénoméne
que nous avons décrit ci-dessus peut se produire si s tend vers zéro sans pour
autant que la contrainte d’inégalité ne soit saturée. Dans ce cas, le probléme

peut étre contourné en prenant

S; = maX(Si, —gz‘(x))

Nous retrouvons ce pas dans les algorithmes de Jonsson [46].

itef  obj |h| lg + s| Smin KKT r i

0 | -2.00e+01 | 0.00e+00 | 5.99e+02 | 7.86e-03 | 5.99e+02 | 7.00e+01 | 1.00e+01

1 | -2.00e+01 | 0.00e+00 | 5.99e+02 | 3.93e-05 | 5.99e+02 | 7.00e+01 | 2.00e+00

2 | -2.57e+01 | 0.00e+00 | 1.40e4+03 | 1.96e-07 | 1.40e+03 | 7.00e+01 | 4.00e-01
... suite page suivante...
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3 | -3.39e+01 | 0.00e+00 | 3.20e+03 | 9.82e-10 | 3.20e+03 | 7.00e+01 | 8.00e-02
4 | -4.72e+01 | 0.00e+00 | 7.21e+03 | 4.91e-12 | 7.21e+03 | 7.00e+01 | 1.60e-02
5 |-6.93e+01 | 0.00e+00 | 1.62e+404 | 2.46e-14 | 1.62e+04 | 7.00e+01 | 3.20e-03
6 | -1.05e+02 | 0.00e+00 | 3.65e+04 | 1.23e-16 | 3.65e+04 | 7.00e+01 | 6.40e-04
7 | -1.64e+02 | 0.00e+00 | 8.22e4+04 | 6.14e-19 | 8.22e+04 | 7.00e+01 | 1.28e-04
8 | -2.27e+02 | 0.00e+00 | 1.51e+05 | 3.07e-21 | 1.51e+05 | 7.00e+01 | 2.56e-05
9 | -2.90e+02 | 0.00e+00 | 2.41e+05 | 1.53e-23 | 2.41e+05 | 7.00e+01 | 5.12e-06
10 | -3.53e+02 | 0.00e+00 | 3.53e+05 | 7.67e-26 | 3.53e+05 | 7.00e+01 | 1.02e-06
11 | -4.16e+02 | 0.00e+00 | 4.85e+05 | 3.84e-28 | 4.85e+05 | 7.00e+01 | 2.05e-07
12 | -4.79e+02 | 0.00e+00 | 6.38e+05 | 1.92e-30 | 6.38e+05 | 7.00e+01 | 4.10e-08
13 | -5.42e+02 | 0.00e+00 | 8.13e+05 | 9.59e-33 | 8.13e+05 | 7.00e+01 | 8.19e-09
14 | -6.05e+02 | 0.00e+00 | 1.01e+06 | 4.80e-35 | 1.01e+06 | 7.00e-+01 | 1.64e-09
15 | -6.68e+02 | 0.00e+00 | 1.22e+06 | 2.40e-37 | 1.22e+06 | 7.00e+01 | 3.28e-10
16 | -7.31e+02 | 0.00e400 | 1.46e+06 | 1.20e-39 | 1.46e+06 | 7.00e+01 | 6.55e-11
17 | -7.94e+02 | 0.00e+00 | 1.72e+06 | 5.99e-42 | 1.72e+406 | 7.00e+01 | 1.31le-11
18 | -8.57e+02 | 0.00e+00 | 2.00e+06 | 3.00e-44 | 2.00e+06 | 7.00e+01 | 2.62e-12
19| -9.19e+02 | 0.00e+00 | 2.30e+06 | 1.50e-46 | 2.30e+-06 | 7.00e+01 | 5.24e-13
20 | -9.82e+02 | 0.00e+00 | 2.62e4+06 | 7.49e-49 | 2.62e+06 | 7.00e+01 | 1.05e-13
21 | -1.05e+03 | 0.00e+00 | 2.97e4+06 | 3.75e-51 | 2.97e+06 | 7.00e+01 | 2.10e-14
22 | -1.11e+03 | 0.00e+00 | 3.33e+06 | 1.87e-53 | 3.33e+06 | 7.00e+01 | 4.19e-15
23 | -1.17e+03 | 0.00e+00 | 3.72e4+06 | 9.37e-56 | 3.72e+06 | 7.00e+01 | 8.39e-16
24 | -1.23e+03 | 0.00e+00 | 4.13e+406 | 4.68e-58 | 4.13e+06 | 7.00e+01 | 1.68e-16
25 | -1.30e+03 | 0.00e+00 | 4.55e+06 | 2.34e-60 | 4.55e+06 | 7.00e+01 | 3.36e-17
26 | -1.36e+03 | 0.00e+00 | 5.00e4+06 | 1.17e-62 | 5.00e+06 | 7.00e+01 | 6.71e-18
27 | -1.42e+03 | 0.00e+00 | 5.47e4+06 | 5.85e-65 | 5.47e+06 | 7.00e+01 | 1.34e-18

... suite page suivante...
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28 | -1.49e+03 | 0.00e+00 | 5.96e+4-06 | 2.93e-67 | 5.96e+06 | 7.00e+01 | 2.68e-19
29 | -1.55e+03 | 0.00e+00 | 6.48e+406 | 1.46e-69 | 6.48e+06 | 7.00e+01 | 5.37e-20
30 | -1.61e+03 | 0.00e+00 | 7.01e+06 | 7.32e-72 | 7.01e+06 | 7.00e+01 | 1.07e-20
31 | -1.67e+03 | 0.00e+00 | 7.56e+06 | 3.66e-74 | 7.56e+06 | 7.00e+01 | 2.15e-21
32 | -1.74e+03 | 0.00e+00 | 8.14e+06 | 1.83e-76 | 8.14e+06 | 7.00e+01 | 4.29e-22
33 | -1.80e+03 | 0.00e+00 | 8.74e+06 | 9.15e-79 | 8.74e+06 | 7.00e+01 | 8.59e-23
34 | -1.86e+03 | 0.00e+00 | 9.35e+06 | 4.57e-81 | 9.35e+06 | 7.00e+01 | 1.72e-23
35 | -1.93e+03 | 0.00e+00 | 9.99e+06 | 2.29e-83 | 9.99e+06 | 7.00e+01 | 3.44e-24
36 | -1.99e+03 | 0.00e+00 | 1.07e+07 | 1.14e-85 | 1.07e+07 | 7.00e+01 | 6.87e-25
37 | -2.05e+03 | 0.00e+00 | 1.13e+07 | 5.72e-88 | 1.13e+07 | 7.00e+01 | 1.37e-25
38 | -2.12e+03 | 0.00e+00 | 1.20e+07 | 2.86e-90 | 1.20e+07 | 7.00e+01 | 2.75e-26
39 | -2.18e+03 | 0.00e+00 | 1.28e+07 | 1.43e-92 | 1.28e+07 | 7.00e+01 | 5.50e-27
40 | -2.24e+03 | 0.00e+00 | 1.35e+07 | 7.15e-95 | 1.35e+07 | 7.00e+01 | 1.10e-27
41 | -2.30e+03 | 0.00e+00 | 1.43e+07 | 3.57e-97 | 1.43e+07 | 7.00e+01 | 2.20e-28
42 | -2.37e+03 | 0.00e+00 | 1.51e+07 | 1.79e-99 | 1.51e+07 | 7.00e+01 | 4.40e-29
43 | -2.43e+03 | 0.00e+00 | 1.59e+07 | 8.93e-102 | 1.59e+07 | 7.00e+01 | 8.80e-30
44 | -2.49e+03 | 0.00e+00 | 1.67e+07 | 4.47e-104 | 1.67e+07 | 7.00e+01 | 1.76e-30
45 | -2.56e+03 | 0.00e+00 | 1.75e+07 | 2.23e-106 | 1.75e+07 | 7.00e+01 | 3.52e-31
46 | -2.62e+03 | 0.00e+00 | 1.84e+07 | 1.12e-108 | 1.84e+07 | 7.00e+01 | 7.04e-32
TAB. 5.3: Résolution du probléme HS10 par la méthode 1.

itey  obj |h| lg + s Smin KKT r i

0 |9.09e+02 | 0.00e+00 | 3.00e+00 | 2.62e-03 | 1.92e+03 | 7.00e+01 | 1.00e+01
1 | 3.00e+02 | 0.00e+00 | 1.24e+00 | 2.61e-03 | 1.24e+00 | 7.00e+02 | 2.00e+00
2 | 5.12e+02 | 0.00e+00 | 1.37e+00 | 1.31e-05 | 1.37e+00 | 7.00e+02 | 4.00e-01
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3 | 3.45e+03 | 0.00e+00 | 2.35e+00 | 3.08e-07 | 2.35e+00 | 7.00e+02 | 8.00e-02

3 | 6.55e+04 | 0.00e+00 | 4.95e+00 | 3.51e-08 | 8.09e+02 | 7.00e+02 | 1.60e-02

5 | 9.73e+05 | 0.00e+00 | 1.11e+01 | 2.06e-05 | 1.22e+05 | 7.00e+02 | 3.20e-03

6 | 8.21e+06 | 0.00e+00 | 2.70e+01 | 1.41e-02 | 1.23e+06 | 7.00e+02 | 6.40e-04

7 | 1.64e+07 | 0.00e+00 | 1.00e+02 | 7.07e-05 | 3.12e+06 | 7.00e+02 | 1.28e-04

8 | 1.83e+07 | 0.00e+00 | 1.13e+02 | 4.09e-04 | 6.79e+05 | 7.00e+02 | 2.56e-05

9 | 1.03e+08 | 0.00e+00 | 2.50e+02 | 2.87e-01 | 4.02e+06 | 7.00e+02 | 5.12e-06
TAB. 5.4: Résolution du probléme HS15 par la méthode 1.

itey  obj |h| lg + s Smin KKT r i

0 |9.09e+02 | 0.00e+00 | 3.00e+00 | 2.62e-03 | 1.92e+03 | 7.00e+01 | 1.00e+01

1 | 3.00e+02 | 0.00e+00 | 1.24e+00 | 2.61e-03 | 1.24e+4-00 | 7.00e+01 | 2.00e+00
TAB. 5.5: Résolution du probléme HS15 par la méthode 2.

itef  ob] |h| lg + s| Smin KKT r i

0 3.00e-01 | 0.00e+00 | 1.20e+00 | 1.96e-03 | 1.20e+00 | 7.00e+01 | 1.00e+01

1 | -2.37e-02 | 0.00e+00 | 8.17e-01 | 9.82e-06 | 8.17e-01 | 1.75e+01 | 2.00e-+00

2 | -1.23e+00 | 0.00e+00 | 1.90e400 | 4.91e-08 | 1.90e+00 | 1.75e+01 | 4.00e-01

3 | -3.08e+00 | 0.00e+00 | 3.57e+00 | 2.46e-10 | 3.57e+00 | 1.75e+01 | 8.00e-02

4 | -2.63e+00 | 0.00e+00 | 2.82e+00 | 1.23e-12 | 2.82e+00 | 1.75e+01 | 1.60e-02

5 | 4.84e+00 | 0.00e+00 | 8.17e+00 | 6.14e-15 | 8.17e+00 | 1.75e+01 | 3.20e-03

6 | 1.16e+01 | 0.00e+00 | 1.87e+01 | 3.07e-17 | 1.87e+01 | 1.75e+01 | 6.40e-04

7 | 1.54e+01 | 0.00e+00 | 3.11e+01 | 1.53e-19 | 3.11e+01 | 1.75e+01 | 1.28e-04

8 | 8.98e+00 | 0.00e+00 | 5.20e+01 | 7.67e-22 | 5.20e+01 | 1.75e+01 | 2.56e-05

9 | -1.08e+01 | 0.00e+00 | 8.54e+01 | 3.84e-24 | 8.54e+01 | 1.75e+01 | 5.12e-06

... suite page suivante...
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10 | -2.88e+01 | 0.00e+00 | 1.17e+02 | 1.92e-26 | 1.17e+02 | 1.75e+01 | 1.02e-06
11 | -5.01e+01 | 0.00e+00 | 1.51e+02 | 9.59e-29 | 1.51e+02 | 1.75e+01 | 2.05e-07
12 | -6.78e¢+01 | 0.00e4-00 | 1.83e+02 | 4.80e-31 | 1.83e+02 | 1.75e+01 | 4.10e-08
13 | -8.95e+01 | 0.00e4-00 | 2.17e+02 | 2.40e-33 | 2.17e+02 | 1.75e+01 | 8.19e-09
14 | -1.06e+02 | 0.00e+00 | 2.48e+02 | 1.20e-35 | 2.48e¢+02 | 1.75e+01 | 1.64e-09
15| -1.29e+02 | 0.00e+00 | 2.81e+02 | 5.99e-38 | 2.81e+02 | 1.75e+01 | 3.28e-10
16 | -1.45e+02 | 0.00e+00 | 3.11e+02 | 3.00e-40 | 3.11e+02 | 1.75e+01 | 6.55e-11
17 | -1.69e+02 | 0.00e+-00 | 3.44e+02 | 1.50e-42 | 3.44e+402 | 1.75e+01 | 1.31e-11
18 | -1.86e+02 | 0.00e4-00 | 3.75e+02 | 7.49e-45 | 3.75e+02 | 1.75e+01 | 2.62e-12
19| -2.09e+02 | 0.00e+00 | 4.09e+02 | 3.75e-47 | 4.09e+02 | 1.75e+01 | 5.24e-13
20 | -2.25e+02 | 0.00e+00 | 4.39e+4-02 | 1.87e-49 | 4.39e+02 | 1.75e+01 | 1.05e-13
21 | -2.48e+02 | 0.00e+00 | 4.72e4+02 | 9.37e-52 | 4.72e+02 | 1.75e+01 | 2.10e-14
22 | -2.65e+02 | 0.00e+00 | 5.02e4+02 | 4.68e-54 | 5.02e+02 | 1.75e+01 | 4.19e-15
23 | -2.88e+02 | 0.00e+00 | 5.36e402 | 2.34e-56 | 5.36e+02 | 1.75e+01 | 8.39e-16
24 | -3.04e+02 | 0.00e+00 | 5.66e+402 | 1.17e-58 | 5.66e+02 | 1.75e+01 | 1.68e-16
25 | -3.28e+02 | 0.00e+00 | 5.99e+02 | 5.85e-61 | 5.99e+02 | 1.75e+01 | 3.36e-17
26 | -3.44e+02 | 0.00e+00 | 6.29e+402 | 2.93e-63 | 6.29e+02 | 1.75e+01 | 6.71e-18
27 | -3.68e+02 | 0.00e+00 | 6.63e+402 | 1.46e-65 | 6.63e+02 | 1.75e+01 | 1.34e-18
28 | -3.84e+02 | 0.00e+00 | 6.93e+02 | 7.32e-68 | 6.93e+02 | 1.75e+01 | 2.68e-19
29 | -4.08e+02 | 0.00e+00 | 7.26e+02 | 3.66e-70 | 7.26e+02 | 1.75e+01 | 5.37e-20
30 | -4.25e+02 | 0.00e+00 | 7.57e+02 | 1.83e-72 | 7.57e+02 | 1.75e+01 | 1.07e-20
31 | -4.47e+02 | 0.00e+00 | 7.90e+02 | 9.15e-75 | 7.90e+02 | 1.75e+01 | 2.15e-21
32 | -4.63e+02 | 0.00e+00 | 8.20e+02 | 4.57e-77 | 8.20e+02 | 1.75e+01 | 4.29e-22
33 | -4.87e+02 | 0.00e+00 | 8.53e+02 | 2.29e-79 | 8.53e+02 | 1.75e+01 | 8.59e-23
34 | -5.05e+02 | 0.00e+00 | 8.84e+02 | 1.14e-81 | 8.84e+02 | 1.75e+01 | 1.72e-23

... suite page suivante...
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35 | -5.27e+02 | 0.00e+00 | 9.18e+02 | 5.72e-84 | 9.18e+02 | 1.75e+01 | 3.44e-24
36 | -5.44e+02 | 0.00e+00 | 9.49e+02 | 2.86e-86 | 9.49e+02 | 1.75e+01 | 6.87e-25
37 | -5.67e+02 | 0.00e+00 | 9.82e+02 | 1.43e-88 | 9.82e+02 | 1.75e+01 | 1.37e-25
38 | -5.83e+02 | 0.00e+00 | 1.01e+03 | 7.15e-91 | 1.01e+03 | 1.75e+01 | 2.75e-26
39 | -6.07e+02 | 0.00e+00 | 1.05e+03 | 3.57e-93 | 1.05e+03 | 1.75e+01 | 5.50e-27
40 | -6.24e+02 | 0.00e+00 | 1.08e+03 | 1.79e-95 | 1.08e+03 | 1.75e+01 | 1.10e-27
41 | -6.47e+02 | 0.00e+00 | 1.11e+03 | 8.93e-98 | 1.11e+03 | 1.75e+01 | 2.20e-28
42 | -6.62e+02 | 0.00e+00 | 1.14e+03 | 4.47e-100 | 1.14e+03 | 1.75e+01 | 4.40e-29
43 | -6.87e+02 | 0.00e+00 | 1.17e+03 | 2.23e-102 | 1.17e+03 | 1.75e+01 | 8.80e-30
44 | -7.04e+02 | 0.00e+00 | 1.20e+03 | 1.12e-104 | 1.20e+03 | 1.75e+01 | 1.76e-30
45 | -7.27e+02 | 0.00e+00 | 1.24e+03 | 5.58e-107 | 1.24e+03 | 1.75e+01 | 3.52e-31
46 | -7.43e+02 | 0.00e+00 | 1.27e+03 | 2.79e-109 | 1.27e+03 | 1.75e+01 | 7.04e-32
TAB. 5.6: Résolution du probléme SIMPLLPA par la mé-
thode 1.

itef  obj |h| lg + s| Smin KKT r o

0 | 3.00e-01 | 0.00e+00 | 1.20e+00 | 1.96e-03 | 1.20e+00 | 7.00e+01 | 1.00e+01

1 | -2.37e-02 | 0.00e+00 | 9.02e-01 | 9.82e-06 | 8.17e-01 | 1.75e+01 | 2.00e+-00

TAB. 5.7: Résolution du probléme SIMPLLPA par la mé-
thode 2.
iter]  obj |h| lg + s Smin KKT r ]
0 | 1.61e+02 | 0.00e+00 | 3.00e+00 | 1.31e-03 | 9.17e+00 | 7.00e+01 | 1.00e+01

... suite page suivante...
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1.26e+02
6.45e+-01
3.79e+01
3.10e+-01
3.26e+-01
3.51e+01
3.58e-+01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e-+01
3.60e-+01

0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00

2.36e+4-00
6.94e-01

2.89e-01

1.03e+-00
1.64e+00
1.92e+00
1.99e-+00
2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e-+00
2.00e-+00
2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e-+00
2.00e-+00
2.00e-+00
2.00e-+00
2.00e-+00
2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e-+00
2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e+-00

1.31e-03
6.54e-06
3.27e-08
1.64e-10
8.18e-13
4.09e-15
2.05e-17
1.02e-19
7.42e-20
7.40e-20
7.40e-20
7.39e-20
7.38e-20
7.38e-20
7.38e-20
7.38e-20
7.37e-20
7.37e-20
7.37e-20
7.37e-20
7.37e-20
7.37e-20
7.37e-20
7.37e-20
7.37e-20

1.43e+01
1.12e+01
6.32e-+00
2.32e+00
4.43e+-00
6.69e-+00
7.19e+00
7.26e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00

7.00e+01
4.36e+00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+00
4.36e+00
4.36e-+00
4.36e+00
4.36e-+00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+00
4.36e+00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+00
4.36e+00
4.36e+-00
4.36e+00
4.36e+00
4.36e-+00
4.36e-+00

2.00e+-00
4.00e-01
8.00e-02
1.60e-02
3.20e-03
6.40e-04
1.28e-04
2.56e-05
5.12e-06
1.02e-06
2.05e-07
4.10e-08
8.19e-09
1.64e-09
3.28e-10
6.50e-11
1.31e-11
2.62e-12
5.24e-13
1.05e-13
2.10e-14
4.19e-15
8.39e-16
1.68e-16
3.36e-17

... suite page suivante...
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26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

46

3.60e+01
3.60e+01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+01
3.60e+01
3.60e+-01
3.60e+01
3.60e+01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+01
3.60e+01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+-01
3.60e+01
3.60e+01
3.60e+-01

0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00
0.00e+00

2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e-+00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e+00
2.00e+-00
2.00e+-00
2.00e+00

7.37e-20
7.37e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20
7.36e-20

7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00
7.27e+00

4.36e-+00
4.36e+00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+00
4.36e+00
4.36e-+00
4.36e+00
4.36e-+00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+00
4.36e+00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+-00
4.36e+00
4.36e+00
4.36e+-00

6.71e-18
1.34e-18
2.68e-19
5.37e-20
1.07e-20
2.15e-21
4.29e-22
8.59e-23
1.72e-23
3.44e-24
6.87e-25
1.37e-25
2.75e-26
5.50e-27
1.10e-27
2.20e-28
4.40e-29
8.80e-30
1.76e-30
3.52e-31
7.04e-32

TAB. 5.8: Résolution du probléme ZECEVC4 par la mé-
thode 1.
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iterl  obj |h| lg + s| Smin KKT r i

0 | 1.61e4+02 | 0.00e+00 | 3.00e+00 | 1.31e-03 | 9.17e+00 | 7.00e+01 | 1.00e+01
1 | 1.26e+02 | 0.00e+00 | 2.36e+00 | 1.31e-03 | 1.43e+401 | 7.00e+402 | 2.00e+00
2 | 6.96e+01 | 0.00e+00 | 1.20e+00 | 6.54e-06 | 1.32e+401 | 2.71e+00 | 4.00e-01
3 | 5.70e+01 | 0.00e+00 | 1.26e+00 | 4.65e-06 | 1.14e+01 | 6.47e-01 | 8.00e-02
4 | 5.00e+01 | 0.00e+00 | 9.93e-01 | 3.30e-06 | 9.94e+00 | 6.47e-01 | 1.60e-02
5 | 4.55e+01 | 0.00e+00 | 3.95e-01 | 2.35e-06 | 9.00e+00 | 6.47e-01 | 3.20e-03
6 | 4.10e4+01 | 0.00e+00 | 2.70e-01 | 1.22e-06 | 7.89e+00 | 6.47e-01 | 6.40e-04
7 | 4.02e+01 | 0.00e+00 | 7.95e-02 | 1.11e-06 | 7.92e+00 | 1.60e-01 | 1.28e-04
8 | 3.99e+01 | 0.00e+00 | 4.16e-02 | 1.08e-06 | 7.89e+00 | 3.97e-02 | 2.56e-05
9 | 3.97e+01 | 0.00e+00 | 3.05e-02 | 1.05e-06 | 7.83e+00 | 3.97e-02 | 5.12e-06
10 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.30e-02 | 1.05e-06 | 7.83e+00 | 9.28e-03 | 1.02e-06
11 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.31e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 4.66e-04 | 2.05e-07
12 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.30e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 4.66e-04 | 4.10e-08
13 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.30e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 4.66e-04 | 8.19e-09
14 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.30e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 1.64e-09
15 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.30e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 3.28e-10
16 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.30e-02 | 1.05e-06 | 7.82e400 | 6.99e-05 | 6.55e-11
17 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+400 | 6.99e-05 | 1.31e-11
18 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 2.62e-12
19 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 5.24e-13
20 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e4+00 | 6.99e-05 | 1.05e-13
21 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 2.10e-14
22 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 4.19e-15
23 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 8.39e-16
24 | 3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 1.68e-16

... suite page suivante...
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25
26

3.96e+01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 3.36e-17
3.96e+-01 | 0.00e+00 | 3.29e-02 | 1.05e-06 | 7.82e+00 | 6.99e-05 | 6.71e-18

TAB. 5.9: Résolution du probléme ZECEVC4 par la mé-
thode 2.

5.8.2 Choix d’une fonction de mérite

Dans I’étude suivante nous testons quatre formes de la fonction de mérite :

1. La fonction de mérite de type 5 :

Mo (x,8) = ¢(x,s) + o(llg(x) + sll2 + [|A(z)[]2) (5-30)

oll o est un réel et ¢ est I'objectif du modéle pénalisé. C’est cette fonction

de mérite que nous avons utilisé pour réaliser les expériences ci-dessus.

La fonction de mérite de type [; :

Moy (x,s) = o(x,s) + o(llg(x) + slly + [|h(2)][1) (5.31)

La fonction de mérite de type [ :

Mo (x,8) = ¢(x,5) + o ([lg(x) + 8lloc + [1A(x)]]o0) (5-32)

. La fonction de mérite pondérée que nous avons proposé au chapitre (3)

p m
M(x,s,0,0",09) = opd(x,s)+ Y _ ol |ha(x)| + Y of|gi(x) + 5i[(5.33)
=1 i=1
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ou oy € R, joue le role d’équilibrage du poids de 'objectif par rapport
aux contraintes, o” équilibre intrinséquement les rapport aux contraintes
d’égalité, et o9 équilibre intrinséquement les contraintes d’inégalité sui-
vant le schéma suivant. Soit I/ C {1,2,---,m} 'ensemble des indices

pour lesquels |g(z) + s| > 0.

lgi(z)+sil

o — IRICRES san e U (5.34)
Oe = 5w S LE]
Jhs()] -
o= Tl e hi(x) #0 (5.35)
o st hi(x) =0
ol
a = min{min |g;(x) + s;|, min |h;(z)|} >0 (5.36)
el i=1,2,--,p

Dans le cadre de 'utilisation de la fonction de mérite de type o (5.30), il est

commun de poser

pred(d) = —q(d) + ovpred(v) (5.37)

ou d est la solution du sous-probléme quadratique dont I'objectif est la
forme quadratique
1

a(d) = Sd'Wd + V'd

et vpred(v) = ||c(x, s)||2 — || Jv + ¢(x, s)]|2, ot v est la solution optimale du
probléme vertical.
On a ||c(z, s)||3 = cte et ||Jv + c(z, 5)||3 = v' T Jv + 2¢' Jv + cle.

Or v est une solution du probléme vertical donc v'J!Jv + 2¢tJv < 0 d’on
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| Jv+c(z, s)||3 = v T Ju+2ct Ju+clte < cle, ainsi || Jo+c(x, s)||2 < ||le(z, 8)]|2
d’ot vpred(v) > 0.

Si vpred(v) = 0 alors on peut considérer que v = 0 puisque la minimisation
de l'objectif du probléme vertical aurait produit un vecteur qui n’améliore
pas l'objectif plus que le vecteur v = 0, ceci se produira s’il n’y a pas lieu
d’inconsistance des contraintes du sous-probléme quadratique.

D’autre part

g(d) = Li'Wd + Vtd
= (v +w)'W(v+w) + Vo' (v + w)
= Lw'Ww+ (Vo + Wh)w + 20'Wo + Vv
= su'Hu 4+ Votu + s0'Wo + Vélu

On pose
1
hpred(u) = —(§utHu + Viu)

ol u est une solution du probléme horizontal réduit, d’ou hpred(u) > 0.

On note x(v) = Sv'Wov + V¢'v ainsi dans expression
1
pred(d) = hpred(d) + ovpred(v) — (i’l}tWU + Vo'v)

les valeurs hpred(d) et vpred(v) sont positives, or on ne peut rien affirmer au
sujet de x(v), qui est tant tot positif, tant tot négatif.
Il est également commun de renforcer la positivité de pred(d) en cherchant

un paramétre o tel que

pred(d) > (ovpred(v) (5.38)
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ou (¢ €]0, 1] ce qui implique que

hpred(d) + ovpred(v) — x(v) > Covpred(v) (5.39)

c’est-a-dire

X (v) — hpred(d)
= (1 = Q)vpred(v) (5.40)

Ainsi & chaque itération, nous choisissons le paramétre o selon la régle

donnée par 1’algorithme 17.

Procédure Reégle pour choisir o(régle 1)
Si (wpred(v) >0 ) Alors
x(v)—hpred(d) )

oL = maX(O'kflu (1=¢)vpred(v)

Sinon
‘ Ok = Ok—1
Fin Si

Fin

Algorithme 17: Régle pour choisir le paramétre de pénalisation (régle 1)

Dans cette étude numérique, nous commencons par tester les réactions des
deux méthodes lorsqu’on change de fonction de mérite. Les tableaux 5.10,5.11
et 5.12 rassemblent les différents résultats. Nous avons appliqué les deux mé-
thodes pour résoudre une série de problémes de la collection CUTEr, dont
quelques uns proviennent de ’étude précédente (Tab. 5.2). L’introduction de
la notion de réduction prédite a, en général, amélioré les résultats, bien que
des exceptions sont remarquées. Par exemple, le probléme MIFFLIN2 avait
été résolu (dans 1’étude précédente reportée sur la figure 5.2) en 9 itérations
avec la méthode 1 et 4 itérations avec la méthode 2. Dans la présente étude,

la résolution du méme probléme nécessite 2 itérations avec la méthode 1 et
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3 itérations pour la méthode 2 mais avec un défaut de réalisabilité qui varie
entre 4.83 et 51.86 (!!) alors que ces valeurs étaient de 0.639 et 0.819 lors de
Iétude précédente. En effet, 'expression ared(d) > (pred(d) contraint 1’algo-
rithme a rejeter les pas de déplacement de mauvaise qualité (70 rejets pour cet
exemple). En revanche, nous remarquons que le probléme BT13 réagit mieux
cette fois, avec la méthode 2 qu’avec la méthode 1, bien qu’il reste toujours loin
d’étre résolu en 46 itérations pour la méthode 1 et 7 pour la méthode 2, avec
une valeur exorbitante de cc : entre 24293.03 et 51813.97. Ce que nous avons
changé pour avoir ces résultats c’est le rayon initial o (nous I’avons divisé par
10). Ces résultats vont dans la méme direction de plusieurs études récentes
(voir par exemple Sartnear [76]) qui montrent que les algorithmes a région de

confiance sont sensibles au rayon initial.

méthode 1 méthode 2
Probléme L1 L2 L inf L1 L2 L inf
3PK 9938,84 9874,18 9938,84 9938,84 9900,4 9938,84
AIRCRFTA 0 0 0 0 0 0
AIRCRFTB | 1059408,53 2872,69 2872,69 1059408,53 2872,69 2872,69
AKIVA 6,17 6,17 6,17 6,17 6,17 6,17
ALLINIT 10,04 7,04E4009 | 5,44E+009 13 12,55 10,43
ALLINITU 5,74 5,74 5,74 5,74 5,74 5,74
ALSOTAME 1,06 1,01 1,01 1,06 1,01 1,01
BARD 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
BEALE 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02
BIGGS6 4978857,05 | 4978857,05 | 4978857,05 | 4978857,05 | 4978857,05 | 4978857,05
BOOTH 0 0 0 0 0 0
BOX2 1,88 1,88 1,88 1,88 1,88 1,88

... suite page suivante...
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BOX3 0 0 0 0 0 0
BQP1VAR 0,2 0,2 0,2 0,28 0,28 0,28
BQPGASIM 0 0,01 0 0 0 0
BRKMCC 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17
BT10 -2 -2 -2 -2 -2 -2
BT11 13,65 8,8 1 13,65 1 1
BT12 5 5,93 5,89 5 5,93 9,89
BT13 227,93 230,71 227,93 221,48 238,78 238,77
BT1 59,61 3226,53 59,6 59,61 3226,53 59,6
BT2 106,04 81 106,04 106,04 81 106,04
BT4 -18,61 -18,62 -18,62 -18,61 -18,62 -18,62
BT5 975,96 965,5 965,76 975,96 965,43 965,76
BT9 -2,16 -2,08 -2 -2,16 -2,08 -2
CAMELG6 0,02 0,02 0,02 0,02 2,6 0,02
CANTILVR 0,31 -0,48 0,31 0,31 0,31 0,31
CLIFF 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
CLUSTER 0 0 0 0 0 0
COSHFUN 0 0,56 0,6 0,04 0,16 0
CUBENE 0 0 0 0 0 0
DECONVB 110,35 110,35 110,35 110,34 110,35 110,35
DECONVU 28,99 28,99 28,99 28,99 28,99 28,99
DENSCHNA 0 0 0 0 0 0
DENSCHNB 0 0 0 0 0 0
DENSCHNC 0 0 0 0 0 0

... suite page suivante...




tel-00011376, version 1 - 13 Jan 2006

La méthode SDC 167
... suite de la page précédente...

DENSCHNE 1 1 1 1 1 1
DENSCHNF 0 0 0 0 0 0
EG1 0 33516,69 31663,88 0 0,1 0,07
EXTRASIM 1,13 1 1,13 0,53 0,53 0,53
GOTTFR 0 0 0 0 0 0
HART®6 -2,41 -2,41 -2,41 -2,41 -0,76 -2,41
HATFLDA 1,44 1,44 1,44 0,85 0,85 0,85
HELIX 1871,25 1871,25 1871,25 1871,25 1871,25 1871,25
HILBERTA 0 0 0 0 0 0
HIMMELBA 0 0 0 0 0 0
HIMMELBB 0 0 0 0 0 0
HIMMELBC 0 0 0 0 0 0
HIMMELBE 0 0 0 0 0 0
HIMMELBG 0 0 0 0 0 0
HIMMELBH -1 -1 -1 -1 -1 -1
HIMMELP1 86 78,48 78,48 86 79,3 79,28
HIMMELP2 86 85,96 85,96 86 86 86
HS105 1253,77 1214,34 1222,04 1253,77 1288,39 1300,28
HS107 4853,33 | -4,51E+006 | -1,43E+009 | 4853,33 | -4,51E+008 | -1,43E+4-009
HS10 -20 -0,01 -20 -20 -20 -20
HS110 -43,14 -43,14 -43,14 -43,14 -43,14 -43,14
HS111LNP -42,95 -249,76 -40,66 -42,95 -249,77 -40,66
HS111 -22,52 -21,01 -21,01 -22,52 -21,01 -21,01
HS1 23,16 4,08E+4011 23,16 23,16 4,03E4+011 23,16

... suite page suivante...
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HS22 1 1 1 2,34 2,34 2,34
HS25 32,84 32,84 32,84 32,84 32,84 32,84
HS27 1,82 6,2 0,02 1,82 6,17 0,02
HS29 -1 -1 -1 -1 -1 -1
HS30 3 4,14 4,14 3 3 3
HS31 19 9,95 9,95 19 19 19
HS33 -3 20,16 -315,99 -3 -3 -3
HS34 -0,04 -1,08 -1,08 0 0 0
HS37 -999,98 -999,67 -999,67 -999,98 -999,67 -999,67
HS39 -2,16 -2,08 -2 -2,16 -2,08 -2
HS41 -6 -1007,19 -1007,83 0,85 1,01 -30,02
HS42 76,86 76,86 76,86 76,86 76,86 76,86
HS45 1,73 -2,53 -2,53 1,73 1,73 1,73
HS46 3,34 3,34 3,34 3,34 3,34 3,34
HS47 20,74 20,85 20,85 20,74 20,85 20,85
HS4 3,79 3,68 3,79 3,31 3,31 3,31
HS5 -0,22 -0,22 -0,22 -0,22 -0,22 -0,22
HS60 1,49 1,45 2,55 1,49 1,45 2,55
HS62 -19119,85 -25698,3 -25698,3 -19119,85 -25698,3 -25698,3
HS66 -0,73 -0,73 -0,73 0,58 0,58 0,58
HS7 -1,89 -1,73 -1,89 -1,89 -1,73 -1,89
HS81 -0,5 -0,49 -4,82 -0,5 -0,49 -4,82
HS8 -1 -1 -1 -1 -1 -1
HYPCIR 0 0 0 0 0 0

... suite page suivante...
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KIWCRESC 0 0,01 0,04 0 0 0
KOWOSB 0 0 0 0 0 0
LSQFIT 1,02 24,48 24,48 1,02 1,02 1,02
MARATOSB 1 1 1 1 1 1
MARATOS 1 1 1 1 1 1
METHANBS 0 0 0 0 0 0
MIFFLIN2 0 5,45 5,45 0 0,12 0
PALMER5C| 2,13 2,13 2,13 2,13 2,13 2,13
PORTFLI 0,02 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
PORTFL2 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
PORTFL3 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04
PORTFL4 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
PORTFL6 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03
POWELLSQ 0 0 0 0 0 0
PSPDOC 3,53 3,53 3,53 3,53 3,54 3,53
RECIPE 0 0 0 0 0 0
$308 0,77 0,77 0,77 0,77 0,77 0,77
SIMPLLPA 0,3 0,45 0,45 0,17 -0,22 -0,22
SIMPLLPB 0,25 4,83 4,83 0,25 0,25 0,25
SISSER 0 0 0 0 0 0
SUPERSIM 0 0 0 0,67 0 0
TRY-B 1,32 1,43 1,3 1,32 28,36 1,3
TWOBARS 1,41 0,9 0,89 1,11 1,22 1,41
ZECEVIC2 1,3 1,55 3,51 0,12 0,12 0,24

... suite page suivante...
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ZECEVIC3 2941 161,76 161,76 2941 287,03 244,77
ZECEVIC4 160,87 81,44 81,44 160,87 155,72 72,47
Somme 6039186,9 | 4,15E+011 | 4,20E4+009 | 6039193,04 | 4,02E+011 | 1,23E+009
TAB. 5.10: Résultats en fonction de I'objectif pour les
différentes fonctions de mérite.
méthode 1 méthode 2
Probléme L1 L2 L inf L1 L2 L inf
3PK 0,72 0,71 0,72 0,72 0,72 0,72
AIRCRFTA 2,84 2,84 2,84 2,84 2,84 2,84
AIRCRFTB 0,01 1,37 1,37 0,01 1,37 1,37
AKIVA 0 0 0 0 0
ALLINIT 1 264,56 142,03 1,99 1
ALLINITU 0 0 0 0 0
ALSOTAME 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84 0,84
BARD 0 0 0 0 0
BEALE 0 0 0 0 0
BIGGS6 0 0 0 0 0
BOOTH 1,07 1,07 1,07 1,07 1,07 1,07
BOX2 1,92E-005 | 1,92E-005 | 1,92E-005 | 1,92E-005 | 1,92E-005 | 1,92E-005
BOX3 0 0 0 0 0
BQP1VAR 0 0 0 0 0
BQPGASIM | 1,50E-005 0,01 0 3,43E-007 | 5,34E-006 | 2,12E-005
... suite page suivante...
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BRKMCC 0 0 0 0 0 0
BT10 6 6 6 6 6 6
BT11 1,87 2,95 11,76 1,87 11,76 11,76
BT12 7,61 7,23 7,25 7,61 7,23 7,25
BT13 51842,07 | 51813,97 | 51842,07 | 18168,95 | 24293,03 | 24293,2
BT1 0,59 32,26 0,59 0,59 32,26 0,59
BT2 6514,69 11001,76 | 6514,69 6514,69 11001,76 | 6514,69
BT4 0 0 0 0 0 0
BT5 12,19 0,47 0,99 12,19 2,77 0,99
BT9 10,32 10,03 10 10,32 10,03 10
CAMELG6 0 0 0 0 0 0
CANTILVR 124 65,81 124 124 124 124
CLIFF 0 0 0 0 0 0
CLUSTER 1,59E-005 | 1,74E-005 | 1,97E-005 | 1,59E-005 | 1,74E-005 | 1,97E-005
COSHFUN 1 5,72 6,01 1,03 1,47 1
CUBENE 0,45 0,58 0,43 0,45 0,58 0,43
DECONVB 0,01 0,01 0,01 0 0 0
DECONVU 0 0 0 0 0 0
DENSCHNA 0 0 0 0 0 0
DENSCHNB 0 0 0 0 0 0
DENSCHNC 0 0 0 0 0 0
DENSCHNE 0 0 0 0 0 0
DENSCHNF 0 0 0 0 0 0
EG1 1 38,37 38,65 1 0,95 0,94

... suite page suivante...
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EXTRASIM 1,22 2 1,22 0,47 0,47 0,47
GOTTFR 1,79 1,79 1,79 1,79 1,79 1,79
HART®6 0 0 0 0 0 0
HATFLDA 0 0 0 0 0 0
HELIX 0 0 0 0 0 0
HILBERTA 0 0 0 0 0 0
HIMMELBA 0,01 9,30E-009 | 9,30E-009 0,01 9,30E-009 | 9,30E-009
HIMMELBB 0 0 0 0 0 0
HIMMELBC 0 2,05E-007 | 2,05E-007 0 2,05E-007 | 2,05E-007
HIMMELBE 0,39 0,38 0,39 0,39 0,38 0,39
HIMMELBG 0 0 0 0 0 0
HIMMELBH 0 0 0 0 0 0
HIMMELP1 0 0 0 0 0 0
HIMMELP2 0 0,11 0,11 0 0 0
HS105 5 0 0 5 0 0
HS107 0,8 320,7 4842,74 0,8 1436,89 4842.74
HS10 099 629,18 999 599 098,73 999
HS110 0 0 0 0 0 0
HS111LNP 0,4 9,07 0,4 0,4 9,07 0,4
HS111 1,11 1,3 1,3 1,11 1,3 1,3
HS1 0 41,32 0 0 44,33 0
HS22 2 2 2 0,16 0,16 0,16
HS25 0 2,72E-006 | 1,33E-010 0 1,33E-010 | 1,33E-010
HS27 1 7 1,04 1 7 1,04

... suite page suivante...
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HS29 0 0 0 0 0 0
HS30 0 0,13 0,13 0 2,88E-008 | 1,15E-007
HS31 2,22E-016 1,01 1,01 2,22E-016 | 2,22E-016 | 2,22E-016
HS33 0 16,59 16,6 0 9,05E-006 | 2,06E-005
HS34 4,2 8,53 8,53 0 0 0
HS37 0 0 0 0 0 0
HS39 10,32 10,03 10 10,32 10,03 10
HS41 8 39,66 39,67 3,03 2,62 6,88
HS42 6,04E-007 | 9,67E-007 | 6,04E-007 | 6,04E-007 | 9,67E-007 | 6,04E-007
HS45 1 1,5 1,5 0,99 1 1
HS46 5,28E-010 | 8,99E-007 | 8,99E-007 | 5,28 E-010 | 8,99E-007 | 8,99E-007
HS47 6,71E-009 0,01 0,01 6,71E-009 0,01 0,01
HS4 0 0 0 0 0 0
HS5 0 0 0 0 0 0
HS60 2,34 4,81 2,97 2,34 4,81 2,97
HS62 3,89E-016 | 2,78E-017 | 2,78E-017 | 3,89E-016 | 6,94E-017 | 2,78E-017
HS66 6,53 6,53 6,53 0 0 0
HS7 4,75 3,96E-005 4,75 4,75 3,96E-005 4,75
HS81 4 4 4,03 4 4 4,03
HS8 0,01 0 0 0,01 0 0
HYPCIR 0 8,82E-009 | 8,45E-009 0 8,82E-009 | 8,45E-009
KIWCRESC 4,25 4,25 4,25 4,25 4,25 4,25
KOWOSB 0 0 0 0 0 0
LSQFIT 0 4,52 4,52 0 9,31E-005 | 9,31E-005

... suite page suivante...
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MARATOSB 0 0 0 0 0 0
MARATOS 9,28E-006 | 2,53E-006 | 1,33E-005 | 9,28E-006 | 2,53E-006 | 1,33E-005
METHANBS 1,02 1,02 1,02 1,02 1,02 1,02
MIFFLIN2 4,75 51,86 51,91 4,75 4,83 4,75
PALMERA5C 0 0 0 0 0 0
PORTFL1 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010 | 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010
PORTFL2 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010 | 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010
PORTFL3 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010 | 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010
PORTFL4 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010 | 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010
PORTFL6 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010 | 7,96E-011 | 4,00E-010 | 4,00E-010
POWELLSQ 0,12 0,12 0,12 0,12 0,12 0,12
PSPDOC 0 0 0 0 0 0
RECIPE 0,11 0,11 0,11 0,11 0,11 0,11
5308 0 0 0 0 0 0
SIMPLLPA 1,02 1,57 1,57 1,13 0,9 0,9
SIMPLLPB 0,9 10,24 10,24 0,9 0,9 0,9
SISSER 0 0 0 0 0 0
SUPERSIM 2 2 2 1,11E-016 2 2
TRY-B 4,61 4,74 4,57 4,61 27,36 4,57
TWOBARS 0,58 0,73 0,74 0,63 0,59 0,58
ZECEVIC2 0,08 0,03 0 0,1 0,1 0,04
ZECEVIC3 1,01 1,06 1,06 1,01 1,01 1,01
ZECEVIC4 3 5,02 5,02 3 2,94 2,95
Moyenne 528,84 584,55 583,96 228,01 346,6 335,16

... suite page suivante...
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TAB. 5.11: Résultats en fonction du défaut de réalisabilité

pour les différentes fonctions de mérite

méthode 1 méthode 2
Probléme L1 | L2 | Linf| L1 L2 | Linf
3PK 1 46 1 1 1 1
AIRCRFTA 0 0 0 0 0 0
AIRCRFTB 1 46 46 1 46 46
AKIVA 46 46 46 46 46 46
ALLINIT 1 46 46 1 3 3
ALLINITU 29 29 29 29 29 29
ALSOTAME 1 1 1 1 1 1
BARD 46 46 46 46 46 46
BEALE 46 46 46 46 46 46
BIGGS6 46 46 46 46 46 46
BOOTH 46 14 14 46 14 14
BOX2 46 46 46 46 46 46
BOX3 46 46 46 46 46 46
BQP1VAR 1 46 1 2 46 46
BQPGASIM 2 46 46 2 46 46
BRKMCC 46 46 46 46 46 46
BT10 0 46 46 0 46 46
BT11 19 10 46 19 46 46
... suite page suivante...
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BT12 46 46 46 46 46 46
BT13 4 46 7 19 7 7

BT1 2 46 46 2 46 46
BT2 46 0 46 46 46 46
BT4 0 46 46 0 46 46
BT5H 46 43 46 46 46 46
BT9 2 46 46 2 46 46
CAMELG6 1 1 1 1 1 1

CANTILVR 0 46 46 0 46 46
CLIFF 46 46 46 46 46 46
CLUSTER 46 46 46 46 46 46
COSHFUN 0 46 46 46 18 18
CUBENE 46 46 46 46 46 46
DECONVB 1 1 1 3 1 1

DECONVU 46 46 46 46 46 46
DENSCHNA 46 46 46 46 46 46
DENSCHNB 17 17 17 17 17 17
DENSCHNC 46 46 46 46 46 46
DENSCHNE 46 46 46 46 46 46
DENSCHNF 46 46 46 46 46 46

EG1 0 46 46 0 1 1
EXTRASIM 1 0 1 19 18 18
GOTTFR 1 1 1 1 1 1
HART®6 1 46 46 1 46 46

... suite page suivante...
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HATFLDA 1 46 1 1 1 1
HELIX 46 46 46 46 46 46
HILBERTA 21 21 21 21 21 21
HIMMELBA 46 41 41 46 41 41
HIMMELBB 46 46 46 46 46 46
HIMMELBC 46 46 46 46 46 46
HIMMELBE 46 14 17 46 17 17
HIMMELBG 16 16 16 16 16 16
HIMMELBH 21 21 21 21 21 21

HIMMELP1 0 4 4 0 4 4
HIMMELP?2 0 2 2 0 1 1
HS105 0 46 46 0 46 46
HS107 0 23 46 0 46 46
HS10 0 46 0 0 0 0
HS110 1 1 1 1 1 1
HS111LNP 3 1 2 3 2 2
HS111 1 0 0 1 0 0
HS1 1 46 1 1 1 1
HS22 0 0 0 1 1 1
HS25 0 4 1 0 1 1
HS27 4 1 46 4 46 46
HS29 1 1 1 1 1 1
HS30 0 4 4 0 1 1
HS31 0 1 1 0 0 0

... suite page suivante...
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HS33 0 46 46 0 2 2
HS34 1 2 2 1 3 3
HS37 6 46 46 6 46 46
HS39 2 46 46 2 46 46
HS41 0 46 46 26 8 8
HS42 2 2 2 2 2 2
HS45 0 1 1 6 46 46
HS46 0 1 1 0 1 1
HS47 0 46 46 0 46 46
HS4 1 46 1 1 1 1
HS5 1 1 1 1 1 1
HS60 46 38 46 46 46 46
HS62 1 0 0 1 0 0
HS66 1 1 1 1 10 10
HS7 46 38 46 46 46 46
HS81 0 46 46 0 46 46
HS8 46 46 46 46 46 46
HYPCIR 46 37 40 46 40 40
KIWCRESC 0 19 18 0 17 17
KOWOSB 46 46 46 46 46 46
LSQFIT 0 2 2 0 46 46
MARATOSB 46 46 46 46 46 46
MARATOS 10 46 46 10 46 46
METHANBS 0 0 0 0 0 0
... suite page suivante...
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MIFFLIN2 0 3 3 0 19 19
PALMERASC 46 46 46 46 46 46
PORTFL1 1 0 0 1 0 0
PORTFL2 1 0 0 1 0 0
PORTFL3 1 0 0 1 0 0
PORTFL4 1 0 0 1 0 0
PORTFL6 1 0 0 1 0 0
POWELLSQ 46 46 46 46 46 46
PSPDOC 1 46 1 1 1 1
RECIPE 46 2 2 46 2 2
S308 24 24 24 24 24 24
SIMPLLPA 0 3 3 21 20 20
SIMPLLPB 0 46 46 0 1 1
SISSER 19 19 19 19 19 19
SUPERSIM 0 46 46 46 46 46
TRY-B 46 46 46 46 46 46
TWOBARS 0 46 46 4 46 46
ZECEVIC2 1 2 46 1 2 2
ZECEVIC3 0 46 46 0 46 46
ZECEVIC4 0 46 46 0 46 46
Moyenne 16,02 | 28,4 | 27,17 | 17,68 | 25,89 | 25,89

TAB. 5.12: Résultats en fonction du nombre d’itérations

pour les différentes fonctions de mérite.
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Pour la fonction de mérite pondérée nous avons obtenu les résultats sui-

vants :
méthode 1 méthode 2

Probléme obj cc iter obj cc iter
3PK 9869.154129 | 0.711381 46 | 9914.845457 | 0.715770 46
AIRCRFTB | 2872.689084 | 1.372437 46 | 2872.689084 | 1.372437 46
AKIVA 6.169897 0.000000 46 6.169897 0.000000 46
ALLINITU 5.744385 0.000000 29 5.744385 0.000000 29
BARD 0.016289 0.000000 46 0.016289 0.000000 46
BEALE 0.020053 0.000000 46 0.020053 0.000000 46
BIGGS6 4.97E+06 0.000000 46 4.97E406 | 0.000000 46
BOX2 1.884491 0.000019 46 1.884491 0.000019 46
BOX3 0.000543 0.000000 46 0.000543 0.000000 46
BQP1VAR -0.250000 0.500000 46 -0.250000 0.500000 46
BQPGASIM 0.123187 0.046227 46 0.123187 0.046227 46
BRKMCC 0.169048 0.000000 46 0.169048 0.000000 46
BT11 4.010501 2.552912 46 4.010501 2.552912 46
BT4 -65.177006 | 1.809396 46 -65.177006 | 1.809396 46
BT5 976.775907 | 12.698661 | 25 976.775907 | 12.698661 | 25
CAMELG6 0.016548 0.000000 1 0.016548 0.000000 1
CLIFF 0.201062 0.000000 46 0.201062 0.000000 46
DECONVB 2322.859476 | 1.624325 7 110.319736 | 0.000875 46
DECONVU 28.992610 | 0.000000 46 28.992610 | 0.000000 46
DENSCHNA 0.000000 0.000000 46 0.000000 0.000000 46
DENSCHNB 0.000000 0.000000 17 0.000000 0.000000 17
DENSCHNC 0.000000 0.000000 46 0.000000 0.000000 46

... suite page suivante...
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DENSCHNE 0.998845 0.000000 46 0.998845 0.000000 46
DENSCHNF 0.000000 0.000000 46 0.000000 0.000000 46
EXPFITB 92.219733 | 0.003201 3 92.219733 | 0.003201 4
EXTRASIM 1.000001 1.999991 3 1.000000 1.999999 16
GOTTFR 0.000000 2.375000 46 0.000000 2.375000 46
HELIX 1871.250300 | 0.000000 46 | 1871.250300 | 0.000000 46
HILBERTA 0.000000 0.000000 21 0.000000 0.000000 21
HIMMELBB 0.000156 0.000000 46 0.000156 0.000000 46
HIMMELBC 0.000000 9.000000 1 0.000000 9.000000 1
HIMMELBE 0.000000 2.200000 46 0.000000 2.200000 46
HIMMELBG 0.000000 0.000000 16 0.000000 0.000000 16
HIMMELBH -1.000000 0.000000 21 -1.000000 0.000000 21
HIMMELP1 75.763740 | 0.000000 4 79.312589 | 0.000000 1
HIMMELP2 79.312781 0.000000 2 79.312781 | 0.000000 27
HS105 1290.077170 | 78.030050 | 46 | 1234.646191 | 0.000000 46
HS110 -45.023446 | 0.000000 8 -45.023446 | 0.000000 8
HS1 23.164300 | 0.000000 3 23.164300 | 0.000000 3
HS25 32.835000 | 0.000006 4 32.835000 | 0.000000 1
HS27 0.035408 0.161887 46 0.035408 0.161887 46
HS29 -0.017472 0.000000 1 -0.017472 0.000000 1
HS31 681.944982 | 7.582547 46 18.858175 | 0.007743 46
HS42 14.000005 | 0.999997 5 14.000005 | 0.999997 5
HS46 3.337630 0.000004 46 3.337630 0.000004 46
HS4 3.784809 0.000000 46 3.314164 0.000000 46

... suite page suivante...
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HS5 -1.913219 0.000000 20 -1.913219 0.000000 20
HS60 1.906673 2.027768 46 1.906673 2.027768 46
HS7 -1.894876 4.746544 46 -1.894876 4.746544 46
HS81 -0.480121 4.000132 46 -0.480121 4.000132 46
KOWOSB 0.000509 0.000000 46 0.000509 0.000000 46
LSQFIT 1.078157 0.274783 2 1.122431 0.274807 7
MANCINO 3.58E+11 0.000000 46 3.58E+11 0.000000 46
MARATOSB 0.995892 0.000000 46 0.995892 0.000000 46
MARATOS -1.000007 | 0.000074 46 -1.000007 | 0.000074 46
PALMERA5C 2.128087 0.000000 46 2.128087 0.000000 46
PORTFL1 2.966959 9.110618 2 2.966959 9.110618 16
PORTFL2 3.997729 12.478277 4 3.997729 | 12.478277 | 15
PORTFL3 2.122685 9.494619 4 2.122685 9.494619 13
PORTFL4 2.919132 19.725226 | 46 2919132 | 19.725226 | 46
PORTFL6 8.017043 | 45.462432 6 8.017043 | 45.462432 | 15
POWELLSQ 0.000000 11.677419 | 46 0.000000 | 11.677419 | 46
PSPDOC 7.523294 0.000000 4 7.523294 0.000000 19
RECIPE 0.000000 2.340570 1 0.000000 2.340570 1
5308 0.773199 0.000000 24 0.773199 0.000000 24
SISSER 0.000000 0.000000 19 0.000000 0.000000 19
SUPERSIM 0.000003 1.999992 2 0.000003 1.999991 17
TRY-B 1.323708 4.613363 46 1.323708 4.613363 46
comparaison 4990177,55 3,76 29,96 | 4987295,31 2,45 32,19

TAB. 5.13: Résultats pour la fonction de mérite pondérée
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Revenons maintenant aux tableaux 5.10, 5.11 et 5.12. Sur la premiére co-
lonne est affichée une série de problémes choisis arbitrairement de la collection
CUTEr. Les trois colonnes suivantes regroupent les résultats pour la méthode
1 : L1 avec la fonction de mérite de type I3 (5.31), L2 avec la fonction de
mérite de type Iy (5.30) et Linf avec la fonction de mérite de type [, (5.32).
Le tableau 5.10 affiche les valeurs de ’objectif alors que les tableaux 5.11 et
5.12 affichent respectivement les valeurs cc et le nombre d’itérations. pour la
fonction de mérite Pondérée (5.33), nous avons regroupé ses résultats dans le
tableau 5.13. La derniére ligne des quatre tableaux essaye de donner un critére
global de comparaison entre les quatre versions de chaque méthode. Il s’agit de
la somme pour 'objectif et la moyenne pour le défaut de réalisabilité et pour
le nombre d’itérations.

Le premier critére que nous vérifions est la moyenne en terme du défaut de
réalisabilité. Nous rappelons que ce défaut doit étre nul ou proche de zéro pour
conclure que la méthode trouve une solution réalisable au probléme en ques-
tion. Les moyennes affichées par le tableaux 5.11 montrent que globalement, la
méthode 2 est meilleure que la méthode 1 pour les trois formes de la fonction
de mérite. Malheureusement, dans tous les cas, le chiffre affiché est supérieur
a 228, ce qui est énorme s’il s’agissait d’un probléme unique. En fait lorsqu’on
regarde de trés prés notre tableau, on remarque que deux problémes ont été
mal résolus, il s’agit de BT13 et BT2 (cc=18168.95 et 6514.69 respectivement)
ce qui influe fortement la moyenne cc.

Nous remarquons aussi (tableau 5.12) que pour les deux méthodes, la ver-
sion L, affiche une moyenne du nombre d’itérations légérement inférieure a la
moyenne affichée par la version L2 ou Linf, et que cette moyenne pour la mé-
thode 1 (16.02) est inférieur a la moyenne (17.68) pour la méthode 2. Or cette

moyenne dépend du nombre de zéros dans la colonne. En effet, 0 indique que
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la méthode n’a pas pu trouver un point optimal meilleur que le point initial.
Pour la méthode 1, il s’agit de 33 cas, alors que ne sont que 26 cas pour la
méthode 2 sur notre liste de 112 problémes. En normalisant par rapport au
nombre de problémes réellement résolus, ces chiffres devienne 22.71 pour la
méthode 1 et 23.02 pour la méthode 2. Les autres résultats sont donnés dans

le tableau 5.14 suivant :

méthode méthode 1 méthode 2
Version L1 L2 |Linf| L1 L2 | Linf
moyenne | 22.71 | 32.03 | 30.13 | 23.02 | 28.71 | 28.71

TAB. 5.14: la moyenne du nombre d’itérations normalisée

par rapport au nombre de problémes résolus

Globalement toujours, la valeur objectif obtenue avec L, est d’ordre 10° est
largement inférieure & celles obtenues avec L2 qui est de 1'ordre de 10! et 10°
pour Linf. Ces grandeurs sont largement biaiser par les résultats de quelques
problémes. Par exemple, le probléme HS1 donne un résultat de I'ordre de 10!
pour la version L2 alors qu’il affiche une valeur de 23.16 pour la version L;.
En éliminant cet exemple de notre tableau, on retrouve les tableaux de com-

paraison (Tab.5.15) pour lobjectif et (Tab.5.16) pour le défaut de réalisabilité

suivants :
méthode méthode 1 méthode 2
Version L1 L2 L inf L1 L2 L inf

Somme obj | 6.03E+06 | 7.04E+09 | 5.44E409 | 6.03E+06 | 4.97E+06 | 4.96E+06

TAB. 5.15: Résultats de la comparaison de I'objectif aprés

révision
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méthode méthode 1 méthode 2
Version L1 L2 |Linf| L1 ]| L2]|Linf
Moyenne cc | 8,17 | 12,19 | 10,97 | 7,99 | 8,59 | 7,98

TAB. 5.16: Résultats de la comparaison du défaut de réa-

lisabilité aprés révision

185

La fonction de mérite pondérée telle que nous ’avons utilisé a dégradé les

résultats, alors qu’on s’attendait & une accélération de la convergence, celle la

est plus lente, et beaucoup plus de points stationnaires ont été détectés comme

étant des points optimaux. Afin de mieux comprendre ce qui vient de se passer,

rappelons que la fonction de mérite est introduite pour décider si un pas de

déplacement d sera accepté ou non.

On dit qu’une application (z,s) — M(z,s,0) est une fonction de mé-

rite (ou de pénalisation) exacte si tout minimum local de (5.2) est un mi-

nimum local de cet application. Han et Mangasarian [38| ont montré que si

(x*,s*, A*) est un minimum local de (5.2) vérifiant les conditions suffisantes

du second ordre de ce probléme, alors x* est un minimum local strict de

M(x,s,0) = f(x) = p2; si +ollc(z, s)|| dés que

o > [N

La norme du multiplicateur est ainsi, une borne théorique pour le facteur o.

Jusqu’au 13, nous n’avons pas utilisé cette condition. Et ceci pour deux

raisons :

1. Nous avons préféré d’imposer a la réduction prédite d’étre suffisamment
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positive avec la condition (5.38) :

pred(d) > (ovpred(v)

ce qui a impliqué pour o la satisfaction de la condition (5.40) suivante

x(v) — hpred(d)
72 W= CJopred(v)

si vpred(v) > 0.

2. Nous avons pris un paramétre o initial relativement trés grand, et avec
la régle donnée par lalgorithme 17, nous sommes assurés (d’au moins
pour ’ensemble de problémes que nous avons traité jusqu’au 1a) que la

condition o > ||A\*|| reste toujours vérifiée.

Or il n’est jamais bien de prendre o trés grand, mieux encore (ou pire), il
est parfois nécessaire de le faire décroitre, mais cette stratégie est délicate,
d’abord on ne connait pas la valeur exacte de \*, donc on risque de perdre
la notion de fonction de mérite exacte, mais aussi le paramétre o peut (si on
ne le controle pas) devenir assez petit au point de permettre a I’algorithme de
minimiser ’objectif sans se préoccuper des contraintes, ce qui produirait des
points non réalisables a la limite et mettrait en cause la convergence globale de
I’algorithme. Afin de prendre en compte toutes ces remarques, nous proposons

la mise & jour (procédure 18) du parameétre o.
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Procédure mise a jour du paramétre de pénalisation(régle 2)
Si (¢; # 0) Alors

c;i(x,s) z)

‘@::HMXWd%$M’

Sinon

‘”:mMW@mA”

Fin Si

Fin

Algorithme 18: Mise a jour du paramétre de pénalisation (régle 2)

Le role de o; (ou %) n’est plus de renforcer la positivité de pred puisque

si on définit la réduction prédite par la formule :
pred(d) = —oq(d) — o' Jv

alors, pred est toujours positif (ceci est vrai du moment ot le point initial de la
minimisation verticle est pris dans I'orthant positif), mais o traite la relation
entre I’objectif et les contraintes, donc oy doit décroitre a chaque itération et
permettre que

0;

— > |\

of
pour toute les composantes ¢ = 1,2,...,m + p. Ceci est évidement vérifié si
0 < oy < 1. Nous imposons donc a o initial d’étre compris entre 0 et 1 puis

a chaque itération 0 < a’; < a’;_l.

5.9 Le probléme du conditionnement

[’attrait des méthodes de pénalisation, consistant & remplacer la solution

d’un probléme non linéaire par une suite de sous-problémes non linéaires plus
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simples & résoudre, a diminué vers 1970 aprés ’apparition des articles de Loot-
sama et Murray [53, 60|. Ces derniers avaient mis en évidence le mal condition-
nement des sous-problémes lorsque le paramétre de pénalisation (u dans nos
notations) se rapproche de zéro. Ce qui rend le probléme difficile a résoudre et
se refléte ainsi en une inefficacité de tout algorithme utilisé pour solutionner
ces sous-problémes.

Rappelons que le conditionnement d’un probléme d’optimisation est lié au
rapport des valeurs propres extrémes de son Hessien.

Soit, le probléme non linéaire général (5.1) dont le sous-probléme pénalisé

associé est le probléme non linéaire (5.2) est

(

min f(z) — p Y 7" In(s;)

h(z) =0 (5.41)

Le Lagrangien du probléme pénalisé s’exprime au point (z, s, Ay, Ay) par
L,(z,8,An, Ag) = flx) —p Z Ins; + Aph(z) + A (g9(x) + 5) (5.42)
i=1

Son Hessien est donc, la matrice

V2 L,(x,s) 0
0 A,S
Le premier terme de ce Hessien se rapproche (en autant que x se rap-

proche de z*) de V2, L,(z*, s*), que Pon peut supposer bien conditionnée. Si
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V2,L,.(z*, s*) est mal conditionnée, alors le probléme est difficile, et le mauvais
conditionnement ne provient pas de la méthode utilisée. Par conséquent, les
valeurs propres extrémes de V2, L, (x*, s*) sont supposées finies et éloignées de
z€ro.

Le dernier terme du Hessien est la matrice A,S. Cette écriture est propre a
notre méthode SDC. La matrice A,S est diagonale dont les termes diagonaux
sont (A;):S; i=1,---,m. Or d’apres le théoréme de convergence (3.4.2) les
termes (\,);S; sont bornés, ce qui réduit considérablement les chances d’avoir
un mal conditionnement. Cependant & 1’approche de la solution, la matrice
A,S contient autant de valeurs propres nulles (ou proche de zéro) que de
contraintes actives ce qui peut provoquer un mal conditionnement dans le cas
ol des valeurs propres de V2 L,(z*, s*) sont trés grandes. Néanmoins notre
hypothése du bon conditionnement du probléme impose que les valeurs propres
extrémes de V2, L, (z*, s*) sont finies et bien bornées ce qui réduit I'importance

de I’éventualité d’un quelconque mal conditionnement.

5.10 Etude de la convergence

On considére ici le cas du probléme d’optimisation non linéaire (5.44) avec
seulement des contraintes d’inégalité (sans contraintes d’égalités), et soit y fixé.
Supposons que nous appliquons 'algorithme SDC pour résoudre ce probléme
d’optimisation. Les suites générées par ’algorithme seront indexées par 1’entier

naturel k.
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(

min f(x)
g(x) <0

r e R"

(5.44)

\

5.10.1 Cadre général de la convergence globale de la méthode des

points intérieurs

Soit R '’ensemble des solutions réalisables, i.e. R = {z| ¢(z); <0,i=1,---

et soit ir(R) ={z: g¢g(x);<0,i=1,---,m}, I'ensemble des solutions stric-
tement réalisables du probléme (5.44).

Soit ¢ une fonction réelle de x définie sur R". Supposons que ¢ est continue
sur 'intérieur relatif de ’ensemble réalisable et que sa valeur explose quand les

composantes s’approchent de zéro. Ceci se traduit par I’hypothése suivante :

Hypothéses. 5.10.1. Soit ¢ une fonction réelle, définie sur R™ vérifiant les

deuzx assertions suivantes
1. la fonction ¢ est continue sur ir(R),

2. Si (xy)y est une suite de points de ir(R) convergeant vers un point vp qui
vérifie g(x);(xp) = 0 pour au moins un indice i, alors limy_.., p(z)) =

+00

OJ
Soit s(u) une fonction réelle d’'une variable positive p qui vérifie les deux

propriétés suivantes :
1. Si pg > pe > 0 alors s(py) > s(p2) > 0,

2. si (ug)r est une suite telle que limy, py, = 0 alors limy, s(ug) = 0
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Une méthode de points intérieurs (voir notre introduction des méthodes
barriére 0.3) est une technique qui construit, a partir d’un point initial (z, 1),
une fonction objectif pénalisée : F'(z,u) = f(x) + s(p).¢(x) telle que les deux
fonctions ¢ et s vérifient les propriétés ci-dessus et 0 < p; < pp. Le minimum
de la fonction F' est noté (1, i1) et a partir de ce dernier point on reconstruit
le modéle pénalisé pour avoir I'itéré (zx,1, pp41) suivant, ainsi de suite jusqu’a
la convergence vers un minimum local du probléme non linéaire (5.44).

Avant de donner le théoréme de convergence, explicitons quelques défini-

tions et lemmes nécessaires pour notre étude.

Lemme. 5.10.1. (Fiacco-Mc Cormick [19])
Soit X un ensemble compact, non vide. Si la fonction objectif f est continue

sur X alors il existe une valeur finie f* et un point x* de X tel que
fla) = f* = min ()

0

Le corollaire suivant nous aide a prouver l'existence d’'un minimum local

du probléme pénalisé et du probléme non linéaire.

Corrolaire. 5.10.1. Supposons que ’ensemble R est fermé, que X est un
ensemble compact et que ir(R) N X # (). Soit F(z) une fonction continue sur
ir(R) N X et telle que pour toute suite (xy)y de ir(R) N X qui converge vers
un point y € O(R) N X nous avons limy_,, F(xy) = +00, alors il eriste une

valeur finie F et un point T € ir(R) N X tel que F(z) = F = min;,(g)nx F ()
Preuve.

Soit xy un point de ir(R) N X et soit S = {z| F(x) < F(xo)}-
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Si (x)x est une suite telle que pour tout k on ait z; € S, et comme RN X
est compact alors x; — y implique que y € RN X. Ainsi soit y € ir(R) N X
soit y € O(R) N X.

Si y est un élément de la frontiére alors d’aprés la définition de la fonction
F on a limy_ F(x) = +0o d’ou pour k trés grand z; n’est pas un élément
de S, d’ou la contradiction. Ainsi y € ir(R) N X.

Puisque pour tout k£ nous avons F'(x) < F(z() et comme F est continue sur
ir(R)NX alors F'(y) < F(z), d’ou ’ensemble S est un ensemble compact, ainsi
F atteint son minimum sur S d’ot le résultat car inf;,(g)nx F(x) = ming F'(x).

CQFD O

Nous rappelons la définition d’un ensemble isolé.

Définition. 5.10.1. Soit M* un ensemble non vide tel que M* C M. l’en-
semble M* est dit un ensemble isolé de ’ensemble M s’il existe un ensemble

fermé E tel queEODM* et siz € E\ M* alors x ¢ M.

Théoréme. 5.10.1. (Fiacco-Mc Cormick [19])

Soit A* un ensemble de minimums locaux correspondant a la valeur minimale
f* du probleme non linéaire 5.44. Si A* n’est pas vide et est isolé dans l’en-
semble A = {x € R| f(x) = f*} alors il existe un ensemble compact X tel
que A* C X et pour tout point yE RNX, siy¢ A" alors f(y) > [*.

O

Ce Théoréme est fondamental dans la démonstration du théoréme de conver-
gence des méthodes de points intérieurs. Il montre qu’il est nécessaire d’avoir
un ensemble compact X des minimums locaux, ceci est un point des hypothéses

de base (5.2.1) que nous avons supposé pour construire notre code SDC.
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Théoréme. 5.10.2. (Théoréme de convergence)

Si les assertions suivantes sont vérifiées

1.

2.

les fonctions f et g1, g9, , gm Sont continues,

la fonction F(x,u) = f(z) + s(u)p(z) est la fonction objectif pénalisée
tel que ¢ et s vérifient les propriétés des hypothéses 5.10.1.

I’ensemble A* des minimums locaux associé a la valeur minimal f* est

non vide et est compact et 1Solé.

. au moins un point de A* est dans l’adhérence de ir(R), et

W est une suite strictement décroissante vers zéro, alors

(a) il existe un ensemble compact X (du théoréme précédent) tel que
A" C X et pour des paramétres Ly assez petit, le minimum du
probléme pénalisé dans ir(R) N X eriste, et toute limite de chaque

sous-suite (xy ), des minimums est dans A*.
(b) limy—co s(ur) (2 (1)) = 0,
(¢) limyoo f(2(px)) = [,
(d) Yimy—oo F'(z(pir), ) = 7,
(e) la suite (f(x(ux)))r est décroissante, et

(f) la suite (o(x(uk)))r est croissante.

0

Le lecteur peut consulter la preuve de (a)-(d) dans la démonstration du

théoréme 10 dans [19] traitant des méthodes de points extérieurs et la preuve

de (e) et (f) peut étre consultée a la démonstration du théoréme 8 de la méme

référence.

La premiére condition du théoréme est liée aux données du probléme. Cette

condition est donc vérifiée par hypothése sur le probléme initial. Il est facile,
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maintenant de vérifier, que la fonction pénalisée de notre code SDC satisfait
la deuxiéme condition du théoréme. En effet, la fonction s n’est autre que
I'identité, elle est continue et vérifie les propriétés de s, alors que la fonction ¢

est la fonction suivante

p: R—R

(5.45)
r— > 0 In(—gi(z))

Cette fonction est continue sur ir(R), et ses valeurs explosent quand une
composantes de = s’approche de la frontiére, i.e. dés qu’un certain g;(z) est
suffisamment proche de zéro.

Mais la méthode SDC n’est pas une méthode de points intérieurs clas-
sique dans le sens ol elle traite les problémes non linéaires avec seulement des
contraintes d’inégalités. La méthode SDC & pour objectif de résoudre un pro-
bléme non linéaire général d’ou 'idée d’utiliser les technique SQP (voir para-
graphe 3.6.2) ainsi le probléme pénalisé n’est pas un probléme sans contrainte
et la fonction objectif pénalisée utilise une pénalisation en s; (des variables
auxiliaires), au lieu de la fonction ¢ de 'expression (5.45), nous utilisons la

fonction suivante

ous; € R, pourtout i =1,--- ,m.

Pour les méthodes de points intérieurs classiques, c’est la fonction objectif
pénalisée qui controle la progression des itérés. En effet, dans la démonstration
du corrolaire (5.10.1), nous avons construit 'ensemble S = {z| F(x) < F(xo)},
et tout point z;, doit appartenir & cet ensemble. Ceci n’est pas le cas pour les
méthodes modernes. Pour les méthodes récentes, un itéré peut dégrader 1’opti-

malité ou transgresser les contraintes. Ainsi on peut améliorer la construction
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de ’ensemble S en y’injectant les contraintes, c’est le cas des méthodes de
filtre (voir notre section 4.4 ou [6, 20, 21, 83]), ou bien utiliser une fonction
de mérite au lieu de la fonction F'. C’est le cas des trois autres méthodes que

nous avons présenté au chapitre 3 et également de la méthode SDC.

5.10.2 Convergence de la méthode SDC

Dans des études plus récentes [8, 46|, on trouve les résultats de convergence

suivants. Ces résultats restent valables pour la méthode SDC.

(

min f(z) — Y ", In(s;)

s.C. (5.46)

g(z) +5=0

r€eR”, 5s>0

\

Soit, la mesure d’admissibilté (ou de réalisabilité) suivante
1 +)2
O(z) = Slle(z)™]l

Cette fonction est différentiable et son gradient est VO(x) = J(z)'c¢(z)". La
suite (xy)r>o sera dite asymptotiquement réalisable si ¢(x)* — 0. On dira
aussi que la suite (c(zy), J(zx))r a un point limite (¢,.J) ne satisfaisant pas
la condition de qualification des contraintes actives au sens de I'indépendance
linéaire si la famille {J® : ¢ = 0} de colonnes de .J n’est pas linéairement
indépendante.

Sous les hypothéses de base (5.2.1) nous avons le théoréme de convergence
suivant di & Byrd, Gilbert et Nocedal [8]. Le lecteur intéressé par une preuve

de convergence de ’algorithme barriére consultera cette référence.

Théoréme. 5.10.3. /8/
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Supposons que ’algorithme SDC est appliqué au probléme barriere défini en

(5.44) et que les hypothéses (5.2.1) sont vérifiées. Alors,
1. La suite (sg), des variables d’écart est bornée,
2. J(x) (c(xg + sk) — 0 et Sp(c(zg + sx) — 0.
D’autre part, une des trois situations suivantes a lieu.

1. La suite des itérés (xy) n'est pas asymptotiquement réalisable. Dans ce
cas

J(x)e(x)T —0

c’est-a-dire xp tend vers un point critique de la mesure d’admissibilité

O(z), et le facteur de pénalisation oy tend vers linfini.

2. La suite des itérés (vy)x est asymptotiquement réalisable mais (c(xy), J(xx))k
a un point limite (¢, J) ne satisfaisant pas la condition de qualification
des contraintes actives au sens de l'indépendance linéaire et dans ce cas

aussi, le facteur de pénalisation o) tend vers ['infini.

3. La suite des itérés (xy)y est asymptotiquement réalisable et la suite (c(vk), J(xx))k
a un point limite (¢,.J) qui satisfait la condition de qualification des
contraintes actives au sens de l'indépendance linéaire. Dans ce cas chaque
composante de (si)x est bornée inférieurement, le facteur de pénalisation
o) est constant, et toutes les composantes de c(xy) sont négatives pour k

assez grand.

D’autre part, les itérés convergent vers un point stationnaire du probléeme bar-

riére, c’est-a-dire qu’on a
V fax) + J(z) A — 0

st le multiplicateur est défini par A\, = ,uSk_le.
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O

Les deux premiéres situations sont importantes, et identifient deux situa-
tions pour les quelles les conditions d’optimalité KKT ne sont pas satisfaites.
Dans les deux cas on remarque que o;, tend vers l'infini. En pratique cette re-

marque est utilisée comme indice que les KKT ne sont peut étre pas satisfaites.

5.11 Conclusion

Notre expérience a montré que plusieurs méthodes souffrent énormément
du mauvais conditionnement. [’étude approfondie de la base théorique de cer-
taines d’entres elles nous a conduit & proposer une correction des conditions
d’optimalités qui a fournit un gain concernant la convergence de la méthode
SDC proposée. L’efficacité observée a été renforcée par la résolution des sous-
problémes quadratiques par une méthode D.C. ce qui nous a permis de gagner
au niveau du temps de calcul et surtout de réduire significativement les di-
mensions des sous-problémes quadratiques horizontaux (non convexes) qu’il
a fallut résoudre. En effet nous avons effectivement résolu les sous-problémes
dans R™*? au lieu de les résoudre dans R™"™™ et ceci est trés avantageux car
nous avons le plus souvent p < n.

Nous pensons que la méthode peut encore évoluer dans deux sens, d’abord
en profitant de la nature des matrices a savoir qu’elles soient des matrices
creuses, puis en gérant mieux la fonction de mérite pondérée dont les para-

meétres nécessitent plus d’ajustement dynamique.
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Ce travail a été consacré a I’étude des problémes d’optimisation non li-
néaire avec des contraintes mixtes d’égalités et d’inégalités et a leurs résolu-
tions par des techniques numériques modernes. L’analyse des performances des
méthodes existantes nous a permis de cibler nos principaux axes de recherche.

Nous avons exposé les résultats théoriques de I'optimisation non linéaire,
notamment au sujet des conditions d’optimalité, de la redondance et de la qua-
lification des contraintes et de la convergence. Nous avons souligné la relation
entre les contraintes actives et la divergence des méthodes de points intérieurs.
Le changement de variables que nous avons apporté au pas de déplacement
s’est avéré étre une réponse efficace a cette divergence. Les nombreux tests
numeériques que nous avons menés témoignent de la stabilité retrouvée.

Les fonctions de mérite controlent le pas de déplacement et ont, ainsi, un
impact considérable sur la vitesse de convergence de la méthode. Nous avons
proposé une fonction de mérite pondérée pour équilibrer, d’abord le poids de la
fonction objectif par rapport & ’ensemble des contraintes, ensuite pour équi-
librer intrinséquement les contraintes. La premiére version de cette nouvelle
fonction a légeérement dégradé les résultats au niveau du nombre d’itérations.
En revanche, I’étude théorique nous a permis de proposer de nouvelles régles
de mise a jour afin d’améliorer son efficacité.

Notre premiére étude numérique a été consacrée a la résolution des pro-
blémes quadratiques convexes et non convexes par une méthode D.C. Cette
derniére nous a amené a choisir numériquement un seuil de précision pour sa
convergence. Nous avons complété cette étude par une comparaison entre la
méthode G.C. de Steihaug et la méthode D.C., en terme du nombre d’ité-

rations, de la valeur de la fonction objectif et du temps CPU nécessaire a la
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convergence. Les résultats ont montré que la méthode D.C. donne toujours des
solutions meilleures que celles retrouvées par la méthode de Staihaug, méme si
cette derniére consomme plus de temps de calcul. Cette remarque est modérée
par le fait qu’une itération D.C. colite, en moyenne, trois fois moins de temps
CPU qu’une itération G.C-Steihaug. On peut, également arréter la méthode
D.C. a I'instant méme ot la méthode de Steihaug s’arréte, pour affirmer que
les résultats de cette derniére sont moins intéressants que ceux retrouvés par
la premiére.

En plus de ces résultats numériques performants, nous montrons qu’une
bonne adaptation de la méthode D.C. permet de résoudre le probléme vertical
dans R™P au lieu de R"™ (p < n), ce qui représente un gain considérable
contribuant a 'efficacité de notre méthode. La procédure D.C-verticale fournit,
grace au bon choix du point initial, une orthogonalité théorique et numérique
parfaite.

Nous avons utilisé des techniques de rebroussement pour garantir la posi-
tivité des variables auxilliaires. Une correction du second ordre est introduite
pour répondre a un éventuel effet de Maratos, dans le cas ou la fonction de
mérite n’est pas différentiable.

Notre méthode est appelée SDC, en analogie avec les techniques SQP qu’elle
utilise pour produire les sous problémes quadratiques. Grace aux hypothéses
classiques, nous avons démontré le théoréme de convergence de la méthode
SDC. Nous avons, également, mis en évidence le fait que notre méthode ne
souffre pas du mauvais conditionnement.

Les résultats numériques des versions suivantes de la fonction de mérite
pondérée sont encourageants mais ne sont pas suffisamment considérables pour
étre concluants. Ainsi son amélioration fait partie de nos perspectives. La géné-

ralisation de la méthode D.C. pour résoudre les problémes quadratiques avec
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des contraintes quadratiques reste un probléme ouvert. Cette généralisation
peut améliorer I'efficacité de la méthode, en réduisant le nombre de directions
rejetées par la méthode de région de confiance.

Au niveau numeérique, la version CUTEr de la méthode SDC est pratique-

ment opérationnelle, alors que la version AMPL mérite plus de développement.






tel-00011376, version 1 - 13 Jan 2006

ANNEXE A

LA METHODE DU SIMPLEXE

Le développement de la méthode du simplexe par Dantzig de I'université de
Princeton & New Jersey, & la fin des années quarante a marqué le début de I’ére
de 'optimisation moderne, ceci coincida avec la mise en ceuvre des premiers
ordinateurs, ainsi le simplexe devint vite un des plus importants logiciels pour
la programmation linéaire.

De nos jours le simplexe est largement utilisé par les praticiens de tout
bord : management, économie, finance, probléme de transport, ingénierie, et
sciences de la matiére.

La force de la méthode, est qu’a partir d’un minimum potentiel on arrive
a trouver le point optimal exact, en un nombre d’itérations fini ( si le point
optimal n’existe pas ou la fonction objectif n’est pas borné inférieurement,

alors la méthode arrive & déceler ces deux cas aussi).

A.1 Notations

Soit le probléme d’optimisation linéaire standard suivant :

;

min ¢’ x

(pLs){ ¢ (A1)

Az =10

x>0

\

ol ¢ et x sont deux vecteurs de R", et A une matrice m x n de R, et b € R™.
Supposons que m < n.

Soit z un sommet de K, ou K est 'ensemble réalisable du probléme (A.1)
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Notons I, = {i € {1,--- ,n}:x; >0}

et Sy = (AYier,

ou A’ est la i™ colonne de la matrice A.

Si Card(l,) = m alors B, = S, est une base de R™.

Si Card(I,) < m alors on compléte le systéme S, par des colonnes de A de
sorte a obtenir une base B, de R™.

on pose B, = {i € {1,---,m} : A® € B,} cet ensemble sera le plus souvent
confondu avec la base B, elle méme.

Si I, = 3, alors on dit que = est un sommet non dégénéré.

Si I, € (3, alors on dit que x est un sommet dégénéré.

ainsi toute colonne de A peut s’écrire dans la base B, :

Vie{l,--- n}: Al=3 ;) alAl

= e — J e 5 i
on pose Zj = ¢j — Y ;5 Q;Ci, le colit marginal.
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A.2 Algorithme du Simplexe

205

on a une

Si (7; >

Fin Si

Fin Si

Si

Soit = un sommet de K et (3, une base associée a x

des éventualités suivantes :

0Vj ¢ 5,.) Alors

x est une solution optimale de (A.1)

Si (3 & 5. tel que Z; < 0) Alors
on pose J ={j & 0, : Z; <0} #0.
Si (35 € J tel que o < 0Vi € 3, ) Alors

(A.1) n’admet pas de solution

Fin Si |
Si (VjeJ3ie b, tel que a >0 ) Alors
Si (35F € J tel que{i € 3, : af >0} C I,) Alors

i € By ol >0}, 6077 >0

-+ . .
on pose 6/ = min{-"%
ag

soit j~ € 3, tel que a?f >0et 097 =2

soit

S]]
I
8
.
+
Il
>
<
+

Ty = si ¢ B, U{j"}

7 est un sommet de K différent de z tel que c'Z < 'z et

Bz = (B ~{j"}) U{j"} est une base de R™ associée a T
non
i.eVj e J di € 3, tel que af =0etax; =0

soit j7 un indice quelconque dans J et soit j~ € 3, tel que
a?f >0etz;-=0
I'ensemble 3! = (3, ~ {j~}) U{jT} est une autre base de

R™ différente de 3, associée au méme sommet x

Fin Si
Fin Si

Algorithme 19: L’algorithme du Simplexe
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Pour déterminer un sommet initial et une base associée a ce sommet, on

considére le probléme auxiliaire :

min ) ;" v;
(PLSy) { s.c. (A.2)
(r,v) € Kg={(z,v) ER"XR™:2>0,v>0et Az + v = b}

On montre que Ky # () et que (0,b) est un sommet de K; associé a la base
canonique. Le probléme (PLS;) admet une solution optimale (z*, v*).

si v* # 0 alors K = ().

si v* = 0 alors z* est un sommet de (A.1) associée a la base By« ,+).

Le grand défaut de la méthode de Simplexe n’est certainement pas son
implémentation ni des failles lors de la résolution du probléme de grand taille,
mais les soucies dus & sa complexité qui est dans le pire des cas exponentielle et
de fait que la méthode exploite tous les point extrémaux, sommet par sommet
en commencant par le point initial.

Par souci de recherche d’une méthode polynomiale, Khachian a proposé
en 1979 sa méthode d’ellipsoides qui a été proposé au départ pour la pro-
grammation non-linéaire, malheureusement la méthode de Khachian sera vite
abondonée a cause des difficultés d’implémentation qu’elle présente. Il fallait
attendre 1984, pour voir naitre une méthode polynomiale qui va révolutionner
I’optimisation mathématique.

Rappelons enfin que pour un probléme donnée (P), on désigne par taille du
probléme, le nombre de cases de mémoire qui permettent d’ecrire les données
du probléme (P). On dira qu’'un algorithme est de complexité algorithmique
g(N) si sa mise en ceuvre pour résoudre un probléme de taille N nécessite un
nombre d’opérations borné par g(N) et il n’existe pas de fonction h ayant la

méme propriété et telle que lim supy_.o(R(N)/g(N)) = 0.
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LA METHODE DE KARMARKAR

L’outil le plus utilisé pour la programmation linéaire et le plus célébre
de la recherche opérationnelle est la méthode du simplexe. Bien que cette
méthode est réputé trés efficace, en théorie, la méthode du simplexe ne permet
la résolution d’un probléme linéaire avec n variable et m contraintes qu’en un
temps exponentiel, c’est-a-dire le nombre d’itérations est de ’ordre de 2".

En 1984 Karmarkar [48] propose un algorithme plus attractif notamment
par sa complexité polynomiale, c’est-a-dire, le nombre d’itérations est un po-
lynéme en n et m. L’algorithme minimise une fonction linéaire qui vaut zéro a
I’optimum sur un simplexe régulier S qui est un ensemble de n-vecteurs positifs
dont la somme des composantes est égale & une constante. A chaque itération,
Karmarkar utilise une transformation projective de S dans lui méme et qui
envoie la solution réalisable courante au centre de S. Le dessin (B.1) montre
la différence entre les chemins pris par les deux méthodes pour retrouver 1’op-
timum. On remarque que, la méthode de Dantzig exploite tous les sommets
a partir d’'un sommet initial zy alors que la méthode de Karmarkar essaye de

trouver un chemin plus court en passant & I'intérieur du simplexe.

B.1 Résolution d’une fonction linéaire sur un sphére

Soit le probléme de minimisation suivant :

min 'z
s.C. (B.1)

rel
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x0

x1

X*

Méthode de simplexe Méthode de Karmarkar

F1Gg. B.1 — Les chemins pris par la méthode du Simplexe et la méthode de
Karmarkar

ou E est une sphére de centre z et de rayon r. Nous avons le lemme (B.1.1)

suivant
Lemme. B.1.1. La solution du probléme linéaire (B.1) est donné par :

C

f=xy— ——r
el

Preuve.

soit d = x—uxg alors résoudre le probléme (B.1) est équivalent a la résolution

de (B.2)

min ctd
s.C. (B.2)

Id]l3 < r*

Il est facile de voir (voir dessin B.2) que la solution d* de ce probléme

vérifie :
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F1G. B.2 — Illustration de la solution d’un probléme linéaire sur un cercle

fll & e PN __c
]|z = 7 et e, =~ doud = —ppr
ainsi «* = o + d* = o — 7T

On généralise facilement ce résultat au cas ol 'ensemble E est un ellipsoide.

Algébriquement, on peut écrire
E={xcR": (v —x0)Alx — z0) < r?}

ol A est une matrice symétrique définie positive.
De la méme maniére que dans le lemme précédent, on pose d = x — xy d’oul
E devient,
{deR": d'Ad < r*}

et le probléme a résoudre est (B.3)

min ctd
s.c. (B.3)
dtAd < r?

On retrouve I'expression recherchée en utilisant les conditions d’optimalité.
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en effet, d* est la solution de ce probléme si et seulement s’il existe un réel
A >0 tel que

c+ \*Ad* =0

N(d®Ad —7r?) = 0

d'ott \* >0, d* = —5- A et & Ad = r?

ce qui nous permet d’écrire

« _ —rA”lc * __ _ _rA7lc
dr = . et 2t = 1o e

Comme l'intersection d’un espace affine et une sphére est une sphére de

dimension plus petite, alors la projection d’un probléme linéaire sur une sphére
est facile & résoudre vu le résultat du lemme (B.1.1).

Afin de construire les ellipsoides E et E’ de rayon vr (v > 1) dont le
role serait de controler la convergence, Karmarkar propose la transformation
projective T que nous décrivons ci-dessous.

Soit P={x € R": Az = b,z > 0}

Soit @ € R™ un point intérieur a P et soit D la matrice diagonale : diag(a).

Finalement notons S, le simplexe de dimension (n + 1) suivant

Spi1={z eR"™ 12 >0,€ 20 =1}

oll e, est le vecteur unité de € R"! c’est-a-dire toutes ces composantes sont
égales a 1.
La transformation projective 7" est une fonction de R’} dans R’}r“ définie
par : y = T'(x) avec
zi/a; .
; = it i=1,---,n
vi S S T

Yny1 = 1— 2?21 Yi

On montre facilement que 7" est une bijection, que T'(R") = S,41 et que
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T(a) =x¢ = %Henﬂ (c’est le centre de S,11).

La plus grande sphére inscrite dans S,, | est
Blao,r) = {# € R™ - ez = 1, |1z — ]| < 7}
et la plus petite sphére contenant S,, | est

B(zg,R) = {r ¢ R e pim =1, ||o — 20| < R}

ol r=—L— et R= L

V(D) ZEm

B.2 L’algorithme

Karmarkar résout le programme linéaire suivant

(
min ctd

(B.4)
Ar =0

r €S,

\

sous les hypothéses dites hypothéses de Karmarkar :

Hypothéses. B.2.1. (hypothéses de Karmarkar)

1. La valeur optimale est nulle.
2. Le centre du simplexe xo est une solution réalisable du probléme (B.4).
3. la matrice A est de plein rang.

L’algorithme de Karmarkar part d’un point z, et construit une suite de

points x,, qui converge vers ’optimum noté x* en un temps polyndmial. A
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chaque étape, on raméne z; au centre de S,, par la transformation projective
suivante :

Ti:x €S, = Tix)=y €S,

D'z 1 D
avec Ty(x) = eggglm =yetT, (y)= e%l’gzy
ou Dy = diag(zy,).
On test & chaque fois la mesure d’optimalité c'z* < € ol € est la précision

recherchée.

Initialisation xo = %en, k=0
Tant que (e'z) > ¢) faire
Dy, = diag(wy)

A = ADy,
A

Bi=| "
e

dy = B

Pl

Yp = To — ardy ou r = \/m, a €]0,1]

Tkt = e%D[k)sz
k=k+1
Fait

Algorithme 20: L’algorithme de base de Karmarkar

Karmarkar choisit a = .25 et il montre que si 0 < o < 0.25 alors son

algorithme converge aprés ()(ng + nlogn) itérations, ou £ = 271
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MODELISATION

A travers cette dissertation, nous admettons que I'ultime objectif est la
résolution d’un probléme d’optimisation dit non linéaire (C.1) pour lequel,
I’objectif est une fonction non linéaire réguliére et les contraintes sont de deux
sortes, des contraintes d’égalités notés h(z) = 0 oi h est une fonction non
linéaire réguliére, et des contraintes d’inégalité notés g(z) < 0 avec g(z) une

fonction non linéaire réguliére.

(

min f(z)
hie) =0 i=1,2,....p
gi(x) <0 i=1,2,....m

\ r € R"

A croire GILL, Murray et Wright [30], la majeur partie des problémes
d’optimisation s’écrit sous cette forme, méme si construire un bon algorithme
nécessite de prendre en compte la forme et les caractéristiques de la famille de
problémes que nous souhaitons résoudre. Le tableau (Tab.C.1) suivant montre
les principales familles de probléme dans le cas continue, que nous pourrons

rencontrer dans la pratique.

Propriété de I'objectif

Propriétés des contraintes

fonction linéaire
moindre carrée
fonction quadratique

reste non linéaire

variables en boites
fonctions linéaire

fonctions linéaires

fonctions non linéaires réguliéres

... la suite sur la page suivante...
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... suite de la page précédente...
fonction non linéaire réguliére fonctions non linéaires réguliéres
fonction non linéaire fonctions non linéaires non réguliéres
fonction non linéaire non réguliéres avec ou sans contraintes

TaB. C.1: Principales familles de problémes continus.

La deuxiéme caractéristique qui intervient dans le choix de la méthode est
la taille du probléme & résoudre, qui affecte en amont, toutes les techniques
algébriques ou algorithmiques qu’on puisse utilisé et en aval, I'effort de calcul
dont I’algorithme a besoin pour retrouver la solution optimale. Une technique
qui va étre trés efficace pour une famille de problémes peut s’avérer inutile
par sa lourdeure pour exploiter une autre famille. La machine utilisée inter-
vient également dans le choix des problémes a résoudre et par conséquent de
la méthode (le probléme ainsi posé peut apparraitre insensé mais pour tester
I’efficacité d’'une méthode nous avons besoin d’un jeu de tests, le choix de cet
ensemble dépend aussi de la machine dont nous disposons). Pour notre étude
nous avons exploité nos méthodes sur un processus Intel(R) Pentium(R) 4
CPU 2.60GHz avec une fréquence de 2594.002 MHz avec une mémoire total
de 1033580 kB dont 185804 kB de mémoire cachée et avec une mémoire swap
totale de 2104504 kB dont 91612 kB de swap caché géré par un systéme d’ex-
ploitation Linux Suze 9.2. Avec des ressources limité, il faut exploiter au maxi-
mum les caractéristiques des problémes et notamment le fait qu’une grande
partie de nos matrices sont creuses.

Dans la pratique, il est nécessaire de prendre en considérations toutes les
particularités du probléme et les moyens mise en place. Dans cette dissertation

nous avons essayés de proposer des méthodes générales pour résoudre un en-
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semble non homogéne de problémes ce qui donne & nos méthodes un potentiel

global de résolution.

C.1 L’environnement CUTEr

La version initial de CUTEr est CUTE (Constrained and Unconstrained
Testing Environment, r pour revisited) a été présenté en 1995 par Conn, Gould
et Toint [13] mais dés 1993 CUTE été largement utilisé par la communauté
scientifique. Grace 4 un ensemble d’outils, CUTEr permet I’écriture de nouveau
codes, l'unification des outils de programmation et de tests permettent des
comparaisons plus objectives et rationnelles des codes existants. Les outils
sont écrit en Fortran 77, mais le programmeur C peut utiliser CUTEr grace a
des fichier d’en-téte spécifique concus pour cet effet.

Une panoplie d’outils a été introduite pour faciliter ’exploitation des fi-
chiers contenant les problémes, ils permettent le calcul de la valeur de I’objec-
tif, des contraintes, des gradients de différentes fonctions, le Hessien ainsi que
d’autres fonctionnalité comme le temps de calcul ou le nombre d’itérations.

Les fichiers contenant les données concernant les problémes font partie d’un
ensemble dit MASTSIF, chaque probléme & une étiquette de classification qui

le décrit
classification ABCx-DE-n-m

Le premier caractére A décrit la fonction objectif et porte une des possibi-
lités suivantes

N Aucune fonction objectif n’est défini,

C l'objectif est une constante,

L D'objectif est linéaire,

I’objectif est quadratique,
J
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S 'objectif est une somme de fonction quadratique, et finalement

O si 'objectif n’est d’aucune des possibilités ci-dessus.

Le second caractére B décrit le type des contraintes

U si le probléme est sans contraintes,

X si le probléme admet des variables fixés comme contraintes,

B si le probléme admet des variables emboités comme contraintes,

N si les contraintes sont sous la forme d’une matrice issus d’un réseau
linéaire,

L si les contraintes sont linéaires,

Q si les contraintes sont quadratiques, et finalement

O si aucune des situation décrite ci-dessus n’a lieu.

Le troisiéme caractére C décrit la régularité des problémes, il admet deux
valeurs

R si le probléme est régulier c’est-a-dire, les fonction sont de classe C2, ou

I si le probléme n’est pas régulier.

La lettre C est suivie par un nombre x qui peut prendre les valeurs 0,1 ou 2.
x est le degré le plus haut de 'ordre de différentiabilité fourni analytiquement

dans la description du probléme.

La lettre D indique 'origine du probléme :

A si le probléme est académique,

M si le probléme provient d’une modélisation, et

R si le probléme ou sa résolution est une application réelle souvent de type

industriel.
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La lettre E est remplacer soit par

Y si la description du probléme (le fichier) contient des variables internes
explicites, soit par

N si ce n’est pas le cas.

Le nombre n est le nombre de variable du probléme, si ce nombre est rem-
placée par V cela voudra dire que le nombre de variables est flottant (variable).

Et finalement le nombre m est le nombre de contraintes du probléme, si ce
nombre est remplacée par V cela voudra dire que le nombre de contraintes est
variable. Un probléme d’optimisation non linéaire sera codé a partir du schéma

suivant :

p

min F'(z) = Zie[o gi(ZjeJi wi j f5(T5) + ajr — b;) + % Z?:1 > ket hiri T

S.C.

9i(25e s, wig [3(T5) + e = bi) =0 i € Ingaire (C.2)

< < »

0 9i(D ey, wii f5(T5) + ajx — by) T i € Inegatite
> >

li < <y

avec les définitions suivantes
g; est dit groupe de fonctions, il permet de regrouper différentes partie des
données en des ensembles homogénes, par exemples des fonctions sinus décla-
rées dans plusieurs endroits seront déclarées une seule fois grace & un groupe
SINUS qui sera utilisé par la suite.

> jes wiifi(7;) est dit le i groupe.

f; est I’élément non linéaire.

Z; est un élément constitué de quelque composantes de x.

w;,; sont des poids

atr — b; est I'élément linéaire.
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%Z?:l > iy hjrz;zy est le groupe quadratique.

Les outils SifDec permettent de décoder les problémes qui sont écrits sous
la forme SIF (Standard Input File), et sont nécessairement installés avant I'uti-
lisation de CUTEr. Le site [96] propose une documentation riche et compléte,
le choix d’une famille de problémes précise est possible sur le site donnée dans
la référence [97].

La construction de nouveau interface SDC, par exemple, passe par les

quatre étapes suivantes :
1. Ecrire le driver sdcma, qui contient le code de la méthode.

2. Compiler le fichier source par la commande “cc -¢c sdcma.c” et copier le
p p

fichier objet dans le répertoire “SMYCUTER /double/bin”.
3. Ecrire le prototype sdsdc.pro et sdec.pro.

4. Créer un nouveau répertoire SDC qui contiendra les fichiers relatif a

notre code.

Deux remarques sont nécessaires pour bien comprendre la relation entre
le nombre m et les valeurs m et p de notre étude, premiérement, le nombre
cuter m, ne fait pas la différence entre contraintes d’égalités et contraintes
d’inégalités, deuxiémement les contraintes relatives aux variables ne sont pas
comptabilisés. Par exemple un probléme qui contient une contrainte relative a
une variable fixée ou des variables emboités sera considéré comme un probléme
sans contraintes. Ainsi, lors de I’écriture du nouveau driver, il est important
de vérifier la concordance entre le fichier des données et la forme du probléme
a résoudre. En effet, un probléme non linéaire s’écrit sous la forme (C.1) alors
que pour ’environnement CUTEr, le méme probléme est modélisé avec 1’ex-
pression (C.2). Ainsi les contraintes doivent étre traduite quand on passe d’un
environnement a un autre et les dimensions sont & revoir, et il n’est pas tou-

jours vrai de dire que la dimension CUTEr est 'addition de m + p. Retrouvons
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ces différence dans le tableau Tab.C.2 qui explicite les noms et dimensions des
problémes de la base CUTEr que nous avons utilisés dans les expérimentations

numériques de cette dissertation.

Probléme n CUTEr | m CUTEr n m p
3PK 30 0 30 30
AGG 163 488 163 615 36
AIRCRFTA 8 5 8 0 8
AIRCRFTB 8 0 8 0 3
AIRPORT 84 42 84 210 0
AKIVA 2 0 2 0 0
ALJAZZAF 1000 1 1000 | 1000 1
ALLINITC 4 1 4 3 2
ALLINIT 4 0 4 3 1
ALLINITU 4 0 4 0 0
ALSOTAME 2 1 2 4 1
ARGAUSS 3 15 3 0 15
ARGLALE 200 400 200 0 400
ARGLBLE 200 400 200 0 400
ARGLCLE 200 399 200 0 399
ARGTRIG 200 200 200 0 200
AVGASA 8 10 8 26 0
AVGASB 8 10 8 26 0
AVION2 49 15 49 98 15
BARD 3 0 3 0 0
BATCH 48 73 48 155 12
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BDEXP 5000 0 5000 | 5000 | 0
BDQRTIC 5000 0 5000 | 0 0
BEALE 2 0 2 0 0
BIGGS3 6 0 6 0 3
BIGGS5 6 0 6 0 1
BIGGS6 6 0 6 0 0
BIGGSB1 5000 0 5000 | 9998 | 0
BIGGSC4 4 7 4 21 0
BLOWEYA 4002 2002 | 4002 | 4002 | 2002
BLOWEYB 4002 2002 | 4002 | 4002 | 2002
BLOWEYC 4002 2002 | 4002 | 4002 | 2002
BOOTH 2 p 2 0 p
BOX2 3 0 3 0 1
BOX3 3 0 3 0 0
BQP1VAR 1 0 1 2 0
BQPGABIM 50 0 50 92 4
BQPGASIM 50 0 50 | 100 | 0
BRATUID 5003 0 5003 | 0 2
BRITGAS 450 360 450 | 474 | 360
BRKMCC 2 0 2 0 0
BROWNALE 200 200 200 0 | 200
BROWNAL 200 0 200 0 0
BROWNBS 2 0 2 0 0
BROWNDEN 4 0 4 0 0
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BROYDN7D 2000 0 2000 0 0
BRYBND 5000 0 2000 0 0
BT10 2 2 2 0 2
BT11 5 3 ) 0 3
BT12 ) 3 ) 0 3
BT13 ) 1 ) 1 1
BT1 2 1 2 0 1
BT2 3 1 3 0 1
BT3 ) 3 ) 0 3
BT4 3 2 3 0 2
BT5 3 2 3 0 2
BT6 3 2 3 0 2
BT7 ) 3 3 0 3
BTS8 ) 2 ) 0 2
BT9 4 2 4 0 2
BYRDSPHR 3 2 3 0 2
CAMELG6 2 0 2 4 0
CAMSHAPE 800 1603 800 | 4004 0
CANTILVR ) 1 ) 6 0
CATENARY 3003 1000 3003 0 1004
CATENA 3003 1000 3003 0 1004
CATMIX 2403 1600 2403 | 1602 | 1602
CBRATU2D 3200 2888 3200 0 3200
CBRATU3D 3456 2000 3456 0 3456
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CHAIN 802 401 802 0 403
CHAINWOO 4000 0 4000 0 0
CHANDHEQ 100 100 100 100 100
CHEBYQAD 100 0 100 200 0
CHENHARK 5000 0 2000 | 5000 0
CHNROSNB 20 0 20 0 0

CLIFF 2 0 2 0 0

CLPLATEA 5041 0 5041 0 71
CLPLATEB 5041 0 5041 0 71
CLPLATEC 5041 0 5041 0 71
CLUSTER 2 2 2 0 2
CONCON 15 11 15 3 11
COOLHANS 9 9 9 0 9
CORE1 65 29 65 139 41
CORE2 157 134 157 299 108
COSHFUN 61 20 61 20 0
COSINE 10000 0 10000 0 0
CRAGGLVY 5000 0 5000 0 0
C-RELOAD 342 284 342 684 | 200
CRESC50 6 100 6 105 0
CUBENE 2 2 2 0 2
CUBE 2 0 2 0 0
DALLASM 196 151 196 392 151
DALLASS 46 31 46 92 31
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DECONVB 61 0 61 72 0
DECONVC 61 1 61 ol 11
DECONVNE 61 40 61 0 40
DECONVU 61 0 61 0 0
DEGENLPA 20 15 20 40 15
DEGENLPB 20 15 20 40 15
DEMBO7 16 20 16 23 0
DENSCHNA 2 0 2 0 0
DENSCHNB 2 0 2 0 0
DENSCHNC 2 0 2 0 0
DENSCHND 3 0 3 0 0
DENSCHNE 3 0 3 0 0
DENSCHNF 2 0 2 0 0
DISC2 29 23 29 20 17
DISCS 36 66 36 60 21
DITTERT 1133 1034 1133 | 1233 | 1034
DIXCHLNG 10 3 10 0 3
DIXMAANA 3000 0 3000 0 0
DIXMAANB 3000 0 3000 0 0
DIXMAANC 3000 0 3000 0 0
DIXMAAND 3000 0 3000 0 0
DIXMAANE 3000 0 3000 0 0
DIXMAANF 3000 0 3000 0 0
DIXMAANG 3000 0 3000 0 0
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DIXMAANH 3000 0 3000 0 0
DIXMAANI 3000 0 3000 0 0
DIXMAANJ 3000 0 3000 0 0
DIXMAANK 15 0 15 0 0
DIXMAANL 3000 0 3000 0 0
DIXON3DQ 10000 0 10000 0 0
DJTL 2 0 2 0 0
DNIEPER 61 24 61 112 28
DQDRTIC 5000 0 2000 0 0
DQRTIC 5000 0 2000 0 0
DRCAVI1LQ 4489 0 4489 0 920
DRCAV2LQ 4489 0 4489 0 520
DRCAV3LQ 4489 0 4489 0 520
DRUGDISE 603 200 603 698 | 504
DTOC3 4499 2998 4499 0 3000
DTOC4 4499 2998 4499 0 3000
EDENSCH 2000 0 2000 0 0
EG1 3 0 3 4 0
EG2 1000 0 1000 0 0
EIGMAXA 101 101 101 202 101
EIGMAXB 101 101 101 202 101
EIGMINA 101 101 101 202 101
EIGMINB 101 101 101 202 101
ELATTAR 7 102 7 102 0
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ENGVAL1 2000 0 2000 0 0
ENGVAL2 18 9 18 15 8
ERRINROS a0 0 a0 0 0
EXPFITA 5 22 ) 22 0
EXPFITB ) 102 5 102 0
EXPFIT 2 0 2 0 0
EXPLIN2 1200 0 1200 | 2400 0
EXPLIN 1200 0 1200 | 2400 0
EXPQUAD 1200 0 1200 | 200 0
EXTRASIM 2 1 2 1 1
EXTROSNB 1000 0 1000 0 0
FCCU 19 8 19 19 8
FEEDLOC 90 259 90 462 22
FMINSRF2 5625 0 3625 0 0
FMINSURF 5625 0 2625 0 0
FREUROTH 5000 0 2000 0 0
GENHS28 10 8 10 0 8
GENHUMPS 5000 0 5000 0 0
GENROSE 200 0 200 0 0
GILBERT 5000 1 2000 1 1
GOFFIN 51 90 ol a0 0
GOTTFR 2 2 2 0 2
GPP 250 498 250 498 0
GRIDGENA 6218 0 6218 | 11120 | 658

... la suite sur la page suivante...

225



tel-00011376, version 1 - 13 Jan 2006

Modélisation 226

.. suite de la page précédente...
GROWTHLS 3 0 3 0 0
GROWTH 3 12 3 0 12
GULF 3 0 3 0 0
HAGERI1 5001 2500 5001 0 2501
HAGER2 5001 2500 5001 0 2501
HAGER3 5001 2500 5001 0 2501
HAGERA4 5001 2500 5001 | 2500 | 2501
HAIRY 2 0 2 0 0
HALDMADS 6 42 6 42 0
HART6 6 0 6 12 0
HATFLDA 4 0 4 4 0
HATFLDB 4 0 4 3 0
HATFLDC 25 0 25 48 0
HATFLDD 3 0 3 0 0
HATFLDE 3 0 3 0 0
HATFLDF 3 3 3 0 3
HATFLDG 25 25 25 0 25
HATFLDH 4 7 4 21 0
HEARTG6LS 6 0 6 0 0
HEARTG6 6 6 6 0 6
HEARTSLS 8 0 8 0 0
HEARTS8 8 8 8 0 8
HELIX 3 0 3 0 0
HILBERTA 2 0 2 0 0
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HILBERTB 10 0 10 0 0
HIMMELBA 2 2 2 0 2
HIMMELBB 2 0 2 0 0
HIMMELBC 2 2 2 0 2
HIMMELBD 2 2 2 0 2
HIMMELBE 3 3 3 0 3
HIMMELBF 4 0 4 0 0
HIMMELBG 2 0 2 0 0
HIMMELBH 2 0 2 0 0

HIMMELBI 100 12 100 212 0
HIMMELBJ 45 14 45 43 16
HIMMELBK 24 14 24 24 14
HIMMELP1 2 0 2 4 0
HIMMELP2 2 1 2 3 0
HIMMELP6 2 ) 2 9 0

HONG 4 1 4 8 1
HS100LNP 7 2 7 0 2
HS105 8 1 8 17 0
HS107 9 6 9 8 6
HS108 9 13 9 14 0
HS109 9 10 9 20 6
HS10 2 1 2 1 0
HS110 10 0 10 20 0
HS111LNP 10 3 10 0 3
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HS61 3 2 3 0 2
HS62 3 1 3 6 1
HS63 3 2 3 3 2
HS64 3 1 3 4 0
HS65 3 1 3 7 0
HS67 3 14 3 20 0
HS68 4 2 4 8 2
HS69 4 2 4 8 2
HS6 2 1 2 0 1
HS70 4 1 4 9 0
HST77 5 2 5 0 2
HS78 5 3 5t 0 3
HS79 5 3 Y 0 3
HS7 2 1 2 0 1
HS80 5 3 5 10 3
HS81 5 3 5 10 3
HS85 5 21 5 48 0
HS86 5 10 Y 15 0
HS87 6 4 6 12 4
HS88 2 1 2 1 0
HS89 3 1 3 1 0
HS8 2 2 2 0 2
HS90 4 1 4 1 0
HS91 5 1 5 1 0
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HS92 6 1 6 1 0
HS99EXP 6 2 6 8 0
HS99 31 21 31 14 24
HS9 7 2 7 14 2
HUBFIT 2 1 2 0 1
HUES-MOD 2 1 2 2 0
HUESTIS 5000 2 2000 | 5000 2
HUMPS 5000 2 2000 | 5000 2
HVYCRASH 2 0 2 0 0
HYDC20LS 4004 3000 4004 | 4004 | 3002
HYDCAR20 99 0 99 0 0
HYDCARG 99 99 99 0 99
HYDROELL 29 29 29 0 29
HYDROELM 1009 1008 1009 | 4030 2
HYDROELS 505 504 505 | 2014 2
HYPCIR 169 168 169 670 2
INDEF 2 2 2 0 2
JENSMP 2 0 2 0 0
JNLBRNG1 10000 0 10000 | 9604 | 396
JNLBRNG?2 10000 0 10000 | 9604 | 396
JNLBRNGA 10000 0 10000 | 9604 | 396
JNLBRNGB 10000 0 10000 | 9604 | 396
KISSING2 100 625 100 625 6
KISSING 127 903 127 861 42
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KOWOSB 4 0 4 0 0
LAKES 90 78 90 18 | 78
LAUNCH 25 28 25 70 9
LEAKNET 156 153 156 | 82 | 153
LIARWHD 5000 0 5000 | 0 0
LIN 4 2 4 8 2
LINSPANH 97 33 97 | 162 | 49
LINVERSE 1999 0 1999 | 1000 | 0
LISWET10 2002 2000 2002 | 2000 | 0
LMINSURF 5625 0 5625 | 0 | 296
LOADBAL 31 31 31 62 | 11
LOGHAIRY 2 0 2 0 0
LOGROS 2 0 2 2 0
LOTSCHD 12 7 12 12 7
LSNNODOC 5 4 5 6 4
LSQFIT 2 1 2 2 0
MANCINO 100 0 100 0 0
MARATOSB 2 0 2 0 0
MARATOS 2 1 2 0 1
MATRIX2 6 2 6 6 0
MAXLIKA 8 0 8 16 0
MCCORMCK | 5000 0 5000 | 10000 | 0
MCONCON 15 11 15 5 11
MDHOLE 2 0 2 1 0
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MESH 41 48 41 72 32
METHANBS 31 31 31 0 31
METHANLS 31 31 31 0 31

MEXHAT 2 0 2 0 0
MEYER3 3 0 3 0 0
MIFFLIN1 3 2 3 2 0
MIFFLIN2 3 2 3 2 0
MINC44 1113 1032 1113 | 1193 | 1042
MINMAXBD 5 20 5 20 0
MINMAXRB 3 4 3 4 0
MINPERM 1113 1033 1113 | 1213 | 1033
MINSURFO 5306 0 0306 | 5002 | 304
MINSURF 64 0 64 0 28
MISTAKE 9 13 9 14 0
MODEL 1542 38 1542 99 1523
MOREBV 5000 0 5000 0 0
MOSARQP1 2500 700 2500 | 3200 0
MOSARQP2 2500 700 2500 | 3200 0
MRIBASIS 36 95 36 94 21
MSQRTALS 1024 0 1024 0 0
MSQRTA 1024 1024 1024 0 1024
MSQRTBLS 1024 0 1024 0 0
MSQRTB 1024 1024 1024 0 1024
MSS3 2070 1981 2070 0 1981
... la suite sur la page suivante...
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MWRIGHT 5 3 ) 0 3
NASH 72 24 72 6 78
NCVXQP1 1000 500 1000 | 2000 | 500
NCVXQP1 1000 500 1000 | 2000 | 500
NET1 48 o7 48 65 43
NET?2 144 160 144 173 134
NLMSURF 5625 0 9625 0 296
NOBNDTOR 5476 0 0476 | 5184 | 292
NONCVXU2 5000 0 2000 0 0
NONCVXUN 5000 0 2000 0 0
NONDIA 5000 0 2000 0 0
NONDQUAR 5000 0 2000 0 0
NONSCOMP 5000 0 5000 | 10000 | O
NUFFIELD 940 2000 940 | 5000 1
ODC 5184 0 5184 0 284
ODFITS 10 6 10 10 6
OPTCDEG?2 4502 3000 4502 | 4499 | 3003
OPTCDEG3 4502 3000 4502 | 4499 | 3003
OPTCNTRL 32 20 32 30 23
OPTCTRL3 4502 3000 4502 0 3003
OPTCTRL6 4502 3000 4502 0 3003
OPTMASS 3010 2505 3010 | 501 | 2008
OPTPRLOC 30 30 30 90 0
ORBIT2 2698 2097 2698 | 2095 | 1803
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ORTHRDS2 2003 2500 2003 0 2500
ORTHREGB 27 6 27 0 6
ORTHREGC 5005 2500 2005 0 2500
ORTHREGD 5003 2500 2003 0 2500
ORTHREGF 4805 1600 4805 2 1600
ORTHRGDS 5003 2500 2003 0 2500
OSBORNEA 5 0 ) 0 0
OSBORNEB 11 0 11 0 0
OSLBQP 8 0 8 11 0
PALMERIA 6 0 6 2 0
PALMERI1B 4 0 4 2 0
PALMERI1C 8 0 8 0 0
PALMERI1D 7 0 7 0 0
PALMERIE 8 0 8 1 0
PALMERI1 4 0 4 3 0
PALMER2A 6 0 6 2 0
PALMER2B 4 0 4 2 0
PALMER2C 8 0 8 0 0
PALMER2E 8 0 8 1 0
PALMER?2 4 0 4 3 0
PALMER3A 6 0 6 2 0
PALMER3B 4 0 4 2 0
PALMER3C 8 0 8 0 0
PALMERS3E 8 0 8 1 0
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PFIT1LS 3 0 3 1 0
PFIT1 3 3 3 1 3
PFIT2LS 3 0 3 1 0
PFIT2 3 3 3 1 3
PFIT3LS 3 0 3 1 0
PFIT3 3 3 3 1 3
PFIT4LS 3 0 3 1 0
PFIT4 3 3 3 1 3
POLAK3 12 10 12 10 0
PORTFL1 12 1 12 24 1
PORTFL2 12 1 12 24 1
PORTFL3 12 1 12 24 1
PORTFL4 12 1 12 24 1
PORTFLG6 12 1 12 24 1
POWELLBS 2 2 2 0 2
POWELLSG 5000 0 5000 | 0 0
POWELLSQ 2 2 2 0 2
POWER 10000 0 10000 | 0 0
PRIMALC1 230 9 230 | 224 | 0
PRIMALC2 231 7 231 | 236 | 0
PRIMALC5 287 8 287 | 286 | 0
PROBPENL 500 0 500 | 1000 | 0
PRODPLO 60 29 60 69 | 20
PRODPL1 60 29 60 69 | 20
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PSPDOC 4 0 4 1 0
QPCBLEND 83 74 83 114 43
QPCBOEI2 143 166 143 378 4
QPNBLEND 83 74 83 114 43
QPNBOEI2 143 166 143 378 4
QR3DLS 610 0 610 20 0
QR3D 610 610 610 20 610
QRTQUAD 5000 0 2000 | 2200 0
QUARTC 5000 0 2000 0 0
QUDLIN 5000 0 2000 | 10000 | O
RAYBENDL 2050 0 2050 0 4
RAYBENDS 2050 0 2050 0 4
READING1 4002 2000 4002 | 8002 | 2001
READING3 4002 2001 4002 | 8004 | 2001
READING6 102 50 102 102 o1
READING?7 1002 500 1002 | 1002 | 501
RECIPE 3 3 3 0 3
RES 20 14 20 42 12
RK23 17 11 17 6 11
ROBOTARM 4412 3202 4412 | 4801 | 3214
ROBOT 14 2 14 14 9
ROCKET 2407 2002 2407 | 2401 | 2006
ROSENBR 2 0 2 0 0
ROTDISC 905 1081 905 1604 | 733
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RSNBRNE 2 2 2 0 2
$308 2 0 2 0 0
$316-322 2 1 2 0 1
5368 8 0 8 16 0
SAWPATH 583 774 583 | 196 | 580
SBRYBND 5000 0 5000 | 0O 0
SCHMVETT | 5000 0 5000 | 0O 0
SCONDILS 5002 0 5002 | 10000 | 2
SCOSINE 5000 0 5000 | 0O 0
SCURLY10 10000 0 10000 | 0 0
SCURLY?20 10000 0 10000 | 0 0
SENSORS 100 0 100 0 0
SIM2BQP 2 0 2 2 1
SIMBQP 2 0 2 2 0
SIMPLLPA 2 2 2 4 0
SINEALI 1000 0 1000 | 2000 | 0
SINEVAL 2 0 2 0 0
SINQUAD 5000 0 5000 | 0 0
SINROSNB 1000 999 1000 | 2000 | 0
SINVALNE 2 2 2 0 2
SISSER 2 0 2 0 0
SMBANK 117 64 117 | 234 | 64
SMMPSF 720 263 720 | 743 | 240
SNAIL 2 0 2 0 0
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SOSQP1 2000 2501 2000 | 10000 | 2501
SOSQP2 5000 2501 2000 | 10000 | 2501
SPARSINE 5000 0 2000 0 0
SPARSQUR 10000 0 10000 0 0
SPECAN 9 0 9 18 0
SPMSRTLS 4999 0 4999 0 0
SREADIN3 4002 2001 4002 | 8004 | 2001
SROSENBR 5000 0 2000 0 0
SSC 5184 0 5184 0 284
SSEBLIN 194 72 194 384 90
SSEBNLN 194 96 194 384 74
SSNLBEAM 3003 2000 3003 | 4000 | 2002
STEENBRA 432 108 432 432 108
STEENBRB 468 108 468 468 108
STEENBRC 540 126 540 540 126
STEENBRD 468 108 468 468 108
STEENBRE 240 126 240 240 126
STEENBRF 468 108 468 468 108
STEENBRG 540 126 540 540 126
STEERING 2006 1600 2006 | 803 | 1607
SUPERSIM 2 2 2 1 2
SWOPF 83 92 83 34 78
SYNTHES1 6 6 6 18 0
SYNTHES?2 11 14 11 34 1
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SYNTHES3 17 23 17 95 2
TAME 2 1 2 2 1
TENBARS2 18 8 18 14 8
TENBARS3 18 8 18 12 8
TESTQUAD 5000 0 5000 0 0
TFI1 3 101 3 101 0
TFI2 3 101 3 101 0
TFI3 3 101 3 101 0
TOINTGOR 50 0 50 0 0
TOINTGSS 5000 0 5000 0 0
TOINTPSP 50 0 50 0 0
TOINTQOR 50 0 a0 0 0
TORSION1 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSION2 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSION3 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSION4 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSIONS 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSIONG6 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSIONA 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSIONB 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSIONC 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSIOND 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSIONE 5476 0 5476 | 10368 | 292
TORSIONF 5476 0 5476 | 10368 | 292
... la suite sur la page suivante...
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TQUARTIC 2000 0 2000 0 0
TRAINF 4008 2002 4008 | 4000 | 2010
TRAINH 4008 2002 4008 | 4000 | 2010
TRIDIA 5000 0 2000 0 0

TRIGGER 7 6 7 0 7
TRIMLOSS 142 75 142 319 20
TRUSPYR2 11 11 11 16 3

TRY-B 2 1 2 2 1

TWIRISM1 343 313 343 775 224

VANDERM1 100 199 100 99 100

VANDERM2 100 199 100 99 100

VANDERM3 100 199 100 99 100

VANDERMA4 100 199 100 99 100
VARDIM 200 0 200 0 0

VAREIGVL a0 0 a0 0 0

VIBRBEAM 8 0 8 0 0
WATER 31 10 31 62 10
WATSON 12 0 12 0 0
WEEDS 3 0 3 4 0

WOODSNE 4000 0 4000 0 0
WOODS 2002 2000 2002 | 2001 2

YORKNET 312 256 312 288 | 256

ZAMB2-10 270 96 270 928 102

ZAMB2-11 270 96 270 928 102
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ZAMB2-8 138 48 138 264 54
ZAMB2-9 138 48 138 264 54
ZAMB?2 3966 1440 3966 | 7920 | 1446
ZANGWIL2 2 0 2 0 0
ZANGWIL3 3 3 3 0 3
ZECEVIC2 2 2 2 6 0
ZECEVIC3 2 2 2 6 0
ZECEVIC4 2 2 2 6 0
Z1GZAG 3004 2500 3004 | 4000 | 2006
7Y?2 3 2 3 6 0

TAB. C.2: Index des problémes de la base CUTEr utili-

sées dans les expériences numériques.

C.2 Le langage de modélisation AMPL

Le langage AMPL (Langage de Modélisation Algébrique pour la Program-
mation mathématique) a été proposé et implémenté vers 1985 par R. Fourer,
D. M. Gay et B. W. Kernighan [25]. Il est proche du langage humain, d’ou 'ai-
sance de modéliser ou de lire un programme écrit en AMPL. Malheureusement
les fichiers de données AMPL sont plus grands que ceux écrits dans 1’environ-
nement CUTEr. Pour faciliter le traitement de gros fichiers, on peut modéliser
les problémes en deux fichiers, le premier .mod contient les déclarations des
données : ensembles, variables, paramétres, contraintes, commentaires,... et le
deuxiéme (.dat) regroupe les données : valeurs des paramétres, désignations des

variables ou des ensembles. Outre les fichiers de données (.mod et .dat), AMPL
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offre un environnement de commandes interactif pour reprendre un probléme,
changer un point initial, ou charger un autre solveur. Une panoplie d’options
est proposée pour permettre a 'utilisateur plus de choix dans la résolution et
I’analyse des données et des résultats.

Soit problem1 un probléme modélisé par le langage AMPL dans les fichier
problem1.mod et problem1.dat, alors la résolution de ce probléme dans I’envi-

ronnement AMPL se fait grace aux commandes suivantes :

>ampl
ampl>model problem1.mod;
ampl>data probleml.dat ;

ampl>solve ;

Algorithme 21: Les commandes de base pour le langage AMPL

Le solveur par défaut est le programme MINOS [58]. Ce dernier sera appelé
pour résoudre le probléme probleml et produira des messages relatifs a son
exécution, par exemple :

MINOS 5.5 : optimal solution found.

12 iterations, objective 12032
Pour travailler avec un autre solveur, en prenant par exemple le solveur

SDC, T'utilisateur doit exécuter la commande

ampl>option solver sdc;

ampl>solve ;

Algorithme 22: Utiliser le code SDC en langage AMPL
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Sans choisir un autre probléme & résoudre, c’est le dernier probléme chargé
qui sera résout, dans notre cas il s’agit de problem1.

La commande
ampl>quit ;
termine I’exécution et renvoi le curseur vers le systéme d’opération ou le shell
d’origine. D’autres commandes et options sont disponibles (consulter le livre
[25] et le site |95]). Les méthodes de résolutions LOQO, SNOPT et KNITRO
que nous avons présentés au chapitre 4 sont utilisables, sous certaines condi-

tions, avec la programmation AMPL.
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