
���������
	��
����������������	��

����� �"!$#&%('$�")+*-,/.-01�324!65�78,��9)&�"):!;'$)&��<�'$01,��=.-<�0>!6,?�@78�A%1B&�C*&,��9*&,/.D�"'$)E%1�
'$)E%(�F0G'$,�#&0H�HI

J B&�F�"0G'6,K,A%9<L!6M"�30G'N%1BO7P,?�HI

QSR�T
���VU�	��
���
�F��� �WUL�X	
Y�Z�RL�X[9[9� �]\^��_a`cbdY/ef��`

� �g����������hjikZ�l����
�A���mZX�]���]nX	��X�������
o�Z�p
���
��	a����hjiq�����r���
	����r���^����������	��
� �KYK�H��R�� [s�H����tF��� �au�U�U�hm��t���� � �

o��
p � [=l�	��wvXx�xAy

p© Y�Z�RL�X[9[9� �]\^��_a`cbdY/ef��`{zEvXx�x�y?|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6

http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00011376/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr


te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



���������
	��
����������������	��

QSR�T
���=���Wo�Z?p ��Z�	��H�a����hjiq�����r���
	����r���^����������	��

����� �"!$#&%('$�")+*-,/.-01�324!65�78,��9)&�"):!;'$)&��<�'$01,��=.-<�0>!6,?�@78�A%1B&�C*&,��9*&,/.D�"'$)E%1�
'$)E%(�F0G'$,�#&0H�HI

J B&�F�"0G'6,K,A%9<L!6M"�30G'N%1BO7P,?�HI

U�	
� ���
�A��� �WUL�X	

Y�Z�RL�X[9[9� �]\^��_a`cbdY/ef��`

���
�H�X�A��hm� � ��	���p ZX[sU"Z��������
�

�D	�Z��6�
�����
��	��X���X�
	��D�m� 	
	��Vef_S\^��� b `�
=z��D	
� ������� �A����� � ��	��>� � 	��XU�U"Z�	 ��� ��	 z
�D	�Z��6�
�����
��	��X���X�
	 _ Z���Z�h�U�R��^_f\Vef��bSz 	��XU�U"Z�	
��� ��	
z
�D	�Z��6�
�����
��	�YP|Lu=|�u�� `���	 u��&u \^� `{z �����X[s���L�H��� ��	
z
�D	�Z��6�
�����
��	�_��Xl��XR��&u���� u��Ez �����X[s���L�H��� ��	
z
�D	�Z��6�
�����
��	 uS���L�X���du�����`���bSz o��m	��
p
��� ��	 ���^��R�T
���H|

QSR�T �
�W�
Z������ �F���Vhm��x! ���
p � [=l�	��=vXx�xAy

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� [s� �$�X[s��hmh��W|r|�|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



������� �����	������
 J��

�X������� ��� ��Z���� � iq�XlEZX	���
=	
� [9� 	
p �m�
	SY�ZX������� ��	fuS���L�X� �du�� �?`���bSz�����	��
p
���
��	f���

h �HlEZ�	��H��ZX�m	��@���>[s�H��R�� [s�H����tF��� �=�XU�U�h��mtF��� �
� ��� ������	��>� �@U�	�Z �6� ���
� ��	�
/h;iq�����
���������

����UE�
	��m�
��	 � ik�
�������
� hmZ�nX�m�
���mtF���
� z3tF���4[]i � �$�X����hjikR�Z������ ��	�� i�� ��	
�w[sZX�K����	�� p ���
��	 ���

��R�T ���H|�` h"�W�
��n�n��
	���������nX	��X������UL�X	 � ��� � �
� � �
���S�Xl"Z�	���� �d�L�X��� p �
�
��� ��R�T
���Xz?�
� � ���

�
���Shm� hm� p ���
��	D�H�
��� �A��� �czX���m��U"Z�����l�hm�d�
� 	
�mn�ZX��	��
�
�E|!�?ZX�9�
Z������m� � [9Z�	��Xh?� �D���
�Dp Z������ ��hm�

[]iqZ��A� lE� �X��p ZX��U>�X�������L�H���fh �V	��
�L�Xp
���mZ��s�
�Shm���L���Xhm�����H���mZ��@��� [s�V��R�T �
�X| �X��hm���"� �

�����m�an�	��H����� [9� �A�a	
� p ZX���L�X�������H�F� |

QOZX�����^[s�=n�	��H���r��������� iq�X��	��
���
��
@Y]Z�������� ��	 �X� �X�
	�� ��� 	
	���ef_S\^��� b `�
=z �D	�Z��6�
��	

���
��	�
]hjik�����r��� 	
���r��� � h �H�m��� �O�X��p �Xh ����e h�� 	�[9Z��A��	��L� 	�	��X��� z � �9[9�s	
� � Z�������t�� iq��h �H���

�Xp
p � U?���V��� � ��n�� 	S[9Z��>��	����X�H�mh �
�����X�A�at����W	��XU�U"Z�	
��� ��	S� ���
��U�	�� �
�m���
	ahm� � ��	���|

��i �H�m[9� 	��H�m�S	��
[s�
	�p
�m� 	 � n��Xhm�
[s�
�F��Y�ZX������� ��	��X���X� 	c_aZ?��ZXhmU�R��V_S\�ef��baz �D	�Z��6�
��	

���
��	�
Vh;iq���������
	��
����� � � ��	
� 	��-Z��m��p��X	
��� ���H��p ����� zF� i ���XZ��m	d�Xp
p � U?��� � i�� ��	
��	��XU�U"Z�	
��� ��	

����[s� ��R�T �
�XzLtF� ik�mhC	
��� ZX���a�mp
� ��ZX�����^[s� n�	��H�����������X|

Y�� �SU�hm���d�?� �6�f	��
[s�
	�p
�m� [9� �A��� � iq�X��	
� �
��� �A��
@Y��
������� ��	
� YP|�uW|?u�� `���	 u��&u \^� `

�
�s_ �XlL�XR �Cu���� u��EzDU�	
Z��6� �
���
��	���
 h;iq�������X� 	��
�����]��� ���(��	
�Xz tF���SZ��A�s�Xp p
� U����K���

UL�X	 ����p �mU"� 	f�@p
� � ��	��X|

�X���XZ�����	��X�m�s	�� [9� 	
p ��� 	@��Z����sUL�X	 ����p ��h��mT 	
� [9� �A� Y�Z����
�m�
��	 u�lE���
h! G�X	
�m[#"^� 	�� 	

n�R��
hjzfU�	�Z��6�
�����
��	$
 hjik�����r���
	����r��� ��� �?� ��� �W� � u�h�n�� 	
�m�/U"Z���	>��ZX���ghm� �g������p
�����
�mZ����

� ��	��mp{R��m�����X�A���
� tF���K��Z����s�(�XZ����s� � �H����Z���	s���][9Z�� �
� � �
�s���]��R�T
���XzdhmZX	��@���]��� �

���m�
�����
�a�X��������	��X|

�X��	
� [9� 	
p �m�>�
nA�Xh�� [9� �A�sY�Z����
�m�
��	sYK�X	
���m� ef�X���r���
hjzD[s�&%m��	������gp
Z�� �6� 	
� ��p
�'


hjik�����r���
	����r���^����������	��HzLUEZX��	a��� �ap
Z������
�mh�� � ���X�m���
�(
 h � p Z�	
	��
p
����Z��g����p � �����^��R�T �
�X|

�X� ���Xh���� �X[9�mp �Xhm�
[s�
�A��h�� � [9� [wl�	�� ����� h �Xl"Z�	��G��Z���	�� �-Y�u � ��ZH�{�X[9[s�
�A��"�� 	

����	��jz
Q4�H	��! 3z �?�X�m� z ���X�
���X� z ���X	��?z1o�� �Xh�hmZ �
� �?� 	
�mn���� �(�X� pdtF��� � i �H��UL�X�
��� ��� �-[9Z�[s�
�A���

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� �

���^��ZX����������[9UL�H��R��m� ��Z���� �X�]hmZ���n ����[ �w��R�T ���H|

bD� �L� 
P��Z���� p
� �
� tF����[]ikZ��A� �
Z������
�F�:���/U�	
T ��Z�� ���/h�Z��m�+�
��
P��Z���� p �
�
�

tF��� [�ikZ��A�V�m��p
����� [ �
[s�@�m�A�XZ�hmZ��A���X�m	
� [9� �A��
 �$�H�m	�� [9�m�
�
�Ez ���
���mh�hm�
�
��	�Z����X� 	V�mp
�Dhm�

���
[sZX�mn��L�Hn�� ����[s�wU�	�Z��6ZX������n�	��G�����������H|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



��� 7 2D�E!6,�� ,F% 
]�3%�<�%1'6�E)-�

��� �{�H�F�V��ZX�����
x ∈ R

n zCZ�� ��� �
�mn����9U��X	 ‖x‖p (1 ≤ p ≤ ∞)
hm�>��Z�	�[9�

p
���

x
z�� ��U��X	
���mp ��hm�m�
	 ‖x‖2

�
� ‖x‖∞
��� �
�mn���� �A�Sh ����Z�	
[s��� ��p
hm�����m�
����� �
�f����[ � �

���
x
|

B(x, r)
�
�

B̄(x, r)
��Z��A�9hm�
�sl"Z���h�� �@Z����X� 	 ���]�
� �6� 	�[9� �g���]p �
�A��	��

x
� � ���

	�� �XZ��
r
|

��� �{�H�F����Z������
�/�����K[ �H��	���p �
A

p��X	
	��
�/� ikZ�	���	
�
n
z h � ��Z�	
[s��[ �H��	���p �m�
hmh��

p

(p ≥ 1)
���

A
� � ��hm�wt����X�A������� ‖A‖p = sup{‖Ax‖p : ‖x‖p = 1} |

�?�
x ∈ R

n z X = diag(x)
���
����n���� h �s[ �H��	���p �V��� �XnXZ��L�Xh��W��ZX�F��h�� � �
hm�
[s�
�F���

���m�Xn�Z����X�
�>�
Z��A� hm� �Sp
Z�[9UEZ����X�A���
�
xi

���
x
|

��� �{�H�F����Z������
f : R

n → R
z
f ∈ C2 zCZ�� ���
����n���� UL�X	 ∇f(x)

� � ∇2f(x)
hm�

n�	��X����� �A�a�
� hm��� � �
���m�
�����
f

�
�
x
|

��� �{�H�F����Z������
g : R

n → R
m z"Z��/��ZX��� 	�� UL�X	

g
′

(x)
Z��

Jg(x)
h�� ���Xp
Z�l���� �/���

g
� �

x
zLpXik� � �������W[s�H��	��mp
�

m× n
|

��� �{�H�F� ��ZX������hm�^U�	
Z�l�h�T [9�^��Z��ghm�������X��	�� �
�����H�X�A�

inf{f(x) : x ∈ C}

�����
p
C = {x ∈ R

n : g(x) ≤ 0, h(x) = 0}
Z��

g : R
n → R

m �
�
h : R

n → R
p z

Z��g��ZH��� 	��
C̃ = {x ∈ R

n : g(x) < 0, h(x) = 0} �
�

L(x, λ, µ) = f(x) +
m

∑

i=1

λi=1gi(x) +

p
∑

j=1

µjhj(x), λ ≥ 0

C
�
�

C̃
��Z��A�9�XU�U"� h�� � �
�����
[wl�hm�
� ��� � �
Z�hm�?���mZX���=	
���Xh��m���Hl�hm�
�=�
�w�
��	
�mp ��� [9� �A�

	
���Xh��m���Hl�hm�
� z
L

� �
� h�� �-�Hn�	��X��n��m�
�g�X���
Z?p
�m�V�X�gU�	�ZXl�hmT
[s�H|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



��
 J �������'� J ��� 
 ����
	� ��
�� �

u�U�	
T � h �w���
�
�?�mT
[s�^n���� 	�	
��[sZ������ �Xh��Xz�h �w[9�
��R�Z?���^����
��������������^� ik� � ����[sU"Z��
� �

p ZX[s[9�=hm� ���
��hm� [9�
��R�Z?���w���9p��Hp �@UEZX��	 h �s	�� �
Z�hm�?���mZX�/��� �^U�	�Z�n�	��X[9[s�
��hm�������H�m	��
�

� � � � | �Diq�XU�UL�H	������mZ�� ���9h;i �Hhmn�Z�	
����R�[s�W����� �"!#���"!%$"�"! � � ��&! "']�gUE�
	�[9�m�^hm� ���
���
h 	

hmZXUE�
[s�
�F�V���
�=[9�
��R�Z?��� �V���sU"Z����F�����m�A���
	��m�
��	��VtF��� ���s��Z��A�W	��
�X� h�hm� �
�=p
Z�[s[9� �����

���
	��r�{�Xl�h����Xh���� 	
�L�H���r��� 
 h �w[9�
��R�Z����^���]���m[9U�h�� �?�X|

�&� [9�
��R�Z����>��� ����[sU�h�� �?���
�
�9lL�X�
� �g����	 h��>U�	�����p ��UE� �6Z����L�X[9� �A���Xh �
�����H�X�A��(

h �g�H�Xhm�
��	WZXU�����[ �Xh�� �$�
��U�U"Z����
���L����� �^� iq��� U�	�Z�l�hmT [9�@hm�������X��	��@� � � �H�
���
�m�A���s� � �X�

[9Z��m���-���w�
Z�[9[s� � �6Z��wU"Z��m�A�O� ����	
� [s�Xh �C���w��ZX[ �X�����d��� � �
Z�hm�?���mZX���O	
���Xh��m���Xl�hm�
� z(tF���

� � �V���PU"Z�h ��T ��	��@p Z��A�X� �?�X| �&�g[9�
��R�Z���� ��� ���m[9U�h�� �?� p Z������m� ���Hz&�XhmZ�	
� 
>UL�X	�p
Z���	
�m	

hm�
�S��Z�[9[9�
���S����U"Z�h �XT ��	
� � ����tF� i�
9��	�Z����X� 	ah �w�
Z�hm�?���mZX�>Z�U�����[ �Hhm�X|

�C� �S[9�
��R�Z?���
�S���^U"Z��m�A��� �m�A���
	��m�
��	�� UL�X	
��� �A�S� ik���gU"Z��m�A�S���F��� 	
�m� ��	f�X�>��ZX[ �X�����

���
����ZXhm�����mZ����a	
���Xh��m���Hl�hm�
� zLU��������H�/[sZ �X� �K� iq�����w�
��	��H��� n���� �
���
���6��	�� � �
p
��Z��m	
�Wp
� �
	

��	��Xhm�Hz �6Z���p
����Z���� l��X	�	
�mT 	
� �
z�|r|�| ����� ���
	�[9�m���
�F�������w�H�Xhm�
��	^�XU�U�	�Z�p{R�� � ��� hm����Z�h�������Z��

Z�U����m[s�Xhm�H| �C� �@���H�X�A�{�Xn��
� ����p
� � [9�
��R�Z?���
�wUL�X	=	��XU�U"Z�	 � 
/h ��[s� ��R�Z���� ���+�
�m[ 	

U�h�� �?�w��ZX�F� ��Z�[wl�	
� �
�)( 	
Z�l���� ���
�����Hz p ZX[sU�h�� �?�����=U"Z�h ����ZX[s�m�Xhm�^� �^p Z��A�X� 	�nX� ��p
�9	�� 	

U������^UEZX��	ahm� �SU�	�Z�l�h�T [9� �S	
� � h��a����n�	��X����� �S�{�H�mhmh�� �
|

o�� U����m�dtF��� h�t���� � �X�����
� �dU�hm���
�m�
��	�� p{R��
	�p{R��
��	��f�
�����X�m�
�F� ���an��
��� 	��Xhm����� 	Dh��SU�	����
	

p ��UE�^���^p � �a[9�
��R�Z?��� � zL� i �Xl"Z�	
�>UEZ���	Sh �wU�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� [s�H��R�� [s�H����tF����tF�L�X��	�� 	

����tF���+*-,?z.'/,�z� Ay10;z�U����m�fU"Z���	 h �=U�	
Z�n�	��X[s[s�H���mZ��9��Z��>h��m��� �X�m	
� *32�z� ?z �  �z�v �Xz546,�z�'7'�z

2"'"0;|

e �
�
���a��R�T
��� � �
�dp
Z������Hp 	��
� 
�hjik�
�������S���9U�	
Z�l�hmT
[s�S� iqZ�U?���m[9�m���H����Z��w��ZX�9h��m��� �X�m	
�

�
� 
K���/	
� ��ZXhm�����mZ��PUL�X	=��� �w���
p{R�����t���� � �F��[9� 	���tF��� � ��ZX�����
hmhm�
� | ��ZX��	��s��	����H�X�mhd���

��R�T ���V� iq�X	 ���mp
��hm�^U�	��m��p �mU��Xhm�
[s�
�F�f�X����Z���	S���V��� � �]� �?� �
|

�C��U�	��
[s��� 	V� � � hjik�
�����������
�w[9�
��R�Z?���
�w�F��[9� 	���tF��� �w��� ����� � ��
KhjikZ�U����m[9�m���G���mZX�

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



���

��Z��Phm�������X��	��Hz ��ZX���X[9[s�
�F��h�� �V[s� ��R�Z����
�VtF���dZ��A� �6Z���	
��� ��� �Vp Z���� �V�m�
�6Z�	�[s�H����tF���

U"Z���	S	��
��Z�����	��V��� �aU�	
Z�l�h�T [9� �S� ikZ�U����m[9�m���G���mZX� | � Z����a� �?U"Z����
	�Z�����h�� ��	
�a�(�H�X�A���Xn�� �

�
� h�� ��	
�S�m��p
Z��A��� ���m� �A��� |

�C�V��� �
�?�mT
[s��� �����
�
� h �=U�	�� �
� �A�{�G���mZX��� �ahjiq�X�L�Xh �?�
�^� �?RL�X���
���r����� ik��������Z��?��� h�hm�

[9�
��R�Z?���d��� UEZ����A���4���A��� 	
�m�
��	��
| �Dh����4U�	
� p
�m���
[s�
�A��zG��Z����OU�	��
��� �A��Z����D�L�X���4p �d��	��(�H�X��h

����� �
�������a��R��
Z�	���tF���ap Z�[9U�hmT ���S� � ��������Z������
hmh��S�
��	��H���
n��m�atF���LnA�H	��X�A�����Sh �^�
���Xl���hm�����

�F��[9� 	���tF���>�
�@�H������	��gh �Kp
Z��A���
	�n��
��p �H| � Z����w���?UEZ��
� 	
Z����@hm�
�@�(�H�X�A���Xn�� �=���>p � �����

��Z��?��� h�hm�S[9�
��R�Z?���SUL�X	D	��HU�UEZX	
� 
^p �
hmhm�
�D� �?�m� �{�X�A��� � |FbD� ��� �����a��[sU�h�� [9� �A�{�G���mZX�=���

h �W[s� ��R�Z����^�
�f��� �S���
�
��� �F��[9� 	
�mtF���
�S��Z��A�a	�� �Xhm�����
�S�&�L�g���^[9Z��A��	
� 	fhm�w	���l����
���
���
�

������ZX��	���[9�
��R�Z?���H|

e � ��	����H�X�mhLp
Z�[9[s�
��p �aUL�X	 ���������F��	�Z�����p ���mZX�9nX� ���
	��Xh���
�hjikZ�U����m[9�m���H����Z��w�&��� ���

U"Z����
	=hm�9p��H��	���nX� ���
	��Xhd��� ��ZX��	
� �
�������H|De �
�
���s�m�A��	
Z?����p
����Z��8p
Z��A����� �A�w���8����	 ��Z�h

	��HU��m�����$R��m�
��Z�	���tF���XzFp ZX���������mZ���� � ikZ�U����m[s�Xhm�r���HzXp ZX�F�X� 	
n�� ��p
� � ����h ��U�	�ZXn�	��X[9[s�H����Z��

hm�������H�m	��Hz ��� hm�aU�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ���t����X��	��G���mtF��� � �O��� hm�aU�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ�����Z��Vhm�������X��	��H|

bDhmh������g���
	�[9�m����U��X	@�����g��� [9Z���� ��	��H����Z�� ��� h��m�
� � �A��	
�]hm� U�	�Z�nX	��X[9[ �G���mZX�8��Z��

hm�������H�m	����
� hm�
�a[s� ��R�Z���� �S��������U"�Wl��X	�	
�mT 	
�X|

e �
�
���S�m�A��	�Z�����p
���mZ���
 hjikZ�U����m[9�m���G���mZX�^�
� �X� �w[9�
��R�Z?��� � lL�H	�	���T 	
� �4�
�
� �
�������m� UL�X	

����� �m�A��	
Z?����p
����Z��W�X�
�=�XhmnXZ�	��r��R�[9� �-o=| e�| �"�����E� 	
� ��p
� ���f��� �
� �6Z���p ���mZX���Op
Z��A�������
� � |

�C� p{RL�XU�����	
��� �
�
�Sp
Z������Hp 	�� 
wh;iqZXU�����[s�����H���mZ��@o=| e�| � Z����fU�	
� �
� �A��Z����St���� hmtF���
�a��Z 	

����Z����a���Vhjiq�X�L�Xh �����Vp Z��A�����?� �X�m�����CtF���=h;iqR��m�
��Z�	���tF���^�
��h �@lL�X�
�V��R�� Z�	
�mtF���V��� ���XhmnXZ 	

	��r��R�[9� �aoW| e�|��C�WU�	��m��p �mU"�^���
��[9�
��R�Z?��� � o=| e�|"p
Z����
�m�
����
 ���
p Z�[9U"Z����
	������ �6ZX��p 	

����Z��]��Z��/p
Z��A��� �?�w�
�/����� �
	�� ��p �=���=���
�
���6Z���p
���mZ�����p
Z��A��� �?�
�^t����=��Z�����U"Z���	�	
Z����

��	��X����� 	�U�hm�����X�m�
� [9� �A�^n�	��Xp �w�X�
�KZ�������hm� ���wh;iqZ�U?���m[9�m���H����Z��gp Z��A�X� �?�X| �&� �
�������w��� �

����� 	
� �Dn��
��� 	
� � UL�X	D����� [9�
��R�Z����So=| e�|A�
�d��� ������� �
���a���Sp ZX�F�X� 	
n�� ��p
�����
UE�
�����
�F� ���

p � ����� ���
p Z�[9U"Z����r���mZX� z
tF���F� ik� � �4U��X�&�����mtF���H| ��Z����O���XZ����-��Z���p �m�A��� 	 � � 
 p{R�ZX�m����	 �����

���
p Z�[9UEZX�������mZ��>ZXU�����[ �Xh�� U"� 	�[9�
�
�{�X�A� ���Vl��m�
����� �L����	ah � �����r�������
������� 	
� �a�
� � ikZ�l
	

���
���m	 ���
�^�XhmnXZ�	��r��R�[9� �S	
Z�l���� ��� �
z U"� 	��6Z�	�[s�X�A��� �
��	��XU������ �
| � h ���L�/���Kp{RL�XU��r��	�� �

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



�?���

��Z���� U�	�ZXUEZ��
Z����������w���
p Z�[9U"Z����r���mZX��� �{�Xl�h��=� � U"� 	��6ZX	�[s�X�A���W�(�X� p ���
�^�X	
n���[9� �A���

[9Z��A��	��H�F�����
�^���X�H�F���Xn��
� �
�^�
Z�� Z�U����m[s�Xhm�r���H| ��Z����������mhm�����
	�Z���� h �9U�	�ZXn�	��X[9[s�H����Z��

o=| e�|?U"Z���	d	��
��Z�����	������ U�	
Z�l�h�T [9� ����[9�m����[s�����H���mZ��W� ik����� �6ZX	�[9� tF�L�H��	��H���mtF��������	

�����^l"Z���h���p
� �A��	
� ��
whjikZ�	���n��m���X| ��Z����S[sZ��A��	�Z���� t����^�L�X���Sh�� p��X� ���X���Sp
Z��A��	��X�m�A���
� z

h � [9�
��R�Z���� o=| e�|A�
�
� �L�����S�
�d��Z���� U�	
� �
� �A��Z���� ���
�d��� �
�d�F��[9� 	
�mtF��� � �L�H��� hm� � ���
�
�

p��H� p
Z��A�������W�
� ��Z��]p ZX�F�X� �?�X|

QOZX��� h�� �d��Z�����	 U�	
Z�l�h�T [9� � � �������m� �d�L�X��� p � ��������R�T ������Z��A�f��������UE��tF�L�X��	��H����t����X|

�&� [s� ��R�Z�����tF���W��Z����a������hm����� 	
Z����f���X��� h �w��������� �N��Z���	Sp{RL�XU��r��	��Wy � U"Z���	a	
� ��ZX����	��

hm��U�	�Z�l�hmT [9� ��ZX��h��m��� �X�m	
���
Z�hmh��mp �r��� ������U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� tF�L�H��	��H���mtF���^�
� tF��� �A���m� h�hm�

�$p
Z����F���@��ZX����hm�=��� 	�[9� ��� ����� � z p �@tF��� ���
[ �X����� �����@	��
��Z�h�������Z��/���@���
�
� U�	
Z 	

l�h�T [9� � tF�L�H��	��H���mtF���
��
8p{RL�XtF���K�����
	��H���mZ�� zd� iqZ�� h �P��� p �
���
�����K� i ���XZ��m	s��� �>Z��?���mh��

���9p �Xp �
� | o �X��� hm��p{RL�HU�����	��gvK��ZX��� U�	��
���
�F��Z����@h ��[s� ��R�Z�������� n�	��X����� �A�wp
Z�� � �
	

n����^tF���C�
�
�ahm�wU�	�����p ��UL�Xhm��[s� ��R�Z���� �?���mh��m�
� � �L�H���Sh �wh�������� 	��H����	
��U"Z���	S	
� ��ZX����	������

U�	
Z�l�hmT
[s�stF�L�X��	��H����t�������Z����w	��
n��mZ��8����p ZX� �3�X��p
� �$p
Z��A��	��H�m�A���st����X��	��G���mtF��� ��Z����

�6Z�	
[s� ����l"Z���h���p
� �A��	
� ��
WhjikZ�	���n��m��� � | � Z���� U�	�Z�U"Z��
Z���� ����� [9�
��R�Z?����o=| e�|�p
Z�[s[9�

�Xhr��� 	
�L�H�������H|So��
�Kp ZX[sUL�H	��X����Z����>�F��[9� 	
�mtF���
�]�
Z��A�K��Z������
� �$
 hm� ��� ��� h � U�	
� 	

[9�mT 	
���
� p
���mZ��g���^p
�^p{RL�XU��r��	
� UEZX��	f[9Z��A��	��
	fhm�
�S���H�X�A�{�Xn��
�S���^��ZX��	�� [9�
��R�Z����X| �-�

[9�
��R�Z?��� o=| e�|���� 	��wn�� ��� 	��Hhm�m�
� � ���X���fhm�=���
p Z������V�
� p ���mZX�g�&�L�>��� 	
� �
Z�����	
�^hm� U�	
Z 	

n�	��X[s[9��� h�hm�mU?���mtF���Hz�pXik� � ��	�
 	 ����	��Hz"���/U�	�ZXn�	��X[9[9�V��Z��A� hjikZ�l � �
p
��� � � � hm�9p
Z��A��	��H�m�A���

��ZX�F�atF�L�H��	��H���mtF���
� | �&�=��	
Z��m�
�mT
[s� ���
p
����Z��>���^p
�^p{RL�XU��r��	�� �6Z���	������fU�hm���
�m� ��	�� �$� �
Z����

U"Z���	Dp��Hhmp ��hm� 	Dhm�^lL�X���S���X��n��
�F������ZX�{�X[9[9� �A�Dh �^[9�
��R�Z?������_ tF���a��ZX��� �?���mh��m�
� 	�ZX���

U"Z���	S	�� �Xhm�����
	S��Z��a����[w��h �G���mZX��� |

�C�Sp{RL�XU��r��	�� 4 	
� U�	
� �
� �A��� hm� p Z�� ��	 ��R�� Z�	
�mtF���S���S��ZX��	
�f�
�������X| � Z����DU�	
� �
� �A��Z����

hm�
�fp ZX���������mZ����f� ikZ�U�����[ �Hhm�����a� �gU�	��
���
��p �V���^h �wtF�L�Hhm� ��p��H���mZ��s��� �ap ZX�F��	��X���A��� �
|3e � �

p ZX���������mZ����fp Z��A���m�F��� �A� ��� ��	���h;iqZ�l � �
�S���^���m��p
�����
�mZ����a�X� � Z���	f� iq�X� � ZX��	�� ikRF���jz?[ �H�m�

h �st����Xhm� �Lp��H���mZ��K��� �^p
Z��A��	��H�m�A���
�^� iq�
�
�VUL�X�^h��w���
��hD��� � �
����� ������p
Z�	����H| �Diq����p ZX��������	

�{�H��p �a�
�dhm� 	�� ��Z����L�X��p � ��� � p ZX�F��	��X���A��� � ���F��� 	
UE�
hmhm�
�A�DlE� �X��p
Z���U9���ap{R�� 	
p{R�� ��	
� tF���

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



�����m�

U"� ���
� �A� tF����p
� �w����p Z������m� �{�X��p � �W��Z��A��
]hjikZ�	���n��m���9��� h �g���r��� 	
n�� ��p �����
�wp Z����
�w�
�

���
� [s� ��R�Z���� � ���?�m�
���X�A���
� | �C� � ���
�
� ��� 	����mT 	
� � �
� p
���mZ���� ���>p �>p{RL�HU�����	�����	��X����� �A�

	��
��U"� p �����X� [9� �A��hm� �S[9�
��R�Z���� �aU�	
�m[s�Xhm�
�f�
� hm�
�S[s� ��R�Z����
� U�	��m[s�Xh�� ��	 ���L�Xh�� �
|

o �X���dhm�ap{RL�HU�����	�� 'W��Z����dU�	��
��� �A��Z����ftF�L�H��	��ap Z����
� tF���3��ZX�F� h �H	�n��
[s�
�F� �?���mh��m�
� �

�L�X��� h�� ��Z�[s�X����� ����h �wU�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ��s��Z��ghm�������H�m	��H|�e �
��[9�
��R�Z���� �S�F��[9� 	
�mtF��� �

� �A��	�� �A� �L�X��� h��Sp��X��	
�a��� � [9�
��R�Z?���
� �����S��Z����m�
�����
� | �&��U�	�� [9�mT
	��S[9�
��R�Z?���S������hm�m�
�

h �]��� p{R����mtF���>���>	
� p{R��
	�p{R��gh��m��� �X�m	
�sU"Z���	wnX� ���
	�� 	=hm��UL�H�w���>���
U�h �Xp
� [9� �A��z4�XhmZX	��

tF���/h�� � ��� �
� �����r�H�X�A��� � ������hm�m�
� �A�sh � ��� p{R����mtF��� ����	�� nX�mZ�� ���Kp ZX� �3�X��p
�Xzfp
�KtF���

hm�
��	 �X���
��	�� ��� � U�	�Z�U�	
�m� ��� � ����p
Z��A���
	�n��
��p ���6Z�	 ���
� |?b h�hm�
�d��	��X�r��� �A� h ��p Z��A�X� �?����� ��� �

U�	
Z�l�hmT
[s�
� [s��� �
� tF���gh �/���
p{R����mtF���]���gh �/	
� p{R��
	�p{R���hm�������X��	��HzO�
��	@p �gUEZX�m�A��z h�� �

[9�
��R�Z?���
�D������hm�����X�A�D����� 	
� n���Z�� ���ap ZX� �3�X��p
�a��Z��A�dU�hm���D	�Z�l����
���
� �
�dUE�
	�[9�
�
��� �A�d���

��	
Z����X� 	 ��� �d��ZXhm�����mZ����4�L�X��� ���
� p �X�D��	�T
� ��� �9p ��hm�
� zX��� hm�Dp
� �
�9tF���ah;iqZ��@	
� ��p
Z��A��	�� � �

p ZX[s[s�X����� Z�U����m[s�Xhm� Z�� �HU�	�T
�D���m�
p 	�� �������H���mZ��W� iq�
tF�L�H����Z����D�H�
�w��� 	��r���
� �DUL�X	 ����� hmh�� �
|

�C�>��� 	
���m�
	 p Z����g� �
���>p Z�� �
� U"Z���	=	�� �
Z�����	
�g��� �@U�	
Z�l�hmT
[s�
� ���>n�	��X�����
�w�{�X��hmhm�
�

�����
p]���+��Z�[wl�	
��hm��[s�r���@���>p ZX�F��	��X���A��� �@�Hp
���r���
� 
/h;iqZXU�����[w��[]z-h;iq���A��� 	 �
�=���>p � �����

U�	
� ���
�A�{�H���mZ�� � �
����� ���
	�� ��� 	]hm� nA�X��� �
� ���sp �Xp �r��� UEZX��	g��� ��p Z���� �]p Z�� � ��������	

[9� ����	��X|

o �X����hm�^p{RL�HU�����	��=y@��ZX������� p 	
���XZ���� hm� � p ZX���������mZ����S� iqZXU�����[ �Xh�����������U�	�Z�l�hmT [9�

��Z�� h��m��� �X�m	
�X|Ee � �^p
Z������r����Z�������Z������
�F��h��m�
�$
���� ���?� ��T
[s� tF��� �
� 	���UE�
	
����	�l"�wUL�X	

h �@U"� �L�Xh��m���H����Z��]�(�X� pWh � ��� p{R����mtF���w��� ��U"Z����F�������A��� 	
�m�
��	��
| �C�V�����
��T [9�w� � � �
�������r���

U�	
T p ZX���������mZ������ �
� ������hm�m���X�A�=��� p{RL�X��n��
[s�
�A�@��� �H�X	��m�Xl�h��stF���f�
�
��
�hjikZ�	���n��m���9���

h � � �{�Xl���hm�r���^�
��hjik���9p �Xp �r�������V��ZX��	
��[s� ��R�Z����VUL�X	a	��XU�UEZ�	 ��
9p
� hmh�� �a� �?���
�{�H�F��� �
| o��

��Z�[=l�	��
�
�+��� � �����F��[9� 	
�mtF���
�s���m�
����� �A�>p
Z�� �L	
[s�
	s��Z���� �9	
[ �H���mZ���� | �Diq���sp �Xp �r���

���@��ZX��	�� p
Z?��� �?���mh��m���X�A� h � ��� p{R����mtF���@���@h ��	
� n���Z�� ��� p ZX� �3�X��p
�@�
�V	��
� �6Z�	�p
� UL�X	

hjiq�XU�U�hm�mp �H����Z��]��� �V�Xh�n�Z�	��r��R�[9� ��o=| e�|C� �
��U�	�� �
� �A���
� �L�H���^p �@p{RL�XU�����	
�X|Co����E� 	��
�A��� �

����[w��hm�H����Z����C�F��[9� 	���tF��� �O��Z����4�X�m���
	�Z��A� 
�[9�m�
�
�W� � ��� ��� 	-��Z����4hm�
�OU��X	��X[9T
��	��
�4��Z��A�

hm�Wp Z���� � l"� �
Z��m�K�
� 
 p{R�Z��m�
�m	�hm�s[9� ��hmhm�
��	����6Z���p
����Z��/���=[s�
	������=�H��� tF�L�H����
 ��ZX��	��

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



�����m���

[9�
��R�Z?���H|4hm�K���
p
����Z��+y?|-&/�
�sy?| �(xK[9Z��A��	
� �A�@	��
��U"� p �����X� [9� �A�@tF���gh �K[9�
��R�Z��������

��ZX� � 	
� U��X�4���W[ �H���H�X�m�Cp
Z������r���mZX����� [9� �A�-�
�OtF� ik� hmh�� � �
�4n�hmZXlL�Xhm�
[s�
�A�&p Z��A���
	�n��
�A���X|

��Z����W�H����� �?Z�����
>p � �����9��R�T �
�Xz&�����@U�	
� ���
�A�{�H���mZ�� ��� ��[9�
��R�Z?��� �����@����[sU�h�� �?�

�
�W��� "��X	�[s�X	  G�X	^U"Z���	V	��
��Z�����	��s��� �VU�	�ZXl�hmT
[s�
�Wh��m��� �X�m	
� �^�
�W�����9���
p
���mZ��P����	Vh �

[9Z?���
hm�����H���mZ��s�L�X���ahjik� �A���m	
Z������
[s�
�A� ef� QabD	�� �au^Y � �D|

��Z����S����Z������ �?�����
�
�>� ���
�f��� 	
� p{R��
	�p{R�� ��Z���� �X��h�Z���n=����p � ��������R�T
���Hz�hjik�
�������

���
�-[9�
��R�Z���� �C���
���m�
� � 
ShjikZ�U����m[9�m���G���mZX����ZX�Vh��m��� �X�m	
�4� �&h �fU�	
Z�UEZX�������mZ������ ��Z����X� hmh�� �

[9�
��R�Z?���
� | � ZX��	
�w� �?U"� 	
�m� ��p �9��[sZX�F��	��wtF��� U�hm���
�m� ��	�� [9�
��R�Z?��� �^��ZX� � 	
� �A��� ��Z�	�	

[9� [9� �A�����/[ �Hh 	 p
Z������r����Z������
[s�
�F� z�� � hjik�
�������=�XU�U�	
Z��6Z������������=hm�slL�X�
�W��R�� Z�	
�mtF���

���sp � 	 �{�X����� �W� ik� �A��	
� � h�hm�
�=�]p Z�����������
�U�	
Z�U"Z����
	=�����sp Z�	
	��
p
����Z��8��� �=p
Z������r����Z����

� ikZ�U����m[s�Xhm�r���X|He � �����ap
Z�	�	
� p
���mZ��9���6Z���	
�������9nA�X��� p Z���p � 	
�L�X�A�dh ��������� �
���a���ap Z��A�X� 	�	

n��
��p ������hm�V[9�
��R�Z?������o e U�	�Z�U"Z��
� �X|
�Diq���9p��Xp
������Z�l��
� 	
�X� �^�V�
����	��
� �6Z�	
p � ��UL�X	dh �

	��
��Z�h�������Z��9��� � ��Z�����	 U�	
Z�l�h�T [9� �dt����X��	��G���mtF���
� UL�H	 ������[9�
��R�Z?����o=| e�|�p
��tF���3��Z����

� U"� 	
[s�������WnA�Xn����
	^�X�/������� �X� ���K��� [9U�� ���=p��Xh�p ��h-�
�^�
��	
��Z����^���w	��
�����m	
�=�
�mn���� 	

�Lp �H���r��� [9� �A�Vhm�
�����m[9� ���
�mZ����^��� ��U�	
Z�l�hmT
[s�
��t����X��	��G���mtF���
����Z�� p Z��A�����?� �wtF� ik�mhD�

�$�Xh�hm��� 	�� �
Z�����	
�X|

��Z����fUE�
����ZX���ftF����hm�W[9�
��R�Z?����U"� ��� � ��p
Z�	����
��ZXhm���
	 �L�X��� ���
�
���
� ���
z�� iq�Xl"Z�	��

� �KU�	�Z ���{�X�A�����Whm�9���H����	
�W��� ��[s�H��	��mp
� � 
s������Z���	�tF� ik� h�hm� � ��ZX�m� �A��p 	
� ���
� � z U����m� � �

n��
	��X�A�V[s��� �
� h � �6Z���p ���mZX� ���s[9� 	
����� U"Z������ 	��
�stF��� ���
p �
�����r���sU�hm����� iq� � ��� ���
[s�
�F�

� ���L�X[9�mtF���H|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



J 
��+� � ��� � � 
 J ��� ��� �

��� ����� 
����
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �

'

������� �����	������
 J �
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �

'$';'

� 
 J �������'� J ��� 
 ����
	� ��
�� �
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . �

'
�

���
	���
����������
	����������! "�#�
	��
$%��&'���(���!	)�����!�*$ +

x�| � ` �A��	�Z�����p ����Z�� |V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �

x�| v �&�@U�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ��s[ �G��R��
[ �H���mtF��� |�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v

x�| v?| � �&� U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� h��m��� �X�m	
� |�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v

x�| v?| v �&� U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� tF�L�H��	��H���mtF��� |W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 4

x�| v?| 4 �&� U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� ��Z���h��m��� �X�m	
� |W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 2

x�|-4 �C� �a[s� ��R�Z����
� ��������U"��lL�X	�	
�mT
	�� |W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  

�-, 
/.�� J ���1032 � 
 J �������'� J ��� 
 
���4 
�� � �@��� J ,'��� � � I �sI�0)5

��| � _��HU�UE�
hm�S����tF���
hmtF��� � Z������mh��f� iq�X�L�Xh �?�
��p Z��A�����?� |W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��4

��| ��| � o�� �L���r����Z����S�
� ��ZH�{�H���mZ�����|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��4

��| ��| v �&� �6Z���p ����Z��>p Z�� � ��n����
� |W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �1y

��| ��| 4 �C�^�
Z�����	 �����E� 	
� �A����� h |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �1y

��| v \ U�����[s�����H���mZ�� o=| e�| |V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � ,

��| v?| � � �m� ��Z�	
�mtF��� |V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � ,

��| v?| v �&� lL�X�
�^��R��
Z�	���t���� |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �  

��| v?| 4 u�hmn�ZX	�����R�[9� o=| e�| |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| vXx

��|-4 b ���
[sU�hm� �a� iq�Xh�n�Z�	��r��R�[9� � o=| e�| |W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v �

��|-4�| � o�� p ZX[sU"Z����r����Z��>p hm�X���
�mtF��� |V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v�v

��|-4�| v o�� p ZX[sU"Z����r����Z��>Z�U����m[s�Xhm� |V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v"4

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� �?�

��|-4�| 4 �C�^p �X��tF�L�H��	��H���mtF���^���X��� p Z��A��	��X�m�A��� |V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v '

��|3' o��m�
p ���
����Z�� |W|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v"2

��|3'�| � �C�^p �X��tF�L�H��	��H���mtF���^p
Z��A��� �?� |W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v7,

��|3'�| v �C�^p �X��tF�L�H��	��H���mtF���^��ZX��p
Z��A��� �?� |W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 474

�-, 
/.�� J ������2 � � � ��� J ��� � .+���>� � 
 .V�����>��
�� � 
 J ��� 


� ��
��>��
 J � � ���
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

5��

v?| � �C�^U�	�Z�l�hmT [9�^tF�L�X��	��H����tF��� �;_Se �a|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 47&

v?| ��| � �C�^U"Z��m�A�a���Wef�X��p{R � |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 'Ax

v?| ��| v �C�^n�	��X����� �A�ap Z�� � ��n����V���
hmZ�� ����� �mR��X��n>|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 'Fv

v?| ��| 4 �&� [9�
��R�Z?����oW| e�| |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| '7'

v?| ��|-' e ZX[sUL�H	��X����Z��>�F��[9� 	
�mtF��� |V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| '62

v?| ��| y u�����	
� �a�Xhr���
	��L�H�����X� �fU"Z���	fhm�w	��
��Z�h�������Z������gU�	
Z�l�hmT
[s��tF�L� 	

��	��H���mtF��� |V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| '6&

v?| v �D	�Z�l�h�T [9� � �L�X��	��H����tF������Z�����e Z��A��	��X���F��� �^���X��	��G���mtF��� � � �Ve � � | y �

v?| v?| � � �L�Hhm� ��p��H���mZ��s��� � p Z��A��	��X���F��� �a�
� p
Z������r���mZX���f� ikZ�U����m[s�Xhm�r��� | y"4

v?| v?| v _a� �
Z�hm�?���mZX�>����U�	�Z�l�h�T [9��� ��e � |W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| y '

v?|-4 ef�Xhmp
��h ����lL�H��� �a�{�H��n�� �A��� �a�
� � ik�m�A���
	��
� � 
 ��	
Z�������|V|W|V|V|V|V|V|W|V| y"&

v?|-4�| � Y]�
��R�Z?����� (��$�Xp ��Z�	
�m���G���mZX� �^_ |V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| y"&

v?|-4�| v Y]�
��R�Z?���Wv�(LUL�X	 ���r���mZX��� [9� �A�S���
At

k

|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 2"'

v?|-4�| 4 Y]�
��R�Z?��� 4�(��$�Xp ��Z�	
�m���G���mZX���&� ���
Ak

|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 2Ay

v?|-4�|-' ef�Hhmp ��h � ik�������A��� 	
����
 ��	�Z��r���^UL�H	 h�� �S�
t����H����Z����a��Z�	
[ �Xh�� � | 2Ay

v?|-4�| y ef�Hhmp ��h � ik�������A��� 	
����
 ��	�Z��r���^UL�H	 �����
��T
[s�V�X��n�[s�
�A���^|V|W|V| 272

�-, 
/.�� J ��� 5�2 � 
 .V��� �>��
�� � 
 J ��� 
 
 � 
 � ��
 � 
��
���
. �

�

4�| � o�� ���������mZ����S� � ��ZX�{�G���mZX���=|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 2! 

4�| v e Z������r����Z����f� ikZ�U����m[s�Xhm�r���^|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ,�v

4�|-4 ` ��p ZX�������
�{�H��p ���
� 	
� ��Z����L�X��p
�W���
�ap Z��A��	��X�m�A��� � |W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| , '

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� �?�m�

4�|3' QSR�� ZX	�T [9� �a����p
Z��A��� 	
n�� ��p � |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ,� 

4�| y Y��
��R�Z���� �aU�	
�m[s�Xhm�
� |V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  74

4�| y?| � ef�Hhmp ��h ���]UL�X�a������� U�h �Xp
� [9� �A� |V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  "'

4�| y?| v � ���S��Z���p
h �X�
����t���� |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  "'

4�| y?| 4 � �?� ��T
[s�V�X��nX[s�
�F��� |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  72

4�| y?|-' b ����	��XU"Z�h �H���mZ�� |W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  72

4�| y?| y �C�
� �6ZX��p
���mZ����Sl��X	�	
�mT 	
� �S[9Z?��� �L�
� ��|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  6,

4�|-2 Y��
��R�Z���� �aU�	
�m[s�Xhm�
��	 ���L�Xhm�
� |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  6,

4�|-2�| � �C�
� [9�
��R�Z���� �a����	�� p ���
� |W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  7&

4�|-2�| v �&� U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� tF�L�H��	��H���mtF�������
tF��� �A����� h�hm� |V|V|V|V|W|V| &�x

4�|-2�| 4 �LZ���p
����Z����f���V[9� 	
�����]|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| &74

4�|-2�|-' �C�^p �X����Z��gp Z��A�����?� |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| &72

�-, 
/.�� J ����� 2 � � J , ����� � 
	� � � ��� � ��� �
. . . . . . . . . . �

�

'�| � ` �A��	�Z�����p ����Z�� |V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| &6,

'�| v �&�@[9�
��R�Z���� �-\ ��\ |V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| &! 

'�|-4 �&�@[9�
��R�Z���� " ��` Qa_S\ |V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �(xAv

'�|3' �&�@[9�
��R�Z���� �Lh���� 	 ����� |V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �(x6,

'�| y �&�@[9�
��R�Z���� � � \��DQ |W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � � �

'�|-2 � �X�Hhm�L�H���mZ�� ����[s�
	��mtF����|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � � '

'�| , � �������V�X�A��� 	���� ��	
� |V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � ��2

�-, 
/.�� J ������2 � 
 � � J , ����� � �'�
. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0
�

y?| � �C� �ap Z����������mZ���� � iqZXU�����[ �Xh������9|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �1v �

y?| v � ��U"ZX��R�T
���
� |V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �1v�y

y?|-4 _ �
��Z�h�������Z��>���
� �
Z���� U�	�ZXl�hmT
[s�
� |W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �1v"2

y?|3' �C� �a[w��hr���mU�hm�mp �H���
��	�� ��� �&�Xn�	��H��n�� |V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��4"'

y?| y �C� �ap Z��A��	��X���F��� �a� [=lEZ %����
� � |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��472

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� �?�m���

y?|-2 �&� �6ZX��p
���mZ��>����[9� 	
�����K|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��4! 

y?| , e Z�	�	
� p ���mZX�]�����
� p ZX����ZX	���	
�9|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��47&

y?|  QO�
�
�����F��[9� 	
�mtF��� � |V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � 'Fv

y?|  �| � ` [9UL�Xp �a���]p{RL�X��n��
[s�
�A�������H�X	
� �Xl�hm� |V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � 'Fv

y?|  �| v e R�Z�� ��� iq����� �6ZX��p
���mZ��>����[9� 	
����� |W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��2 �

y?|-& �C�^U�	�Z�l�hmT [9�^���]p Z����������mZ������ [9� �A� |�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �  6,

y?| �(x � ������������hm�@p
Z��A���
	�n��
��p � |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �  7&

y?| �(x�| � ef�H��	��@n��
��� 	��XhD���@h ��p
Z��A��� 	
n�� ��p ��n�h�Z�lL�Xh��=���@hm�g[9�
��R�Z����

��� �aUEZX�m�A���S���F��� 	
�m� ��	�� |V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��&�x

y?| �(x�| v e ZX�F�X� 	
n�� ��p
�=����hm�w[s� ��R�Z���� ��o^e |V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��&Ay

y?| � �+e Z���p
hm���
�mZ�� |W|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��&6,

� � 
 � � � � ��� 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0
� �


�
'
 ��4�� 
 2 � 
 � � J , ����� ��� � ��� . � ��4��
. . . . . . . .

� � 5

u=| � ��ZX���H����Z���� |W|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"vXx74

u=| v u�h�n�Z�	��r��R�[9����� ���m[9U�hm����� |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"vXxAy


�
'
 ��4�� � 2 � 
 � � J , ����� �����	
���� 
���� 
��
. . . . . .

� � �

��| � _ �
��Z�h�������Z��>� ik�������6Z���p ����Z��ghm�m�����X��	����
��	a���]��U�R�T
	�� |W|V|V|V|V|V|W|V|"vXx6,

��| v �Di �Xh�n�Z�	
����R�[s�w|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"v � �


�
'
 ��4�� � 2 � ����� � � � 
 J ��� 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

�
0)5

e�| ���Diq�
�F����	�Z������ [9� �A��ef��QabD	 |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"v �1y

e�| v �C�^h �X��n��Xn��^����[9Z?���
hm�����H���mZ��su^Y � � |W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"v '64

�����+� �����>��
/.-, � �
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

� � �

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



J 
��+� � ��� ��� � ���>��� �

� b ���
[sU�hm�^����U�	
Z�l�hmT
[s�^��Z��ghm�m�����X��	��X| |W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|  

��| � e Z�[9UL�X	��H�m��ZX�>� � �6Z���p
���mZ��>���Vhm�w�X�Hhm� ��	SZ�U�����[ �Hhm�X| |W|V|V|V|V|V|W|V| v� 

��| v e Z�[9UL�X	��H�m��ZX�>� � �6Z���p
���mZ��>������ZX[wl�	���� ik����� 	��H����Z���� | |V|V|V|V|V|W|V| v"&

��|-4 e Z�[9UL�X	��H�m��ZX�>� � �6Z���p
���mZ��>���]��� [9U���e��d�V|�|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 4�x

��|3' e Z�[9UL�X	��H�m��ZX�=��� h ���H�Xh�� ��	-Z�U����m[s�Xh��(�X� pS� � ���H��� 	��
n��mZX�w���fp
Z�� �3�X��p �X| 4 �

��| y e Z�[9UL�X	��H�m��ZX���f���
� ��� [9U�� e�� � U"Z���	S���
�
�g�H�Xhm�
��	��S������� � ��� i �X	
	 � ��| 4Av

��|-2 QO�
[sU�� ���Vp �Xhmp
��h&e�� � UEZX��	ahm� ���
�
� � iq�X	�	 �
� hm��U�hm��� �$�X��l�hm�H|W|V|V|W|V| 474

��| , e Z�[9UL�X	��H�m��ZX�>� � �6Z���p
���mZ��>���Vhm�w�X�Hhm� ��	SZ�U�����[ �Hhm�X| |W|V|V|V|V|V|W|V| 4"'

��|  e Z�[9UL�X	��H�m��ZX�>� � �6Z���p
���mZ��>���]��� [9U���e��d�V|�|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 4Ay

��|-& e Z�[9UL�X	��H�m��ZX�>� �]��Z�[wl�	
� �a� ik����� 	��G���mZX��� |C|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 472

v?| � e Z�[9UL�X	��H�m��ZX� UL�X	D	��HU�UEZX	
� 
^h ���H�Xh�� ��	D���Shm���6Z���p
���mZ�� ZXl � � p ��� �EU�	
Z 	

�����r���^UL�X	Sp{R��XtF���W[9�
��R�Z����X|w|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| '62

v?| v e Z�[9UL�X	��H�m��ZX��UL�H	�	��HU�UEZX	
���X�/��Z�[=l�	��W� iq�r���
	��H���mZ���� tF���w���
p �
�����r���

p{RL�XtF���V[s� ��R�Z����H| |V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| '/,

v?|-4 e Z�[9UL�X	��H�m��ZX�KUL�X	�	��XU�U"Z�	 �^�X�/��� [9U���e�� � tF���w���
p � �
���r���@p{RL�XtF���

[s� ��R�Z����H|E|V|W|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| '  

y?| � b ���
[sU�hm�^������ZX����	 U�	�Z�l�hmT [9�^tF�L�X��	��H����tF�����m��p
Z��������
���X�A��|L|V|V|V|V|W|V| �1v7,

y?| v b ���
[sU�hm�a���a��Z�����	 U�	�Z�l�h�T [9�at����X��	��G���mtF���a	
���Xh��m���Hl�hm�Hz��L�X��� p
��p �X�
v

� � ���F��h;|&|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �1v� 

y?|-4 b ���
[sU�hm� ���S��Z�����	 U�	
Z�l�h�T [9� tF�L�X��	��H����tF���f�m��p Z����
�m� �{�X�A� U"� 	 ����	
lE� �
�

	��
���
�X� �F�/	�� �Xhm�����Xl�hm��nX	 �Xp
��
 hm�@U�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ��9���
	
����p��Xh��X| |V|V|W|V| �1v� 

��| � �C� �ap{R�� [9�m���SU�	����SUL�X	Sh �w[9�
��R�Z����^��� �?�m[9U�hm���?� �
� h �w[9�
��R�Z����^���

"��X	�[s�X	  G�X	W|W|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"vXx! 

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� ���

��| v ` hmh����
��	��H���mZ������Vhm�w��Z�h�������Z��>� ik���]U�	�Z�l�hmT [9�^hm�������H�m	�������	a���]p �
	�p
hm� |"vXx7&

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� � � J � ��� � 
�� � �@��� J , ��� �

� u�h�n�Z�	��r��R�[9� o e 	 	�� � Z���� |V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v�v

v u�h�n�Z�	��r��R�[9� o e 	 Z�U����m[s�Xh |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| v"4

4 ef�Xhmp
��h ����U"Z��m�A�a���Wef�X��p{R � |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ' �

' �Di �Xh�n�Z�	
����R�[s� ��� �����
�mRL�H��n |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| '64

y u�h�n�Z�	��r��R�[9� o e |V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 'Fy

2 �Di �Xh�n�Z�	
����R�[s� ���V���
lE���
� |W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| y �

, �D	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ�� � �Ve �wz �D	�Z�p �
����	
� � |V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| y� 

 �D	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ�� � �Ve �wz �D	�Z�p �
����	
�wv |V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| y� 

& �D	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ�� � �Ve �wz �D	�Z�p �
����	
� 4 |V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| y"&

�(x �DiqZ�	 ��R�ZXn�Z��L�Xh��m���H����Z�� �����^	��X[ 	���p{R�[s����� |V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| 274

� � u�h�n�Z�	��r��R�[9����h���	
� ����� |W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � �(x

�1v �Di �Xh�n�Z�	
����R�[s� ����lL�X�
�W����hm�w	�� �
Z�hm�?���mZX�go^e |V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| ��4 �

��4 �D	�Z�p � ����	��Vo^e U"Z���	S	
� �
Z�����	
�Wh�� U�	�ZXl�hmT
[s�^R�ZX	��
�
Z��A�{�Xh]|V|V|V|V|W|V| ��4Av

� ' �D	�Z�p � ����	��Vo^e U"Z���	S	
� �
Z�����	
�Wh�� U�	�ZXl�hmT
[s� �X� 	
���mp �Xh |V|V|V|V|V|W|V| ��4"'

�1y e Z�	�	
� p ���mZX�]�����
� p ZX����ZX	���	
�9|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � 'Ax

��2 �Di �Xh�n�Z�	
����R�[s� n�� ��� 	��HhC����h � [s� ��R�Z���� ��o e |V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � ' �

� , _ T
n�hm��UEZ���	 p{R�Z��m�
�m	fh��^UL�X	��H[sT ��	��^���VU"� ���Xhm�����H���mZ�� �6	�T
n�hm� ��� |V|W|V| ��2"'

�  Y��m�
� 
 � ZX��	S���]UL�X	��H[sT ��	��^���VU"� ���Xhm�����H���mZ�� �6	�T
n�hm�Vv �=|V|V|V|V|V|W|V| �  6,

��& �Di �Xh�n�Z�	
����R�[s� ��� �?�m[9U�hm���?� |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"vXxAy

vXx �Di �Xh�n�Z�	
����R�[s� ����lL�X�
�W����"��X	
[ �X	  G�X	 |W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"v �1v

v � �C� �ap Z�[9[s�X�����
�S����lL�X����U"Z���	ahm��h �X��n��Xn��^u^Y � � |W|V|V|V|V|V|W|V|"v '7'

v�v � ���mhm�����
	 hm�^p
Z?��� �?o^e � �]h �H��nA�Xn���u^Y � � |W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"v '7'

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� � � J � ��� �+J 
��+� � 
�� 4

y?| � b � � �&����p{RL�X��n��
[s�
�A�&��� h � �H�X	
� �Xl�h��4�
��	C����� ���
� [wl�hm� ���DU�	
Z�l�hmT
[s�
�

����h �wl���l�hm��ZX��R�T tF����ef� Qab 	 |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � '/,

y?| v � �L�X���@�����Sp
Z�[9UEZ����X�A���S��� �w� iq�XU�U�	�Z�p{R��a���
�
� 	
Z�hm�f[9Z?��T hm� � �?U�hmZX���X| �1yXx

y?|-4 _ �
��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s�^��� �(x@UL�X	Shm�w[s� ��R�Z���� ��|9|W|V|V|V|V|V|W|V| �1y '

y?|3' _ �
��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s�^��� �1y UL�X	Shm�w[s� ��R�Z���� ��|9|W|V|V|V|V|V|W|V| �1y�y

y?| y _ �
��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s�^��� �1y UL�X	Shm�w[s� ��R�Z����Vv?|9|W|V|V|V|V|V|W|V| �1y�y

y?|-2 _ �
��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s� ��` Y � � � �"u UL�H	Sh � [s� ��R�Z���� ��| |V|V|W|V| �1y7,

y?| , _ �
��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s� ��` Y � � � �"u UL�H	Sh � [s� ��R�Z����Vv?| |V|V|W|V| �1y7,

y?|  _ �
��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s� � bdefb���e ' U��X	Sh � [9�
��R�Z?��� �X|>|V|V|V|W|V| �1y"&

y?|-& _ �
��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s� � bdefb���e ' U��X	Sh � [9�
��R�Z?���Vv�|>|V|V|V|W|V| ��2 �

y?| �(x:_ �
����hr�{�H���f� � �6Z���p ����Z�������hjikZ�l � �
p
��� �&U"Z���	Shm�
�f����� �
	�� �A��� � �6Z���p ���mZX���

����[s�
	��r���X| |W|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � ,Xx

y?| � � _ �
����hr�{�H���=�
� �6Z���p
���mZ��8��� ��� �$�H��� ����	
���Xh��m���Xl��mh������ UEZ���	=hm�
�=����� ��	

	��
�F��� � �6Z���p ���mZX���S����[s�
	��r��� |V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � ,�y

y?| �1v _ �
����hr�{�H���O�
� �6Z���p ���mZX�=���w��Z�[wl�	
� � ik����� 	��G���mZX���OU"Z���	Ohm�
�O����� �
	��
�F��� �

�6Z���p ���mZX���S����[s�
	��r���X|d|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| � ,"&

y?| ��4:_ �
����hr�{�H���SUEZX��	Sh � �6Z���p ����Z��>����[s�
	��r���^U"Z������
	�� � |V|W|V|V|V|V|V|W|V| �  Av

y?| � ':h �g[sZ �X� ����� ��� ��Z�[=l�	��9� ik�����
	��H���mZ����V��Z�	�[s�Xhm�����
�9U��X	=	��XU�U"Z�	
�W�X�

��Z�[wl�	��^����U�	
Z�l�hmT
[s�
�S	��
��Z�h�����|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �  "'

y?| �1y _ �
����hr�{�H���S����h �wp
Z�[sU��X	��X����Z��>���Wh;iqZ�l � � p
��� �O�XU�	
T �a	�� ���m����Z�� |V|V|W|V| �  "'

y?| ��2:_ �
����hr�{�H���f����h �Wp Z�[9UL�X	��X�m�
Z��>���g��� �$�H���a���^	�� �Xhm�����Xl��mhm�r��� �XU�	
T �a	���	

���m����Z�� |W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|W|V|V|W|V|�|W|V|W|V|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V| �  Ay

e�| ���D	��m��p �mU��Xhm�
� �$�X[9�mhmh�� �d����U�	�ZXl�hmT
[s�
� p
Z��A��������� |>|V|W|V|W|V|V|V|V|V|W|V|"v � '
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� I 0 �
)E%(01�C*-#��X%1'6�")

o �X��� p � p{RL�XU��r��	
�����F��	�Z�����p ��� �czX��Z���� �Xhmh�Z����DU�	
� ���
�A��� 	 hm�
� U�	
Z�l�h�T [9� � p hm�X���
�mtF��� �

� ikZ�U����m[9�m���G���mZX� z hm� ��	�� p
Z������r���mZX��� � ikZ�U����m[s�Xhm�r���&�
�&���	�L����	Ct���� hmtF���
�&��ZX����Z���� �������
hmhm�
� |

���9U�	�ZXl�hmT
[s�f� iqZ�U?���m[9�m���H����Z��=p
Z����
�m�
��� 
 [s�����m[9�m�
� 	-����� �6Z���p ���mZX�
f

��� �L���m�a����	

E ⊂ R
n 
��H�Xh�� ��	
�w	��
� h�hm� �
z

f : E −→ R
| e �
����� �6Z���p ���mZX� � � �@�XU�U"� h�� �������	��
 �����

��
�� ����
 � �8� �^hjik� ���
� [wl�hm�
E

�
�
�����r�����1���"��� � !�� �"� ��
 ��
 ���=Z�� � ���
� [wl�hm� ���
�^��Z�h�������Z����

	�� �Xhm�����Xl�hm� �
|��&� �6Z�	�[=��h �H���mZ�� [ �H��R�� [s�H���mtF��� ����p
�VU�	�Z�l�h�T [9�^� � �

(P ��� � )







Q-	�ZX�����
	
x∗ ∈ E

���
hCtF���

f(x∗) = f ∗ = infx∈E f(x)

bD�]��Z������^nX� ���
	��Xh������Hz�hm� �6Z���p
���mZ��>ZXl � � p ��� �
f

U"� ���a���VU��X�a����Z���	S���^lEZX	����^��� �6� 	

	���� ��	
� �
�a�
� � h�hm��� �]�X��[9�
�S�����Xz�p
�
�
����lEZX	���� ��� �6� 	
�m�
��	�� U"� �?�S���^UL�X� � ��	
���H����� �m�A���X|

o �X��� h��^p��X�ap
Z��A��	��H�m	��HzL�j|k�X|��
�
f

�X��[9�
�a���][9�m����[w��[]z�h��^U�	�ZXl�hmT
[s�^�
iq�
p 	��r� �XhmZX	��

(P [9�m� )







QO	
Z����X� 	
x∗ ∈ E

��� hCtF���

f(x∗) = minx∈E f(x)

��Z����d��Z����D�m�A��� 	��
���
Z����dUL�X	Dh � �
�������XzA�H�
� U�	
Z�l�h�T [9� �DZ��
f

�X��[9�
� ���@[s�����m[w��[

�
�f��Z����S��ZH��� 	
Z����
x∗ ��������Z�h�������Z������

(P [9�m� )
|L� ��� ��ZXhm�����mZ������

(P [9�m� )
�
�
� �X���
���

�XU�U"� h�� �^Z�U?���m[=��[�z?Z��]U�hm���SU�	�� p
�m�
� [9� �A� Z�U�����[w��[ n�hmZ�l��Xhj|

\ �>����� tF���
x∗ � � �S���>[9�m����[w��[ h�Z?p �Xh �$Z�� Z�U�����[w��[ h�Z?p �Xh � ���

f
� ik�mh"� �?�m� ��� ���

��ZX�m�����L�Xn��
V

���
x∗ ���X���

E
��� hCtF���

x∗ �
�
�����]Z�U�����[w��[ ���
f|V

|
f|V

	�� U�	�� �
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	��
�
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\ �s�����dtF���
x∗ � � �f���9[s�����m[=��[ � ��	
�mp
�d���

f
� ik�mhL�������
�������9��Z��������L�Xn��

V
���

x∗ �L�X���

E
���
h tF���

∀x ∈ V, x 6= x∗, f(x) > f(x∗).

���WZ�U����m[w��[ hmZ�p��Xh
x∗ �
�
�4�����-�m�
Z�hm� �
iq��hA� �?�m� ��� ���W��ZX�m�����L�Xn��

V
���

x∗ t����?��� p Z��A���m� �A�

�X��p
���]Z�U�����[w��[ hmZ�p��Xh �X����	
��t����
x∗ |

� I � � <P.-01�"M301<L7 7P<�%1'6�E) 78<�%1B&��78<�%1'�( #&,

� I �CI 0 �d<P.O01�3M30G<�7 78<�%1'6�") !$'$)-�F<L'601,

�&� U�	
Z�n�	��X[s[s�H���mZ���hm�m�����X��	��4��	��X�r���Dh �f	
� �
Z�hm�����mZ������
�OU�	�Z�l�h�T [9� �C� ikZ�U����m[9�m���H����Z��

U"Z���	 hm�
��tF���
hm�9h � �6Z���p ����Z�� Z�l � � p ��� ��� �sh�� �@p ZX�F��	��X���A��� �@�
Z��A� �1�s��� � | ���& H�H	�Z(������p{R

*-,�y10�h � p
Z���������T 	
�Pp
Z�[9[s� � �{�X�A�]h � ���
p{R�����t����8h � U�h����gp �
hmT l�	�� ���Phm� 	�� p{R�� 	�p{R��

Z�U"� 	��H����Z������
hmhm�Hz?p
� h�hm�^tF���&�@��Z�������
 p � �����V���m��p
�mU�h��m�������@��ZX��ZX	��m� ���H|

��� U�	�ZXl�hmT
[s�w���9U�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ��]hm�������H�m	��W[s��� ��ZX����h � �6Z�	
[s�w� �{�X���L�X	�� U"� ���

�
��	������	�L���&p Z�[9[9� �����r�

mp = min
x
{ctx : x ≥ 0, Ax = b} (P )

Z �
c ∈ R

n z b ∈ R
m z

x ∈ R
n �
�

A
� � � ������[ �G��	���p �

m× n
|

QOZX��� U�	�Z�l�hmT [9�^����U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� h��m��� �X�m	
��U"� ��� � ��	���[9�m�f�
Z���� p � �������6Z�	
[s�H|

u��]U�	�ZXl�hmT
[s� � ��� zLZ��]�X���
Z?p
�m�^�
Z���U�	�Z�l�h�T [9�^���L�Xh

md = max
y
{bty : Aty ≥ c} (D)

\ �]�w��Z�� � Z���	�� −∞ ≤ md ≤ mp ≤ +∞ |

o�T ��h�Z�	�� tF� ik��� ��� p �
����� �
�/U�	�ZXl�hmT
[s�
�^� �
��	
���Xh��m���Xl�hm�WZ�� �
md = mp

| �?� h�� �

���
�
� U�	�Z�l�hmT [9� �9��ZX�F� 	�� �Xhm�����Xl�h�� �9�Xh�Z�	�� −∞ < md = mp < +∞ � ��hm�
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U�	
Z�l�hmT
[s�
� �X��[9�
�
��� �A�d���
�d�
Z�hm�?���mZX��� Z�U����m[s�Xhm�
� |!�?�L���@��� �d���
�
�9U�	�ZXl�hmT
[s�
� �X��[9�
�

�������
Z�hm�����mZ��>ZXU�����[ �Xh��Xz�hm�
� ��� �
�g�
Z��A� 	����Hhm�m���Xl�h�� � |

�?��U�U"Z��
Z����&tF��� hm� �C��� �
� U�	�Z�l�hmT [9� �C�
Z��A�&	�� �Xhm�����Xl�h�� �
z
�
�
x̄
�
�
�&�
Z�hm�����mZ��^ZXU�����[ �Xh��

��� � ��� zDhm�
� ��Z�h�������Z����=��� U�	
Z�l�h�T [9�����L�Xh��;o��=�
Z��A�sh�� �
y ∈ R

m ��� hftF���
y ≥ 0

z

Aty ≥ c
�
�

yt(b− Ax̄) = 0
|

�?�
ȳ

�
�
�W��Z�h�������Z�� Z�U�����[ �Hhm�=���$�$o�� zkhm�
�V�
Z�hm�?���mZX���^���'� � � ��Z��A�Whm� �
x ∈ R

n ��� h

tF���
x ≥ 0

z
Ax = b

�
�
ȳt(b− Ax) = 0

|

�&�@p
Z������r����Z��
ȳt(b− Ax̄) = 0

hm� �H�F�fhm� �S�
Z�hm�?���mZX���fZ�U����m[s�Xhm�
� ��� � ��� � ���;o�� �
�
�

�XU�U"� h�� �^p
Z������r���mZX�]���Vp
Z�[9U�hm�
[s�
�F���X	��r���H|

� I �CI � �d<P.O01�3M30G<�7 78<�%1'6�") ( #-<L*&01<�%1'�( #&,

�&�=U�	�ZXn�	��X[9[s�H����Z��@t����X��	��G���mtF����� � �Sh �V[s�����m[9�m���H����Z��w� ik�������6ZX��p
���mZ��sZ�l � � p ��� �

tF�L�X��	��H����tF��� ��ZX���f���
�Sp Z��A��	��X�m�A��� �fh��m��� �X�m	
� � | �Dik�m[9UEZ�	 �{�X��p � ��� h �VU�	�ZXn�	��X[9[s�H����Z��

tF�L�X��	��H����tF���fU�	
Z1����� �A� ��� �$�X���OtF���SU�h�������� ��	
�DU�	�Z�l�hmT [9� �O	��
� hm�D� � �Xp �X��� [9�mtF���
� ��ZX�F�

tF�L�X��	��H����tF��� �
z"pHiq�
�
��hm�^p �X�����Vh;iqZXU�����[s�����H���mZ��s����U"Z�	 ��� �6�
���mh�hm� ���X���ah ���L�L�H��p �VUL�X	

� �?�
[sU�h��X|Ao��X���d��ZX��	
�f��	��(�H�X��hjzGhjikZ�U����m[9�m���G���mZX�WtF�L�X��	��H���mtF���a� � � ���H�X�A�D��ZX��� ���9Z�������h

���f	
� �
Z�hm�����mZ��=���f��ZX����	 U�	�Z�l�hmT [9� �
|�bD�@� �E�
� zX���
� ��� p{R����mtF���
� ��� h�hm�
�4tF���Sh ��U�	�Z�nX	��X[ 	

[s�H����Z��stF�L�H��	��H���mtF������� tF���
�A���m�
hmh�� �6�XZ��m	 UL�X	��Xn�	��HU�R�� 4�| 2?| v � U�	�ZXUEZ��
� �A�f������	��X������	��

���@U�	
Z�n�	��H[s[9�f��Z��@h��m��� �X�m	
� � �9�����a�
�������S���SU�	�ZXl�hmT
[s�
�Dt����X��	��G���mtF���
� zA�
�sn��
��� 	��Xh

��Z��=p Z��A�����?� � zA� iqZ��=h ����� p �
���
����� ���f������U"Z����
	4��� [s� ��R�Z���� �O�F��[s�
	���t���� � ���sp �Xp �
�D�
�

	�ZXl����
��� � t����"U����m�
��� �A� 	�� �
Z�����	
����Z������ ��ZX	
��� ��� U�	�ZXl�hmT
[s�
�dtF�L�H��	��H���mtF���
� z�p Z��A�����?�

Z��s��Z�� z�����	 ��Z��?�f����n�	��X����� ���X�mh�hm�H|Fe�iq�
�
� � ��� � � ��z��L�X��� p �
� �
���H�f� ik� �
U�	��r� tF������Z����

U�	
Z�UEZX��� 	
Z����ahm�
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���]U�	�ZXl�hmT
[s�^tF�L�X��	��H���mtF����� ik� p
	����a�
Z���� h � �6Z�	
[s�^�
�����H�X�A���Xz











































min 1
2
xT Qx + cT x

� |kpX|

at
ix = bi i ∈ E

at
ix ≤ bi i ∈ I

x ∈ R
n

� ���

Z��
Q

� �
�=�����s[ �H��	���p �@����[9�
��	
�mtF���
n × n

z-p9� �
�=���8�X� p
��� ��	W���
R

n z ai ∈ R
n �
�

bi ∈ R ∀i ∈ E ∪ I Z�� E = {1, · · · , m} � � I = {m + 1, · · · , m + p} |
�?�

Q
�
�
�������=[s�H��	��mp
����� [9� 	 ��� �����m��U"Z����r�����X�Xz3hm�VU�	
Z�l�hmT
[s��� � �a�
�
� p
Z��A�������Hz �
�

Z��g[9Z��A��	��HzL�L�X���ap
�Vp �X�atF���Whm�w��Z�h�������Z�� z?���C� h�hm�^�������
���XzL� � � �����mtF���H|

�C� �d	�� �
��h����H���D� iqZ�U?���m[s�Xh������ ���ah � U�	
Z�n�	��X[s[s�H���mZ��Whm�m�����X��	��f���9UL�X	��Xn�	��XU�R��SU�	
� 	

p �
��� �A�^U"� �?��� �A���
�=n��
��� 	��Xhm����� 	��X��p��X� tF�L�H��	��H���mtF���H| � Z�������ZX��Z�������Z���pXz
L(x, λ)

z

hm� �&�XnX	��X��nX�m� �>����U�	
Z�l�h�T [9� � ����(

L(x, λ) =
1

2
xT Qx + cT x +

∑

i∈E∪I
λi(a

t
ix− bi)

�jv �

��Z����d��� �L�������
Z���� UL�X	Dh;iq�
�����
[wl�hm�a�Hp
��� � A(x∗)
�X�@U"Z��m�A�DZ�U?���m[s�Xh

x∗ z�hjik� ����� [=l�hm�

���
�O�������mp
� �&U"Z���	-hm� �
tF��� h��-hm� p
Z��A��	��X�m�A��� �
�
x∗ �
�
�O�����d� nA�Hhm�����X|1e �
�4���	�L���r���mZX���C��Z����

U"� 	�[9�
�
���
�F�O� ik� p
	��m	
� h�� �-p Z����������mZ����&���
p �
�����H�m	��
� � ikZ�U����m[s�Xhm�r���4��� U�	
� [9�m�
	-ZX	���	
�X|Hb �

� �E�
�f���
x∗ �
�
�S����� ��ZXhm�����mZ��sZ�U�����[ �Hhm�a����U�	
Z�l�h�T [9� � � � z?�XhmZ�	
� ��hE���?�m�
��� ��� �X� p ��� ��	

λ∗ �L�H���
R

m+p ��� hCtF���











































∇xL(x∗, λ∗) = 0

at
ix

∗ − bi = 0 ∀i ∈ E
at

ix
∗ − bi ≤ 0 ∀i ∈ I

λ∗
i ≥ 0 ∀i ∈ I

λ∗
i (a

t
ix

∗ − bi) = 0 ∀i ∈ I
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e � �&p ZX���������mZ���� ��Z��A�-�X�������F�HU�UE�
hm�
� �Cp ZX���������mZ���� ��� "��X	�����R
	�"���R��
	 Q-��p  H� 	�� " "^Q � |

�&�V��� 	����mT 	
��p
Z������r����Z��@�L�X���dhm�a����� ��T [9� � 4 � zF�HU�UE�
hm�
� hm�Vp
Z������r����Z��@����p
Z�[9U�hm�
[s�
�
	

�{�H	������Xz���[sU�hm�mtF����tF���
λ∗

i = 0
U"Z���	

i /∈ A(x∗)
�X�������

∇xL(x∗, λ∗) = ∇xf(x∗) +
∑

i∈A(x∗)

λ∗
i (a

t
ix

∗ − bi) = 0
� ' �

�����^p
Z������r����Z��������s���X�A����U"Z���	ftF���
x∗ ��ZX���f���][9�m���m[w��[ hmZ�p��Xh"� � �at����

ZtQZ
��ZX��� ��� �L���m��U"Z��
�����r���Hz�Z �

Z
�
�
�fhm�Vl��X��� ����hjik� �
UL�Xp
��n��
��� 	
��UL�X	 hm� ��Z �A�X� ����hm�W[s� 	

��	
�mp
� � �Xp
Z�l���� �����
[at

i]i∈A(x∗)

|��?�
Q

� � �f���	�L������U"Z����r���r�����XhmZ�	
� hjikZ�U�����[w��[ �
�
� �����mtF���

�
�V��ZX���V[s�����m[w��[ h�Z?p �Xh � � � �6ZX	�p �
[s�
�A�WnXhmZ�lL�Hhj| bD�PU�hm�������
�W��� �9p ��hr���
�W� ik������p �r���

����h;iqZXU�����[w��[ �L�X���whm�sp��X�w��Z�� p Z��A�X� �?�Xz ��Z������ p Z���� ��	
��p
���mZ�� �Xh�n�Z�	
����R�[s��t���� � �
�

p ZX� �6	�Z��A��� ��
gh �g���
n�� ���
	��
��p �
��p �Hz tF��� UE�
�����
��	
� �
Z����Vh �>���
UE�
���L�X��p ��h��m��� �X�m	
�w��� �

���
p
��� ��	
� ���=hm�9[s�H��	��mp
� � �Xp Z�l��m� �����Xz3p �WtF���O	
� ����	��X�r��h��Wp �Xhmp
��h&��� ��� h�� [9� �A��� ���
Z

U�h�����p
Z�[9U�hm�����Hz3��Z��r��hm� �$�H�ml�h�� ���
�W� i �Xp ���r�?�r����� ik�����wp
Z��A��	��X�m�A���Hz3�L�X����p �Vp��X��hjiq�Xhmn�Z 	

	��r��R�[9�w�H��	������ [s�Xh 
���� p
�m���
	^���4hm� p ZX�F��	��X���A��� � � �V�Xp
�����X�wZ�� ��Z�� z UL�X	 ���?� [9U�hm�

Z��gU"� ��������Z���	
λ∗

i = 0
U"Z���	a���gp �
	
���X�m�g�m�����mp
�^�L�X��� A(x∗)

|

��� U�	�ZXl�hmT
[s� UL�H	
����p ��h��mT
	�� [9� �A�^��[sU"Z�	 �{�X�A� � �Vt����s��ZX���^��	��H����ZX��� 
>U�hm���
�m�
��	��

	��
U�	������
� ���X���ap �^��	����X�H�mh �
�
���m�
���g����h �w[9�
��R�Z?���^����	�� nX�mZ��g����p ZX� �3�X��p
�X|L` hC�
i �XnX���

����[s�����m[9�m�
� 	 ����� �6Z���p ����Z�� C2 ��Z������ p �
�����X�m	
� [9� �A�Sp ZX�F�X� �?�^����	 hjik� �
UL�Xp
�
R

n ��Z����

� �A���m� 	��6U�	�Z�l�hmT [9� � ikZ�U����m[9�m���H����Z�� ���X��� p Z��A�{�H	��m�A��� � � |

�4�X	 �{�X�A�d���
x0 ∈ R

n � �
r0 > 0

�X	�l��r��	��X�m	
� � zHh �^[9�
��R�Z?���S��� 	
� n���Z��@���ap Z�� �3�X��p
�

p ZX���
��	����r�a�����V�����r���
(xk, rk)

����h � �$� �
Z����
�����H�X�A���+(

� ef�Xh�p ��h�� 	
gk = ∇f(xk)

�
�
Hk = ∇2f(xk)

|

� o�� ���
	�[9�m���
	
dk

�
Z�hm�?���mZX�>Z�U�����[ �Hhm�����

min
d
{1
2

< Hkd, d > + < gk, d >: ‖d‖ ≤ rk}

x̃k = xk + dk
|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



���������
	���
��������������������������� !
#"$	��%�&�%���'	���

 2

� uSp
p � U?��� 	
xk+1 = x̃k

�
�
x̃k

��Z������V���������
��p �
���L�X��p �w�
�.�9���X�A���W���
f

� ���X��n 	

[9� �A���
	ah �=�H�Xhm�
��	S���
rk+1

� �
�m��ZX�]���m[9�m�F��� 	
rk

�
� 	�� � �
�
��� 	ahm�w���m	
� p
���mZ��
dk

|

�C��U�	�Z�l�hmT [9��
@p{RL�XtF���V����� 	��G���mZX��� � ����ZX��p����>���?U"�

min
d
{1
2

< Hd, d > + < g, d >: ‖d‖ ≤ δ} (RC)

e �
�
���V�XU�U�	
Z?p{R��V���V	
� n���Z��>����p ZX� �3�X��p
�V�@� ���^���F��	�Z������r��� �
� ��& '7' UL�X	 �C�
�X� �
	

l"� 	�n�* y�v 04� �VYK�X	
t����X	�� �
� ��&7274 * y"2 0 U"Z���	�	�� �
Z�����	
�w���
� U�	�ZXl�hmT
[s�
�����w[9Z�������	���	

p��H	�	��
� �s�
� � � ���]n�� ���
	��Xh��m�
� �]�X�
�+U�	
Z�l�h�T [9� �9���X���9p ZX�F��	��X���A��� �9UL�X	 �OZ � � h�h *327& 0;|

e �
�
���>���
p{R�����t������/[9Z��A��	
�>��Z�� ���sp �Xp �r���>� ik�����gUL�H	
� U"Z���	 hm�/p Z��A���
	�n��
��p �]n�h�Z 	

lL�Xh����N��Z���	 bDhE���Xh�h �Xl�� *-46, 0jz �OZ � � h�h *327&�z�,Xx 0;z?� � �?p{RF��hr�
�
z��?p{R��L�Xl"� h � � � ��	
� * , '10 � �
�

� iq�X����	�� UL�X	
�dtF��� h �^���	�L���m��	 U"Z����r���r�?�r���f���
W

� iq�
�
�fU��X� ��� p
� �����X�m	
���
Z����d����� 	�� nX�mZ��

����p ZX� �3�X��p
�X|Ee �
�
���VUEZX������l��mh�������������	��X����� 	Sh �w��Z��
	 p
Z��A�������r���V���]U�	�Z�l�hmT [9�^��Z��]hm� 	

��� �X�m	
�^� �
�����]UEZX�m�A� �6Z�	
�a���Vhm�w��� p{R����mtF���H| ���Ch � 	��
n��mZ��g����p
Z�� �3�X��p �V� �
� ���L�Xp
�����X�Xz

hm��UL�X�aU�	�Z������r�SUL�X	 h �w[9�
��R�Z?���^�
� 	��@�����Xp
��� [9� �A� hm�^UL�X�S��� �����S��Z�� zL�
��	
�
�H�X��p{R��

��� h �>�{�X��hmh��9��� h �]	��
n��mZ��P����p
Z�� �3�X��p ���
�
� 	
� �����r���HzOp
� h �K�X��	��]UEZX��	=p
Z������
tF��� ��p
�

���W	�� ����	��Wh �s���m	��
p
���mZ��]���/UL�H��U�	
Z?p{R��w���=hm�9U�hm��� U�	�Z �6Z������W��� �
p � �A��� ���K[9Z?��T hm�Hz

pXik� � ��	�
 	 ����	��Hz�hjiq�XU�U�	�Z�p{R��^U�	�Z������r�a�X�>U���	��Hz�h �=���m	��
p
���mZ��>���^U�hm���SU�	
Z��6Z������^��� �
p � �A���

�$� ���
� U"� �
�@��� ��p
� �A� ���6p �c|Ob h ���Xh�h �Xl��d� �wQO�XU��m� *-4"2 0jzObDhf���Xhmhm�Xl�� *346, 0 �
� � Z?p
� �L�Xh �
�

�P	��mnXRF� *32Av�0 � |

� I �CI 5 �d<P.O01�3M30G<�7 78<�%1'6�") )&�"):!;'$)&��<�'$01,

�&� U�	
Z�n�	��X[s[s�H���mZ�����Z��Vhm�m�����X��	�� �
�
�-h �S	��
p{R�� 	
p{R�� ���dh;iqZXU�����[w��[ � iq����� �6ZX��p
���mZ��

��Z��]hm�������H�m	�������	a���]��ZX����	 � ���
� [wl�h���p Z��A�����?�=Z��]��Z��g� ik���K�
��UL�Hp �V��Z������H|
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 ,

�C�VU�	�Z�l�h�T [9�^��Z��ghm�������H�m	���� ik� p 	
���a�
Z���� h � �6Z�	
[s�































Y��m����[s�����
	
f(x)

��Z����ah�� �Sp ZX�F��	��X���A��� � (

h(x) = 0

g(x) ≤ 0

(PNL)

Z��
f : R

n −→ R, h : R
n −→ R

p , g : R
n −→ R

m � �
x ∈ R

n |

u��������&h � U�	
Z�n�	��X[s[s�H���mZ�����Z���h��m��� �X�m	
� ���WU�	��
���
�F���=p
Z�[s[9�^�
���X�A�������WnX� ���
	�� 	

hm�����H���mZ�� ����h �wU�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� tF�L�H��	��H���mtF�����
� ����hm�wU�	�Z�nX	��X[9[ �G���mZX� hm�������H�m	��H|

� �m�
�8tF����p
�
�
��� nX� ���
	��Xh��m���G���mZX� �
Z����W�
������� �A��� ��� ��ZX� � Z���	
� z&p � �w�
��U�	
���w� iq����� 	

�Lp �H����Z��K� ik� � ���XU�U��X	��/tF� iq�XU�	
T � ��&� "'�z3�L�H���=���wh;iq���A��	�Z�����p ����Z������=hjiq�Xh�n�Z�	��r��R�[9�^���

"��X	�[s�X	  H�H	+*3'! 0 UEZX��	�h �>U�	�ZXn�	��X[9[s�H����Z��/hm�������H�m	��H| �C� �V	��
p{R�� 	
p{R�� �=t����dZX�F�V�
�������

*qv"4�zOv�z 2�z ,?z  �z �  ?z '6, 0dZ��A�=U��8l �H���m	����
�=U"Z��A���V� �A��	
� ���
�
�P[sZ������ �VtF��� �
�{�H�m� �A�

� ���
t�� i 
g�Xh�Z�	�� ��Z�����
 �$�H�����
��	��X��n��
	��^h;iq��� 
�h;i �H����	
�Xz ��Z����^UL�X	
hm�
	�Z�������� U����m�^� ik�����

	�� ��Z�h�������Z�� *-2�v�z  7& 0j|

� �8tF���shjik� ���
� [wl�h��s��� �=p
Z��A��	��X�m�A���
���6hm�@��Z�[s�X�����@	����Hhm�m���Xl�h�� ��� ik� � �wUL�X�Vn��
��� 	

	��Hhm� [9� �A�@p
Z��A��� �?�Hz h �/�
Z�hm�?���mZX�+� iq�
�
�sUL�X�@��� p
� �
���X��	�� [9� �A�s������t����Xz �
�9UL�X	@�
�������Xz

��Z�� [9�
��R�Z?��� � � �
���X��� �A� ��� ��	
Z������
	 ����� ��Z�h�������Z�� Z�U����m[s�Xhm� hmZ�p��Hhm�Xz�� ikZ�� hjik�m[ 	

U"Z�	
���X��p � ���Phjik�
�{�HUE� ���Phjik�m���r��� �Hhm�m���H����Z�� | o �H���Kh��Pp �X��Z � hjik� ����� [=l�hm� 	�� �Xhm�����Xl�h��

{x ∈ R
n/h(x) = 0, g(x) ≤ 0} � �
�O�
��	���p
���
[s�
�A�4p
Z��A��� �?�HzXhm� U"Z��m�A�&	
�
��	
Z����X� � � �4l��m� �

� �A��� ������hjik������t����^��Z�h�������Z��>Z�U����m[s�Xhm��n�hmZ�l��Xhm� ZX�]�����V�XU�U�	
Z �?��[ �H���mZ��>���Vp
� h�hm� 	 p �;|

�Diq�����
[sU�hm�������r�H�X�A�a� �
��� �?U"Z�����UL�H	��O� �Xp
p Z �
��Y�p�e Z�	�[9�mp  �L�X��� * ��& 0;|































[9�m���m[9�m���
	
f(x) = |x1 − 2|+ |x2 − 2|

�
|qpH|

h(x) = x2
1 + x2

2 − 1 = 0

g(x) = x2
2 − x1 ≤ 0

�jy �

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



���������
	���
��������������������������� !
#"$	��%�&�%���'	���

  

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

-2 0 2 4 6

x1

x2

h(x)=0

g(x) > 0

f(x)=2

f(x)=1

������� � � b �?� [9U�hm������U�	
Z�l�h�T [9� ��Z��]hm�������X��	��H|

�C� U�	�Z�l�h�T [9�
(5)

� �
�d���@U�	
Z�l�h�T [9�Sp Z��A�����?�Xz�t����3�X��[9�
� hm�SU"Z����F�
x∗ = (

√
2

2
,
√

2
2

)
p ZX[s[9� Z�U����m[w��[ nXhmZ�lL�HhXU"Z���	 h�� tF��� h

f(x∗) = 4−
√

2
|(bD��U�	�ZXR��mlL�H�F� hm� �Cp
Z��A��	��X�m�A���
� z

h �]��Z�h�������Z�� ���
���m�
�A�
x∗ = (2, 2)

�(�X� p������ �H�Xhm�
��	VZ�U�����[ �Hhm� �F��hmh��s��� h � �6Z���p ���mZX�

Z�l � �
p
�������H|

� I 5 � ,?�978�A%1B&�C*&,?�9*&,�% � .D,/2-<�010G'$5F01,

o �X���&h�� ��	 h�����	��Hz��
	 ���+� ���	� �"��! ��� !���
"!��"�+�+����
��cz
u��A��R�Z�� � �=| �4�m�Xp p
ZS�
� ���X	
��R �O|

Y�p�e Z�	�[9�mp  +* ��& 0;z��L�G��� �A�Ohm�
�C��� l��?���-��� �-[s� ��R�Z����
�-l��X	�	
�mT 	
� �&�X� �V�X�����
� �-tF�L�X	��H�F���X|

bD�W� � � ��z1� � ��&"'74 _�|Ge Z���	��X�A� * �1y�0F����nXn�T 	
� h;iq� ������� ���
�Op
Z������r����Z���� ���d�
���H����Z����L�H	������

���shjiq�XU�U�h��mp��G���mZX�
f(x) + t.g2(x)

t����X���
t → +∞ �&�L�8� i ���XZ��m	V��� �W�m� �6ZX	�[s�H����Z����
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 &

����	 h;iqZXU�����[w��[ ����U�	�Z�l�h�T [9��� 2 � � iq�
nA�Xh������������r�X�H�F� z



















[9�m�
f(x)

�
|qpH|

g(x) = 0

� 2 �

e �
�
���8�
��n�n��
�
���mZ�� �+� ��� [sZH�����X� � UL�X	g���
��p
Z����
�m���
	��H���mZ����gU�R ������tF��� ���
��� i �

� �X[s�X�m�S�
�K���V���������^��R�� Z�	
�mtF���VZ��/�Hhmn�Z�	
����R�[s��tF����U"Z���	a	��
��Z�����	��Whm��U�	�ZXl�hmT
[s��[s� 	

��R�� [s�H����t����^��Z��]hm�m�����X��	��X|

bD�'��&Ay ��z "^��R�� � �dQO��p  H� 	 *qy � 03U���l�hm��� �A�dhm�
��	�� 	��
����hr�{�H��� p
Z���p
� 	����X�A�fhm�
� p Z������ 	

����Z�������� p
� �����X�m	
� ���
� ���.�9���H�F��� ��p��H	��Xp ��� 	
�m���X�A�^hm�
� ��Z�h�������Z�������� U�	�ZXl�hmT
[s�W��Z�� hm� 	

��� �X�m	
� p ZX�F�X� �?�g�
�=�
�{�Hl�hm�������H�F�=hjik� tF���r�X�Hhm� ��p �9� �A��	
��p ��U�	�Z�l�h�T [9� � �wh �]��� ���������mZ��

���]UEZX�m�A��	 p Z�h �$Z��]UEZX�m�A��	 ��� h�hm� � |

e �
�
��� �X����� � ��&Ay � �P��� � nA�Xh�� [9� �A��h;iq�?���mh��m���H����Z�� UEZ���	 h �PU�	��
[s��T 	����6Z��m�s��� �

���
p{R�����t���� �����]n�	��X���m�
�A���9UEZ���	9	
� �
Z�����	
�Khm�gU�	
Z�l�h�T [9�]��Z�� h��m��� �X�m	
� *-4 0;zD� ik� � � �
�

����������UL�H	4�����f�(�H�Xhm�X��p{R�� ��� �H�X	
� �X�A���
�4��� p � �D[9�
��R�Z���� �O���fU"ZX���
�F���m�
hjz1��Z��A�Dh�� �4U�hm���

���
	���� ���
� � �
�{�H�m� �A�ahm�w[s� ��R�Z�����UEZH��� �A���m� h�hm��hmZ�nA�H	�����R�[9�mtF��� �����3	
�m�
p{R��
� � &Ay ' * v 2 0 (

f(x) + Σm
i=1αi ln gi(x)

zDp
� hmh��g���gu�l�h�Z � �
� � 	���n�RL�X[ � � ��&Ay�y * � 0��$hm� p
Z��A��	��X�m�A���

� ik�m���
nA�Xh������S� �{�X�A�
g(x) ≥ 0

� (
f(x)− tΣm

i=1min(gi(x), 0)
Z�� hm� �6Z���p
����Z��9UEZX��� �A����� h

f(x) + tΣm
i=1(min(gi(x), 0))2 U"Z���	ahm�
��U�	�Z�l�h�T [9� � �����
pW�
nA�Xhm�r���
�SZ��/�X�������Oef�X	
	�Z�h�h

� � ��&Ay & * � ��0 (
f(x) + Σm

i=1
1

gi(x)

|

� �m�
� tF��� h�� �g[s� ��R�Z����
�>��� ���?U"� lL�X	�	
�mT
	�� Z��A�g��� h�� � Z���	>�L�X���]h�� �]�X����� � �

p ����tF�L�X�A���Hz p � � iq�
�
��tF� iq�X�
� �H����� �
����Z�� ���H�F���wtF��� hm�
��	 lL�H���w��R�� Z�	
�mtF��� ��� ��� �
��� 	

l�h��m�9�
� p
��n�	 �Hp � ��ZX�{�X[9[9� �A� �X� �P��	����H�X�
�8�����4�m�Xp p
ZK� �9Y�p(e ZX	�[9�mp  3| �C�s��� 	
[s�

��� � ��
�� � � �%
 � � � �1��� 
 
���� 
 ��!#� ��� !%
/� �
���]�m�A��	�Z��������wUEZ���	9hm� U�	��
[s��T 	����6Z���� �L�X���

hm�
��	Vhm����	
� ( �
	 ��� � ��� � �"! � !���
"!��"�+�+����
���� �	�
� ��� 
 � �"��� �	�����.
�
 !��"��� � ��
 ��� ���+������
 �����

� ������� ���
� �%
 �czdU���l�hm���K�
����&72! * ��& 0j| o �X���>p
�/hm�r�?	
�Xzdhm�
���X����� ��	
��Z��A�>[9�m�s� � �H� 	

hm�
��	=hm��	
� h �G���mZX�8� �A��	���h�� �=�
������� �w��� � ��ZXhm�����mZ����V���
� �6Z���p
���mZ����W��� UE�
�L�Xhm�r���9�
� h�� �

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



���������
	���
��������������������������� !
#"$	��%�&�%���'	���

 �(x

��ZXhm�����mZ����W��� U�	
Z�l�hmT
[s�s�m���r���m�Xhj|-\ 	=��� � �
�������
�9[=�����m�
�=�
� UL�X	
� [9� �A� 
/h � �L� ��� �

�X����� � � �
Z�� ���X�A����UL�X	 �CZ�ZX���
[ ���
�9Y���	�	�� � * y"4?z 2�x 0fZ��A� [9�m�W� � �
������� ��p
�gt����>hm�

[s�Xh 	 p Z�����������Z������
[s�
�A�����P���
���
�m� � ���@h � �6Z���p
����Z�� lL�X	
	���T 	�� �
i �Hn�n�	����H�X�r���X� �6��	��
�


 [s�
����	
� t�� iqZ�� �
i �XU�U�	�Z�p{RL�X�r�g��� h � ��ZXhm�����mZ�� |fe � ��� �
����� � ���
���m�
�A���
�m��nX��hm��� 	�


h �>h��m[9�����H| bD�8U��X	��Xh�hmT
hm� 
]p � ����	����X�H�
�Ez-� i �X�?��	��
�=[9�
��R�Z?��� ��� ����� �
� �&�Xn�	��X��n���� �

�X��nX[s�
�F��� � tF��� ���9��Z�� �E	���	��X��� �A��UL�X�V���@p �9U�	
Z�l�hmT
[s�@���9[s�Xh 	 p Z�����������Z����
[s�
�F�����

��� ��� h�Z�U�UL�H�m� �A� zDp �gtF���S� iq�X[s�
�L�Xn�� �/� �+	���� � hm�
� [s� ��R�Z���� �@���>U"Z����F��� �m�A���
	���� ��	
� z

tF��� �6��	
� �A�^��ZX���Xhm�
[s�
�A���XlL�X����Z������
� �V�X�
� �X�����
� � ,Xx�| �OZ���	�	
� h �H��p �
	^hm�w���
lL�H�V�X�

��� � �
�f����p
� � [9�
��R�Z���� �
z���h3� �$�Xh�hm���d�G�����
����	
��hm�VU���l�hm��p��H���mZ�� �
�$��&! "'V��� hjiq�X	
���mp
hm�S���

"��X	�[s�X	  H�H	 * '  0?tF����U�	�Z�U"Z���� �����f[9�
��R�Z���� lL�H	�	���T 	
� U�	
Z � � p ���r���S�&���w���f	
� ��ZX����	�� hm�

U�	
Z�l�hmT
[s��hm�������X��	����6�XZ��m	fh;i �H����� �?��� � |��Dik�m�A���
	 � �S���^���w[9�
��R�Z���� � � �a���wp
Z�[sU�hm� �?�r���

U"Z�h ����Z�[9� �Hhm�X|3bD� � � � �^h � [9�
��R�Z����=��� �
�m[9U�hm���?�Xz"� h �HlEZ�	
� �wU��X	 o �H�F�
�
��n>�L�X��� h�� �

�X����� � ��'Ax�z3� iq� UL�X��p � �
��� � ik�
�XZ�hm��� 	�[s�X�������X��� �H������	�� 	�h �sp
Z��A���
	�n��
��p �w��R�� Z�	
�mtF���

tF� ik� �K������ZX[wl�	��^���?UEZ���� �A����� h&� ik�����
	��H���mZ���� |

o �X���^h�� ���X����� �
� &�x�z U�hm���
�m� ��	�� p{R��
	�p{R��
��	��VZ��A��� �
��� ���@��� nX� ���
	��Xh��m���
	 hm�
� [9� 	

��R�Z?���
�O���dU"Z����F���C�m�A���
	���� ��	
�-���Wp �X�Oh��m��� �X�m	
� U"Z���	Chm�
�-�XU�U�h��mtF��� 	&�H�Wp �X�OtF�L�H��	��H���mtF���

* '/,?z72�v10�U����m� �X� p �X� ��Z�� hm�������H�m	���*  �z6&�zFy  ?z  Ay�0j|�b �@	
T n�h��fn�� ��� 	��Hhm�XzX�����f�H�X	��m�Xl�h�� ���

	�� � Z����S�
�
�a�m�A��	�Z���������� �&���>��� ��	��X�����6ZX	�[9� 	 h�� U�	
Z�l�hmT
[s����Z��>h��m��� �X�m	
���
�]�����^�����r���

����[9�m����[s�����H���mZ��@� ik�������6Z���p ����Z��gUEZX��� �A����� hC���X� p�lL�X	
	��mT
	��^h�Z�nA�X	
����R�[s��t������
Z����a��� �

p ZX�F��	��X���A��� �a� ik� n��Xhm�r���X|

u��������Ch��^U�	�Z�l�hmT [9� ��ZX��h��m��� �X�m	
� (































min f(x)
�
|qpH|

h(x) = 0

g(x) ≤ 0

(PNL)

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



���������
	���
��������������������������� !
#"$	��%�&�%���'	���

 � �

���^��	��X�����6Z�	�[9�^� �]�������
� 	���������U�	�Z�l�hmT [9� �S�������SU�	�Z�l�h�T [9� �alL�X	
	���T 	��
�SZ��gUE�
�L�Xh��m���
�































min f(x)− µ
∑m

i=1 ln si

�
|qpH|

h(x) = 0

g(x) + s = 0

(Pµ)

Z �
s
� �
� hm� �H�X	
� �Xl�hm�^�X� ����hm�m�X�m	
�Xz

si

�
�
� ���
ime p Z�[9U"Z����X�A���+(

s ∈ R
m
+

�
�
µ > 0

� � �

���r�aUL�X	��H[sT ��	��^���VU"� ���Xhm�����H���mZ�� |

bD� ��&7&"'�zLu���� ��	��
�mp{R��
	�� � ��� �XhCZ��A�����
�X� h�Z�U�U"�=�����W[s� ��R�Z����V���V	�� �
Z�hm�?���mZX�����

U�	
Z�l�hmT
[s�a��ZX��hm�������X��	��Sp
Z��A��� �?�^�
��	��
��Z�hr�X�H�F� ���������
t���� ��p
�^����U�	
Z�l�h�T [9� �d����lL�H	�	

	���T 	
� * ' 0;|fo=iq�X����	�� ���X�����
��	��sZ��A�>�����mhm�����gh � [9�
��R�Z?������� � ���S��ZX� UEZX��	 	
� ��ZX����	��

hm�
�fp ZX���������mZ����
(KKT )

���gU�	�Z�l�hmT [9����Z��ghm�m�����X��	�� ��Z��>p ZX�F�X� �?� � bDh 	��f�  F	��Xz��
�fp �m�

[9Z��A��	��
�A� � � � &7&7& * �  0OtF���w�
Z���� p
� 	
���X�m��� � R ��UEZH��R�T
��� �
z hm�
��	 �Hhmn�Z�	
����R�[s�^U�	��m[s�Xh 	

���L�Hh�p ZX�F�X� 	
n��an�hmZ�l��Xhm�
[s�
�F� z(� �@U�h���� U"Z���	4��� � �H�Xhm�
��	��
µk

l���� �wp{R�Z��m�
�m� �
zXhm��p Z��A�X� 	�	

n��
��p �V� � ��tF�L�X��	��H���mtF���X|"Y��XhmR��
��	��
�����
[s�
�A��p
�
�����W[9�
��R�Z����^nA�X	��X�A�����a�
� ��h�� [9� �A� h �

p ZX���������mZ��K��� U�	��
[s��� 	 Z�	
��	��Hz [s�X�m��hjikZ�l����
�A���mZX�/� ik�����@��Z�h�������Z��/Z�U?���m[s�Xh��W� iq�>UL�X�

U�� �
��	������ [9Z��A��	
� �H|

����� t����X�A������� ��[sU�	
� �
���mZX���L�X�A���9����[9�
��R�Z���� �WlL�X	�	
�mT
	�� �WZ��A�w� ��� U�	�Z�U"Z����
� � 


h � �L� ���
20e ����T p
hm�=[s�X��� � ��� ���w����� UL�X	
���m�=� �
��� 	�� �
hmh�� [9� �A����[sU�hm� [9� �A��� �=U��X	�[9�

hm�
��tF���
hmhm�
� ( �-\ �V\+��� �d�X����� 	
l�	��
�?� � �?RL�H����Z *  Ay10;z " ��` Qa_S\ ��� ��Z�p � ���XhF�
� �8�Xhr�
�

*  �z/& 0;z�Y��m��ZX�D��� Y]��	
���Xn�R@�
�����X������� 	
��*qy� 10;z � ��\ �DQ ��� �^�mh�hjzXY���	�� �@� � ���X������� 	��

*qv� 0;z �Lh���� 	 �����+�����4h��
��p{R�� 	S� � �&� � � �
	 * v ��0C�
��Y�` Qa_ ��� �XZ������
Z��]�
� �^�mhml"� 	 � * '62 0;|

�&��U�hm���4n�	��X����� UL�X	
���m� ��� p
� � p
Z?���
� p ZX���
��	����r� ����� �����r��� ���fU�	�ZXl�hmT
[s�
�OtF�L�X��	�� 	

����tF��� �
z?p
����ZX�F� hm�
�d��� p{R�����tF��� � � � � tF������Z���� �X��	�ZX��� h�� ��� [9U��d����U�	
� �
� �A���
	f�L�X���

hm�@UL�H	��Xn�	��XU�R�� 4�|-2�| vg��� ��	
Z��m�
�mT [9�@p{RL�XU��r��	
�X|-o�� � � �$�H[s��hmhm�
� � iq�XU�U�	
Z?p{R�� �=�
� UL�H	�	

�{�Hn�� �A� h �w	
� ��ZXhm�����mZ��g����p �
���
Z����aU�	
Z�l�hmT
[s�
�StF�L�X��	��H����t���� � (Lh �w	��
p{R�� 	
p{R��=h��m��� �X�m	
�

�
� h �s	
� n���Z��/���=p Z�� �L�X��p �Hz [s�X�m� ��� U����m� hm� U���l�hm�mp �H����Z��]���whjiq�X	 ���mp
hm����� � �
�mn�h�� 	 �
�

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



���������
	���
��������������������������� !
#"$	��%�&�%���'	���

 �1v

���Xp{RA���
	�*qy 0dh �>lL�Hh �X��p
�@���9[s� �WU�hm�����X�W�X�PU�	�Z ���V���
�=[9�
��R�Z?��� �����9h �>	��
n��mZ�� ���

p ZX� �3�X��p
�X|

u������ l����f��� p ������T p h���h�� � p{R�� 	�p{R�� ��	
�S� �����X�m�
�A�SU�hm�?���X� ����	
� ����	�� h�� � [9�
��R�Z���� �

� �?���
�{�H�F��� �wU�hm���W���9p��Xp
� � �
� 	�� �
Z�h��H�X�A�=������hm�X	�n��@�H�X	��r���9����U�	
Z�l�h�T [9� � |-o �H���wp �

p ZX�F��� ������� ik�m[9UEZX���S��ZX��	��aU�	
� [9�m� 	 �HU�UEZX	
�dUE�
	��
Z������
hjz 
�������Z���	 hm�Sp ZX���������mZ������ [9� �A�

���>hm�/[ �H��	���p � R�� ���
�m�
�����
W

| ��Z����9	
�
�X� ��Z���� 
 p
� h �/h�Z�	��=���gh �KU�	
� �
� �A�{�H���mZ��+���

��ZX��	���p Z���� ��o^e�|

��ZX��	�� [9�
��R�Z?��� ��o^e �$�X��� UL�X	
���m�/��� hm� �$�X[9�mh�hm� ����� 	c_a� n���Z��:��� p ZX� �3�X��p
�X|

��ZX��� �(�XZ����a�m�A��	�Z��������fh �w	��
��Z�h�������Z��>����p �
�a��Z�����	 U�	
Z�l�h�T [9� �StF�L�X��	��H����tF��� �aUL�X	Sh�� �

[9�
��R�Z?���
� o=| e�|rz3��Z��A� ��Z���� � �]� �?U"Z����
	�Z�����h�� � ���X�H�F���Xn��
���X�gp{RL�HU�����	�����|3bD��U�hm���

��� p
Z������r����Z������
[s�
�F�W��� � � �
���m�
�
W

�
�W����h;iq���F��	�Z�����p ���mZX� ��� h �][s� ��R�Z����so=| e�|�z

hm�=p{RL�XU��r��	��9y U�	�� �
� �A���@��� ��Z������
hmh�� � �H�X	��m�X�A���
� ��� h � �6ZX��p
���mZ��/��� [s�
	������XzE�����r�?��� �

� ik�������
�������Vp Z�[9U�h�T
���^���Vhm�wp Z��A�X� 	�nX� ��p
�X|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



�-, 
/.�� J ��� 0

� 
 J �������'� J ��� 
 
���4 
�� � � ��� J ,'��� � � I �sI

e �fp{RL�XU�����	
� �
�
�Dp
Z�[sU"Z��
� ��� t����H��	
� ���
p
���mZ����
|!�&��U�	�� [9�mT
	�� ��� p ����Z��w	��HU�UE�
hmh��dh�� �

��ZX���mZ��������=lL�X���=� i �H�L�Xh ���
�=p ZX�F�X� �?�@tF���4��ZX�����
� 	
����	�Z�����UEZ���	����
p 	���	��WhjikZ�U�����[s����� 	

����Z���oW| e�| �-�V��� � ����T [9���
� p
���mZ�� U�	��
��� �A���^���>l�	�� �&R��m� ��Z�	
�mtF��� ��� � [s� ��R�Z���� � o=| e�|�|

��ZX���w� ��Z�� � ZX��� hm�
�wU�	�����p ��UL�X�
�P	
� ����h��{�G���=��R�� Z�	
�mtF���
�wp Z���p � 	
�L�X�A�@p �
� [s� ��R�Z����
� z

��ZX���X[9[s�
�F�ah�� ��R��
Z�	�T
[s�^���Wp
Z��A��� 	
n�� ��p �=nXhmZ�lL�Hhm�X|�e � �a	��
����hr�{�H���a��Z��A� ������
 � �X��	
������� *-&"4 0j|1o��X���-h �f��	
Z��m�
�mT [9�D���
p
���mZ��V��Z���� � �?Z����-h �S���
p Z�[9U"Z����r���mZX�^t���� ��ZX���4�HhmhmZX���

p{R�Z�������	 UEZX��	^p Z����
��	
���m	
� ��ZX��	��@�Xh�n�Z�	��r��R�[9�Xz3p
� ��� 	
���m�
	^��� 	��]�?���mh��m�
�=�L�X��� ��Z������ h �

���������H|��&����� 	����mT 	
� �
� p
���mZ��=� �
�4�����f� �������f�F��[s�
	���t���� tF������Z���� �H�m���
	�� 
�	�� U"Z�����	�� 


h �atF��� � ����Z��=�
�����H�X�A��� (1tF��� h����
���mh �$�X����	 ��h�U�	��
����	
� U"Z���	-hm�D���
�
� � i �X	
	 � ������Z���� �6� 	
Z����

h �w�����E� 	��
��p �V�L�X��� p
�
�
�����
�������V� �A��	
�Vh�� �SU�	
Z�l�h�T [9� �ap Z��A�X� �?� ���
� ��Z��gp ZX�F�X� �?� �
|

0LI 0 ��<�.-.D,�!;�9*&, ( #&,�!�( #&,��9�"#C%1'$!;� *�� <L)-<�! � �
, ���")
�
,
�
,

0LI 03I 0 �g���4)O'N%1'6�")O� ,A%s)-�L%(<�%('$�")-�

�>��� )-'6%('$�") I 0LI 0LI 0LI	��
 � �����
�"���7��
 ���
� � ���.
�����
 ���

C
�%
�
 �"��
������
�"����� 
�� ��
 
���������� ��� 
�
�� � ∀x ∈ C

� ∀y ∈ C
��
 ∀λ ∈ [0, 1]

�"� �1! 


λx + (1− λ)y ∈ C
� ��| � �

� � � ���6��� ��� ��
 �����
f

����� �5� � 
�� !
R

n �6���.

R
�%
�
 �"��
 � �����
�"����� 
���!

C

�� ��
 
���� �����

� ��� 
 
�� ∀x ∈ C
� ∀y ∈ C

��
 ∀λ ∈ [0, 1]
�"� �1! 


f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)
� ��| v �

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



�  �	��#
������
	�� 

 ����� ���
	'

��� 	���� ������
 � '

f
�%
�
 �"��
 � 
�
 !#����
 ��� ��� 
��������"����� 
������ ���	� 
6�"� ��
 � ��� � � �%
%
��6
 �%
�
 
 ��� ����� !%
 
�
 !#����
 � ∀x 6= y

��

λ ∈]0, 1[ �

f
�%
�
 �"��
 � ���1! 
 ��� ��� 
 �����
� ����� ��� ������!���� �"� � � ������� ��� ��� 


ρ ≥ 0

�� ��
 
���� ����� ��� 
 
��

f(λx + (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− λ(1− λ)

2
ρ‖x− y‖2 � ��|-4 �

∀x ∈ C
� ∀y ∈ C

��
 ∀λ ∈ [0, 1]

�
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"!���� � � ��� � � � �����	��
 �����
f

�	��
 � � ���
(f)
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�
 ��� ���.
�����
 ���

����� � � �.�"!��

epi(f) = {(µ, x) ∈ R
n+1 | f(x) ≤ µ, x ∈ R

n, µ ∈ R} � ��|3' �

�
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�����
�"�����
f
��� ���.
�����
 ����� �	��
 �

dom(f)
� ����� � � �.�"!��

dom(f) = {x ∈ R
n | f(x) < +∞} � ��| y �

�

��,�78<�0 ( #&,3I 0LI 0LI 0LI 
�� ���.
�����
 ���
dom(f)
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 ����� �����
�"�����
f
�%
�
 ��!��%��! � 
��

dom(f)
�%
�


�	��� ��� � � ��
 
��
f(x) > −∞ � ∀x ∈ dom(f) �

�

0LI 03I � �d< � �")��X%1'6�") ���")���#-M"#&�F,

�>��� )-'6%('$�") I"0LI 03I � I � �1��

f : R

n → R
� � �	�����	��
 ����� �����
�"�����

�
� �����6� ������� �����	��
 �����

������� � 
 � �%� � �
f
� �	��
 �%�

f ∗ � � � �����	��
 ����� ����� � � � �.�"!��

∀y ∈ R
n, f ∗(y) = sup

x∈Rn

{ytx− f(x)}


 � �����	��
 ����� ������� � 
 � �%� � �
f ∗ � �	��
 �%� f ∗∗ � �%
�
����6� ��� �%� �����	��
 ����� l�� 	 p
Z�� � ��n���� � � �

f �
� � �"��
 �
� �

f
�%
�
 ��� � �����	��
 ����� �����
�"����� � ��!#� �%� 
�� ��
 
���������� ��� 
 
��

f ∗∗ = f
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f
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�
 �"��
 � 
����+� � ����� 
 ��� � � ��������!�� ��� ! ��� ��� 
 � 
 ��� �


��

lim inf
x→x∗

f(x) = f(x∗)

� � �	��
 �
Γ0(R

n)
��� ���.
�����
 ��� � �%
 �����	��
 �����.
 �����
�"�����%
�� ��!��%��! �%
 ��
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�

0LI 03I 5 �d, �
�E#-����*O'�� �F01,?)"%1'$,�!

�OZ���	4����� �6Z���p ����Z��Wp
Z��A�������
f
�����E� 	��
�A��� �Hl�hm�Hz(hm� n�	��H���m�
�F� ∇f(x∗)

� �V��Z����OU"Z��m�A�

x∗ ��� 	
� �L�

f(x) ≥ f(x∗) +∇f t(x∗)(x− x∗)
� ��|-2 �
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 � �
f
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x∗ 
 ����
 �"����
 ��� !

y ∈ R
n ����!�� � ��� 


f(x) ≥ f(x∗) + yt(x− x∗)
� ��| , �


�� ���.
�����
 ��� � � 
 ���/
 ���%
 
 ���6
�� 
"!����"� ��� 
 
 � �
f
���

x∗ � �	��
 � ∂f(x∗)
�%
�
 ���6� ��� � 
 ���6


�"� � ��! ��� 
 � ��� � �
f
� �+� �1��� 


x∗ �

�

_ Z�p  G� �6� h�h �X	9� [sZ��A��	��K�
� ��&6,HxPtF���K��Z��������6Z���p ���mZX� p
Z��A��� �?� U�	
Z�U�	������ �����m�

����	
R

n �H��[s� �^��� ��ZX����	 n�	��X���m� �A�^�
� ��Z�����U"Z����F�
x∗ �HU�UL�X	 ��� ���X�A��
gh;iq���A��� 	
�m�
��	����

��Z�[s�X����� � �E� p ��� �4���
f
zL� �atF���Wh;ik� ���
� [wl�h��

∂f(x∗)
� � ��p
Z��A������� �6� 	
[s�H|

.V0G�3.D�"��'N%1'6�E) I 03I 0LI 0LI
y∗ �%
�
 � � 
 ���6
�� 
"!����"� ��� 
 � � f

���
x∗ 
�� ��
 
���������� ��� 
 
��

f(x∗) + f ∗(y∗) = (y∗)tx∗ � ��|  �

.V0G,�#
�
,"I

y∗ ∈ ∂f(x∗) ⇔ f(x) ≥ f(x∗) + y∗t(x− x∗) ∀x ∈ R
n

⇔ (x∗)ty∗ − f(x∗) ≥ y∗tx− f(x) ∀x ∈ R
n

⇔ (x∗)ty∗ − f(x∗) ≥ sup{y∗tx− f(x)|x ∈ R
n} |

\ 	
x∗ � �
� �����
hm�
[s�
�F�d���

R
n ��ZX��p�ZX� U"� ��� 	��
[sU�hm�Xp �
	 hjik�m���
nA�Xhm�r���fU��X	 �������
nA�Xhm�r���H|

e ��� o
�

.V0G�3.D�"��'N%1'6�E) I*0LI 03I � I�� �1��

f

��� � �����	��
 ����� �����
�"����� ��!��%��! ���
x∗ �+��� ���+��
�� f


�� ��



���� ����� ��� 
 
��
0 ∈ ∂f(x∗) �

.V0G,�#
�
,"I

0 ∈ ∂f(x∗) ⇔ f(x) ≥ f(x∗) + 0.(x− x∗) ∀x ∈ R
n

⇔ x∗ [9�m����[s�����
f

�
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R
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0LI �CI 0 ,K'$�
%(�30G'�( #&,

�DiqZ�U?���m[9�m���H����Z��:o=| e�|��;o���� �
	��
��p � ��� ��� � � �6Z���p
���mZ����]e Z��A��� �?�
� ��p
Z��������
��� 


	��
��Z�����	��Vhm�^U�	
Z�l�h�T [9� � ikZ�U�����[s�����H���mZ�� �����r�X�H�F� (

(P ) : Min{f(x) = R(x)− T (x)| x ∈ R
n} � ��|-& �

Z��
R

� �
T

�
Z��A����� � �6Z���p
���mZ����Sp Z��A�����?� � |

�C�W��� ���
hmZ�U�U"� [9� �A����� ���XhmnXZ�	��r��R�[9� �f���W�
Z�����nX	��X����� �A��� �9p Z�[9[s�
��p ���L�H����h�� �

�X����� � ��,Xx �;_aZ?p  G� �6�
hmhm�X	S_�|qQ^| *-,"4 0 �fUEZ���	S	�� �
Z�����	
�=���
��U�	�Z�l�h�T [9� �S� ikZ�U����m[9�m���H����Z��

��Z��gh��m��� �X�m	
��� ����Z��>�����E� 	
� �A���m�Xl�h��X|Le�ik� � ��
wh ���L�g���
���H����� �
� ,XxwtF��� ��| � |�QOZ�hm�X���

*  �x�z  ��z  Av�0"� �
�f�X	�	
���X��
V[s� ����	�� � � � ���m���
��p ��hm� �dp ZX���������mZ����D� iqZXU�����[ �Xh������fhmZ�p��Xh��S�
�

h �w���L�Xhm�r���^oW| e�|

e � � �
������� �aZ��A�a� ����UEZX��	��
�������m�
�f�L�X��� h�� �a�X����� �
�  Xx@U��X	fU�h�������� ��	
�Sp{R�� 	
p{R�� ��	
�

����	
��ZX���9e�| �C�
[ �X	
� p{RL�Hh �
� ��| ��|4���m	
� �X	 ��	 ��	�	
����� * ' �Xz 'Fv�z '64 0;|De �����
	������ 	 ����� 	

[9Z��A��	���h;iqZ�U?���m[s�Xh�������n�hmZXlL�Xhm�^��� � ��Z�h�������Z����a�L�X��� hm��p �X��Z��
T

� � ��U"Z�h ��� ��	��Xh�� * 'Fv10;|

` h��$�Xh�h �X�r�w�H�
���
����	��]hm�
�9�X�����
� � &�x UEZ���	9tF���]hm�>���
���
hmZ�U�UE�
[s�
�F�s���
�s�Hhmn�Z�	
����R�[s�
�

���V��Z�����	 nX	��X����� �A����U�	��
���K�����=n�	��X�������H�Xhm�
��	 �XhmnXZ�	��r��R�[9�mtF��� � �������W��[s[9� �������m[ 	

U"Z�	
���X��p � U�	��H���mtF���a�����
pShjiq�XU�UL�H	������mZ��W� ik�����S��Z��?��� h�hm�fnX� ���
	��H���mZ��w� i �Xh�n�Z�	
����R�[s�
�4���

��ZX����	 n�	��X���m� �A���S�������So^e u=z����
�X� hmZXU�UE�
�aUL�X	Shjik� tF����UE��� ikZ�U�����[s�����H���mZ��s��� �^	�� ��Z�l�hm�Hz

U"Z���	Dh � 	
� �
Z�hm�����mZ�� ���sU�	
Z�l�h�T [9� � � � |�e �
�d�Xhmn�ZX	�����R�[9� �4�
Z��A� �XU�UL�X	
��� �L�X��� h�� � ��	�� 	

�H�X�
�����VQ^| �DRL�H[ o��m��R)*-26, 0O� ��U��X	��
�������=�L�H����p
� �
�K���Wu=|�� �X���
�m��� *-& �Xz &Av�z�&74 0;|

YK�Xh�n�	��dhjiq�Xl��
� ��p
�f� ik�����fU�	�� �?��� ��R�� Z�	
�mtF��� ���fhm�
��	-n�hmZ�l��Xhm�r���Xz hm� �4�XhmnXZ�	��r��R�[9� �&o^e u

Z��A�f� ���^�HU�U�hm��tF��� � ����� p^�
��p p
T �(
=������Z�[=l�	��
�
��U�	�Z�l�h�T [9� �dp Z���p 	�� ���S����n�	��H��������� 	

[9� ���
�mZ��)*-& �Xz &Av�0j|"` hm��Z��A� �6ZX��	����-���
� ��Z�h�������Z���� Z�U����m[s�Xhm�
�Sn�hmZ�l��Xhm�
��U"Z���	 p �
	
�{�H�m���

U�	
Z�l�hmT
[s�
� | �&�sn�h�Z�lL�Xh������^��� � �
Z�hm�����mZ�����Z�l?��� �F���
�^� � �����
	�� �L� �wnX	 �Xp
��
 hm�sp ZX���L�X����	

���H��p ��
]U�	
�mZ�	
�D���9h �>�X�Hhm� ��	VZXU�����[ �Xh��w���PU�	�Z�l�hmT [9� ��	��X�����Xz Z��PUL�X	Vp Z�[9UL�X	��X�m�
Z��
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�����
p=���
��[9�
��R�Z?��� �an�hmZXlL�Xhm�
� |�e�iq�
�
� h��^p��X�
z3UL�X	a� �?� [9U�h��XzL���]U�	�ZXl�hmT
[s�VYKo�� *3& � 0

�
� h��^p��Xh�p ��h ��� �a�X�Hhm� ��	��SU�	
Z�U�	��
�a� ����	 � [9� � *-&Av�0j|

0LI �CI � �d<P2O<L�
,K%1B&���30G'�( #-,

�&� U�	�Z�l�hm� [s�H���mtF���fo e+� � � ��Z���pShm��	��
��Z�h�������Z��w���@U�	
Z�l�h�T [9� � ��| v?| v �-��� �L�����SUL�X	

mp = min{f(x) = R(x)− T (x)| x ∈ R
n} (P )

Z��
R

� �
T

��ZX�F�����
� �6ZX��p
���mZ����S���
Γ0(R

n)
|

�C�VU�	�Z�l�h�T [9�^���L�Xh �X���
Z?p
�m�V�X�gU�	�ZXl�hmT
[s�^U�	
�m[s�Xh � � �S�
�
� ���	�L���CUL�X	 (

md = min{T ∗(y)− R∗(y)| y ∈ R
n} (D)

J B&�F�30G5�78,3I 0LI �CI 0LI 
 � � �5�"� ��
 ����� �%
�
 
�
 ��
 ��� � � �%
�
���� � �"��! � ���	
 � � 
 � � � �.�"� ��
 �

md −mp
�%
�
 � � �

�

.V0G,�#
�
,"I

mp = inf{R(x)− T (x)| x ∈ R
n}

Z�	
T (x) = T ∗∗(x) = sup{ytx− T ∗(y)| y ∈ R

n} |
� ikZ��

mp = inf{R(x)− sup{ytx− T ∗(y)| y ∈ R
n}| x ∈ R

n}
= inf{R(x) + inf{T ∗(y)− ytx| y ∈ R

n}| x ∈ R
n}

= inf{inf{R(x) + T ∗(y)− ytx| y ∈ R
n}| x ∈ R

n}
= inf{inf{R(x) + T ∗(y)− ytx| x ∈ R

n}| y ∈ R
n}

= inf{T ∗(y) + inf{R(x)− ytx| x ∈ R
n}| y ∈ R

n}
= inf{T ∗(y)− sup{ytx− R(x)| x ∈ R

n}| y ∈ R
n}

= inf{T ∗(y)−R∗(x)| y ∈ R
n}

= md
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J B&�F�30G5�78,3I 0LI � I � I�������� � �1��

P
��� ���.
�����
 ��� � �%
 
 �1� � 
 �����.
 �%� 
 �����"���%
 � � ��!���
 �	��� �

��!#�����"� � � � � ��
 
 �1��

∆
��� ���.
�����
 ��� � �%
 
 �1� ��
 �����.
 �%� 
 �����"���%
 � � ��!���
 �	��� � � �5�"� � � � �

�"� �1! 
��



� ∂T (x) ⊂ ∂R(x) ∀x ∈ P �

�
� ∂R∗(y) ⊂ ∂T ∗(y) ∀y ∈ ∆ �

�
� ∪{∂T (x)| x ∈ P} ⊂ ∆

� � 
6�"� ��
 � 
��
R∗ �%
�
 
 ���/
�� �"� � ��! ��� 
 � ��
 ��� �6���.
 ∆

�
�

�
� ∪{∂R∗(y)| y ∈ ∆} ⊂ P

� � 
6�"� ��
 ��
��
T
�%
�
 
 ���6
�� �"� � ��! ��� 
 � ��
 ��� �6���.


P
�
�

�

�&��U�	
� [9�mT 	
�sU�	�Z�U�	
�m� ���@���8��R�� Z�	
T [9�$� ��| v?| v �^p
� 	 ��� �
�����W��Z������s�����sp Z�����������Z��

���
p � �
���X��	��V� ikZ�U�����[ �Hhm�����X|

J B&�F�30G5�78,3I 0LI � I 5 I
������� � ���6
����%
 ����� �%
 �	��
 ��
 �����.
 ��� � � �%
%
��6
�� �	���6
�� �����.
 ���%

� ��� ���1
%
���!�
 �����.
 
�� � �1��� 
 �%


�



� x∗ ∈ P ⇔ R(x∗) + R∗(y) ≤ T (x∗) + T ∗(y) ∀y ∈ R

n

�
� y∗ ∈ ∆ ⇔ T ∗(y∗) + T (x) ≤ R∗(y∗) + R(x) ∀x ∈ R

n

�

J B&�F�30G5�78,3I 03I � I �&I�������� � �
x∗ ���"� ��
 ��� ���1��
������ 
 �

V

 ��� �
� �

∂T (x) ∩ ∂R(x∗) 6= ∅ ∀x ∈ V
� ��| �(x �

�"� �1! 

x∗ �%
�
 � � �+��� ��� � � � � � �"� � � (R− T ) �

�

e �W	
� �
��h����H�a[sZH�����X� h � ���	�L���r���mZX�>�����r�X�H�F���

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



�  �	��#
������
	�� 

 ����� ���
	'

��� 	���� ������
 vXx

�>��� )-'6%('$�") I 0LI � I 0LI	� � �1��� 
 ��!#��
 ���
� ���

x∗ �%
�
 ���6� ��� � � �1��� 
 ��!���
 ���
� � 
��

∂T (x) ∩ ∂R(x∗) 6= ∅

QOZX��� [s�����m[w��[ h�Z?p �Xh �
�
����Z���p��6Z�	
p �
[s�
�F�a����U"Z��m�A�ap
	������mtF���H|
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yk ∈ ∂T (xk)
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J B&�F�30G5�78,3I�0LI � I �CI ����� � � ���6� ��
 ���.
 �
� �����%
 � ��� � 
�����
 �%
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� R(xk+1)− T (xk+1) ≤ T ∗(yk)−R∗(yk) ≤ R(xk)− T (xk)

�� � � ��� �6


R(xk+1)− T (xk+1) = R(xk)− T (xk)
�"� �1!%


xk ∈ ∂R∗(yk)
��


yk ∈ ∂T (xk+1)

�
�
�.�"! � �.�"� ��
 � �

T ∗(yk+1) − R∗(yk+1) ≤ R(xk) − T (xk) ≤ T ∗(yk) − R∗(yk)

�� � ����� �6


T ∗(yk+1)− R∗(yk+1) = T ∗(xk)− R∗(xk)
�"� �1! 
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xk ∈ ∂R∗(yk)
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lim

k→+∞
{R(xk)−T (xk)} = lim

k→+∞
{T ∗(yk)−R∗(yk)} =

γ ≥ md = mp
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mp
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md
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�
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�
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mp
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(yk)k


 ��� 
 
��1! �	�%�%
	�"� �1! 
 ∀x∗ ∈ Ω((xk)k)
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� ∀y∗ ∈ Ω((yk)k)
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y∗ ∈ Ω((yk)k)
�
x∗ ∈ Ω((xk)k)

! �%
 �
�
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 �������

�
� � �

� ���
R(x∗)− T (x∗) = T ∗(y∗)− R∗(y∗) = γ ≥ md = mp �

� 
 �
lim

k→+∞
{R(xk) + R∗(yk)} = R(x∗) + R∗(y∗) = (y∗)tx∗ �

� ���
lim

k→+∞
{T (xk) + T ∗(yk)} = T (x∗) + T ∗(y∗) = (y∗)tx∗ �

� �
Ω((zk)k)

�%
�
 ��� ����� ��! ���	�%� � �
(zk)k
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

















min 1
2
xtQx + btx

� |kpX|

x ∈ C

� ��| � ���

Z��
Q

� � ������� [s�H��	
�mp �W����[9�
��	
�mtF���w��Z�� ��� p
� �
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�
b
� � �
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p
���
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R

n |

\ ����ZH��� 	�� hm� �a���
�
�gp �X�

C = R
n p ZX	�	��
��U"Z����L�H�F���X�]U�	
Z�l�hmT
[s�����X��� p ZX�F��	��X���A���X|

C = B̄(0, r)
Z��

r
�
�
� ����	
� � h"�
��	���p
���
[s�
�A� U"Z����r��� � ��ZX�����Xz�p ��tF���Ep
Z�	�	
� �
UEZ�����
W���
�

p ZX�F��	��X���A��� �a����	
� n���Z��g����p Z�� �L�X��p �H|
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�6Z�	
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min{1
2
xtQx + btx + χC(x)| x ∈ R

n} � ��| �1v �

Z��
χC(x)

�
�
� h � �6Z���p
����Z��g�m�����mp��G��	���p �����
C
|

�C�]nX	��X���+U�	
Z�l�hmT
[s�>p
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�m�
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�K�
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�A��Z������mp
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Z�[9UEZ��
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hmh�� � |
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��	��X��	���h �@tF�L�X�A���r��� ρ
2
‖x‖2 ����� p

ρ > ‖Q‖1
�
� ����p{R�ZX�m����	Sh �w���
p Z�[9U"Z����r���mZX�>�����r�X�H�F��� (

R(x) = 1
2
xtQx + btx + χC(x) + ρ

2
‖x‖2 �
�

T (x) = ρ
2
‖x‖2 |

u��������Ch;i �Xh�n�Z�	
����R�[s� �m�
���g����p � �����V���
p Z�[9UEZX�������mZ�� � �
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k = 0

z
x0 tF���
hmp ZX��tF���

v?|
yk = ∇T (xk) = ρxk

xk+1 ∈ ∂R∗(yk)
z��;|q�H|

xk+1 ∈ argmin{1
2
xtQx + btx + χC(x) + ρ

2
‖x‖2 − xtyk}

�
i.e. xk+1 ∈ argmin{1

2
xt(Q + ρI)x + (b− yk)tx : x ∈ C} �

4�| �?� ‖xk+1− xk‖ ≤ ε
z�ZX��� iq�X	�	 �
���

x∗ = xk+1 � � �Sh �V��Z�h�������Z��sZXU�����[ �Xh��Xz��
�m��ZX�

k = k + 1
�
� Z��g	�� ��Z���	
����
sv�|

u�h�n�Z�	
����R�[s���7(�u�h�n�Z�	
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���mZX���
�����H�X�A���H|

0LI 5CI � �g�����"78.D�"��'N%1'6�E)+�3.-%1'$78<L!6,

e �
�
���V[s� ��R�Z����^U�	
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p Z�[9U"Z����r���mZX�>�����r�X�H�F��� (

R(x) = ρ
2
‖x‖2 + btx + χC(x)

�
�

T (x) = ρ
2
‖x‖2 − 1

2
xtQx

u�������� hjiq�Xhmn�ZX	�����R�[9���������]����p � �����V��� p ZX[sU"Z����r����Z��>� � ��h��^�����r�H�X�A� (
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k = 0

z
x0 tF���
hmp ZX��tF���
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yk = ∇T (xk) = (ρI −Q)xk

xk+1 ∈ argmin{ρ
2
‖x‖2 − xt(yk − b) | x ∈ C}

�
i.e. xk+1 ∈ argmin{‖x‖2 − 2xt(yk−b

ρ
) | x ∈ C} �

4�| �?� ‖xk+1− xk‖ ≤ ε
z�ZX��� iq�X	�	 �
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x∗ = xk+1 � � �Sh �V��Z�h�������Z��sZXU�����[ �Xh��Xz��
�m��ZX�

k = k + 1
�
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ρ
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C
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


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p �����mZX�

	��
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�
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xk+1 = yk−b

ρ
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[s�
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xk+1 = (ρI−Q)xk−b

ρ
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B = I − 1

ρ
Q
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�
c = −1

ρ
b
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(xk)k
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ρ
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ρ
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ρ
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
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� ��ZX������� p 	
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
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Ik−1 0
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
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��	�	 [ �H��	���p �Xz�p �^tF���Cp Z �����^[9Z��m���fp{R�� 	a�
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4(n2(m + p) + nm2 + 1
3
(m3 + p3))
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q′j = aj −
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k=1 rkjqk

rjj = ‖q′j‖2
qj = q′j/rjj

� '$) . �"#-0
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��R�Z�n�ZX�L�Xhm�����H���mZ��s������	��X[ 	��?p{R�[9�m�?�
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G([i, j], [i, j]) =





c s

−s c





Z��
c = cosθ

z
s = sinθ

� �
θ
� �
��hjiq�X��nXhm�����Vhm� 	�ZX���H����Z�� |

o�Z���p
yj = 0

���
s =

xj√
x2

i +x2
j

�
�
c = xi√

x2
i +x2

j

|��C�Vp
Z ��� ��ZX���XhC���Vp � �����V��	��X�����6ZX	�	

[s�H����Z��s�
�
�
3(m + p)2(n + 2

3
m− p

3
)
��ZX��p

50%
����U�h���� tF� ik��������	��H�����6Z�	
[ �G���mZX�s���

��ZX�����
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At
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B
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



−B−1N

In−p



 et A− =





B−1

0n−p




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Ā =





At

0(n−p)×(m+p)




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� h�hm� 	 p �CzA[s�X�m�D���V[9�
��R�Z����a��Z�� �E	�� ���

h �Wp Z�[9U�hm���?���������^hjik�m[9U�h�� [9� �A�{�H���mZ�� zA�
�S���^�
Z��gp Z �?�S� h��
�����
�>p��X�S���^U�	�Z�l�h�T [9� ���
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Z���� t����Xz"�XU�	
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Ak
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



Lk

Nk


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Z��
Lk ∈ R

(m+p)×(m+p) z Nk ∈ R
(n−p)×(m+p) � �

U
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k
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�^�{�X��nX� �A����	 �m�A�X� 	��
��
@��	
Z�������
9��	�Z��r��� U"� ��� �
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


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


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
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�XzLl���� �]tF����p �
�
���Vp Z�[9UL�X	��X�m�
Z��>	��
�
���V�F��[9� 	
�mtF���H|

� I 5CI � �=<�!��A#-! *��r#O) '$)
�
,�0G� , � *-01�"'6%�,K.-<�0�!6,��@� ( #&<�%1'6�")O�9)&�"0G78<�!$,��

e�iq�
�
�S��� p��Hhmp ��h"���m	��
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��| �C��[ �Hh p ZX���������mZ������ [9� �A�a���
A

� � ���Hn�n�	����X�VU��X	Sh �w[w��h�����U�hm��p��H���mZ�� |

v?| � ����n�	��X������UE�
	
��������U�	
� p
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�A�
v = −A−C

���K��Z�	
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�L�X���
R

(n+m) hm�^����� ��T [9�V�X��n�[9� �A���Xz





In+m At

A 0









v

w



 =





0

−C




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� ����nX� �X��� �XU�	�T � h � U���l�hm��p��H���mZ������Wh;i �X	 ����p hm������"V�H	�[s�X	  G�X	fU"Z���	Shm� U�	�Z�nX	��X[ 	

[s�H����Z�� hm�������X��	��Hz�lE� �X��p
Z���U ��� p{R�� 	�p{R�� ��	
�Sp Z��A�����F��� �A� �����
iq������U��m	��
	 ����h;iq���A��� �A���mZ��

���gh � [9�
��R�Z?���>����U"Z����F��� �m�A���
	���� ��	
� UEZ���	9U�	�Z�U"Z����
	@��� �s�XhmnXZ�	��r��R�[9� �W� iqZXU�����[s� 	

���G���mZX� | �C�/��Z�[wl�	
�/� iq�X	
���mp h�� �sp Z�����	��X�A�>h �8U�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ�� ��ZX�:hm�m�����X��	��g�
�>h�� �

[9�
��R�Z?���
�����=UEZ����A�������A��� 	
�m�
��	���� �
� � ��Z�	
[s�Hz �X�������&p
�����
	���Z���� h�� ����	����H�X�
�KtF���4Z��A�

p ZX�F��	���l�����
 p �
�
����	�� ��Z�h�������Z��g� � ��tF�L�H���m[9� �A�a��[sU"Z����
�ml�h�� �N��Z���	Shm�^���r��� �P� l * �(x ��0 � z

��ZX����� i �X��[sZX�m���
z"��Z���� � �/p
����	
Z����a��Z��?� �X��hmZ���ns���Wp � �����V��R�T
���w���K��Z�[=l�	��W� i �H	�	

����p h�� �4tF��������� h��m� �W���m	
� p �D�����
pShm� �4�XhmnXZ�	��r��R�[9� �&tF���f��ZX��� U�	
Z�UEZX��Z����4�
�Dh�� � �H	
����p h�� �

�6Z������H���
��	��9��� �s[s� ��R�Z����
�stF������Z����sU�	��
��� �A��� 	�ZX��� *  �z &?z v ��z v� �z y  �z  Ay 0;| � Z����

��������	�Z����9h�� �@��ZX���H����Z���� ��ZX����� �
�s�
� ���A��	�Z�����p ����Z�� hmZ�	
� ���gh � U�	
� ���
�A�{�H���mZ��+���gh �

U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z�� ��Z���h��m��� �X�m	
�X|

�?Z��r�ahm�^U�	
Z�l�hmT
[s��� iqZXU�����[s�����H���mZ�����Z��ghm�m�����X��	�� n��
��� 	��XhC�������H�X�A� (
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
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













min f(x)
� |kpX|

hi(x) = 0 i ∈ E = {1, · · · , p}
gi(x) ≤ 0 i ∈ I = {1, · · · , m}

(PNL)
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��p
Z��A��	��H�m�A���
��� ik�m��� nA�Xh������Xz�	
� ��ZXhm���(�X� pw��� � [s� ��R�Z���� � ���VUEZX�m�A���

�m�A��� 	���� ��	
�$�;Y �D` � | ��Z����s��	��X����Z����9�L�X���sp � �������
������� � hm� �9p ZX�F��	��X���A��� �s[s� ����� �9� �

p ZX[wl��m���X�A��Y �D` �
�������-|

5 I 0 �>��� )-'6%('$�")-�w,F%s)&�L%(<�%1'6�")O�

\ ����ZH��� 	��
K

hjik� ����� [=l�hm�^���
���
Z�hm�?���mZX���f	�� �Xhm�����Xl�hm� � ���
(PNL)

(

K = {x ∈ R
n : g(x) ≤ 0

� �
h(x) = 0}

�
� ��ZX���a����U�U"Z��
� 	�ZX����tF���
K

� �
� ��ZX�]���m���X|

��� �X� p ��� ��	
v ∈ R

n � � �f���r� ���m	��
p
���mZ��s�X��[9�m�
���ml�hm�a�X�sUEZ����A�
x0 ∈ K

���
v = 0

Z��

� ik�mh3�������
���������������r���
(xn)n

�L�X���
K

��� h�hm�atF���
xn 6= x0

z
xn → x0

�
� xn−x0

‖xn−x0‖ →
v

‖v‖
z

hjik� ����� [=l�hm�^����p
� � ���m	
� p
���mZ����S� �
� ��ZH���
CK(x0)

|

\ �8U"Z����
c(x) = (ht(x), gt(x))t � � Ax0

= {i ∈ {1, · · · , m} : gi(x0) = 0}
hjik� ����� [=l�hm�9��� �W�m�����mp �
�W��� �=p
Z��A��	��X�m�A���
�=���H����	
� �
�w� �

x0
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�Xp ��� �O�X�
��Z�p ���W�H�]U"Z����F�
x0

| �?Z����
G

hm�^p ��������� �����&UL�X	 (

G(x0) = {v ∈ R
n : ∇gt

i(x0).v ≤ 0 ∀i ∈ Ax0

�
� ∇ht
i(x0).v = 0 ∀i ∈ E}

�?�
v
� �
� �����V���m	��
p
���mZ��]�X��[9�m�
����l�hm��� �

x0

�Xh�Z�	��
v
��� 	
� �L�

∇gt
i(x0).v ≤ 0 ∀i ∈ Ax0

�
� ∇ht
i(x0).v = 0 ∀i ∈ E �j|k�X|

CK(x0) = G(x0)

\ �V��ZX���DUL�H	
Jh(x) = [∇h1(x), · · · ,∇hp(x)]t

�
� z
Jg(x) = [∇g1(x), · · · ,∇gm(x)]t

hm�
�f[s�H��	
�mp �
� � �Hp Z�l���� ����� �S���
�fp Z��A��	��X���F��� �
| �&�=[ �G��	���p �
J(x) = (J t

h(x), J t
g(x))t � �
�

hm� ���Hp Z�l���� �g���
c
�X�gU"Z��m�A�

x
|
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JA(x)
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����Z��A�����
p � �
���X��	��
�W� �W�
�.�9���X�A��� � z&hm��U�	�Z�nX	��X[9[ �G���mZX�K��Z�� h��m��� �X�m	
�=���
p � �
���r���@h �

tF�L�Xh�� �Lp �H����Z��g��� ��p Z��A��	��X�m�A��� � z"p �WtF���&p Z��������m	��s���
��p{R��
	�p{R��
��	�� � "���R��/�
��Q-��p  X�
	

��&72 ��zAu�lL�H���m����&726, � 
V�m�A��	
Z?�����m	
�S��� �fp
Z������r����Z���� ����U�U�hm�
[s�
�F���X�m	
� �d����	dhjik� ����� [=l�hm�

���
�f��Z�h�������Z���� 	����Hhm�m���Xl�h�� �
K

�&�L�>��� p �X	��Hp
���
	������ 	 ��� �S�
Z�hm�?���mZX��� ZXU�����[ �Xh�� � hmZ�p��Hhm� �
|

�>��� )-'6%('$�") I*5 I 0LI 0LI�� � �"��
 �
� �
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 ��
 ��
 ���"��
 ���

x0 ∈ K
��� ���%� ��
�� �%
���� � � ���
�5�"� � �

� � ��
 ����� � �%
 ����� 
 ! �"��� 
 �%

(QC)
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���� ����� ��� 
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cl(CK(x0)) = G(x0)
� 4�| ���

� � ����� � ���%
�
 � � ������
���! ��� � �
�

�

� �?����� [9� �A��h �=�X� 	�� �Lp��G���mZX�]���Wp
�
������R ��U"ZX��R�T ���W� ik� �
��UL�X�S��Z�� � Z���	
�a���m[9U�h��Xz�h�� �

hm�
[s[9� � �����r�X�H�F���a	��X�
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 ��
 ���"��
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�

 �%
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 �����.


gi


 ��� 
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�"�����%
�� ���%
 �����	��
 �����.

hi


 ��� 
 � ���	� �"��! �%
 ��
 ��� ���7��
�
 �

x̄ ∈ K

 ��� �
� �

gi(x̄) < 0
��


hi(x̄) = 0 ∀i ∈ I ∪ E �
�
�	� � x0 ∈ K

���%
 ���1� ��� � �%
 � � � ������
 !#���%�
JA(x0)
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Z����X� �A�-��ZX���
� ���C` e � � ( �^���Xhm� �Lp��H���mZ������ �Oe Z��A��	��X���F��� �
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[ �G���mp
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� �L�Xh�� �Lp �H����Z������
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�
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 ����� � �%
 ����� 
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 �%
 � �
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�
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x0
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x0
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�
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 � ��� � 
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 �%
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x0
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�
 ��
 
 � ��� ���7��
�
 ��� � �"����
 ��� !
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� �

∇gt
i(x0).p < 0 ∀i ∈ Ax0

��
 ∇ht
i(x0).p = 0 ∀i ∈ E �

�

o �X���@h���p��X� � iq��� U�	
Z�l�h�T [9����Z�� hm�������H�m	��s�����
p]�����mtF���
[s�
�F�@��� �@p Z��A��	��X���F��� �

� ik�m���
nA�Xh������Hz �
� ��h�� hjik� �?�m� ���
��p � � ik���:���
p
���
��	]��Z�� �F��h
p

���
	�� �3�X�A� ∇gt
i(x0).p < 0

∀i ∈ Ax0

�
�
� ��� [s�X�����
�Xz"p �=tF���O�Xh�hmT nX�Vp
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�m���
	��Xl�h�� [9� �A��hm� � p ZX���������mZ���� ���=tF�L� 	

hm� �Lp��G���mZX����� �ap
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���
	�� �L� �H|
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�a��	�T �a�����mh�� UEZX��	S��Z������^h � ���������H|

�>��� )-'6%('$�") I 5 I 0LI � I � �1��
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L : R
n × R

p × R
m −→ R

(x, λh, λg) −→ L(x, λh, λg) = f(x) + λt
hh(x) + λt

gg(x)

L
�%
�
 ���6� ��� � ��� 
 � 
"!�����
"� ��� �1
%
 � ����� � � ��!���
 �	��� �

(PNL)
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λh
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λg
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
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
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∇xL(x∗, λ∗
h, λ

∗
g) = 0
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�
 ��
 ����� ���"!#��
 ���

h(x∗) = 0

g(x∗) ≤ 0
� !�� �"� ��
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 ��� ��
 ���

(λ∗
g)igi(x

∗) = 0 i = 1, · · · , m � ���1����� ��� ��� 
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Mλ(x) = {λ ∈ R
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��� ��p
�^��� �fp
Z��A��	��X�m�A���
�f� ik� nA�Hhm����� �dp Z�[9U�h��mtF���

h ����Z������@pXik� � �Vh ��	��H�m��ZX� UEZ���	^h �XtF���
hmhm�WlE� �X��p
Z���U � iq� ������� �V��Z��A�Vp Z������Xp
	�� �
�=�H�
�

U�	
Z�l�hmT
[s�
�W��Z��8h��m��� �X�m	
� �������
p ���
��hm�
[s�
�A�w���
�=p ZX�F��	��X���A��� �V� ik�m���
nA�Xh������
�^Z��8�
� ��h�� 	

[9� �A�a��� �Sp
Z��A��	��X�m�A���
�S� ik� nA�Xh������ � *  �z 2Av�0j|��&�^U��X	��XnX	��XU�R�� 4�|-2�| v=	
�
���m�
�A���
��	Sp �
�ap��X�

�����Ln���	��X|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� � " ��
 	������ � ��	���
   

 � �% ��� � ��� ,� 

5 I � J B&�F�30G5�78,��9*-, ���")
�
,�01M3,�)���,

�?Z��r�ahm�^U�	
Z�l�hmT
[s����Z��]hm�m�����X��	����
Z���� p Z��A��	��X���F��� �a� ik�m���
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













min f(x)
�
|qpH|
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n| g(x) < 0} hjik� ���
� [wl�hm�V��� ����Z�h�������Z����a�
��	��mp ���
[s�
�F��	�� �Xhm�����Xl�hm� �

���]U�	�ZXl�hmT
[s��� 4�|3' � |

� ,?7878,3I 5CI �&I 0LI � � � � � �1��

X

� � ���.
�����
 ��� ���1���.����
 
 ��� �
� �
ir(K) ∩X

�%
�
 �	���

��� � �
�
� �1��


(yk)k

� � � 
�� ��
 � ��� ��� ��� ��� 
 
 � �
ir(K) ∩X

�����
�"��! 
 � ��� 
 �"��! 
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��R�Z?����� � �>�������Kp
h �X�
���mtF���KU����m�
tF���/� h�hm� �6����hm�8U�	
� [9�mT 	
���?���mh��m�
� �]�L�X����h�� �

�X����� � �]��ZX� ���X�A���HzSpXik� �
�K�X���
��������� [9�
��R�Z?��� U�	��m[s�Xh��/p��X	>h�� �g����� 	��H����Z������
� �6Z��A�

������tF��� [9� �A� UL�X	S	��XU�U"Z�	
� 
@h �=�H�X	
� �Xl�h�� U�	
�m[s�Xhm�
x
|

�CZ�	��
t����
µ

� iq�XU�U�	�Z�p{R������
�
� 	
Z�z-h ��[s�H��	��mp
� ∇2

xxB
�
� 	��K��Z�[9�m���
�sU��X	=hm��[s� 	

��	
�mp
�
µJ t

Ag−2JA
z ��Z���pw�
� hm�=��Z�[wl�	
�w���
�^p Z��A��	��X�m�A��� ���Xp �����X� �^�
�
�

mA
� �
�^��� h tF���

0 < mA < m
�XhmZX	��Vh ��[s�H��	��mp
�@��Z�� �E	���	��]� iq����� �������.�9���X��p ���X� ���r�����H� ��� 	��X��n�z

h � ����[s�
������Z��g���Vh �@[ �H��	���p �^� ik� � ��UL�H����[sU�h��mtF���
� ���m	
� p ��� [9� �A���L�X��� p � �����W�������.� 	

���H��p �H| �&�W��R��
Z�	�T
[s� �
�����H�X�A�^	
� ����[s� h�� �^	��
����hr�{�H��� ��� p
�
�����@�m���
�.�9���X��p
�XzC� ��������� �

UL�X	 �P	���n�RA� *  � 0j|
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 ��!��%��! �%
 � � � �%
%
�� ��� �
� �1��


xδ

��� � �1��� 
 
�
 !#����
 ��� ��� 
 !�� �"� ��
 ��
 ��� �
�
�
� xδ ∈ ir(K)

����!#� � ��� 


‖xδ − x∗‖ ≤ δ
� �

δ << 1
�
µ =©(δ)

��

min gi(xδ) = Θ(µ)∀i ∈ Ax∗

� 4�| � ���

� �
δ
��


µ

 ��� 
 
�� � 
 �"�+� ��� 
 � ��
 ��
 


�
� �1��


mA
��� �	�1��
 ! � � �%
 ����� 
 !��"��� 
 �%
�����
 � �"�%
�� � � �1��� 


x∗ � ��
 
�� �6� ��
 ���.
 �
� �

0 < mA < m �
� �1��


NA
� � ����
 !#���%� ����� 
 ���%
 ���1� ��� � �%
 ���1!#� ��� 
 ��� � 
%�1
�� �1! 
 � � �

�	�1!#� �%� � � ��� �%
 �.���%� �	� �"� � � �
JA(x) �

� � �1! 




�

 � ����
 !����%� ∇2B(xδ, µ)

�%
�
 ����� � � � � ��
���
 � �"�
�

�
�

 � ����
 !#���%� ∇2B(xδ, µ)

�
mA

�1�"����� ! 
 ��!��%��! �%
 �
� � 
 �1� ��� 
 � � ��� �1! �"! �
Θ(1/µ)

��

n−mA

�1�"������! 
 ��!��%��! �%
 �
���.
 �1� ��� 
 � � ��� �1! �"! �
Θ(1)

��� � �
cond(∇2B(xδ, µ)) =

Θ(1/µ) �

�
�
� �1��
 {ν1, · · · , νn−mA

} ���%
 n−mA
�1�"������! 
 ��!��%��! �%
 � �

N t
A(xλ)W (xλ, π)NA(xλ)

�

� �
π

 ��� 
 � �%
 �%
�
 ������
 �����.
 � �%
 � ��� 
 � ��� ��� ��
 ��� ! 


�

 �%


n−mA
�1�"����� !%
 ��!��%��!%�%


� � ∇2B(xδ, µ)
�	��
 �

ξ1, · · · , ξn−mA

����!�� � ��� 


|ξk − νk| =©(µ)
�
k = 1, · · · , n−mA

� 4�| �1v �

�

o �X���d����� n�	��X�����aUL�X	 �����S� iq���?� [9U�hm�
�d�F��[9� 	
�mtF���
� zFh �^[9�
��R�Z?���Sl��X	�	
�mT 	
�S	��
��Z����

hm�
�>U�	�ZXl�hmT
[s�
�>lE� �X��p ZX��U [s��� �
� t�� iqZ�� � iq�H�
��� ���L�X��� |S����� �
�������8�H� ������� �X� ��� �

� 	
	��
��	��^���=p��Xh�p ��hOUL�X	��LZ�	
��n�	
� � �
�^�Xhj| * v 410 U"Z���	
	��X�r� ����U�hm�mtF���
	 hm�
��	��X�m�
Z���� ���=p �
�

� ��p{RL�X�A���
[s�
�F� z [ �X���=hm�K[s� ��R�Z�����p
h �X�
����t����>	�� � ���g�m�����9p��Xp
�>U�������tF� ik� hmh���U�	
Z?�������

���
��U"Z��m�A���S��Z��g	�� �Xhm�����Xl�h�� �S�H��p
Z���	��a���
�a�����
	��H���mZ���� |
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u��L�s���ap Z�	
	���n�� 	Dh�� � �m��p
Z��A���
���m�
�F��� ��� hm�^[s� ��R�Z����S��� ��� �S��Z�� zA��� �dp{R�� 	
p{R�� ��	
�

Z��A� U�	�Z�U"Z��
����� 	��
��Z�����	������ ���?� ��T
[s���X��n�[9� �A��� tF���3��� ��Z�� �E	���UL�X� �X����Z�[ �G���mtF����	

[9� �A� ���g[ �Xh p Z�����������Z������
[s�
�A�a��� �a[s�H��	
�mp �
�ShmZ�	
��tF���
µ

���
���]�X� 	
�
�
� 	�Z	*347410;|

�?Z��r�
W (x, π) = ∇2f(x) −∑m

i=1 πi∇2gi(x)
Z��

πi = πi(x, µ) = −µ/gi(x)
�&�

����� ��T [9�VU�	�Z�U"Z��
�V�
�
� hm�^�
�����H�X�A� (





W (x, π) −J t(x)

ΠJ(x) G(x)









d

t



 = −





∇f(x)− J t(x)π

0





� 4�| ��4 �

Z��
d
� � � h��dU��X�4���d���
U�h �Xp
� [9� �A�O����� ���S��ZX�=	��
p{R�� 	
p{R��S�
�

Π
� �
�Oh �a[s�H��	
�mp �

diag(π)
|

YK�Xh�R�� ��	
� ���
� [9� �A� hm� [s� ��R�Z����VU�	�Z������r�a��� ��UL�X� ���W[s�X���H�X�����^tF�L�Xh������V���X��� hm�

���
��� ����h �w	��
����p ���mZX������hm� �6Z���p
���mZ��glL�H	�	���T 	
� �6��ZX�m	 *qv"410 � |

5 I �CI � �
�
%(01<�.D�"!6<�%1'6�E)

�Diq���?��	��XU"Z�hm�H����Z��]�XZ���hm�X��� 	��
��Z�����	��Whm� � ��� �sp
��h���� ��	�� ��p Z��A��	
� �
� UL�X	 h �@[s� ��R�Z����

���+�����
��T [9�K�H��n�[9� �A���HzD� � � � � �9� � 	
� [s�X	�tF�L�H�F�9tF���gh � p �X�����]U�	
�m��p
�mUL�Xh���
 p � �

��� �sp
��h���� �a� � � tF���V[ �
[s���
�-h�� �S���
p
��� ��	
�
πi(x, µ) = −µ/gi(x)

�
���X�m�
�F� ���Vl"Z������
�

� � ����[ �H���mZ���� �X�
� [w��h����mU�h��mp �H���
��	��-��� �&�Xn�	��X��n��(
^�����Sp
� 	 �{�X�����S����� 	��G���mZX���$�r��� 	��H����Z��

��� � 
 	
���Xh��m���
� � z(p �d� iq�
�
�OUL�X�&��Z�� � Z���	��&h��dp �X�-��� �&���
p
���
��	��
πi(x, µ̂) = −µ̂/gi(x)

U"Z���	

hjik����� 	��H����Z�� �������H�X�A��� �6� �+p Z���	
� � zdh;iq������	��HUEZ�hm�H����Z��8U�	�Z�U"Z����g��ZX��pg���g	�� [9U�hm�Xp �
	 hm�

UL�X	��X[9T
��	
� lL�X	
	���T 	��Dp
Z���	��X�A�
µ̂
UL�X	Chm�4UL�X	��H[sT ��	��Dl��X	�	
�mT 	
� ��� hjik����� 	��H����Z���U�	
� p
� ���
�F���

µ
�L�X���ah;iq����U�	�� �
����Z������

π
���H�X�A�a���W	
� �
Z�����	
�Vh��^�����
��T [9�





W (x, π) −J t(x)

ΠJ(x) G(x)









∆x

∆λ



 = −





∇f(x)− J t(x)π

0





� 4�| � ' �
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p � tF���"U�	�Z������r� ����l"Z����d	��
����hr�{�H��� zF��� U�	�Z�p � ��������[s��h �X��	���
Wp
� hm���"p
�3� �
� �����mhm�����SU"Z���	

p ZX	�	���n�� 	Ch�� �&� � ����[ �H���mZ����C��� [w��h����mU�h��mp �H���
��	�� ��� �&�XnX	��X��nX�d���X���-hm� �&p
Z?���
� " � ` Qa_S\

�
��Y�` Qa_ �N��Z���	Shm�^p{RL�HU�����	��������r�H�X�A� � |

5 I �CI � �d,�� � �")��X%1'6�")O� 2-<�010G'$5F01,��97P�C*O' �O��,��

u��L�����W	
� [9� ����� 	a�X�]U�	�ZXl�hmT
[s� ���Whm�w���m��n���h �H	������ �������
������� ��hmZ�	
��tF���
µ

��� ���

���
	��
�
� 	�Z�zEhm�s[9�
��R�Z?���W���=hm�slL�H	�	���T 	
�=[9Z?��� �L� ���6�XZ��m	 * � '�z v"4?z 2 � 0 � �
�wlL�X�
�w����	�h �

	��
[ �H	�tF���wtF��� U"Z���	���� UL�X	��X[sT ��	
�=��� lL�H	�	���T 	
�
µ
� �?�Hz hm�
� � ���
� [wl�hm� �^	
���Xh��m���Xl�hm�
�

���
� p Z��A��	��X���F��� �
gi(x) ≤ 0

� � −µ ln(1−gi(x)/µ) ≤ 0
�
Z��A�D�m��� �A����t���� � |XYK�Xh�R�� ��	�� � 	

���
[s�
�A��zFh �^[9�
��R�Z?���a� ik� � � U��X� U�	��H���mtF���XzA�
�s� � � ��zF���3U"Z���	 �����a�r��� 	��H����Z��@��Z������ � hm�

���
���
�m� � � ik� � ��UL�X� �
�.�9���X[9[9� �A����� ����� U"Z����r��� �cz"�Xh�Z�	���hm�wU��X	��X[9T
��	��WlL�X	�	
�mT
	��w�
� 	��

	��
�����r�f�
� hjik�m���
�A�������at���� 	��
hm����h�� � ��� �
� � ���
� [wl�hm� � 	����Hhm�m���Xl�h�� � UEZX��	�	��X�����
��	���U"� 	
��� |

����� p ZX	�	��
p
���mZ��P� �
�=UEZX������l�hm�9�����
p�hjik�����mhm�����H���mZ��K��� hm� �6Z���p
����Z�� lL�X	�	
�mT
	��9[sZ���� ��� �

f(x)−∑m
i=1 λi ln(1− gi(x)/si)

Z��
si

U"� ��� � ��	
���m�A��� 	�U�	��
��� �^p
Z�[s[9� �������H�X	
� �Xl�h��

�X�
�?��hm� �H�m	��H|

QOZX�����
� p
� �a��� �sp
��h���� �SZ��A�aU"� 	
[s���S�X�
�g[9�
��R�Z���� �SU�	
�m[s�Xhm�
��	 ���L�Xh�� �d� i�� ��	
�VU�hm���

�H�
��	��Hp
���r���
� z1hm�
�O	
� ����h��{�G���-����[s�
	��mtF���
�Op
Z����
Z�hm����� �A�-p � ����� UEZXU���h �H	������D��� �O[s� ��R�Z����
� |

5 I
�

� �A%1B-� *-,��s.-0G';7P<L!$,�����*-#-<L!6,��

�Diq�����mh��m���G���mZX�����
� [9�
��R�Z?���
� U�	
�m[s�Xhm�
��	 ���L�Xhm�
���
�
�^�
� p 	�ZX�m�����X��p
�w[sZX��ZX��ZX����*  �z

� '�zGv 4�z �  ?z12"'10j|He � �O[s� ��R�Z����
�O�
��n�n�T
	�� �A� z 
 hjik�m��� �{�X	C���dhm�
��	��-���
[wl�hm�Xl�hm�
�&U�	�Z�U"Z��
� � �

U"Z���	 h �^U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z��=h��m��� �X�m	
�XzH� iq� �������m� 	 ������� U"� ���L�X[9[s�
�F�dh;iq� ��Z�h�������Z�� ��� � �H� 	

	��m�Xl�h�� �dU�	���[ �Xh�� �
x

�
� hm� �d�H�X	��m�Xl�hm�
� ���L�Xhm�
�
λ

	�� U�	�� �
� �A���
� �aUL�X	 hm�
� [w��hr����U�hm��p��H��� ��	
�

��� �&�Xn�	��X��n��H|

�Diq����� �����^lL�H�������^��Z��?���^[9�
��R�Z?���^U�	��m[s�Xh�� 	 ���L�Xhm� � � � h �w	��
p{R�� 	
p{R��=� iq���]U"Z��m�A�
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	�� �Xhm�����Xl�hm�
(xµ, λµ)

tF���C	��
��Z�����hjik� tF�L�G���mZX�>��Z��]hm�m�����X��	��

F µ(x, λ) = 0
� 4�| �1y �

Z��

F µ(x, λ) =





∇f(x)− J t(x)λ

G(x)λ− µe





� 4�| ��2 �

u�������� 
>UL�H	
����	^� ik���PU"Z����F��p
Z���	��X�A�
(x, λ)

zChm��[s� ��R�Z����@��� ��� �S��Z�� ��Z������shm����� 	

	��
p
���mZ��g�������
��p �
�A���
(dx, dλ)

��Z�h�������Z��>���]�����
��T [9��hm�m�����X��	�� �
�����H�X�A� (





W (xµ, λµ) −J t(x)

ΛJ(x) G(x)









dx

dλ



 =





∇f(x)− J t(x)λ

G(x)(λ− π(x, µ))





� 4�| � , �

Z��
π

� �
�whm�s�X� p ��� ��	 ��Z��A�wh�� �wp
Z�[sU"Z����X�A��� �W��Z��A� −µ/ci(x), i = 1, · · · , p + m
�
�

Λ = diag(λ)
|"o �X����hm��p��H��	��W��� ��[s� ��R�Z���� � ���WUEZ����A���a�m�A���
	���� ��	
�

W
	
� U�	
� ���
�
	

���
	�� h��w� � ���
�m�
� ��� �&�Xn�	��H��n��m�
�KU"� �L�Hhm�m�
�W� �^hm�V����� ��T [9� hm�������H�m	�� � 4�| ��, �a�
�
�^	
� �����

����[9�
��	��mtF���V�&��������	
� p ��UE�
	�� 	a���]l"Z���[9Z���T h�� tF�L�X��	��H����t���� *  �z &?z 2"'"0;|

�C� ����p
p T � ���
� [s� ��R�Z����
�/U�	���[ �Hhm� ��	 �����Xhm�
���
iq����U�hm�mtF��� U��X	/hm�
��	/���sp �Xp �r��� 


��������	�� h � ��	�� � �
p
��Z��m	
�+l��X	�	
�mT 	
�X|^bD� � �E�
� z^��Z��r�
(x, λ) = (x(µ), λ(µ))

h�� UEZ����A�

p ZX��	��X�A� zfZ��
µ

� � �>hm�KUL�X	��H[sT ��	��K���/U"� �L�Xh��m���H����Z�� | �?��U�U"Z��
Z����>tF���
(x+, λ+) =

(x(µ+), λ(µ+))
�
�
�Sh���U"Z��m�A� �����r�H�X�A� �

0 < µ+ < µ
� |
�&�=���m	
� p ���mZX� ��� ��� U�hm�Xp �
[s�
�F�

� � � ��Z������
�WU��X	





W (xµ, λµ) −J t(x)

ΛJ(x) G(x)









dx

dλ



 =





0

(µ− µ+)e




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�X������� ZX��U"� ���a�
p 	
�m	��

x(µ+) = x(µ) + (µ+ − µ)x
′

(µ)
�
�

λ(µ+) = λ(µ) + (µ+ − µ)λ
′

(µ)

Z��
(x

′

, λ
′

) = (x
′

(µ), λ
′

(µ))
����� UEZX�m�A�a�{�X��nX� �A���
�
����Z�h�������Z��g���KU�	�Z�l�h�T [9��hm�m�����X��	��

� 4?| ��& � �����r�X�H�F�





W (xµ, λµ) −J t(x)

ΛJ(x) G(x)









x′
µ

λ′
µ



 =





0

e





� 4�| ��& �

e �
�
���VU�	�Z�U�	��m� ���^� iq�@UL�X�Shm��� �gU"Z���	Shm�
�S[s� ��R�Z����
� U�	��m[s�Xh�� � |

bD�>U�hm�
�m���
����ZX	 z�h�� �f[9�
��R�Z���� � U�	���[ �Xh�� ��	 ���L�Hhm� �d� �
���X��� �A�S����	�� U"Z�����	���
=tF�L�G��	��

tF��� � ����Z���� (

��| �LZ�	
[w��h �G���mZX� ��� �����
��T [9� hm�m�����X��	�� ��� � ���S��ZX� �$U"� �L�Xh��m���H����Z�� zS����[9�
��	��m��� 	

���mZ�� zr|r|�| � |

v?|�e R�ZX� �>���Vhm� �
��	��H���
n��m�^���V	
� �
Z�hm�����mZ�� � � � �Oz������-zL[s� ��R�Z���� �a����	��
p
���
� zr|�|r| � |

4�|�Y��
����	
� 	Vhjiq�X[9� hm��Z�	��G���mZX�g�X� 	
�Wh;iqZ�U?���m[s�Xh������ � �6Z���p
���mZ���� ���@[s�
	��r���XzEUEZH��� �A���m� h;z

�Lhr��	
� � |

'�|aQ-	��X�r���
	Sh �w��Z��]p ZX�F�X� �?�����W� �ahm�
� p
Z��A��	��X�m�A���
�a� iq�
nA�Xh������H|

5 I
�
I 0 �d,��978�A%1B-� *-,��9*O'601, �X%�,?�

�?��U�U"Z��
Z����
µ
� �?�Hzfhm�
� ����� 	��H����Z����9t���� ���
	
���
�A�'
PU�	�Z�������	��K�����/����	�� p ����Z�� ���

���
U�h �Xp
� [9� �A�V��Z��A�V���r��� �^���A��� 	
��� �
| �&ZX	���tF� ik��� UEZX�m�A��� � �WU�	�Z�p{R��@���@h ����	�� � � p ��Z���	��

���
� [9�m����[w��[9�wUE�
�L�Xh��m���
� �$[9�m����[w��[9�w��� �sU�	�ZXl�hmT
[s�
�sU"� �L�Hhm�m�
� � � zDhm�
�s[9�
��R�Z���� �

U�	
�m[s�Xhm�
��	 ���L�Xhm�
� ��ZX�F� ��	�T �dU"� 	��6ZX	�[s�X�A��� � � � �
Z����dhjikR �?U"ZX��R�T �
����� h �^p
Z�[sU�hm� [9� �A��� 	

	��r���d�
��	��mp ���HzGhm� ������� �
��� ��� p ZX�F�X� 	
n�� ��p
�S� �����
	���� � �
� ��	 tF�L�X��	��H����t�����* �  10;| �&� p Z �?� ���
p{RL�XtF���S�r���
	��H���mZ��V� �����
	���� � �
� ��Z�[9�m���dUL�X	Oh ��	
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� ikZ��9hjik�m[9UEZ�	 �{�X��p � ��� p{R�� 	�p{R�� 	 ��� � [s� ��R�Z����
�d��� U�hm���D�
�sU�h���� UE�
	��6Z�	
[ �H�F��� �DU"Z���	

	��
��Z�����	��wh��������
��T [9�whm�������X��	��^� � tF���-U����m�
���
�F� nA�X	��H�F���m	atF���=hm�s����	��
p
����Z��]U�	�Z������r���

� � � �����^���
	������Xl�h��^���m	
� p
���mZ��g�������
��p
� �A���WUEZ���	Shm�^U�	
Z�l�hmT
[s�^��Z��ghm�m�����X��	��X|

bD� U�hm��� ����h � 	�� p{R�� 	�p{R�� ���K��ZX�����
hmhm�
� [9�
��R�Z?��� � z h;i �XU�U�	�Z�p{R��Khm� U�hm���9p Z�[ 	

[w�����w� � ��h � p
Z������
�����H���mZ�� ��� �^��Z������ �
� z h�� � [s�H��	
�mp
� ��R�� ���
�m�
����� ��� � � �Xp Z�l��m� ����� �

p ZX�F���m�
����� �A�S��� h �X	
n�� �dl�h�Z?tF���
� �F��hmh�� �
z?p
��tF��� U"� 	
[s� ����	��X�r��zF�L�X��� hm� p��X� ��� ����[s�
�
	

����Z����@	��H�m��ZX���L�Xl�h�� � � ik�����mhm�����
	 ��� �9[s� ��R�Z����
�9�����$�Xp ��Z�	
�m���H����Z�� �^_ Z�� �-�VzD�L�X���

� iq�X����	�� � p��X�dZ��s� ��U�	
� �6T
	������ � [9�
��R�Z���� �d����� 	��G�����X� �dp Z�[9[9� h��an�	��X���m� �A� p Z�� � ��n����

U�	
� p ZX���������mZ������=Z�� h�� ��[s� ��R�Z���� � o=| e�| o �X���^p
�
�����w�
������� Z��/�X� ����� �{�Xh�� 	��
�^U�	
Z 	

U"Z����
	d��� �d[s� ��R�Z���� �d�
� ��� p{R�����tF��� � 	�� �
Z�h��H�X�A�dhm�SU�	�Z�l�h�T [9�S��Z��9hm�������X��	��fnX� ���
	��Xh3���

n�	��X����� �{�X��hmhm�HzXp
��tF���"	�� [9�
� � �sp��X���
� hjik�
�X� �A�����Xhm�r��� � i ���XZ��m	d	��
p Z���	
�f�X� � [9�
��R�Z���� �

����	�� p ���
� zL��� �X��[9Z��m���Sh��^p{RL�X[9Ug��� � [s� ��R�Z����
� R ��l�	
�m���
� 	
� � ���VZ������
	
� *346,10;|

5 I
�
I � �d<P.O01�3M30G<�7 78<�%1'6�") ( #-<L*&01<�%1'�( #&, � � ( #&,?)"%1'$,�!$!$,

�&��� ��	��H���
n��m� ����� ��	��H����� � ���
� �A����� h�hm� [9� �A�dh � U�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ��V��Z��9hm�������H�m	�� ����� p

p ZX�F��	��X���A��� �a� ik� n��Xhm�r���X|�e Z����
�m���
	�Z���� hm��U�	�Z�l�hmT [9�































min f(x)
� |kpX|

h(x) = 0

x ∈ R
n

� 4�| vXx �

Z��
f : R

n → R
� �

h : R
n → R

p ��ZX�F�����
�
���6Z���p ����Z����S����p hm�X���
�
C2 |

�?Z��r�
L(x, λ) = f(x)− λth(x)

h����&�Xn�	��X��n���� �>���gU�	
Z�l�hmT
[s��� 4�| vXx � |
λ ∈ R

p � �
�

hm�^[=��h����mU�h��mp��G��� ��	 ��� �&�Xn�	��X��n��H|

�C� ��p Z����������mZ������ ikZ�U�����[ �Hhm�����W��� U�	��
[s��� 	�ZX	���	
� ��Z��A����Z������ �
�VU��X	^hm�w�����
��T
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�������H�X�A�







∇xL(x, λ) = ∇f(x)− J t
hλ = 0

h(x) = 0

� 4�| v ���

Z��
Jh

� �
� hm�w[ �H��	���p � � �Xp
Z�l���� ����������hm� �6Z���p
���mZ��
h(x)

|��?Z��r�

F (x, λ) =





∇f(x)− J t
hλ

h(x)





� 4�| v�v �

�C� �����
��T
[s��� 4�| v ���4� � � �
tF�����H�Xh�� �A� 
^���9�����
��T [9� ��Z��sh��m��� �X�m	
� ���
(n+p)

�m��p Z��
	

�F���
(x, λ)

�
�
(n + p)

�
nA�Xhm�r���
�
F (x, λ) = 0

|?_ �
��Z�����	�� p
� �����
��T [9�^UL�X	dh �V[s� ��R�Z����

��� ��� �S��Z���	��
����� �A� 
@p{R��
	�p{R��
	 �����V���m	
� p ���mZX�]���W���
U�h �Hp � [9� �A�
dt = (dt

x, d
t
λ)

��� h�hm�

tF���

∇F t(x, λ)d = −F (x, λ)
� 4?| v"4 �

e�ik� �
��	 
 	 ���m	
�XzGp Z����
��	
���m	
�f����� �����r���f��� ��� p ���
��	
(xk, λk)


�U��X	
���m	-� iq���9U"Z����F�O�m�������m�Xh (





xk+1

λk+1



 =





xk

λk



 +





dx

dλ





� 4�| v ' �

Z��





Wk −J(xk)
t

J(xk) 0









dx

dλ



 =





−∇f(xk) + J(xk)
tλ

−h(xk)





� 4�| v�y �

����� p
Wk = W (xk, λk)

� � �dhm�S� � ���
�m�
�s��� �&�Xn�	��X��n���� �w� �X�Hhm���a�X�@U"Z��m�A�
(xk, λk)

|

�&��[9�
��R�Z����S��� ��� �S��Z��9� � �dl��m�
� ��� �L���m�a�
� ���^���r��� �
���a���ap ZX�F�X� 	
n�� ��p
�����
���m�
�F�
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tF�L�X��	��H����tF���W�
�&hm��UEZX�m�A� �m���r��� �Hh � � ��U�	�Z�p{R��=���VhjikZ�U����m[w��[ �
�����&h�� � R ��U"ZX��R�T ���
� ���

h ����Z�� ������n���hm�X	��r���d���fhm��[ �G��	���p � � �Xp Z�l��m� �����f���
�Dp Z��A��	��X�m�A��� � � � h ��p
Z������r����Z�� " "^Q

��ZX�F�a�X� 	�� �L� �
� 
 ���(�XZ��m	 (

��|
Jk = Jh(xk)

� �
� �����V[s�H��	��mp
�^����U�hm�
�m�>	��X��n�|

v?| �&�s[s�H��	��mp
�
Wk

� �
����� �����m�WUEZ��
���������V�L�X��� hjik� �
UL�Xp �W��Z �A�X�K���wh � � �Xp
Z�l��m�
�����

���
�ap Z��A��	��X�m�A��� �a�j|k�X|
dtWkd > 0 ∀d 6= 0

�
�
Jkd = 0

|

�&���
��	��H���
n��m� ����� p ZX���
��������� �����@�Xhr��� 	
�L�H��������
>h � 	
� ��ZXhm�����mZ��/���m	��
p
���w��� ������	

��T
[s�^h��m��� �X�m	
��� 4?| v�y � z��
��� � � ��p
Z����
�m���
	�Z����ah��^U�	�Z�l�hmT [9� tF�L�X��	��H���mtF���������r�H�X�A� (







min 1
2
dtWkd +∇f t

kd
� |kpX|

Jkd + hk = 0

� 4�| v"2 �

Z��
Wk

� � �������=[s�H��	
�mp ��p �X	�	
� �V� iqZX	���	
�
n + p

z
d ∈ R

n+p z ∇fk

� � ��������� p ���
��	 ���

R
n+p z Jk

�
�
� ������[s�H��	
�mp
�
(p, n + p)

� �
hk

� � � ���]�X� p ��� ��	����
R

p |

o �X��� hm�ap��H� Z��shm�aU�	
Z�l�hmT
[s�atF�L�X��	��H���mtF����� 4�| v"2 � � � �fp
Z��A��� �?�^�HhmZ�	
�D��Z��������mtF���

��ZXhm�����mZ��
(pk, µk)

�X� 	�� �L��hm�^���?� ��T
[s�V�����r�H�X�A�







Wkdk +∇fk − J t
kµk = 0

Jkpk + hk = 0

� 4�| v7, �

Z��/�
Z���� �6Z�	�[9�W[s�H��	��mp
�m�
hmhm�Hz�� �K	�� � Z��?�{�X�A� h��V��� 	
[s�
J t

kλk


9nA�X��p{R��w�
� 
 ��	�ZX�����V���

h �wU�	�� [9�mT
	��^�
t����H����Z��





Wk −J t
k

Jk 0









pk

µk − λk



 =





−∇fk + J t
kλk

−hk





� 4�| v� �

bD� p ZX[sUL�H	��X�A��� 4?| v�y �4�
� � 4�| v� �4ZX�9�
� ���
�����r� hm�SU�	
�m��p
�mU"�S���ah �^[s� ��R�Z���� � ��� |

` h � iq�Xn����s����	�� �
Z�����	
�/hm�]U�	
Z�l�hmT
[s�]tF�L�X��	��H����tF��� � 4�| v 2 �9���X� p
Wk = W (xk, λk)

z

∇fk = ∇f(xk)
z
Jk = Jh(xk)

z
hk = h(xk)

� � ����U�	
� ����	
�
dx = pk

�
�
dλ = µk−λk
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Z�� ��Z����W����[sU�hm� [9� �A�
λk+1 = µk

z-�X�������Dhm�]	
� ��ZXhm�����mZ�� ���9hjik� tF�L�H���mZ��
F (x, λ) = 0

��� ��	��X�r��� �r���
	��H�������
[s�
�A�f� �g	
� ��ZXh��H�X�A�S�����^�
�������^���^��ZX����	 U�	�Z�l�hmT [9� � t����X��	��G���mtF���
� z

� ikZ��]hjiq�XU�U"� hmhm�H����Z�� (�� 	
Z�n�	��X[s[s�H���mZ�� �^���X��	��G���mtF��� �?�
tF��� �A����� h�hm� � � � � � |

` h � �
�=p �
	
�{�H�m� t���� ��ZX���Wh;iqR ��U"ZX��R�T
���s���shm�]��Z��8�
�m��n���h �X	
�����=���
Wk

z&�
�
f

�
�
h

�X��[9�
�
���
�F�9���
�@��� 	
�����
� �9���
p Z������ �9hm�mU���p{R��r�
�
��� ����� �@�
�@�
�Shm�>U"Z��m�A�@�m�������m�Xh

(x0, λ0)
� � � U�	
Z?p{R��=���WhjikZ�U�����[w��[ �HhmZ�	
� hm�9[9�
��R�Z����Wp
Z��A���
	�n�� � 	 t����X��	��G���mtF���
[s�
�A��z3[ �H�m�

hjikZ�	
�mn������@[ �
[s������h �K[9�
��R�Z���� �$U�	�Z�n�	��X[9[ �H���mZ�� ��Z�� h��m��� �X�m	
� �^	��
[s� �w� � p �X�����

p �
� R ��U"ZX��R�T ���
� z�� ikZ��@h � ���
p � �
���r���a� ik������hm�m�
� 	 � i �X�?��	��
� ���
p{R����mtF���
� |�bD�snX� ���
	��Xh;zX�����

p ZX�F��	��X���A���d��Z���� �6Z�	
[s� ��� 	�� nX�mZ��V���dp Z�� �L�X��p � � � �4��[sU"Z����
�d�X�=�
Z�����	 U�	�ZXl�hmT
[s� tF�L� 	

��	��H����t����XzXpHiq�
�
� h��fp��X�4UEZ���	 h ��[9�
��R�Z���� ��o^e *32"'"0�tF���S��Z����DU�	
� ���
�A��� 	
Z���� U�h���� hmZX�m�

�L�X����p � �����=���������
	
���H����Z��KZ���UEZX��	�hm�9[9�
��R�Z?����" ��` Qa_f\ *3&7& 0;z"� i �H����	
� ��[9�
��R�Z���� �

�����mhm�����Sh;i �XU�U�	�Z �?�m[s�H����Z�� hm�������H�m	��(
Vh �^U�hm�Xp � ����h;i �HU�U�	�Z �?�m[s�H���mZ�� tF�L�X��	��H���mtF��� pXik� �
�

hm�^p �X� zL��ZX�{�X[9[9� �A�a����h �w[9�
��R�Z?��� �O\ ��\ ��� � �
����	
� l�	
� � * ��x�x 0;|

5 I
�
I 5 � �") �X%1'6�E)-�@*-,/78�F0H'N%(,

�CZ�	��
t����9h��=�
Z�����	 U�	�ZXl�hmT
[s�wtF�L�H��	��H���mtF���w� iq�
�
�VUL�X� p
Z��A�������Hz&hjik�����mp
�����=���/�X� p 	

���
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φ1 : R→ R,

φ2 : R
p → R

� �

φ3 : R
m → R.
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x+ �%
�
 � ������������! �
� � ���+� �1��� 
 x
� � 
����.
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 ����� � � � ��!#��
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M(x+) < M(x) �

� � �"��!�� �
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 ����!
dx
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x
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M(x+dx) < M(x) �
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1

µ
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∑
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� � �E� p �{�X�A�w��� �wp{RL�H	�n��
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hmZ��

hm�
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z

M(x, σf , σh, σg) = σff(x) +

p
∑

i=1

σh
i |hi(x)|+
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i=1

σg
i g

+
i (x)
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	�h�� U"Z��m������� h;iqZ�l � � p
��� �@UL�H	/	��XU�UEZ�	 � �X� � p
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




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|hi(x)| si i ∈ I

σc = α
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|hi(x)| si i /∈ I
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
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|hi(x)| si hi(x) 6= 0
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α = min{mini∈Igi(x), mini=1,2,··· ,p|hi(x)|} ≥ 0
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[s�
�A��|

��Z����g��� 	
[s����Z�����p
� p{RL�XU��r��	�� U��X	>hjiq�X�L�Xh �����/� ik����� p
Z�[sU��X	��X����Z��:�F��[9� 	
�mtF���

����� 
 Y�Z�	��Xhm�
�>�
�]p ��� * y"&10���� p � �gtF�L�H��	�� [s� ��R�Z����
�>hm���H��� 	g����	]h�� [ �H	�p{R�� ���

hjikZ�U����m[9�m���H����Z��s�F��[9� 	
�mtF���H|

�&I � � <878�A%1B&�C*&, � � � �

�C�Sp Z���� 
 � � � � � ���a��� ��� h�Z�U�U"�SUL�X	 _�| ��| �d�H����� 	
lE�
� *  '�z �(xXx 0�U"Z���	D	
� ��ZX����	��

���
��U�	
Z�l�h�T [9� �gtF�L�X��	��H����t���� �]UL�X	ghm�
�][9�
��R�Z���� �g��� UEZX�m�A���>���F��� 	
�m� ��	�� zS��h�� �
���

	��HU��m���
[s�
�A�an�� ���
	��Xh��m�
� 
@hm�wU�	�ZXn�	��X[9[s�H����Z�����Z��gh��m��� �X�m	
�+*  �y 0;|

e Z����
�m���
	�Z���� hm�^U�	�Z�l�h�T [9� � ikZ�U����m[9�m���G���mZX����Z��ghm�������H�m	��������r�H�X�A� (







minx f(x)
�
|qpH|

hi(x) ≥ 0 i = 1, · · · , m
� '�| ���

Z��
x ∈ R

n z f : R
n → R

� �
hi : R

n → R i = 1, · · · , m �
Z��A�^���
� �6ZX��p
���mZ����

����p hm�X���
�
C2 |

�&�W[9�
��R�Z?������� �d�X�����
	�l"� � �?���mh��m�
�S������U"� ���Xhm�����H���mZ��@��� ���?U"��U"Z����F��� ���A��� 	
�m�
��	��

�&�L�]����	�� ��	
Z������
	a����U�	�Z�l�h�T [9�^� ikZ�U�����[s�����H���mZ��s��Z��]hm�������X��	���� iq�
nA�Xh������ (







minx f(x)− µ
∑m

1 ln si

� |kpX|
h(x)− s = 0

� '�| v �

Z��
s =











s1|||

sm











> 0
�
�

h(x) = (h1(x), h2(x), · · · , hm(x))
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�!� 	�� 
 �����  �� ����������� ��� &7&

�C� �&�XnX	��X��nX�m� �>����U�	
Z�l�h�T [9� � '�| v � � � � ��Z�������UL�H	 hm� �6Z���p ���mZX� (

L(x, s, λ, µ) = f(x)− µ
m

∑

1

ln si − λt(h(x)− s)
� '�| 4 �

e �dt�������Z����-UE�
	�[9�
�-� ik������hm�m�
� 	Ch�� �C���
p{R����mtF���
� � ������� U"Z���	&��� ��� 	
[s����� 	&hm�a���m	��
p
���mZ��

�������
U�h �Xp
� [9� �A�
(∆x, ∆s, ∆λ)

zL��ZXhm�����mZ��>���]����� ��T [9�Vhm�m�����X��	����
�����H�X�A�











H 0 −At

0 Λ S

A −I 0





















∆x

∆s

∆λ











= −











∇f(x)− Atλ

µe− SΛe

−h + s











� '�|3' �

Z��
H := H(x, λ) = ∇2f(x)−∑m

i=1 λi∇2hi(x)

A := A(x) = ∇h(x)

Λ
� �
�Kh � [ �G��	���p � ���m�Xn�Z��L�Hhm� ��Z��A�Khm� �]� h�� [9� �A������� �Hn�Z��L�X� � ��Z��A�Khm� �

λi, i =

1, · · · , m
�
�

S
�
�
�@hm��[s�H��	
�mp �s��� �Hn�Z��L�Xh��s��Z��A� hm�
�=� h�� [9� �A���=��� �XnXZ��L�X�
�P�
Z��A� hm�
�

si, i =

1, · · · , m |

�C�V�����
��T
[s��� '�|-' � U"� �?���
iq�
p 	
�m	����
Z����a�������6Z�	
[s�^���?[9�
��	���t����











H 0 −At

0 −S−1Λ −I

−A −I 0





















∆x

∆s

∆λ











= −











σ

−γ

ρ











� '�| y �

Z��
σ = ∇f(x)− Atλ

[9� �
��	��Vh �@	�� �Xhm�����Xl���hm�r�������L�Xhm�Hz
ρ = s− h(x)

[s�
����	
�Whm�

	�� �Xhm�����Xl��mhm�r��� U�	���[ �Hhm��� �
γ = µS−1e− λ

|

��	��Xp ��
ghjik� h��m[9�m�L�G���mZX�]���
∆s

� � ������hm�m���X�A� hm� �6Z�	�[w��hm�
∆s = SΛ−1(γ − ∆λ)
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�!� 	�� 
 �����  �� ����������� ��� �(x�x

�d�X����� 	�l"� �C	
� ��������� '�| y � � � 	�� �
Z������X������� h��^�����
��T [9��" "^Q p
Z��A��	��Xp
���V�
�����H�X�A�





H −At

−A −SΛ−1









∆x

∆λ



 = −





σ

ρ− SΛ−1γ





� '�|-2 �

� p{RL�Ht���� �����
	��H���mZ�� zDhm�]p Z���� �-\ ��\ 	�� �
Z����>h��������
��T
[s� � '�| y �9U��X	s�����/[9� 	

��R�Z?���d���d	��
p{R�� 	
p{R��fhm�������H�m	�� �HU�	�T
� �$�Xp ��Z�	
�m���G���mZX�
LDLt | � UL�X	 ���m	&� ik���WUEZ����A�O��������� �Xh

(x0, s0, λ0)
z�Z��]p ZX���
��	����r�a�����������r���

(xk, Sk, λk)
��� h�hm� tF���

xk+1 = xk + αk∆xk

sk+1 = sk + αk∆sk

λk+1 = λk + αk∆λk

� '�| , �

�C�]U��X�
αk � � �sp �Xhmp
��hm�>���][s�X����T 	
��
 p
��tF���ghm� �6ZX��p
���mZ�� ���g[9� 	��r���>�����mh��m���
�

���
p 	�Z&%m� 
 p{RL�XtF���V����� 	��G���mZX� |

�&�9[9�
��R�Z?�����X�m���
� p ZX���
��	����r������Z�� � 	
�V���V��� �
�gU�	�Z�l�h�T [9� �S�
�����
�A���m�
hm� (

��| �&� [ �G��	���p � ���X���ahm�^���?� ��T
[s��� '�| y � U"� ��� � ��	����
�m��n���hm�mT
	��H|

v?| �&�W[9�
��R�Z�����U"� ��� p Z��A�X� 	�nX� 	 �X� 	�� ����U"Z��m�A� �
�{�G���mZX���L�X��	��atF��� ������Z��r� U��X� ���

[9�m����[w��[ hmZ�p��Hhj|

�-\ ��\ ������hm�m�
� h � �6ZX��p
���mZ��g����[9� 	��r��� ��������U"�
l2

�
�����H�X�A��� (

Mβ,µ(x, s) = f(x)− µ

m
∑

i=1

ln si +
β

2
‖ρ(x, s)‖22

� '�|  �

Z��
ρ(x, S) = S − h(x)

|

o �X��� hm� p��X�fZ � h �V[ �G��	���p �
N = H +AtS−1ΛA

� � �f���	�L���m��UEZX���������X� �$p �X� ����h �

U�	
Z�n�	��H[s[s�H����Z��9p Z��A�����?�WUL�H	f� �?� [9U�h�� � z?Z��>[9Z��A��	���t�� iq��h � �?�m� ���
βmin > 0

��� h t����

∀β > βmin

hm� ����	�� p ����Z�� ��� ���
U�h �Xp
� [9� �A� �6Z���	
���m�wU��X	^����� 	
� p{R��
	�p{R��shm�m�����X��	��V� �
�

����������	��
p
����Z��g������� �
p �
�F���=U"Z���	Shm� �6Z���p
���mZ��g����[9� 	
�����
Mβ,µ

|

�C��UL�X	��X[sT ��	
�
β

������hm�����@�L�X���=hm� p
Z?��� �-\ �V\ �
�
� ��������� �Xh��m����

�
� 	
Z �

β0 = 0
�
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�!� 	�� 
 �����  �� ����������� ��� �(x �

�
� 	�� � ���w��[s[=�L�Xl�h������X�A� tF���
(∆x, ∆S)

���
	��������=���m	
� p
���mZ��K���w���
��p �
�A���Xz ���m��Z��
β

U�	
� ���]h �w�H�Xhm�
��	
10βmin

|

�4�X	9p ZX�F��	��Hz �
� hm� [ �H��	���p �
N

� � � ������� �����m�HzD�����KU"� 	 ����	
lL�H���mZ�� � ik�m[9U"Z����HzDhm� �

�X����� ��	
� *  Ay 0&����n�nXT 	��
�A��� iq�
[sU�h�Z ��� 	ahm�w[ �H��	���p �

Ĥ = H + νI
� '�| & �

Z��
ν ≥ 0

� �
� p{R�ZX�m���C������� h�hm���$� �
Z�� 
@p
��t����Whm�w[ �H��	���p �
N

��ZX���a���	�L���m��U"Z����r���r���X|

�C�s��R�� Z�	
T [9�s�
�����H�X�A�w��Z������9�����s�m���
� ���shjik�m[9UL�Xp
��� iq�����s���
hmh��9U"� 	 ����	
lL�H���mZ��

����	Sh �WU�	�Z�n�	
� �
���mZX�>���^h � �6Z���p
���mZ�� ���^[s�
	��r���Xz�h � �6Z���p
���mZ�� lL�X	�	
�mT
	���ZX�>����	Shm�W	�� �Xhm� 	

���Hl��mh������H|

J B&�F�30G5�78,3I �-I � I 0LI���� � � � �1��


x̄ = x + t∆x
�

λ̄ = λ + t∆λ
�

S̄ = S + t∆S

ρ̄ = ρ(S̄, x̄)
�

σ̄ = σ(S̄, x̄)
� � �1! 


ρ̄ = (1− t)ρ + ◦(t)
σ̄ = (1− t)σ − tλ∆x + ◦(t)
S̄tλ̄ = (1− t(1− δ))Stλ + ◦(t).

� '�| �(x �

� �"���
δ = mµ/Stλ �

�

u-�X� ps��� �^�H�Xhm�
��	������ UL�X	��X[9T
��	
� ���@UE�
�L�Xh��m���G���mZX�
0 < µ < Stλ

m

� �
ν > 0

z ZX�

[9Z��A��	��>tF���gh;i �Xh�n�Z�	
����R�[s�HzC� ik�mhfp
Z��A��� 	
n��Xzd�Xh�Z�	��=�mh p
Z��A���
	�n��
	�� �X� 	
�9���+[9�m���m[w��[

hmZ�p��Hhj|

bD��U�	��H����tF���Xz �-\ ��\ U�	
� ���]UL�X	a��� �$�X���

µ = γ min((1− r)
1− ζ

ζ
, 2)3Stλ

m

� '�| � ���
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�!� 	�� 
 �����  �� ����������� ��� �(xAv

Z��
r = 0.95

z
γ = 0.1

�
�
ζ =

mini St
iλi

Stλ/m

p �
� �H�Xh�� ��	
�S��Z��A� U���	
� [9� �A� � [9U��m	
�mtF��� �
|

�C�SUL�X	��H[sT ��	��
ν
� iq�
�
� UL�X�Dp
Z����F�9� iq�(�H�X��p �XzX��Z���pSU�h�������� ��	
� �$�Xp
��Z�	������H���mZ����O�
Z��A�

���
p � �
���X��	��
� 
@h � 	��
p{R�� 	
p{R��w���
Ĥ

p �Vt����-	
� �������ah � 	
Z�l���� ��� �
���w����h�Z�n��mp
�m�
hj|
�-�@[9� 	

��R�Z?���>�
�
�9RL�X�����mp �XUE�
�gUL�X	 hm� [ �X��t����]� iq�����g��R�� ZX	��m�>U"Z���	 hm�/p Z��A�X� 	�nX� ��p
�Kn�h�Z 	

lL�Xh��X| �Diq�����mh��m���G���mZX�]���w	�T
n�hm�W� ���L�X[9�mtF���wU"Z���	�h � ��� ���
	�[9�m�L�H���mZ��]��� UL�H	��X[9T
��	��
µ

���
[s�
��	������]Z�l�� �{�Xp
hm�^���^�{�H�mhmh��X|

�&I 5 � <878�A%1B&�C*&, �'
 � J ���

� 	 � � ��� � � Z�� hm�������X��	��V` �A��� 	
�mZ�	�	 U"Z��m�A��QO	
���
�V_a� n���Z�� \ U�����[s�
�
�
	 �S� �
�V��� �Xh 	

n�Z�	
����R�[s�V���w	
� �
Z�hm�����mZ������/U�	
Z�l�h�T [9�=��Z��Khm�m�����X��	���n�� ��� 	��Hh4UL�X	������w[9�
��R�Z����w���

U"� �L�Xh��m���H����Z��
	�� � � �
�W�����s	�� �
Z�hm�?���mZX�P���
�=�
Z�����	 U�	�ZXl�hmT
[s�
�WtF�L�X��	��H���mtF��� �WUL�X	V��� �

[9�
��R�Z?���
�f���^	
� n���Z��>��� p
Z�� �3�X��p � (���ZXn�hm�
n�z?nX	��X����� �A�Sp
Z�� � ��n���� ��� 	
����Z�� �����
�mRL�X��n�|

�&�K[9�
��R�Z?����" ��` Qa_S\ �K�
����U�	
Z�UEZX��� � UL�X	 � �?	
� z �^�mh�lE�
	
�V�
� ��Z�p � ���Xh �
� ��&7&72

*  0j| o �X��� p � �>�X	 ����p hm�Hz hm� �s�X����� ��	
��U"Z����
�F� hm�
� lL�X�
� �9��R��
Z�	���t���� ������h � [s� ��R�Z����

U"Z���	@	��
��Z�����	��K��� U�	
Z�l�h�T [9�]� iqZ�U?���m[9�m���H����Z�� ��ZX� h��m��� �X�m	
�>����� p���� �sp Z��A��	��X���F��� �

� ik�m���
nA�Xh������
� zC[ � [9� �
� h�� �=R ��U"ZX��R�T
���
� ���8��R�� Z�	
T [9� ����p
Z��A���
	�n��
��p �>�
Z��A� �6Z�	
��� �

*  0jzCh�� ��	��
����hr�{�H��������[s�
	��mtF���
� *3&?z ��x 0 p Z��
�6Z�	
��� �A�Vhm� �V�����m����� � ��	�� �
�Vp ���X|CtF���9h �

[9�
��R�Z?���^�
�
��	�Z�l����
���X| �C��UL�XU���� 	 *3& 0CU�	
� ���
�A���=h�� �a��� �{�X��hm�f����h;iq��[sU�h�� [9� �A�{�G���mZX� ���

hjiq�Xh�n�Z�	��r��R�[9��" � ` Qa_S\w|

�?Z��r�ahm�^U�	
Z�l�hmT
[s�������r�X�H�F� (



















minx f(x)
� |kpX|

h(x) = 0

g(x) ≤ 0

� '�| �1v �

Z��
x ∈ R

n z hm� ���6ZX��p
���mZ���� f : R
n → R

z
h : R

n → R
p �
�

g : R
n → R

m ��Z��A�V���

p hm�X���
�
C2 |

�&�W[9�
��R�Z?��� U"� �L�Xh��m�
��h�� �dp Z��A��	��X�m�A��� �d� iq����� n��Xhm�r��� � �
����� �����m�
���X�A�f�������H�X	
� �Xl�h��
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�!� 	�� 
 �����  �� ����������� ��� �(x74

�X�
�?��hm� �H�m	��
s ∈ R

m
+

�
�^��� UL�X	��H[sT ��	��W���wU"� �L�Hhm�m���H����Z��
µ ≥ 0

| u��������;zEZX�/p Z����
��	
�����

�������
�������V���VU�	�Z�l�h�T [9� �SU"� �L�Hhm�m�
� �Sp
Z�[s[9�^������� (







minx f(x)− µ
∑m

i=1 si

�
|qpH|
c(x, s) = 0

� '�| ��4 �

Z��

c(x, s) =





h(x)

g(x) + s





� '�| � ' �

�&�][9�
��R�Z?���s��� ��� �S��Z��8�XU�U�h��mtF���
�9U"Z���	�	
� ��ZX����	��shm�
�Vp
Z������r����Z����^� ikZ�U����m[s� 	

hm�r���9���>U�	
� [9�m� 	WZ�	���	������ U�	�Z�l�h�T [9� � '�| � 4 �WU"� 	�[9�
�=� ik� p 	
�m	
�>hm� �����
��T
[s�>h��m��� �X�m	
�

����[9�
��	��mtF����� ��U"� 	 ����	
lE���
�����H�X�A� (

















∇2
xxLµ 0 Ah Ag

0 Σ 0 I

At
h 0 0 0

At
g I 0 0

































dx

ds

λ+
h

λ+
g

















= −

















∇xf

−µS−1e

h(x)

g(x) + s

















� '�| �1y �

Z��/h�� �&�XnX	��X��nX�m� �����/U�	
Z�l�h�T [9��� '�| � 4 � �H�/UEZX�m�A��p
Z���	��X�A�
(x, s, λh, λg)

�
�
����Z������

UL�X	Sh;iq���?U�	��
������Z��]�����r�X�H�F��� (

Lµ(x, s, λh, λg) = f(x)− µ
m

∑

i=1

ln si + λt
hh(x) + λt

g(g(x) + s)
� '�| ��2 �

�����
p
λh ∈ R

p z λg ∈ R
m ��ZX�F�9	
� ��U"� p ���r��� [9� �A�shm�
� [w��h����mU�h��mp �H���
��	��V�����&�Xn�	��H��n��

� ik� nA�Hhm����� �a�
��� ik�m���
nA�Xhm�r���
��
9hjik�m��� �{�X�A� p ZX��	��X�A� | �C� � �H�Xhm�
��	�� ��� ��[w��h����mU�h��mp �H���
��	�� 


hjik�m���
�{�H�F�W�������H�X�A�w�
Z��A�w��ZX��� �
λ+

h

� �
λ+

g

|
Ah

�
�
Ag

��ZX�F�=	��
��U"� p
�����X� [9� �A�@hm�
�=[s� 	

��	
�mp
� � � �Xp Z�l��m� ����� � ��� ��p Z��A��	��X���F��� � � ik� nA�Xh������ �a�
��� ik�m���
nA�Xhm�r���
� z
S = diag(si) i =

1, · · · , m z
Σ = µS−2 UEZX��	 h � ��� 	
����Z�� U�	���[ �Hhm�d���Sh ��[9�
��R�Z����fZ��

Σ = S−1Λg
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 �����  �� ����������� ��� �(x"'

h �9��� 	
����Z�� U�	���[ �Xh�� 	 ���L�Xh��V��� h � [9�
��R�Z?���Xz Z �
Λg = diag(λi

g) i = 1, · · · , m | �&�

[9�
��R�Z?��� ������[9Z��A��	��DtF��� hm� ���m	
� p ���mZX�^���D��� U�h �Xp
� [9� �A�&� � �&hm�4�X� p
��� ��	
d =





dx

ds





tF���F� ik� �
� �X����	��dt���� hm� �
Z�hm�����mZ������W��Z�����	 U�	�Z�l�h�T [9� t����X��	��G���mtF��� � '�| � , � |Ge �
�
���d��Z�h��
	

����Z��>� � �������mtF�������Ch��^U�	�ZXl�hmT
[s� tF�L�H��	��H���mtF����� � � p Z��A�����?�X| �C�
���H�����
��	��aZ��A� p{R�Z������

����	�� �
Z�����	
�Kh�� �9��Z�����	 U�	
Z�l�h�T [9� �9t����X��	��G���mtF���
�sU��X	s�����K[9�
��R�Z?�������]	��
n��mZX� ���

p ZX� �3�X��p
�Xz4�X�m���
� 
�p{RL�XtF�����r��� 	��H����Z�� " � ` Qa_S\ 	�� �
Z����=hm� U�	�Z�l�h�T [9�stF�L�H��	��H���mtF���

�������H�X�A� (











































mind̃
1
2
dtWd +∇φtd

�
|qp�(

Ad + c = 0 (a)

||d|| ≤ r (b)
� �

ds > τs (c)

� '�| � , �

Z��

W =





∇2
xx L 0

0 µS−2





� '�| �  �

A =





Ah Ag

0 S




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 �����  �� ����������� ��� �(xAy

�
�

∇φ =





∇xf

−µS−1e





� '�| vXx �

�&����� 	
���mT
	��wp
Z��A��	��H�m�A���
ds ≥ −τs

z
τ > 0

�X�
����	
� h � U"Z��
�����r�������V��� hm�s�H�X	��m�Xl�hm�

�X�
�?��hm� �H�m	��
s
�X�gp
Z���	��a���
���r���
	��H���mZ����
|

�Diq�
�
����[ �G���mZX�>����[=��h����mU�h��mp��G��� ��	 ��� �&�Xn�	��X��n��

λ =





λh

λg





� '�| v ���

� � � hm�^	��
����hr�{�H�a����U�	
Z�n�	��X[s[9� �
�����H�X�A� (

min
λ∈Rp+m

‖Atλ +∇φ‖ � '�| v�v �

e �
�
���@� � ����[ �H���mZ��K� i �H������	��9UL�X��h ��U"Z����r���r�?�r���W��� �V[w��hr���mU�hm�mp �H���
��	��
λg

p �@tF���DU�	
Z 	

��Z�tF���dh �f��Z��Vp ZX�F�X� �?����� ���W[9Z?��T hm�DtF�L�H��	��H���mtF��� ���AZX�Vp
Z����
�m��T
	��dhm�D[9Z?��T
hm� U�	��m[s�Xh 	

���L�Hh
Σ = S−1Λg

| � ��	�� z3� 	���lL�X	f� ��� Z?p
� �L�Hh *-& 0 U�	�Z�U"Z��
� �A� � iq���A��	�Z�������	��^�����VR�� �
	

	����
���mtF�����L�H��� hm��p
Z?����" � ` Qa_S\ � �L� ���>p ZX�����
	
���
	shm�Kp ZX�F�X� �?�����g��� [sZ���T h����X�

p ZX��	��a���
���r��� 	��H����Z���� (

Σii =







λi
g/si

���
λi

g > 0

µ/s2
i sinon

� '�| v"4 �

��Z���p/Z�� p
Z�[wl������Kh�� � ��� �
�:�XU�U�	
Z?p{R��
��U�	
�m[s�Xhm�g�
��U�	���[ �Xh�� 	 ���L�Xh��X| �C� ���X�����
��	��

� �9	�[9� �A�DtF���S�
�L�X��p
�����SU�	
� ���X�S� ik� �
�d��ZX����� �SU"Z���	Oh ��p
Z��A���
	�n��
��p � ���fhm��[s� ��R�Z����

�m�A��	�Z������m���X�A� p � ����� p ZX[wl��m���X�m�
Z�� z�h�� � 	��
����hr�{�H���d�F��[9� 	
�mtF���
� p
Z�� �L	
[s�
�F�dhm� � ���
���
���
�

����hjik�m��� �X|

e RL�XtF���^UL�H�f������� U�hm�Xp �
[s�
�F�
d
� �
�fh �W�
Z�[9[s� � ik���>UL�X� �X� 	 ���mp �Xh

v
� �S� ik���>UL�X�
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�!� 	�� 
 �����  �� ����������� ��� �(x72

R�Z�	
�
�
Z��A�{�Xh

w
| �C� U��X�O�X� 	
���mp �Xh?�
�
�4h ���
Z�hm�?���mZX�W� ik���wU�	�Z�l�h�T [9� tF�L�H��	��H���mtF��� p Z��A�����?�

�����
p p Z�[9[9���
� ��h�� p Z��A��	��X���F����hm�W	��
n��mZX� ����p Z�� �L�X��p �H| �C��	 ��hm� ����p
�
�
��� 	
� ��ZXhm�����mZ��

� � �4� i �X[9� h��mZ�	
� 	 hm�S	����Hhm�m���Xl���hm�����4� �O� iq�
[sU � p{R��
	O���=l�h�Z?p �Xn��D���dh �S[9�
��R�Z?��� �
� � �H[ �X���

hm�
�ap Z��A��	��X�m�A��� �a������Z��A� UL�X�ap
Z�[sU��H����l�hm�
� |��C��UL�X�aR�ZX	��
�
Z��A�{�Xh � �
��h �w�
Z�hm�?���mZX�>� iq���

U�	
Z�l�hmT
[s�dtF�L�X��	��H����tF�����6n�� ���
	��Xh�� [9� �A�O��Z��wp
Z��A��� �?� � �(�X� pS	
� n���Z��=��� p Z�� �3�X��p
�X|!�C�

U�	
Z�l�hmT
[s� R�Z�	
�
�
ZX�F���XhF� � �Dn�� ��� 	��Hhm� [9� �A�D	
� ������� nX	 �Xp
� 
������ �$�Xp
��Z�	������H���mZ��

QR
���fh �

[s�H��	
�mp � � �Xp ZXl��m�
�����S���
�Dp Z��A��	��X�m�A��� � z��X�m���
��h ��	�� �
Z�hm�?���mZX�wR�Z�	
�
�
ZX�F���Xhm� ���a	��
�����r� 
 h �

	��
��Z�h�������Z��w� ik���@U�	
Z�l�hmT
[s� tF�L�X��	��H����t����S�L�X���
R

n−p �
� � iq�������$�Xp
��Z�	������H���mZ��
QR

|��&�

����	�� p ����Z��>	��
����hr�{�X�A����p �X�������L�H���
d = v + Ztu

Z �
Z

�
�
��h �wlL�X�
������hjik� ��U��Xp ����Z �A�H�

ker(At)
�
�

u
� �
�ahm�w��Z�h�������Z������gU�	
Z�l�h�T [9� R�Z�	
�

�
ZX�F���Xh 	
� ��������|Le �
���������m	
� p
���mZ�� � �
�

�Xp
p � U?��� �V���C�
hmh��^UE�
	�[9�
�a������	
� ����p ����Z��g���.�9���H�F���=����hm� �6Z���p
���mZ��g����[9� 	
�����

M(x, s, µ, ν) = f(x)− µ

m
∑

i=1

si + ν‖g(x) + s‖2, ν > 0
� '�| v ' �

YK�Xh�R�� ��	�� ����� [9� �A�9�X��p ��� 	
� ����h��{�G�w��R��
Z�	���tF��� ���>U"� 	
[s� �w��� U�	�� ��Z���	w��� h �K����	��
p 	

����Z��8p �X�������L�H���
d

U"� 	�[9�
�=h �]	�� ����p
���mZ�� �
Z���RL�H�����
�Xz-�
� ��� �w	
�
��	
� p
�m���
� [9� �A��� ��� h �

	��
n��mZX�w���Sp ZX� �3�X��p
�S�
� U�h�������� ��	
� 	��
��Z�h�������Z����O��� �DU�	
Z�l�h�T [9� �4�X� 	
���mp �X�
� � �DR�Z�	
�
�
Z��
	

�{�H�
� �
Z��A�W��� p �
�����X�m	
� � |-e �@���
���XnX	�� [9� �A���
�9��� �����A��T nX	��@UEZX��	 ��� U"�
������� 	
� n���Z�� ���

p ZX� �3�X��p
�XzE� �/� � � � hm�Vhm�
[s[9� � '�|-2 �S��� *  0O[sZX�F��	��VtF� iq��hO���?�m�
���=���K	�� ��Z��
r0

�X�
���
�

U"�
���r����� h4tF���=UEZ���	���Z��?�
r ≤ r0

hm�s��ZXhm�����mZ��
d

U"� 	
[s� � hm�s	��
����p ���mZX� ��Z���R��X����� �w���

h � �6Z���p
���mZ��s���^[9� 	��r���H|
�C�
�S	�� �
��h����H��� ��� p ZX�F�X� 	
n�� ��p
����Z��A�S���
[sZX�F��	��
�SUEZ���	 hm��p��X�

����U�	�Z�l�hmT [9� � ���X���fp Z��A��	��X���F��� � � iq�
nA�Xh������ �
� UEZX��	 ���
�fp ZX�F��	��X���A��� � � ik�m���
nA�Xhm�r���a��Z��

���G����	
� � �=�j|k�X|
si

�����s���X[9[s�
�F�=n�	��H���8U"Z���	���Z��?�
i = 1, · · · , m | �&����� �Xn�ZX�L�Xhm�@���

h �w[s�H��	��mp
� � �Xp
Z�l���� �����^��� �ap Z��A��	��X���F��� �
A

� � � UE�
	
����	�l"� �^UL�X	S	�� � Z����a��� �a� h�� [9� �A���

si
U"Z���	

i = n + 1, · · · , n + m
z-p � �����sUE�
	
����	�lL�G���mZX�P�
�
�wl��X���
� ����	Wh;iqZ�l���� 	 �H�H����Z��

�F��[9� 	���tF����tF����hjik������hm�����H���mZ��w����p
�
������[s�H��	
�mp
�S���m[9�m�F���ahjik�m[9UL�Xp �DtF� iq�X��	��H��� h �^UE�
	�	

����	�lL�H���mZ��:��� �gp Z����������mZ���� � iqZXU�����[ �Xh������ �9��� U�	��
[s��� 	�Z�	
��	��H| �&� [s� ��R�Z���� ����l����

� n��Xhm�
[s�
�F�whm� �=p Z����
� tF���
��p �
� ���>h;iq� � � �@���]YK�X	��H��Z���* y�y 0jz h�� � �H�����
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 �����  �� ����������� ��� �(x6,

hjik�����mhm�����H���mZ���� ik����� U�	�Z�p � ����	��9���9p Z�	
	�� p ����Z��8���9���
p Z���� Z�	���	��XzCp
�
�
��� R�� ��	
�m�
���mtF���

� � �a��	�T
�a���9p��Xp
�X|

�&I � � <878�A%1B&�C*&, �4!6%(,F0 � � .

�&�K[s� ��R�Z����9�����Lhr��	
�s���	�L���r�w����� ��Z����X� hmh��s	
� hm�H����Z��P� iqZ�	
��	��s� �A��	
��hm�
�=�r��� 	
� �

U�	
Z?��������� UL�H	d�����Xh�n�Z�	��r��R�[9� ����� ���X� p�	
� n���Z��9����p
Z�� �3�H��p �H| �C�a��Z����X���X� p Z���p
� U��

���KU�	��
��� �A��� p
Z�[9[s�]����� �6ZX��p
���mZ�� v 	 � | ��� ��h���	
�KU"� 	
[s� ��hjiq�Xp
p � U?�{�H���mZ�� ���:UL�X�

���>���
U�h �Hp � [9� �A�9��� p �g��� 	
���m�
	 U�	��
���
�F���������>	��
����p
���mZ�� p
Z���p �
	��L�H�F�9h;iqZ�U?���m[s�Xh������

Z�� hm�s���mZ�hm�H����Z������ � p
Z��A��	��H�m�A���
� | �4h��
��p{R�� 	 � � �C� � �E� 	^Z��A�^� ���w�
��p Z���	��Xn��
�^UL�X	 h�� �

	��
����hr�{�H���^�F��[s�
	���t���� � *qv ��0 �$���XZ�	������X�A�V�X�������Ohjiq�XU�UL�X	
�����mZ��]� ik�����@��Z����X� h�hm�wl�	��X��p{R��

����	��
p{R�� 	
p{R���*32�z"vXx�z  7410;|

�&�>��� p{R����mtF���s�g� ���@�m�A��	�Z�����������*qv � 0D��������� �Xh�� [9� �A��U"Z���	�	
� ��ZX����	��@h�� U�	�Z�l�hmT [9�

� ikZ�U����m[9�m���G���mZX� ��Z��]hm�������H�m	��







minx f(x)
�
|qpH|

c(x) ≤ 0

� '�| v�y �

U������=�g�
���sn��
��� 	��Xhm�����
�9U��X	��4hm� ��p{R��
	 z �C� � � �
	W� �=Q-Z����F� *qv�v 0dU"Z���	�	��
��Z�����	��shm�

U�	
Z�l�hmT
[s�^��Z��ghm�m�����X��	�� n��
��� 	��Xh



















minx f(x)
� |kpX|

ci(x) = 0 i ∈ E
ci(x) ≤ 0 i ∈ I

� '�| v"2 �

Z�� E ∪ I = {1, · · · , m} z x ∈ R
n � �

f
�
�

ci i = 1, · · · , m �
Z��A�a��� � �6Z���p
����Z����

����p hm�X���
�
C2 |

�&�a	
� ����p
����Z����Xp �����
hmhm�4[s�
����	
�DhjikZ�U�����[ �Hhm�����Xz{�
�
�&���	�L���m�DU��X	
∆f = f(x)− f(x + d)

|

�&�w�?��Z�h �G���mZX����� �ap
Z��A��	��H�m�A���
� �
�
��[s�
����	
� ��UL�X	Shm� �6Z���p
���mZ��
h
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 �����  �� ����������� ��� �(x! 

h(c) = ‖c+
I ‖1 + ‖cI‖1

� '�| v7, �

Z��
c+
i = max(0, ci) i ∈ I �
�

c
� �
� hm�W�X� p ��� ��	^p Z�[9UEZX���wUL�H	�hjik�
�XZ�hm�?���mZX�K���
�

p ZX�F��	��X���A��� � �X�/U"Z��m�A��p Z���	��X�A�
x
| �Eiq��hO�
i �Hn������ ik�����w�r��� 	��H����Z��

k
z ZX�/��ZX��� 	��sUL�X	

xk

hm�^U"Z����F�ap
Z���	��X�A� �X�m���
�
h(k) = h(c(x(k)))

�
�
f (k) = f(x(k))

|

u�� hm��� � ���@p ZX[wl��m��� 	
h(k) �
�

f (k) UEZX��	^[s�
����	
� 	�hjiq�X[9� h��mZ�	��H����Z��K�HU�UEZX	
���
� UL�X	

�����@����	��
p
����Z�� ���@���
U�h �Xp
� [9� �A��zCh�� �^[9�
��R�Z?��� ����� �Lh���	�� U�	
Z�U"Z����
�F�V� ik�����mhm�����
	������

[9� ����	���l�� 	 ���m[9� �����mZX����� h�hm�Hz�p
Z�[9[s�^h;iq����U�hm�mtF����hm� �a���
�
�]���	�L�������mZ����f�����r�H�X�A��� � (

�>��� )-'6%('$�") I �-I �&I 0LI�� � �"��!�� �
� � � � �����������
(f (k), h(k))

���1�+��� � � � � ��
 ! � ����� �����

(f (l), h(l))

�� ��
 
���� ����� ��� 
 
��

f (k) ≤ f (l) ��
 h(k) ≤ h(l) �

�

�>��� )-'6%('$�") I �&I �&I �CI�� � � � 
 ! � �%
�
 � �����.
�����
 ��� � � �����������%

(f (l), h(l))
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�����
	������ 	 �$�X�r��zF�L�X���fp ��p��X�
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d(k) � � ��hm�w��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s�^tF�L�X��	��H���mtF���X|































minx
1
2
dtW (k)d + dtg(k)

�
|qpH|

A(k)d + c(k) ≤ 0

‖d‖∞ ≤ r

� '�| v� �
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W (k) �
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��U"� p
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A(k)td + c(k) ≤ 0

�
�^hm�sp ZX�F��	��X���A���w���=h �s	
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p ZX� �3�X��p
� ‖d‖∞ ≤ r
z �L�X����p �@p �X���4hm� ��p{R��
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� �C� � � �
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lL�H���mZ��

���
�Wp
Z��A��	��H�m�A���
�
A(k)td + c(k) ≤ 0

�&�L� � i ���XZ��m	^��� U"Z��m�A�����@p ZX�F���Xp
�WpXik� � ��	�
 	 ����	��

p{R��
	�p{R��
	
ε
���
h tF���9hjik� ����� [=l�hm� {d : A(k)td + c(k) ≤ ε, ‖d‖∞ ≤ r} �
Z����V��ZX�

���m���H|1u��m�����Ahjiq�Xh�n�Z�	��r��R�[9�4��� hm� [9�
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 �����  �� ����������� ��� � �(x


>!6M"�30G'N%1BO7P, � !N%(01, � � .

�?ZX���
x0 �
�

r > 0

k = 0
J <�)E% ( #-, �$UL�X�a����p
Z��A��� 	
n�� ��p � � � <L'601,

� '��6hm� U�	
Z�l�h�T [9� � ��� �S� iq�
�
� UL�X�a	�� �Xhm�����Xl�hm� � 
>!$�30G�

Q-	�Z����X� 	a���]UEZX�m�A�
x(k+1) UL�X	Sh �wU�RL�X���V����	��
�
���X��	��G���mZX�

� '$)-�")
_ �
��Z�����	���� ��� � UEZ���	����XZ��m	

d(k)

� 	
� ����	��VU�	�Z(���m�
Z��m	
� [9� �A�
x(k+1) = x(k) + d(k)

� '$) � '
� '�� �?�

(f (k+1), h(k+1))
�
�
���Xp
p � U?�{�Xl�h���UEZ���	Shm� �Lhr��	�� � 
>!$�30G�

uSp p
� U���� 	
x(k+1) �
� � � Z��?��� 	

(f (k+1), h(k+1))
�X���Lh���	��

� ���
�F����� h�hm�
[s�
�F� �
h �X	
n��m	
r� '$)-�")

_ � � �
���
	ah � ���m	
� p ���mZX�
d(k)

_ �
�����m	
�
r

� '$) � '

k = k + 1
� <L'N%
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� tF� ik�������6	�Z��A���mT 	
� � ik�����^p
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�X|Ao��
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����hr�{�H���4��� h �ap Z��A���
	�n��
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�
���^�
���Xl�hm��� U"Z���	fhm�=[9�
��R�Z?���Hz���� �X��[9Z��m��� ���w	
� � ���^���>�H�X�
���^p{RL�X[9U>��� 	
� p{R��
	�p{R��H|

�C� � 	
� ����h��{�G���w�F��[9� 	
�mtF��� � �
Z��A�@hjiq�H��ZX���wU�	
�m��p
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��R�Z?���������Lhr��	��s[ �H�m�

hjik�����mhm�����H���mZ�� ��� ��� p{R����mtF���
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tF� ik���Kp
Z���U�h��^� iq�
�
��UL�X�S��ZX[s�����^�mh 	
� � ����Z?p
p ��U��X�A�����Vh;iq�
��UL�Hp ��[s�
[sZX�m	��H|

�&I � � <878�A%1B&�C*&, � 
 � . J

� � \��DQ � �7�.�"! 
�� 	 ��� � ��� � �"! � � 
 ���+���1��! � � � �>���:��ZXh����
��	 ���/U�	�ZXl�hmT
[s�
� ��Z��

hm�������H�m	��
� | �C� p Z���� ��� �^�mh�hjz Y���	
	�� � �
� ���X������� 	
� *qv� ?z �(xAv�0W�+� ��� p Z�� �
� U"Z���	

	��
��Z�����	��s��� �WU�	�Z�l�hmT [9� �����9n�	��X�����
�V���X�mh�hm� �����X� p ��� �=��� n�	
� �V��� h��ml"� 	
���Xz pHiq�
�
��	 
 	

����	��wtF�L�X���Ph��w��Z�[wl�	�� ��� p
Z��A��	��H�m�A���
���Xp
�������
��
�hjikZ�U�����[w��[ � � �Vhm�m[9�����X|Ee�ik� �
�V���

p��H�W����U��mtF��� ��� p��Hhmp ��hd��� h �>��	�� � � p ��Z���	��9Z�U����m[s�Xhm� �L�H���whjik�m�������
��	����s�H� 	�ZX��UL�H��� �Xh��

*347& 0;| �&��[9�
��R�Z���� � � \��DQ ���?U�hmZ��r���fhm���6Z�	�[9�Sp 	
� ���
�a���ah � [s�H��	
�mp � � �Xp Z�l��m� �����S��� �

p ZX�F��	��X���A��� �W�
�=nA�X	���� hjiq�XU�U�	�Z �?�m[s�H����Z�� tF�L�X��� 	 ��� �S��Z����m� ����� � � � �P���sh �g[ �H��	���p �

Hk
|

�?Z��r� �&��U�	
Z�l�h�T [9� ��Z��]hm�������X��	��������r�X�H�F� (































minx∈Rn f(x)

� |kpX|
l ≤











x

c(x)

Ax











≤ u

� '�| v"& �

�&�9[9�
��R�Z?���Wp
Z�[s[9� ��p ��UL�X	a�
�H�Xh���� 	ah�� � p Z��A��	��X�m�A��� � hm�m�����X��	�� � � �K	
� �
Z�h��H�X�A��hm�

U�	
Z�l�hmT
[s�^h��m��� �X�m	
���
�����H�X�A�a���r�aU�	�Z�l�hmT [9�^� hm�X�
���mtF���+(



















minx,v,w et(v + w)

�
|qpH|
l ≤





x

Ax− v + w



 ≤ u, v ≥ 0, w ≥ 0

� '�|-4�x �

�?�Shm�>U�	�Z�l�h�T [9� � '�| 4�x � �6Z���	
�����@���
�@��Z�h�������Z����
v 6= 0

ZX�
w 6= 0

zDpHiq�
�
��	 
 	 ���m	
�

tF���ahm�
�dp
Z��A��	��X�m�A���
�Dhm�������X��	��
� ���9U�	�Z�l�hmT [9� � '�| v & �4���a��Z��A�dUL�X�D	
���Xh��m���Xl�hm�
� zH�L�X��� p �

p��H� � � \��DQ:� iq�X	
	 �
��� ���H���f�
�H�Xh���� 	 hm�
� �6Z���p ����Z����d��Z���h��m��� �X�m	
� � |Fo��X���fh���p��H� Z���h�� �

p ZX�F��	��X���A��� �D��Z��@hm�m�����X��	�� �4���S��Z��A�dUL�X�D	
���Xh��m���Xl�hm�
� zHh ��[9�
��R�Z?���S	�� �
Z����dhm� U�	�Z�l�hmT [9�

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



�!� 	�� 
 �����  �� ����������� ��� � �1v

��Z��Whm�������X��	�� �
�����H�X�A� zG�����-U�	�ZXl�hmT
[s� ��Z��Whm�������X��	��D�
h �X� ���mtF���Hz(UL�X	-��� �-����� 	��H����Z���� �����































minx,v,w f(x) + γet(v + w)

� |kpX|
l ≤











x

c(x)− v + w

Ax











≤ u, v ≥ 0, w ≥ 0

� '�|-4 ���

Z��
γ ≥ 0

� � � ����U��X	��X[9T
��	��^����U"� �L�Hhm�����X|
� p{RL�XtF���>�r��� 	��H����Z�� z-h �K[9�
��R�Z�����	��
��Z��?�@��� ��Z���� U�	�Z�l�hmT [9��tF�L�X��	��H���mtF����Z��

hjikZ�l � �
p
��� �-� � ��h;i �XU�U�	�Z �?�m[s�H����Z�� tF�L�H��	��H���mtF������� �&�Xn�	��H��n��m�
�>[sZ���� �L�X|

�?Z��r�ahm�^U�	
Z�l�hmT
[s����Z��]hm�m�����X��	����
�����H�X�A�







minx f(x)
�
|qpH|

c(x) ≥ 0

� '�|-4Av �

Z��
x ∈ R

n z c ∈ R
m �
�

f
�
�

ci

��Z��A����� � �6Z���p ����Z����S����p hm�X���
�
C2 |

�C� �&�XnX	��X��nX�m� �>[9Z���� �L������U�	�Z�l�h�T [9� � '�|-4Av � �
�
� ��Z�������UL�X	Sh � �6Z�	
[w��h�� (

L(x, xk, πk) = f(x)− πt
kdL(x, xk)

� '�|-474 �

Z��
xk

� � ��hm�w�X�H	�� �Hl�hm��U�	���[ �Xh���
 hjik����� 	��G���mZX�
k
�$�r��� 	��H����Z��>� �]p ZX��	�� � |

πk
� � ��hm�=�H�X	��m�Xl�hm�����L�Xh�� 
@h;iq�r���
	��H���mZ��

k
|

dL(x, xk) = c(x)− cL(x, xk)

cL(x, xk) = c(xk) + Jk(x− xk)
�
�

Jk

�
�
� h �w[s�H��	��mp
� � �Xp ZXl��m�
�����^���
��n�	��X����� �A���S� �X�Hhm���
�W�H�]U"Z����F�
xk

|

�?Z��r�
Hk

�����@�XU�U�	�Z �?�m[s�H����Z��KtF�L�H��� 	 ����� ZX��Z����m�
����� ��� � � ���
�m�
� ∇2L �X� U"Z��m�A�

(xk, πk)
| �&� 	�� �
Z�hm�?���mZX�]�����
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





minx fk +∇f t
k(x− xk) + 1

2
(x− xk)

tHk(x− xk)
� |kpX|

ck + Jk(x− xk) ≥ 0

� '�|-4"' �

U"� 	�[9�
�K��� ��Z������ 	/����� ��Z�h�������Z�� ZXU�����[ �Xh��
(x̂k, π̂k)

z��X�������Whjik�����
	��H���mZ�� �������H�X�A���

(xk+1, πk+1, sk+1)
� � ����Z������
�WUL�H	S������	��
p{R�� 	
p{R��=h��m��� �X�m	
� (











xk+1

πk+1

sk+1











=











xk

πk

sk











+ αk











x̂k − xk

π̂k − πk

ŝk − sk











� '�|-4Ay �

0 < αk ≤ 1
U"� 	
[s� �a�����V	�� ����p
���mZ��g�����s���X�A���V����h � �6Z���p ����Z��>����[s�
	��r���+(

M(x, π, s) = f(x)− πt(c(x)− s) +
1

2
(c(x)− s)tD(c(x)− s)

� '�|-472 �

Z��
D

�
�
� h ��[ �H��	���p �S���m�Xn�Z��L�Hhm�f��ZX�F� hm�
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� � � �����
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
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
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























min f(x)
� |kpX|

h(x) = 0

g(x) ≤ 0

x ∈ R
n
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�
�
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R
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









































min f(x)− µ
∑m

i=1 ln(si)
� |kpX|

h(x) = 0

g(x) + s = 0

x ∈ R
n z

s ∈ R
m
+

�jy?| v �
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xµ
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Z��A���
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(xµ)µ
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�Dp
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h tF���

µi
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i
T
[s��U�	�Z�l�hmT [9�aUE�
�L�Xh��m���HzFUEZ���	 ����[sU�hm� ��� 	DZ��s��ZX���

xµi
= xµ

z
i
ZX�

µi

�
���X�A�(� �?� � |

�C� �&�XnX	��X��nX�m� �g�H����Z�p ���V�X�gU�	�Z�l�hmT [9� �jy�| v �f�H�]U"Z����F�ap
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(x, s, λh, λg)
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�
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�����H�X�A��� (

Lµ(x, s, λh, λg) = f(x)− µ
m

∑

i=1

ln si + λt
hh(x) + λt

g(g(x) + s)
�jy�| 4 �

�C� ����� p ���
��	��
λh ∈ R

p z λg ∈ R
m ��Z��A�W	�� �
UE�
p
�������
[s�
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














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























∇xLµ(x, s, λh, λg) = 0

∇sLµ(x, s, λh, λg) = 0

h(x) = 0

g(x) + s = 0

s ∈ R
m
+

�jy?|3' �
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S




















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
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


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∇xf(x) + J t
hλh + J t

gλg = 0

λgSe = µe

h(x) = 0

g(x) + s = 0

s ∈ R
m
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|

















∇2
xxLµ 0 J t

h J t
g

0 Λg 0 S

Jh 0 0 0

Jg I 0 0

































dx

ds

λ+
h

λ+
g

















= −

















∇xf

−µe

h(x)

g(x) + s
















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��U"� p �����X� [9� �A�dhm�
�D[ �H��	���p � � � �Xp ZXl��m�
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� [9� �A�@���gh �

�H�X	��m�Xl�h��
x

�
�w���>h �g�X�H	�� �Hl�hm�
s
|D\ � 	��
[ �X	
tF����tF���>p
�������
��T [9�>��� ��	��X�r��� U��X�wh �

U"Z����r�������r��� ���
s
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















∇2
xxLµ 0 J t

h J t
g

0 ΛgS 0 S

Jh 0 0 0

Jg S 0 0

































dx

d̃s

λ+
h

λ+
g

















= −

















∇xf

−µe

h(x)

g(x) + s

















�jy?| , �

o �X��� �������
p 	��r����	
��U�hm���S�����F��R��
���mtF���VZ��g��	�ZX�����Hz





W J t

J 0









d̃

λ+



 = −





∇xφ(x, s)

c(x, s)





�jy?|  �

�����
p

W =





∇2
xxLµ 0

0 ΛgS





z
J =





Jh 0

Jg S





d =





dx

d̃s





z
λ+ =





λ+
h

λ+
g





∇φ =





∇xf

−µe





� �
c(x, s) =





h(x)

g(x) + s





\ 	 h�� �Sp
Z������r���mZX�>� iqZXU�����[ �Xh����������]U�	
Z�l�hmT
[s�^tF�L�H��	��H���mtF���































min 1
2
dtWd +∇φtd

�
|qpH|

Jd + c = 0

d ∈ R
n+m

�jy?|-& �

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� � � � 	�� 
 ��������
 �1v�y

��ZX�F�





W J t

J 0









d̃

λ+


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∇xφ

c





�;y?| �(x �

Z��
λ+ � �
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Z ����[ �G���mZX� �j|k�X|rz �6ZX��	����r�V��� �WUL�X�V��� ���
U�h �Hp � [9� �A�W��� �cl"Z������
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Z�����UL�X	 ��Z������
	�tF���
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(xk)k≥0
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� �SUL�H	 hjiq�XhmnXZ�	��r��R�[9�X| �-Z���	D����[sU�hm� ��� 	-hjik� �?UEZX�������mZ�� z
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|

�&�9U�	
Z?p
� ����	��Vo^e U"Z���	a	
� ��ZX����	���h��^U�	�Z�l�hmT [9�^R�Z�	
�
�
Z��A�{�Xh �
�
� h �w�
�����H�X�A����(

ρ > ‖H‖1
u0 ∈ R

n−p z k = 0
z
ε > 0

J <�)E% ( #-, � ‖uk+1 − uk‖ > ε
� � <L'601,

k ← k + 1
z
zk = (ρI−H)uk−∇Φt

ρ
� '�� ‖zk‖ ≤ r̄

� 
>!$�30G�

uk+1 = zk

� '$)-�")

uk+1 = r̄ zk

‖zk‖
� '$) � '

� <L'N%
u∗ = uk+1

w̃ = Zu∗

u�hmn�Z�	
����R�[s����4.( �D	�Z�p �
����	
�Wo e UEZX��	S	��
��Z�����	���hm�^U�	
Z�l�h�T [9�^R�Z�	��
�
Z��A���Xh

u-�H�X�A�@� iq�X����Z���p �
	 h �KU�	�Z�p � ����	��>tF��� p��Xh�p ��h�� h ����Z�h�������Z��8���
	
���mp��Hhm�Xz-��Z���� ��� 	

[9Z��A��	�ZX��� p
�/hm�
[s[9� �jy?|-4�| ���9tF��� [sZX�F��	���t����/h � �����r���
(vk)k

U�	��
���:���
� �H�Xhm�
��	��

�L�X���
Im(J t)

|

� ,?7878,3I �CI 5 I 0LI�� �1��
 ��� ��!���
 �	��� � �
�5���"!���
 ���
� � {min Q(v) = 1
2
vtJ tJv + ctJv :

‖v‖ ≤ δ}
� �

J
�%
�
 ��� � ����
 !����%�

(m× n)
��


c ∈ R
m 
�� ��� � �1��� 
 ��� ��
 � �"�

v0

�%
�
 �6���.

Im(J t)

�"� �1! 
 
 ���/
 ���%
���
 ��!��%

vk

����� �	�%
 �.�"!�� � � ��
�� � � � � � � �%� 
 �����"��� �
� � �	���/
	� �����.
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 ��������
 ��474

������!#��
 
 ��� 
 �6���.
 ��� ���.
�����
 ���
Im(J t)

��
 � ��
 �1� ��
 ����� � � ��!���
 �	��� � �
�5���"!���
 ���
� � �%
�


�6���.
 �%��
 ���.
�����
 ���
�

.V0G,�#
�
,"I

e Z����
�m���
	�Z���� h �w��� p ZX[sU"Z����r����Z��
Q(v) = R(v)− T (v)

z

Z��
R(v) = 1

2
ρ‖v‖2+ < J tc, v >

�
�
T (v) = 1

2
< (ρI − J tJ)v, v >

e Z�[9[s�
JJ t � � � ������[s�H��	��mp
�f���
[s� 	 ���	�L�����fUEZX���������X�S� iqZX	���	
�

n
zA�mh��
�.�@�d���aU�	��
����	��

ρ > max((JJ t)ii : i = 1, · · · , n)
|

�C��U�	�����p ��UE� ���Vhm� [s� ��R�Z�����o^e 	 Z�U�����[ �Hhm����Z����aUE�
	�[9�
� � ik� p
	��m	
�

vk+1 = (ρI−JtJ)vk−Jtc
ρ

UL�X	^	
� p
��	�	
� ��p
�Xz&��� 
>hjik����� 	��H����Z��
k

��Z����W���XZ����
vk ∈ Im(J t)

�HhmZ�	
� ∃uk ∈ R
m ��� h

tF���
vk = J tuk

� ikZ��

vk+1 = (ρIn−JtJ)vk−Jtc
ρ

= J t( (ρIm−JJt)uk−c
ρ

) = J tuk+1

Z��

uk+1 =
(ρIm − JJ t)uk − c

ρ

�;y?| ��& �

�����
p
In

�
�
Im

��ZX�F� h�� �D[s�H��	
�mp
� � � ik�m��� �A���r���S� ikZ�	���	�� �
n

� �
m

	
� ��U"� p ���r��� [9� �A� |Au��m�����

∀k ��ZX���S����Z����
vk+1 ∈ Im(J t)

|�u��m���
�EU"Z���	f�(�XZ��m	 ����� �
Z�hm�?���mZX�����>��ZX����	 U�	�Z�l�hmT [9�

���
	
���mp��Hh
v
�L�X���ah;iq�
�����
[wl�hm�

Im(J t)
zL��h ���.�@� ���VU�	��
����	
�W���]U"Z��m�A�a�m�������m�Xh

v0

�L�X���

p � �a� ���
� [wl�hm�Xz
i.e v0 = J tu0

z?Z��
u0

� �
� �H	�l��r��	��H�m	�� �L�X���
R

m |�o �H���Sh �=U�	��H���mtF��� Z��

U�	
� ���]hm�^U"Z��m�A�a���Wef�X��p{R �gp
Z�[9[s�^U"Z��m�A�a��������� �Xh;|

�4�m���Xhm�
[s�
�F� z�	
� [s�X	�tF��Z���� tF� ik�mh ���.�@������U�	��
����	��

ρ > max
i=1,··· ,n

(JJ t)ii

Z��
JJ t �
�
� ������[s�H��	
�mp �^� iqZ�	
��	��

m
|
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��4"'

�

�&�@U�	�Z�p � ����	���o^e UEZX��	f	��
��Z�����	���hm��U�	�Z�l�hmT [9���X� 	
���mp �Xh �;y?| �(v � � � � ��Z������
�^UL�X	

hjiq�Xh�n�Z�	��r��R�[9� �����r�X�H�F� (

ρ > maxi=1,··· ,m+p(JJ t)ii

u0 ∈ R
m+p, k = 0, ε > 0

J <�)E% ( #-, � ‖uk+1 − uk‖ > ε
� � <L'601,

k ← k + 1

zk = (ρI−JJt)uk−c
ρ

� '�� ‖J tzk‖ ≤ ζr
� 
>!6�30H�

uk+1 = zk

� '$)-�")

uk+1 = ζr zk

‖zk‖
� '$) � '

� <L'N%
u∗ = uk+1

hm�@�
Z�hm�?���mZX�>����U�	�Z�l�h�T [9�����
	
���mp��HhC� �
�
v = J tu∗

u�h�n�Z�	
����R�[s��� '5( �D	�Z�p �
����	
�=o^e UEZX��	S	��
��Z�����	��Vhm�^U�	
Z�l�hmT
[s� �X� 	 ���mp �Xh

e � p
�=U"� 	�[9�
��� ik�����PUL�X	
�������PZ�	
��R�Z�n�ZX�L�Xhm�����H���mZ�� UL�X	��$�H�����Hzap �8tF���V�X[9� h��mZ�	
�

p ZX��������� 	��Xl�hm�
[s�
�A�@h �/[9�
��R�Z?���>� �9� i �H����	
�]U��X	
�@���g	
� ��ZX����	��gh��>U�	�Z�l�hmT [9�����
	
��� 	

p��HhC�L�X���
R

m+p �X�]hm�m�
�>����hm�^	
� ��ZX����	��V�L�X���
R

n+m ����� p
p < n

|

� I � � ,?�97 #O!N%1'6.4!$' ��<�%(,�#-0G�W*-, �d<�M301<L)&M3,

� p{RL�XtF���V�����
	��H���mZ�� z?��ZX�������XZ����alE�
��Z����g����p��Xh�p ��h�� 	S�������
�
����[ �G���mZX����� � [w��h 	

����U�hm��p��H��� ��	
�D�����&�XnX	��X��nX�
λ = (λh, λg)

�����
p�U�	
� p
�m����Z��9�
�fp
� p
�EU"Z���	 ���
�
�s	��X����Z���� (

��| o=iq�Xl"Z�	��8hm� �=[w��h����mU�h��mp �H���
��	��^���F��� 	 �?��� ����� �A� �L�X���whm�sp��Xh�p ��h ��� ���
���
�m� � ���
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��4Ay

�&�Xn�	��X��n���� � | ` hm�g�m������� �A�K�X�m���
� h � p ZX�F�X� 	
n�� ��p
�8h�Z?p �Xhm�H| �OZ���	�Z�l?��� ���m	>�����

l"Z������Wp Z��A�X� 	�nX� ��p
�9h�Z?p �Xhm� �6t����X��	��G���mtF���W�L�X����hm�Vp��X�������S��Z����m�
� � zEhm�
��[w��h 	

���mU�h��mp��G��� ��	W��ZX�����
�A� �6Z���	����m	=�����>lEZX�����g�XU�U�	�Z �?�m[s�H����Z��8��� [=��h����mU�h��mp��G��� ��	

Z�U?���m[s�Xh
λ∗ |

v?| bD���
�������+h�� � p
Z������r���mZX��� � ikZ�U�����[ �Hhm����� ����Z��A� �
�H�Xh���� �
� 
:p{RL�Ht���� �r��� 	��H����Z��

�
�
(xk, sk, λk)

�X������� U"Z���	����
��� p
��� 	VhjikZ�U����m[s�Xhm�r���Xz���Z����V����Z����Vl"� �
Z��m� � ik�����

l"Z������V�XU�U�	�Z �?�m[s�H����Z������
�a[w��h����mU�h��mp �H���
��	��
|

�C�V�����
��T
[s�Vhm�������H�m	����jy?| y � ��ZX���aUE�
	�[9�
� � ik� p 	
�m	
�







J t
hλh + J t

gλg = −∇f(x)

λgSe = µe

�;y?| vXx �

Z��g��ZX��� �6ZX	�[9� [ �G��	���p ��� hmh��





J t
h J t

g

0 S









λh

λg



 = −





∇f(x)

−µe





�;y?| v ���

Z��gl���� �]��Z����ahm� �6ZX	�[9� �����A��R�� ����t����=�������H�X�A���+(

J tλ = −∇φ
�jy?| v�v �

o�Z���p(
�p{RL�XtF���S����� 	��H����Z�� z(Z�� U"� ��� ��Z��r�4�����mh��m���
	O�����f[9�m����[s�����H���mZ��^��� [sZ�������	
� �

p��H	�	��
� � UEZX��	S	��
��Z�����	��

1

2
‖J tλ +∇φ‖22

��ZX���CU�	
Z?p
� ���
	&UL�X	 � �{�XU"�Xz(� iq�Xl"Z�	��^p �Xhmp
��hm�
	
λg

UL�H	Ch � �6Z�	
[w��hm�
Sλg = µe

z �j|k�X|�p{RL�Ht����

p ZX[sU"Z����H�F��� ���
λg

�
�
�aU�	
�m�
� p Z�[9[9� 	��XU�UEZ�	 �
µ/si

U"Z���	 ��Z����
i = 1, 2, · · · , m |?� p
�


^hjiq���X�H�F���Xn��S� iq�X�
����	
� 	dh � U"Z����r�������r��� ��� �d[w��h����mU�h��mp �H���
��	��-��� �&�Xn�	��H��n��S	��
h �H��� �6�D�H�
�
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��472

p ZX�F��	��X���A��� �a� ik�m��� nA�Xh������X|
� ���m�aZ��]p��Xh�p ��h��
λh

UL�X	ahm� �6Z�	�[w��hm�

J t
hλh = −(∇f(x) + J t

gλg)

o �X���Wh �>hm�r����� 	��G����	
�Xz p
�
�����9��� p{R����mtF��� U�	�Z��������V���
�W�
�
���m[s�H����Z����^p ZX���F��� �W��Z����

hm�^��Z�[ ����[w��hr����U�hm��p��H��� ��	
� lL�H	�	���T 	
�Xz���� �$�X�r�S����hjik������hm�����H���mZ��s��� �ap ZX���������mZ������jy?| y �

	��
h �H�����X� �(
@h �w	��
��Z�h�������Z��>���]U�	�ZXl�hmT
[s�^U"� �L�Hhm�m�
�X|

�����>��� �
�?�mT
[s����� p{R����mtF���g������hm����� U�hm�����X��z-hm�������
��T
[s�g��� � ���S��Z�� �jy?|-2 �WU"Z���	

��Z������ 	
λ+ tF���&��� 	��s�����mh��m���^���X����h;iq� �{�XU"�������r�H�X�A���X|Ee � ���������
p{R�����t����w��� p
� �
�������=���

[w��hr����U�hm��p��H��� ��	d�m���r���m�Xh
λ0

|

� I � � ,?�����")E%(01<L'$)E%(,�� ,�7 2D���6%(�F,��

o�� � � ��Z�	 ��� �V���@p ZX�F��	��X���A��� ��	
� �
��� �A� 
���	��X�r��� 	
z � iq�Xl"Z�	�� hm�
��p Z��A��	��X�m�A��� �����@h �

�6Z�	
[s�
a ≤ x ≤ b

zL��Z����a��	��X�r��Z����Sp � �ap
Z��A��	��H�m�A���
� �
Z���� ��� � ���6Z�	�[9� � (

��|au�� U"Z��m�A�9�m���r���m�Xh ��Z���� p
Z�[9[s�
� � Z����9U��X	sp{R�Z��m�
�m	 ��� UEZ����A�s�������
UL�X	 � tF���

���H�������$�X�r�Sp �
� p
Z��A��	��X�m�A���
�a� �]�����r�X�H�F� hm�w	�T nXhm�^�������H�X�A��� (

�?�dhm�sUEZX�m�A�=��������� �XhD���s���
	�� �L��UL�X�=h ��p
Z��A��	��X�m�A��� �XhmZX	��V��Z���� ���XZ����w��������� �

��	�Z����S�������L�H���mZ���� �����r�X�H�F��� � (

�;� �����
ai = −∞ �$p �
p �Lp
Z�	�	
� ��U"Z���� �X�9p��H�dZ �9p
�
�
��� p Z��A��	��X�m�A���S� �
� �Xl��
� �A��� �

�HhmZ�	
�
xi = bi − ε

|

�$l �����
bi = +∞ �$p �
p �"p Z�	
	��
��U"Z����>�X�9p��H� Z��sp � ������p Z��A��	��X���A���a� � �S�Xl��
� �A��� �

�HhmZ�	
�
xi = ai + ε

|

�$p �>�
�
ai > −∞ �
�

bi < +∞ �HhmZ�	
�
xi = ai+bi

2

|

�?�Ch��^UEZX�m�A�S�m�������m�Xh3��� 	
� �L��hm�@p
Z��A��	��X�m�A�����HhmZ�	
�S����	��m�
���$�X�m	
�X|

u�� p
Z���	
�]��� �g����� 	��G���mZX��� z ��Z����>p
Z���������� 	
Z����ghm�
�>p Z��A��	��X���F��� �
a ≤ x ≤ b

p
Z�[s[9� p
Z��A��	��H�m�A���
� � iq����� nA�Hhm����� (
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 ��������
 ��46,

xi − bi ≤ 0
� �

ai − xi ≤ 0
|

v?| �&�����
�
�?�mT [9�@��Z�	 ��� ��� p
Z��A��	��X�m�A���
��� �
��hm��UEZX���������������=���@hm�s�H�X	��m�Xl�hm�
s
|C�����

[s�X����T 	�� � iq�X���
��	��
	Sh �=U"Z��
�����r������� �
��	���p
������� �S�r���
	�� �
sk

� � �S�����6Z�	
p �
	fhm����� U�hm� 	

p
� [9� �A�
ds


@���H�������$�X��	��+(

sk + ds ≥ (1− τ)sk

�;y?| v"4 �

�����
p
τ ∈]0, 1[

|

u�����	
� [9� �A� ����� z���Z����a������n�� ZX��� �X�gUL�X�
ds

���^���
	�� ��� 	 (

ds ≥ −τsk

�;y?| v ' �

Z�	 � iq�XU�	
T ����ZX��	
�=p{RL�X��n�� [9� �A�^���V�H�X	��m�Xl�hm�
ds = Skd̃s

Z �
Sk

�
�
��h �@[ �H��	���p �

���m�Xn�Z����Xhm� ��Z��A�ahm�
�S� h�� [9� �A���S���m�Xn�Z����X�
� ��Z��A�ahm�
�Sp Z�[9U"Z����X�A��� �S���
s

whjik������	

	��H����Z��
k
|4u�������� h �K�
Z�hm�?���mZX�

d̃s

���>��ZX��	
����Z�����	 U�	�Z�l�h�T [9� tF�L�X��	��H���mtF������ZX���

�X� 	�� �L� 	 (

d̃s ≥ −τem

�;y?| v�y �

Z��
em

�
�
� hm� �X� p
��� ��	 �����r���^���
R

m |

e � �����@���
	�����T 	
�9����� n��Xhm�r���=�
�
�VnA�X	��X�A�����wUL�X	�h � ��� p{R����mtF���9��� 	��
l�	�Z��������
[s�
�A�

�
�����H�X�A��� (

�?�
d̃s < −τem

�XhmZ�	
� z?��Z��r�
θ = min{ −τ

(ds)i

z
i = 1, 2, . . . , m} |

d̃s ← θd̃s

|

` hO� �
��p
h �X��	�tF��� h��w��Z����X���X� UL�H� ��� 	
� �L� hm� p ZX�F��	��X���A���w��� U"Z��
�����r�������V���
s
�
�

tF���V���@��Z�	
[s�^�
�
���m� �6�
	��m�
��	����H��	�� �XZ��]���Whm� 	�� nX�mZ��g����p ZX� �3�X��p
�X|"bD��� � � ��z

�
�
d̃s < −τem

�HhmZ�	
���mhO� �?�m� ��� ��� p
� 	
���X�m� ��������p �
i0 ∈ {1, 2, . . . , m}

���
h tF���
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��4! 

(d̃s)i0 ≤ (d̃s)i ∀i ∈ {1, 2, . . . , m} � �>tF���
(d̃s)i0 ≤ −τ

|fb �:U�	�� ���X�A�

θ = min{ −τ
(ds)i

z
i = 1, 2, . . . , m} z

θ ∈]0, 1]
p ��tF���&U�	�ZX������tF���

(d̃s)iθ ≥ (d̃s)i0θ = −τ
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r(d) > η
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h �/tF�L�Xh������s���gh �K	
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
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






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rk
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� ���9hjik� �E�
�wYK�X	��H��Z�� * yXy 0;|4o �H���=p
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[s� ��� �ap Z��A��	��X���F��� �
z�� ikZ��ghm�^	�� � �
�a���
dk

|3e �
�

� �E�
� �m����� �
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� p ���mZX�]�����
� p ZX����ZX	���	
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��� ‖vk‖ ≤ ηsoc
2 ‖wk‖
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k
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�����
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� � � � 	�� 
 ��������
 � ' �

e R�ZX�m����	
εµ

�
�
εtot

e R�ZX�m����	
r0 > 0

z
µ0 > 0

z
σ0 ≥ 0

z
s0 > 0

�
�
θ ∈]0, 1[

k = 0
J <�)E% ( #-, �

E(xk, sk, µk) > εtot

� � <L'601,
J <L)E%&( #&, �

E(xk, sk, µk) > εµ

� � <L'601,
ef�Xhmp
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W
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J

ef�Xhmp
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��� � ' �

ef�Xhmp
��hm�
	
w = Zu

UL�X	ahm�wU�	�Z�p �
����	���� � 4 �
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_ �
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dk
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� ' �
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� u�_�o '62 ��|qxAvH��	cxAv x�|qx�xX� ��xXx '62 ��|qxAvH��	cxAv x�|qx�xX� ��xXx

�fbDu��&b '62 '�| �1vH��	cx7& x�|qx�xX� ��xXx '62 '�| �1vH��	cx7& x�|qx�xX� ��xXx
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� � � �^u��?` Y � 	 4?| vXxH� 	cx"2 x�|qx�xX� ��xXx � 	 4?| vXxH� 	cx"2 x�|qx�xX� ��xXx

�f_ "VY/eSe '7' ��|-27&X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx '7' ��|-27&X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx

� Q���x '62 	 �X| x�xH� �^x�x v?| y"&X��	cxAy '62 	 �X| x�xH� �^x�x v?| y"&X��	cxAy

� Q�� 4 '62 ��|-2! X� ��x�v v?|3' ����	 �1v '62 ��| ,"&X� ��x�v 2�| vXxX��	 �1v

� Q�� v � 	 4?| � ,G� 	cx�v ��|qx! X��	 �  v � 	 4?| � ,G� 	cx�v ��|qx! X��	 �  

� Q ' '62 	 �X|  72H� �^x � ,?| y7,H��	cx7& '62 	 �X|  72H� �^x � ,?| y7,H��	cx7&

� Q &  	 4?| , � � 	cx � ,?|-&6,H��	cx �  	 4?| , � � 	cx � ,?|-&6,H��	cx �

e u���QS`�� �^_ '62 ��|-4! X� ��xXx ��| ��2X��	cx � '62 ��|-4! X� ��xXx ��| ��2X��	cx �

ef��u eS\�� ��� '62 v?|qx�xX� ��xXx x�|qx�xX� ��xXx '62 v?|qx�xX� ��xXx x�|qx�xX� ��xXx

ef��u eS\�� � v '62 v?|qx"'�� ��xXx x�|qx�xX� ��xXx '62 v?| � ��� ��xXx x�|qx�xX� ��xXx

ef� u���o ��b � '62 x�|qx�xX� ��xXx '�|qx�xX��	cx74 '62 x�|qx�xX� ��xXx '�|qx�xX��	cx74

ef��b � � � u o � ��| ,�vH��	cxAv x�|qx�xX� ��xXx � ��| ,�vH��	cxAv x�|qx�xX� ��xXx

ef� ��_S\ � � � '62 y?|  "'���	cx � x�|qx�xX� ��xXx '62 y?|  "'���	cx � x�|qx�xX� ��xXx

e��C` � � '62 v?|qx ����	cx � x�|qx�xX� ��xXx '62 v?|qx ����	cx � x�|qx�xX� ��xXx

|�|r|L���������^U��Xn��������r�H�X�A���X|r|r|
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� � � � 	�� 
 ��������
 � '7'

|r|�|L�
������������h �wUL�XnX�VU�	�� p
� ���
�A���X|r|r|

e��&����Qabd_ '62 x�|qx�xX� ��xXx '�| v�yH��	cx72 '62 x�|qx�xX� ��xXx '�| v�yH��	cx72

ef� �fb ��b '62 x�|qx�xX� ��xXx v?| y"2X��	cx � '62 x�|qx�xX� ��xXx v?| y"2X��	cx �

o bdeS\�� � � '62 ��|  ����	cx74 x�|qx�xX� ��xXx '62 ��|  ����	cx74 x�|qx�xX� ��xXx

o b ����ef��� u v"4  �|-& ����	 � , x�|qx�xX� ��xXx v"4  �|-& ����	 � , x�|qx�xX� ��xXx

o b ����ef� ��� vXx ��| v"&X��	 � , x�|qx�xX� ��xXx vXx ��| v"&X��	 � , x�|qx�xX� ��xXx

o b ����ef��� e 472 y?| v�yH��	 ��& x�|qx�xX� ��xXx 472 y?| v�yH��	 ��& x�|qx�xX� ��xXx

o�b ����ef����o '62  �| ,"2X��	cx! x�|qx�xX� ��xXx '62  �| ,"2X��	cx! x�|qx�xX� ��xXx

o b ����ef� ��b '62 &�|-&7&X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx '62 &�|-&7&X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx

o b ����ef����� v ' &�|-4AvH��	 v�v x�|qx�xX� ��xXx v ' &�|-4AvH��	 v�v x�|qx�xX� ��xXx

b � � � ��|3' ����	cx � &�|-274X��	cx � � ��|3' ����	cx � &�|-274X��	cx �

b ` �VY�u 
�� �(x 	 '�|  "'X� 	cx � ��|  74X��	cx � �(x 	 '�|  "'X� 	cx � ��|  74X��	cx �

bD` �WY�`�� � �(x '�|  "'���	cx � ��|  74X��	cx � �(x '�|  "'���	cx � ��|  74X��	cx �

b _ _ `���_S\ � '62 '�|qxAvH� ��x � x�|qx�xX� ��xXx '62 '�|qxAvH� ��x � x�|qx�xX� ��xXx

b 
 Qa_au��?` Y � '�|-2"'���	cx � y?|-472X��	cx � � '�|-2"'���	cx � y?|-472X��	cx �

�V\ QSQ(� _ '62 x�|qx�xX� ��xXx ��|  �xX��	cxAv '62 x�|qx�xX� ��xXx ��|  �xX��	cxAv

� uDQ(� �&oau � v?|  AyH� ��xXx x�|qx�xX� ��xXx '  �|-&72X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx

��uDQ(� �&o o '62 4�|-4�xX��	cx74 x�|qx�xX� ��xXx '62 4�|-4�xX��	cx74 x�|qx�xX� ��xXx

��uDQ(� �&o b '62 ��|3'62X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx '62 ��|3'62X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx

��b �C`�
 '62 4�|-4AvH��	cx74 x�|qx�xX� ��xXx '62 4�|-4AvH��	cx74 x�|qx�xX� ��xXx

��`�� �fb _4Q-u v"&  �|qx�xX��	 ��2 x�|qx�xX� ��xXx v"&  �|qx�xX��	 ��2 x�|qx�xX� ��xXx

��` YKYKb � � u 472 x�|qx�xX� ��xXx &�|  AvH��	cx7& 472 x�|qx�xX� ��xXx &�|  AvH��	cx7&

��` Y/YKb � ��� ,  �|3'FvH��	 v"4 x�|qx�xX� ��xXx ,  �|3'FvH��	 v"4 x�|qx�xX� ��xXx

��` Y/Y�b � �Se �1y x�|qx�xX� ��xXx &�| �1yH��	cx7& �1y x�|qx�xX� ��xXx &�| �1yH��	cx7&

� ` Y/YKb � �fb 'Fy x�|qx�xX� ��xXx &�|-&AyH��	cx7& 'Fy x�|qx�xX� ��xXx &�|-&AyH��	cx7&

|�|r|L���������^U��Xn��������r�H�X�A���X|r|r|
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� � � � 	�� 
 ��������
 � 'Fy

|r|�|L�
������������h �wUL�XnX�VU�	�� p
� ���
�A���X|r|r|

� ` Y/YKb � � � �  ��| y� X��	 �  x�|qx�xX� ��xXx �  ��| y� X��	 �  x�|qx�xX� ��xXx

��` YKYKb � � � v"4 	 �X| x�xH� �^x�x x�|qx�xX� ��xXx v"4 	 �X| x�xH� �^x�x x�|qx�xX� ��xXx

� ` Y/YKb � �dv y  �|-2�xX� ��x � x�|qx�xX� ��xXx y  �|-2�xX� ��x � x�|qx�xX� ��xXx

� ` Y/YKb � � ' '62 	 ,�| & � � �^x�x x�|qx�xX� ��xXx '62 	 ,�| & � � �^x�x x�|qx�xX� ��xXx

��� ��x '62 	 v�| 2AvG� �^x74 ��|  "'�� ��x7, � 	 v�| x�xH� �^x � y?|-&7&X� ��x�v

��� � �(x v 	 '�| y�yG� �^x � x�|qx�xX� ��xXx v 	 '�| y�yG� �^x � x�|qx�xX� ��xXx

��� � � v 	 �X| &72H� �^x � y?|-4AyH� ��x � � 	 v�| yXxH� �^x � v?|-47&X� ��x �

��� �(y & ��|qx74X� ��x� v?| yXxX� ��x�v � 4�|qx�xX� ��x�v ��| v '�� ��xXx

��� � 2 � 2�| y�vH� ��x�v ��|3'AxX� ��xXx � 2�| y�vH� ��x�v ��|3'AxX� ��xXx

��� �  v 2�| y '�� ��xXx '�| y"2X� ��x � � ��| v�vH� ��x � ��| v"&X� ��x �

����vXv � v?| v"4X� ��x � x�|qx�xX� ��xXx � ��| ,"2X� ��xXx ��| ��2X��	cx"'

����vXy � 4�| v� X� ��x � x�|qx�xX� ��xXx � 4�| v� X� ��x � x�|qx�xX� ��xXx

����v & v 	 �X| x�xH� �^x�x x�|qx�xX� ��xXx v 	 �X| x�xH� �^x�x x�|qx�xX� ��xXx

���.4 ' '62 	 4?|  74H� 	cx ' x�|qx�xX� ��xXx '62 	 4?|  74H� 	cx ' x�|qx�xX� ��xXx

���.4"&  	 4?| , � � 	cx � ,?|-&6,H��	cx �  	 4?| , � � 	cx � ,?|-&6,H��	cx �

����' � 4 ��|  AyH� ��xXx v?|-2! X��	cx � 4 ��|  AyH� ��xXx v?|-2! X��	cx �

����'"' � � 	� ?| & � � 	cx�v ��|3'64X��	cxAv � , v?|qx ����	cxAy 4�| v ����	cxAy

����'Ay '  �|3'/,H��	cx � y?|3'64X��	cx � '  �|3'/,H��	cx � y?|3'64X��	cx �

��� � '62 &�|qx7&X� ��x�v x�|qx�xX� ��xXx '62 &�|qx7&X� ��x�v x�|qx�xX� ��xXx

����y 4 � 2�|qx�xX� ��xXx 2�|-&�xX� ��xXx � 2�|qx�xX� ��xXx 2�|-&�xX� ��xXx

����yXy & 2�|-26,H� ��xXx ��|3'62X��	cx � & 2�|-26,H� ��xXx ��|3'62X��	cx �

���.2Xx ��4 '�|3'FyH� ��xXx ��|qxAvH��	cx72 ��4 '�|3'FyH� ��xXx ��|qxAvH��	cx72

���.2"2 '62 y?|  �xX��	cx � x�|qx�xX� ��xXx '62 y?|  �xX��	cx � x�|qx�xX� ��xXx

���.2"2 '62 y?|  �xX��	cx � x�|qx�xX� ��xXx '62 y?|  �xX��	cx � x�|qx�xX� ��xXx

|�|r|L���������^U��Xn��������r�H�X�A���X|r|r|
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� � � � 	�� 
 ��������
 � '62

|r|�|L�
������������h �wUL�XnX�VU�	�� p
� ���
�A���X|r|r|

���., '62 	 �X| ,"4H� �^x�x ��| ��2X��	 � � '62 	 �X| ,"4H� �^x�x ��| ��2X��	 � �

���  Xx v � y?|-&�xX��	cxAv ��| ,7,H� ��xXx v � y?|-&�xX��	cxAv ��| ,7,H� ��xXx

���  � v"& y?|-27&X��	cxAv v?|qx�xX��	cxAv v"& y?|-27&X��	cxAv v?|qx�xX��	cxAv

���  � � y?|qx ����	cx � ��|3'FvH��	cx � � y?|qx ����	cx � ��|3'FvH��	cx �

���
 � , 	 �X| x�xH� �^x�x v?| ��&X��	cx7& � , 	 �X| x�xH� �^x�x v?| ��&X��	cx7&

� � �de `c_ vXx x�|qx�xX� ��xXx  �| ,"2X��	cx7& vXx x�|qx�xX� ��xXx  �| ,"2X��	cx7&

"�` � ef_ b ��e v v?|3'FvH� ��xXx ��|qx! X� ��xXx 2 v?|qx72X� ��xXx ��| ��4X��	cxAv

"V\ � \ � � '62 '�|-472X��	cx"' x�|qx�xX� ��xXx '62 '�|-472X��	cx"' x�|qx�xX� ��xXx

Y]u�� e `���\ 46, y?| y '���	 v�v x�|qx�xX� ��xXx 46, y?| y '���	 v�v x�|qx�xX� ��xXx

Y�u�_ uDQ \ � � '62 &�|-&72X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx '62 &�|-&72X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx

Y]u _auDQ \ � '62 	 &?| &6,G� 	cx � &�| ,"&X��	 � � '62 	 &?| &6,G� 	cx � &�| ,"&X��	 � �

YKbDQa��u����� '62 x�|qx�xX� ��xXx ��|-2 ����	cx � '62 x�|qx�xX� ��xXx ��|-2 ����	cx �

Y]` � � �C`�� v & v?|  6,H��	cx � y?| ,XxX��	cx � ' ��| y� X� ��xXx ��| ,XxX��	cx �

Y]`�������_�� 4 ��|qx�xX� ��xXx  �| �1yH��	cx74 4 ��|qx�xX� ��xXx  �| �1yH��	cx74

�"u��-YKb _�y�e 472 v?| ��4X� ��xXx x�|qx�xX� ��xXx 472 v?| ��4X� ��xXx x�|qx�xX� ��xXx

�d\^_4Q(� � � v v?|3'FyH��	cxAv '�|qx! X��	 � � v v?|3'FyH��	cxAv '�|qx! X��	 � �

�d\^_4Q(� �-v v 4�|3'64X��	cxAv '�|qx! X��	 � � v 4�|3'64X��	cxAv '�|qx! X��	 � �

�d\^_4Q(� � 4 v 4�|-&�xX��	cxAv '�|qx! X��	 � � v 4�|-&�xX��	cxAv '�|qx! X��	 � �

�d\^_4Q(� � ' v 4�|qxAyH��	cxAv '�|qx! X��	 � � v 4�|qxAyH��	cxAv '�|qx! X��	 � �

�d\^_4Q(� � 2 v 4�|qx�xX��	cxAv '�|qx! X��	 � � v 4�|qx�xX��	cxAv '�|qx! X��	 � �

�d\ � b � � ��� '62 x�|qx�xX� ��xXx 2�|  AvH��	cxAv '62 x�|qx�xX� ��xXx 2�|  AvH��	cxAv

�d_f\�o�� �&x x x�|qx�xX� ��xXx 4�|-474X� ��xXx x x�|qx�xX� ��xXx 4�|-474X� ��xXx

� � � o^\�e � 4�|  AvH� ��x � x�|qx�xX� ��xXx � 4�|  AvH� ��x � x�|qx�xX� ��xXx

_ b e `�� b '62 x�|qx�xX� ��xXx v?|3' ����	cx"' '62 x�|qx�xX� ��xXx v?|3' ����	cx"'

|�|r|L���������^U��Xn��������r�H�X�A���X|r|r|
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� � � � 	�� 
 ��������
 � '/,

|r|�|L�
������������h �wUL�XnX�VU�	�� p
� ���
�A���X|r|r|

_f\ �?b � �f_ '62 ��|3'7'���	cx74 x�|qx�xX� ��xXx '62 ��|3'7'���	cx74 x�|qx�xX� ��xXx

��v"2! � ��| vXxX� ��x ' y?|-4AvH��	cx72 � ��| vXxX� ��x ' y?|-4AvH��	cx72

��v7,7, 	cv� �x � v?|3'7'�� ��xXx &�| v '���	cx � � v?|3'7'�� ��xXx &�| v '���	cx �

��4�x! v�v ,?| ,"4X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx v�v ,?| ,"4X��	cx � x�|qx�xX� ��xXx

�?b ����\^_�� '62 	 v�| xAvG� �^x74 x�|qx�xX� ��xXx '62 	 v�| xAvG� �^x74 x�|qx�xX� ��xXx

�?` Y � � � �Eu '62 	 ,�|-'64H� �^xAv ��| v7,H� ��x"4 � 	 v�| 46,G� 	cx�v  �| � ,H��	cx �

�?` Y � � � � � '62 	 '�| x�xH� �^x74 '�|-&AvH� ��x"4 � ��|qx74X� ��xXx v?|-4AvH��	cx �

�?`����?bd_ ��& v?| �(xX��	 �1v x�|qx�xX� ��xXx ��& v?| �(xX��	 �1v x�|qx�xX� ��xXx

�?��� b _��?` Y � '�|-4AyH��	cx � v?| ,"&X��	cx � � '�|-4AyH��	cx � v?| ,"&X��	cx �

� � � Qa��b � � 4 4�|-4 ��� ��xXx 2�|-272X��	cx � v ��|qx�xX� ��x � ,?| � ,H��	cxAy

� � � Qa��b ��v x ��|3'FvH� ��x�v ��|qx�xX� ��xXx x ��|3'FvH� ��x�v ��|qx�xX� ��xXx

Q \^`�� Q � � � '62 v?| v"2X� ��x�v x�|qx�xX� ��xXx '62 v?| v"2X� ��x�v x�|qx�xX� ��xXx

Qa_ � 	�� '62 x�|qx�xX� ��xXx  �| vXxX��	cx72 '62 x�|qx�xX� ��xXx  �| vXxX��	cx72

Q �:\�� u�_�� 474 v?|qx6,H� ��xXx ��|  72X��	cx"' '62 v?|  7&X� ��xXx  �| y�yH��	cxAv

�Ou���o b _�Y � ��4 x�|qx�xX� ��xXx '�|-&"'���	cx � ��4 x�|qx�xX� ��xXx '�|-&"'���	cx �

�Ou���o b _�YKv ��4 x�|qx�xX� ��xXx '�|-&"'���	cx � ��4 x�|qx�xX� ��xXx '�|-&"'���	cx �

� uDQ ��\ � '62 4�| �(xX��	cx74 x�|qx�xX� ��xXx '62 4�| �(xX��	cx74 x�|qx�xX� ��xXx

� u�� � � `��Ov � � 	 �X|  AvG� �^x � x�|qx�xX� ��xXx � � 	 �X|  AvG� �^x � x�|qx�xX� ��xXx

� u�� � � `�� 4 v � x�|qx�xX� ��xXx &�| y"4X��	cx7& v � x�|qx�xX� ��xXx &�| y"4X��	cx7&

� bdefb�� ` eSv �1v 	 v�| v7,G� 	cx � v?| ��2X��	cxAv �1v 	 v�| v7,G� 	cx � v?| ��2X��	cxAv
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� 	 v?|qx�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x y?|-&7&X� �^xAv 4�| &"4X� 	 xAy y?|-&7&X� �^xAv ,?|qx�xX� �^x � v?| xXxX� �^x�x
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|r|r|L�����r����UL�Xn��^�
�����H�X�A���X|r|�|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



� � � � 	�� 
 ��������
 �1y"4

|�|r|���������������hm�wUL�Xn���U�	
� p �
��� �A���X|r|�|

4 	 4�|-47&X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4�| vXxX� �^x74 &�|  �vH� 	 �(x 4�| vXxX� �^x74 ,?|qx�xX� �^x �  �|qx�xX��	cxAv

' 	 '�| ,�vH� �^x � x�|qx�xX� �^x�x ,?| v ��� �^x74 '�| & ��� 	 �1v ,?| v ��� �^x74 ,?|qx�xX� �^x � ��|-2�xX��	cxAv

y 	 2�|-&74X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x ��|-2AvH� �^x"' v?|-'72X� 	 � ' ��|-2AvH� �^x"' ,?|qx�xX� �^x � 4�| vXxX��	cx74

2 	 ��|qxAyH� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x 4�|-2AyH� �^x"' ��| v 4X� 	 ��2 4�|-2AyH� �^x"' ,?|qx�xX� �^x � 2�|3'AxX��	cx"'

, 	 ��|-2"'�� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x  �| v�vH� �^x"' 2�| � '�� 	 ��&  �| v�vH� �^x"' ,?|qx�xX� �^x � ��| v� X��	cx"'

 	 v?| v7,H� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x ��| y ��� �^xAy 4�| x7,H� 	cv � ��| y ��� �^xAy ,?|qx�xX� �^x � v?| y"2X��	cxAy

& 	 v?|-&�xX� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x v?|3' ��� �^xAy ��| y 4X� 	cv"4 v?|3' ��� �^xAy ,?|qx�xX� �^x � y?| �1vH��	cx72

��x 	 4�| y"4X� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x 4�| y"4X� �^xAy ,?| 27,H� 	cv"2 4�| y"4X� �^xAy ,?|qx�xX� �^x � ��|qxAvH��	cx72

� � 	 '�| ��2X� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x '�|  AyH� �^xAy 4�|  '�� 	cv� '�|  AyH� �^xAy ,?|qx�xX� �^x � v?|qxAyH��	cx6,

�(v 	 '�| ,"&X� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x 2�|-4! X� �^xAy ��| &�vH� 	 4�x 2�|-4! X� �^xAy ,?|qx�xX� �^x � '�| �(xX��	cx! 

� 4 	 y?|3'FvH� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x  �| ��4X� �^xAy &�| y &X� 	 474  �| ��4X� �^xAy ,?|qx�xX� �^x �  �| ��&X��	cx7&

� ' 	 2�|qxAyH� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x ��|qx ��� �^x72 '�|  XxX� 	 4Ay ��|qx ��� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � ��|-2"'���	cx7&

�(y 	 2�|-2! X� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x ��| v�vH� �^x72 v?|-'�xX� 	 46, ��| v�vH� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � 4�| v� X��	 �(x

� 2 	 ,?|-4 ��� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x ��|3'62X� �^x72 ��| vHxX� 	 47& ��|3'62X� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � 2�| y�yH��	 � �

��, 	 ,?|-&"'�� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x ��| ,�vH� �^x72 y?| &"&X� 	 'Fv ��| ,�vH� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � ��|-4 ����	 � �

�  	� �| y7,H� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x v?|qx�xX� �^x72 4�| xXxX� 	 '7' v?|qx�xX� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � v?|-2AvH��	 �1v

� & 	 &�| ��&X� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x v?|-4�xX� �^x72 ��| yHxX� 	 '62 v?|-4�xX� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � y?| v '���	 ��4

vHx 	 &�|  AvH� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x v?|-2AvH� �^x72 ,?|-'7&X� 	 '6& v?|-2AvH� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � ��|qxAyH��	 ��4

v � 	 ��|qxAyH� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x v?|-&6,H� �^x72 4�| ,XyH� 	cy � v?|-&6,H� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � v?| �(xX��	 � '

vXv 	 ��| � ��� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x 4�|-474X� �^x72 ��|  7,H� 	cy"4 4�|-474X� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � '�| ��&X��	 �1y

v 4 	 ��| � ,H� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x 4�| ,�vH� �^x72 &�| 47,H� 	cy"2 4�| ,�vH� �^x72 ,?|qx�xX� �^x �  �|-47&X��	 ��2

v1' 	 ��| v"4X� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x '�| ��4X� �^x72 '�| 2� X� 	cy� '�| ��4X� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � ��|-2! X��	 ��2

vXy 	 ��|-4�xX� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x '�| y�yH� �^x72 v?| 4 '�� 	 2�x '�| y�yH� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � 4�|-472X��	 � ,

v 2 	 ��|-472X� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x y?|qx�xX� �^x72 ��| ��,H� 	 2Av y?|qx�xX� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � 2�| , ����	 �  

v", 	 ��|3'FvH� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x y?|3'/,H� �^x72 y?|  �yH� 	 2Ay y?|3'/,H� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � ��|-4"'���	 �  
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v  	 ��|3'6&X� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x y?|-&72X� �^x72 v?| &"4X� 	 26, y?|-&72X� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � v?|-2! X��	 ��&

v & 	 ��| y�yH� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x 2�|3'  X� �^x72 ��|-'72X� 	 27& 2�|3'  X� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � y?|-46,H��	 vXx

4Xx 	 ��|-2 ��� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x ,?|qx ��� �^x72 ,?| 4�vH� 	 ,�v ,?|qx ��� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � ��|qx6,H��	 vXx

4 � 	 ��|-26,H� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x ,?| y"2X� �^x72 4�| 2"2X� 	 , ' ,?| y"2X� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � v?| �1yH��	 v �

4�v 	 ��| , '�� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x  �| � '�� �^x72 ��|  "4X� 	 ,"2  �| � '�� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � '�| v"&X��	 v�v

4"4 	 ��|  �xX� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x  �| , '�� �^x72 &�| �(yH� 	 ,"&  �| , '�� �^x72 ,?|qx�xX� �^x �  �| y"&X��	 v"4

4 ' 	 ��|  72X� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x &�|-4AyH� �^x72 '�| y",H� 	� � &�|-4AyH� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � ��| ,�vH��	 v"4

4�y 	 ��|-&74X� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x &�|-&7&X� �^x72 v?| v &X� 	� 74 &�|-&7&X� �^x72 ,?|qx�xX� �^x � 4�|3'7'���	 v '

4"2 	 ��|-&7&X� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x ��|qx6,H� �^x6, ��| � '�� 	� Ay ��|qx6,H� �^x6, ,?|qx�xX� �^x � 2�|  6,H��	 v�y

47, 	 v?|qxAyH� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x ��| ��4X� �^x6, y?| ,XvH� 	� ! ��| ��4X� �^x6, ,?|qx�xX� �^x � ��|-46,H��	 v�y
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4"& 	 v?| �  X� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x ��| v� X� �^x6, ��|-'74X� 	 &Av ��| v� X� �^x6, ,?|qx�xX� �^x � y?| yXxX��	 v7,

'�x 	 v?| v '�� �^x74 x�|qx�xX� �^x�x ��|-4AyH� �^x6, ,?| �(yH� 	 &Ay ��|-4AyH� �^x6, ,?|qx�xX� �^x � ��| �(xX��	 v7,
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v", 	 4�|-2! X� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x 2�|-274X� �^xAv ��|-'72X� 	 2Ay 2�|-274X� �^xAv ��| ,�yH� �^x � ��|-4"'���	 �  

v  	 4�|  "'�� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x 2�|-&74X� �^xAv ,?| 4�vH� 	 2! 2�|-&74X� �^xAv ��| ,�yH� �^x � v?|-2! X��	 ��&

v & 	 '�|qx! X� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x ,?| v"2X� �^xAv 4�| 2"2X� 	 ,Xx ,?| v"2X� �^xAv ��| ,�yH� �^x � y?|-46,H��	 vXx
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� � 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|3'AxX��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x v?| x�yH� 	 x6,

�(v 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-47&X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x '�| ��xX� 	 x! 

� 4 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-4! X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x  �| � &X� 	 x7&

� ' 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-4! X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| 2 '�� 	 x7&

�(y 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-4! X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x 4�| v  X� 	 �(x

� 2 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-4! X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x 2�| yXyH� 	 � �

��, 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| 4 ��� 	 � �

�  4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x v?| 2�vH� 	 �1v

� & 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x y?| v1'�� 	 ��4

vHx 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| x�yH� 	 ��4

v � 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x v?| ��xX� 	 � '

vXv 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x '�| � &X� 	 �1y

v 4 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x  �| 4"&X� 	 ��2

v1' 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| 2� X� 	 ��2

vXy 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x 4�| 4"2X� 	 � ,
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v 2 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x 2�| , ��� 	 �  

v", 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-46,H��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| 4 '�� 	 �  

v  4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x v?| 2� X� 	 ��&

v & 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x y?| 47,H� 	cvXx

4Xx 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| x7,H� 	cvXx

4 � 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x v?| �(yH� 	cv �

4�v 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x '�| v &X� 	cv�v

4"4 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x  �| y &X� 	cv"4

4 ' 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| ,XvH� 	cv"4

4�y 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x 4�|-'"'�� 	cv '

4"2 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x 2�|  7,H� 	cv�y

47, 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| 47,H� 	cv�y

4� 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x v?| ,XyH� 	cv"2

4"& 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x y?| yHxX� 	cv7,

'�x 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| ��xX� 	cv7,

' � 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x v?| vHxX� 	cv� 

'Av 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x '�|-'�xX� 	cv"&

'74 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x  �|  XxX� 	 4�x

'"' 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ��| , 2X� 	 4�x

'Ay 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x 4�| yXvH� 	 4 �

'72 4�|-2�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v?| xXxX� �^x�x ,?|-472X��	 vXx ,?| v7,H� �^x�x '�| 472H� �^x�x ,?| x '�� 	 4Av

� � � �Ey�|  .(�_ �
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��2�x

�r���
	 Z�l � |h| |g + s| smin

" "^Q
r µ

x ��|-2 ��� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x 4�| xXxX� �^x�x ��|-4 ����	cx74 &�| � ,H� �^x�x ,�| x�xH� �^x � ��|qx�xX� �^x �

� ��| v"2X� �^xAv x�|qx�xX� �^x�x v?| 4"2X� �^x�x ��|-4 ����	cx74 ��|3'64X� �^x � ,�| x�xH� �^xAv v?|qx�xX� �^x�x

v 2�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x ��| vHxX� �^x�x 2�| y '���	cx72 ��|-4AvH� �^x � v�| , � � �^x�x '�| xXxX� 	 x �

4 y?| ,XxX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x ��| v 2X� �^x�x '�|-2AyH��	cx72 ��| � '�� �^x � 2�|3'/,H��	cx �  �| xXxX� 	 xAv

' y?|qx�xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x &?| &74H� 	cx � 4�|-4�xX��	cx72 &�|-&"'�� �^x�x 2�|3'/,H��	cx � ��| 2XxX� 	 xAv

y '�| y�yH� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| &AyG� 	cx � v?|-4AyH��	cx72 &�|qx�xX� �^x�x 2�|3'/,H��	cx � 4�| vHxX� 	 x74

2 '�| �(xX� �^x � x�|qx�xX� �^x�x v�| ,XxH� 	cx � ��| v�vH��	cx72 ,?|  7&X� �^x�x 2�|3'/,H��	cx � 2�|-'�xX� 	 x"'

, '�|qxAvH� �^x � x�|qx�xX� �^x�x ,�| &AyG� 	cx�v ��| � ����	cx72 ,?|-&AvH� �^x�x ��|-2�xX��	cx � ��| v  X� 	 x"'

 4�|-&7&X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x '�| ��2H� 	cx�v ��|qx! X��	cx72 ,?|  7&X� �^x�x 4�|-&6,H��	cxAv v?| y 2X� 	 xAy

& 4�|-&6,H� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| xAyG� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  74X� �^x�x 4�|-&6,H��	cxAv y?| �(vH� 	 x72

��x 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| 4�xH� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  74X� �^x�x &�| v� X��	cx74 ��| x�vH� 	 x72

� � 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| 4 � � 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x '�|-272X��	cx"' v?| x�yH� 	 x6,

�(v 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| 4�xH� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x '�|-272X��	cx"' '�| ��xX� 	 x! 

� 4 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| 4�xH� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x '�|-272X��	cx"'  �| � &X� 	 x7&

� ' 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| 4�xH� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy ��| 2 '�� 	 x7&

�(y 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| 4�xH� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy 4�| v  X� 	 �(x

� 2 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| 4�xH� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy 2�| yXyH� 	 � �

��, 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy ��| 4 ��� 	 � �

�  4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy v?| 2�vH� 	 �1v

� & 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy y?| v1'�� 	 ��4

vHx 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy ��| x�yH� 	 ��4

v � 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy v?| ��xX� 	 � '

vXv 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy '�| � &X� 	 �1y

v 4 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy  �| 4"&X� 	 ��2

v1' 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy ��| 2� X� 	 ��2
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vXy 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy 4�| 4"2X� 	 � ,

v 2 4�|-&72X� �^x � x�|qx�xX� �^x�x 4?| v"&H� 	cx�v ��|qxAyH��	cx72 ,?|  AvH� �^x�x 2�|-&7&X��	cxAy 2�| , ��� 	 �  

� � � �Ey�| &.(�_ �
��Z�h�������Z��>���gU�	
Z�l�hmT
[s��� b efb���e '9UL�X	fhm�w[s��	

��R�Z����Wv?|

� I �CI � �wB&�"'
�

*��r#O)&, � �")��X%('$�") *&, 78�F0G'N%(,

o �X��� hjik�
���������
�����H�X�A������ZX��� ��� �
��Z���� t����H��	
� �6Z�	
[s�
�d����h ���6Z���p ����Z��s����[9� 	��r��� (

��| �&� �6Z���p ���mZX�]���V[9� 	
����� ���^����UE�
l2
(

Mσ(x, s) = φ(x, s) + σ(‖g(x) + s‖2 + ‖h(x)‖2)
�;y?|-4�x �

Z��
σ
� � �D���w	
� �
h?� �

φ
�
�
�4hjikZ�l � � p ��� �L���w[9Z?��T hm� U"� �L�Hhm�m�
�X|He�ik� �
� p �
�
��� �6ZX��p
���mZ��

����[9� 	
������t����W��ZX��� �(�XZ���� ������hm������U"Z���	a	
���Xh��m���
	fhm�
�a� �?UE�
	���� ��p
� � p � 	 ��� �
�����
|

v?| �&� �6Z���p ���mZX�]���V[9� 	
����� ���^����UE�
l1
(

Mσ(x, s) = φ(x, s) + σ(‖g(x) + s‖1 + ‖h(x)‖1)
�;y?|-4 ���

4�| �&� �6Z���p ���mZX�]���V[9� 	
����� ���^����UE�
l∞
(

Mσ(x, s) = φ(x, s) + σ(‖g(x) + s‖∞ + ‖h(x)‖∞)
�;y?|-4Av �

'�| �&� �6Z���p ���mZX�]���V[9� 	
����� UEZX����� 	
� �VtF������Z���� ����Z�����U�	
Z�U"Z����V�X�gp{RL�XU�����	
� � 4 �

M(x, s, σf , σh, σg) = σfφ(x, s) +

p
∑

i=1

σh
i |hi(x)|+

m
∑

i=1

σg
i |gi(x) + si|

�;y?|-474 �
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��2Av

Z��
σf ∈ R+

� ZX���Wh��=	 ��hm�V� ik� tF���mh��ml�	��Xn������/U"Z����������=hjikZ�l � �
p
��� �DUL�H	�	��HU�UEZX	
�

�X� � p ZX�F��	��X���A��� �
z
σh � tF����hm�ml�	�� ���A��	�������T
tF��� [9� �A� hm�
�D	��XU�UEZ�	 � �X�
�wp Z��A��	��X���F��� �

� ik� n��Xhm�r���Xz3� �
σg � tF����hm�ml�	��V�m�A��	
�m���
T tF��� [9� �A��h�� ��p
Z��A��	��X�m�A���
� � ik�m���
nA�Xh������V����� 	

�H�X�A�shm�]��p{R��
[ �8�
�����H�X�A� |��?ZX���
I ⊂ {1, 2, · · · , m} hjik� ����� [=l�hm�]��� �s�m�����mp �
�

U"Z���	Sh�� ��tF���
hm� |g(x) + s| > 0
|

σg
i =







|gi(x)+si|
P

i∈I |gi(x)+si|+
Pp

i=1
|hi(x)| si i ∈ I

σc = α
P

i∈I |gi(x)+si|+
Pp

i=1
|hi(x)| si i /∈ I

�;y?|-4"' �

σh
i =







|hi(x)|
P

i∈I |gi(x)+si|+
Pp

i=1
|hi(x)| si hi(x) 6= 0

σc si hi(x) = 0

�;y?|-4Ay �

Z��

α = min{min
i∈I
|gi(x) + si|, min

i=1,2,··· ,p
|hi(x)|} > 0

�jy?|-472 �

o �X��� hm�Vp��X��	��w���Whjik������hm�����H���mZ��>���Wh � �6Z���p
���mZ������=[9� 	
�����W���W���?U"�
l2
�jy?|-4�x � z"��h&� �
�

p ZX[s[w���]���VU"Z��
� 	

pred(d) = −q(d) + σvpred(v)
�;y?| 47, �

Z��
d

�
�
��hm�P�
Z�hm�����mZ��+��� �
Z�����	 U�	
Z�l�hmT
[s��tF�L�X��	��H����t����K��Z��A� hjikZ�l � � p ��� �^� � ��h �

�6Z�	
[s�^tF�L�X��	��H���mtF���

q(d) =
1

2
dtWd +∇φtd

�
�
vpred(v) = ‖c(x, s)‖2−‖Jv + c(x, s)‖2

z?Z��
v
� � �Sh �=�
Z�hm�?���mZX� Z�U����m[s�Xhm�a���

U�	
Z�l�hmT
[s� �X� 	 ���mp �Xhj|

\ �K� ‖c(x, s)‖22 = ctc
� � ‖Jv + c(x, s)‖22 = vtJ tJv + 2ctJv + ctc

|

\ 	
v
� � ����������Z�h�������Z��>���]U�	�Z�l�hmT [9� ���
	
���mp��HhC��Z���p

vtJ tJv + 2ctJv ≤ 0
� iqZ��
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��274

‖Jv+c(x, s)‖22 = vtJ tJv+2ctJv+ctc ≤ ctc
z1�X������� ‖Jv+c(x, s)‖2 ≤ ‖c(x, s)‖2

� ikZ��
vpred(v) ≥ 0

|

�?�
vpred(v) = 0

�XhmZ�	
�DZ��@UE�
���dp Z������m��� 	��
	 t����
v = 0

U����m��tF��� h � [9�m���m[9�m���G���mZX�

��� h;iqZ�l � � p
��� ����� U�	
Z�l�h�T [9�����
	
���mp��Hh �X��	��X��� U�	�Z������r�>��� �X� p
��� ��	gtF��� � i �X[9� h��mZ�	
�

UL�X�@h;iqZ�l � � p
��� ��U�hm��� t�����h������ p ���
��	
v = 0

zDp
� p
�a���gU�	�Z�������	�� � ik�mh � i �+� UL�H�9h��m�
�

� ik�m��p
Z����
�m�
���X��p
�V��� �ap Z��A��	��X���F��� �a���]��Z�����	 U�	�Z�l�h�T [9�^tF�L�X��	��H����t����X|

o=iq�X����	
�WU��X	
�

q(d) = 1
2
dtWd +∇φtd

= 1
2
(v + w)tW (v + w) +∇φt(v + w)

= 1
2
wtWw + (∇φ + W tv)tw + 1

2
vtWv +∇φtv

= 1
2
utHu +∇φt

zu + 1
2
vtWv +∇φtv

\ ��U"Z����

hpred(u) = −(
1

2
utHu +∇φt

zu)

Z��
u

�
�
����������ZXhm�����mZ��>���]U�	
Z�l�hmT
[s��R�Z�	��
�
Z��A���Xh 	��
�����r��zL� ikZ��

hpred(u) ≥ 0
|

\ ����ZH���
χ(v) = 1

2
vtWv +∇φtv

�X������� ���X���ahjik� �?U�	
� ���
�mZ��

pred(d) = hpred(d) + σvpred(v)− (
1

2
vtWv +∇φtv)

hm�
�S�X�Hhm� ��	��
hpred(d)

�
�
vpred(v)

�
Z��A��U"Z����r���r��� �
zLZ�	aZ��]���WU"� �?��	
�m� �]� �9	
[s�
	��H�

��� � �
� ���
χ(v)

zLtF���C�
�
�a�{�H�F�a���X�aUEZX������� �czF�{�X�A�a���H�a��� nA�G��� �c|

` hE�
�
� � nA�Xh�� [9� �A� p Z�[9[w���s����	
� � �6Z�	
p �
	 h �VUEZX���������������S���
pred(d)

�
��p{R��
	�p{RL�X�A�

���]UL�X	��X[sT ��	
�
σ

��� hCtF���

pred(d) ≥ ζσvpred(v)
�jy?|-4! �
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��2"'

Z��
ζ ∈]0, 1[

p ��tF���C�m[9U�h��mtF����tF���

hpred(d) + σvpred(v)− χ(v) ≥ ζσvpred(v)
�jy�| 47& �

pXik� � ��	�
 	 ����	��

σ ≥ χ(v)− hpred(d)

(1− ζ)vpred(v)

�;y?|3'Ax �

u�������� 
 p{RL�XtF��� ����� 	��G���mZX� z ��Z����>p{R�ZX�m�������
Z����>hm�KUL�X	��H[sT ��	��
σ

��� h�Z��:h �P	�T nXhm�

��Z������ �VUL�X	Sh;i �Xh�n�Z�	
����R�[s��� ,?|

.V01� ����*O#&01, _ T
n�hm��UEZ���	 p{R�Z��m�
�m	
σ
�6	�T
n�hm� ���

� '��
vpred(v) > 0

� 
>!$�30G�

σk = max(σk−1,
χ(v)−hpred(d)
(1−ζ)vpred(v)

)� '$)-�")

σk = σk−1
� '$) � '

� '$)

u�hmn�Z�	
����R�[s��� ,�(L_aT nXhm�^U"Z���	Sp{R�Z�������	fhm�^UL�H	��X[9T
��	��^����U"� �L�Xh��m���H����Z�� �$	
T n�h������

o �X��� p �
�
��� � ���������F��[9� 	���tF���Xz���Z���� p Z�[9[s�
� � ZX��� UL�H	d��� �
��� 	fh�� � 	����Hp
����Z����d��� �

���
�
��[9�
��R�Z���� �fh�Z�	��
tF� iqZX��p{RL�X��nX� �����6Z���p
����Z�� ��� [s�
	��r���X| �C� � �{�Xl�h����X� �>y�| �(x?z y?| � �

�
�^y?| �1v9	��X���
� [wl�h�� �A� h�� �������E� 	
� �A����	�� �
��h����H���
| � Z������(�XZ����^�HU�U�hm��tF���Wh�� ����� �
�K[9� 	

��R�Z?���
� U"Z���	s	�� �
Z�����	
�/���������
	��m�����KU�	�Z�l�h�T [9� �9���/hm� p
Z�hmh�� p
���mZ�� ef��QabD	
z ��Z��A�

tF��� h�tF��� �������^U�	�Z(���m� ����� �A�V��� hjik�
�������wU�	�� p
� ���
�A���'�$QO�Xl |&y?| v � | �Diq���A��	�Z�����p ����Z��/���

h �g��ZX���mZ��P��� 	
� ����p
����Z��8U�	�� ������� ��z&� � nX� ���
	��Xh;zO�H[s�
hm�mZX	��@hm�
�W	
� ����h��{�G��� z-l���� �8tF���

���
�s����p
� U����mZ����s�
Z��A� 	
� [s�X	�tF���
� � | �O�X	@� �?� [9U�hm�Hz hm�>U�	
Z�l�hmT
[s�]Y]` � � �C`�� v ���X�H���

�
���s	
� �
Z�hm� �$���X���Vhjik�
�������@U�	��
p � ��� �A���s	�� U"Z�	 ��� �@�
��	Whm���Ln���	
� y�| v ���
�
9

����� 	��H����Z����

�����
p h � [9�
��R�Z?����� �
�
4
����� 	��G���mZX��� �����
p h � [9�
��R�Z����@v?|Eo �X���^hm� U�	
� ���
�A���@�
�������Xz

h ��	�� �
Z�hm�?���mZX� ��� [ � [9� U�	
Z�l�hmT
[s� ��� p
� ���
�����
2

����� 	��G���mZX���w�����
p>h �K[9�
��R�Z����$�>�
�
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��2Ay

3
����� 	��G���mZX��� U"Z���	�h �>[9�
��R�Z?���9v>[s�X�m�������
ps���P��� �$�X���W���@	�� �Xhm�����Xl���hm�r���Vt���� �H�X	
�m�

� �A��	��
4.83

�
�
51.86

� ��� ���HhmZ�	
� tF���=p � ���X�Hhm� ��	�� �
�{�H�m� �A�����
0.639

� �
0.819

hmZX	�� ���

hjik�
�������WU�	��
p � ��� �A���H|&b � � � � ��zEhjik� �?U�	��
���
�mZ��
ared(d) > ζpred(d)

p ZX�F��	��X���A� hjiq�Xh�n�Z 	

	��r��R�[9�(
^	�� � �
���
	 h�� � UL�X� ���a���
U�h �Hp � [9� �A� ���a[ �H���H�X�m�
�St����Xhm�r�����
70

	�� � � ���dUEZX��	Dp � �

� �?�
[sU�h�� � |EbD�/	
�
�H�X��p{R��Xz ��Z�����	
� [s�X	�tF��ZX����tF���Whm�VU�	�ZXl�hmT
[s� � Q���4s	����Hn���� [9�m� � �

p � ����� �6Z��m�
zG�(�X� pShm��[9�
��R�Z?���fv�tF� iq�(�X� pShm��[s� ��R�Z���� ��zGl��m�
�wtF� iq��h�	
� �
��� ��ZX� � Z���	
�4hmZX�m�

� i �
��	��V	�� �
Z�hm��� �
46

�����
	��H���mZ����SUEZ���	 hm� [s� ��R�Z������=� �
7
U"Z���	 h � [9�
��R�Z?���Wv?z"�����
p

�����W�X�Hhm� ��	�����ZX	�l��r�{�X�A���W���
cc
(E�
�A��	��

24293.03
�
�

51813.97
|Ee �wtF���W��Z����^���XZ����

p{RL�X��n�� U"Z���	 �(�XZ��m	dp �
�f	��
����hr�{�H��� pHiq�
�
�Sh���	�� �XZ������������ �Xh
r0

�$��Z���� hjiq����Z���� ���r�?����� UL�X	

�(x � | e � �@	
� ����h��{�G���w��ZX�F�9�L�H���@h �/[ � [9�>���m	
� p
���mZ�� ���>U�hm���
�m�
��	�� � �������
�s	
� p
� �A���
�

�6�XZ��m	SU��X	S� �?� [9U�h�� ���X	
�������H	 *-,"2 0 �ftF���C[9Z��A��	��
�A�at����Wh�� �a�Xh�n�Z�	��r��R�[9� � 
 	�� nX�mZ��g���

p ZX� �3�X��p
�W�
Z��A� ��� �����ml�hm� � �X�g	�� �XZ��K��������� �Xh;|

[9�
��R�Z?��� � [9�
��R�Z����Vv

�D	
Z�l�hmT
[s� � � � v �P�m�
� � � � v �P��� �

4�� " &7&"4! �z  "' &! 6, '�z �  &7&"4! �z  "' &7&74! �z  "' &7&�xXx�z-' &"&74! �z  "'

u�`c_Sef_ �4QOu x x x x x x

u�`c_Sef_ �4Q � �(xAy"& 'Ax! �z y"4 v� 6,�v?z-27& v� 7,�v?z-27& �(x�y"&"'Ax! ?z y"4 v� 6,�v�z 27& v  6,�v?z-27&

u "^` �4u 2�z ��, 2�z � , 2?z � , 2�z � , 2�z � , 2�z � ,

u�� �&`�� ` Q ��x�z x ' ,?zqx"'Ab �^x�x7& y�z-'7'�b �^x�x"& ��4 �1v�z y�y �(x�z3'64

u�� �&`�� ` Qa� y?z ,1' y?z , ' y�z , ' y?z , ' y?z , ' y?z , '

u�� ��\ QOu YKb ��z x"2 ��zqx � �Xz x � ��zqx72 ��zqx � ��zqx �

� u _ o x�z x�v x�zqxAv x?z xAv x�zqxAv x�zqxAv x�zqxAv

� b u��&b x�z x�v x�zqxAv x?z xAv x�zqxAv x�zqxAv x�zqxAv

� ` ��� �.2 '6&6,� � Ay7,?zqxAy '6&7,� ! Ay7,�z xAy '6&6,� � Ay7,?zqxAy '6&7,� ! Ay7,�z xAy '6&6,� ! �y7,?zqxAy '6&6,  ! Ay7,?zqxAy

�f\V\ Qa� x x x x x x

�f\ 
�v ��z  � ��z  ! �Xz  ! ��z  ! ��z  ! ��z  ! 

|r|�|L�
�������^UL�Xn����������H�X�A���H|�|r|
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� � � � 	�� 
 ��������
 ��272

|r|r|L�����r���^����h � UL�Hn��^U�	��
p �
��� �A���H|�|r|

�f\ 
 4 x x x x x x

� � � � �Ou _ x�z v x�z v x�z v x�z v� x�z v� x�z v� 

� � � �^u��?` Y x x�zqx � x x x x

� _�"VY/eSe x�z ��, x�z � , x?z � , x�z � , x�z � , x�z � ,

� Q��(x 	cv 	 v 	cv 	 v 	 v 	 v

� Q�� � � 4�z 2�y  �z  � ��4�z-2Ay � �

� Q��1v y y?z-&74 y�z  7& y y?z-&74 y?z  7&

� Q���4 vXv7,?z-&74 v"4�x�z , � v�v",?z &"4 v�v ��z3'  v"4! ?z ,� v"4! �z ,7,

� Q�� y &�z 2 � 4Av�v"2�z y"4 y &�z 2 y"&�z-2 � 4Av�v"2?z y"4 y"&�z-2

� Q v ��x72�zqx"'  � �(x"2�z x ' �(x72�zqx"'  � �(x72�zqx"'

� Q ' 	 �  ?z 2 � 	 �  �z 2�v 	 �  �z-2Av 	 �  �z 2 � 	 �  �z-2Av 	 �  �z 2�v

� Q y &7,�y?z-&72 &72Ay?z y &72�y?z , 2 &6,�y?z-&72 &72Ay�z-'64 &72Ay?z ,"2

� Q & 	 v?z ��2 	cv?z x� 	cv 	cv?z � 2 	cv?zqx! 	 v

e u YKb � 2 x�z x�v x�zqxAv x?z xAv x�zqxAv v�z 2 x�zqxAv

e u���QS`�� � _ x�z 4 � 	 x�z-'! x?z 4 � x�z-4 � x�z-4 � x�z-4 �

e��C` � � x�z v x�z v x�z v x�z v x?z v x�z v

e��&���?Qab _ x x x x x x

eS\ ����� ��� x x�z y"2 x�z 2 x�zqx"' x�z ��2 x

ef� �fb ��b x x x x x x

o�b eS\�� ��� � �(x�z-4Ay � �(x�z-4Ay � ��x�z 4�y � �(x�z-4"' � �(x?z 4Ay � �(x�z-4Ay

o�b eS\�� �^� v  �z &"& v� �z-&7& v  �z &"& v� �z-&7& v� ?z &7& v� �z-&7&

o�b ����ef��� u x x x x x x

o�b ����ef��� � x x x x x x

o�b ����ef����e x x x x x x

|r|�|L�
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 ��26,

|r|r|L�����r���^����h � UL�Hn��^U�	��
p �
��� �A���H|�|r|

o�b ����ef����b � � � � � �

o�b ����ef����� x x x x x x

b � � x 4"4Ay ��2�z-27& 4 ��2"274�z  ! x x?z � x�zqx6,

b 
�Qa_ u��?` Y ��z � 4 � �Xz ��4 x�z y"4 x�z y"4 x�z y"4

�V\ QSQ(� _ x x x x x x

� u _4Q 2 	 v?z3' � 	cv?z-' � 	 v?z3' � 	cv?z-' � 	 x�z ,"2 	 v�z-' �

� uDQ(� �&oSu ��z-'"' ��z3'7' �Xz-'7' x�z  Ay x�z  Ay x�z  Ay

��b �&`�
 �  7, ��z v�y �  6, ��z v�y �  7, ��z v�y �  6, ��z v�y �  6, �Xz v�y �  6, ��z v�y

� `�� �fb _4QOu x x x x x x

� ` Y/YKb � � u x x x x x x

� ` Y/YKb � ��� x x x x x x

� ` Y/YKb � �Se x x x x x x

� ` Y/YKb � �fb x x x x x x

� ` Y/YKb � � � x x x x x x

� ` Y/YKb � �f� 	 � 	 � 	 � 	 � 	 � 	 �

� ` Y/YKb � � �  72 ,� �z3'  ,  �z-'!  72 ,"&?z 4 ,"&�z v� 

� ` Y/YKb � �dv  72  Ay?z-&72  �y?z &"2  72  72  72

��� �(xAy �1vXy"4�z ,7, �1v � '�z-4"' �1vXv�v?zqx"' �1v�y"4�z ,7, �1v� ! ?z 47& � 4�x�x�z v� 

��� �(x6, '  �y"4�z-474 	 '�z y ��b �^x�x"2 	 ��z3'64�b �^x�x7& '  Ay"4�z-474 	 '�z y �(b �^x�x! 	 ��z3'64�b �^x�x7&

��� �(x 	cvXx 	 x�z x � 	cvXx 	 vXx 	 vHx 	cvXx

��� � �(x 	 '64?z � ' 	 '74�z � ' 	 '64�z � ' 	 '74�z � ' 	 '64�z � ' 	 '74�z � '

��� � � � � � � 	 'Fv�z &Ay 	 v1'6&�z ,"2 	 'Ax�z-272 	 'Av?z &�y 	cv '6&�z ,7, 	 '�x�z 2"2

��� � � � 	 v�v�z y�v 	 v ��z x � 	 v ��zqx � 	 vXv?z yXv 	cv ��zqx � 	 v ��z x �

��� � v 4�z � 2 '�zqx! �b �^x � � v 4�z � 2 v"4�z ��2 '�zqx74�b �^x � � v"4�z ��2

|r|�|L�
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 � Z���	 ����UL�H	��X[9T
��	��^����U"� �L�Xh��m���H����Z�� �$	
T n�h�� v �
� '��

ci 6= 0
� 
>!$�30G�

σi = max( ci(x,s)
‖c(x,s)‖1

, λi)
� '$)-�")

σi = max( σc

‖c(x,s)‖1
, λi)

� '$) � '
� '$)

u�hmn�Z�	
����R�[s���  .(3Y]�m����
 � Z���	S����UL�H	��X[9T
��	��^����U"� �L�Xh��m���H����Z�� �$	
T n�h��Vv �

�C�w	���h��W���
σf

�$Z�� 1
σf

� � ik� � �^U�hm�������=	�� �
�6Z�	�p
� 	�hm�sU"Z����r���r�?�r�������
pred

U����m�
tF���

���CZX�����	�L���r�ah �w	��
����p ���mZX��U�	
� ���r���^UL�H	 hm� �6Z�	�[=��hm� (

pred(d) = −σf q(d)− σtJv

�Xh�Z�	��
z
pred

� � �d��Z�� � Z���	�� U"Z����r��� � �$p �
p �L�
�
�D��	��X�����@[sZ�[9� �A�DZ �9h��fU"Z��m�A�D��������� �XhF���Shm�

[9�m����[s�����H���mZ��=�X� 	 ���mp
hm��� �
�fU�	���� �L�X���fhjikZ�	
��RL�X�A�fU"Z��
����� � � zA[ �H�m�
σf

��	��X�r��� h �V	�� hm�H����Z��

� �A��	��=h;iqZXl � � p ��� �4�
��hm�
��p
Z��A��	��H�m�A���
� z3��Z���p
σf

��Z��r� ��� p
	�Z %���	���
@p{RL�XtF���w�r��� 	��H����Z��g�
�

U"� 	�[9�
�
��	
�^t����

σi

σf
> |λi|

U"Z���	^��Z��?���9hm� �Vp ZX[sU"Z����H�F��� �
i = 1, 2, . . . , m + p

|Oe � p �d� � �=� ���m���
[s�
�F�V���
	�� �L� �
�

0 < σf < 1
| � Z������m[9UEZ��
Z���� ��Z���p�


σf

�m���r��� �Hh � i �
��	
�wp ZX[sU�	
�m� � �A��	
� xs� � �=U����m�


 p{RL�XtF���V����� 	��G���mZX�
0 < σk

f < σk−1
f

|

� I
�

� ,/.O01�32O!$5�78,�*O# ���")-*O'N%1'6�")O)&,�78,�)E%

�Di �H�
��	��X������� ��[s� ��R�Z���� �����=U"� ���Xhm�����H���mZ�� zLp
Z����
�m�
���X�A��
 	
� [9U�h �Hp � 	 h �9��Z�h�������Z��

� ik���]U�	�Z�l�hmT [9� ��ZX�]h��m��� �X�m	
��U��X	S���������������^���^��Z�����	 U�	
Z�l�h�T [9� �S��Z��gh��m��� �X�m	
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����&7,Xx^�XU�	
T � hjiq�XU�UL�H	������mZ��W��� �d�X	 ����p hm�
�D��� �CZ?ZH��	

���H[ ��� � Y���	
	�� ��*qy"4?z"2�x 0;|Ae �
�D��� 	
���m�
	�� ���H�X�m�
�F� [s���4� � � ���m���
��p �Sh��f[ �Hh?p
Z������r���mZX�
	

���
[s�
�F�V���
�^��Z�����	 U�	�Z�l�h�T [9� �^h�Z�	��
t����9h��wUL�X	��X[9T
��	
�w���@U"� �L�Xh��m���H����Z�� �
µ

���X������Z��

��ZX���H����Z���� �D�
� 	��HU�U�	�Z�p{R������
�
� 	�Z�|�e ��t����E	
� ����h���U�	�Z�l�h�T [9�a��� �9p ��hm� 
W	
� �
Z�����	
� �
�

���@	
� �LT ���s�X�m���
� � �P�����@�m�����9p��Xp
����� ���9��Z����V�Xh�n�Z�	
����R�[s�W������hm�m�
�wU"Z���	^��ZXhm�����mZ������ 	

p �
���
Z�����	 U�	
Z�l�hmT
[s�
� |

_��HU�UE�
hmZ����ftF���^hm��p Z�����������Z������
[s�
�A�f� ik���>U�	
Z�l�hmT
[s��� ikZ�U�����[s�����H���mZ��9� � �ahm�����X�

	��HU�UEZX	
�a���
�a�H�Xh�� ��	
�aU�	�Z�U�	�� �a���?��	 �
[s�
�������
Z��K� � �
���m�
� |

�?Z��r� hm�WU�	�ZXl�hmT
[s�W��Z�� hm�������H�m	��Vn��
��� 	��Xh �;y?| � � ��Z��A�^h��w��ZX����	 U�	�Z�l�hmT [9�=U"� ���Xhm�����

�X�
��Z�p �m�^�
�
��hm�^U�	
Z�l�h�T [9� ��Z��]hm�������X��	����jy?| v � � � �











































min f(x)− µ
∑m

i=1 ln(si)
� |kpX|

h(x) = 0

g(x) + s = 0

x ∈ R
n z

s ∈ R
m
+

�;y?|3' ���

�C� �&�XnX	��X��nX�m� �>����U�	
Z�l�h�T [9�^UE�
�L�Xhm�����^�
iq����U�	��m[9���X�]UEZX�m�A�
(x, s, λh, λg)

UL�X	

Lµ(x, s, λh, λg) = f(x)− µ
m

∑

i=1

ln si + λt
hh(x) + λt

g(g(x) + s)
�jy?|3'Fv �

�?Z������
������� �]� � ����ZX��pXzLhm�w[ �H��	���p �

W =





∇2
xxLµ(x, s) 0

0 ΛgS





�;y?|3'64 �

�C� U�	��
[s��� 	 ��� 	�[9� ��� p
� ��� �
����� � ��� 	��HU�U�	�Z�p{R�� �$�
� �X���{�H�F��t����
x

��� 	��XU
	

U�	
Z?p{R�� ���
x∗ ����� ∇2

xxLµ(x∗, s∗)
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∇2
xxLµ(x∗, s∗)

� � �D[s�XhFp Z�����������Z������
�XzH�XhmZX	��4h�� U�	
Z�l�h�T [9� �
�
�D��� �9p �mh��Xz1�
� hm�d[ �X�?�X�H�m�

p ZX���������mZ������ [9� �A�V��� U�	�Z(���m� �A�=UL�X�=��� h �g[9�
��R�Z?���9�����mhm�����
�X| �4�H	=p ZX�����
t���� �A��z h�� �

�H�Xhm�
��	�� U�	
Z�U�	
� � � ����	 � [9� �d��� ∇2
xxLµ(x∗, s∗)

�
Z��A� �
��U�U"Z����
� �������m�
�d� �d� hmZX�mn����
� � ���

�
�
	�Z�|

�C�����
	������ 	D���
	�[9����� � � ���
�m�
��� � � hm��[s�H��	��mp
�
ΛgS

|?e �
�
��� � p 	
������	��a� � �fU�	
Z�U�	
��


��ZX��	��^[9�
��R�Z?��� ��o^e�| �&� [ �G��	���p �
ΛgS

�
�
�a���m�Xn�Z����Xhm����Z��A�ahm�
�f��� 	
[s�
�S��� �Hn�Z��L�X� �

��ZX�F�
(λg)iSi i = 1, · · · , m |E\ 	 � i �HU�	�T
��hm����R�� Z�	
T [9�W���Wp Z��A�X� 	�nX� ��p
� � 4�|3'�| v �fhm� �

���
	�[9� �
(λg)iSi

��Z��A� l"Z�	����
� zLp
�^t����C	�� �������ap
Z���������� 	��Xl�h�� [9� �A�ahm�
�Sp{RL�X��p
� � � i ���XZ��m	

���+[ �Hhfp Z����������mZ������ [9� �A��| e �
UE�
���L�X�A��
 hjiq�XU�U�	
Z?p{R��g���ghm� �
Z�hm�?���mZX� z4hm�/[ �H��	���p �

ΛgS
p Z��A����� �A� �H���{�X�A�]��� �X�Hhm� ��	��gU�	�ZXU�	��
�K�F��hmh�� � �$ZX� U�	
Z?p{R�� ���

�
� 	
Z �>t����8���

p ZX�F��	��X���A��� �a�Hp
���r���
�Sp �^tF���CU"� ���aU�	
Z(��Z�t���� 	S���g[s�Xh p
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�
Z��A�w��	
T �wnX	��X����� � | ��� �X��[9Z��m���V��ZX��	��

R ��UEZX��R�T �
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[s�
�A�O���wU�	�ZXl�hmT
[s� �m[9U"Z����dtF��� h�� �&�X�Hhm� ��	��-U�	�Z�U�	�� �

� ����	 � [9� �4��� ∇2
xxLµ(x∗, s∗)
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����hjik�
�X� �A�����Xhm�r���^� ik���]t���� hmp
Z���tF���V[ �Hh p Z����������mZ������ [9� �A��|

� I 0 � ��%1#-*-,K*-,/!$< ���")
�
,F0GM3,�) ��,

\ �>p Z����
�m��T
	�� ��p �"hm� p��X� ���>U�	�ZXl�hmT
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Z��A��	��X�m�A���
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Z����
µ
� �?�X|

�?��U�UEZ��
Z���� tF���=��Z����^�HU�U�hm��tF��Z���� hjiq�XhmnXZ�	��r��R�[9� ��o^e U"Z���	�	�� �
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





























min f(x)
�
|qpH|

g(x) ≤ 0

x ∈ R
n

�;y?|3'7' �

� I 0 � I 0 �W<L*&01, M"��)&�F0G<�! *&, !$< ���")
�
,�01M3,�)���, M"!6�32O<L!6, *&,P!6<P78�A%1B-� *-, *&,?�

.D�"'$)E%1�@'$)E%(�F0G'$,�#&0H�

�?Z��r�
R

h;iq�
�����
[wl�h�� ��� �&�
Z�hm�����mZ���� 	�� �Xhm�����Xl�hm� �
z �;|q�H|
R = {x| g(x)i ≤ 0

z
i = 1, · · · , m}

�
�d�
Z����
ir(R) = {x : g(x)i < 0

z
i = 1, · · · , m} zAhjik� ���
� [wl�hm�S���
� �
Z�hm�����mZ����D�
��	
�mp�	

���
[s�
�A��	
���Xh��m���Xl�hm�
�f���]U�	�ZXl�hmT
[s���;y?|3'7' � |

�?Z��r�
ϕ

����� �6ZX��p
���mZ�� 	
� � h�hm� ���
x
��� �L���m�S����	

R
n | �?��U�UEZX��Z����DtF��� ϕ

�
�
�Dp
Z��A���m�F���

����	dh;iq���A��� 	
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��	4	
� h �G��� �"���Sh;iq�
�����
[wl�h��S	����Hhm�m���Xl�h��f�
� tF���a���^�H�Xhm�
��	 ����U�hmZ��
� tF�L�H���sh�� �

p ZX[sU"Z����H�F��� �a� iq�XU�U�	�Z�p{R�� �A�����
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Z�|"e � p
�&���^��	��X�����r�aUL�X	ShjikR ��UEZX��R�T �
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�����H�X�A���+(

, � .D�3%(B-5�� ,��XI �CI 0 � I 03I � �1��

ϕ

��� � �����	��
 ����� !��%��������� ����� � � � 
�� !
R

n ����!#� � ��� 
 ���%

� ��� ���1
%
���!�
 �����.
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 �%




�
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ϕ
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�
 ����� 
 ��� � � 
�� !

ir(R)
�

�
�
� �

(xk)k
�%
�
 � � � 
�� ��
 � � � � �1��� 
�
 � �

ir(R)
�����
�"��! 
 � ��� 
 �"��! 
 ��� � �1��� 


xB
�
� �

����!#� � �
g(x)i(xB) = 0

� ��� !�� � � �1���.
 ��� ��� �"���%�
i
� �"� �1! 


limk→∞ ϕ(xk) =

+∞

�

�?Z��r�
s(µ)

����� �6Z���p ���mZX� 	�� �
hmh��w� ik����� �H�X	��m�Xl�hm�WUEZX���������X�
µ

tF��� ���
	�� ��� hm� �^��� �
�

U�	
Z�U�	����
��� �a�����r�H�X�A��� � (

��| �?�
µ1 > µ2 > 0

�XhmZ�	
�
s(µ1) > s(µ2) > 0

z

v?|a�
�
(µk)k

�
�
�������������r��� ��� hmh��^tF���
limk µk = 0

�Xh�Z�	��
limk s(µk) = 0
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�m� ��	�� �6�XZ��m	 ��ZX��	
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Z?����p
����Z�� ���
�9[9�
��R�Z���� �

lL�X	
	���T 	�� x�|-4 �-�
�
�D����� ���
p{R����mtF��� t�����p ZX���
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�UL�X	 ���m	O� ik���wU"Z��m�A� ��������� �Xh
(x0, µ0)

z

�������6Z���p
����Z��>Z�l � �
p
��� �OUE�
�L�Xhm�����
� (
F (x, µ) = f(x) + s(µ).ϕ(x)

���
hmhm��t����Vh�� �S���
�
�

�6Z���p ����Z����
ϕ

�
�
s
�X� 	�� �L� �A��hm�
� U�	�Z�U�	
�m� ��� �ap
� 	 ��� ���
��� �
�

0 < µ1 < µ0

| �C�V[9�m���m[w��[

��� hm� �6Z���p
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� ����Qa��b �.4 � , v"4 � , y�y v

QOu YKb v � v v �

Qab � � u _ ��v �   �  � '  

Qab � � u _ �.4 �   �  �1v  

Qab ��Q���� u o yXx�x�x x yHx�x�x x x

Q(�4` � 4 �(x � 4 �(x � x

Q(�4` v 4 �(x � 4 �(x � x

Q(�4` 4 4 �(x � 4 �(x � x

Q \^`�� Q �W\^_ yXx x yXx x x

Q \ `���Q � ��� yXx�x�x x yHx�x�x x x

Q \ `���Q � � � yXx x yXx x x

Q \^`�� Q���\�_ yXx x yXx x x

Q \^_ �?` \���� y '/,"2 x y1'/,"2 �(x7472� v"&Av

Q \^_ �?` \�� v y '/,"2 x y1'/,"2 �(x7472� v"&Av

Q \^_ �?` \���4 y '/,"2 x y1'/,"2 �(x7472� v"&Av
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Q \^_ �?` \���2 y '/,"2 x y1'/,"2 �(x7472� v"&Av
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Q \^_���` \ ��b y '/,"2 x y1'/,"2 �(x7472� v"&Av

Q \^_��?` \���� y '/,"2 x y1'/,"2 �(x7472� v"&Av

|�|r|Lh �w�
�������V�
��	ah �wUL�Hn��������r�X�H�F���X|r|�|

te
l-0

00
11

37
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

13
 J

an
 2

00
6



�!
 ��� �%� ���'	�� 

 v 'Fv

|r|�|L�
�������^����h � UL�Xn��^U�	�� p
� ���
�A���X|r|r|

Q��^��u�_4QS` e yXx�x�x x yHx�x�x x x
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�4u���o b _�Y/v �(x�x ��&7& ��x�x &7& �(x�x

�4u���o b _�Y 4 �(x�x ��&7& ��x�x &7& �(x�x

�4u���o b _�Y	' �(x�x ��&7& ��x�x &7& �(x�x

�Ou _ o�` Y vXx�x x vHx�x x x
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