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Introduction

Il est question dans ce texte de la dynamique topologique des flots géo-
désique et horocyclique. La littérature sur ce théme est riche, alors pourquoi
avoir choisi de rédiger cet opuscule?

Au fil des exposés et tout particulierement des cours donnés dans le cadre
de I'école d’été de géométrie de 'université de Savoie, nous avons constaté
que ce sujet, en lien avec différents domaines des mathématiques, suscitait un
vif intérét et qu’il existait peu de textes de synthése destinés aux néophytes.
Nous avons donc décidé d’en écrire un.

Nous avons tenu a ce que notre texte soit relativement court, ce qui nous a
amenés & faire des choix draconiens. C’est ainsi qu’un lecteur peu familier
avec la géométrie hyperbolique trouvera sans doute notre introduction un
peu laconique. Nous pallions a ce point en orientant un tel lecteur vers le
livre de S. Katok (|K]) et en rédigeant le premier chapitre dans Uesprit de
ce livre afin d’en assurer la liaison. Un autre choix a été de privilégier les
surfaces hyperboliques sur les variétés riemanniennes de courbure sectionnelle
majorée par une constante strictement négative. Il nous a semblé que ce
contexte géométrique relativement simple nous permettrait plus facilement
de mettre en valeur les idées primitives présentes dans le cas général. Les
démonstrations que nous proposons sont parfois empruntées a la littérature,
notre souci a été de les simplifier dans la mesure du possible.

Notre démarche consiste a relier la dynamique des flots géodésique et ho-
rocyclique sur le fibré unitaire tangent d’une surface a celle de son groupe
fondamental sur le plan hyperbolique. I’orbite d’un point par ce groupe s’ac-
cumule sur le bord a l'infini de ce plan, formant une constellation de points
sur I’horizon. La topologie d’une trajectoire se lit au travers de propriétés du
point de la constellation vers lequel elle se dirige. C’est ce point de vue, de
lecture a I'infini, que nous adoptons.

Pour favoriser le passage de la connaissance ou savoir, nous traitons des
exemples. Nous privilégions notamment la surface modulaire pour son lien
avec I'arithmétique et les quotients par les groupes de Schottky pour I'ap-
proche symbolique qu’ils permettent et les exemples instructifs de surfaces
d’aire infinie, géométriquement finies, qu’ils représentent.

Au dela des cas d’école que sont les flots géodésique et horocyclique parmi
les systémes dynamiques, nous montrons qu’ils sont reliés a certaines actions
linéaires et a la théorie des approximations diophantiennes.
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A la fin de chaque chapitre nous proposons des commentaires en pensant
au lecteur qui, aprés un premier pas dans ce vaste monde, souhaiterait en
faire d’autres.

Rennes, janvier 2004
Frangoise Dal’'Bo
dalbo@univ-rennesl.fr
IRMAR
Campus de Beaulieu
35042 Rennes Cedex France
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Chapitre 1

Géométrie a distance finie et infinie des groupes fuchsiens.

Nous donnons ici un bagage minimal au lecteur sur la géométrie hy-
perbolique plane pour aborder les chapitres suivants. Nous n’hésitons pas,
uniquement dans ce chapitre, 4 énoncer des résultats et a faire référence au
livre de S. Katok “Fuchsian groups” (|K]) ou de A. Beardon “The geometry
of discrete groups” (|Be|) pour les démonstrations.

1 Généralités sur la géométrie hyperbolique plane.

Considérons le demi-plan de Poincaré¢ H = {z € C/Imz > 0} muni de la
métrique hyperbolique ¢ qui & z appartenant a H et a u, v appartenant au
plan tangent, T,H, de z, associe:

1
(Imz)?

gz(ﬁ7ﬁ> — < ﬁ,’l_}’ >

oll <, > est le produit scalaire standard sur R2.

La longueur hyperbolique d’une courbe différentiable par morceaux
¢ : [a,b] — H est donnée par:

long(c)—/ \/gc(t)(%(t>7%(t))dt

La distance hyperbolique d sur H est définie par d(z,2’) = Inflong(c), ou ¢

est une courbe différentiable par morceaux dont les extrémités sont z et 2’
Si z # 2/, cet infimum est atteint par une unique courbe qui, si Rez = ReZ/,
est le segment de droite entre z et 2z’ et sinon, est 'arc de cercle entre z et
z' porté par 'unique demi-cercle passant par z et 2z’ centré en un réel (|K]
corollary 1.2.2.).
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Les géodésiques de H sont donc les demi-droites verticales et les demi-
cercles centrés en un réel.

La distance d est donnée par 'expression suivante (|[K| theorem 1.2.6):

|z —Z'| + |z = 2/

(x) d(z,2") = Ln

|z =2 = |z = 7|

En particulier, d(it,it') = [Lnf|.

Le groupe G des homographies réelles dont le déterminant est égal a 1,
agit sur H et donc également sur le fibré tangent de H noté TH. Soit w
appartenant a TH, notons u(0) son point de base et @ le vecteur du plan
tangent T, H associé & u. L’action d’une homographie h(z) = ij:s, avec
a,b,c,d € R et ad — bc = 1, sur TH est donnée par:

au(0) +b . u

h(u)(0) = w0) 14 et Tuoh(d) = (cu(0) 1 a2

On déduit de cette expression que G agit par isométrie sur H en préservant
Iorientation. Plus précisement on a le résultat suivant :
Proposition 1.1 (/K] Theorem 1.3)

Le groupe G est le groupe des isométries positives de H.
Le groupe G est isomorphe & PSL(2,R) = £1d\ SL(2,R). Dans la suite de ce
texte nous identifierons ces deux groupes et nous confondrons ’homographie

Z ) (modulo +1d).

i a
224 avec la matrice
cz+d c

7
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Introduisons les trois sous-groupes de G suivants:

ko= {( oy o Yeerboa=s{(§ ) sexo}.
vo= s+l V) mer).

Le groupe K correspond au stabilisateur de 7 dans G, le groupe A corres-
pond au groupe des homothéties hy(z) = Az avec A > 0 et N, au groupe des
translations t,(z) = z + b.

Soient u,v appartenant au fibré unitaire tangent 7' H. Supposons u(0) = i
et v(0) = x + iy. Posons v = t, o h,. On a (i) = v(0). Notons 26 la mesure
de langle (T;y(u),v). Soit r ’homographie définie par: r(z) = %. On
a:yor(u) =v, donc G agit transitivement sur 7'H. Par ailleurs si g(u) = u
alors g(z) = % La différentielle de g en 7 est la rotation vectorielle
d’angle —2a et T;g(@) = @ donc g = Id. Ceci montre que G agit simplement
transitivement sur T'H et que G = NAK.

Dans la suite nous utiliserons également une autre décomposition de G :
KAK. Pour obtenir une telle décomposition, commencons par remarquer
que le cercle hyperbolique C(i,r) centré en i de rayon r, est le cercle euclidien
de diameétre [ie",ie”"]. Considérons r tel que C(7,r) contienne v(0). Le point
her (i) appartient a ce cercle donc il existe k dans K tel que kher(i) = v(0).
Soit g dans G tel que v = g(u). L’isométrie g~ kher fixe ¢ donc il existe &’
dans K vérifiant: g = kh. k'

En résumé, nous venons de démontrer les propriétés suivantes.

Propriétés 1.2

(1) Le groupe G agit simplement transitivement sur T H.

(ii) G = NAK.
(iii) G = KAK.
Soient u appartenant a T'H, notons (u(t));cr le paramétrage par longueur
d’arcs d’origine u(0) de la géodésique orientée associée & u. Siu(0) =i et si 4
est le vecteur unitaire vertical dirigé dans le sens des ordonnées croissantes,
on a u(t) = ie'. En utilisant Pexpression (*) on montre que pour tout v
dans T"H, la fonction d(u(t),v(t))e " est intégrable sur R. Soit v’ dans T'HI,
on définit f, ., (t) par: f,.(t) = d(v(t),v'(t))e" . Pour tout h dans G, on a
Jh@)h)) = fory donc il existe v dans T'H tel que fy,,v = fuor. Ceci montre
que f,. est intégrable sur R. On définit 'application D : T'H x T'H — R*
par:

D(v/) = /_ " e Magu(e) o (1)t

o0
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[application D est une distance invariante par G sur T'H.

Compactifions H. Pour cela introduisons 1’ensemble H(oco) = R U {oco}
et munissons H U H(oco) de la topologie qui en restriction a H U R, est la
topologie induite par celle de R?, et pour laquelle un voisinage du point oo
est la réunion de ce point et du complémentaire d’'un compact de H U R.
L’ensemble H = H U H(oco) équipé de cette topologie est compact. Soit A

inclus dans H U H(co), on note ;1, son intérieur et A son adhérence. Le
groupe G agit par homéomorphismes sur H(co) de la facon suivante : soient
g(z):%etxdansﬂ%ona:—sic:o, g(c0) = oo et g(z) = &2 - g
c#0, gloo) =12, g(—%) =occetsiz# -4 g(z)= ‘cl;”j_rs PSL(2,R) sur la
droite projective RP! par ’homéomorphisme de H(co) sur RP! qui a = dans

R associe R* ( f ) et & oo associe R* ( (1)

différents de H(oco), on note (x~x™) le demi-cercle centré en # et orienté
de = vers xT, si 7 et T sont réels, et la demi-droite verticale passant par
le réel 2~ (ou z) orientée de x~ vers ™, si 'un des deux points est le point
00. Soit z dans H, on note [z,27) le rayon géodésique issu de z d’extrémité
xt.

). Soient = et 7 deux points
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Lemme 1.3 ([B] 7.20). Soit 0 € [0,5[, posons ¢ = Argch(z=). Le e-

voisinage de (0 0o) est I’ensemble des z dans H tels que |argz — 5| < 0.

En utilisant ce lemme et le fait que 'action de G sur les couples de points
différents de H(oo) est transitive, on obtient que le e-voisinage de (z~zT) est
de la forme suivante:

Soient z = a + ib, 2/ = d' + b’ deux points de H et xz un point de
H(oo). Notons (r(t))io0 le paramétrage par longueur d’arcs du rayon [z,x)
et F,.»(t) la fonction d(z,r(t)) — d(2',r(t)). En utilisant l'expression (*),
on montre que tiiﬁzm Fyiv(t) = Ln V. L’action de G sur H(oo) x H étant
transitive, on obtient que F, . ,(t) admet une limite quand ¢ tend vers +o0.
On pose B,(z,2') = tiiﬂzm F, .. (t). Cette quantité est appelée cocycle de
Busemann centre en x calculé en z, z’. Les propriétés suivantes résultent
directement de la définition.

Propriétés 1.4
(i) Soit g dans G : By (9(2),9(2")) = By(2,2").
(it) Soit 2" dans H: B,(z,2') = B.(2,2") + B.(2",2').
(117) —d(z,2') < By(2,2") < d(z,2').
(iv) By(z,2") = d(z,2") (resp. —d(z,2") si et seulement si z' appartient au
rayon |z,x) (resp. z € [2/,x)).

Soit t > 0, posons:
Hi(z) ={z € H/B,(i,2) = Ln t} et H,"(z) = {z € H/B,(i,z) > Ln t}.

Si x = 0o, Hy(oo) est la droite horizontale définie par: Im z =t et H, (c0)
est le demi-plan supérieur bordé par cette droite. Sinon, il existe g dans G et

10
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t' > 0 tels que: Hy(z) = g(Hy(00)), donc Hy(x) est un cercle tangent a R en
x et H, (z) est le disque délimité par ce cercle. Les ensembles Hy(x) (resp.
H,;"(x)) sont appelés horocycles (resp. horodisques).

Considérons a présent le disque ouvert unité D = {z € C/|z| < 1} et
I’application 1) de H dans ID définie par:

Y H—D
zZ—1
Z+1

zZ 1

Cette application est un difféomorphisme, notons encore g la métrique rie-
manienne sur D obtenue par transport par v de la métrique hyperbolique
sur H. Soient z dans D et «,v appartenant au plan tangent, 7T.ID, en z, la
métrique g est donnée par :

2
(u,0) = 2 < UU >
gZ Y 1_‘2‘2 Y

Nous conservons les mémes notations que celles de H. Ainsi d représente la

distance induite par g sur D et G représente le groupe des isométries positives.

Le conjugué du groupe PSL(2,R) par ¢! est le groupe: PSU(1,1) = {+Id}\

{(%¢ %) /abeCla*—|b* = 1}. Une isométrie directe de D est donc de
az+b

la forme £ avec la|> — |b|* = 1. Dans ce modéle du disque de Poincaré,

la compactification de D correspond a 'adjonction du cercle unité D(o0) =

11
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{z € C/|z| = 1}, les géodésiques sont les demi-cercles orthogonaux a D(oo)
et les horocycles sont les cercles de D tangents a D(c0). La distance d est
donnée par les expressions suivantes :

Propriétés 1.5 (/Be] §7.2 ) Soient z et 2’ dans D.
(i) d(0,z) = Ln*t

1-lz["

.. 2d(z,2") |z—2
() sh*Z5= = mema—m-

/‘2

Selon les situations nous privilégierons le modéle du disque ou du demi-plan.

Classifions a présent les isométries directes. L’ensemble X désigne H ou
D, et X (oo) son bord. On pose X = X U X (c0). Soit g dans G, notons [trg|
la valeur absolue (ou le module) de la trace de la matrice (modulo +7d)
associée a g. Par un simple calcul, on montre que le nombre de points fixes
de g sur X dépend du signe de |trg| — 2.

Propriété 1.6 Soit g dans G — {Id}
(i) Si |trg| > 2 alors g fize evactement deux points de X et ces points
appartiennent a X (00).
(ii) Si|trg| < 2 alors g five exactement un point de X et ce point appartient
a X.
(iii) Si |trg| = 2 alors g fize exactement un point de X et ce point appartient
a X(00).

Dans le premier cas, on dit que g est hyperbolique. Une telle isométrie fixe
la géodésique dont les extremités sont les points fixes de g. Cette géodésique
est appelée axe de g. L’action de g sur son axe est par translation. Soit z
appartenant a cet axe, les suites (¢"(2))n>1 et (¢7"(2))n<1 convergent chacune
vers les extrémités de 1'axe de g. On appelle point fixe attractif de g (resp.
répulsif) la limite de (¢™(z)),>1 (resp. (¢7™(2))n>1). On note g+ (resp. g7)
ce point. Dans le modéle du demi-plan, g est conjugué a une homothétie
h(z) = Az avec A > 0, A # 1.

12
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Dans le deuxiéme cas, g est dit elliptique. Enfin dans le cas (iii), g est dit
parabolique. Dans le modéle du demi-plan, g est conjugué a une translation
t(z) = z+ b donc g préserve les horocycles basés en son point fixe et agit par
translation dessus.

A chaque isométrie g de G on associe la quantité :

l(g) = Inf d(z,9(z))
reX
Placons-nous dans le modéle du demi-plan et considérons une homothétie
h(z) = Az, A > 0, A # 1. En utilisant la formule (*), on obtient: ¢(h) =
|Ln Al et d(z,h(z)) = €(h) si et seulement si Rez = 0. Soit g une isométrie
hyperbolique, g est conjuguée & une homothétie, sa matrice M modulo {+1d}
est donc diagonalisable. Notons A, la valeur propre de M de valeur absolue
(ou module) supérieur a 1. On déduit du raisonnement précédent sur les
homothéties, le lemme suivant :

Lemme 1.7 Soit g une isométrie hyperbolique de G.
(1) £(g) = 2Ln [Aq]
(11) d(z,9(z)) = l(g) si et seulement si z appartient a l'aze de g.

Si g est elliptique, £(g) est nul et est atteint par un point de H. Si g est

parabolique, g est conjugué a une translation et t(z) = z + b, donc ¢(g) =

Infd(z,z+b). Comme d(z,z + b) est inférieur a %, on obtient: ¢(g) = 0.

zeH

13
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Contrairement au cas elliptique, ¢(g) n’est pas atteint. Soient g dans G et x
dans X, notons ¢'(z) la dérivée de g en z. Lorsque X = D, cette quantité
s’étend naturellement & X (00) = D(00) et on a la relation de conformité
suivante :

(kx)V21,20 €D, |g(21) = g(z2)| = |g'(21)["2]9' (22)[/*] 21 — 2]

az+b
cz+d

élement de G. Si ¢ # 0, la dérivée de ¢ est définie sur H — {oo,%i} par
J(z) = ﬁ. Sic=0ona:g(z) =2 pour tout z dans H — {oco}. La

Plagons nous & présent dans le modéle du demi-plan. Soit ¢(z) = un

relation de conformité (**) est encore vérifiée 1a ou la dérivée est définie. La
propriété suivante résulte d’'un simple calcul.

Propriété 1.8 Soit g un élément hyperbolique de G. On a |¢'(g%)| = T4,
sauf st X = H et g(o0) = 0o.

On déduit de cette propriété et du lemme 1.7 qu’une isométrie hyperbolique
de X est déterminée par son action sur X (00).

Placons-nous dans le modéle du disque. Soit ¢ dans D ne fixant pas 0.

Posons g(z) = #+2 avec |a|> — [b]* = 1 et b # 0. Introduisons le demi-cercle ;

-1\ _ m/lA _ : / a
C(g™") ={z € D/|¢g'(z)| = 1}. Ce demi-cercle est centré en —2 et son rayon

euclidien est . On note D(g~!) le demi-disque fermé de D borné par C(g™!)

[o]*
et on pose Ext D(g~!) =D — D(g!). D’aprés la relation de conformité (**),
pour tous 21,22, dans C(g~') on a: |g(z1) — g(22)| = |21 — 22]. Autrement dit,
g agit par isométrie euclidienne sur C'(¢~'). Par un simple calcul, on obtient
les propriétés suivantes :

Propriété 1.9 Soit g une isométrie positive de D ne fizant pas 0.

(1) Le demi-cercle C(g™') est une géodésique.

(ii) Le demi-disque D(g™") est I’ensemble des z de D tels que |g'(2)| > 1.
(iit) g(D(g7")) = Ezt D(g).

(iv) D(g) et D(g~') sont disjoints si et seulement si g est hyperbolique.

(v) D(g) et D(g™') sont tangents si et seulement si g est parabolique el le
point de tangence est le point fize de g.

14
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(vi) D(g) et D(g~') sont sécants si et seulement si g est elliptique et le
point d’intersection est le point fize de g.

Remarquons que si g est hyperbolique, comme |¢'(¢%)| = ¥, le point
attractif (resp. répulsif) de g appartient & lo)(g) (resp. D(g71)).

Lemme 1.9 ([K]) Soit g dans G ne fizant pas 0. Un point z de D appartient
a C(g™1) si et seulement si |g(2)] = |z|.

On déduit de ce lemme et des propriétés 1.5, le corollaire suivant :

Corollaire 1.10 Soit g une isométrie positive de D ne fizant pas 0. La géo-
désique C(g) est la médiatrice du segment géodésique [0,g(0)].

2 Domaines de Dirichlet d’un groupe fuchsien et points parabo-
liques.

On s’intéresse ici aux sous-groupes ' de GG agissant proprement disconti-
niment sur X ce qui signifie que pour tout compact K de X, seul un nombre
fini d’éléments v de I' vérifient: YK N K # ¢. Un tel groupe est appelé
groupe fuchsien
Proposition 2.1 (/K] Theorem 2.2.6) Un sous-groupe de G est fuchsien si
et seulement s’il est discret dans G.

Soit I un groupe fuchsien. Un ensemble F' inclus dans X est un domaine

15



hal-00001255, version 1 - 9 Mar 2004

fondamental associé a I' s’il vérifie les trois propriétés suivantes :
(i) F est un fermé convexe d’intérieur non vide.
i) U yF=X.
(i) U
(iii) FNy(F) = ¢ pour tout v € I' — {Id}
Une méthode classique pour obtenir de tels domaines est d’associer & un
point zo de X qui n’est fixé par aucun élément de I' — {Id}, intersection des
ensembles :

X.o(7) = {= € X/d(2,20) < d(z7(z0)}-

Le bord de X, () est la médiatrice du segment géodésique [29,7(29)]. Cette

médiatrice est I'unique géodésique passant par le milieu de [zg,7(20)] et or-

thogonale & [20,7(20)] ([K] Lemme 3.2.1). Posons D, (I') = n X (7). Cet
Yy

y#Id
ensemble est appelé domaine de Dirichlet de I' centré en z,. Si X =D

et zop = 0, d’aprés le corollaire 1.10, on a: Dy(I") = (( ﬂFD(y)) ND).
veE

Théoréme 2.2 ([K] theorem 3.2.2) Soient T un groupe fuchsien agissant
sur X et zg un point de X vérifiant : y(zo) # zo pour tout v € I' — {Id}. Le
domaine de Dirichlet D, (') est un domaine fondamental conveze de I.

Remarquons que pour tout g dans G, on a: g(D.(I')) = Dy)(9T'g™"'). Un
domaine fondamental F' associé a [" est localement fini si pour tout compact
K inclus dans X, seul un nombre fini d’éléments v de I vérifie: yF'NK # ¢.

Propriete 2.3 Un domaine de Dirichlet est localement fini.

Démonstration Considérons un domaine de Dirichlet D, (I"). Supposons qu’il
existe un compact K de X et un sous-ensemble I infini de I" tel que pour tout
v dans I: v(D.(I')N K # ¢. Présentons IV sous la forme d’une suite (7,,)n>1
de I'. Pour tout n > 1, il existe 2z, € D,(I') tel que v,(%,) appartienne a
K. Comme z, appartient & D.(I') on a: d(z,,2) < d(7n(2n),2). On déduit de
cette inégalité que la suite (7, (2)),>1 est bornée. Le groupe I' étant fuchsien,
I'ensemble {~,/n > 1} est nécessairement fini, ce qui contredit I'hypothése
de départ. O On associe a un groupe fuchsien I' la surface S =T"\ X. Soit 6
I'application de I'\ D, (") dans S définie par: 6(I'z'N D, (I")) =Tz

Lemme 2.4 ([B] théoréme 9-2-4). L’application 0 est un homéomorphisme.

Notre but est a présent d’analyser la nature des points de I'ensemble
D,(I')NX(o0) noté: D,(I')(oco). Pour cela introduisons I’ensemble L, (I") des
points de X (00) fixés par les éléments paraboliques de I'. Ces points seront
appelés points paraboliques. Le lemme suivant porte sur le stabilisateur
dans I' des points fixes des éléments de I.

Lemme 2.5 Soit = dans H, le stabilisateur, Ty, de x dans I' est cyclique
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Démonstration Quitte a conjuguer I', on peut supposer que x appartient &
{i,00}. Dans le premier cas, I';, est un sous-groupe discret du groupe compact
K introduit dans le §-1, il est donc fini et cyclique. Dans le deuxiéme cas,
[ est un sous-groupe du groupe {s(z) = az+b/a > 0, b € R}. Puisque I',
est discret il est nécessairement cyclique. [J

Soit g(2) = ‘cljj:s, avec ad—bc = 1 et ¢ > 0. On pose ¢(g) = c¢. Remarquons

que ¢(g) = 0 si et seulement si g(o0) = oco.

Propriétés 2.6 Soient I' un groupe fuchsien agissant sur H contenant une
translation non triviale et t un générateur de I's. Les propriétés suivantes
sont satisfaites :

(i) Soit (Vn)n>1 une suite de T, si (c(7n))n>1 est borné alors il existe
N > 0/,,g, dans Z et v dans T tels que: v, = t'"yt?™ pour tout
n > N.

(i1) Il existe A > 0, tel que c(vy) > A, pour tout v dans T’ — I'co.

Démonstration Posons t(z) = z + a. On peut supposer a > 0.
(i) Supposons qu’il existe une suite (7,),>1 de I' = T'y, telle que (¢(vn))n>1

soit bornée. Ecrivons 7, sous la forme 7, (z) = anztbn gvec a,d, —b,cp, =

cnz+dn
1 et ¢, > 0. Considérons la partie entiére, e,, de 2= et celle, e, de
ﬂ _ 76% —eén _ (an_cnena)z‘f‘b;L
o Posons g, = t7“,,t7", on a gn(2) = T e atd) Tous les

coefficients de g, sont bornés car ¢, est borné et on a les inégalités:
0 < ap—cpepa < cpa, 0 < dp, —cpela < c,a. Le groupe I' étant discret,
il existe NV > 0 et v dans ' tels que g,, = 7y pour tout n > N.

(ii) Supposons qu’il existe une suite (v,,),>1 de '—I'y telle que liT () =

0. D’aprés (i), a partir d’un certain rang, -, est de la forme tyt% ce
qui est contradictoire car c(tyti) = c(7) et c(7,) > 0. O

Interprétons géométriquement c(g). Soit ¢ > 0, considérons I’horodisque

H; () = {z € H/By(i,z) > Ln t}. Cet ensemble est le demi-plan fermé
I'mz > t. Son image par g(z) = ‘Cfis avec c¢(g) # 0, est le disque passant par
g(it) tangent a I'axe réel en 2 = g(0o). Notons J son diamétre en euclidien.
On a: By(oo) (it + 2,2 +i6) = Ln? donc Bu(g7 (it + ), (% 4 i8)) = Ln?.

clc
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Par ailleurs ¢ + 4§ appartient a g(H,(cc)) et ¢ + it appartient & Hy(oc0),
done Buo(g™ (it + 2),g7 (% + i6)) = Bao(g~ (it + 9),% + it). Ainsi Lnt =
L ce qui entraine 'égalité: § = =

n——=t
Img=1(%+it)’ c(g)t”

On vient donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.7 Soit g une isométrie positive agissant sur H ne fixant pas oo

Pour tout s > 0, le diamétre euclidien de l’horodisque g(H (00)) est m.

On déduit de ce lemme et des propriétés 2.6, le corollaire suivant :
Corollaire 2.8 Soient I' un groupe fuchsien contenant des isométries para-
bolique et x un point de L,(I"). Il existe s > 0 tel que YHI (x) N H (x) = ¢
pour tout v appartenant a I' — I',.

Soit I' un groupe fuchsien contenant des isométries paraboliques et x un point
de L,(I"). Considérons un horodisque H*(z) vérifiant: yH* (z) NH*(z) = ¢
pour tout v dans I' — I',. On appelle cuspide associée a x, I'image de la
projection g de ', \ H(x) dans S =T'\ H. On note C(H*(z)) ou C(z) cet
ensemble. Remarquons que ¢ est injective. En effet si ¢(I';(y)) = ¢(T'x(v')), il
existe v dans I tel que v’ = v(y), donc H* (x)NyH ™ (x) # ¢. Par conséquent,
v appartient a ', et [',(y) = T'.(y’). Etablissons un lien entre les points
paraboliques de I et le bord a l'infini d’un domaine de Dirichlet, de I'. Pour
cela, commencons par caractériser les points de ce bord a I'aide de la fonction
de Busemann.

Proposition 2.9 Un point x de X (c0) appartient & D,(I")(00) si el seulement
si Sup By(2,7(2)) = 0
~yel

Démonstration Soit r : [0, + 00) — X, le paramétrage par longueur d’arc du
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rayon géodésique [z,z). Supposons: Sup B,(z,7(z)) = 0. A chaque v dans T,
yer

on associe la fonction f de RY dans H définie par f(t) = t—d(v(2),r(t)). Cette

fonction est croissante, car si s > ¢, on a: d(v(2),r(s)) < d(v(2),r(t)) +s—t.

Par ailleurs tliT f(t) = Bi(2,7(2)) et Bz(z,7(2)) est négatif donc f(t) <0

pour tout ¢t. Ceci montre que [z,2) est inclus dans D, (I") et donc que x appar-
tient a D, (I")(c0). Réciproquement, supposons que z soit limite d’une suite de
points (z,,)n>1 de D,(I"). Comme D, (I") est convexe, on peut supposer que la
suite (z,)n>1 appartient au rayon [z,z). Le point z, appartient & D, (I"), donc
pour tout v dans I on a: d(z,2,) —d(7(2),2,) < 0. Par passage a la limite,on

obtient: B,(z,7(z)) < 0 pour tout v dans I" et donc: Sup B,(z,v(z)) = 0. O
vel

Corollaire 2.10 Si © appartient o L,(T'), il existe v dans I tel que v(x)
appartienne o D,(T")(c0).

Démonstration Plagons-nous dans le demi-plan. Quitte a conjuguer I' on peut
supposer x = 00. Soit (7V,)n>1 une suite de I" telle que lz’T Boo(z,90(2)) =
Sup B (2,7(2)). Considérons une translation ¢(z) = z + « engendrant I'...
~yel'

Pour tout n, il existe k, dans Z tel que la partie réelle de g, (z) = tF»~,(2) ap-
partienne a l'intervalle [0,a]. Si lz’T Img,(z) = 400, alors liT c(gn) = 0.

n—-r+oo n—-roo

D’aprés la propriété 2.6 (i), on a: g, = tyt9 ce qui contredit ’hypothése

sur I'mg,(z). Par conséquent il existe A > 0 tel que 1 < Img,(z) < A

pour tout n. La suite (g,(2)),>1 est donc bornée. Le groupe I' étant fuch-

sien, 'ensemble {g,/n > 1} est fini. Soit (n,),>1 tel que g, = g pour

tout p > 1. On a Beo(2,9,(2)) = Bao(2,t ¥ g(2)) or Be(z,t v g(z)) =

Boo(2,9(z)) donc Sup By (2,7(2)) = Bso(2,9(2)). On déduit de cette égalité
vyel’

que Sup B (g(2),7(2)) est nul et donc que x appartient a Dgy(.)(I')(c0). Or
vyel

g(D.(T')) = Dy)(T), donc g~'(x) appartient a D,(I')(c0). O Dans le para-
graphe suivant, on verra qu’en général D, (I")(o0) ne contient pas uniquement
des points paraboliques.

3 Points limites des groupes fuchsiens.

Soit I un groupe fuchsien, on appelle ensemble limite de T, le fermé
L(T) =T.N X(00) ot z est un point de X. En utilisant la propriété 1.5 (ii),
on montre que cet ensemble est indépendant de z. Remarquons que L(T") est
invariant par I et qu’il contient les points fixes des isométries non elliptiques
de I'. En particulier I’ensemble L, (I") est inclus dans L(I"). Dans le chapitre
suivant (proposition I1-1.5) nous démontrerons que si I' est résoluble (i.e la
suite définie par Iy = [[\I'],[',41 = [I'n,[',] est stationnaire), alors I' fixe
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un point de X ou laisse invariante une géodésique et sinon, I' contient une
infinité d’isométries hyperboliques n’ayant aucun point fixe en commun. On
peut donc lire le caractére résoluble de I' sur son ensemble limite de la facon
suivante :

Propriété 3.1 Un groupe fuchsien est résoluble si et seulement si le cardinal
de son ensemble limite est fini. De plus, si ce cardinal est fini, il est inférieur
ou €gal a 2.

Un groupe fuchsien résoluble est dit élémentaire.

Proposition 3.2 5i I" est un groupe fuchsien qui n’est pas élémentaire alors
L(T) est le plus petit (au sens de l'inclusion) fermé non vide de X (o0) inva-
riant par T'.  /

Démonstration Soit F' un fermé non vide invariant par I' inclus dans L(I').
Puisque I' n’est pas élémentaire, il contient une infinité d’isométries hyper-
boliques (7,)n>1 n’ayant aucun point fixe en commun. Le fermé F' étant
invariant par chaque ~,, nécessairement ;" et v, appartiennent a F et donc
F n’est pas fini. Fixons deux tels points 73,7y dans F et choisissons un point
z sur la géodésique (Yyva)- Soient z un point de L(T) et (g, )n>1 une suite de
I" tels que nlz'Too gn(2) = x. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer

que les suites (gn(vYy))n>1 €t (gn(73))n>1 convergent vers des points f~ et
[T de F. Puisque g,(z) appartient a la géodésique (g,(vxy)9n(V5)) nécessai-
rement z appartient & {f~,f"}. Ceci montre que L(T") est inclus dans F et
donc que F = L(TI"). O

Dans le paragraphe précédent nous avons montré que le bord d’un do-
maine de Dirichlet, D,(I")(c0), rencontre toutes les orbites sous I' des points
de L,(I"). Cette propriété est encore valable pour les points de X (oco) — L(T").

Lemme 3.3 Si x appartient ¢ X (oco) — L('), alors il existe g dans I" tel que
g(x) appartient o D,(I")(oc0).

Démontration 1l suffit de montrer qu'il existe g dans I' tel que Sup By (2,7(2)) =

vyer
0. Ceci revient & montrer que la quantité S = Sup B,(z,7(z)) est égale a
vyel

B.(2,97%(2)). Puisque z n’appartient pas a L(T'), la quantité S est finie.
Supposons qu’il existe (7,),>1 dans I' telle que la suite (B,(2,7,(2))n>1 ne
soit pas stationnaire et converge vers S. Pour n grand, ~,(z) appartient a
'horodisque H;_, (). L’intersection de cet horodisque avec X (00) est = donc
la suite (7,(2))n>1 converge vers z, ce qui est impossible car x n’appartient
pas a L(I'). O

Placons-nous dans le demi-plan de Poincaré H, on définit ’aire hyper-
bolique d’un sous-ensemble B C H par: A(B) = [ [, %, quand cette
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intégrale existe. Si T, g est un triangle hyperbolique d’angle o, 3,y son aire
est donnée par (|[K| theorem 1.4.2):

A<Ta,ﬂ,fy> =rT—a— 03—y

On dit qu’un groupe fuchsien I' est un réseau si l'aire d’un de ses domaines
de Dirichlet est finie. Si ce domaine est compact, le réseau est dit uniforme.

Corollaire 3.4 L’ensemble limite d’un réseau est égal & X (00).

Démonstration Soient I' un réseau et D,(I') un domaine de Dirichlet de I’
d’aire finie. Supposons que X (0o) — L(I") ne soit pas vide, d’aprés le lemme
précédent, 'intersection de cet ensemble avec D, (I')(c0) est infinie. Considé-
rons une infinité de points (z,),>1 appartenant a cette intersection. Chaque
z, est limite d’une suite de D,(I"). Or cet ensemble est convexe donc le
rayon [z,z,) est inclus dans D, (T"). Soit T,, le triangle hyperbolique de som-
mets 2,2,,T,41. Quitte & renuméroter les (z,),>1 on peut supposer que les
triangles T;, sont adjacents. Notons «,, 'angle de 7T;, en z. L’aire de 7T, est

+oo
A(T,) = m—a,,. Par ailleurs les triangles T}, sont adjacents donc Z o, < 2m.
n=1
N N
Soit N > 1, la réunion U T, est incluse dans D, (I") et A( U T,) > Nm—2m

ce qui est impossible car I'aire de D, (I") est finie. O Nous verrons des exemples
explicites de réseaux dans le chapitre suivant. En particulier nous montrerons
que le groupe ['(2) composé des isométries gjis de PSL(2,Z) avec a et d pairs
et, b et ¢ impairs, est un groupe libre & deux générateurs qui est un réseau.
Considérons son groupe dérivé [I'(2),I'(2)]. Ce groupe est normal dans I'(2)
donc son ensemble limite L est H(oo). En effet, soient x dans L et (7,)n>1

une suite de [I'(2),I'(2)] telle que lz’T Yn(z) = x. Pour tout « dans I'(2), la

suite (Y7, (2))n>1 converge vers y(z). Cette suite et la suite (y7,77(2))n>1
admettent la méme limite donc ~(z) appartient & L. Ceci montre que L est
un fermé invariant par I'(2). Comme L(I'(2)) est minimal, L = H(oo). Par
ailleurs [I'(2),I'(2)] n’est pas un réseau car il est d’indice infini dans I'(2).
Cet exemple montre qu'un groupe fuchsien dont ’ensemble limite est X (c0)
n’est pas nécessairement un réseau.

Intéressons-nous a présent a la facon dont un point de L(I") peut étre
approché par une suite de I'z. On rappelle que L,(I') est ensemble des
points fixes des isométries paraboliques de I'. Un tel point est donc approché
par une suite de ['z restant sur un horocycle basé en ce point. En revanche, si
x est un point de L(I") dont tous les horodisques basés en ce point rencontrent
une infinité de points de I'z, on dit que x est horocyclique (figure -8-). Cette
définition ne dépend pas du point z choisi. Si 7y est une isométrie hyperbolique

21



hal-00001255, version 1 - 9 Mar 2004

de I' ses points fixes sont horocycliques. En effet, il suffit de prendre z sur la
géodésique (7~7™) et de constater que I'intersection d’un horodisque basé en
7% rencontre une infinité de points (y"(2))necz. La caractérisation suivante

des points horocycliques est une conséquence directe de la définition.

Propriété 3.5 Un point x de L(T") est horocyclique si et seulement si Sup B,(z,7(2))

yerl
—+o0.

Le lemme suivant résulte de cette propriété et de la proposition 2.9.

Lemme 3.6 Si x est un point horocyclique de L(T') alors son orbite sous I
ne rencontre pas le bord des domaines de Dirichlet.

On déduit de ce lemme et du corollaire 2.10, le corollaire suivant :
Corollaire 3.7 Un point horocyclique n’est pas parabolique.

Parmi les points horocycliques = de L(I') on distingue ceux qui sont co-
niques, c’est & dire pour lesquels il existe une suite de I'z restant & distance
bornée du rayon géodésique [z,z) (figure -8-). Cette définition ne dépend
pas du point z. En effet, supposons qu’il existe (7,)n,>1 dans I" et ¢ > 0
tels que d(v,(2),[z,2)) < e. Soit 2’ dans X, les rayons [z,z) et [2/,x) étant
asymptotes, pour n grand, 7,(z) est dans le e-voisinage de [2/,z) et donc
d(va(2),[',2)) < e+ d(z,2'). Le point fixe d'une isométrie hyperbolique de
I' est conique.

Propriété 3.8 Soit z dans X. Un point x de L(T") est conique si et seule-
ment s’il existe une suite (v, )n>1 de T vérifiant : liT B, (2,7n(2)) = 400 et

(d(z2,9(2)) — Be(2,70(2)))n>1 est borné.
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Démonstration 11 suffit de démontrer cette propriété pour z = i et x =
00. Soit 2/ = a + ib dans H. On a B(i,2') = Lnb. Posons t = ‘;—j En
utilisant la relation (*) du paragraphe 1 on obtient: d(i,2') — By (i,2') =
Lni(t+ 3 + \/(t +1)2+2t+ (1 — 3)?). D’aprés le lemme 1.3, une suite

de points (z, = a, + ib,),>1 telle que lim b, = 400 appartient & un
- n—-—+00

e-voisinage de [1,00) si et seulement s’il existe k& > 0 tel que % < k pour
tout n. Donc (z,),>1 appartient a un e-voisinage de [,00) si et seulement si
la suite (d(7,2,) — Boo(i,2n))n>1 €st bornée. [

On note Ly(T") (resp. L.(I')) ensemble des points horocycliques (resp.
coniques) de I'. On a donc les relations suivantes:

LyT)NLyT) = ¢ et L.(T) C Ly(T).

4 Finitude géométrique.
Fixons un groupe fuchsien I' et un domaine de Dirichlet D, (I"). Analysons

la frontiére D,(I') — D.(I') € X de ce domaine. Soit 2’ un point de cette
frontiére, il existe une suite (z,),>1 de X convergeant vers 2z’ et une suite
(Yn)n>1 de T telles que: d(z,z,) > d(2,7,(2,)). La suite (7, '(2))n>1 est bornée
et ' est discret donc quitte a extraire une sous-suite, v, = v a partir d’un
certain rang et d(2',z") > d(z,y(z')). Par ailleurs 2z’ appartient & D,(T"), donc
2’ est sur la médiatrice M, de [z,7(z)]. Ceci montre que la frontiére de D, (T")

est incluse dans Ur M.,,. Remarquons que si X = D et 2z = 0, la médiatrice
~E

M, est le demi-cercle C,, introduit dans le paragraphe 1 (corollaire 1.10). On
appelle coté de D, (I"), I'intersection, quand elle n’est pas vide, ni réduite
a un point, de D,(I") avec une de ses images vD,(I'). Puisque D,(I") est
un domaine fondamental, cette intersection est incluse dans la frontiére de
D, (T") et est un segment, une géodésique ou un rayon géodésique inclus dans
M,. On la note S, Remarquons que si S, est un coté, S,-1 en est aussi un
et que: S,-1 =7 1(S,). On note D, le demi-disque (ou demi-plan) fermé de
X U X(00) contenant v(z) bordé par S,. On a: v *(D,) = ExtD,1.

Introduisons I’ensemble (NZ(F) des points de X appartenant aux géodé-
siques dont les extrémités sont dans L(I"). Cet ensemble est un fermé, inva-
riant par I'. Si I est un réseau alors Q(I') = X. Si I est élémentaire d’apreés
la propriété 3.1 ou bien Q(F) est vide, ou bien Q(I') est une géodésique. On
appelle région de Nielsen de I' 'enveloppe convexe de (Z(F), on la note
N(T). Si L(T') = X (o0) alors Q() = X.

Définition 4.1 On dit que I' est géométriquement fini s’il existe un domaine
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de Dirichlet D,(T") dont l'intersection avec la région de Nielsen de T est d’aire
finie.

Un réseau est géométriquement fini, un groupe élémentaire aussi. Plagons-
nous dans le disque de Poincaré, supposons que I' ne soit pas élémentaire
et que D, (") ait un nombre fini de cotés Sy, - -,S,, numérotés dans le sens
trigonométrique. Notons z; ,z;" les extrémités du coté S; orientées de x; vers
x; dans le sens trigonométrique. Si tous les cotés consécutifs ont un sommet
en commun, D,(T) est la réunion de n triangles de sommets (z,7; ,z; )1<i<n
et donc l'aire de D, (T") est finie, autrement dit I' est un réseau. Sinon, consi-
dérons les couples (z;,27, )1<i<, avec par convention: z;},; = z1. Notons L;
la géodésique d’extrémités ces deux points si 27 # z,, et ensemble vide
sinon. Puisque pour tout v dans I' — {Id}, le point v(z) n’appartient pas a
D.(T'), si z # x;,,, ensemble L(I') ne rencontre pas 'arc de cercle ouvert

—

Fa;,,. L'intersection de Q(T) avec D,(T') est donc inclus dans le polygone

bordé par Sy,L1,9, - S,,L,, qui a son tour est d’aire finie. En conclusion,
si D,(I') a un nombre fini de coté alors 'aire de D,(I') N N(I') est finie. La
réciproque est également vraie et est démontrée dans |Be| (Theorem 10-1-2)
( la partie (2) = (1) de ce théoréme est démontrée uniquement sous I’hypo-
thése qu'il existe un z tel que Paire de D,(I") N N(I") soit finie). Nous pouvons
donc énoncer la proposition suivante :
Proposition 4.2 ((i) = (ii) [Be] Theorem 10-1-2). Soit I' un groupe fuch-
sien non élémentaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’aire de D,(I') " N(T") est finie.

(1) Le domaine de Dirichlet D,(T') a un nombre fini de cotés.

T

On déduit de cette proposition que si [' est géométriquement fini alors
D.(T")(c0) N L(T) est fini. Cette remarque, ajoutée au corollaire 2.10 permet
de démontrer le corollaire suivant.

Corollaire 4.3 Soit I' un groupe fuchsien non élémentaire géométriquement
fini, ou bien L,(I") est vide, ou bien ['action de I" sur L,(I") admet un nombre
fint d’orbites.

Notons P,(I') 'ensemble des points paraboliques de D, (I")(c0). D’aprés le
corollaire 2.8 | pour chaque x dans P,(T'), il existe un horodisque H™(x)
basé en x tel que: HT (x)NyH™(x) = ¢ pour tout v dans I' —T',.. L’ensemble
P.(T') étant dénombrable, on peut choisir les horodisques (H*(x)),ep, () deux
a deux disjoints.

Proposition 4.5 Soit I' un groupe fuchsien non élémentaire, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) L’aire de D,(I') " N(I") est finie.
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(ii) Le domaine E, = D,(I') N N(T') — ]LDJ(F) H*(z)nD,(T)Nn N(T).
HASY

est relativement compact dans X.

Démonstration Plagons-nous dans le modéle du disque. (i) = (ii). D’aprés
la proposition 4.2, le domaine D,(I") a un nombre fini de cotés. Si les extré-
mités de ces cotés appartiennent a D alors D,(T') est compact et donc E,
I'est aussi. Sinon, il existe z appartenant a D(co0) , extrémité d’un coté de
D.(T"). Montrons que si x appartient a L(I") alors = est parabolique. Soit
dans I' tel que x soit I'extrémité de S,-1 et tel que D,-1 contienne une suite
non stationnaire (z,),>1 de L(I') convergeant vers z. Le point x appartient
a D,(T) N~y Y(D.(T)) donc () appartient a S,, = D,(I') N v (D.(T)).
Par ailleurs v;(z,) appartient a Ext D(7;') donc il existe v, # 71, tel

que 7i(x) soit point de tangence entre S, et 57271. Supposons que x ne
1

soit pas parabolique, dans ce cas 7; ' et 7, ' sont différents. En rempla-
cant dans le raisonnement précédent = par 7;(x) et 7 par 72, on obtient
un élément vz dans T' — {75!, 1d} tel que vo71(z) appartienne a D., N D 1.
De proche en proche, on construit une suite (v,),>1 de I' — {Id} vérifiant:
Yo+ 71(x) € D,(T)(00) N L(T) et vpi1 # yEL. Puisque D,(T') a un nombre
fini de cotés, 'ensemble des points de cette suite est fini. Il existe donc deux
entiers m > n tels que v, - v1(z) = Y-+ 7(z). Le point x n’étant ni
parabolique, ni horocyclique (lemme 3.6) nécessairement 7, - -+ Vo101 = Id.

Analysons lorbite de z. Le point 7,,1(z) appartient & D(7y,41), les demi-
disques D(7V,41) et D(7yn42) sont tangents donc 7,40 Vni1(2) appartient a
D(7n42). En réitérant ce raisonnement, on obtient que le point v, - - - Y,41(2)

appartient & D(7y,), ce qui contredit 1’égalité v,, - - - y,+1(2) = z. En conclu-
sion, x est parabolique. Supposons a présent que E, ne soit pas compact et
considérons y dans E, N D(co). Un tel point n’appartient pas a L(T). En
effet, sinon y est 'extrémité d’un coté de D,(T") donc, d’aprés le raisonne-
ment précédent, y est parabolique. Soit p un générateur de I'y, le domaine
D,(T') est inclus dans D, U D,_;. L’ensemble E, est donc inclus dans l'en-
semble noté A, extérieur de (D, U D,_1) N H*(y), ce qui est impossible car
AND(co) ne contient pas y. Puisque y n’appartient pas a L(T'), il existe un
arc ouvert A, M, inclus dans D(oc0) contenant y tel q@ N L(T) = ¢.

Considérons le domaine convexe fermé £ contenant M;Ms; et borné par la
géodésique d’extrémités M et M. L'ensemble D — £ est convexe et contient
Q(T') donc N(I') N E = ¢, ce qui contredit le fait que y appartienne a E..
En conclusion E, est compact dans D. (i3) = (i) Supposons que E. soit un
compact de D et que I' ne soit pas géométriquement fini. D’aprés la pro-
position 4.2, il existe une suite de cotés (5, ),>1 de D,(I') dont les rayons
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euclidiens convergent vers 0. Pour tout n > 1, le point 7,(z) appartient a
D, donc quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que les demi-
cercles (5., )n>1 convergent vers un point x de D,(I')(oco) N L(I'). Un tel
point est parabolique car E, est compact. Soit p un générateur de I'y. Le
domaine D,(I") est inclus dans I'extérieur de D, U D,-1 et x n’appartient pas

[e)

a D, donc pour n grand, S,, est inclus dans D, U D,-1. Ceci est impossible
car S,, est un coté. O Il résulte de la démonstration précédente (i7) = (7)
que si I n’est pas géométriquement fini alors L(I') N D,(I")(c0) contient un
point non parabolique. Un tel point ne peut pas étre horocyclique d’aprés le
lemme 3.6. Par conséquent, si L(I') = L,(I') U L,(I") alors I' est géométri-
quement fini. Supposons a présent que I' soit géométriquement fini et non
élémentaire. Considérons un domaine de Dirichlet D, (T') tel que E. soit un
compact de D. Soient y dans L(I') — L,(T") et 2’ dans D tels que [2,y) soit in-
clus dans N(T'). Puisque D, (T") est un domaine fondamental, [z’ y) est inclus
dans la réunion 7LeJrv(DZ(F)) N[z',y). Supposons qu’il existe 2" dans [2',y) tel

que [2",y) soit inclus dans Y y(H*(z)). Puisque P,(T') est fini, on peut
z€Pz(T)
choisir les (H"(2)),ep, ) de sorte que les horodisques (y(H™(x)))yerwep. ()
soient confondus ou disjoints. Le rayon [2”,y) est donc inclus dans un tel
horodisque, ce qui est impossible car y n’est pas parabolique. On déduit de
ce raisonnement qu'il existe une suite (z,),>1 de [2/,y) convergeant vers y et
(Yn)n>1 dans T tels que z, appartienne & v, (E.). L’ensemble E, étant com-
pact, la suite (7,(z"))n,>1 converge donc vers y en restant dans un e-voisinage
de [2/,y). Ceci montre que y est conique. Nous sommes donc en mesure de

donner une caractérisation de la finitude géométrique en termes d’approches
des points de L(T).
Proposition 4.6 Soit ' un groupe fuchsien non élémentaire, les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) Le groupe T est géométriquement fini.

(i) L(I') = L,(I") U L(T).
(i1i) L(I') = L,(I') U L.(I).
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Commentaires

Les notions introduites dans ce chapitre et les principaux résultats se
généralisent au cas o X est une variété riemannienne simplement connexe,
convexe, compléte, dont la courbure sectionnelle est inférieure & —a® < 0
(|B-G-S], |E]). Nous appelerons une telle variété: variété de Hadamard.
Le cocycle de Busemann est bien défini et permet de construire une distance
sur le bord géométrique de X ([B0]). En général, le groupe G des isométries
directes de X n’opére pas transitivement sur X et peut méme étre trivial. Les
groupes fuchsiens correpondent aux sous-groupes de G agissant proprement
discontinument sur X. Dans ce cadre, la notion de finitude géométrique a bien
un sens mais est plus délicate ([Bow]). Nous n’avons pas abordé ici 'aspect
métrique des ensembles limites comme par exemple, le calcul des dimensions
de Hausdorff et la théorie des mesures de Patterson-Sullivan. Une référence
sur ce sujet est le livre de Nicholls (|[N]).
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Chapitre 11

Etude d’exemples.

Dans ce chapitre nous étudions deux cas particuliers de groupes fuchsiens
et illustrons les notions introduites dans le chapitre I.

1 Groupes de Schottky

Soit g un élément de PSU(1,1) ne fixant pas 0. On rappelle [cf. I-1]
que I'ensemble D(g) est un demi-disque fermé de D orthogonal & D(cc) et
que g(D(g7')) = Ext D(g), avec Ext D(g) = D — D(g). Les demi-disques
D(g) et D(g~') ont méme rayon euclidien. Si g est hyperbolique, ces deux
ensembles sont disjoints. Sinon, ils se rencontrent uniquement au point fixe
de g.

Définition 1.1 Soit p un entier > 2. Un groupe de Schottky de PSU(1,1) de

rang p est un groupe engendré par p tométries paraboliques ou hyperboliques
G159y de PSU(1,1) vérifiant :

(D(g:) U D(g; ")) N (D(g;) U D(g; ")) = ¢

pour tout i # j dans {1,....p}.
Un groupe de Schottky de PSL(2,R) de rang p est le conjugué par ¢ d’un
groupe de Schottky de rang p de PSU(1,1).

Nous notons un tel groupe S(g1,....9p)-
Dans la suite, afin de ne pas alourdir les notations, nous nous restreignons
au cas ou p = 2.

Fixons un groupe de Schottky de rang 2: S(g1,92). Posons A = {gi",95"}
et D(S(g1,92)) = ( Y, Ext(D(g;))) N D.

e=+1

L’intérieur de D(S(g1,92)) contient 0.
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On appelle mot réduit de S(g;1,92), un produit de n lettres sj...s, de A
vérifiant : s; # S;Lll pour tout 1 <i < n.
Le lemme suivant précise, en fonction du mot réduit, la position de I'image
d’un point par un tel mot.

Lemme 1.2 Pour tout mot réduit s;...s, on a: 81...s,(Ext D(s;')) C D(sy).
Démonstration.

Raisonnons par récurrence sur n > 1. Si n = 1, le lemme est une consé-
quence de la propriété suivante :

Vs e A s(ExtD(s™1)) = D(s).

Supposons que l'inclusion soit démontrée jusqu’au rang N > 1. Considérons
un mot réduit s;...sySy+1. On a, par hypothése de récurrence,
So...5n41(Ext D(syh,)) C D(s2). Comme sy # s, I'ensemble D(ss) est
inclus dans Eat D(s;'). Par ailleurs s, (Ext D(s;')) = D(s;) donc
s1...sn+1(Ext D(syk,)) € D(s1)). O
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Corollaire 1.3 Le groupe S(g1,92) est libre, relativement & g1,g2 et discret.
De plus D(S(g1,92)) est le domaine de Dirichlet, Dy(S(g1,92)), du groupe
S(gl,gg) en 0.
Démonstration.

Soit s1,...,8, un mot réduit. D’aprés le lemme 1.2, le point s;...5,(0) ap-

partient & D(s;). Les ensembles D(sy) et lo) (S(g1,92)) sont disjoints donc
$1...8,(0) # 0, ce qui montre que S(g;,92) est libre. Montrons & présent que
S(g1,92) est discret. Considérons une suite (7,)n>1 de S(g1,92) —{Id}. Chaque
Vn €st un mot réduit s, ;...5,,. Quitte & extraire une sous-suite (v, )k>1, on
peut supposer: s, 1 = $; pour tout k > 1. Le point ~,, (0) appartient a
D(s1), donc qu’il existe ¢ > 0 tel que d(0,7,,(0)) > ¢ pour tout k > 1. Ceci
montre que (7,),>1 ne peut pas converger vers l'identité et donc que I' est
discret. Puisque S(g1,92) est libre et discret, aucun élément n’est elliptique et
donc Dy(S(g1,92)) est bien défini. Montrons que D(S(g1,92)) et Do(S(91,92))
sont égaux. L’ensemble Dy(S(g1,92)) est inclus dans D(S(g1,92)). Si cette in-

clusion est stricte, il existe z dans io) (S(g1,92)) et v dans S(g1,92) — {Id}

tels que 7(z) appartient a D (S(g1,92))- Ecrivons v sous la forme d’un mot
réduit sj...s,. D’aprés le lemme 1.2, le point 7(z) appartient & D(s7), ce qui

est impossible car v(z) appartient & 109 (S(g1,92))- O
On déduit du lemme 1.2.4 que les surfaces S(g1,92)\H obtenues dans les
quatre cas décrits figure 1 sont :
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Analysons la nature des isométries de S(g1,92) en fonction de leur écriture
réduite. Considérons un mot réduit v = s;...s,, vérifiant 51_1 # s,. Pour tout
k > 0, le point v*(0) appartient & D(s;) et v*(0) appartient & D(s;'). Si vy
est parabolique, kgrfmwk(O) = kgrfoov_k(O) donc D(sy) et D(s,; ') sont tan-

gents et 7 fixe le point de tangence. Ceci entraine que s; = s, est parabolique
et a méme point fixe que . Donc vy = s}.
Nous venons de démontrer les propriétés suivantes:
Propriétés 1.4
(i) Si gy et go sont hyperboliques, tous les éléments de S(g1,92) —{Id} sont
hyperboliques.
(11) Sinon, les isométries non hyperboliques de S(g1,92) — {Id} sont toutes
conjuguées aur puissances des générateurs paraboliques.

Montrons que les groupes de Schottky sont contenus dans la plupart des
sous-groupes de PSU(1,1).

On rappelle que: D(g) = {z € D/d(9(0),z) > d(0,2)}.

Soient h et t des isométries de PSL(2,R) définies par: h(z) = Az avec
A > 0et t(z) = z+ 1. Pour n dans Z*, la médiatrice de [h"(7),i] est le demi-
cercle de H de rayon euclidien Az, centré en 0 et celle du segment [t"(7),i]
est la demi-droite de H passant par 5. Dans les deux cas, les extrémités de
chacune de ces médiatrices convergent, lorsque n — +00 ou —oo, vers oco.

Ceci montre que les diamétres euclidiens de D(¢) h™ v ™1) et D(¢p t™ 1)
tendent vers 0 et donc que pour toute isométrie hyperbolique ou parabolique
g de PSU(1,1), la suite des diamétres euclidiens de (D(g™)),>1 converge vers
0. La propriété suivante est une conséquence directe de cette remarque.

Propriété 1.5 Soient g et ¢’ deux isométries hyperboliques ou paraboliques
de G, n’ayant aucun point fire en commun. Il existe N > 0 tel que pour tout
n > N, les isométries g" et ¢"™ engendrent un groupe de Schottky.

Comme application de cette propriété nous démontrons un résultat connu
dans le cas général sous le nom d’alternative de Tits.

Proposition 1.6 Un sous-groupe I' non résoluble de G contient un groupe
de Schottky.

Démonstration.

Placons-nous dans le demi-plan H.Supposons que I' contienne une isomé-
trie parabolique ou hyperbolique g. Quitte a conjuger I' on peut supposer
que g fixe le point co. Le stabilisateur de co dans G étant le groupe des
similitudes az + b avec a > 0, qui est résoluble, I' contient nécessairement
une isométrie ¢’ ne fixant pas co. Pour les mémes raisons, on peut supposer
plus généralement que les points fixés par ¢’ sont tous différents de ceux de
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g. Les isométries g et ¢'gg'~! sont paraboliques ou hyperboliques et n’ont

aucun point fixe en commun donc, d’aprés la propriété 1.5, pour n grand
g" et ¢'g"g' " engendrent un groupe de Schottky. Supposons & présent que
[' ne contienne que des isométries elliptiques. Raisonnons dans PSU(1,1).
Puisque I' n’est pas abélien, quitte a conjuguer I', on peut supposer que
YTp~t contient une isométrie elliptique g de la forme g(2) = €z avec § # kr
et quil existe ¢’ dans I'¢~! ne fixant pas 0. Posons ¢'(z) = gj—ig avec
la > =] b]*=1etb# 0. Soit [g,¢] le commutateur de g et ¢, on
a: tr([g,g']) = 2+ 4| b* | sinf* > 2. Donc [g,¢'] est hyperbolique, ce qui
contredit I’hypothése faite sur I'. O

On déduit de la démonstration précédente qu’un groupe fuchsien résoluble
est engendré par une isométrie.

Revenons a présent au cas d’un groupe de Schottky : S(g1,92) et intéressons-
nous a son ensemble limite L(S(g1,92)). Remarquons que, puisque Dy(S(g1,92))
a un nombre fini de cotés, S(g1,92) est géométriquement fini. Donc, d’aprés
la proposition 1.4.6, L(S(g1,92)) = Lc(S(91,92)) U Lp(S(91,92))-

Soient n > 2 et s;...s, un mot réduit, posons D(s1...8,) = S1...8p—1 D(Sn)
(voir figure 2). Cet ensemble est un demi-disque fermé orthogonal a (o).
Introduisons I'ensemble 37 = {(s;)i>1/5; € A,8i41 # 5; ' }.

Propriétés 1.7
(i) Soit s1...8, un mot réduit de longueur n > 2, on a:

D(Sl...Sn) C D(Sl'-'sn—l)'

(11) Soient sq...s, et s)...s), deux mots réduits différents, de longueur n > 2,

les demi-disques D(sy...s,,) et D(s]...s) sont tangents ou disjoints.

(ii) Soit (s;)i>1 dans .7, lim (diametre euclidien D(s...s,)) = 0.

——400
Démonstration.

(i) Soit s1...s, un mot réduit de longueur n > 2, comme s, # s, ,, on a:
D(s,) C Ext D(s;',) et donc s, 1 D(s,) C D(s,_1). Cette inclusion
entraine (i).

(ii) Soit k > 1 le plus petit entier < n tel que s}, # sx. Démontrer la pro-
priété (ii) revient a démontrer que D(s)....s),) et D(sg...s,) sont tangents
ou disjoints. Si k = n cette propriété est clairement vérifiée. Sinon on a:
D(s)...s,) = s...s,,_1 D(s},). Donc, d’aprés le lemme 1.2, D(s),...s),) est
inclus dans D(s),). De méme D(sy...s,) est inclus dans D(s;). Comme
sk # 8., D(sg) et D(s},) sont tangents ou disjoints donc D(sj...s),) et
D(8g...sn) le sont aussi.
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(iii) Soit a dans A, le domaine D(S(g1,92)) contient le demi-cercle bordant
D(a™t) donc a(D(S(g1,92)) contient celui bordant D(a). Par ailleurs,
d’aprés le lemme 1.2, a(D(S(g1,92)) est inclus dans D(a) donc ces deux
ensembles ont méme diameétre euclidien. En utilisant ce méme raisonne-
ment, on obtient que, plus généralement, pour tout mot réduit si...s,,
les ensembles si...s, (D(S(g1,92)) et D(si...s,) ont méme diamétre
cuclidien. Soit (s;);>1 dans 3.7, d’aprés (i), la suite de demi-disques
(D(s1...8,))n>1 est emboitée, de plus D(S(g1,92)) est localement fini

donc: hrll diamétre euclidien D(s;...s,) = 0. O]

On déduit directement du lemme 1.2 et des propriétés (i) et (iii), le corollaire
suivant :
Corollaire 1.8 Soit s dans S, pour tout z dans D(S(gi,g2)) la suite
(81.--8n(2))n>1 converge vers un point de L(S(g1,92)) indépendant de z.

Le but est a présent de montrer que .7 est un codage de L(S(g1,92)).

Pour cela introduisons I'application = de S.% dans L(S(g1,92)) qui & s =
(si)i>1 associe z(s) = lim $...s,(0). Cette application est surjective. En
- n—-+00

effet, soit y dans L(S(g1,92)) et (vn)n>1 dans S(g1,92) tel que nEToo 7n(0) = y.
Ecrivons 7, sous forme d’un mot réduit v, = s,1...5,¢, avec s,,; € A et
Sni F ST_L;_H. Puisque A est fini, quitte & extraire une sous-suite, on peut
supposer qu’il existe s = (s;);>1 € Z+ et une suite d’entiers positifs (£,,),>1
strictement croissante tels que: 7, = $1...54,. Le point sy, (0) appartient a
D(sy,) donc v, (0) appartient & D(s;...s4, ). On déduit alors de cette remarque
et des propriétés 1.7, 'égalité suivante :

{y} = () D(s1..-0).

Les demi-disques étant emboités, on a: y = liril $1...5,(0), autrement
n—-0oo

dit y = x(s). Ceci montre en particulier que L(S(g1,92)) est inclus dans

ﬂ U D(s;...8,). L'inclusion dans 'autre sens résulte des propriétés

n=1 mots réduits
de longueur n

1.7. En conclusion, on a I'égalité:

L(S(g1,92)) = m U D(s1...5,)

n—=1 mots réduits
de longueur n

L’ensemble L(S(g1,92)) est de type Cantor car, pour n fixé, 'ensemble
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U D(sy...s,) est une réunion de demi-disques tangents ou disjoints

mots réduits
de longueur n

contenant chacun exactement 3 demi-disques tangents ou disjoints de la
forme: D(s...s,a) avec a dans A — {s,'} (voir figure 2).

i>1 et 8 = (s));>1 appartenant & 3.7, posons §(s,s’) = 0
) = e Sy Cette application définit une distance
sur Y7, Notons T I'application de décalage sur > définie par T((s;)i>1) =
(Si+1)i>1. Cette application est continue.

)
Soient s = (s;)
si s =5 et d(s,s

Propriété 1.9 Llapplication x : >~ — L(S(g1,92)) est continue.

Démonstration.

Soit (S™),>1 une suite de Y7 convergeant vers un élément s de 3.7
Posons S" = (S");>1 et s = (s;);>1. Pour tout k£ > 2, il existe N > 1 tel
que pour tout n > N, on ait: SI' = s; quelque soit 1 < ¢ < k. Soit n >
N,z(S") = sy...5p_12(T*1(S™)). Le point T*1(S") appartient & D(s) donc
x(S™) appartient & D(s;...s5). De méme, z(s) appartient & D(s;...s;). Par
conséquent, | z(S™) — z(s) | < diamétre euclidien de D(s;...sx). On déduit
de la propriété 1.7(iii) que nl—i}—il—loo | z(S™) — z(s) |= 0. O

L’application = : 3.7 — L(S(g1,92)) est-elle injective? Pour répondre 2
cette question, deux cas sont a étudier selon que 1'un des générateurs est
parabolique ou ne l'est pas.

Introduisons I'ensemble " = {(u,),>1 € 3.7 si le terme u,, est parabolique
alors il existe m > n tel que u,, # u,}.

ler cas: g et g9 sont hyperboliques

Dans ce cas 3.0 = 37 et il existe R > 0 tel que pour tous a dans A et b
dans A — {a}, les fermés D(a) et D(b) sont disjoints. Soient s = (s;);>1 et
s' = (s})i>1 appartenant & . F. Supposons qu’il existe i > 1 tel s; # s}, notons
k le plus petit de ces entiers et posons v = s1...5;_1 si k > 1 et v = Id sinon.
Pour tout n > k, les points 7~ 's;...5,(0) et v 's}...s/,(0) appartiennent res-

pectivement & D(sy) et D(s}) qui sont disjoints, donc lirf $1...50,(0) #
n—-roo

lim s)...s},(0). Ceci montre que z est injective.
n—-+o00

2éme cas: g; ou go est parabolique
Supposons que g; soit parabolique, dans ce cas (¢7(0))n>1 et (g7 "(0))n>1
convergent vers le méme point donc x n’est pas injective. Montrons 1’égalité
suivante: 2(>°1) = L.(5(g1,92))-

Soit s = (s;)i>1 dans Y7 —>"7. Notons k le rang & partir duquel sy,
est parabolique et s; = s pour tout ¢ > k. Posons v = sy...5p,1 s1 bk > 1
et v = Id sinon. Le point v~ 'z(s) est parabolique car il est fixé par sy,
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donc z(s) est parabolique. Ceci montre que I'ensemble z(>" —3"7F) est in-

clus dans L,(S(g1,92)) et donc, puisque x est surjective, que L.(S(g1,92)) est
inclus dans x(}_.). Considérons & présent, y dans L,(S(g1,92)), d’aprés le
corollaire 1.2.10, il existe v dans S(g1,92) tel que (y) soit fixé par un géné-
rateur parabolique g. Soit s = (s;);>1 une suite de .7 telle que x(s) = .
Puisque v s’écrit sous la forme d’un mot réduit fini, il existe s’ = (s});>1 dans
ST k> 0et K >0 tels que v(y) = z(s') et pour tout i > 1 : s}, = Sgpi
Le point (y) appartient & D(s}), or v(y) est le point de tangence de D(g)
et D(g7') donc sy = g ou g~!. En remplacant dans ce raisonnement (y)
par s;'(y), on obtient s} = s5. De proche en proche on montre que la suite
s’ est constante, de terme général g ou ¢! et donc que s est constante &
partir d’un certain rang. Ceci entraine que s n’appartient pas a Z: En
conclusion 271 (L,(S(g1,92))) = S —>.0 et donc 2(>.F) = Lc(S(g1,92)).-
Montrons a présent que 'application x en restriction a Zj est injective.
Soient s = (s;);>1 et 8" = (s);>1 appartenant a > .. Supposons que s et &
soient différents et notons k le plus petit des ¢ > 1 tel que: s; # s;. Posons
v = 81..5¢_1 8i k # 1 et v = Id sinon. Si s;' # s, ou si I'une de ces deux
lettres est hyperbolique, alors D(s;) N D(s},) = ¢ et donc v tz(s) # v 1a(s).
Si s,gl = ). et s; est parabolique, considérons le plus petit des i > k tel que
s; # s et posons ¢ = ¥ sp...5;_1. On a g (z(s)) = nginoo Si--Sivn(0) et

—1 AN . —1 —1 -1 7 / / :
g la(s) = nl_l)g]_loosi_l...sk Sp Spy1-Spen(0). Comme s, # s, le point

g '(z(s)) appartient & D(s;!). Par ailleurs g~'(s) n’appartient pas a D(s;)
et D(s;) N D(s;') = ¢ car s; n’appartient pas a {sg,s;'}. Donc: gtz (s') #
g~'x(s). En conclusion, nous venons de démontrer la proposition suivante
qui exprime le fait que les points non paraboliques de L(S(g1,92)) sont codés
par les suites de > .

Proposition 1.10 L’application x : .7 — L(S(g1,92)) est surjective et sa
rectriction a Y. est une bijection sur L.(S(g1,g2))-

Comme conséquence de cette proposition, nous obtenons que les points
fixes des isométries paraboliques de L(S(g1,92)) sont "codés" (de facon non
unique) par les suites (s;);>1 de S, constantes  partir d’un certain rang,
et dont le terme constant est un générateur parabolique. Intéressons-nous
plus généralement au "codage" des points fixes des isométries de S(g1,92).
Soit (s1,...,8), une suite finie de A telle que s; # s;rll et 57 # si, notons
(31,-,5%) la suite périodique s = (s;)i>1 de S deéfinie pour tout i > 1 par
S; = Siznk quelque soit n dans N.

On dit qu’une suite s de Z+ est presque périodique si s est périodique
ou §'il existe k > 1 tel que T%(s) le soit.
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Propriété 1.11 Un point y de L(S(g1,92)) est fixé par une isomélrie non
triviale de S(g1,92) si et seulement s’il eviste une suite s dans >." presque
périodique, telle que: x(s) = y.

Démonstration.

Soit y dans L(S(g1,92)). Supposons qu’il existe v non trivial dans S(g1,92)
tel que: y = ~*. Ecrivons 7 sous forme d’'un mot réduit v = s;...s, et
supposons s; # s, 1. Dans ce cas la suite périodique s = (51,...,5,,) appartient
aStety = x(s) Sis = s;' considérons le plus grand 1 < k < n
tel que s, = s,.,.,, posons g = s1...5;. Le point g~'(y) est fixé par le
mot réduit Spi...8,_x. Puisque sgp 1 # s;ik, ona g ' (y) = z(Seit, S0 k)
Considérons la suite presque périodique s’ définie par s; = s; pour 1 <i <k
et T*(s') = (Skr1,---8nr)- Puisque s,_x # s;1,, cette suite appartient a > *

et g~ (y) = x(s).
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Réciproquement, considérons une suite presque périodique s de Z+. Soit
k > 0 tel que T*(s) soit une suite périodique s’ = (55571.-.8,). On a z(s') =

lir+n (Sk+1---5,)P(0) donc z(s') est fixé par v = Sgi1...5,. Si k = 0, x(s') =
p—-Foo

z(s), sinon x(s) = g(x(s')) avec g = s1...s), donc z(s) est fixé par g v g~ 1. O

2 Le groupe modulaire et deux de ses sous-groupes

Dans ce paragraphe nous nous intéressons au groupe modulaire, PSL(2,7),

et a deux de ses sous-groupes. Dans chaque cas, nous donnons un domaine
fondamental et analysons les points paraboliques.
Placons-nous dans le modéle du demi-plan H et cherchons un domaine fon-
damental du groupe modulaire.

Par un simple calcul, on montre que 2¢ n’est fixé par aucune isométrie non

triviale de PSL(2,Z). Il s’ensuit que le domaine de Dirichlet de PSL(2,Z),

au point 2i est bien défini. Posons 7;(z) = z + 1 et s(z) = —1.

Propriété 2.1 Le domaine Do;(PSL(2,Z)) est égal a lensemble E = {z €
H/|z]>1e —3<Rez<i}
Démonstration.

Par définition du domaine de Dirichlet, Dy;(PSL(2,Z)) est inclus dans
HQZ(IZE) N Hgi(z_l) N HQZ‘(S). Par ailleurs:
Hyi(T1) = {z € H/Re z < 1} Hoi(7T; ') = {z € H/Re > —1} et Hy(s) =
{z €e H/ | z | > 1} donc Dy;(PSL(2,Z) est inclus dans E. Soit z dans
]%, supposons qu'il existe y(z) = % dans PSL(2,Z) — {Id} tel que 7(z)
appartienne & E. Nécessairement ¢ # 0 car | Re(z+b) | > 5 pour tout b € Z..

On a Im(yz) = |Ci’f§|2. Comme z appartient & E\ cz+d |*> (|c|—|d])*+

| ¢ || d|. Done, puisque ¢ # 0, Im(yz) > Im z. Si v(z) appartient a E, le
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méme raisonnement conduit a: I'm z > Im 7(z), ce qui est contradictoire.
En conclusion, pour tout v dans PSL(2,Z) — {Id}, on a: ~y [O? N f?: ¢. Ceci
entraine que E est inclus dans D5 (PSL(2,Z)). Donc Do;(PSL(2,Z)) = E.00

On déduit du lemme 1.2.4 que la surface modulaire, PSL(2,Z)\H, est :

Posons A = EN{z € H/Re z > 0} N Ty (EN{z € H/Re z < 0}). On
déduit aisément de la propriété 2.1, le résultat suivant :

Corollaire 2.2 Le domaine A est un domaine fondamental de PSL(2,Z).

Analysons les isométries paraboliques de PSL(2,Z). Soient v(z) = ‘;jis

une telle isométrie et x son point fixe. Si ¢ = 0, 'isométrie vy est une transla-
tion donc = oo, sinon z = 4. Ceci montre que L,(PSL(2,Z)) est inclus
dans QU {oo}. Montrons que ces deux ensembles sont égaux. Soit £ dans
Q, avec (p,q) = 1. Considérons p',q’ dans Z tels que pg’ — qp’ = 1 et posons
g(z) = ziié’:. Cette isométrie appartient & PSL(2,Z) et g(oo) = £ donc  est
fixé par ¢g7;g~'. En conclusion, nous obtenons la propriété suivante:

Propriété 2.3 Les isométries paraboliques de PSL(2,7Z) sont conjuguées
dans PSL(2,Z) aux éléments du groupe < Ty > et L,(PSL(2,Z)) = QU{oo}.
Remarquons que pour démontrer la premiére partie de la propriété 2.3
nous aurions pu appliquer le corollaire 1.2.10.
Le domaine Do;(PSL(2,Z)) est d’aire finie donc PSL(2,Z) est géométrique-
ment fini et par conséquent L.(PSL(2,Z)) =R — Q.
Considérons a présent deux sous-groupes de PSL(2,Z).
Soit p ’homomorphisme de groupes de PSL(2,Z) sur SL(2,Z/27) défini par :

p(?jig) = ( Z Z ) ou 1 correspond a la projection de n sur Z/27. Posons
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re2) =p! ( (1) ? ) Ce sous-groupe est d’indice 6 dans PSL(2,Z), plus

précisément posons r(z) = 2=+, on a:
(+) D(2)\ PSL(2.Z) = {p(id),p(r),p(r*),p(T;).p(Ty 'r),p(Ty )}
Considérons 'ensemble A" défini par (voir figure 6) :

A'=AUrAUrPAUT HA)UT (A UT (D)

On déduit de Pégalité (%) et du corollaire 2.2, la propriété suivante :

Propriété 2.4 L’ensemble A’ est un domaine fondamental de T'(2).

Aucun élément de I'(2) — {Id} ne fixe 4. Les isométries 7,52, 752 appar-
tiennent & I'(2). On a:

H;(72) = {z € H/Re z < 1}, Hy(7,7%) = {z € H/Re z > -1} H;(7?) =
{reB/|2+1| 24 et BT = {z € H /| 2=} | = 1}

Donc: A = H,(T2) N H,(T,2) N H,(T2,) N H(T72).

Par conséquent D;(I'(2)) est inclus dans A’. Par ailleurs D;(I'(2)) et A’
sont deux domaines fondamentaux de I'(2) donc A" = D;(I'(2)).

Placons-nous dans le modéle du disque, posons A = {72~ T, 2L,
VT2~ T 2p~ 1) Les quatre demi-disques (D(a))qea sont disjoints ou
tangents.
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On déduit du lemme 1.2.4 que la surface I'(2)\H est :

Bien que le groupe engendré par a dans A et b dans A — {a*'}, ne forme
pas, au sens de la définition 1.1, un groupe de Schottky, car D(a)UD(a™!) et
D(b) U D(b™ ') ne sont pas disjoints, la démonstration du corollaire 1.3 reste
encore valable dans ce cas-1a. Le groupe I'(2) est engendré par 72 et T2, et
est libre .

Propriété 2.5 Le groupe ['(2) est engendré par T2 et T2, et est libre.

Analysons a présent les isométries paraboliques de I'(2). Remarquons
pour commencer que: le point oo est fixé par 72, le point 0 est fixé par
T2, le point -1 est fixé par 7 °7;2 et 1 est fixé par 727, % Ces quatre
points sont paraboliques, -1 et 1 sont dans la méme orbite car 772(—1) = 1,
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et '(2)(0), I'(2)(c0), I'(2) (1) sont trois orbites disjointes. Soit vy une isométrie
parabolique de T'(2) d’aprés le corollaire 1.2.10, son point fixe appartient a
I’une des trois orbites précédentes. Nous obtenons donc la propriété suivante :

Propriété 2.6 Les isométries paraboliques de I'(2) sont les conjuguées des
éléments de < T T2 >U < T2 >U< T2 >.

Remarquons que I'(2) est géométriquement fini puisque l'aire de D;(I'(2))
est finie.

Introduisons a présent un second sous-groupe de PSL(2,Z).

Posons o (2) = 22 et as(z) = 2=L. Considérons les ensembles :
z+2 —z+2

B(al):{zeH/|z—%]g%},B(all):{zeH/Ing—l},

B(ag):{zeH/|Z+%]S%}etB(Och):{ZEH/ImZZl}.

Pour tout : = 1,2 et e = +1, on a

Remarquons que: A= N H— B (a;°).
1=1,2

Posons A = {ai',ai'}. Comme pour I'(2), le groupe engendré par oy
et as n'est pas un groupe de Schottky au sens de la définition 1.1. Mais les
démonstrations du lemme 1.2 et du corollaire 1.3 sont encore valables. On
obtient donc que le groupe [I' = < ay,a5 > est libre et que pour tout v dans

I'—{I}ona:yA'NnA'=g.
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Montrons que A’ est un domaine fondamental. Remarquons que, contrai-
rement au cas I'(2), a priori A’ n’est pas un domaine de Dirichlet de I'. Soit
z dans H — A’] il existe oy dans A tel que z appartient a B(«ay). Posons
21 = a; *(2). Si z; appartient a A’, on pose z, = z pour tout n > 1. Si-
non, il existe ay dans A — {a;'} tel que z; appartient & B(ay) et on pose
2 = a5 '(21). De proche en proche, on construit une suite (2,)n>1. Si (2)n>1
est stationnaire & partir du rang N, alors ay'...a; ' () appartient a A’. Sinon,
posons v, = aj...a,. Par construction ~,'(z) appartient & B(a,1). Consi-
dérons une suite extraite (vy,,)p>1 telle que a, 1 = a. Pour tout p, le point
z appartient & v, (B(a)). Plagons nous dans le modeéle du disque. Notons S
le demi-cercle bordant ¢(B(a)) et posons b; = v a; ¥~'. Pour tout p > 2,
le demi-disque 9(vn,(B(a))) est inclus dans ¢(v,,_,(B(a))). Le point 1 ()
appartient & chacun de ces demi-disques donc il existe un compact K dans D
tel que: by...b,, (S)NK # ¢ pour tout p > 1. Or ¢p~(5) est inclus dans A’ et
A = AUrAUr? AUTIAUTrAUT 72 A, par conséquent il existe une infinité
d’éléments v de PSL(2,Z) tel que yA rencontre ' (K). Ceci contredit le
fait que A soit un domaine fondamental localement fini de PSL(2,Z). On
en déduit que (z,),>1 est nécessairement stationnaire et donc qu’il existe
dans < aq,a9 > tel que: vy(z) € A’. Nous venons de démontrer la propriété
suivante :

Propriété 2.7 Le domaine A’ est un domaine fondamental du groupe (libre)
engendré par oy et as.

On déduit du lemme 1.2.4 que la surface < ayq,00 > \H est:

Remarquons que I'(2) et < «aj,an > sont deux réseaux différents de
PSL(2,7Z) ayant méme domaine fondamental. Dans un premier cas la surface
['(2) \ H est homéomorphe & une sphére privée de trois points, dans le second
cas la surface <4, a,> \ H est un tore privé d’un point.

42



hal-00001255, version 1 - 9 Mar 2004

Analysons a présent les isométries paraboliques de < aq,a9 >. Commencons
par remarquer que le commutateur [, ',a; '] est une translation et que le
groupe engendré par cette translation est le stabilisateur du point oo. Consi-
dérons une isométrie parabolique v et écrivons la sous-forme d’un mot réduit
ai...a, avec a; € A. Supposons a; # a, ', dans ce cas, kgrfm v*(i) appartient

a B(ay) et klim 77*(i) appartient & B(a;'). Ces deux points sont égaux a
—4-00

I'unique point fixe x de 7, donc x appartient & {—1,0,1,00}. Si = oo alors

v appartient & < [a;,a7!] >. Par ailleurs 1 = a;(00), —1 = ay(c0), et

0 = a;'a;(00) donc dans tous les cas, v est conjugué & une puissance de

[a5',a7"]. En conclusion, nous venons de démontrer le résultat suivant :

Propriété 2.8 Une isométrie de < ay,a0 > est parabolique si et seulement

si elle est conjuguée G une isométrie non triviale de < [ay a7t > .

3 Points limites de PSL(2,Z) et codage en fractions continues.

On rappelle que 7(z) = 2L, Posons T = A UrA Ur2A.

z

[’ensemble T est un triangle idéal de sommets co,1,0, qui, puisque A est un
domaine fondamental de PSL(2,Z), vérifie:

. © o 2

VGPSLi@Z) ~T =H etsiy T NT# ¢ alors v € {Id,r,r}.

Ce pavage de H par les images de T est appelé pavage de Farey. Notons L la
géodésique non orientée d’extrémités 0 et oo, et LT cette géodésique orientée
de 0 vers co. On appelle lignes de Farey les images de L par PSL(2,Z).
Les extrémités de 77(L) sont 1, oo, celles de 7_1(L) sont 0, 1 donc les cotés
de T et, par conséquent les cotés du pavage de Farey, sont les lignes de Farey.
Interprétons géométriquement l'irrationnalité d’un réel.
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Lemme 3.1 Soit x dans H(oo). Le rayon [i,x) rencontre un nombre fini de
lignes de Farey si et seulement si x appartient & QU {oc}.

Démonstration.

Supposons que x appartienne 4 Q U {oo}, dans ce cas, d’aprés la pro-
priété 11-2-3, il existe v dans PSL(2,Z) tel que: vy(z) = co. Puisque le rayon
v~ ([i,x)) est une demi-droite verticale passant par y~'(i), il existe n dans Z
et z dans [i,z) tels que: 7"y~ 1([z,x)) soit inclus dans T'. Le domaine A est
localement fini, donc 7;"y~*([#,z]) ne rencontre quun nombre fini d’images
de T par PSL(2,Z). En conclusion, 7"y !([z,2)), et don¢ [z,z), ne rencontre
qu’un nombre fini de lignes de Farey.

Supposons que [i,z) ne rencontre qu'un nombre fini de lignes de Farey,
il existe alors z dans [i,x) et v dans PSL(2,Z) tels que [z,x) soit inclus
dans v (7). Autrement dit [y~'(z),7(z)) est un rayon géodésique inclus
dans T. Par conséquent, v~ '(x) appartient a {0,1,00} et donc z appartient
a QU {oo}. 0 Soient x un irrationnel positif
et r : [0, 4+ c0) — [i,x) le paramétrage par longueur d’arcs de [i,z) tel que
r(0) = i. D’aprés le lemme précédent, [i,x) rencontre une infinité de lignes
de Farey. Notons (L,),>1 la suite de ces lignes rencontrées successivement
par (r(t));>0, ordonnées dans le sens des t croissants (voir figure 12). Pour
chaque n, on oriente L, de sorte que I'angle, au point d’intersection r(¢,),
entre [i,x) et L,, appartienne a |0,7[. On note L}, la géodésique L, ainsi
orientée. Posons L = (z,y,). Par définition des lignes de Farey, il existe
g dans PSL(2,Z) tel que L, = gn(L). Si g,(0) = x, et g,(c0) = yn, on a
gn(LT) = L7 sinon, g,s(LT) = L;}. Dans les deux cas, il existe une isométrie
v dans PSL(2,Z) telle que 7, (L") = L. Remarquons que 7, est unique.

Considérons le rayon géodésique v, !([i,x)). Puisque L = ~,(L"), ce
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rayon coupe LT et Pangle au point d’intersection v, (r(t,)) entre v, 1([i,z))
et L™ appartient a |0,7[. Donc, v, (L, ;) est égal a 7_1(L") ou T;(L"). Par
conséquent : v,11 = v, 7., avec €, = + 1. Si ¢; = 1, posons ng = Max{n >
1/ex = 1 pour tout 1 < k < n} et si g = —1, posons ng = 0. Pour tout
p > 1, posons n, = Maz{n > n,_1/e, = (—1) pour tout n,1 < k <
n}. Remarquons que ny appartient & N* pour tout & > 1. Introduisons les
isométries gy = 7;"° TffT(i"l)k et notons [ng; ny,...,ny| le rationnel :

[no; n1,ye.yng] = ng + — -

En utilisant les relations: 77"(2) = z+net 7% (2) = n}rl et en raisonnant,

par récurrence, on obtient le lemme suivant :

Lemme 3.2 Soit k > 2. Si k est pair, g(0) = [ng;ny,...,nk] et gp(oo) =

[no; ... ng—1]. S k est impair, g,(0) = [ng;ny,..nx_1] et gr(c0) = [ne; ny...nk.
Nous sommes maintenant en mesure de définir le développement en frac-

tions continues de x.

Proposition 3.3 La suite de rationnels ([no;ni,...,ng))k>1 converge vers .
De plus, s’il existe une suite (nj)k>1 vérifiant: ny € Nonj, € N* pour tout
k>1et kEToo[ng; ny,...ny] = x alors ny = nj, pour tout k > 0.

Démonstration.

La géodésique gi(L) rencontre le rayon [i,z). Le point x appartient a 'in-
tervalle d’extrémités gx(0), gix(0c0). Pour tout k > 1, les rationnels gx(0) et
gr(00) appartiennent a I'intervalle [ng,ng+ 1] donc 0 < | gx(0) — gr(c0) | < 1.
Montrons que kEEloo | gx(0) — gir(o0) |= 0. Supposons qu'il existe d > 0 et

(gk, )p>1 tels que | gi,(0) — gi,(00) | > d. Dans ce cas, la géodésique gy, (L)
rencontre le segment [ de H d’extrémités ng —I—z'%l et ng+1 +ig. Puisque L est
un coté de T', et puisque T est une réunion finie d’images de A, on obtient
qu’il existe une infinité d’isométries v de PSL(2,Z) telle que: yA rencontre
le compact I. Ceci contredit le fait que A soit localement fini. On déduit de
cette propriété et du lemme 3.1 que la suite ([ng; nq,...ng))g>1 converge vers
x.

Montrons l'unicité. Supposons que ([ng;n,...n}|)k>1 converge vers z. On a

alors lim Tlng...’]'lnép(O) = lim 7;"°...7,"*(0).
p——+00 p——+00

D’aprés le lemme 3.2, le rationnel ’Tln(,)...’]'lnz? (0) appartient a |njy + ng + 1]
et 7"°... 7,"*"(0) appartient a Jng + ng + 1] donc nf, = ny. Par conséquent,
hr_{l Tff...?'ln"’p(O) = liin 7" .. 7"*(0). En appliquant le méme raison-
p——o0 p——+oo

nement aux suites (—[Omllfnnxzp])pzl = ([nf;nh..ny,))p>1 et (—[O;m’fn%]pzl) =
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([n1;n2...n9p])p>1 on obtient ny = n}. De proche en proche, on a ny = nj,
pour tout k > 0. L.

La suite (ng)r>o est appelée développement en fractions continues
de .

Dans la suite nous nous restreignons aux irrationnels positifs. Considérons
lapplication F' de R™ — Q% dans I’ensemble

S ={(n;)i>1/no € Nyon; € N* pour i > 1}

qui & x associe son développement en fraction continue F'(z).
Propriété 3.4 L’application F : RT — Q1 — S est bijective.
Démonstration.

D’aprés la proposition 3.3, il suffit de montrer que F est surjective. Soit
(nk)k>o0 dans S, posons g = 7" o ... o’]'(ﬁ’“i)k. En reprenant 'argument utilisé
dans la démonstration de la proposition 3.3, on montre que klim | 9x(0) —

——+00
gr(00) | = 0. Si k est impair, gg1(00) = gr(00), et gr1(0) appartient au
segment d’extrémité gi(00),gx(0) car gp préserve lorientation et 7, (0) =
ng41 est positif. Si k est impair alors gx1(0) = gx(0) et, pour les mémes
raisons, gx11(00) appartient au segment d’extrémités g (00),gx(0). Dans tous
les cas, on obtient que la suite des segments ([ );>1 d’extrémités gx(0),gx(00)
est emboitée et donc que les suites (gx(0))r>1 et (gx(00))r>1 convergent vers

le méme réel positif z. D’aprés le lemme 3.2, on a: x = klim [no; n1,ng... 0.
——400

Ce point appartient aux segments [, donc [i,x) rencontre gx(L). D’aprés le

lemme 3.1, x est irrationnel. O

Le développement en fractions continues permet donc de coder les irra-
tionnels positifs. Intéressons-nous au codage des points fixes des isométries
hyperboliques de PSL(2,Z).

Propriétés 3.5
(i) Un réel positif est fizé par une isométrie hyperbolique de PSL(2,Z) si
et seulement si son développement en fractions continues est presque
périodique.
(it) Une isométrie hyperbolique de PSL(2,Z) est conjuguée dans PSL(2,Z)
a une isométrie de la forme T T"2.. T"* avec m; > 0 et k pair.
Démonstration.
(i) Soit z un irrationnel positif. Supposons que la suite F'(z) = (n;);> soit
périodique. Dans ce cas ng n’est pas nul et il existe un k& impair tel que
xr = pligrnoo(’]’lno...’f_"f)p(()). Ceci montre que x est fixé par 7;"°... 7", qui

est hyperbolique car x est irrationnel. Si F'(x) est périodique a partir
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d’un rang K > 1, il suffit d’appliquer le raisonnement précédent au
point (7;"°..7"* ) "1(z).
Considérons a présent une isométrie hyperbolique v de PSL(2,Z). Po-
sons F(vT) = (n;);>0. D’aprés la proposition 3.3, les suites (gx(0))g>0 et
(gr(00))k>0 convergent vers y™. A partir d’un rang impair k le segment
d’extrémités gx(0),gx(c0) ne contient pas y~. Par conséquent, il existe
k' > k tel que yL} = L},. Ceci entraine que: ygx = gr. Donc que
v = gk’]‘ln’““...’f(n_;“l)k,g,;l. Si k" est pair, F(gr(y")) est périodique, sinon
F(gr(y™)) est presque périodique. Dans les deux cas, on en déduit que
F(~7T) est presque périodique.

(ii) Soit v une isométrie hyperbolique de PSL(2,Z). Quitte & conjuguer
~ par une translation, on peut supposer v* > 0. D’aprés la fin de la

4 . ;. . P Ni4+1 n;c N
démonstration précédente, v est conjugué a 7; ‘-‘T(,l)k/ et donc, a

une isométrie de la forme 7,7 ...7"\" avec m; > 0 et p pair. O]

Analysons & présent la nature arithmétique des points fixes des isométries
hyperboliques de PSL(2,Z).

Considérons une isométrie hyperbolique v de la forme 7;"'...7"}* avec

m; > 0. Son point fixe attractif est strictement supérieur & 1. Par ailleurs,

NT = p_}ig.} (7" ... 7,7 ™)P(0), donc 0 < v~ < —1. Posons v(z) = gjjrrg

Les irrationnels v~ et v sont solutions de I'équation & coefficients entiers
Az? +Bxr —C =0. Avec A=c,B=d—aet C = —b.

Réciproquement considérons une équation de la forme:

k

Az? + B —C =0

avec A,B,C dans Z*, admettant une racine « irrationnelle > 1 et une autre
—1 < 3 < 0. On peut supposer A > 0 et C' > 0. Soit (n;);>0 le développement
en fractions continues de «. Posons xy = «, yo = [ et pour k pair non
nul posons: z, = (7;"°.. 77 )" Ha) et yp = (7. 7"7)"1(B). Puisque

Lk = pETm[nkQ Mt 15 ktp), 1€ Téel zy, appartient a | 4+ 1, + ool. Par ailleurs,

en raisonnant par récurrence, on montre que yy, appartient a 'intervalle |—1,0]
et que les deux réels zj et y, sont solutions d’une équation :

Ak$2+Bk$—Ck:O

avec Ay, By,Cy € Z*, A, > 0,C), > 0 et B? +4A,Cy = B*> +4AC.

Les coefficients Ay, B;,,C appartiennent donc & un ensemble fini. Par consé-
quent, il existe ]{32 > ]{31 >0 tel que Ak1 = AkgaBkl = BkQ,Okl = OkQ.
Posons p = ko — ki. Pour tout n > 1, on a Ty, 4np = Tk, €6 Yiy4np = Yk, Le
développement en fractions continues de xj étant (ng.;)i>o0, la suite (7;)i>0
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est presque périodique. Montrons qu’elle est périodique. Soit kg le plus petit
des entiers k pair > 0 pour lesquels il existe k' (pair) > k tel que A, =
Ak/,Bk = Bk/ et Ck == Ck/.

Supposons kg # 0. On a 2y, = Ting, T 10 " (24, —2) €t Tx, = ,].1";667?5671@%_&

—n! Ny _
done T, 0T (g, o) = T 07 ().
Si ng, # ny,, le premier membre de I'égalité appartient a R — [0,1], ce qui
est impossible car le second membre appartient a [0,1]. Donc ny, = Ny Si

) T —1 T — . X ,
Nko—1 7 Niy—1, le réel 7,7 0! (x1,_2) appartient a | — 0o,1] or ce réel est
. N 3 / _ A _
égal a Ty o qui est > 1, donc ny, ;| = ng,—1. Par conséquent xy, o = Tgy o et
Yko—2 = Yry—2- Done Ao = Apr 9,Bro—2 = By 2 et Cgy2 = Cy o, ce qui
contredit 'hypothése faite sur ky. En conclusion nous venons de démontrer
la proposition suivante :

Proposition 3.6 Soit x un irrationnel > 1. La suite F(x) est périodique si
et seulement s’il existe une équation de la forme AX? + BX + C = 0 avec
A,B,C € Z dont les racines sont x et un réel appartenant a | — 1,0].

Pour terminer, donnons un lien entre un irrationnel dont le développement
en fraction continue est périodique et la longueur de 'isométrie hyperbolique
dont il est le point fixe attractif. Considérons la fonction o de 'ensemble des
irrationnels supérieurs a 1 sur lui-méme défini par: o(z) = ——, ol ng est le

x—ng’

premier terme de F'(z). On a: F(o(x)) = (n;41)i>0. Posons ¢°(z) = x.

Propriété 3.7 Soit v une isométrie de la forme v = T T"2... T"* avec m;
dans N* et k pair. On a

() =2 Ln (v x o(y") x ... x a" ().

Démonstration.
Posons (z) = 8, M = ( CCL ) et \=e.Ona

Introduisons les matrices D,, = ( 01 ) et R = ( (1) (1) ) Ces matrices

vérifient les relations suivantes :
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. . 1 1
Paraﬂleurs,501tx7é0,0naDm—(x)—x(er%).
Donc D S ! O L =
onc D, 7+ = mk—i—% . rmk+7—+—a

1 1
A =~ Y (v D,,....Dy, _ )
( ’Y+ ) Yo (’7 ) 1 k—1 ( O.k 1(7—&-) )

00 Do ( by ) = ot () done a - 2 TLo0H). a

Finissons ce chapitre en donnant une interprétation hyperbolique du nombre
d’or.

Soit y une isométrie hyperbolique de PSL(2,Z). D’aprés la proposition
3.5, cette isométrie est conjuguée & une isométrie de la forme 77" ... T
Pour 1 < i < k, remarquons que ai(x) est de la forme m; 1 + mi; T35, avec
0 < x; < 1. Ainsi, si 'un des m; = 2, il existe 0 < 4,7 < k — 1 et ¢ # j tels
que o'(z) = 2+, avec y > 1 et o/(x) = mjy + ﬁ avec 0 < z; < 1. On
déduit de ces remarques et de la propriété 3.6, Iinégalité suivante :

8

1
E(’y)>2Ln2x(1+§):2Ln§.

Si l'un des m; est > 3, on a: () > 2Ln 3.

Si tous les m; sont égaux a 1 alors 7y est une puissance de 7;7 4. Le point fixe
attractif x de 777_, vérifie z = 1 + % donc z est le nombre d’or N = %g
et ((T17-1) =2 Ln (%5)2 . On déduit de ces calculs le résultat suivant :
Corollaire 3.8 Pour toute isométrie hyperbolique ~v de PSL(2,Z), on a:
() >2 Ln (117 4,) =4Ln N.

Le nombre d’or correspond donc & la racine quatriéme de ’exponentielle
de la longueur de la plus petite géodésique fermée de la surface modulaire
PSL(2,Z)\H .
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Commentaires

Le codage de ’ensemble limite d’un groupe de Schottky se généralise aux
groupes fuchsiens géométriquement finis de PSL(2,R) ([S2]).

La notion de groupes de Schottky a également un sens dans le contexte
des variétés de Hadamard, le paragraphe 1 s’adapte donc a ce cas-la (|[D-P2|).

La présentation géométrique du développement en fractions continues
exposée dans les paragraphes 2 et 3 s’appuie essentiellement sur deux articles
(]S3], [D-P1]). Signalons également la construction d’un exemple intéressant
de réseau de PSL(2,QQ) non commensurable & PSL(2,Z) dont 'ensemble des
points paraboliques est Q U {oo} (|[L-R]).
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Chapitre III
Dynamique topologique du flot géodésique.

Nous commencons ce chapitre par des considérations générales sur la
dynamique topologique d’un flot.

Considérons un espace topologique métrisable Y et une action continue,
¢ de (R,+) dans le groupe des homéomorphismes de Y, noté Homéo (Y),
équipé de la convergence uniforme sur les compacts. Parmi les points de Y,
on distingue les points errants y pour lesquels il existe un voisinage V(y) et
un réel 7' € R tels que: ¢:(V(y)) NV (y) = ¢, quelque soit ¢t > T'. Le complé-
mentaire de U'ensemble de ces points, noté Q,(Y'), est invariant par le flot.
Cet ensemble est fermé. En effet, soient (y,,),>1 une suite de Q,(Y") conver-
geant vers y et V un voisinage ouvert de y, pour n suffisamment grand, y,
appartient a V. Le point y,, n’étant pas errant, il existe une suite non bornée
(tx)k>1 de RT telle que: ¢, (V) NV # ¢, donc y appatient a Q,(Y"). On dit
qu'un point y € Y est positivement (resp. négativement) convergent,
s'il existe une suite non bornée (t,),>; de Rt (resp. R7) telle que (¢, (y))n>1
converge vers un point z de Y. Soient V' un voisinage de z et N > 0 tels que
¢, (y) appartienne a V' pour tout n > N. On a ¢y, (y) = ¢r, 15 (dey(y)) €t
gzﬁt_nl,tN = ¢ty—t,. Posons s, =t,—ty,sit, > 0ets, =ty—t,sinon. La suite
(8n)n>n Dest pas majorée et ¢, (V)NV # ¢ donc z appartient a ,(Y). Dans
le cas particulier ou z = y, le point y est dit positivement (resp. négative-
ment) récurrent. Par exemple, si y est périodique, c¢’est-a-dire s’il existe
T > 0 tel que ¢r(y) = y, le point y est positivement et négativement récur-
rent. Un point qui n’est pas positivement (resp. négativement) convergent
est dit positivement (resp. négativement) divergent. On verra dans la
suite qu’un tel point peut éventuellement appartenir a Q,(Y).

1 Définition du flot géodésique.

Considérons le fibré unitaire tangent du demi-plan de Poincaré, T'H,
muni de sa distance D définie §I-1. Soit v € T'H, notons v : R — H le
paramétrage par longueur d’arcs, d’origine u(0), de la géodésique orientée
dont I’élément de contact en u(0) est u et notons g I'application de R dans le
groupe des difféomorphismes de TV H, équipé de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts, définie par:

= d )

YVt € ]R,Vu € TIH gt(U)<O) = U(t) et gt(U) = % s—t

o1
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On a g, = Id et gy = gio g, par ailleurs D(g;(u),gv (u)) = 2|t —t'| donc
g est une action continue de (R,+) sur T'H. L’image, notée gr, de R par g
est appelée flot géodésique sur 7 H.

Soit v un élément de G, I'application you : R — H est le paramé-
trage par longueur d’arcs, d’origine v(u(0)), de la géodésique orientée dont
I'élément de contact en y(u(0)) est v(u) . On a donc la relation:

(R1)  (vog)(u) = (giov)(u)

Notons u(+00) (resp. u(—o0)) le point de H(oo), extrémité positive (resp.
négative) de la géodésique orientée u(R). Remarquons que pour tout v dans
G, on a (you)(+oo) = vy(u(£o0)).

A
Notons H(oo) x H(oco) I’ensemble H(oo) x H(oco) privé de sa diagonale.

A
Le flot géodésique est conjugué a une action de R sur H(oo) x H(oco) x R.
En effet considérons 'application F' suivante :

F:T'H — H(oo)QH(oo)xR
u — (u(—00),u(+00)ty = Byt (i,u(0)))

02



hal-00001255, version 1 - 9 Mar 2004

Propriété 1.1 L’application F est un homéomorphisme.

Démonstration

Notons u 'élément de T'H défini par: u(—o0) = 0,u(+00) = oo,u(0) = 1.
On rappelle que Papplication f : G — T'H qui & ~y associe y(u) est un ho-
méomorphisme (chapitre I). Considérons application F” = Fof. Cette appli-
cation est définie par F' () = (7(0),7(00),B(sc)(%,7(7))). Montrons que F" est
un homéomorphisme. Soient 7,7 dans G tels que y(0) = +/(0),7v(c0) = 7/(00).
Si v # 4" alors h = v~ !4/ est hyperbolique, 0, co sont fixés par h et donc
|Boo(3,h(7))| = €(h) > 0. Supposons: B, o) (i,7(i)) = By(oo)(i,7(7)). Cette
relation entraine B («)(7(2),7'(7)) = 0 donc B (i,h(i)) = 0. Ceci contredit
le fait que h soit hyperbolique et montre donc que F” est injective.

Soit (y~,y*,t) dans H(oo) QH(OO) x R, considérons le point 2z’ appartenant
a lintersection de la géodésique (y~y™*) et de 'horocycle Hy(y™'). L’image
par F' de 1'élément de contact u' en 2’ de la géodésique orientée (y~y™) est
(y~,yT,t) donc F est surjective et F” aussi.

Montrons que F’ est continue. Soit (7,),>; une suite de G convergeant
vers 7. On a F'(v,) = (7(0),7:(00),B5, () (1,70 (7))). L’action de G sur

H U H(oo) est continue donc lz’T Yn(00) = 7(00). De méme en 0. Par

ailleurs B, (00)(1,7,(1)) = Boo(7,1(7),0) et |Boo(7,'(7),) — Boo (77 (2) )] <

d(v, 1 (i),y71(i)) donc liT F'(v,) = F'(7). Considérons a présent une suite
A

(Ap)n>1 = ((x; 27 ,t0))n>1 de H(oo) x H(co) x R convergeant vers A =

(z~,x7,t). Posons v, = F'"'(A4,) et v = F'7'(A). On a lim Yu(2F) = y(2%)
pour & = 0,00, et lim_Bu(9,(1)771()) = 0. Posons 7u(2) = 225 et

cnz+dn
v(2) = ZE8 Tes limites précédentes deviennent lim In _ ﬂ lim L = b
catd’ n—too ¢, ¢’ mteo d, d
et lim (¢ +a?) = ¢+ a®. Par conséquent, lim =, =~ et F'~! est conti-
n—+00 n—+400

nue. L’application F” est donc un homéomorphisme et I = f~o F’ aussi. [J

En utilisant les propriétés du cocycle de Busemann, on obtient que les actions
de G et de gr dans les nouvelles coordonnées sont conjuguées par F aux
actions suivantes:

i,y 1(4))).
(R‘S) Vs e R gs(u(—oo),u(—i—oo),tu) = (U(—OO),U(+OO),tu + S)'

Soient (uy,),>1 une suite de T'H et u un élément de T'H.
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Lemme 1.2 /clef] Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) nﬁTm Up(—00) = u(—o0) et ﬁinoo Un (+00) = u(+00).

7

(it) 1l existe (sp)n>1 C R tel que liT s, (Uy) = .

Démonstration

(ii)=-(i) D’apres la relation (R3) on a F(gs(u,)) = (tn(—00)u,(400),ty, + Sn)-
Puisque F' est continu, lz’T U (£00) = u(£o00).

(i)=(ii) Posons s, = —t,, +t,. Ona: F(gs, (us)) = (un(—00),u,(+00),t,) donc
(F(gs, (un))n>1 converge vers F'(u). L’application F' étant un homéo-
morphisme, lim g, (u,) = u. O

n—-—+00

A partir de maintenant nous fixons un groupe fuchsien I' qui n’est pas
élémentaire. Nous notons 7 la projection de H sur la surface S = I'\H et
7t celle de T'H sur TS = I'\T'H. Si I contient des éléments elliptiques, ce
qui est le cas par exemple de PSL(2,Z), la surface S n’est pas différentiable
aux points images par 7 des points fixes de ces éléments. Malgré la notation
un peu trompeuse, 7S n’est donc pas toujours le fibré unitaire tangent de
S. On munit S et TS de la topologie induite par m et w!. La convergence
d’une suite de S ou de T*S se traduit sur H et TH de la facon suivante:

Lemme 1.3

(i) Une suite (m(2,))n>1 de S converge vers m(z) si et seulement s’il existe
une suite (V,)n>1 de I telle que (v,(2n))n>1 converge vers z.
(ii) Une suite (7' (uy,))n>1 de TS converge vers w'(u) si et seulement s’il
existe une suite (Yn)n>1 de I telle que (7, (un))n>1 converge vers u.
On appelle géodésique de S, la projection sur S d’une géodésique de
H. On déduit de la relation (R;) que lapplication g; : T'H — T'H induit
une application continue g; : T'S — TS définie par g, (7' (u)) = 7' (g:(u))
et donc une action continue, via les g;, de (R,+) sur T'S. Le groupe gg est
appelé flot géodésique sur T S.
Nous nous intéressons dans les paragraphes suivants a la dynamique to-
pologique du systéme (T'S,gr). Nous utiliserons le vocabulaire introduit au
tout début de ce chapitre.

2 Lecture a l’infini des semi-orbites de gg.

Soit u € T'H, le but de ce paragraphe est de lire le comportement to-
pologique de gg(m!(u)) en fonction de la fagon dont u(—o0) et u(+o00) sont
approchés par I'(7). Pour cela, commengons par introduire I’ensemble sui-
vant :

Q,(T'S) = {u € T"H/u(—o0) € L(I'),u(+o0) € L(I')}

o4
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E’ensemble L(T") étant fermé et inva@ant par I, il en est de méme pour
Q,(T'S). Remarquons également que §2,(7"S) est invariant par gg.
Théoréme 2.1 Soit v dans T'H. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) 7'(u) n'est pas errant.
(ii) w appartient a Q,(T1S).
Avant de démontrer ce théoréme démontrons le lemme suivant.

Lemme 2.2 Soient x,y des points de L(T"), il existe une suite (7,)n>1 de T
telle lim ~,(i) = x et liT 6 =y

n—-+00
Démonstration
Fixons = dans L(I") et notons A, ’ensemble des 2’ dans L(T") pour lesquels
il existe une suite (h,),>1 de I’ vérifiant lim h,(i) = z et liT ht(i) = 2.

n—-+0o

Cet ensemble n’est pas vide et est invariant par I', montrons qu’il est fermé.
Soit (},),>1 une suite de A convergeant vers un point z’ de H(oo). Considé-
rons une suite décroissante (V,),>1 de voisinage ouverts de 2’ dans HUH(o0)

+
telle que: (%jVn = {z'}. Pour tout n, il existe z,, dans V, et une suite
n=
(hns)i>1 de T telle que lim h, (i) = x et lim h (i) = x,,. Par consé-
= k—+oco k—+oco 7

quent, il existe une suite (hpy, )n>1 telle que k. (i) appartienne a V,, et
lim h,g, (1) = x. Ceci entraine que 2’ appartient a A et donc que A est

n—-4-00

fermé. Par ailleurs A est inclus dans L(I') et L(I') est minimal, puisque T’
n’est pas élémentaire, donc A = L(I"). O

Démonstration du théoreme 2.1
(i) = (i) Soit (75)n>1 une suite de I" telle que liT (1) = u(+00) et
lim ~;, (i) = u(—o00). Posons t,, = d(u(0),7;(u(0)), pour n grand, t, n’est

n—-+00
pas nul. Considérons 'élément de contact v, en 7, '(u(0)) associé au segment

orienté [y, (u(0)),u(0)].
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On a lim v,(—00) = u(—00) et lz'T Up(400) = u(+00). Par ailleurs

n—-+00 n
Un(tn) = u(0) donc lz’T g1, (U,) = u. Considérons maintenant ~,(v,). Cet
élément est 1’élément de contact en u(0) associé au rayon géodésique orienté
[1(0),7,(u(0))]. On a li?lz Yn(vn) = u. Soit V un voisinage de w'(u), pour

n grand, 7' (v,) et g;, (7' (v,)) appartiennent & V donc: g,V NV # ¢. Ceci
montre que 7' (u) n’est pas errant.
(i) = (i) Soit (V;,)n>1 une suite décroissante de voisinages de 7' (u) telle

+
que: (%j V,, = {r'(u)}. Comme 7! (u) n’est pas errant, il existe une suite ¢, —
n=

+oo telle que: g, V,, NV, # ¢. On déduit de cette remarque 'existence d’une

suite (7! (uy,))n>1 de TS vérifiant : lz"T ™ (uy) = 7 (u) et liT G, (uy) =

7' (u). Quitte & remplacer u, par un élément de I'(uy,), il existe donc une

suite (V,)n>1 de ' vérifiant: lim w, = w et lim 7,G, (v,) = u. Comme
- n—-+00 n—-+00

lim t, =+o0,ona lim u,(t,) = u(4+00). Par ailleurs liT d(un(tn)

n—+o00 n—-+00

u(0)) = 0 donc liT 7, (i) = u(+00). Ceci montre que u(4oc0) appartient
n—-+0oo

a L(T"). En remplacant dans le raisonnement précédent (t,,),>1 par (—t,)n>1,

on obtient que u(—o0) appartient & L(I"). O

L’ensemble 7! (2,(T'S)) est donc 'ensemble non errant du flot géodésique
sur TS, comme convenu au début de ce chapitre, nous le notons Q,(75).
Remarquons que si I est un réseau, L(I') = H(oo) et done Q,(T*S) = T'S.
En revanche si ' est un groupe de Schottky, Q,(7"5) # T*S.

Etudions plus finement la dynamique de gr et pour commencer, celle des
semi-flots gr+,gr-. Soit w un élément de T'H, notons —u I’élément de T H
défini par: —u(0) = u(0) et =t = —a. L’application de T'H dans lui-méme
qui & u associe —u est continue et vérifie —g;(—u) = §_+(u). Les semi-flots
gr+ et gr— sont donc conjugués.

Proposition 2.3 Soit w dans T'H. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) 7' (u) est positivement (resp. négativement) convergent.
(11) u(+00) (resp. u(—o0)) est un point conique de L(I")

Démonstration

(i) = (ii) Soit (¢,)n>1 une suite non bornée de R™, telle que (g;, (7' (w)))n>1
converge. Sur T H, cette convergence se traduit par 'existence d’une suite
(Yn)n>1 de T telle que (VnGr, (u))n>1 converge vers un élément u' de T1H.
On a lim wu,(t,) = u(+o00) et nl—Z>Too d(un,(tn),y, (u'(0))) = 0. Les points

n—+o00
u(t,) appartiennent au rayon [u(0),u(+00)), de plus d(v,* (u(0),7, ' («/(0))) =
d(u(0),4'(0)) donc pour tout & > 0, il existe N > 0, tel que : d(,, ' (u(0)),[u(0),

o6
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u(4+00))) < e quelque soit n > N. Ceci montre que u(+00) est conique.

(ii) = (i) Soit (Vn)n>1 dans I telle que d(7,(u(0)),[u(0),u(+0))) < e. 1l
existe donc s, > 0 vérifiant : d(7,(u(0)),u(s,) < €. Quitte a extraire une sous-
suite, on peut supposer que la suite (7, g, (u)),>1 converge, ce qui entraine
la convergence de la suite (g, (7! (u)))n>1. O

On déduit de cette proposition et du fait que L,(I') et L.(I") sont dis-
joints que si u(—o0) et u(+o00) sont paraboliques, 7! (u) est positivement et
négativement divergent.

Supposons a présent que I' soit géométriquement fini et non élémentaire.
On rappelle (voir chapitre I) que Q(T') est la projection sur H de Q,(T"5S).
Fixons un domaine de Dirichlet, D,(T), et notons, D intersection de D, (T")
avec la région de Nielsen de I'. Si l'intersection de ’adhérence de D avec
H(oo) n’est pas vide, elle est constituée d’'un nombre fini de points z1, - - -,z
qui sont tous paraboliques (voir §1-4 ). Fixons des horodisques (H ™ (x;))1<i<n
basés en z;, deux a deux disjoints tels que YH ™ (z;) N H'(z;) = ¢ pour tout
v € I' = T',,. D’aprés la proposition 1.4.5, ’ensemble D— Zglﬁ N H ()

est borné, notons K son adhérence. Soit u dans ﬁg(TlS) tel que u(+00)
soit conique, montrons qu’il existe une suite (¢,),>1 non bornée de R* telle
que m(u(t,)) appartienne a w(K). Si ce n’est pas le cas, il existe 7' > 0 tel
que 7(u(t)) appartienne a la réunion des cuspides 1‘61 C(z;) pour t > T'. Les
cuspides C(z;) étant disjointes, m([u(T"),u(+00))) est inclus dans une seule
cuspide C(z;). Le rayon [u(T'),u(+00)) est donc inclus dans un horodisque
Y(H(x;) et u(4+00) = v(x;), ce qui contredit le fait que u(+00) soit conique.
Il existe donc un compact K’ C T'S tel que pour tout u dans ﬁg(TlS)
vérifiant u(+o00) € L.(T'), la trajectoire de 7' (u) par gg+ rencontre K’ en des
temps non bornés. Plus généralement on a la dynamique suivante :
Proposition 2.4 Soit I' un groupe géométriquement fini et non élémentaire.
Soit u dans T'H

(i) 1 existe un compact K inclus dans TS tel que si u(4+00) est conique
(resp. u(—o0)), l'ensemble des t > 0 (resp. t < 0) tels que gi(7'(u))
appartienne a K n’est pas borné.

(1) Si u(+00) (resp. u(—o0)) est parabolique, il exviste T > 0 tel que
gi(m(u)) soit inclus dans le relevé a T'S d’une cuspide de S, pour
tout t > T (resp. t <T). De plus gy ooy (7' (1)) (resp. g—ooy (7 ()
est homéomorphe & Gir,100)(w) (T€5p. G(—oc0,—1) (1))

Démonstration

(i) Nous savons déja que la propriété (i) est satisfaite pour les 7! (u) ap-
partenant a Q,(7T'S) dont l'extrémité positive u(400) est conique.
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Considérons un compact K' relatif a cet ensemble. Fixons ¢ > 0.
Soient v dans T'H tel que v(+o0) soit conique et u dans Q,(7"S)
tel que u(+o00) = v(+00). Les rayons géodésiques [v(0),v(+00)) et
[u(0),u(+00)) sont asymptotes, donc il existe T' > 0 tel que [v(T"),v(400))
soit dans le e-voisinage de [u(0),u(400)). Par ailleurs, il existe une suite
non bornée (t,),>1 dans R* telle que la suite (g, (7' (u)))n>1 soit incluse
dans K’. On déduit de ces deux propriétés 'existence de (t!),>1 C R
non bornée telle que (7(v(t,,)))n>1 soit inclus dans le e-voisinage de K'.
Un tel voisinage est compact.

(ii) Pour ne pas alourdir les notations, nous raisonnons sur S et non sur
T'S. On a C(u(4+00) = ¢(Ty(4o0) \ H T (u(+00)). Pour T grand, le rayon
[u(T),u(+00)) est inclus dans H'(u(400)), done m([u(T"),u(+00))) est
inclus dans C'(u(+00)). Par ailleurs ¢ et la projection de [u(7T'),u(+00))
sur I'y(00) \ H 1 (u(400)) sont injectives donc [u(I"),u(+00)) et m([u(T),
u(400))) sont homéomorphes. [

Notons F; 'ensemble des u dans T'H tels que «(0) appartienne a I’ho-
rocycle H(x;). Soit v un élément de T'H dont 1’extrémité positive, v(+00),
est parabolique. Il existe 1 < ¢ < n et v dans I' tels que y(v(4+00)) = ;.
Une géodésique d’extrémité z; rencontre H(z;) donc: ygr(v) N E; # ¢. Par
conséquent, la réunion du compact K donné par la propriété (i) précédente
et de la projection sur T1S des E; est un compact rencontré par toutes les
trajectoires de gg en restriction a Q,(7"S). On peut donc énoncer le résultat
suivant :

Corollaire 2.5 Soit I' un groupe géométriquement fini et non élémentaire.
Il existe un compact K inclus dans Qu(T'S) rencontré par toutes les orbites
de gr en restriction a Q,(T'S).

Si Q,(T'S) est compact d’aprés la proposition 2.3: L(I') = L.(I"). Réci-
proquement si L(I") = L.(T"), ce qui est par exemple le cas d’un groupe de
Schottky engendré par deux isométries hyperboliques, alors d’aprés la propo-
sition I-4-5, ensemble Q(T') N D, (T') est borné et donc ,(T*S) est compact.
On peut donc énoncer la propriété suivante.

Propriété 2.6 L’ensemble Q,(T"S) est compact si et seulement si L(I') =
L.(T).

3 Orbites périodiques de g et périodes.

Commencons par établir un lien entre les isométries hyperboliques et le
flot g]R-
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Lemme 3.1 Soient u dans T'H et v dans G, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) I existe T > 0 tel que gr(u) = y(u).

(1) L’isométrie v est hyperbolique et u(+o00) =y u(—o0) =~
Démonstration

(i) = (i) L’isométrie v laisse invariante la géodésique orientée (v~ 77) et
pour tout z sur cette géodésique d(z,7(z)) = £(7y) donc y(u) = Goy) ().

(i) = (ii) On a nl—%?:/tnoo Gnr(1)(0) = u(£o00), or gur(u) = 7™(u) donc ~
fixe u(+00) et u(—o0). Ces deux points sont différents et v est différent de
I'identité donc cette isométrie est hyperbolique. [

Soit u dans T'H, supposons que 7'(u) soit périodique, par définition, il
existe T > 0 tel que gr(7'(u)) = 7' (u). Considérons I'application continue
F:R — gr(m'(u)) qui a ¢ associe g,(m'(u)). Comme gg(7'(u)) est compact
et T appartient F~!(7!(u)), le sous-groupe F (7! (u)) est un groupe fermé
non trivial différent de R. La période T, de w'(u) est par définition le plus
petit élément strictement positif de ce groupe. D’aprés le lemme précédent,
il existe v dans I' hyperbolique tel que gr,(u) = v(u). Remarquons que
T, = (7). Par ailleurs v est primitif, au sens ot il n’existe pas de h dans T’
et n > 1 tels que v = hA". En effet, sinon on aurait gep)(u) = h(u) et donc
£(y) = nl(h) ne serait pas la période.

Notons Hyp (I') I'ensemble des classes de conjugaison dans I' des isomé-
tries hyperboliques primitive de I". L’application de Hyp (I") sur I’ensemble
des trajectoires périodiques de gg, qui a une classe [y] associe la trajec-
toire gr(m'(u)), ot u est un élément de T'H vérifiant: u(4+00) = AT et
u(—00) = v, est une bijection.

Lemme 3.2 Soit u dans T'H. L’élément 7' (u) est périodique si et seulement
si gr(mt(u)) est compact.

Démonstration

Si w!(u) est périodique, on a gr(7(u)) = gjo.1,)(7*(u)), donc Porbite est
compacte.
Réciproquement supposons gg(7'(u)) compact. Recouvrons la géodésique
(u(—o0)u(+00)) par une suite de segments ouverts (S; =|u(t;),u(t; + 1)[)iez
avec (t;);ez strictement croissant. Puisque 7m(u(R)) est compact, il existe une
sous-suite finie (7(S;))ie; recouvrant (u(—oo)u(400)). Soit j dans Z — I,
7(S;) est inclus dans iLeJIW(Si)' Pour tout z dans S}, il existe v € I' — {Id} tel

que 7(z) appartienne a ‘UI S;. Le groupe I' étant discret, il existe t; < s; <
1€

so <t;j+1,vel —{Id}etie I tels que y([u(s1),u(s2)]) soit inclus dans S;.
Par conséquent, v(gs, (u)) est de la forme gs(u) avec s dans [t;,t; + 1], donc
7 (u) est périodique. [

29



hal-00001255, version 1 - 9 Mar 2004

Le groupe I' n’étant pas élémentaire, Hyp(T') est infini et donc TS
contient une infinité d’orbites périodiques.

Théoréme 3.3 L'ensemble des éléments périodiques est dense dans Qg (T"S).

Démonstration

Fixons u dans Q,(T'S). Démontrer le théoréme revient, d’aprés le lemme
1.2, & démontrer qu’il existe une suite d’isométries hyperboliques (7,,)n>1 de
[, telle que liT Yh = u(+o0) et liT Y, = u(—00). D’aprés le lemme 2.2, il
existe (y,)n>1 dans I tel que liT Yo (i) = u(+00) et liT v, (1) = u(—o0).
Placons-nous dans le modéle du disque de Poincaré. Quitte & conjuguer I,

on peut supposer que ce groupe ne contient pas d’élément elliptique fixant 0.

Le domaine de Dirichlet Dy(I") = ( Fﬂ{ld} D(7))ND est localement fini. Par
ver—

conséquent, les suites des diamétres euclidiens de D(7,)n>1 et de D(v,1)u>1
convergent vers 0. Par ailleurs ~,(0) appartient & D(v,),7,"(0) appartient
D(v,; ') et u(+00) # u(—00), done pour n grand, D(v,) N D(v;, ') = ¢. Ceci
entraine que 7, est hyperbolique. Par ailleurs v appartient a D(v,) et 7,
appartient a D(~, 1), donc nleoo Y= u(+00) et nliToo v, = u(—o0). O

Le lemme suivant, connu sous le nom de lemme de fermeture, montre
qu’une trajectoire revenant assez proche d’elle méme est pistée par une tra-
jectoire périodique.

Lemme 3.4 Soit K un compact de Qu(T*S). Quelque soit € > 0, il existe
N > 0 tels que pour tous v dans K et t > N wvérifiant D(g;(v),v) < %, il
existe t' dans |t — et + €| et v' dans la boule de centre v et de rayon e, tels
que gy (v') =,
Démonstration

Raisonnons par ’absurde. Supposons 'existence de ¢ > 0 tel que pour
tout k > 1, il existe v, dans K et ¢, > k vérifiant: D(g, (vi),vx) < %
et, pour tous t' €|t — g,tx, + €] et v dans la boule de centre v et de
rayon €: gy(v') # v’. On peut supposer que (vg)g>1 converge vers v. Re-
levons cette suite en une suite (0y)r>1 de T'H convergeant vers 0. Soit
Y& dans T' tel que D(vge, (0r),05) < 7. On a kliTwﬁk(tk) = 0(400) et

lim d(vg(te), 7 (0x(0)) = 0 done  lim ~; ' (9(0)) = ©(+00). Posons ), =

k—+4o00 k—+4o00

Ve, (Ur), on & D(Wy,y;, G, (W) < 1, lim Wy = W et lim wp(—ty) =
k——+o0 k——+o0

w(—o0) donc kl_z;Too’yk(ﬁ(O)) = ¥(—o0). En reprenant le méme raisonne-

ment que celui utilisé a la fin de la démonstration du théoréme 3.3, on
obtient que 7 est hyperbolique pour k grand et que: klim v = 0(+00),
— 400
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klzm v, = 0(—00). Soit (Uy)g>1 une suite de ﬁg(TlS) telle que : g (400) =
4>+oo -

Yk (—00) = 7, et kl_z)z*g(} O = 0. Comme () = d(ux(0),7ux(0)), on a
lim (€(y)—d(9(0) 7, '5(0)) = 0. Par ailleurs klz’T d(Ge, () (0),7;, H(T1(0))) =

k—+o0
0 et tp = d(x(0),0x(tx)) donc lz’m It — d(Tx(0),7 ' 0,(0))] = 0. On en
1

conclut : kliT [tk — ()] =0, lzT ﬂl(uk) = v et Gy (! (Ug)) = 7 (),
ce qui est contraire a I’hypothése. [

Intéressons nous & présent aux périodes des orbites périodiques de gg.
Posons Sp(gr) = {T./7'(u) périodique}. On sait que T appartient a Sp(gg)
si et seulement s’il existe v dans I', hyperbolique et primitif, tel que: T =
{(7y). L’ensemble {nT/n € N;T € Sp(gr)} coincide donc avec 'ensemble
L(T') = {l(y)/y € T'}. Analysons la nature topologique du spectre des
longueurs £(I).

Propriété 3.5 Soit I' un groupe géométriquement fini. Si ({(7,))n>1 €st une
suite convergente de L(I"), il existe N > 1 tel que pour tout n > N, lisométrie
Yn S0t conjuguée dans I' a yn ou 7&1.
Démonstration

Soit u,, dans T'H tel que u,(+00) = 7,7 et u,(—o00) = v, . Le groupe T
étant géométriquement fini, d’aprés le corollaire 2.5, il existe un compact de
T'S rencontré par toutes les trajectoires ggr(m!(u,)). Par conséquent, quitte
a remplacer 7, par un de ses conjugués par ', u, par un élément de gr(u,)
et quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (up)n>1
converge vers v. On a d(7,(u,(0)),u,(0)) = €(y,). Par ailleurs (£(7v,)n>1
converge et (u,(0)),>1 converge vers u(0) donc il existe ¢ > 0 et M > 0
tels que: d(v,(u(0)),u(0)) < e pour tout n > M. Le groupe I' étant discret,
la suite (7,)n>nr €st constante a partir d’un certain rang. [

En termes de périodes du flot géodésique, la propriété précédente en-
traine que si une suite (7, )n,>1 de Sp(gr) converge, les éléments m*(u,)
appartiennent & une méme trajectoire gr(m'(u)) a partir d’un certain rang.

L’hypothése de finitude géométrique joue un role essentiel dans la pro-
priété ci-dessus.

En effet, considérons une isométrie hyperbolique h de G dont les en-
sembles D(h),D(h™"), lus dans H, soient deux demi-disques. Soit (ng)x>1 une
suite de N telle que pour tout k& > 1 et £ = £1, les demi-disques ¢"*(D(h?)),
avec t(z) = z + 1, soient deux & deux disjoints. En appliquant le lemme
I1.1.2 étendu & plusieurs transformations hyperboliques, on obtient que pour
tout v # Id appartenant au groupe H engendré par les v, = t"*ht™", et
pour tout z n’appartenant pas a Y t" (D(h%)), le point v,(z) appartient

e==+1
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a Y t" (D(h)). On déduit de cette dynamique du Ping-Pong que H est
e==%1

libre et discret. Les isométrie (x)r>1 ne sont pas conjuguées entre elles dans
H et pourtant ¢(~y;) = £(h) pour tout k > 1.

On rappelle que I' n’est pas élémentaire.

Propriété 3.6 Le groupe additif engendré par L(T') (et donc par Sp(gr)) est
dense dans R.

Démonstration

Le groupe I' n’étant pas élémentaire, il contient un groupe de Schottky
engendré par deux isométries hyperboliques h et g. Placons-nous dans le
modéle du disque. On peut toujours supposer que D(h),D(h™1),D(g),D(g™")
sont placés de la fagon suivante :

Pour tout n > 0 les géodésique (h~h™) et ((gh™) (gh™)") se coupent un
point z, de D. La suite (z,),>1 converge vers h~. On peut donc supposer
que les points z, sont tous différents. On a ¢(gh™) = d(2,,,9h™(z,)) et £(h) =
d(zn,h(z,)). Par ailleurs z, n’appartient pas a ’axe de gh"*! donc £(gh™*!) <
d(2,gh" " (2,)). Par conséquent, pour tout n > 1:

()l(gh™) < L(gh™) + £(R).

Soit y(z) = “£ un élément de G, on a chgl(y) = @. En utilisant cette

relation et en supposant, quitte & conjuguer I', que h(z) = Az avec A > 1, on
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obtient: lim £(gh™*') —{(gh™) = £(Rh). Si L(T') engendre un groupe discret

n—-—+o0o
alors ((gh™*1) — ((gh™) = £(h) & partir d’un certain rang, ce qui contredit
Iégalite (*) O

Remarquons que ’hypothése de non élémentarité est essentielle puisque
si I est un groupe cyclique engendré par une isométrie hyperbolique h alors
L(T) =ZL(h).

Soient I'; et I'y deux groupes fuchsiens isospectraux, c’est a dire pour
lesquels il existe un isomorphisme p : I'y — 'y vérifiant £() = p(¢(7)) pour
tout v € I';. C’est le cas si p est une conjugaison par un élément de GG, dans
ce cas p est la restriction a I'; d’un automorphisme de G. La proposition
suivante montre que ce phénoméne est général et donc que I';, modulo les
automorphismes continus de G, est déterminé par son spectre marqué des
longueurs. (£(7))yer,

Proposition 3.7 Soient I'y et I'y deux groupes fuchsiens non élémentaires.
St p est un isomorphisme isospectral entre I'y et I's alors p est la restriction
a 'y d’un automorphisme continu de G.

Démonstration

Soient T" le groupe de G x G défini par I' = {(7,0(7))/y € T'1} et H la
composante connexe de son adhérence de Zariski. ’application ¢ : G X G —
R définie par q(g1,92) = (trace (g1))*— (trace (g2))? s’annule sur H donc
H # G x G. Notons p; (resp. ps) la projection de h sur le premier (resp.
deuxiéme) facteur de G x G. Ces projections sont surjectives car un sous-
groupe de Lie connexe propre de G est de dimension 0,1 ou 2 et ne contient
donc pas de sous-groupe libre. De plus elles sont injectives car leur noyau est
un sous-groupe de Lie de GG normalisé par G, différent de G. On en déduit
que p; et po sont des automorphismes continus de G. Posons f = py o p;',
ona H = {(v,f(v))/y € G}. Soit 7, € I'y, comme H est normalisé par I':

p(11) f(@)p(n)™" = f(n)f(9)f(m)~! pour tout g € G donc p(n1) = f(n).
Ceci montre que p s’étend en un automorphisme continu de G. [

4 Orbites denses.

Le but de ce paragraphe est démontrer 'existence d’orbite dense pour
I'action de gg en restriction a Q,(7"S). Pour cela nous allons raisonner sur

A
les propriétés de I'action de I' sur L(I") x L(T"). En effet d’apreés le lemme 1.2,
chercher une orbite dense pour 'action de gg sur Q,(7S) revient & chercher

A A
un couple de L(I") x L(T") dont orbite sous I est dense dans L(I") x L(T").
Commencons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 4.1 Soit I' un groupe fuchsien non élémentaire. Quelque soient les
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A
ouverts O et V de L(I") x L(I"), il existe v € I" tel que v(O) NV # ¢.

Démonstration

On peut supposer que O et V' sont des produits d’ouverts: O = O x Oy,
V = Vi x Vs, L’ensemble L(I') étant minimal, V] contient le point fixe atractif
~* d’une isométrie hyperbolique v de I". Pour n assez grand, v"O; NV # ¢.
Par ailleurs d’aprés le théoréme 3.3, il existe une isométrie hyperbolique h de
I telle que h~ appartienne & v"O; N'V; et h™ appartienne a V5, ainsi pour k
assez grand, h*y"(O,) NV, # ¢. Par ailleurs h~ appartient 4 y"O; NV} donc
hE~y™(O1) N Vi # ¢. En conclusion, h*y"O NV # ¢. O

On déduit de ce lemme, le corollaire suivant :
Corollaire 4.2 Il existe u dans Qu(T'S) tel que gg(r'(u)) = Q,(T"S).
Démonstration A

Considérons une partition dénombrable d’ouverts (O, ),>; de L(I") x L(T")

A
telle que tout ouvert de L(I") x L(I") contienne un des O,,. Fixons un ouvert O

de L(T) Q L(T"). D’aprés le lemme 4.1, il existe 1 dans I tel que y,0N0; # ¢.
Soit K, un ouvert relativement compact de O tel que v, K; soit inclus dans
O;. Répétons le raisonnement précédent en remplacant O par K, et O par
O,, on obtient alors 7, dans I' et un ouvert relativement compact K, tels
que: Ky C K et 79Ky C O,. De proche en proche on obtient un suite

Joo _
(Kn)n>1 d’ouverts relativement compacts emboités. Soit = dans N K,,. Pour

n=1
tout n > 1, le point v,(z) appartient a O,. Considérons un point 2’ de
A
L(T") x L(T") et un voisinage V' de a’. Ce voisinage contient un ouvert O,
donc ~y,z appartient a V'. L’orbite 'z rencontre donc tous les voisinages de

', ce qui montre que 2’ appartient & I'z. En conclusion I'z = L(T) ﬁ L(T).
O

Le résultat suivant sera démontré ultérieurement (chapitre V théoréme
V.2.3) en utilisant le flot horocyclique.

Théoréme 4.3 (mélange topologique) Soient O etV deux ouverts de Q,(T*S),
il existe T > 0 tel que pour tout t > T, gO NV # ¢.

Ce théoréme, lu sur L(I") X L(I") x R, entraine le lemme 4.1. Remarquons
également que ce théoréme, accompagné du lemme de fermeture 3.4, permet
d’obtenir une autre démonstration de la densité du groupe engendré par £(I)
(propriété 3.6).

En effet, I' n’étant pas élémentaire, il contient un groupe de Schottky H en-
gendré par deux isométries hyperboliques. Montrons que le groupe engendré
par L(H) est dense. Soient € > 0 et N donnés par le lemme 3.4. Remarquons
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que ce lemme s’applique a tout Q,(H \ T'H) car cet ensemble est compact.
Soit V' un ouvert de diamétre inférieur & + de Qg (H \ T'H). D’aprés le théo-
réme 4.3, il existe T > 0 tel que pour tout t > T, ¢;V NV # ¢. Choisissons
t > Max(T,N) et u dans g;VNV. D’aprés le lemme 3.2 il existe t’ € [t—e,t+¢]
et v’ périodique tels que gy (u') = o/, donc t’ appartient a L(H). En résumé,
nous obtenons que pour tout € > 0, il existe 7" > 0, tel que pour tout t > 71",
I'intervalle [t — e,t 4 €| rencontre £(H). Ceci montre que £(H) engendre un
groupe dense.

Commentaires

Une grande partie des démonstrations de ce chapitre sont inspirées de
celles proposées par P. Eberlein dans le contexte des variétés de Hadamard
(JE1], [Es]). La plupart des résultats se généralisent donc a ce cas 1a (voir
aussi [P]).

Le lecteur intéressé par I’aspect métrique, comme par exemple la construc-
tion de mesures finies sur I’ensemble non errant du flot géodésique, invariantes
par ce flot, peut consulter le livre de Nicholls (|N]).

Concernant le spectre des longueurs (paragraphe 3), 'approche par le

birapport que nous exposons est die a J-P. Otal ([Oq]) et I. Kim (|Ki]), et
s’étend aux variétés de Hadamard. Si X est un espace homogeéne, si dimX = 2
ou encore si L(I") est connexe, la propriété de densité du spectre des longueurs
est encore satisfaite (|BO|, |D4|, voir aussi |F| pour le cas complexe). En
revanche, cette question est ouverte dans les autres cas.
Enfin, le probléme plus classique du lien entre isospectralité et isométrie
abordé dans le paragraphe 3 est encore largement non résolu sauf par exemple
dans le cadre des surfaces de Hadamard d’aire finie ([C], [O1]) et des espaces
homogenes (|D-K]).
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Chapitre IV
Groupes de Schottky et dynamique symbolique.

Notre idée ici est de proposer une approche symbolique de la dynamique
du flot géodésique par le biais d’'un exemple. Nous nous intéressons au cas
particulier ou le groupe I' est un groupe de Schottky engendré par deux iso-
métries hyperboliques (voir Chapitre II-1). Comme nous 'avons vu dans le
chapitre II, I’ensemble limite d’un tel groupe est codé par des suites admis-
sibles. Ce codage va nous permettre de relier la dynamique de gg sur I'\ T H
a celle du décalage sur un espace de suites bilatéres. Nous retrouvons par
cette approche des résultats du chapitre III dans les paragraphes 2 et 3 et
nous en obtenons d’autres dans le paragraphe 4.

Le groupe I' est maintenant un groupe de Schottky engendré par deux
isométries hyperboliques g, et gs.

1 Suites bilatéres

On rappelle que dans ce cas tous les points de L(I") sont coniques (pro-
position II-1.10). Posons A = {gf',¢i'}. L’application 2 : S.7 — L(I), qui
a une suite s = (s;);>1 associe z(s) = liT 51+ 8,(0) est un homéomor-

phisme.
Introduisons ’ensemble des suites bilatéres admissibles Y défini par:
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it G o §<si>iez/si € A(S)iz1 € 7S )iz € KT et Sy # S5
oit ans » , on pose:

ST =(Si)iz1 et ST = (ST;,)i > 1

La condition S; # Sy ' implique 2(S*) # x(S™). La distance § sur 3. (voir
§II-1) induit sur > une distance A définie par:

A(S,S") = \/52(ST,5F) + 02(S—,5).

Analysons la nature topologique de (D> ,A). Soit (S,),>1 une suite de >_,
posons S, = (Sp.)icz. L'alphabet A étant fini, il existe une suite extraite,
(Sh)nz1 de (Sp)n>1 tel que les termes suivants soient constants: S) | =
S_1,550 = 50,5y, = S1 pour tout n > 1. Plus généralement pour tout k > 1,
on peut extraire une sous suite (SF),>1 de (S¥~1),>1 telle S} ; = S; pour tout
n > 1et |i| < k. Posons S = (5;)cz, cette suite appartient 4 > . Considérons
la suite (Ag)g>1 de Y définie par Ay,; = S,?” pour ¢ € Z. Par construction

A(Ag,S) < 2, donc klim A = S. Nous venons de démontrer la propriété
—+00

suivante.

Propriété 1.1 L’espace métrique (D> ,A) est compact.

Notons X I'application de > dans L(T") X L(T") définie par: X(S) = (z(S7),
z(S1)). Cette application est continue et injective car application z : 3.7 —
L(T") Test (propriété 11.1.9). En revanche X n’est pas surjective car si (y,y)
appartient & X (>") alors y = z(s), v = x(s') avec s # ).

Lemme 1.2 Quelque soit (x_,xy dans L(T) ﬁ L(T), il existe v dans T" et S
dans > tels que: y(x_,xy) = X(S).
Démonstration

Soient a = (ai)i>1 et b = (bi);>1 deux suites de S°7 telles que 2_ = x(a)
et x, = x(b). Par hypothése z_ # x .

Considérons le plus petit N > 1 tel que ay # by, notons S la suite
bilatére définie par:

Si:aN—l—i—l SlZZ 1et Sz :b]_vl_l SlZSO

Cette suite appartient a » .. Si N =1, on a X(S5) = (z_,z,), sinon X(5) =
(ar " -ayty(zo),ar -+ ayty (24). O

Considérons 'application de décalage sur ), encore notée T', et définie
par T((S;)iez) = (Sit1)icz. Remarquons que, a la différence du décalage sur
Z+, I’application T est bijective. Par ailleurs T' est continue. En effet, soit
(Sn)n>1 une suite de Y convergeant vers S, pour tout k > 1, il existe N > 0
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tel que si n > N, alors S,,; = S; quelque soit |[i| < k. Posons T'(S) = &’
et T(S,) = S),. Pour n > N, on a S, ; = S quelque soit |i| < k — 1. Donc
A(S,9]) < k—‘g Ceci montre que (S/,),>1 converge vers S’.
On rappelle que 7! désigne la projection de T'H sur T*(T" \ H). La pro-
position suivante relie la dynamique de gg+ a celle de T'.
Proposition 1.3 Soient S,S" dans Y. et u,u' dans T'H tels que: (u(—o0),
u(+00)) = X(9) et (u(—00)u/(+0)) = X(5). Les propriétés suivantes
sont équivalentes.
(i) S" € TN(S) (resp. S" € T7N(9)).
(ii) 7 (u') € gr+ (' (u)) (resp. ' (u') € gp- (7! (u))).
Démonstration
(i) = (ii) Soit (ng)r>1 une suite strictement croissante N* telle que
lim T™(S)=S". Posons v, =Sy ---S,,. On a:

k—+o0

X(T"(8)) = (3 (u(—00)) 7 (u(+00))).

L’application X étant continue, klim Y3 H(u(—00),u(+00)) =
——-00

(v (—00),u’'(+00)). On déduit du lemme I1I-1.2, Pexistence d’une suite (sg)x>1
de R telle que klz’m LZ]sk”yk’l(u) = /. Quitte & extraire une sous-suite, on
——400

peut supposer que les sp ont méme signe, montrons que cette suite est
positive. Si (sg)r>1 est dans R™, le point (s, 7, 'u)(0) appartient au seg-

ment [y, (u(0)),7; 'u(—o0)). Comme klim (5,75 ") (0) = u'(0), nécessai-
— 400
rement klim 7 H(w(0)) = u/(+00) et donc klim 71 (0) = u/(+00). Par
—400 ——+00

ailleurs 7, '(0) appartient & D(s.!) et v, u(+o00) appartient a D(sp,11),
car le premier terme de 77+ (S™) est s,,11. Ces demi-disques étant disjoints,
(v 1 (0)r>1 et (75, ' (u(+00)))x>1 ne convergent pas vers le méme point donc
(v '(u(4+00)))x>1 ne peut pas converger vers u'(+00). Par conséquent, les s
sont positifs et donc 7! (v') = kliToo s, (7 (1)),

Le cas ol (ng)k>1 est une suite strictement décroissante de N~ se traite
de facon analogue.

(ii) = (i) Soient (t;)r>1 une suite strictement croissante non bornée de
RT et (1x)k>1 dans T tels que kleoofykgtk(u) = u’. Comme t; est positif

nécessairement klz’m Yu(0) = u'(—o00). On a klim Ve (u(—00),u(+00)) =
— 400 ——+00

(u'(—00),u'(+00)). Ecrivons v, sous forme d’un mot réduit en A. L’alpha-

bet A étant fini, quitte a extraire une sous-suite on peut supposer que g

sécrit v, = ay---ag, avec a; € A, a;41 # ai_l et klim l, = +oo. Sl
—400
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existe k > 1 tel que: S, " - ~S[k171 # Id et vpS1--- Sy, # Id cette pro-
priété est alors vérifiée pour tout p > k. Dans ce cas le premier terme de
27 (yp(u(=00))) et de 27! (7, (u(+00)) est ay donc, 7, (u(—00)) et ,(u(+00))
appartiennent & D(ay). Ceci est impossible car: pl_zinoo vp(u(—00)) € D(S;™Y)

et lz’T Yp(u(+00)) € D(S}) avec Sy ' # S;. Par conséquent, (1) v =
p—+oo

Se,—1 -+ Sp ou (2) y = S;kl .- ST quelque soit k > 1. Quitte & extraire une
sous-suite, on peut supposer que la relation (1) (resp. (2)) est satisfaite pour
tout k£ > 1. Dans le premier cas, les £ premicres lettres de 27 (v (u(+00))
sont les mémes que celles de 27! (u(+00)) donc kl—Z>Too Ye(u(0)) = u(+00), ce

qui est impossible car (t,, )r>1 est une suite positive. Dans le deuxiéme cas, on
a (T%(9))” = 2 Y (u(—00))) et (T (S))* = 27 (1 (u(+00))). Par ailleurs
klim Ye(u(=00)) = u'(—o0), klim Ye(u(+00)) = u'(+00), et Papplication
— 400 — 400
z: 3" — L(T) est un homéomorphisme, donc: klim 27 (Y (u(—x))) =
— 400

lim T%(S) =S
k—+o00
Le cas ou la suite (¢;)g<1 est négative se traite de facon analogue. O

S~ et klim 27 (ye(u(400))) = S'F. Ceci montre que:
——400

Nous nous proposons a présent de retrouver par le biais de la dynamique
de < T > sur ), deux résultats démontrés dans le chapitre IIT sur le flot
géodésique.

2 Densité des éléments périodiques (Théoréme I11-3.3).

Commengons par établir un lien entre les suites périodiques (pour 7) de
> et les éléments périodiques pour le flot géodésique sur Q,(I'\ TTH). Soit S
une suite périodique de Y de période S1,55, - -,S,, posons v = Sy --+S,. On
a: x(ST) =% et 2(S7) = 4. Donc si u verifie (u(—o0),u(+o0)) = X(5)
alors 7! (u) est périodique. Réciproquement, soit 7!(u) un élément périodique
pour gg, quitte & remplacer u par un élément de I'(u), on peut supposer
qu’il existe un isométrie hyperbolique v = ajas---a, avec ai € A, a;41 #
a;' et a; # a;! telle que: u(—o0) = v~ et u(+oo) = 4. Comme a; #
a;l, la suite 71(y") (resp. x71(y7)) est périodique de période ay, - ,a,
(resp a;',---,a;"') et la suite bilatére (S;)iez périodique, de période S; =
ar, -+ ,S, = an, appartient ay_ et vérifie X(S) = (v~,77). Nous venons de
démontrer la propriété suivante :
Propriété 2.1 Soit u dans T'H. L’élément 7' (u) est périodique si et seule-
ment s’il existe une suite bilatére périodique S dans Y et v dans ' tels que
A (u(—00)u(+00)) = X(S).

Montrons a présent la densité des éléments périodiques de gr dans
Qu(T'\ T'H) (théoréme II1-3.3).
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Soit 7! (u) dans Q (I \ T'H), d’aprés le lemme 1.2, il existe v dans ' et .S
dans ) tels que y(u(—00),u(+00)) = X(5). Pour chaque n > 1, choisissons
any1 dans A — {S;1,S7}). Considérons la suite (S*)g>; de > dont chaque
terme est périodique de période: S¥ = 51,55 = Sy,--- . SF = S5, =
i1, Siie = S-kSiys = Sopit, - Shys = Sp. Onoa: A(SK,S) < \/Ti

donc klim Sk = S. Pour chaque k > 1, choisissons wu;, dans T'H tel que:
— 00

(ug(—00),up(+00)) = X (S*). D’apres la propriété 2.1, 7l (uy,) est périodique.
Par ailleurs klim (up(—00),ur(+00)) = (u(—00),u(4+00)) car X est continue,
— 400

donc il existe une suite (s;)x>1 de R telle que (gs, (7' (ug)))x>1 converge vers
7 (u).

3 Existence d’orbites denses (corollaire 111-4.2)

D’apres la proposition 1.3, démontrer 1’existence d’orbites denses pour
gr+ (resp. gr-) revient a démontrer 'existence d’orbites denses par le semi-
groupe TV (resp. T7N) sur Y . Construisons de telles orbites sur >_. Soit
V = (V;)ier avec I C Z une suite finie ou infinie, de A on appelle bloc de
V' une suite finie B constituée de termes consécutifs de V: B = (V1) 1<i<k
On dit que B est positif (resp. négatif) si n > 0 (resp. n + k < 0).
Propriété 3.1 Soit S dans ), les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Tout mot réduit a;---a, avec ai € A,a;, # a; " est un bloc positif
(resp. négatif) de S.

(ii) TN(S) =32 (resp TN(S) = 32).
Démonstration (dans le cas positif).
(i) = (ii) Soit 8" = (S!)icz dans > . Considérons le mot réduit
S St S0Sy - Sl Par hypothése, il existe &, € N tel que 7" (S) soit
une suite S™ vérifiant S = S; pour tout —n < i < n. On a A(S",S") < */75

donc lim T (S) = 5.
— 400
(ii) = (i) Soient m = a; ---a, un mot réduit et ¢ dans A — {a;",a;'}.
La suite bilatere périodique S” de période S| = a,,55 = 2,5, = an,S) 11 =
c appartient & > . Comme TN(S) = >, il existe (k,),>1 dans N tel que
lim T*(S) = S'. Posons T"»(S) = SP. Pour p grand, A(S’,SP) < — donc

p—+00

SP = S! pour tout 1 < i < n+ 1. Ceci montre que ay,as, - - ,a, est un bloc

positif de S. [

Il nous reste & présent a construire des suites satisfaisant la propriété (ii).
Pour chaque n dans N*, notons FE, I’ensemble des mots réduits m,, =

a---an, avec a; € Aeta; # a;rll, de longueur n et ¢, son cardinal. Fixons une

numérotation, (m,,;)i1<i<e, des éléments de E,. Pour 1 < i </, choisissons

une lettre a; de A différente de l'inverse de la derniére lettre du mot m,,; et
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de la premiére du mot my, ;1. Le mot m,, ;c;my, 22 - - - ¢4, est réduit. Notons
B, = (Bn;)1<i<p, la suite finie des lettres le formant. Choisissons dy dans
A différent de By et pour n > 1, choisissons d, dans A — {B,}.; B4}
Notons S la suite bilatére définie par S; = dy pour tout 7 < 0 et dont la suite
ST est construite a partir des blocs (B,),>1 et la suite (d,),>; de la fagon

suivante :

+ _
ST = Bl,laBl,27 e 7B1,p1 ;dh B2,17 e 7BQ,p2 7d2; T Bn,pn 7dn7 Bn+1,1 e
N -~ ~ -~ N—_—— ~——

Bl B2 Bn Bn+l

La suite S appartient a >_. Par construction, la suite ST contient tous les
blocs réduits finis donc, d’aprés la propriété 3.1, TN(S) = >_.

Remarquons que la suite S” définie par: S] = dy pour i > 1 et S! = S_; 14
pour ¢ < 0, appartient & ) . La suite S™ contient tous les mots réduits donc

T(S) =%

La question suivante n’a pas été abordée dans le chapitre III.

4 Existence de compacts minimaux non périodiques.

Un sous-ensemble ' d’'un espace topologique est minimal relativement
a un groupe H d’homéomorphismes s’il est non vide, fermé, invariant par H
et minimal au sens de l'inclusion pour ces propriétés. Un tel ensemble est
nécessairement l’adhérence d’une orbite de H. Une orbite périodique pour
le flot géodésique sur Q,(7"S) est un exemple de minimal relativement a
gr. Une suite décroissante de compacts invariants par gg contient un plus
petit élément, donc tout compact de Q,(7"S) invariant par le flot géodésique
contient un minimal. Notre but est de construire a 1’aide des suites bilatéres,
des minimaux pour gg non périodiques. Pour cela nous allons construire des
minimaux non périodiques pour laction de < T > sur ) .

Propriété 4.1 Soit S = (5;);ez une suite de Y . Il y a équivalence entre les
assertions suivantes:

(i) Quelque soit n dans N*, il existe N(n) tel que pour tout j dans Z, la
suite S_p,S_pni1, 50,91, + 9 soit un bloc de la suite Sji1, -+ ,SjiN(m)-

(i) TZ(S) est un ensemble minimal.

Démonstration

(i) = (ii) Nous allons montrer que pour tout S’ dans T%(S), la suite
appartient a T7%(S’).Ceci montrera que T7%(S) est minimal. Soit (px)r>1 dans
Z tel que kﬁinm TPe(S) = S". On a TP (S) = (Sp,+i)icz. Fixons n dans N*.

Soit N(n) Pentier donné par (i). Comme klim TPE(S) = 5, il existe K > 0
— 400

tel que pour tout k > K, S, +; = S; quelque soit |i| < N(n). D’aprés (i), il
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existe N(n) < j, < N(n) +2n + 1 tel que S} ,;, = S; pour tout |i| <n. On
a donc A(T9(S"),S) < ¥2. Ceci montre que Jim T (S") = S.
—+00

(ii) = (i) Raisonnons par l'absurde et supposons qu'’il existe ny dans

N tel que pour tout N dans N*, il existe jy dans Z pour lequel la suite

SiiryS ne contienne pas le bloc S_,,,5 ny+1, 50, ,5n,- Consi-
N

J+N

N ) )
dérons la suite (T¥T170(S))ys1. Posons SN = TUn+1tm0(G) T’ensemble
> est compact donc on peut supposer, quitte a4 extraire une sous-suite,
que (SM)ys1 converge vers S’ € .. Montrons que S n’appartient pas a

TZ(S"). Supposons qu'il existe (ny)y>1 dans Z tel que: lim T™(S') = S.

k——+o0
Dans ce cas, pour k > K, on a S, .. = S; pour tout || < ny. Fixons
Y bl nk-{-z 0

k> K,ona lim SY =5 donc lim T™SY = TS On en déduit

N—+oo N—+o00
que pour N grand, on a Sjy411ngtn,+i = Sy, 4 pour tout |i| < ng. Prenons
N grand et N > 1+ 3ng + ng, la suite Sj41,---,5j,+n contient le bloc
S gyt 990, 40n, Ce qui est contradictoire. En conclusion S n’appartient
pas a T%(S") et donc T%(S) n’est pas minimal. [J

Il nous reste a construire une suite de > satifaisant la propriété (i). Pour
cela, considérons la suite de mots réduits (m,,),>; définie par récurrence par:
my = g1,Mpr1 = Mp oMMy gam,. Notons £, la longueur du mot m,,. Les ¢,
premiéres lettres de m,, 1 coincident avec celles de m,, et la premiére lettre
de m,, est différente de l'inverse de sa derniére lettre, on peut donc définir
la suite S = (Si>iEZ par: Sz € Aet S—En-i-l S_gn_|_2 ce S()Sl tee Sg" = MyMmy,.
Cette suite appartient 4 > .
Lemme 4.2 Soitn > 1, quelque soit k > n+1, tout bloc de longueur 6¢,,+3 de

la suite S_g 11, 50,51, ;S

k

Démonstration

Fixons n > 1. Posons A, = mym, et procédons par récurrence sur k >
n+1.Ona A,1 = mpgoAngoAngaAngam,. La longueur des suites associées
a m, et A, étant {, et 2(,, tout bloc de longueur 6¢,, + 3 de la suite associée
a A, contient le bloc de la suite associée a A,, ce qui démontre la propriété
pour kK = n + 1. Supposons a présent que la propriété soit vraie jusqu’au
rang p > n + 1, montrons qu’elle est vraie au rang p + 1. On a A, =
My gaApgaApgaApgam,. Considérons un bloc B de longueur 64, + 3 de la suite
associée a Api;. Si B est un bloc de A, ou de m,, I'hypothése de récurrence
s’applique. Sinon B est un bloc de la suite associée a I'un des mots suivants:
(1) mpg2Ay, (2) Apg2Ay, (3) Aygamy,, contenant la lettre g, apparaissant
dans ces mots, notons cette lettre g,. Comme m, = mp,lggAp,lgzmp,l et
A, = mym,, la suite associée au mot M,, = A, gam,am,g2A, est un bloc de
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longueur 64, + 3 de la suite associée aux mots (1), (2), (3) et le deuxiéme go
apparaissant dans M, coincide avec g,. La longueur du bloc B est 6/, + 3 et
B contient g,, donc B contient la suite associée & A,,. [
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Corollaire 4.3 Le fermé T%(S) est minimal et non périodique.

Démonstration

Montrons que la propriété 4.1 (i) est satisfaite. Fixons n € N, par construc-
tion de S, pour tout j € Z il existe & > n 4+ 1 tel que la suite finie
B: Sj+17 ce 7Sj+64n+3 soit un bloc de S_gk+1, ce ,So,Sl, te ,Sgk. D’aprés le
lemme 4.2, le bloc B contient S_y4, 41, --,5,-,5,,, donc en particulier
S_p, .5, ,5,. Par ailleurs S n’est pas périodique. [J

Revenons au flot géodésique sur Q, (T \ T'H). Soit u dans T'H tel que
(u(—00),u(+00)) = X(S). Puisque S n’est pas périodique, m*(u) ne Uest pas
non plus. Comme L(I') = L.(I"), ensemble Q,(I'\ T'H) est compact et donc
gr(m!(u)) n’est pas fermé.

Montrons que gg(7!(u))) est minimal relativement a gg. Soit 7' (v') dans

gr(m(u)), d’aprés le lemme 1.2, quitte a remplacer «’ par un élément de I'(v),

on peut supposer qu’il existe S’ dans ) tel que (u/'(—00),u'(+00)) = X ().

D’aprés la propriété 4.1, on a: S’ € T%(S). Comme T%(S) est minimal, S

appartient a T%(S’). Donc 7' (u) appartient & gg(7'(u')) ce qui montre que

gr(m(u)) est minimal. On déduit de cette construction et de l'existence de
groupes de Schottky dans un groupe fuchsien non élémentaire I'application
suivante :

Théoréme 4.4 Soit I' un groupe fuchsien non élémentaire. L’ensemble ,(I'\
T'H) contient des ensembles minimauz compacts, non périodiques pour le flot
géodésique.

Démonstration

Puisque I' n’est pas élémentaire, il contient un groupe de Schottky I’y
engendré par deux isométries hyperboliques (Proposition 11-1-6). D’aprés la
construction qui précede Q,(Ty \ T H) contient des minimaux compacts non
périodiques relativement au flot géodésique.

Fixons un tel compact Kp. Notons ¢ la projection de Q,(To \ 7 H) sur
Qu('\ T'H) et posons K = ¢(Kjp). Pour tout ¢ dans R, on a: g, 0q =
q °o g;, donc K est un compact invariant par gg. Ce compact est minimal.
En effet, soit K’ un compact invariant par gr inclus dans K, puisque K est
minimal, le fermé ¢~ (K”) N Ky coincide avec Ky et donc K’ = K. Montrons
que K n’est pas périodique. Supposons qu’il existe v dans K tel que K =
gr(q(v)). Puisque Ky # gr(v), il existe une suite (¢,),>1 non bornée telle que
(g1, (v))n>1 converge vers un élément w de Ky — gr(v). Relevons la situation
sur T'H. Notons o et @ un relevé de v et w. Il existe (7, ),>1 dans Ty tel que:
nﬁToo Ynbt, (0) = . Par ailleurs, K = gj,4(q(v)), donc il existe une suite

(Sn)n>1 dans [a,b], que 'on peut supposer convergente vers un réel s, et une
suite () )n>1 dans I" telles que: g, (0) = 7/.§s, (D). De plus, w = vg,(0) avec
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teRety€eIl. Ona lz’T Yo YnGs, (D) = 7G:(0), or T est discret et (s,,)n>1 est

borné, donc il existe N > 0 et h dans I tels que 7,7/, = h. Par conséquent,
contredit le choix de w. [J

Commentaires

Cette approche du flot géodésique par la dynamique symbolique a été dé-
veloppée a lorigine pour la surface modulaire (|A], [Ar], [Ss], |[D-P1]). Dans
[S1], C. Séries 'étend aux quotients de H par les groupes fuchsiens géométri-
quement finis.

Un tel point de vue se généralise également aux quotients de variétés de
Hadamard par des groupes de Schottky ([D-P2]). Il constitue une méthode
possible pour étudier par exemple le comptage des géodésiques fermées (|B],
|L|, [D-P2]). Le livre de Bedford-Keane-Séries (|B-K-S|) est une bonne intro-
duction sur cette approche et ses applications.

Comme nous "avons vu dans le paragraphe 4, le codage du flot permet
également de construire des ensembles minimaux. Cette construction est die
a Morse (voir le livre de Gottschalk-Hedlund [G-H |). Les ensembles que nous
avons construits sont compacts, dans ([D-S]), nous proposons une construc-
tion de minimaux non compacts, en présence de points paraboliques.
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Chapitre V
Dynamique topologique du flot horocyclique.

Soient u un élément T'H et H I’horocycle passant par u(0) basé en

u(+00). On note § : R — H le paramétrage par longueur d’arcs de H

d’origine u(0) pour lequel (d% |ng ,7) forme une base directe de T),)H.

L’image de R par [ est I’horocycle orienté associé a u.
Considérons I'application hy : R — Diffeo (TH) définie par: hy(u')(0) =
B(t) et m est le vecteur de T}, TH lequel (< [°9) T (w)

¢ 5t H pour leque (ds lsms ,ht(u)> est une base
orthonormée directe de Tjg;)H.
Remarquons que si u(+00) = oo, les parties réelles et imaginaires de u(0)
et de hy(u)(0) sont lices par: Im(u(0)) = Im(hy(u)(0)) et Re(hy(u)(0)) =
tIm(u(0)) + Re(u(0)).

On a hyyy = hy o hy et D(hy(u),hy(u')) < |t —t'| done h est une action
continue de (R,+) sur T'H. L’image notée, ER, de R par B, est appelée flot
horocyclique sur T1H.

Le groupe G préserve les distances et 'orientation donc les horocycles orientés
sont préservés et la relation suivante est satisfaite :

(Ri) Vv € Gi(yohd)(u) = (hyo)(u)

Nous fixons un groupe fuchsien I' qui n’est pas élémentaire et nous conser-
vons les notations introduites dans le chapitre III.

D’aprés la relation (R;), Papplication h; induit une application continue
hy : T'S — T'S définie par hy(r'(u)) = 7' (hy(u)) et donc une action
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continue de (R,+) sur T'S. Le groupe hg est appelé flot horocyclique sur
T'S.

Notre but est d’étudier la topologie des orbites de ce flot en passant
par Paction linéaire de I, considéré comme sous-groupe de PSL(2,R), sur
{+Id} \ R

1 Dualité entre ’action linéaire de I' et celle de hg.

Nous relions ici la topologie des orbites de hr sur T1S & celle des orbites
linéaires de I sur le quotient noté, £, de R? par {+Id}.

Considérons I'application v de T'H dans E définie par:

v:T'H — FE

u
u — ez o ) o u(+00) = 0o

Remarquons que si u(4+00) = oo et u(0) =i alors v(u) = £ ( (1) )

L’application v est surjective et constante sur les orbites de hg, elle induit

donc une bijection de ’espace des orbites hr \ T'H sur E.
Soit g € G, posons g(z) = % avec ad—bc = 1, et notons M, 'application

“linéaire” sur E définie analytiquement par :
x 9 x _ a b T
Vi(y)e{ild}\R*, Mg(i—<y>>—i(c d)(y)
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Lemme 1.1 Pour tous g dans G et u dans T'H, on a: v(g(u)) = My(v(u)).

Démonstration
Considérons u; dans TTH défini par u;(4+00) = 0o et uy(0) = i. On rap-

pelle que v(uy) = £e; avec e; = ( (1) ) Montrons que v(g(u;)) = My(%eq)

. b
pour tout g dans G. Décomposons la matrice M, = < Z d ) sous la forme

cosf sinf A0
M, = KAN avec K = <sin9 cos@)’A_ (0 /\_1),)\>0,N—

( é i ) (propriété 1.1.2). Notons respectivement k,a,n les homographies
associées & K,AN. On a By (i1,g7'(i1)) = Bux(1,a7'(2)) et By(i,a™'(i)) =
Boo(i,A7%1) donc By (i,971(i)) = LnA~2 Par ailleurs ||M(e;)|| = X donc
lv(g(u1))|| = [|Mg(£e1)||. De plus g(ug)(+00) = k(oo) et M(eq) est coli-
néaire a K (ey). On déduit de ces deux propriétés, I’égalité cherchée.
Montrons a présent que pour tout u dans T'H v(g(u)) = Myv(u). L’action de
G sur T'H étant simplement transitive, il existe ¢’ dans G tel que: ¢'(uy) = u.
Ainsi v(g(w)) = v(g¢'(u1)), donc v(g(u)) = Myy(v(ug)). Pour conclure il
suffit de remarquer que Mgg'(v(uy)) = My(My(v(u1))) et que My (v(uy)) =
o(g/ (). O

Une conséquence de ce lemme est la continuité¢ de l'application v. En
effet, soit (u,),>1 une suite de T'H convergeant vers u. L’action de G sur
T'H étant simplement transitive, il existe une unique suite (g, ),>1 de G telle
que ¢,(u;) = u,. L’application de G sur T'H qui a g associe g(u;) est un
homéomorphisme donc (g,),>1 converge vers g € G et g(uy) = u. D’apreés le
lemme 1.1, v(g,(u1)) = gn(Z£e1) donc nQva(un) = v(u).

Les propriétés suivantes proposent une lecture linéaire des différents styles
de points de L(I') décrits dans le paragraphe I-3. Leurs démonstrations ré-
sultent directement des définitions et du lemme précédent.

Propriété 1.2 Soit u dans T'H.
(i) Le point u(+00) est horocyclique si et seulement s’il existe (Vn)n>1
dans I' tel que: liT |7 (v(w))]| = 0.

(1) Le point u(+00) est parabolique si et seulement s’il existe vy dans T —
{Id} fizant v(u).
Introduisons ensemble, Qy,(TS), composé des u de T'H tels que u(+00)

appartienne & L(I') et posons Q,(T1S) = 7 (Q(TS)). Cette notation sera
justifiée dans le paragraphe 3.
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L’ensemble Q,(T5) est fermé invariant par I' et hg. Posons E(I') = v(Q,(T9)).
Si L(I') = H(oo) alors E(I') = E.

[’ensemble E(I") est invariant par I’action linéaire de I". Montrons qu’il
est fermé. Soit (vy,),>1 une suite de E(I") convergeant vers v € E et g dans G
. Posons g(v,) =

. . 1
tel que g(v,) et g(v) n’appartiennent & la droite +R 0

Tn / . X . . . .
:I:)\n< L) et (g'v) = £A L On a nliToo|/\”| = |A| et nlimen = .

Or x,, appartient a g(L(I")) qui est fermé, donc x appartient a L(I), et par
conséquent v appartient a E(T).

Nous sommes a présent en mesure de relier la dynamique de hy sur 715
a celle de I" sur F.

Propriété 1.3 Soit v dans T H.
(i) L’orbite sous hg de w'(u) est fermée dans T'S si et seulement si
Uorbite sous I' de v(u) est fermée dans E.

(ii) L’orbite sous hg de 7' (u) est dense dans Q,(T'S) si et seulement si
Uorbite sous I' de v(u) est dense dans E(T).

Démonstration

(i) Supposons que hg (7! (u)) soit fermé. Soit (y,v(u)),>1 une suite conver-
gente. Par construction de lapplication v, les suites (y,u(+00))n>1
et (B, (u(+00)) (1,7 (1(0)))n>1 convergent respectivement vers x et t.
Considérons le réel ¢, tel que Ay, (7,(u)(0) appartienne a la géodé-
sique passant par i d’extrémité ~,(u(+00)). Soient z le point de H
vérifiant : B, (7,2) = t, appartenant a la géodésique passant par ¢ d’ex-
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trémité z, et v’ dans T'H tel que u/(4+00) = z et v/(0) = 2. La suite
(hy, (1)) n>1 converge vers u'. Comme hg (7' (u)) est fermeé, il existe
veT et s €R tels que v/ = vfzs(u). L’application v étant continue, la
suite (V(hy, Y (1))n>1 = (Ya0(1))n>1 converge vers yv(u) ce qui montre
que I'(v(u)) est fermé.

Supposons a présent que ['v(u) soit fermé, ceci entraine que BRF(U) est
fermé et donc que hgm!(u) l'est aussi.

Supposons que hg (7! (u)) soit dense dans €, (TS), dans ce cas hgl'(u)
est dense dans Q,,(T5). L’application v étant continue, T'v(u) = E(I').
Réciproquement, supposons que ['v(u) soit dense dans F(I"). Soit v/
dans Q,(T25), il existe (7, )n>1 dans I tel que HQTM Yoo (u) = v(u'). Les

suites (7, (u(4+00)))n>1 €t (B, (u(+o0)) (1,7 (w(0)))n>1 convergent donc
respectivement vers u'(4+00) € L(I") et By (100)(%,u'(0)). Considérons le
véel t, tel que hy, (7,(u))(0) appartienne a la géodésique passant par
' (0) d’extrémité v,u(+00). La suite (A, v (1)(+00))p>1 converge vers
w' (+00) et (hy, vn(1)(0))ns1 converge vers u'(0) donc nliToo e, (mh(u)) =

' (u). O

En utilisant cette approche linéaire, nous allons montrer ’existence d’une
orbite dense pour Paction de hg sur Q,(T1S).

Notons I (resp. E(I')) I'image réciproque de I' (resp. E(I)) par la projec-

. . a
sinon. Remarquons que si M = (
c

tion de SL(2,R) sur G (resp. de R? sur F). La figure IV-3 représente F(T).

T

Soit p I'application de R? sur H(co) qui a < Z ) associe m siy # 0 et oo

Z ) appartient a SL(2,R) alors:

)T

L’action de projective de I' sur les directions, D(T), de E(F) est donc

conjuguée a l'action de I' sur L(I"). Comme I" n’est pas élémentaire, cette ac-
tion est minimale. Intéressons nous a l’existence d’orbite dense pour I'action

de I' sur l?(?)
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Lemme 1.4 Soient By et By deuz disques ouverts de R? rencontrant E(F),
il existe 7 dans T tel que YB1 N By # ¢.
Démonstration

Pour ¢ = 1,2 notons C; le cone positif ouvert engendré par Bi. Le disque
By rencontre E(I') et action projective de I'" sur D(I") est minimale donc
il existe un vecteur propre u; dans B; associé au relevé 5, d’une isométrie
hyperbolique 7; de T'. On peut supposer: 3, (u) = A\ju avec \; > 1. Soit v
une isométrie hyperbolique de I' n’ayant aucun point fixe en commun avec
ceux de ~;. Choisissons un relevé 7 de 7 et deux vecteurs propres u™, u~ de 7y
tels que Y(u™) = Au™, J(ut) = A"tu~ avec |A| > 1. Quitte & remplacer 3, par
A et ut,u” par des vecteurs de R*ut R*u~, on peut supposer que 7;(u™) et
~1(u~) appartiennent a By. Soit 4, dans - < +7 > dont un vecteur propre
attractif appartienne a Cy. Quitte a remplacer 7, par 77, on peut supposer
que Y2(u™) appartient & Cy. Le segment [27™(u™), 727" (u™)] converge, quand
n tend vers +o0, vers la demi-droite, A, ouverte d’origine 0 dirigée par 7, (u™).
On peut aussi voir cette droite comme la limite de 'image par %7"7; * du
segment [71(u™), 71 (u™)] qui est inclus dans B;. Comme 7,(u™) appartient a
(5, la demi-droite A rencontre 'ouvert By en un segment non réduit a un
point. Il existe donc w dans By et n tels que 7,77, ' (w) appartienne & Bs.
U

Corollaire 1.5 Il existe un vecteur de E(F) dont lorbite sous T est dense
dans E ().
Démonstration

[’idée est la méme que celle utilisée pour démontrer le corollaire IT1-4-2.
Soit (By,),>1 une suite de disques ouverts de R? ayant chacun une intersection
non vide avec E(T') et telle que tout ouvert de R2 rencontrant E(I') contienne
un disque de cette suite. Fixons un tel ouvert O, d’aprés le lemme 1.4, il
existe J; dans [ tel que 7(0) N By # ¢. Soit K un ouvert relativement
compact rencontrant E(F), inclus dans O, tel que 7;(K;) soit inclus dans
B;. Remplagons dans le raisonnement précédent O par K et By par B,
on obtient 7, € I' et un ouvert relativement compact K, C K; rencontrant
E(T) tel que: 32K5 C By. On construit ainsi une suite (7)1 dans I' et une
suite (K, )n>1 d’ouverts rencontrant E(T), relativement compacts, emboités
telles que: 7, (K,) C B,. Soit = dans :(Ci) K, N E(F), pour tout n > 1, 3, (z)
appartient & B,,. Considérons un élément quelconque z’ de E (T") et une suite
(Dp)n>1 de disques centrés en z’ dont le rayon converge vers 0. Chaque D,
contient un disque B;, donc 7; (z) appartient a D,. Ceci montre que z’
appartient & I'z et donc que 'z est dense dans E(F) O
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On déduit de ce corollaire et de la propriété 1.3 (i) le résultat suivant :
Théoréme 1.6 Il existe u dans Qp,(T'S) tel que he(r'(u)) = Qu(T1S).
2 Lecture a l’infini des orbites denses de hg.

Soit u dans TH, nous nous proposons de caractériser, en fonction de la
fagon dont u(+00) est approché par I'(i), la propriété de densité de hg (7' (u))
dans Q,(T'S).

Théoréme 2.1 Soit u dans T 'H. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le point u(+0o0) est un point horocyclique de L(T').
(ii) L’orbite hg(m'(u)) est dense dans Q,(T*S).

Démonstration

Nous allons passer par le modéle linéaire.

Démontrer I'équivalence (i) < (ii) revient & démontrer 'équivalence
suivante: (i') Il existe (7,)n>1 dans I' tel que nﬁTooH%(v(u))H =

(it \Tv(u) = E(T).

L’implication (ii') = (i) est claire.

Démontrons (i) = (ii’). Pour commencer plagons nous dans le cas ou
u(400) est fixé par une isométrie hyperbolique v € T'. On peut suppo-
ser que y(v(u)) = £Av(u) avec 0 < A < 1. D’aprés le corollaire 1.5, il
existe u/ dans T'H tel que: T'v(w/) = E(T). Nous allons montrer que T'v(u)
contient un élément de £R,v(u), ce qui entrainera: I'v(u) = E(I"). Le point
u'(+00) appartient & L(I') qui est minimal, donc il existe (7,),>1 dans T
tel que lim ’yn(u(—i-oo)) = u'(+00). Soit (pn)n>1 une suite de Z telle que

()\p"H*yn( ( ))H)n>1 converge vers un réel a # 0. Comme ~,v""(v(u)) =
/
APy, (v(w)) et v yPru(+00) = yu(+oo), on a: liT Yo yPr v (u) = :I:ozH E /;H
n— v
Par conséquent de T'v(u) contient un élément de R,v(u).

Supposons & présent que u(+00) ne soit fixé par aucune isométrie hyper-
bolique de I' et soit horocyclique. Montrons que I'v(u) contient un vecteur
propre, modulo £1, d’une isométrie hyperbolique de I'. Ceci montrera que
["v(u) est dense. Soit y une isométrie hyperbolique de I', la suite (7~ "u(400))n>1

converge vers 7~ . Considérons une suite (7,),>1 de I telle que liT |17 (0 ()|

= 0. Fixons un relevé w de v(u) sur R? et des relevés 7,9, de v et 7, sur

SL(2,R). Soient w,w~ deux vecteurs propres de 7 tels que yw™ = dw™ et
Jw™ = sw~, avec |A| > 1. Posons 7, (w) = a,w*+b,w™. On a lzT az+b2 =

0. Par ailleurs 57, (w) = $2w* + b, A"w™ donc, quitte & extraire une sous-
suite, on peut supposer que (7 "9, (w)),>1 converge vers fw~ avec 3 # 0. Par

conséquent, 7", (v(u)),>1 converge un vecteur propre, modulo £1, d’une
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isométrie hyperbolique de I'. [J

Comme application de ce théoréme nous allons démontrer le mélange
topologique du flot géodésique sur ,(7*S) (Théoréme I11-4-3). Avant, dé-
montrons une relation fondamentale entre gg et hg.
Propriété 2.2 Soient u dans T'H et st dans R, on a: , o hs o §_i(u) =
Pe-t (1)
Démonstration

Puisque I'action de G commute a celle de gg et de BR, il suffit de démontrer
la relation pour u(+00) = oo et u(0) =1i. On a §_,u(+00) = 0o et g_,u(0) =
e~"i, donc hs(§—sut) (400) = o0 et h(§—_4u)(0) = e7ti + se~'. Par conséquent
Ge(a(32(1))) (+00) = 00 et G(ha(G1(1)))(0) = i +¢~*s. O
Théoréme 2.3 Soient O et V deux ouverts de Q,(T*S). Il existe T > 0 tel
que pour tout t > T, g,(O)NV # ¢

Démonstration

Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe deux ouverts O et V
inclus dans Q,(7S) et une suite non bornée (t,,),>1 telle que ONgy, (V) = ¢.
On peut supposer [lim t, = —oo. D’aprés le théoréme III-3.3, il existe

n—-+oo
7! (u) périodique relativement & gr appartenant a V. Notons T sa période et
posons t, = r,T + s, avec —r, € Net =T < s, < 0. Quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que (s,),>1 converge vers un réel s. Le point
u(400) est horocyclique donc d’aprés le théoréme 2.1 on a: hg(wl(u)) =
Qn(T'S). En particulier, il existe ¢ dans R tel que: hy(7'(u)) appartient a
g—s(0). Considérons l'isométrie hyperbolique v de T' telle que u(+o00) = 4
et /(7)) =T. On a~vy"(u) = gor(u). En utilisant cette relation et la propriété
2.2 on obtient I'égalité : ’y_r"g,TnT(izt(u)) = Rygrn © G—or,7(u). Cette égalité
entraine que (g_,, 7(ht(m(u)))n>1 converge vers m'(u) et donc que pour n
grand g_,. 7_s(0O) NV # ¢. Comme lim s, —s =0, on obtient que pour n

n—-+o00

grand g;, V N O # ¢, ce qui contredit 'hypothese de départ. [J
3 Finitude géométrique et dynamique de hg.

Rappelons (voir début du chapitre I1T) que 7'(u) n’est pas errant pour
le flot hg si pour tout voisinage V' de m'(u) dans T'S il existe une suite
t, — oo telle que hy, (V) NV # ¢. La proposition suivante justifie la
notation O (715).

Proposition 3.1 Soit u € T'H, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Le point 7' (u) n'est pas errant.
(it) Le point u(+o0) appartient & L(T).

Démonstration
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(i) = (ii) D’apres (i), il existe une suite de voisinages emboités, (V},)n>1,
de 7'(u) et une suite (t,),>1 C R telle que lim ¢, = o0 et hy, (V) N

n—-+4oo
V,, # ¢. Considérons une suite (7' (u,)),>1 de Vj, telle que lz'T ™ (uy) =

' (u), lim u, = u et liT he, (7' (u,)) = 7' (u). Cette derniére li-

n—+oo
mite se traduit sur T'H par Dexistence d’une suite  (Yn)n>1
de T telle que MT hi, Yn(un) = u. On a lz’T hi,un(0) = u(+00) et
lim d(hy, u,(0)),7;  (1(0)) = 0 donc lz’T v, (u(0)) = u(+00).

n—+
(i) = (i) Soit ug dans T H tel que ug(+00) soit horocyclique et n’appar-
tienne pas & ['u(+00). D’aprés le théoréme 2.1, il existe une suite non bornée

(tn)n>1 dans R telle que liT hy, 7 (uo) = 7' (u). L’ensemble des points non

errants est fermé donc 7'(u) n’est pas errant. [J

L’ensemble Q,(T"S) correspond donc bien a I'ensemble non errant du flot
horocyclique.

Remarquons que si 7(u) est errant alors il est positivement et négati-
vement divergent. En effet supposons qu’il existe (¢,),>1 dans R non borné
et (Yn)n>1 dans I' tels que nQToo(%ﬁt” (u))n>1 converge vers u/ € T'H. On
a lim d(hy,u(0),y; '/ (0)) = 0, or nﬁTw he, u(0) = u(+o0) donc u(400)

n—-+00
appartient a L(I'), ce qui est contradictoire.

Parmi les points non errants, non denses dans €;,(7"S), intéressons nous
aux points périodiques. Supposons qu’il existe T > 0 et v dans G tels que
hr(u) = ~(u). Pour tout n dans Z*, on a h,p(u) = 4"(u). Ceci montre
que 7 fixe u(+00). Par ailleurs v # Id et  n’est pas hyperbolique car

l@'TOO v "(u(0)) = u(+00), donc 7 est parabolique. Reciproquement, soient

une isométrie parabolique de G et w un élément de T'H tels que y(u(+00)) =
u(+00). Cette isométrie préserve I’horocycle orienté associé a u donc il existe
T > 0 tel que y(u) = hr(u). Nous obtenons la propriété suivante.

Propriété 3.2 Soient u dans T'H et v dans T les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) 1 existe T > 0 tel que hy(u) = y(u)
(it) L’isométrie «y est parabolique et fize u(+00).

D’aprés cette propriété, m'(u) est périodique si et seulement si u(400) est
parabolique. Donc Q,(T*S) contient des éléments périodiques si et seulement
si I' contient des isométries paraboliques. Par exemple si S est compacte ou
si I' est un groupe de Schottky engendré par des isométries hyperboliques,
hr n’a pas d’orbite périodique.

Supposons maintenant qu’il existe un élément périodique ! (ug) dans T S.
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Soit 7!(u) dans Q(T1S), comme L(T') est un ensemble minimal pour I'ac-
tion de T, il existe (7,),>1 dans T' tel que liT Y (up(4+00)) = u(+00).
(

Considérons la suite (uy,),>; de T'H définie par: u,(0) = u(0) et u, (+00) =

Yn(up(+00)), on a: liT u, = u donc lz’T 7 (u,) = 7 (u). Ceci montre

que 7'(u) est approché par une suite d’éléments périodiques. En résumé,
nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 3.3 Soit u dans T'H.

Lélément ' (u) est périodique relativement & hg si et seulement si u(+00)
est parabolique.

Si Uensemble des éléments périodiques n’est pas vide, il est dense dans
Qn(TS).

On déduit des théorémes 2.1, de la proposition 3.3 et de la proposition
[-4.6, une caractérisation, en termes de dynamique de hg sur son ensemble
non-errant, de la finitude géométrique d’un groupe fuchsien.

Proposition 3.4 Un groupe fuchsien I' non élémentaire est géométriquement
fini si et seulement si les orbites de hg sur Q,(T \ T'H) sont denses ou
périodiques.

En particulier si I' ne contient pas d’isométrie parabolique et est géomé-
triquement fini, Paction de hg sur Q,(I"' \ T'H) est minimale (i.e tous ses
orbites sont denses). C’est le cas par exemple si T" est un groupe de Schottky
engendré par un nombre fini d’isométries hyperboliques. Soulignons que dans
ce cas ,(TS) n’est pas compact, alors que Q,(T'S) V'est. En traduisant,
grace a la dualité (propriétés 1.2 et 1.3), la proposition précédente en termes
linéaires on obtient la proposition suivante.

Proposition 3.5 Un groupe fuchsien, I', non élémentaire est géométrique-
ment fini si et seulement si étant donné x dans E(T), ou bien Tz = E(T)
ou bien x est fixé par une isométrie parabolique de T' (et dans ce cas Tx est
discret).

Le seul point a démontrer est la discrétude. Pour cela montrons plus
généralement que pour tout x dans E si F' = 'z est fermé alors F est
discret. Raisonnons par I’absurde. Le groupe G agit transitivement sur E
donc si F' n’est pas discret, il existe une suite non stationnaire (7,2),>1 dans
F' convergeant vers x. Par conséquent {z} est un fermé de F' d’intérieur
vide et donc F' est une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide. Par
ailleurs, il existe t > 0 tel que ||y(z)|| > ¢ pour tout v dans I car si ce n’était
pas le cas, d’aprés les propriétés 1.2 et 1.3, on aurait F' = E(I'). L’ensemble
F' est donc complet. On en déduit que F' est un fermé d’intérieur vide de F',
ce qui est faux. On obtient en particulier que si  n’appartient pas a E(I")
alors I'r est discret.
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Pour finir, remarquons que, d’apreés la proposition 3.5, la propriété 111-2.6
et la proposition 1-4.6, le groupe I' est un réseau uniforme si et seulement si
son action linéaire sur F est minimale.

Commentaires

Dans les articles de E. Ghys (|G]) et de A. Starkov ([Sti]), le lecteur
trouvera deux survols sur la dynamique du flot horocyclique sur les quotients
de H par des groupes fuchsiens.

La notion de flot horocyclique se généralise aux surfaces de Hadamard.
Lorsque la dimension de la variété est > 2, cette notion est remplacée par la
notion de feuilletage horosphérique ([D2]).

Concernant 1’existence d’orbites denses (paragraphe 2), dans le cas du
feuilletage horosphérique sur les quotients de variétés de Hadamard, cette
question est encore largement ouverte et est équivalente a la densité du
spectre des longueurs (voir commentaires chapitre IIT) (|[D2], [F]).

L’aspect métrique n’a pas été abordé, comme par exemple ’existence de
mesures finies invariantes ergodiques. Les principaux résultats sur ce vaste

sujet se trouvent dans les articles ([G]), ([B]), (|Ral]), ([Ro]).
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Chapitre VI
Actions linéaires des groupes lorentziens.

Nous munissons R? de la forme bilinéaire de Lorentz b(z,2') = .7} +
To7h — x37%. Notons 0(2,1) le groupe orthogonal associé a b et 0°(2,1) sa
composante connexe en l'identité.

Le groupe 0°(2,1) préserve chaque ligne de niveau, H; = {z € R*/b(z,z) =
t}, de b. Lorsque t est strictement négatif, H; a deux composante connexes,
H =H; N {x € R3/x3 >0} et H; = H; N {x € R¥/z3 < 0}, fixées chacune
par 0°(2,1). Lorsque t est nul, H, est le cone de lumiére et Hy — {0} a deux
composantes connexes: Hg* = HoN{z € R3/x3 > 0} et Hy* = Ho N {x €
R3/z3 < 0}. Chacune de ces composantes est préservées par 0°(2,1). Lorsque
t est positif, H; est connexe.

Nous appelons groupe lorentzien, un sous-groupe discret de 0°(2,1).
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la dynamique dun tel groupe
en restriction aux lignes de niveau de b. Pour cela, nous lui associons une
surface hyperbolique S et nous relions ces actions linéaires a l'action des
flots horocyclique et géodésique sur T*S.

Soient z dans R? et f dans 0°(2,1), nous notons ||z|| la norme euclidienne

de z et || f]| = Sup _Hf(lU)H

20 lzll
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1 Actions sur H', et sur le cone de lumiére projectif.
Considérons la projection stéréographique P de H*, sur D = {y € R? x

{0}/|ly]| = 1} dans qui & = associe le point d’intersection de la droite passant
0

par x et par le sommet 0 de H—,,avec D.
—1

Cette application est un difféomorphisme dont I'expression analytique
est: P(r1,72,t) = ({35,155,0). Notons g* la métique sur H', obtenue par
transport par P!, de la métrique hyperbolique g sur D. Soient x = (xq,79,t)

dans H*, et v,v’' dans T, H',, par définition on a:

L AN 4
90 = T PIER

< T,P(),T,P(t) >.

Apreés calcul, on obtient: gL (v,v) = b(v,v')

On déduit de cette relation que g est invariante par le groupe 0°(2,1).
Par ailleurs, 0°(2,1) conserve l'orientation donc PO°(2,1)P~! est inclus dans
G. Ces deux groupes étant deux groupes de Lie connexes de méme dimension,
on a PO°(2,1)P~! =G.

L’hyperboloide H', munie de la restriction de b sur chaque plan tan-
gent est donc une surface riemannienne isométrique a (ID,g) et son groupe
d’isométries directes est 0°(2,1). L’application P~! se prolonge au cercle
D(oo) = {y € R* x {0}/]ly|| = 1} en une fonction, encore notée P~1 de
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D(c0) sur 'espace des droites du cone de lumiére P(Hy) qui & y dans D(o0)

associe la droite du cone de lumiére paralléle a la droite passant par y et par
0

0
—1

L’action de G sur D(oo) est alors conjuguée par P! a Paction projective
de 0°(2,1) sur P(H,).

On dira que f dans 0°(2,1) est elliptique, parabolique, ou hyperbo-
lique, si PfP~! lest.

0 1
Fixons xg = 0 dans Hfl et les droites Dy = R | 0 et D =
1 1
—1
R O dans P(Hy). Notons A (resp. N) le groupe des éléments hyper-
1

boliques (resp. paraboliques) de 0°(2,1) fixant Dy et D; (resp. Dy), et K le
groupe des éléments elliptiques de O°(2,1) fixant z,. Soit ¢ € R, posons

cht 0 sht 1— % t % cost —sint 0
a; = 0O 1 0 My = -t 1 t k= | sint  cost 0
sht 0 cht -£ ¢t £ 41 0 0 1
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Il résulte d’un calcul que A = {a;/t € R}, N = {n;/t € R} et K = {k,/t €
[0,27[}.

Le groupe OY(2,1) agit simplement transitivement sur le fibré unitaire,
TYH*, de H*,. Notons encore (§;)icr et (h)ier le flot géodésique et horo-
cyclique sur TYH*,. Soit F le diffeomorphisme de O°(2,1) sur T*H', qui a

1
f dans O°(2,1) associe | f(zo),f | O . L’action de g et hg sur TVHT,
0
est conjuguée par F' respectivement a ’action de A et N par translation &
droite. On a donc: F(fa,) = Gi(F(f)) et F(fny) = hy(F(f)).

Soit 'y, un groupe lorentzien, on dira que 'y, est élémentaire si son
groupe fuchsien associé: I'y = PI'p P! Dest.

Fixons un groupe lorentzien I';, non élémentaire. L’action de I', sur Hfl
étant conjuguée par P~ a celle de I'p sur D, qui est propre et discontinue,
I'orbite de x dans H', sous I'y est discréte au sens ou pour tout r > 0,
I'ensemble {y € 'y /||yx|| < r} est fini. Ce résultat est encore valable si x
appartient & H,_ o U H,_o.

Intéressons-nous a 'action projective de I'y, sur P(Hy). Posons L(I'y) =
P7Y(L(Tr)). Cet ensemble est un fermé, invariant par I';, de P(Hy) qui,
puisque [', n’est pas élémentaire, est minimal. Soit D dans P(H',), on dira
que D est horocyclique, conique ou parabolique, relativement 'y, si
P(D) Test par rapport a I'p. La proposition suivante relie ces différentes
approches a 'action linéaire de I';, sur H.

Proposition 1.1 Soient D dans P(Hy) et y un vecteur directeur de D.
(i) La droite D est horocyclique relativement 6 'y, si et seulement s’il existe

une suite (y,)n>1 de I'p telle que: MT 7yl = 0.

(11) La droite D est conique relativement o I, si et seulement s’il existe une
suite (n)nz1 de Ty telle que lim || = +oo et ([ l1vmylDn=1
est borné.

Démonstration

Soient D dans P(H,) et y,2 dans H',, notons Bp(y,z) le cocycle de
Busemann défini par: Bppy(P(y),P(2)).

1 1 0
Posons Doy =R | O |, o= 0 Jetxzg=1| O
1 1 1

(i) Commengons par le cas ot y = yo. Soit f dans 0°(2,1). D’apreés la
propriété 1-1.2 (ii) cette transformation se décompose en f = kapn avec
ki € K, ay € Aet ngw € N. On a: Bp,(zo,f " (20)) = Bp,(z0,a;" (0))
et Bp,(zo,f *(20)) = —t'. Par ailleurs || f(yo)|| = v2¢" donc | f(yo)| =
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llyolle=Bro@o.f o)) - Ainsi nl—Z»Too”%@O)H =0 si et seulement si

lim Bp, (70,7, (20)) = +00. Ceci démontre I'équivalence (i) dans le cas out
n—-+00

Y = Yo-
Si maintenant y est quelconque, considérons f dans 0°(2,1) tel que: y =

Fn)- On a [ ()| = [ f o) et done im_[ya(u)] = 0 si et seulement

si lim Bp,(wo,f ', (z0)) = +00. L’équivalence (i) se déduit de la relation

n—-+o0o

suivante :

(*) Bpy(zo.f ', ' (w0)) = Bry(f(20),w0) + Bry (0,7, ' (20))-

(ii) Notons dj, la distance associée a g*. Commengons par le cas ot y =
Yo Soit f dans 0°(2,1). D’aprés la propriété 1-1.2 (iii), cette transforma-
tion se décompose en f = kiapky avec ki ki € K et ap € A. On a
dr(zo,f (7)) = dp(xo,au(x0)) et dp(xo,f(zo)) = |¢'|. Par ailleurs ||f~!|| =
el donc [|f~|| = edr(@o:/(#0) On déduit de cette remarque et de (i) que
Yatoll 172l = Ilyolle™ BP0 o @) tdz(on (#0)) Par conséquent, les condi-
tions nl—Z>Too 17 = +oo et ([[ayoll|7; a1 borné, sont équivalentes a:

Tim_dy (0,3, (0)) = +00 et (~ B, (10,75 (20)) i (0,75 (#0)) )21 borne.

Ces deux derniéres conditions caractérisent la conicité (propriété 1-3.8). Le
cas ou y est quelconque se traite ne utilisant la relation (*). O

2 Actions sur H; et H;.

Le groupe 0°(2,1) agit transitivement sur chaque demi-cone de lumiére
1
Hd* et Hy*. Le stabilisateur dez = | 0 | est N. L’application de O°(2,1)/N
1
sur Hy qui & fN associe f(x) est un homéomorphisme qui conjugue laction
de 0O°(2,1) par translation a gauche sur O°2,1)/N a l'action linéaire de
O°(2,1) sur H*. Par ailleurs, comme nous I'avons vu dans le paragraphe
précédent, Paction du flot horocyclique sur T*H™T, est conjuguée a Paction
par translation & gauche de N sur 0°(2,1). Le demi-cone Hg * représente donc
I’espace des orbites de ce flot.

Fixons un groupe lorentzien non élémentaire I';, dans 0°(2,1) et notons
Hq (T'z) ensemble des y dans Hg™* tels que Ry appartienne a L(T'f). Cet
ensemble est un fermé invariant par I'; de Hg™* qui représente Pespace des
orbites de hg en restriction a I'image réciproque par la projection de TYH™,
sur 'z \ TYH™,, de I'ensemble non errant, de hg. La proposition suivante relie
la topologie de I'y & la nature de sa direction Ry.
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Proposition 2.1 Soit y dans Hy* :
(i) Siy n'appartient pas o Ha (T'1), alors Ur(y) est discret.
(ii) Siy appartient & Hi (Tr) et si Ry est parabolique alors T (y) est dis-
cret.
(iii) L’orbite U1 (y) est dense dans Hg (L) si et seulement s’il existe (Yn)n>1
dans T'p, tel que nljﬁl@ |7 (y)]] = 0.

Démonstration

(i) et (ii) Considérons une suite (V,(y))n>1 de T'L(y) convergeant vers
un point 3 de Hg*. D’aprés la démonstration de la proposition 1 (i), la
suite (Bgy (20,7, ' (70)))n>1 converge vers un réel non nul. Si (7,),>1 n’est pas
stationnaire, Ry appartient & L(I';). Donc si y n’appartient pas a Hg (I'z),
I’ensemble T'f(y) est discret.

Si Ry est parabolique, considérons le stabilisateur P C I';, de Ry. La
suite (Bgry(To,7, (%0)))n>1 est bornée donc il existe r > 0 et p, dans P
tels que pour tout n: dr(xe,pny,  (70)) < r. Le groupe 'y agit propement
discontintiment sur H*, donc I’ensemble {p,7,!/n > 1} est fini. Par ailleurs
pn(y) = 2y donc {v,(y)/n > 1} est fini. En conclusion I'z(y) est discret.

(iii) Supposons qu'’il existe (y,)n>1 dans ' tel que nLZToo ()] = 0,

d’aprés la proposition 1.1, Ry est horocyclique. Le vecteur y représente 1’or-
bite par le flot horocyclique d’un élément u de TYH™',. D’aprés le théoréme

V-2-1, Porbite sous 'y, de hg(u) est dense dans Pensemble des v dans TVHT,

tels que v(+o0) appartienne a L(I'), donc T (y) = Hi (T'y).
La réciproque est claire. [
Intéressons-nous a présent a 1’action de I'y, sur H;.
Le groupe 0°(2,1) agit transitivement sur H; et le stabilisateur de x =

est le groupe A. L’application de 0°(2,1)/A, c’est-a-dire de l’espace

o = O

des orbites du flot géodésique sur TVHT |, sur H;, qui a fA € 0°(2,1)/A
associe f(z) est donc un homéomorphisme qui conjugue 'action de 0°(2,1) sur
les orbites de gr & son action linéaire sur H;. Soit y dans H;y, son orthogonal
lorentzien est un plan qui rencontre H, en deux droites. Notons u(y) et
v(y), les vecteurs unitaires (au sens euclidien) de chacune de ces droites,
appartenant a Hg et tels que (y,u(y),v(y)) soit une base directe.

Considérons un élément w de TVH*, tel que w(+00) = Ro(y) et w(—o0) =
Ru(y), l'orbite de w sous gr est représentée par y.

Notons H;(I'z), ensemble de y dans H; tels que Ru(y) et Ro(y) appar-
tiennent & L(I'). Cet ensemble est un fermé invariant par ', qui représente
lespace des orbites de gg sur Q,(T's \ T'H). Un élément y de Hy(T'f) est

92



hal-00001255, version 1 - 9 Mar 2004

dit hyperbolique s’il est fixé par une transformation hyperbolique f de
[',. Dans ce cas, Ru(y) et Ru(y) correspondent respectivement aux droites
propres attractives et répulsives de f.

Proposition 2.2 Soit y dans H;.
(i) SiRu(y) et Ru(y) n'appartiennent pas ¢ L(I'L), alors ' (y) est discret.
(11) Sty est hyperbolique, I'r(y) est discret.

(11i) On suppose que y n’est pas hyperbolique . L’orbite I'r(y) admet des
points d’accumulation si et seulement sl existe (Y, )n>1 dans 'y tel que

tim |yl = +o0 et (1 lllva(w(@)D)az1 0w (1 l17a (0 ()) Dozt

n—-+oo
est borné.

(iv) L’ensemble des vecteurs hyperboliques de Hq1(I'r) est dense dans Hi(L'p).
(v) Il existe des vecteurs de Hi(T') dont Uorbite sous 'y, est dense dans

Hl(FL).

Démonstration

(i) Supposons que la suite (7,(y)),>1 soit convergente. Notons « la géo-
désique de HT, d’extrémités Ru(y) et Ru(y). La suite (7,(a)),>1 converge
vers une géodésique, donc pour tout z dans HT',, il existe r > 0 tel que
dr(v;1(2),a) < r. Les extrémités de a n’appartiennent pas a L(T'z) donc
I'ensemble {v,'(2)/n > 1} est fini. L’action de T';, sur H', étant disconti-
nue, 'ensemble {7,,/n > 1} est fini et donc (7,(y))n>1 est stationnaire. Ceci
montre que 'y est une orbite discréte.

(ii) Supposons que la suite (7, (y))n>1 soit convergente. Soient z un point
de la géodésique « incluse dans H', d’extrémités Ru(y) et Ru(y), et f un
élément hyperbolique de I'y fixant a. Comme le groupe < f > agit par
translation sur a, il existe (p,)n>1 dans Z tel que (7,fP"(2))n>1 converge
dans H*,. L’ensemble {v,fP"/n > 1} est nécessairement fini et f(y) = v,
donc (7,(y))n>1 est stationnaire. Par conséquent, I'y est une orbite discréte.

(iii) Supposons que y ne soit pas hyperbolique. Soit w un élément de
TYH™, tel que w(+00) = Ru(y) et w(—o0) = Ru(y). Lexistence d’une suite
non stationnaire convergente de I'y équivaut a l'existence d’une suite non
bornée (t,),>1 de R et d’une suite (7,)n,>1 de I' telles que (G, Vn(w))n>1
converge. D’aprés la proposition II1-2-3, cette propriété est équivalente au
fait que I'une des droites Ru(y) et Ru(y) soit conique. On conclut en utilisant
la proposition 1.1.

(iv) et (v) sont des traductions directes du théoréme I11-3.3 et du corollaire
[11-4.2. U
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Commentaires

Un des premiers résultats sur les actions linéaires des sous-groupes de
SL(n,R) sur R™ est dii a L. Greenherg (|Gr|). Dans cet article apparait clai-
rement le lien entre la propriété d’une orbite linéaire de contenir 0 dans son
adhérence et sa densité. Cet article a été généralisé par J-P. Conze et Y.
Guivarc’h a 'action des groupes linéaires de Schottky (voir [Gu| pour une
construction de ces groupes) et des sous-groupes discrets de O(n,1) (|C-GJ).

94



hal-00001255, version 1 - 9 Mar 2004

Chapitre VII

Excursions des géodésiques dans les cuspides

et
approximations diophantiennes.

Commencons par rappeler trois résultats classiques sur les approximations
diophantiennes.

Soient x dans R et (%)n>1 une suite de rationnels, avec ¢, > 0 et p,, dans
Z, convergeant, vers x. Nous nous intéressons a la vitesse de convergence de
cette suite en fonction de g,. Remarquons que pour tout ¢ dans N*, en prenant
Uentier relatif p, égal & la partie entiére de gz, on obtient | z — § | < é. Par

conséquent, pour tout z, il existe une suite (Y;i)n>1 de rationnels telle que

n

|-t ] < ﬁ. Cherchons la "meilleure" fonction (au sens du comportement
n n

asymptotique) f : N — R* décroissante vers 0 telle que pour tout = dans
R, il existe une suite de rationnels (2*), -, vérifiant: lim | g, |= 400 et
no= n—+o00

| 2= | < f(| gn |). Le théoréme suivant, di & Dirichlet, est un des premiers
résultats classiques sur cette question.

Théoréme A. Soit x dans R, il existe une infinité d’entiers p, € 7Z et

qn € N telsque:|x_%|§ﬁ‘

Considérons le cas particulier ou z = /2. Pour tous s dans Z et ¢ dans
N*, I'inégalité suivante est vérifiée: | v/2 — 2> g ().

En effet, si | v2 — £ | =2 1, I'inégalité (x) est clairement satisfaite, sinon

p est positif et —1 < V2 — § < 1 donc | \/§+§ | < 4. Par ailleurs
| V2 +2 ||\/§—§]:]2—’q’—§]et]2—§—2]2 oz car V2 est irra-
tionnel. L’inégalité () découle directement de ces remarques. On déduit de
cette inégalité que f(q) est asymptotiquement équivalent a q%.

A chaque z dans R, on associe le réel v(z) défini par:

v(z) = Inf {c > 0/il existe une infinité d’entiers p, € Z et g, € N* vérifiant
|z — % < é} .

On dit que x est mal approché si v(z) > 0. C’est le cas par exemple de V2
car v(v2) > L.

Le théoréme suivant caractérise les réels mal approchés en termes de développe-
ment en fractions continues (voir proposition 11.3.3).

Théoréme B. Soient x dans RY — Q1 et (ng)r>0 son développement en
fractions continues. Le réel x est mal approché si et seulement si la suite
(ng)k>0 est bornée.
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En particulier, si x est quadratique alors x est mal approché (proposition
I1.3.5). Dans le cas ou z est algébrique de degré quelconque, cette question
est ouverte. D’aprés le théoréme A, v(x) < % pour tout z. Le résultat suivant,
dt & Hurwitz, affine cette inégalité.

Théoréme C. !

sup v(z) = —.

zeR ( ) \/5
Le but de ce chapitre est de traduire ces trois théorémes en termes d’excur-
sions de rayons géodésiques sur la surface modulaire PSL(2,Z)\H et par ce

biais, d’en donner une nouvelle démonstration et de les généraliser.

Dans ce qui suit I' est un groupe fuchsien géométriquement fini, non
élémentaire contenant une translation t(z) = z + « avec « # 0. Dans
ce cas, le point oo est un point parabolique de L(I'). On rappelle que '
est le stabilisateur de ce point dans I' et qu’il existe un horodisque fermé
H*(00) centré en oo tel que: v Ht(00) N Ht(00) = ¢ pour tout v € ' — ',
(corollaire 1.2.8).

Comme dans les chapitres précédents, m désigne la projection de H sur la
surface S = p\¥ et la cuspide C(H*(c0)) est la projection de I'so\ H*(00)
sur S.

1 Géomeétrisation du théoréme A.

Commencons par analyser 'image par I' des horocycles basés en oo.

Soit t > 0, posons Hy = {x +it,x € R}. L'image de H; par une isométrie

g(z) = %j:s avec ad — bc = 1 et ¢ > 0 est soit la droite H; si ¢ = 0, soit un

cercle de H tangent a I'axe des réels. On note ¢ = ¢(g). On rappelle (lemme

1.2.7) que si ¢(g) # 0, 'horocycle g(H;) est un cercle tangent a 'axe réel en

g(o0) = #“g) et dont le rayon euclidien est #(g).

Fixons un horocycle Hy, vérifiant v H,,NH;, = ¢ pour tout v dans I'—T'..
On a I’équivalence suivante pour tout v dans I' — ' :

(1) (co2) N v Hy#6 < | —(00) |< 5550

%—(1:2(7) sur la surface S.
Pour cela considérons la géodésique (oo y(o0)). Notons z et 2’ les points

d’intersection de (co y(00)) avec Hy, et v(Hy,).

Interprétons la quantité:
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Comme y(Hy,) N Hy, = ¢ on a: d(z,2") = Boo(2,7'). Par ailleurs, Imz' =
m donc Ln t2 A(vy) =d(z,7).
Soit 7 : | —00,+ 00 [— H le paramétrage par longueur d’arc de la géodésique
orientée (0o y(00)) tel que 7(0) = z. Pour tout s < 0, le point r(s) appartient
a I'horodisque H;' et pour tout s > Ln t} ¢*(v), le point r(s) appartient & H,' .
Par conséquent, Ln(t3 ¢*(y)) représente la longueur du segment géodésique
inclus dans 7((oco y(c0))) compris entre le premier point 7(r(0)) rencontrant
7(Hy,) et le dernier. Cette quantité est appelée profondeur de la géodésique

7((00 y(00))) dans la cuspide C(H ™ (00)).

Soit v dans I', remarquons que pour tous n et m de Z, on a: ¢(vy) =
c(t™ v t™). La fonction ¢ est donc constante sur I'espace des doubles classes
Foo\['/T .

D’apreés la propriété 1.2.6(i), si (9,)n>1 est une suite de I'o,\I'/T', contenant
une infinité de termes différents, alors ¢(7,,)),>1 n’est pas borné.

On déduit de cette propriété et de I’équivalence (1), la caractérisation
suivante :

Proposition 1.1 Soient x dans R et (r(s))ser un paramétrage par longueur
d’arcs de la géodésique orientée (0o x). Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
(1) I existe une suite (Sn)n>1 non bornée de RT telle que w(r(s,)) appar-
tienne a w(Hy,).
(11) 1l existe une suite (Vn)n>1 de I telle que (c(Vn))n>1 ne soit pas borné
et |z —7(00) | £ 73w
Démonstration.
(i) = (ii). Le fait que 7(r(s,)) appartienne a 7(Hy,) se traduit sur H par
I'existence de v, dans I' tel que: r(s,) € v,(Hy,). Puisque (s,)n,>1 n’est pas
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borné, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (7, (Hz,))n>1
est une suite de cercles tous différents rencontrant la géodésique (oo ). Donc
(n)n>1 est une suite de termes différents de I' ) \I'/T's et la suite (¢(7,))n>1
n’est pas bornée. Par ailleurs, Pappartenance de r(s,) a v,(H;) se traduit
par l'inégalité | x — v, (00) | < #2(7)

(ii) = (i). La suite (7,(H¢,))n>1 est une suite de cercles de rayon euclidien
Tn = WQ(%), tangents a I’axe réel en ~,(0c0). Puisque (¢(7,))n>1 n'est pas
borné, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (Tn)nzl converge

vers 0. L'inégalité | z—,(00) | < ﬁz() traduit le fait que (oo z) rencontre

Tn
Yn(Hy, ). Soit s, le plus grand des réels tel que r(s) appartienne a 7, (Hy, ).
La suite (r,),>1 converge vers 0 donc lim s, = +00. O
- n—-+00

On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant qui est
une généralisation du théoréme A énoncé dns l'introduction.

Théoréme A géométrique 1.2 [ existe ty > 0 tel que pour tout x dans
L.(T), il existe une suite (y,)n>1 de T vérifiant: lim c(v,) = + oo et |

n—-+o00

1
2 tg c2(7)°

T — Yn(00) | <
Démonstration.

Fixons un paramétrage par longueurs d’arcs r : R — (oo x). Le groupe I'
étant géométriquement fini, il existe un compact K C S tel que I’ensemble
des s > 0 pour lesquels m(r(s)) appartient a K ne soit pas borné (proposition
[11.2.4(1)).

Soit (sy,)n>1 une suite de R} vérifiant : lir+n Sp = +oo et m(r(s,)) € K.
n—-—+0oo

Considérons un relevée K de K sur H et ¢ > 0 tel que K soit inclus dans
'horodisque H, . Pour tout n, il existe 7, dans T' vérifiant: ~,(r(s,)) €
K. La géodésique v,(co z) rencontre 'horocycle H; (en au plus 2 points).
Choisissons un point, 7, (r(t,)), de H;. Puisque 4,(co z) rencontre K, on
peut supposer que la suite (7, (r(t,)))n>1 converge dans H. Par conséquent,
la suite (| s, — t, |)n>1 est uniformément bornée et donc lim ¢, =+ oo.

n—-+00
On déduit alors de la proposition 1.1 'existence d’une suite (g,),>1 dans I’
telle que li£n c(gn) =+ et |x—gy(oo)| < m O

Retrouvons a présent le théoréme A énoncé dans 'introduction.
Pour cela, il suffit d’analyser le cas on I' = PSL(2,Z). D’aprés la proposition
11.2.3, L.(PSL(2,Z)) = R — Q. Montrons que pour tout x irrationnel, il
existe une suite (¢,),>; dans R} non bornée, telle que: n(r(t,)) € w(Hy),
ol (1(s))ser est un parameétrage par longueur d’arcs de (oo z). Le théoréme

’ . . . o az+b .
découlera alors de la proposition 1.1 et du fait que si y(z) = o4 appartient
a PSL(2,7Z) et n’est pas une translation, v(co) est le rationnel -
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Supposons que ce ne soit pas le cas, il existe un irrationnel x et z dans
(0o z) tels que: 7([z,x)) N w(Hy) = ¢. On rappelle (corollaire 11.2.2) que
ensemble A ={ze€H/|2z|>1,|2—1]>10< Re z <1} est un
domaine fondamental de PSL(2,Z). Posons B = AN{ze€ H / Im z > 1}
et r(z) = £, Puisque x est irrationnel et 7([z, x)) N 7(H,) = ¢, il existe v
dans PSL(2,Z) tel que [y(2), v(z)) soit inclus dans £ U r E U r? E. Ceci
est impossible car £ U r £ U 72 E est borné.

2 Hauteurs et constantes de Hurwitz.

Soient x, x~ deux points différents de H(oo) et r: | —o0, +00[ — (27 x)
un paramétrage par longueur d’arcs de la géodésique (x~ x). On associe a
m(x~ x) sa hauteur pour des temps positifs relativement a la surface
S, notée hg(z~ x), définie comme la borne supérieure de 'ensemble des t >
0 pour lesquels il existe une suite non bornée (t,),>1 dans RT telle que:
7(r(t,)) € m(H;). Avec pour convention: hg(z~ x7) = + oo si cet ensemble
n’est pas borné et hg(z™ 2T) = 0 §'il est vide.
D’aprés le théoréme 1.2, il existe to > 0 tel que hg(oo x) > ¢y pour tout x
dans .(T"). En revanche, si x n’appartient pas & L.(I"), et si u est un élément
de T'H tel que: u(+o00) = x, d’aprés la proposition I11.2.1, 7!(u) n’est pas
positivement convergent et donc hg(z~z) = 0.
Propriété 2.1 Soient x et v~ deuz points différents de H(oo). La hauteur
hs(x~x) est indépendante de x~, on la note hs(x).

Démonstration.

11 suffit de démontrer cette propriété pour z dans L¢(I"). Soit r : | — 0o, +
oo[ — (oo ) un paramétrage par longueur d’arcs de (oo x). Fixons un
réel t > 0 pour lequel il existe une suite (¢,),>1 non bornée de R telle que:
7w(r(t,)) € m(Ht). Pour chaque n > 1, il existe donc ~,, dans I' — ', tel que:
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Boo(iyyn 7(tn)) = t. Considérons un paramétrage par longueur d’arcs 1’ :
] — 00, +00[— (z~ ) de la géodésique (2~ x). Fixons € > 0, les géodésiques
(x~ z) et (oo z) étant asymptotes, pour A grand, le rayon 7'([A, + 00)) est
inclus dans le e-voisinage de (oo z). Pour n suffisamment grand, il existe
donc s, > 0 tel que d(1'(s,),r(t,)) < e. En utilisant 'encadrement suivant :
—d(z,7") < By(z,7') < d(z,2'), on obtient:

t —€ < Boo(i,70(r'(50))) <t +e.

Ceci montre que 7, (r'(s,)) appartient & l'horodisque H," . Puisque z est
conique, cette propriété entraine l'existence de s/, > s, tel que: 7, (r'(s))) €
H;_.. Par conséquent hg(z~ x) >t — € pour tout € > 0 et donc hg(z™ x) >
hs(oo x).

En reprenant le méme raisonnement et en échangeant le role de 2~ et de oo,
on obtient hg(oo x) > hg(z™ z). O

Soit v dans I', par définition de la hauteur, hg(y(x™)y(z)) = hs(z™x)
donc hg(x) = hg(vy(x)).

On dit que x dans H(oco) est géométriquement mal approché si hg(z)
est un réel non nul. Un tel z est nécessairement un point conique.

Propriété 2.2 Soit © dans L.(T').

(i) S’il existe z dans (co x) tel que w([z,x)) soit borné alors x est géométri-
quement mal approché.

(it) Si L(I') = L.(I")UT'(c0) et si x est géométriquement mal approché alors
il existe z dans (0o x) tel que m([z,2)) soit borné.
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Démonstration.

(i) Puisque 7([z,x)) est borné, il existe ¢ > 0 tel que 7([z,x)) soit inclus
dans S privé de la cuspide associée a H, . Par conséquent: [z,2) N
['(H;) = ¢, ce qui montre que hg(x) est fini (et non nul car z est
conique).

(ii) Soit t > hg(z), il existe z dans (oo ) tel que: w([z,z)) N7 (H;) = ¢.
Le rayon m([z,z)) est inclus dans 7(Q(T)) privé de son intersection
avec la cuspide associée & H, . La surface S est géométriquement finie
et L,(I') = ', donc, d’aprés la proposition 1.4.5, cet ensemble est
compact. Par conséquent, 7([z,x)) est borné. [

D’aprés la propriété (i) précédente, si x = 1 ot v est une isométrie hyperbo-
lique de T', alors x est mal approché car 7((y~ ")) est compact. Remarquons,

+\ —
de plus, que: hg(y") = lim L9G7) —9(r7) ‘
gel’ 2

Etudions a présent les cas particuliers des groupes de Schottky.

Considérons un groupe de Schottky I' = S(p,h) inclus dans PSL(2,R)
ol p est une translation non triviale et h est une isométrie hyperbolique.
D’aprés I1.1, T' est géométriquement fini et L(I") — L.(I') = T'(c0). Soit =
dans L.(I"), on rappelle qu’il existe une unique suite réduite s(x) = (s;)i>1
avec s; € {pT hE} et s; £ s;) telle que: lilil $1...8,(2) = x pour tout
z €D (S(p,h)) (proposition 11.1.10).

Caractérisons en termes de codage les points géométriquement mal ap-
prochés de L.(T).
Proposition 2.3 Soit © dans L.(I"), posons s(x) = (8;)i>1-
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le point x est géométriquement mal approché.
(i) Il existe un entier v > 0 tel que si s; € {p*'} alors il existe 1 < j <r
tel que s;y; € {h*'} .
Démonstration.
non (ii) = non (i). Soit (a;)i>1, la suite de {p%",h*'} construite & partir de
s(x) en regroupant les puissances consécutives de p et de p~!. Une telle suite
vérifie: a; # a;y, si a; € p¥ alors a;q1 € {hE'} et lim ay..an(z) =
n—-+00
pour tout z € D(I'). Supposons qu’il existe une sous-suite (a;, )r>1 de (a;)i>1,
telle que a;, = p"* avec klim | 7 |= 4+ oo. Posons v = ay...a;, . Soit z
appartenant a (co z) N D(I'), on a klim 7.1 (2) = oo. Par ailleurs v, '(z)
——-00

appartient a D(h) U D(h™'), donc pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que:
(Vi1 (2) v, (x)) N Hy # ¢. Ceci montre que 7([z,7)) n’est pas borné et donc,
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d’aprés la propriété 2.2(ii), que = n’est pas géométriquement mal approché.

non (i) = non (ii). Supposons que x ne soit pas géométriquement mal appro-
ché. Soit z sur (co x) d’aprés la propriété 2.2(ii), le rayon w([z,z)) n’est
pas borné. Il existe donc une suite t,, — + 00 et (V,)n>1 dans ' telles
que: v,([z,x)) N H;, # ¢. On peut supposer que 7, n’appartient pas a
['w pour tout n > 1. Les géodésiques (7,(00 x)),>1 sont donc des demi-
cercles et la suite de leurs rayons euclidiens tend vers + oo. On a donc
lim | y,(00) — y(z) | = + oo. L’alphabet {p*! h*!'} étant fini, quitte a

n—-—+00
extraire une sous-suite de (7,),>1, On peut supposer que 7, = ¢i...c, avec:

ci € {pth* ) civ1 # ¢t et (£,)n>1 strictement croissante. Soit kg le plus pe-
tit k > 1 tel que ¢y, appartienne a {h*1}. On peut supposer que kg = 1. Les
points 7, (c0) appartiennent donc a (D(h)UD(h™!))NH(oo) qui est compact.

Puisque lim | v,(00) — vu(z) | = + 00 nécessairement: lim -, (z) = ooc.
k—+o00 n—+o00

Onaz= klim s1...5k(2) avec z dans D(I"). Supposons qu'il existe une sous-
—400

suite (Vn,)p>1 telle que: ’y,jpl # s1..8, . Dans ce cas v,,(r) appartient &
D(h)UD(h™') et donc (v, (2)),>1 ne converge pas vers oo, ce qui est contra-
dictoire. Par conséquent il existe N; > 0 tel que 7;1 = $7...8;, pour tout
n > Ny. Ainsi v, (z) appartient & D(sy, 1) et sq, 1 appartient a {p™'} pour
n > Ni. Lasuite (s, "1 7, (2))a=n, converge également vers oo et s, ", v, (2))
appartient & D(sy, o) donc il existe No > Ny tel que sg, 40 = 54,41 € {pT'}
pour tout n > N,. En réitérant ce raisonnement, on obtient que pour tout
k > 0, il existe N > 0 tel que: s;, 41 = Sg, 40 => ...50,4x € {pT'} quelque
soit n > Ni. La propriété (ii) n’est donc pas satisfaite. [J
On déduit de cette proposition le corollaire suivant.

Corollaire 2.4 Soit I' est un groupe fuchsien non élémentaire géométri-
quement fini, contenant une translation non triviale, tel que L(I") — L.(T') =
['(00). L’ensemble des points géométriquement mal approchés (resp. qui ne
sont pas mal approchés) de L°(I") est infini et non dénombrable.

Démonstration.

Considérons un générateur p du stabilisateur de 1’ co dans I" et une isomé-
trie hyperbolique h dans I" tels que G = < p,h > soit un groupe de Schottky.
D’aprés la proposition 2.3, 'ensemble des points géométriquement mal ap-
prochés est en bijection avec les suites infinies irréductibles de {p*!,h*1} dont
le nombre de p (ou p~!) consécutifs est uniformément borné. Cet ensemble
(et son complémentaire) est donc infini et non dénombrable. Montrons qu’un
point géométriquement mal approché (resp. qui n’est pas géométriquement
mal approché) relativement & G, l'est aussi (resp. ne l'est pas) relativement
a T. Soient x un tel point et z dans H. L’image de [z,x) par la projection sur
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c\" est bornée donc celle sur p\® lest aussi, ce qui montre que x est géomé-
triquement mal approché relativement a I'. Si maintenant x n’est pas géo-

métriquement mal approché relativement a G, il existe une suite ¢, — + 00
et (gn)n>1 dans G — G telle que: g,([2,2)) N Hy, # ¢. Done hrp(xz) = 0. O

3 Démonstrations géométriques des théorémes B et C.
Posons I' = PSL(2,Z). On rappelle que: L.(I') =R —-Q, I'(c0) = Q U

{o0} et que, si x est un irrationnel la quantité v(z) est définie par' v(z) =
Inf {¢ > 0/il existe une infinité de p € Z et ¢ € N* verifiant |z — £ | < 5

Soit y(z )—ziig, avec p,q,p'.¢ € Z,q > 0, et pgd —p'q = 1;11mage parvde
p

l’horocycle H; est tangent en y(co) = £ a H(oo) et son rayon euclidien est
Qf gz Alnsi [ x — 2| < 5 équivaut a: (oo 2) Ny H1 # ¢. Done v(z) = #S(w),
avec par conventwn 1/( ) = 0si hg(x) = 4+ oo. Ceci montre que les notions
géométriques et arithmétiques de points mal approchés coincident.

Soit y une isométrie hyperbolique de PSL(2,Z), puisque hs(y") = hs(y™7"),
hs(yT) est un réel strictement positif autrement dit 4+ est géométriquement,
mal approché. D’aprés la propriété 11.3.6, les réels v correspondent aux
réels quadratiques. On retrouve ainsi le fait que les réels quadratiques sont
arithmétiquement mal approchés.

Soit z un irrationnel positif, analysons en fonction de son développement en
fractions continues [ng; ny,ne...) de z, la finitude de hg(x). Comme hg(y(z)) =
hs(z) pour tout v dans PSL(2,Z), on peut supposer que x appartient a
10,1 N (R -Q).
Le théoréme suivant est énoncé dans l'introduction. Pour le démontrer nous
adoptons le point de vue géométrique développé jusque-la.
Théoréme B 3.1 Soit x un irrationnel de |0,1[, notons [0;ny,ns...) son
développement en fractions continues. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) La suite (n;)i>1 est bornée.

(11) Le réel x est mal approché.

Démonstration.
non (i) = non (ii) Soit i > 2, posons y; = 7" .. T"% ', si i est pair et
v = T . T os, avec s(z) = — %, sinon. On rappelle que s 7 15 =
7,7'. Dans le premier cas, 7; '(co) est le rationnel —[0;n;_ 1,7 9,...,n1] et
Y ( ) admet pour développement en fractions continues [n;;n;41,...). Dans
le second cas, 7; '(00) est le rationnel [0;1;_1,...,n1] et v, '(z) admet pour
développement —[n;;niy1,...). Dans tous les cas | 7; ' (00) — ;' (z) | > ny,
donc 7; (0o ) NHn # ¢. Les matrices associées a 7;" et 7} pour n,m € N*

sont a coeflicients entlers positifs donc lim ¢(y;) = + oo. Supposons que

i—-+00
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(n;)i>1 ne soit pas borné. Pour tout ¢ > 0, il existe une sous-suite (n;, )g>1
telle que n;, > 2t. On a alors: (oo x)Nv;, (Hy) # ¢ et klim c(y;,) = + oco. Par
——+00

conséquent, hg(z) >t pour tout t > 0 et donc z n’est pas géométriquement
mal approché.

non (ii) = non (i). Supposons que z ne soit pas mal approché, d’aprés la pro-

priété 2.2, le rayon 7([i,x)) n’est pas borné. Pour tout entier k£ > 1, il existe

donc 7y, dans PSL(2,Z) vérifiant klim c(y) =+ ooet [y (1), (2)) N Hy #
— 400

¢. Soit y Pextrémité différente de x de la géodésique portant le rayon [i,z).
La geéodésique (75 ' (y)v; (7)) rencontre au moins 2k — 1 lignes de Farey
verticales consécutives: 7" (0 00), ;™20 o0),...,. " 1(0 o0). Par
ailleurs, k1—1>r—POO v '(i) = y dong, il existe K > 0 tel que: [y (i),7  (z)) N

T,"47(0 00) # ¢ pour tous k > K et 1 < j < 2k — 1. On en déduit que [i,z)
rencontre les lignes de Farey y, 7,1 (0 00),yx 7" 2(0 00),..., T 241
(0 00) pour k > K. Par construction des fractions continues (voir I1.3), il
existe n;, tel que n; > 2k — 1. [

Remarque 3.2 En reprenant le raisonnement utilisé pour montrer non (i)
= non(ii), nous obtenons que si le développement en fractions continues de
x contient une infinité d’entiers (n; )i>1 vérifiant: n;, > N, ot N est un
entier fizé strictement positif, alors hs(z) > 5.

Revenons au cas général, d’aprés le théoréme 1.2, il existe £ > 0 tel
que pour tout x dans L.(I') on a hg(z) > k. Intéressons-nous a la borne
inférieure, notée H(T'), de 'ensemble {hg(z)/x € L.(T')}. Calculons explici-
tement H(PSL(2,Z)).

Théoréme 3.3 La constante H(PSL(2,Z)) est égale \/75 el est atleinte par
le nombre d’or N.
De plus, l’ensemble des irrationnels vérifiant : hg(x) = ‘/75 est réduit a ['orbite
de N sous PSL(2,Z). Si x n’appartient pas & cette orbite, hg(x) > %.
Démonstration.

Soit v une isométrie hyperbolique de PSL(2,Z). D’aprés la propriété 2.1,
ona: hg(y ") = hs(7") et

=\ _ o(~t
hs(v1) = sup 1907) =96 |
gePSL(2,7) 2
Par un simple calcul on obtient :
(try)* —4

hs(y vT) = sup Yo
( ) gepsnzy  2¢(gvg™)
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! sont des isométries hyperboliques de PSL(2,Z), né-

Puisque 7 et gyg~
cessairement | c(gyg™') | > 1 et | tr v | > 3. Ainsi hg(y ™ 7") < \/75 Re-
V5
2
x irrationnel hg(x) > \/75 Puisque hg(y(x)) = h(x), on peut se restreindre
au cas ol z est un irrationnel de ]0,1[. Notons [0; ny,n2,n3...) son développe-
ment en fractions continues. S’il y a une infinité de termes n; > 3, d’aprés
la remarque 3.2, hs(z) > 3 et donc hg(z) > ‘/75 Sinon quitte a remplacer
x par vz, deux cas se présentent: ou bien n; = 1 pour tout ¢ > 1, ou bien

n; < 2 pour tout i > 1 et il existe une suite (n;, )i>1 telle que n;, = 2. Dans
le premier cas z = (7_1 77)" donc hg(x) = ‘/75, dans le second cas posons
e =T™ T T siiy est pair et v, = T T2, T, "% " os si i, est impair.
Onaalors: | 7, ' (2) =7 ' (00) | = | [Mig; i1,y v20-) + (0514, 1,04, —2...1] |
Posons Ay = [0;n4,41,...) et Bxy = [0;n4,-1,...n1]. On a Ay > % et B > %
donc w > %. Ainsi: hg(z) > % > \/75 O

On déduit de ce théoréme et de la relation: v(x) =
énoncé dns I'introduction.

Corollaire 3.4 (Théoréme C).

marquons que: hg((7; 7_1)T) = %2. Il reste donc & montrer que pour tout

1

s (@) le théoréme C

1
sup v(zr) = —%

z€R-Q \/5

Commentaires

Pour une introduction a la théorie des approximations diophantiennes et
les démonstrations des théorémes A, B, C, nous conseillons au lecteur les
livres de Khintchin (|[Kh]), Rademacher (|[R]) ou Cassels (|C]).

L’approche géométrique des nombres que nos exposons dans ce chapitre
permet de démontrer d’autres résultats classiques, notamment sur le spectre
de Markov, et de les interpréter géométriquement ([H|, [S4]).

L’aspect métrique, comme le théoréme de Khintchin, n’a pas été abordé
mais peut étre aussi traité par cette approche ([Sul, [S-V], [Pa]).

Les résultats que nous démontrons ici s’étendent aux quotients de variétés
de Hadamard par des groupes fuchsiens (|[H-P]).

Enfin, dans le méme esprit, la théorie des approximations diophantiennes
dans R" est reliée a des systémes dynamiques sur les espaces homogénes
SL(n,Z)\SL(n,R). De nombreux travaux portent sur ce sujet, le livre de A.
Starkov [St2]| en propose une synthése.
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