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SUR LES THEOREMES I ET II DE PAINLEVE
par

Frank LORAY

en ’honneur d’Alberto Verjovsky

Résumé. — Un siecle avant Alberto, Paul Painlevé était lui aussi pro-
fesseur a 1’Université de Lille et posait les fondations des notions de
feuilletage et d’holonomie a travers deux théoremes que 'on trouve au-
jourd’hui au début des “Legons de Stockholm”. Je remercie Alberto de
m’avoir encouragé a les lire et je propose ici d’en donner un énoncé précis
ainsi qu'une preuve rigoureuse illustrée par de nombreux exemples. Je
termine par deux conjectures quant au comportement global des appli-
cations d’holonomie, localement définies par le Théoreme II.

Introduction

Paul Painlevé a implicitement introduit la notion de feuilletage holo-
morphe singulier dans la premiere partie de ses “Lecons de Stockholm”
lorsqu’il étudie les propriétés des équations différentielles algébriques du
premier ordre F(y',y,x) = 0 (spécialement dans les “Lecons 2 et 37).

Classification mathématique par sujets (2000). — 32S565,34Mxx.

Mots clefs. — Equations différentielles dans le domaine complexe, Points singuliers
mobiles, Prolongement analytique et Singularités.
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Afin de faciliter I'exposé, nous ne discuterons que des équations du
premier degré :
B W Plz,y)
dz  Q(z,y)
avec P, Q € C[z,y] polynomiaux dans chacune des variables (z,y) € C%.
Si les conditions initiales (zg,79) € C? satisfont Q(wo,y0) # 0, alors
le théoreme de Cauchy implique 'existence d'une unique solution y =

f(x) (pour I'équation (F)) qui est analytique sur un voisinage D de x
et telle que f(zg) = yo. Nous noterons f(x,xg,yo) cette solution. Ce
théoreme est purement local. Que peut-on dire des solutions globales ?
Plus précisément, que peut-on dire du prolongement analytique et des
singularités possibles de f(z,xo,yo) dans la variable x ? ou encore yq 7

1. Prolongement analytique et fonctions multiformes

Rappelons les notions de prolongement analytique et de surface de
Riemann d’une fonction multiforme. Dans toute la suite, 2 désigne un
domaine (connexe) de C, f un germe de fonction holomorphe en un
point g € Q, v : [0,1] — Q un chemin (continu ou différentiable) issu de
v(0) = zg et z1 := (1) son extrémité.

Définition 1.1. — On dit qu'une suite de disques Dg, Dy, ..., D, C
recouvre 7y si, pour un découpage convenable 0 =ty < t; < --- < t, <
tny1 = 1 delintervalle, Dy contient y([tx, tg41]) pour k = 0,...,n. Ondit
que f admet un prolongement analytique le long de v s’il existe une suite
de disque Dy, Dy, ..., D, C Q recouvrant vy et des fonctions holomorphes
fr + Dy — C telles que fo = f au voisinage de xy et fr = fr_1 sur
Dy_1N Dy pour tout £k =1,...,n. Le germe de fonction défini par f, en
x1 := (1) sera noté f, et appelé détermination de f au dessus de x.

Remarque 1.2. — Dans la définition précédente, la détermination f,
ne dépend que de la chaine de disques (Dy). En particulier, pour € > 0
suffisamment petit, f admet un prolongement analytique le long de toute
e-perturbation de vy, c’est a dire de tout chemin + : [0, 1] — € satisfaisant
|7/ (t) = v(t)| < & et 7/(0) = x9. De plus, dés que 7/(1) = z1, ce nouveau
chemin nous conduit & la méme détermination f,, = f.,.
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FIGURE 1. Prolongement analytique

Ainsi, quitte a remplacer v par une perturbation, on pourra toujours sup-
poser v différentiable dans la définition précédente et celles qui suivent.

Lemme (Poincaré-Volterra). — Au dessus de chaque point x; € €,
l’ensemble :

{f 5 7:00,1] = Q, 7(0) =2 et (1) = 21}

des déterminations de f est au plus dénombrable.

Démonstration. — Toute détermination f, est déterminée par la suite de
disques (Dy)g recouvrant . Quitte a remplacer les Dy, par des disques
tres proches (ce qui ne modifie pas le germe de fonction obtenu en )
on peut supposer leur rayon et les coordonnées de leur centre rationnels.
L’ensemble des suites finies de disques a coordonnées rationnelles étant
dénombrable, ’ensemble des déterminations I'est aussi. O
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Proposition 1.3. — Il existe une surface de Riemann (connexe) S avec
un point marqué py € S et une application holomorphe ¢ : & — Q x C,
¢ = (m, f), satisfaisant :

1. m(po) =g et fom = ]7 au voisinage de pg ;

2. m:8 — Q est un difféomorphisme local en tout point de S ;

3. tout autre triplet (S',p, ¢') satisfaisant (1) et (2) se factorise par
(S, po, @) via une application holomorphe ¢ : 8" — S : w(py) = Po
et ¢’ =pop.

Le triplet (S, po, ¢) est unique a isomorphisme prés. Le graphe G := ¢(S)

est unique.

=

FIGURE 2. Surface de Riemann (ou graphe) de f
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Idée de preuve (voir ). — Lasurface est construite comme 1’ensemble
des couples (y(1), f,) ou v décrit 'ensemble des chemins 7 : [0,1] —
issus de v(0) := zo le long desquels f admet un prolongement an-
alytique. Si D est le disque de convergence de f,, alors ’ensemble
des couples (7/(1), fy/) obtenus par concaténations 7 = 7" -y avec
les chemins 7" : [0,1] — D issus de 7”(0) := x; forme un voisinage
V(p1) du point p; = (21, f,) de la surface. Par Poincaré-Volterra,
une collection dénombrable de telles cartes suffit pour recouvrir la
surface.  L’application ¢ est alors définie sur V(p;) par la fleche

(21, fyr) = (2, fyr (1)) m

Remarque 1.4. — Le germe f admet un prolongement analytique le
long de v si et seulement si y se releve en 74 : [0,1] — S satisfaisant
7(0) = po et v = mo7. Alors, f, est le germe de fonction défini en (1)

par 'égalité f,om = f en 7(1).

Définition 1.5. — On appellera fonction multiforme définie sur €2 par
le germe f le “prolongement analytique maximal” de f sur €2 donné ou
bien par sa surface de Riemann ¢ : § — € x C (& isomorphisme pres), ou
bien par son graphe §. On notera f cette “fonction” et, si nécessaire,

Remarque 1.6. — La restriction d’une fonction multiforme sur 2 & un
domaine € C  n’a pas de sens : la préimage ngf (€ x C) peut avoir
plusieurs composantes connexes dans Sf et deﬁnlr autant de fonctions
multiformes sur €'. Par contre, si 2 € Q’ alors la composante connexe
contenant p, s’identifie a Sig/'

2. Singularités

Définition 2.1. — On dit que v conduit f vers une singularité lorsque
J admet un prolongement analytique le long de |1—< pour tout € > 0
mais pas le long de 7. On dit quun autre chemin +' : [0, 1] — € joignant
xo a xp conduit f vers la méme singularité si pour tout voisinage D
de z1, les déterminations f,, , et f, , définissent la méme fonction
multiforme sur D pour 7 suffisamment proche de 1.
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On appelle singularité de f au dessus de € (ou de iﬂ) définie par v la

classe d’équivalence notée f, pour la relation précédente. On note 5 o
(resp. ¥y ) I'ensemble des singularités f au dessus de €2 (resp. de leur

projection sur §2).

FIGURE 3. Deux chemins conduisant vers une méme singularité

Remarque 2.2. — En fait, v conduit f vers une singularité si et seule-
ment si le chemin incomplet (o 1[ : [0, 1[— €2 se releve, via la projection
7m: S — ), en un chemin propre 7 : [0, 1[— S (c’est a dire 7(¢) tend vers
le bord de S lorsque t — 1).
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Définition 2.3. — On dit que [ définit une fonction multiforme
réquliere sur ) si f ne possede pas de singularité au dessus de 2, i.e.
admet un prolongement analytique le long de tout chemin v : [0,1] — Q
issu de y(0) = zg. C’est le cas si et seulement si 'application 7: S — Q
est un revétement. En particulier, le nombre de déterminations de f au
dessus d'un point z; € €0 est independant de x; ; si € est simplement
connexe, alors I’extension est uniforme.

Exzemple 2.4. — La détermination principale du logarithme f(x) =
log(z) en zy = 1, f(1) = 0, définit une fonction uniforme sur C \ R,
multiforme réguliere sur C* et possede, au dessus de C, une unique sin-
gularité v qui se projette sur 0.

Exemple 2.5. — La fonction multiforme définie par f(z) = 2% =
exp(alog(z)), a € C*, solution de I'équation différentielle y' = a?,
possede exactement une singularité au dessus de 0 excepté lorsque a € N.
Elle possede une infinité de déterminations au dessus de chaque point
autre que 0 sauf quand « est rationnel : si o = § € Q, alors f possede
exactement g déterminations. Enfin, f admet une limite en 0 si et seule-
ment si « est réel : f(x) tend vers 0 si a > 0 et 0o si @ < 0 deés que
x — 0 le long de n’importe quel chemin v représentant la singularité.

Exzemple 2.6. — La fonction f(x) = aqlog(z — (1) + azlog(z — () +
ag log(z —(3), solution de I’équation différentielle % = xTCI + m‘f"@ + miza,
est réguliere sur C \ {(1,(2,(3}. Au dessus d'un point distinct des (y,
deux déterminations different d’une constante appartenant au groupe
additif G = 2mi(a1Z + asZ + asZ). Au dessus de (i, deux singularités

different d’une constante appartenant au sous-groupe Hy = 2mi(asZ +

asZ). La fonction inverse x = ¢(y), solution de I’équation différentielle

Z—Z =1/ (m‘le + 122(2 + :LESCS , possede au moins comme singularités les
valeurs critiques de f. En général, la dérivée f'(x) s’annule au dessus de
deux points z; # x5 distincts des (; et pour toutes les détermination.
Pour des ay génériques, le groupe G est dense dans C ; par suite, les

singularités de g se projettent sur un sous-ensemble ¥ dense de C.
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FIGURE 4. Exemple R.§

Exemple 2.7 — La fonction multiforme définie sur C par f(z) =
¢ —1, a = %, solution de 'équation différentielle ¢y = %;rl),

possede exactement une singularité au dessus de chaque point z, = 2"
et au dessus de 0. Précisément, sur C \ R™ et pour la détermination
principale de z* = exp(alog(x)), f possede exactement une singularité
au dessus de zo = 1 et 2 déterminations autour : notons f* et f~ les
fonctions uniformes induites sur C\|—o0, 0]U[1, +oo[. Apres avoir tourné
n fois autour de 0, n € Z, la situation est essentiellement la méme au
dessus de C\ R~ : I'unique singularité est maintenant au dessus z,, = 2"
et les 2 nouvelles déterminations uniformes sur C\] — oo, 0] U [z, +00]
respectivement notées f et f. se permuttent autour de z,. Ainsi, au
dessus de chacun des z,, il y a exactement une singularité et une infinité
de déterminations régulieres. Au dessus de 0, tous les chemins ménent a
la méme singularité : a l'intérieur de tout disque D centré en 0, toutes
les déterminations f et f (en un point générique) s’échangent par

-+, (resp.

de f, a f,,1) en tournant autour de 0 ; enfin, pour n >> 0, z,, est dans

prolongement analytique dans D. En effet, on passe de f; a

D et on passe de f;F & f en tournant autour. Cette singularité est plus
compliquée que les précédentes car d’autres singularités I’accumulent.
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FIGURE 5. La singularité non isolée 7 de I’exemple .7

Exzemple 2.8. — Le revétement universel {|z| < 1} — C\ {0, 1} est
une fonction uniforme avec frontiere naturelle : il n’existe pas de pro-
longement analytique au dela du cercle ¥ = {|z| = 1}.

Les différents types de singularités apparaissant dans les exemples
précédents se distinguent modulo quelques définitions supplémentaires.

Définition 2.9. — Une singularité f, est dite isolées’il existe un disque
D centré en x; := (1) tel que la fonction multiforme fy,, awelle définit
sur D soit réguliere sur D* := D\ {x;}.

Remarque 2.10. — La singularité définie par vy est isolée si et seule-
ment si il existe € > 0 tel que f admette un prolongement analytique le
long de tout chemin ~' : [0, 1] — € issu de xg, e-proche de v évitant z; :

() =) <e et 1 &7(]0,1]).
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Définition 2.11. — On dit que f admet y; € C comme limite en une
singularité f,, C = CU o0, si pour tout chemin ~/ représentant cette
singularité on a lim;,; f(7/(1)) = v1.

Une singularité f., est dite algébroide si elle est isolée, posseéde un nom-
bre fini de déterminations autour de x; := (1) et possede une limite
(finie ou infinie) en ;.

Remarque 2.12. — Soit f, une singularité isolée. Sont équivalents :

1. f, possede un nombre fini de déterminations autour de z; = (1),

2. le relevé 7 : [0,1[— S de 7, tend vers une composante parabolique
c/l\u bord de S (i.e. vers un point p; dans une surface de Riemann
S=8U{p}),

3. le graphe de la fonction multiforme f., sur un disque D suffisamment
petit centré en x; est un disque épointé proprement plongé dans
D* x C,

4. le germe de fonction multiforme f, est de la forme g ((z — 21)"/9)
ou g est une fonction holomorphe sur un voisinage épointé de 0 € C
et g € N

On dit alors que la singularité est a monodromie finie et sont équivalents :

1. f, est algébroide,

2. fs’étend méromorphiquement en py,

3. D* est la restriction & D* x C d'un disque DcDxC proprement
plongé,

4. g s’étend méromorphiquement en 0.

Les singularités algébroides généralisent ’exemple R.5 avec « rationel ;
ce sont aussi les singularités des fonctions algébriques. Dans ’exemple
2.9, toutes les singularités de g au dessus de C sont algébroides (et donc
isolées) bien que leur projection soit dense. Dans I'exemple P.7, toutes
les singularités sont algébroides exceptée celle au dessus de 0 qui n’est
méme pas isolée.
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3. Fonctions algébroides

Définition 3.1. — On dit que f définit une fonction algébroide sur (2
si toute singularité de f au dessus de €2 est algébroide.

Ezxemple 3.2. — Si m: S — () est une application holomorphe pro-
pre (non nécessairement finie) d'une surface de Riemann S sur Q et si
g+ § — C est une fonction méromorphe, alors la fonction multiforme
f définie sur Q par (7,g9) : S — Q x C est algébroide sur Q. Les fonc-
tions algébroides ainsi construites satisfont en outre a la propriété suiv-
ante. Elles ne possedent qu’'un nombre fini de déterminations des que
I'on restreint le prolongement analytique a un ouvert relativement com-
pact dans Q. La fonction f de 'exemple P.§ est algébroide sur C mais
ne satisfait pas a cette derniere propriété.

Proposition 3.3. — Si f définit une fonction algébroide sur €Y, alors :

1. Uensemble & des singularités de f au dessus de €2 est dénombrable,
2. pour tout cheminy : [0, 1] — Q issu de xq, il existe un sous-ensemble
fini 3(v) € N ~(]0,1]) C€ Q et un e > 0 tels que f se prolonge
analytiquement le long de tout chemin e-proche de ~y évitant ¥(vy) :
7 [0,1] = @, 4(0) = o, [(t) —v(t)] <e et ¥ (J0, 1) NE(y) =0
conduisant éventuellement f wvers une singularité lorsque v'(1) =

v(1).
En particulier, 'ensemble des valeurs prises par les différentes détermi-
nations {f(z1) ; v comme au dessus avec v'(1) = z,} C C est fini.

Remarque 3.4. — Dans la proposition précédente, l'ensemble 3(7)
joue le role des singularités intermédiaires possibles qu’il suffit de
contourner (en perturbant ) de fagon a poursuivre le prolongement
analytique de f jusqu’a xy.

Cette proposition est démontrée au début de [[L1]] ; la preuve que nous
donnons ici a 'avantage de montrer qu’elle reste vraie, a la finitude pres
de (), sous I'hypothese beaucoup plus faible que toute singularité de
f sur € est isolée.
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Lemme 3.5. — Si toute singularité de f au dessus de €1 est isolée,
alors Uensemble . des singularités de f au dessus de €1 est au plus
dénombrable.

Démonstration. — C’est une adaptation du lemme de Poincaré-
Volterra. A toute singularité f,, on peut associer une suite de dis-
ques Dy, Dq,..., D, C € recouvrant v et des fonctions holomorphes

fe : D — Cpour k=1,...,n—1 tels que fy = f au voisinage de x,
fe = fr_1 sur Di_1 N Dy, et la fonction multiforme définie sur D,, par
fn—1 possede exactement une singularité au dessus de D,, a savoir f,.
Quitte a diminuer la taille des disques, nous pouvons de plus supposer
leur rayon et les coordonnées de leur centre dans Q. Etant donnée une
telle suite de disques Dy, les fonctions f; sont bien définies par unicité
du prolongement analytique ; il en est de méme de la singularité f,
au dessus de x; : on peut oublier le chemin. Puisque l’ensemble de
telles suites de disques est dénombrable, ’ensemble des singularités ’est
aussi. O

Remarque 3.6. — Supposons que l'on rencontre une singularité de f
en t; < 1 le long d'un chemin ~ : [0,1] — Q issu de xy = v(0) (i.e. le
chemin 7|, conduit f vers une singularité) ; si cette singularité est
isolée, alors on peut la contourner dans le sens suivant. Pour ¢ > 0
suffisamment petit, on peut modifier v le long de la composante connexe
Jt7,t [de vy 1 ({|z—z1| < €}) contenant ¢; de sorte que le nouveau chemin
71 obtenu ainsi évite zy := y(t1) : Y(Jt;, 7)) C {|lz — =] < e} \ {=:}.
Le long de v, le prolongement analytique de f peut étre poursuivi un
peu plus loin, i.e. au moins jusqu’a t{. Attention, la détermination de f
obtenue en v(t]) dépend de la perturbation 7, choisie ; cependant, parce
que la singularité est isolée, elle ne dépend que de la classe d’homotopie
de v, parmi ceux donnés par la construction précédente. Pour une sin-
gularité non isolée, cette construction ne serait plus véritablement locale
et perdrait de son sens.



SUR LES THEOREMES I ET II DE PAINLEVE 13

,,tl .

Y=
X t2 i
y tg o

FIGURE 6. Contournement successif des singularités

Lemme 3.7 — Sitoute singularité de f au dessus de §) est isolée, alors
pour tout chemin ~y : [0,1] — Q issu de xg = (0), quitte a répéter la
construction de la remarque précédente un nombre fini de fois, on obtient
un chemin 7, le long duquel f admet un prolongement analytique (ou
conduit vers une singularité).

En d’autres termes, on n’aura toujours qu'un nombre fini de singu-
larités a contourner avant d’atteindre (1), et ceci indépendamment de
la facon dont on contourne ces “singularités intermédiaires”.

Démonstration. — Supposons que pour certains choix successifs dans la
facon de contourner les singularités intermédiaires, nous soyons amenés
a effectuer une infinité de contournements successifs 79 = v, 71,72, - - -
mettant en évidence une infinité de singularités successives 0 < t; < ty <
-+ < 1, avec limite 0 < t,, < 1. Alors on peut choisir les modifications
successives ¥, — Yn+1 de plus en plus petites de sorte que la suite 7,
d’applications continues tende uniformément vers un chemin ~,,. Alors,
f possede une singularité en 7y(t,,) pour le prolongement analytique le
long de v : [0, %] — € qui n’est, par construction, pas isolée. O
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Remarque 3.8. — Les singularités successives 0 < t; < 15 < ... <
t, < 1rencontrées durant l'algorithme du Lemme précédent ainsi que leur
nombre n dépendent des choix successifs que I'on fait en les contournant.
Par exemple, si la premiere singularité ¢; (qui, elle, ne dépend d’aucun
choix) n’est pas & monodromie finie, alors il existe une infinité de fagons
de la contourner et la position de la singularité suivante t, peut dépendre
entierement de ce choix.

Lemme 3.9. — §i toute singularité de f au dessus de §) est isolée a
monodromie finie, alors pour tout chemin ~y : [0,1] — Q issu de y(0) =
xg, il existe un sous-ensemble fini X(v) C XN ~(]0,1]) C Q tel que 'on
ait la propriété (2) de la proposition [3.3.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une infinité de singularités in-
termédiaires pour le prolongement algébroide le long de . Puisque la
premiere singularité y(¢;) est & monodromie finie, il n’existe qu’un nom-
bre fini de fagons essentiellement distinctes de la contourner. Pour au
moins un de ces choix 71, il doit rester une infinité de singularités in-
termédiaires possibles pour le prolongement analytique le long de ;.
En répétant cette opération indéfiniment, on est amené a contourner
une infinité de singularités le long de v, ce qui contredit le Lemme
précédent. O

4. Les théorémes de Painlevé : des équations différentielles
aux feuilletages

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le premier théoreme de
Painlevé :

Théoréme (I). — Soient P,QQ € Clz,y] et considérons [’équation
différentielle :
B W P(z,y)
dr  Q(z,y)
Il existe un ensemble fini de points X C C sur lequel se projettent toutes
les singularités non algébroides au dessus de C de toute solution locale

y = f(x,20,%0) de (E).
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Ainsi, toute solution est une fonction algébroide sur Q@ = C\ Xg.
En particulier, I'exemple P.§ ne peut pas se produire : les solutions
d’équations différentielles d’ordre 1 ne rencontrent pas de frontiere na-
turelle au prolongement analytique.

Remarque 4.1. — La projection dune singularité algébroide de
f(x,z0,y0) dépend de la condition initiale yy et décrit tout Q lorsque
I'on décrit toutes les solutions. Aussi, on les appelle points critiques
mobiles dans la littérature.

Introduisons maintenant les concepts géométriques qui se cachent
derriere cet énoncé. L’idée de Paul Painlevé était de considérer I’équation
différentielle (E) comme un feuilletage singulier par courbes (& savoir
les graphes des solutions) dans le portrait de phases (z,y) € C x C
(Voir aussi [Re]). Au voisinage de tout point (zg,y9) € C? satisfaisant
Q(zo,y0) # 0, les graphes des solutions locales y = f(x) dont les condi-
tions initiales f(zo) sont proches de y, sont les courbes de niveaux d’une
submersion H (z,y) (Théoreme de Cauchy a parametre). Précisément, il
existe un voisinage U 3 (g, ¥yo) sur lequel H : U — C est bien définie
et réguliere et telle que, pour toute condition initiale (x1,y;) € U,
la solution locale f(x,z1,y;) est donnée par l’équation fonctionnelle
implicite H(x, f(x,z1,y1)) = H(x1,y1). Ainsi, les graphes de solutions
locales définissent un feuilletage régulier par courbes dans un voisinage
de (g, y0). Ce feuilletage F est globalement défini sur le complémentaire
de {Q(z,y) = 0}. Il s’étend, le long de {Q(z,y) = 0}, au voisinage de
chaque point (o, yo) satisfaisant P(zo,yo) # 0 par les mémes arguments,
apres permutation du role des variables z et y, i.e. simplement en
%. Le feuilletage régulier F
est ainsi bien défini sur le complémentaire C? \ {P(z,y) = Q(x,y) = 0}.
Quitte a diviser P et () par un facteur commun, nous pouvons toujours

considérant I’équation différentielle Z—Z =

supposer ces polynomes premiers entre eux. Ainsi, ’ensemble singulier
{P(z,y) = Q(z,y) = 0} consiste en un nombre fini de points, & savoir
les points d’indétermination du second membre de (E). On dit que F
est un feuilletage singulier & singularités isolées sur C2.
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FIGURE 7. Le feuilletage F et les singularités fixes g

Le feuilletage F s’étend en un feuilletage singulier a singularités isolées
sur C x C de la maniere suivante. Supposons P = P,, de degré m € N et
Q = @, de degré n € N en la variable y. Apres changement de variable

Y = %, il vient :
Pu(z, &) P
(E) ﬂ:_yz ("L‘ )1/) _ﬁ(ZL‘,Y)
dx Qn(z, 7) Q(x,Y)

o P et @ sont les polynomes premiers entre eux donnés par :
P =—-Y"?2Pp, (x, +) et Q =Y"Q,(x, ) si n+2>m
P=—-Y"P,(z,3) et Q=Y"2Qu(z,5) si n+2<m

On développe de nouveau les arguments précédents pour étendre F en

un feuilletage singulier a singularités isolées au voisinage de la droite a

l'infini :
Lo =CxC\C?={y=o0}.
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On note Y 'ensemble (fini) des singularités de F, c’est a dire des
points de C x C au voisinage desquels F ne s’étend pas comme feuilletage
régulier :

Srlce = {(z0,y0) € C*; P(z0,50) = Q(20,y0) = 0},

Srln. = {(z0,00) ; P(xo,0) = Q(xo,0) = 0}.

On introduit aussi la courbe discriminante A comme ’ensemble des
points de tangence entre le feuilletage F et la fibration verticale :

Aler = {(z,9) 5 Qz,y) =0} et Al = {(2,00) ; Q(x,0) = 0}.

Nous allons distinguer les différentes positions possibles du feuilletage
F vis a vis de la fibration verticale en un point (z,yo) € C x C suivant
5 catégories :

transversalité : (zg,yo) € A,

tangence simple : F intersecte A transversalement en (g, yo),
tangence multiple : F intersecte A avec multiplicité en (xq, yo),
singularité : (zo,v0) € X,

feuille verticale : Q(zo,y) =0, i.e. {z = ¢} est une feuille de F.

A e

L’ensemble Y est la projection sur C des points de type (4) et (5) :
Yp = {:co : Q(z0,y) =0 ou (20,%0) € Xz pour un yo € C }

Dans les exemples .5 et R, Xx est réduit & {0}. Dans I'exemple P.6,
on a X = {(1,, (3} pour la premiere équation et toute solution y =
f(z) est une fonction multiforme réguliere de x sur  := C\ {(1, (2, (3} ;
par contre, Xp est vide pour la seconde équation et toute solution x =
g(y) est une fonction algébroide transcendante de x avec un ensemble

dense de singularités dans le plan.
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Théoréme (II). — Soient P,QQ € Clx,y| et considérons l’équation
différentielle :
dy _ P(z,y)
() WD)
o Qz,y)

Notons 2 le complémentaire dans C de [’ensemble ¥ donné par le

Théoreme 1. Considérons une solution analytique locale f(x,xq,y0) et
un chemin vy : [0,1] — Q issu de xo = v(0). Alors il existe une constante
e > 0 telle que la fleche qui a une valeur initiale y proche de yo fait
correspondre ’ensemble fini de valeurs :

o - 7' 1[0,1] — Q est e-proche de v et
Prly) 1= {ffyl (1,70, ) ; évite les singularités intermédiaires
définit, sur tout disque D suffisamment petit centré en yo, une fonc-
tion multivaluée de y donnée par un nombre fini de fonctions algébroides
(finies) sur D.

Si le concept de feuilletage n’est pas clairement défini dans [Pa], le
Théoréme II est bien connu des “feuilleteurs” dans le contexte suivant.

Remarque 4.2. — Le choix d’un prolongement algébroide de f(x, zo, o)
correspond au choix d’un chemin 7 : [0,1] — € x C relevant 7 dans la
feuille F,, passant par le point py = (z0,%0) : 7(0) = pp et Toy = v
(ici w est la projection verticale). Il apparaitra clairement dans la suite
que le prolongement obtenu est analytique (i.e. mnon singulier en )
des que le feuilletage F est transverse a la verticale Ty = {x = 21}
au point d’arrivée 7(1). En d’autres termes, étant donné un chemin
5 :10,1] — Q x C a valeurs dans une feuille joignant deux points ¥(1),
1 =0,1, en lesquels le feuilletage est transverse a la verticale T;, il existe
un € > 0 tel que la fleche ¥'(0) — (1) qui fait se correspondre les
extrémités de tous les chemins ¥’ tangents au feuilletage, joignant Ty a
T, et e-proches de v définit une application uniforme et holomorphe sur
un voisinage de 1. C’est le lemme fondamental de I’holonomie.

Comme !’a maintes fois rappelé Painlevé (voir [Bo], p.142), il est im-
portant de comprendre que ’énoncé précédent n’est que local dans la
variable y. Le prolongement analytique de la fleche y — f(x1, zo,y) peut
conduire a des singularités non algébroides dans le plan des y (voir §f).
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5. Preuve du Théoréeme 1

La démonstration du premier théoreme repose sur la compacité de
la fibre verticale C. Nous commencons par prouver un cas particulier
important.

Proposition 5.1. — Soient P,QQ € Clx,y| et considérons [’équation
différentielle :

() dy _ P(z,y)
dz  Q(z,y)
Sl existe un point xy € C au dessus duquel les solutions y(x) de
léquation (E) n'ont pas d’autre singularité que des pdles, alors (F) est
une équation de Riccati :

dy  a(x)y® + b(x)y + c(z)

da Q)

ot a,b,c,QQ € Clx] sont des polynomes d’une wvariable. De plus, on

a ¥g = {Q(x) = 0} et toute solution y(zx) est méromorphe sur le

revétement universel C \ Xg.

Démonstration. — L’absence de singularité algébroide autre que des
poles au dessus de x se traduit par la transversalité de la droite verticale
{x = 20} avec le feuilletage F dans C x C. En particulier, Q(zo,y) # 0
pour tout y € C, clest a dire @ = qo(x) + ¢ (x)y + -+ + qu(x)y"
avec qo(zg) # 0 et qp(xg) = 0 pour k = 1,...,n. Apres changement
de coordonnées Y := 1/y, il apparait que @(xO,Y) = qo(x9)Y* ol
k :=sup{m — 2,n}. La transversalité de {z = x¢} a yo = oo se traduit
par @(mO,O) # 0. Par suite, n = 0 et m < 2 ce qui nous conduit
a I'équation de Riccati. Dans ce cas, toute fibre verticale {z = z¢},
Q(xg) # 0, est transverse au feuilletage. Par conséquent, la premiere pro-
jection (z,y) — z induit sur chaque feuille L un revétement L — C\ Xg.
Ainsi, L est le graphe d’une fonction n’ayant que des poles au dessus de
C\ Xg, a savoir les points d’intersection de L avec la droite a l'infini

{y = oo} O
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Remarque 5.2. — Une équation différentielle dont les solutions sont
toutes méromorphes est une équation de Riccati. En effet, les autres
équations possedent toujours des solutions avec singularités algébroides
multiformes (points d’intersection du graphe avec A). Cependant, tres
peu d’équations de Riccati ont des solutions méromorphes. L’exemple
il )
Q@ a a

ay _ 1 + 2 + 3

dv z—G z—C x—(3
est une équation de Riccati dont toute solution est multiforme.

La proposition p.1] repose sur la trivialisation locale des points de type
(1). Pour les points (xg,yo) de type (2), on peut encore donner des
modeles locaux :

Lemme 5.3. — Soit F un feuilletage régulier défini au voisinage de
lorigine 0 € C% par une submersion H : U — C, avec une tangence
verticale en 0. Supposons que le discriminant A 1= {%—I; = 0} soit trans-
verse a la verticale {x = 0} en 0. Alors, il existe un changement de
coordonnées locales ®(x,y) = (z,¢(x,y)) préservant la fibration verti-
cale et envoyant F sur le feuilletage défini par Hy(x,y) = x + y*, ou
(k—1) € N* est l'ordre de %—IZ le long de A. En d’autres termes, il existe
un difféomorphisme local ¢ tel que H = p o H o ®.

Démonstration. — Par un changement de coordonnées préliminaire
(préservant la fibration verticale), on peut déja supposer A : {y = 0}.
Alors, %—I; = y* lu(z, y) pour un entier (k—1) € N* et une unité holomor-
phe u(x,y), u(0,0) # 0. Par intégration, on obtient H = f(z)+y*u(z, y)
avec une nouvelle unité u(z,y) et une fonction f(x) que 'on peut sup-
poser s’annuler en 0, i.e. H(0,0) = 0. Puisque H est une submersion
transverse a A, ¢(x) = H(x,0) est encore une submersion sur A.
Donc, ¢ est un difféfomorphisme local et H = ot o H est une nou-
velle submersion définissant F de la forme H(z,y) = z + y*u(z,y).
Finalement, si v(z,y) désigne une racine primitive k®™¢ de u(z, y), alors
le changement de coordonnées défini par ¢(x,y) = y - v(z,y) satisfait
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Proposition 5.4. — Soit T := {x = 1o} C C x C une verticale trans-
verse a A (tout point le long de T est de type (1) ou (2)). Alors, on peut
trouver un disque D C C centré en xq tel que la projection verticale re-
streinte au voisinage tubulaire D x C induise un revétement ramifié des
feuilles (apres restriction) sur D. De plus, chacun de ces revétements
ramifiés a au plus un branchement. Les multiplicités de branchement
possibles sont les multiplicités ky, ..., k, € N* de Q(x,y) et @(:L’,Y) le
long des composantes irréductibles non verticales de A. En d’autres ter-
mes, toute solution f(x,xq,yo) dansx € D est ou bien uniforme, ou bien
algébroide avec exactement une singularité et k; déterminations pour un
ie{l,...,n}.

Démonstration. — Elle se déduit par un argument de compacité appliqué
aux modeles locaux donnés le long de la verticale par le Lemme p.3. O

Ezxemple 5.5. — Le feuilletage globalement donné par H;, = x + y*

correspond a I’équation différentielle Z—i’ = —Wl_l. Toute solution y =

(zo + y¥ — )" possede exactement une singularité algébroide en z; :=
zo + y&. La position de cette singularité dépend des conditions initiales :
21 est un point critique mobile.

Exzemple 5.6. — Pour n > 2, 'équation différentielle :

dy _ an(x)y” + -+ a(2)y + ao(x)

da Q) /

ol a; et () désignent des polynomes en z, a pour discriminant A =
Loo U{Q(x) = 0} avec multiplicité k =n — 1 le long de L.

(E)

$—y3

Exemple 5.7 — Le feuilletage globalement défini par H = T, cor-
respond a 1’équation différentielle % = m Son discriminant

posséde une tangente verticale & I'origine. La solution f(z,0,0) = z'/3

possede exactement une singularité algébroide en 0 avec 3 déterminations.
Puisque y = f(x, o, y0) est 'inverse de * = g(y) = y> —cy + ¢, ¢ =
H(xo,10), elle a 2 singularités algébroides avec 2 déterminations locales
autour de chacune d’elles ; d’un point de vue global, elle possede 3
déterminations. Lorsque ¢ — 0, ces deux singularités bifurquent en une
seule d’ordre plus grand.
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Remarque 5.8. — Des que 'on autorise la présence de singularités
dans A, on ne peut plus espérer obtenir de modeles polynomiaux. En
effet, si I'on considere le cas le plus simple ou A est a croisements ordi-
naires, disons A = {y? — 2% = 0}, alors on peut mettre en évidence
I'invariant suivant. Notons A; = {y —x = 0} et Ay = {y+ 2 =
0} et définissons un germe de difféomorphisme h : A; — A de la
facon suivante. Envoyons d’abord p € A; sur un point p’ € A, par
projection verticale, c’est a dire suivant le feuilletage vertical, puis en-
voyons p’ sur l'unique point h(p) € A; qui est dans la méme feuille
pour F. Si H est une submersion définissant le feuilletage F, alors
h(z) = hy'ohy ot hy(z) = H(x,z) et hy(x) = H(z, —x). Apres change-
ment de coordonnées préservant le feuilletage vertical, c’est a dire de
la forme ®(z,y) = (p(x),d(x,y)), h se trouve conjugué par . Par
exemple, la submersion H = z + (% — 2%y + 22%)u(z), w(0) = 0,
est de discriminant A = {y? — 2% = 0} et réalise le difféomorphisme
h(z) = x+ 32°u(z). Donc, tout difféomorphisme h tangent & l'identité a
I'ordre 2 est réalisable comme invariant local d’un tel feuilletage. La clas-
sification de tels difféfomorphismes modulo conjugaison analytique donne
naissance aux modules d’Ecalle—Malgrange-Voronin qui sont fonctionnels,
plus grand que 'espace des polynomes.

Lemme 5.9. — Soit F un feuilletage régulier défini au voisinage de
(0,0) € C? par une submersion H : U — C, H(0,0) = 0. Supposons
que {H (z,y) = 0} ne soit pas la droite verticale {x = 0} : %—I;(O,y) est
d’ordre fini k € N en y = 0. Alors il existe un disque D centré en 0 € C
et ¢ > 0 tels que, pour |c| < g, les solutions y = f(x) de l’équation
implicite H(z,y) = ¢ sont algébroides sur D avec < k+1 déterminations
et au plus k singularités. Plus précisément, pour ¢ =0, il y a seulement
une solution y(x) avec seulement une singularité en v = 0 et k + 1
déterminations autour. Pour ¢ # 0 suffisament proche de 0, il y a encore
une unique solution y(x) avec < k singularités # 0 et k+1 déterminations
autour. Alors que |c| croit, les singularités s’échappent par le bord de
D faisant croitre le nombre de solutions distinctes. Finalement, pour
lc| =€, il y a exactement k + 1 solutions distinctes uniformes.
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Démonstration. — Lorsque k = 0, le théoreme des fonctions implicites
donne des solutions uniformes ¢.(x) analytiques sur un polydisque
(x,c) € D x D, centré en (0,0). A partir de maintenant, supposons
k > 1. Le théoreme des fonctions implicites donne des solutions uni-
formes z = 1.(y) a I’équation fonctionnelle H(¢.(y),y) = c analytiques
sur un polydisque (y,¢) € D' x D, centré en (0,0). Pour ¢ = 0, o(y)
possede un point critique s’annulant a 'ordre £ 4+ 1 en y = 0. Quitte a
diminuer D', ¥ (y) est conjugué, sur un voisinage de 'adhérence D', & la

k+1 En particulier, il existe 2 disques D~ C D™ centrés

fonction y — y
en x = 0 tels que la frontiere 9D’ soit envoyée par 1)y dans 'anneau
Dt \ D= avec indice k + 1. Quitte & diminuer e, 1, envoit encore
0D’ dans D* \ D~ avec indice k + 1 et, par le théoreme de Rouché,
possede encore k points critiques (comptés avec multiplicité) dans D’
pour |c| < e. Ceci signifie que pour pour tout sousdisque D C D™, 1,
induit un revétement ramifié ¢, (D) — D de degré k + 1 avec au plus
k points critiques. Les solutions algébroides y(z) de 1’énoncé sont les
applications inverses de 1., allant de D vers les composantes connexes
de ¢71(D) ce qui prouve le premier point.

Il reste a montrer que les images des points critiques de 9., qui devi-
ennent les points singuliers des solutions y(z), s’échappent de 0 et, par
suite, de tout disque D suffisamment petit lorsque |¢| croit. En fait, nous
allons montrer que les singularités des solutions y(x) sont des germes
de fonctions algébroides non constantes de ¢ en 0. Remarquons d’abord
que les points critiques y1(c), ..., yr(c) de 9. sont les déterminations de
fonctions algébroides de ¢ en ¢ = 0.

En effet, notons A la courbe discriminante de F, A = {%—I; = 0}. Dans
les nouvelles coordonnées (c,y) := (H(z,y),y), la fonction H devient la
premiere coordonnée et I'ancienne coordonnée x = xz(c,y) devient une
submersion de discriminant A. Alors, les points critiques y;(c), . .., yx(c)
sont les points d’intersection de la droite verticale { H = ¢} avec la courbe
A. Donc, les points critiques sont les paramétrisations de Puiseux de A
dans ces coordonnées et sont par suite algébroides au voisinage de 0.
Finalement, les points singuliers (;(c) des solutions y(x) sont donnés par
Gi(e) = ¥.(yi(c)) et sont aussi algébroides (composition de d'une série de
Puiseux par une série entiere).
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Puisque H possede une tangente isolée avec la droite verticale {z = 0}
en (0,0), le graphe {H(z,y) = ¢} de 1. intersecte transversalement la
droite {x = 0} pour ¢ # 0 et tout fonction inverse correspondante y(z)
est analytique en 0. Donc, aucun de ces germes algébroides (;(c) ne

peut étre constant = 0. En particulier, pour |¢| = ¢, chacune de ces
déterminations s’est échappé de tout disque suffisamment petit D. O
Remarque 5.10. — Dans l'exemple p.7, les points critiques des solu-

/2

tions z(y) sont les 2 déterminations de la fonction algébroide 7
{y1(c),y2(c)}. Les points singuliers de l'inverse y(x) sont les valeurs cri-
tiques de la fonction précédente, c’est a dire sont les 2 déterminations
de la fonction algébroide ¢ — 3—\2/303/ 2 = {(i(c), G(e)}. Dans la remar-
que 5.8, les points singuliers sont 2 fonctions uniformes données par
Ci(c) = hi'(z) et G(c) = hy'(x). L'invariant h discuté dans la remar-
que 5.8 n’est autre que l'application permuttant les singularités. Aussi,
dans I'exemple B.7, si A est paramétré par z — (322 — 223, 2), alors
H|a(2) = 2% Donc, linvariant h, vu comme application A — A est
simplement z — —z alors qu’il devient algébroide lorsqu’il est vu dans la

variable z.

Nous déduisons finalement du Lemme [.9 la version quantitative suiv-
ante du Théoreme I.

Corollaire 5.11. — Etant donnés [’équation différentielle :
dy _ P(z,y)
(B L=
z Qz,y)

et X € C définis comme précédemment, il existe un k € N tel que
toute solution est algébroide sur Q = C\ Xg avec singularités ramifées
a Uordre < k. De plus, pour tout chemin différentiable ~ : [0,1] —
Q et toute solution analytique locale f(x,zo,y0), o = 7(0), le nombre
de déterminations obtenues en x; = (1) par prolongement analytique
le long de ~ contournant les singularités intermédiaires est borné par
(k4 1)) o4 |y| désigne la longueur de y et e(y) > 0 est une fonction
décroissante de la distance d(v([0,1]), Xg) de~y a l’ensemble singulier Xp
(pour la distance sphérique sur C O C).
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Démonstration. — Pres de tout point (g, y9) € C? satisfaisant zy € X,
le lemme 7 fournit une description des solutions de (£) sur un voisinage
ouvert de la forme {|z| < e1,|H| < e2}, €1,62 > 0. Par un argument
de compacité, la fibre {z = 2} peut étre recouverte par un nombre fini
de tels voisinages. Il existe donc un disque D(zg) centré en x, tel que
toute solution y(z) de (F) dans D est algébroide avec au plus k points
singuliers et au plus k£ 4+ 1 déterminations. L’entier k est la multiplicité
totale d’intersection entre A et la droite verticale {x = z(} et est alors
indépendant de zg. Tout sous-ensemble compact K C € (par exemple
K =K, :={z; d(z,Xg) > r}, r > 0) est recouvert par un nombre fini de
tels disques Dy, ..., Dy. Alors pour tout chemin ~ : [0,1] — K et pour
toute solution analytique locale f(z,xq, o), o = 7(0), on peut effectuer
le prolongement algébroide le long de v en recollant ensemble un nombre
fini de solutions algébroides dans les disques D; rencontré. Le nombre
maximal de disques successifs D(x;) nécessaire pour recouvrir 7y est borné
par la longueur |v|. En effet, fixons un € > 0 tel que les disques e-rognés
D; :={x € D;; d(x,0D;) > €} recouvrent encore K. Alors si (o) est
dans un D; , v(t) reste dans D; pour t € [ty, to+¢] avant de changer pour
un autre disque D;. Ainsi, on a besoin de changer au plus % fois de
disques D; pour pouvoir effectuer le prolongement algébroide le long de
~. En d’autres termes, au plus |€l| + 1 disques distincts ont été rencontrés

durant le prolongement analytique et au plus (k+1)(%+1) déterminations
distinctes peuvent étre obtenues pour f(xy, zo,yo), T1 = Y(1). O
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6. Preuve du théoréme II et ’exemple de Painlevé

Preuve du théoréme II. — Soient f(x,xg,yo) et v : [0,1] — Q comme
dans I'énoncé et soit X,(f) l'ensemble des singularités intermédiaires
possibles (voir propriété (B) du §3). Tout prolongement algébroide f,
va donner naissance a une composante irréductible de . Un tel pro-
longement est caractérisé, d’apres la remarque 14, par un relevement :

7:00,1] = LycCxC, Hyoy=~ avec 7(0)= (x9, o)

dans la feuille Ly passant par (zg,%o). Soient 7,...,7y5 : [0,1] — Q x C
tous les relevements possibles de «, caractérisant tous les prolongements
algébroides de f. En particulier, tous ces chemins coincident pour t petit
et bifurquent au fir et a mesure que 'on rencontre les points de X, (f).

D’apres le lemme 7 et par compacité de la fibre, pour tout ¢t € [0, 1],
on peut trouver un disque D centré en ~y(t) tel que toute feuille L du
feuilletage F|p restreinte au cylindre D x C est un revétement ramifié
sur D. Notons L; la feuille locale contenant 7;(t). Quitte a diminuer
D, on peut supposer que chaque application © : L, — D est ou bien
un difféeomorphisme, ou bien un revétement ramifié ne ramifiant qu’au
dessus de 7;(t). Dans ce dernier cas, remarquons que y(t) € X,(f) et, si
l'ordre de branchement est ¢, alors ¢ relevements 7; coincident jusqu’a ¢
et deviennent distincts juste apres. Par compacité du chemin v, on peut
extraire de ces disques un recouvrement fini, disons :

D, D ’Y([tk,thrl]) ou 0= g <ty <+ <ty <lpy1 = 1.

Pour £ =0,...,net [ =1,..., N, notons Ly, la feuille du feuilletage
restreint F|p, contenant ¥;(t;). En particulier, Ly; N Lj41; est envoyé
difféomorphiquement sur Dy, N Dyyq par 7. Soit Hy; : Uy; — C une sub-
mersion definissant le feuilletage sur un voisinage tubulaire Uy, de L.
Apres composition (a gauche) des Hy; par des difféomorphismes conven-
ables, on peut supposer Hy,(zo,y) =y et Hpy1, = Hg,; au voisinage de
Yi(trs1). Pour € > 0 suffisamment petit, on peut supposer que, pour tout
[y — yo| < €, U'ensemble {z € Dy, et Hy (x,y) = y,} n'est pas vide et est
une feuille complete pour le feuilletage restreint F|p,. Pour simplifier,
remplacons Uy par ouvert {z € Dy et |Hy (x,y) — yo| < €}.
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Soit v : [0, 1] —  une e-perturbation de ~y avec '(0) = xy. Sie > 0
est suffisamment petit, Alors Dy, reste un recouvrement ordonné pour v'.
De plus, on peut supposer v'(t;) € Dy N Dy, Soit 7' : [0,1] — C x C
un relevement de 4 dans le feuilletage correspondant & un prolongement
algébroide d’une solution f(x,x¢,y]) avec |y, — yo| < €. Il s’en suit que
7'(1) = (z1,y;) ot xy = (1) et y; est 'une des valeurs prises par ¢, en
Yyo- De plus, toute valeur de ¢, est obtenue de cette maniere.

A présent, nous sommes & méme de prouver que 7' reste proche de
7. En effet, supposons que 7'(#;) soit contenu dans un Uy;. Alors 7' (tx)
est dans la feuille locale Ly := {z € Dy et Hy,(x,y) = y,}. Puisque
' ([tk, tks1]) est contenu dans Dy, 7' ([tx, tx11]) est completement contenu
dans L. En particulier, quitte a remplacer I'indice [ par un autre con-
venable parmis ceux pour lesquels Hy; : Uy, — C reste inchangé, 7' (tx41)
est dans Uy N Uyy1,. Par récurrence, puisque 7'(0) € Up,, il s’en suit
qu'il existe un [ =1,..., N tel que ¥'(t;) € Uy, pour tout k =0,...,n.
Finalement, ¥'(1) = (z1,y)) € L, = {x € D,, et Hy (x,y) = y,}. Par
conséquent, y; est la valeur prise en y par une des déterminations des
fonctions algébroides ¢;(y) définies pour |y —yo| < € par H, i (z1, ¢i(y)) =
Y. 0

L’énoncé original du théoreme II parait ambigii aujourd’hui. Dans les

Legons de Stokholm, il est écrit (voir [Pal, tome 1, p.210) :
Soit yo la valeur de y(x) pour x = xq, et soit y = p(x,yo, xo) 'intégrale
générale de (A). Si T, Ty désignent deux valeurs numériques quelconques
distinctes des valeurs &, la fonction y = ¢(T,yo, Tg) ne présente dans
tout le plan des yo (a distance finie ou infinie) que des points singuliers
algébriques.

On aurait tendance a penser, en lisant ce texte, que pour tous points
xo et xy distincts de X g, tout chemin ~ les joignant et toute valeur y, =
f(z1,x0,y0) obtenue en choisissant un relevé de v dans le feuilletage, le
germe de fonction ¢ : (C,yo) — (C,y;) correspondant défini par la fleche
y — f(x1,20,y) admet un prolongement algébroide sur C. Cependant,
la simple lecture de la preuve originale de Painlevé nous montre qu’il
n’en est rien : le théoréeme prouvé est purement local. De plus, il est tres
facile de se convaincre que le germe ¢ possede en général des singularités
non algébroides.
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Exemple 6.1. — Si P et () sont deux polynomes de degré d € N*
suffisamment génériques, alors le feuilletage induit par I’équation
différentielle correspondante :

dy  P(z.y)

E) &= 0y

posséde exactement d? points singuliers dans C?, tous hyperboliques.
D’apres le théoreme de Poincaré, il existe, au voisinage d’'un tel point p €
C2, un systeéme de cordonnées analytiques locales redressant le feuilletage
sur celui défini par :

dy _
dr

% = constante}

a% c'est a dire {y-z~
pour un nombre complexe a ¢ R. En particulier, le feuilletage possede
deux courbes locales invariantes, lisses et transverses, au point p qui
n’ont aucune raison, ni 'une ni 'autre, d’étre verticales. Ces deux
feuille vont imanquablement intersecter n’importe quelle droite verti-
cale T = {x = zo}. Notons Ly et L; ces deux feuilles, choisissons (le
cas échéant) un point d’intersection respectif py = (xg,y0) € Lo NT et
p1 = (x0,41) € Ly NT ainsi qu'un chemin 7; joignant p; & p dans L; pour
i = 1,2. La concaténation 7 := 7 - 3, * est un chemin allant de py & py,
tangent au feuilletage et changeant de feuille au point p. Au vu du modele
local, le germe d’application retour ¢ : (C,yo) — (C, ;) correspondant
(défini comme dans ’énoncé du théoreme II par les perturbations de ¥
tangentes au feuilletage et a extrémités dans T') est localement conjugué
a Papplication y — (y — yo) ™ + y1 qui n’est pas algébroide en 7. Cest
I’application de Dulac complexe de la singularité p. Bien stur, le théoreme
IT n’est pas contredit puisque ’on a choisi un chemin 7 passant par une
singularité du feuilletage et donc relevant un chemin ~ dans la base qui
intersecte Y. Cependant, toute détermination locale de ¢ en un point
Yy, proche de o est un germe d’application donné par le théoreme II qui,
par construction, n’admet pas de prolongement algébroide sur C.
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FIGURE 8. Exemple [6.1]

L’énoncé original du théoreme II a du suscitter maintes critiques
puisque Paul Painlevé a cru bon de rappeler, dans 'appendice du livre
de Boutroux (voir [B], p.142-144) que 1’énoncé n’est que local. Pour bien
montrer qu’il avait en téte qu'une interprétation globale de son énoncé
ne pouvait pas étre vraie, il a méme cru bon de donner le contre-exemple
suivant. Comme nous 'avons décortiqué en détails, il est plus compliqué
que le précédent mais tres instructif pour d’autres raisons. Je remercie
K. Okamoto de m’avoir signalé cet exemple en Février 2001.
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Ezxzemple 6.2 ([P, p.142-144). — Considérons I'équation différentielle :

dy Yy
(E) dr z(y+1)

Son intégration nous conduit a l'intégrale premiere globale H(x,y) =
% et les solutions globales sont définies par I'équation implicite
H(z, f(x,70,v0)) = H(zo,90). Apres compactification dans C x C, le
feuilletage F possede exactement 4 droites invariantes, a savoir {z = 0},
{z = oo}, {y = 0} et {y = oo}. Toute feuille autre que ces droites
est transcendante et admet une paramétrisation uniforme globale par
y € C, a savoir y — ¢ - yeY. Néanmoins, les solutions correspondantes
y = f(x,x0,90) sont des fonctions multiformes de x comme nous allons
le voir. Par ailleurs, F possede exactement 4 points singuliers situés aux
intersections de ces droites invariantes.

ﬂ

{y = oo}

FIGURE 9. Feuilletage associé a I'exemple f.2

Précisément, (0,0) est un nceud x(1+y)dy —ydx = 0 et est localement
conjugué a xdy = ydx d’apres le théoreme de Poincaré. Ceci signifie
qu’il existe un changement de coordonnées analytiques locales envoyant
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les feuilles de F sur celles du feuilletage radial {£ = constant}. De méme,
(00, 0) est une singularité selle X (1 + y)dy + ydX =0 (ici X = 1) et est
localement conjuguée a sa partie linéaire Xdy+ydX = 0. Finalement, les
singularités en (0, 00) et en (oo, 00) sont des selle-nceuds respectivement
donnés par z(1 +Y)dY) +Y?dx (0w Y = ) et X(1+Y)dY) - Y?dX.
Donc ¥g = {0, 00}. Enfin, le lieu des tangences verticales de F, en dehors
des 2 droites verticales invariantes, est donné par A = {y = —1}. La
feuille L,, ,, correspondant a n’importe quelle solution (non constante)
y = f(x,x0,y0) intersecte {y = 0} une fois en (0,0), A une fois en
(z1, —1) avec x1 = — Sz et accumule la droite horizontale {y = oo}
Ceci se déduit aisément de la parametrisation par la variable y. Donc
f(z, x0,y0) possede exactement 3 singularités, a savoir en 0, 21 et 0o, et
possede une infinité de déterminations en tout autre point. Autour de
x = 0, une des branches possede une extension analytique et coincide
avec une des feuilles locales de la singularité radiale de F. Les autres
branches tendent vers oo et se permutent transitivement lorsque 1’on
tourne autour de x = 0. Autour de x = oo, toutes les branches tendent
vers 0o et se permutent transitivement. Autour de xy, seules 2 branches
se permutent autour de la singularité algébroide alors que toute autre
branche possede une extension analytique en z;. Ceci nous donne une

description qualitative complete des solutions.

/L/ L/ L/K/ L/

X

|

FIGURE 10. Graphe d'une solution de I’exemple [.9
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Remarque 6.3. — Painlevé a soulevé le paradoxe suivant. Choisissons
une solution analytique locale f(x,xg,yo) # 0 en un point de €2, disons
xo = 1 pour simplifier. En particulier, 'unique singularité algébroide
x1 est supposée distincte de xg, c’est a dire yg # —1. Alors, toute
détermination de f(x) en xy peut étre atteinte par prolongement an-
alytique le long d'un lacet 7 d’indice 1 autour de x; mais d’indice 0
autour de 0. En d’autres termes, une infinité de branches sont permutées
uniquement en tournant autour de la singularité algébroide sans tourner
autour des autres ! En effet, choisissons un chemin o : [0,1] — Q,
Q= Q\ {21}, allant de 2 vers un point z{, proche de 0 le long duquel
le prolongement analytique de f(x) conduit a I'unique branche analytique
en 0. Alors, notons 7 : [0, 1] — Q* un lacet proche de 0, d’indice 1 autour
de 0 et d’extrémité xj. Finalement, choisissons un lacet vy : [0, 1] — QF
d’extrémité xj, d’'indice 1 autour de x; et d’'indice 0 autour de 0, le
long duquel le prolongement analytique de la branche analytique en 0 est
remplacée par une autre détermination grace a la singularité algébroide.
Alors, toute détermination de f(z) en xy peut étre atteinte par pro-
longement analytique le long de I'un des chemins o~ 177 "yy7"0, n € Z.
En effet, on a fn, = f, puisqu’il s’agit ,de la branche analytique en
0. Par contre, f,,;», est I'une des autres branches pres de 0 qui sont
transitivement permutées juste en tournant autour de 0, c’est a dire par

prolongement analytique le long de chemins 77".

Exzemple 6.4 (suite de ’exemple B.2). — Fixons maintenant une
verticale T : {x = x¢}, disons zy = 1 pour simplifier, et considérons
lapplication multivaluée ¢ : T — T;y +— f(xo,x0,y) construite en
recollant tous les germes donnés par le théoreme II. Par exemple, con-
sidérons 7y : [0,1] — Q = C* un lacet d’indice 1 autour de 0 d’extrémité
en xo. En appliquant le théoreme II a v pour yy = oo on déduit que le
germe d’application d’holonomie ¢; de la courbe invariante {y = oo}
du selle-nceud (voir la remarque 11). L’application multivaluée doit
au moins contenir ce germe ainsi que ses itérées ¢, = ", n € Z,
correspondant a 7". Précisément, ¢; est un germe de difféomorphisme
fixant oo de la forme ¢1(y) = y + 2im + }°,,3*. D’autre part, en
appliquant le théoreme II a v pour yy = 0 on obtient le germe identité
puisque I'’holonomie d’une singularité radiale est triviale.
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Bien sur, le germe identité et ¢; ne peuvent pas étre connectés par
prolongement analytique le long du plan des y. Donc, l’application mul-
tivaluée o doit étre la réunion de plusieurs fonctions multiformes. En
d’autres termes, son graphe n’est pas irreducible.

Afin d’apréhender I'application ¢ : y — f(xo,xo,y) toute entiere, re-
marquons que deux points quelconques yg et y; sur 7" sont dans la méme
feuille si et seulement si H(1,y9) = H(1,y;). Dans le cas ou yo,y; # 0,
ceci signifie encore que yo+log(yo) = y1+log(y1) pour des déterminations
convenables du logarithme. En d’autres termes, y; = ¢(yo) pour une
détermination de ¢ si et seulement si ¥ (yo) et 1 (y; ) different d’un élément
de 2inZ (indépendamment de la détermination de ¥(y) = y + log(y)
choisie). Donc, ¢ n’est rien d’autre que le groupe cyclique de transla-
tions 2¢77Z tiré en arriere par la fonction multiforme ).

Introduisons le champ de vecteurs Z = 2imd, dont l'’exponentielle
exp(Z) : z — z + 2im au temps 1 engendre le groupe cyclique précédent.
Son relevement par ¢ est Y*Z = QiWﬁOy. Sa partie réelle est donnée
par :

27 9 9
V= Ao ((u+ v +v*)0, — v0,)

ou y = u + v. Ainsi, ¢ consiste en la collection de exp(nV'), n € Z. Ce
champ de vecteurs est méromorphe en yy = —1 et s’annule en 0. Au point
y = 00, ¥*Z est holomorphe et V' est analytique, tangent au champ de
translations 270,. Donc, pres de I'infini, les trajectoires de V' ressemblent
a des droites verticales. Le portrait de phases de V', donné par le champ
de vecteurs polynomial (W)V = (u+u*+v?)9, —vd,, possede deux
singularités, a savoir une selle en y, et un centre en 0. Les 4 séparatrices
de yo consistent en une trajectoire analytique ot venant de I'infini depuis
le bas et allant vers gy, une trajectoire o~ partant de y, pour aller vers
I'infini par le haut et une trajectoire cyclique o se refermant sur y, apres
avoir tourné une fois autour du centre. Toute autre trajectoire vient de
I'infini par le bas pour aller vers l'infini par le haut. Le centre 0 est
isochrone pour V' : exp(V) est le germe identité pres de 0. Finalement,
introduisons la suite de points y, sur ot Uo ™, n € Z*, telle que exp(nZ)
envoit y,, sur le pole yy. Par exemple, y; est le point limite sur o™ depuis
lequel on peut intégrer V durant le temps 1.
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FIGURE 11. Portrait de phase du champ de vecteurs (réel) V

Pour la détermination principale du logarithme, la fleche v : y —
y+log(y) est un homéomorphisme conforme de C\R™ sur C\ (R~ —14i7).
Précisément, 1 envoit difféfomorphiquement la frontiere :

| —o0,—1] parlebassur |—o0,—1]—imr par le bas,
[—1,0]  parlebassur [—1,—oo[—im par le haut,
10,—1]  parle haut sur | — oo, —1] +im par le bas,
[—1,—oco[ par le haut sur [—1, —oo[+im  par le haut.

Ceci se voit bien sur 'application v écrite en coordonnées polaires :
Y(re®) = [rcos(h) + log(r)] + i[r sin(6) + 4].

Les points y, précédemment définis sont les images réciproques par

des points z, := —1 — (1 4 2n)ir pour n > 0 et 2z, := —1 + (1 — 2n)in

pour n < 0. Finalement, la monodromie de v est 1 (e*™y) = ¢(y) + 2iT.

En raisonnant ou bien sur la dynamique de V' ou bien avec ’application
Y telle qu’elle est décrite juste avant, on obtient la description suivante.



SUR LES THEOREMES I ET II DE PAINLEVE 35

Y-1
o
= T AT AT AT p g
) o
=TT AT AT Al
ot
Y1

FIGURE 12. Redressement de V par ¢

L’application multivaluée ¢ consiste en exactement deux 2 fonctions,
a savoir l'application identité et une fonction multiforme a singularités
algébroides en y,, n € Z*, et 2 singularités non algébroides en 0 et oo.
En particulier, toutes les itérées de [’holonomie ¢,, n € Z*, sont les
déterminations d’une méme fonction. Précisément, pour n > 0, ¢, et
Yni1 sont permutées autour de y,, et ¢_,, et p_,,_1 sont permutées autour
de y_,. Les points y, sont effectivement singuliers uniquement lorsqu’ils
sont vus depuis ces branches. Le point co est régulier pour toutes les
déterminations mais devient singulier dans la situation suivante. Partons
d’une branche ¢; et procédons au prolongement analytique le long d'une
trajectoire o jusqu’a y;. Alors, changeons de détermination autour de
y1 et revenons au point oo le long de ot en tournant successivement
une fois autour de chacun des points o, ¥3, ¥s,... dans cet ordre. En
particulier, ¢ n’a pas de limite le long de ce chemin puisque ¢(y) parcours
o entre deux singularités successives intermédiaires y,,, y,11. Par ailleurs,
toutes les branches ont pour limite oo en 0 et se permutent transitivement
autour, comme pour la fonction logarithme.
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Les singularités algébroides y,,, n € Z*, sont les points d’intersection
de la verticale T" avec la feuille passant par (1,—1), c’est a dire qui est
tangente a T'. Elles apparaissent lorsque, partant d’une solution ana-
lytique en (1,y,), on procéde au prolongement analytique le long d’un
chemin « tournant n fois autour de 0 (dans le plan des z) et revenant au
point 1 avec la solution algébroide en (1,—1), i.e. avec tangence sur 7T

7. Conjectures

Le théoreme I ainsi que les exemples précédents décrivent completement
le type de singularités des solutions et la fagcon dont elles apparaissent.
Le théoreme II, quant a lui, ne nous fournit pas d’indication sur le
comportement des applications d’holonomie vis a vis du prolongement
analytique. L’exemple p.1|nous montre d’ores et déja que ces applications
ne sont pas globalement algébroides : des singularités plus compliquées
peuvent apparaitre. Nous proposons deux conjectures.

Conjecture 1. — Soient P,QQ € Clz,y| et considérons [’équation
différentielle :
dy _ P(z,y)
) L=5Y
r Qz,y)

Supposons que ni P, ni ), ne soient identiquement nuls et considérons
deuz droites verticales Ty et Ty (non invariantes par le feuilletage) ainsi
qu’un germe d’application algébroide ¢ : (To, po) — (11, p1) donné par le
Théoréme II, p; € T;, © = 0,1. Alors l’ensemble X, des singularités de ¢
pour le prolongement analytique dans Ty ~ C est au plus dénombrable.

En particulier, ¢ admet un prolongement sans coupure : le phénomeme
de I'exemple R.§ ne se produit pas. Cette conjecture fut motivée au départ
par le probleme suivant. Si ’énoncé est vrai, alors on peut construire
une intégrale premiere multiforme pour le feuilletage dont 1’ensemble
singulier est une réunion dénombrable de feuilles. Une telle fonction
admet automatiquement un groupe de monodromie (voir [[g]) qui sera en
général tres consistant. A ma connaissance, on n’a jamais associé que des
pseudo-groupes a un feuilletage algébrique général, ce qui rend difficile
la construction d’une théorie de Galois pour ce type d’objets.
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Dans le cas ou les singularités de 1’équation (E) sont toutes hyper-
boliques, il est vraisemblable que les singularités non algébroides de ¢
naissent des applications de Dulac locales des singularités. On peut alors
s’attendre a ce qu’elles se situent sur les points d’intersection de la droite
Ty avec les feuilles (en nombre fini) “passant par ces singularités” sous
forme de courbes invariantes locales. Notamment, ’application ¢, apres
prolongement analytique maximal, mettrait en relation des points de 7
et 17 qui ou bien seraient dans la méme feuille, ou bien seraient dans
des feuilles distinctes se connectant comme courbes invariantes locales
aux singularités (comme un polycycle). C’est en tout cas ce qui se passe
dans tous les exemples étudiés. Le lecteur pourra trouver, dans la these
de David Marin (voir [[f]), d’autres exemples instructifs illustrant cette
conjecture.

Cependant, dans tous les exemples étudiés, on utilise une intégrale
premiere multiforme explicite du feuilletage (que 'on inverse) pour pou-
voir obtenir une description globale de ¢. Nous ne sommes pas capable
actuellement de donner un seul exemple d’équation non intégrable (ex-
plicitement) satisfaisant notre conjecture. Ces applications ¢ peuvent
étre extréemement compliquées. Par exemple, un travail récent (voir [I]])
montre que ces applications ne satisfont généralement aucune équation
différentielle analytique et sont, en ce sens, plus transcendantes que
toutes les fonctions solutions de toutes les équations différentielles. Dans
cette direction, nous proposons cette autre :

Conjecture 2. — Soient P,QQ € Clz,y| et considérons [’équation
différentielle :
dy _ P(z,y)
(E) —= = )
dr  Q(x,y)

Supposons que ni P, ni ), ne soient identiquement nuls et que () ne
contient aucun facteur vertical : aucune droite verticale n’est totalement
tangente au feuilletage. Considérons alors une droite verticale Ty et deux
germes d’applications analytiques ¢ : (Ty, po) — (To,p1) et ¢’ : (To, po) —
(To, py) donnés par le Théoréme I1. Alors ¢' se déduit par prolongement
analytique de p le long de Ty... sauf si l’'un des deuzx germes est l’identité.
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Une conséquence immédiate de la conjecture 2 et de [[Il] serait :

si P et Q) sont suffisamment génériques de degré d > 2, alors le pro-
longement analytique mazximal de ¢ accumule tout le pseudo-groupe des
transformations conformes sur Ty : pour tout germe d’application ana-
lytique inversible 1 : (To, po) — T1, il existe une suite de déterminations
on : (To,po) — T1 de ¢ en py convergeant uniformément vers 1 sur un
voisinage de py dans Tj.

Il serait joli de construire un tel exemple.
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