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Résumé — On démontre la conjecture de Gray et Wolf que les seules variétés strictement approx-
imativement kéhleriennes homogénes sont les espaces 3-symmétriques. Pour cela on les classifie en
dimension 6 puis la démonstration pour les dimensions supérieures provient d’un théoréeme de Nagy,
s’appuyant sur des résulats précédents de Cleyton et Swann. Les espaces homogeénes de dimension 6,
S3 x 83,85, CP(3) et I'espace des drapeaux F(1,2) portent une unique structure approximativement
kéahlerienne invariante a homotétie prés. Pour le premier, cela résulte de la résolution d’une équation
différentielle donnée par Reyes Carrion. Pour les deux derniers, il s’agit de leur structure presque her-
mitienne d’espace de twisteurs sur une variété de dimension 4. Enfin, les structures approximativement

kéhleriennes sur la spére de dimension 6 correspondent a des 3-formes constantes sur R”.

1. INTRODUCTION

Une variété approximativement kdhlerienne (ou Nearly Kéhler, en anglais : dorénavant
on note NK) est une variété presque hermitienne telle que la derivée covariante pour la
connexion de Levi-Civita de la forme de Kéhler w est antisymétrique.

Les variétés strictement approximativement kdhleriennes (SNK) — c’est a dire qui ne
sont pas simplement kahleriennes — en dimension 6 sont particulieres a plusieurs titres.
Notamment elles admettent un spineur de Killing (voir [g]) et sont d’Einstein ([[]).
Depuis les travaux de Nagy dans [[[3] on sait que de leur classification dépend beaucoup
celle des variétés NK en toute dimension.

Une voie privilégiée de construction des variétés NK est celle des espaces 3-symétriques.
A. Gray a montré en 1972 que tout espace homogene 3-symétrique naturellement réductif
est muni canoniquement d’une structure NK (voir [f]). Auparavant A. Gray et J.A. Wolf
avaient conjecturé en 1968 dans que tout espace homogene SNK est 3-symétrique.
Retournant a l'intérét manifesté dans les années 70 pour ces variétés, P.A. Nagy ([[4])
a décomposé les variétés SNK de dimension quelconque en produits riemanniens d’es-
paces de twisteurs au-dessus de variétés Kahler-quaternioniques, d’espaces homogenes
et de variétés SNK de dimension 6. Si la variété est de plus homogene, il ne reste que
des espaces homogenes, de divers types mais tous 3-symétriques et des variétés SNK
homogenes de dimension 6 de telle sorte qu’il suffit pour que la conjecture soit vraie
qu’elle le soit en dimension 6.

Dans cet article on prouve la conjecture en classifiant totalement les variétés SNK
homogenes simplement connexes de dimension 6.

Theoreme 1.1. Tous les espaces homogenes strictement NK de dimension 6 sont des
espaces 3-symétriques munis de leur structure presque complexe canonique.



Theoreme 1.2. Les seuls espaces homogénes strictement NK simplement connexes de
dimension 6 sont isomorphes a G/H ot G et H sont les groupes de Lie donnés dans la
liste :
- G=5"%xS%et H={1}
- G =Gy et H est SU(3) (dans ce cas G/H est la sphére de dimension 6) ou un de
ses sous-groupes finis
- G =S5p(2) et H=S8'x SU(2) (alors G/H est l’espace projectif complexe CP(3))
ou un de ses sous-groupes finis
- G=S8U(@3), H=S'"xS" et G/H est l’espace de drapeaux F(1,2)
De plus sur chacun de ces espaces homogénes il y a une seule structure presque complexe
NK invariante a isomorphisme pres.

Pour achever la classification il faudra examiner les quotients finis des espaces ho-
mogenes dont la liste est dans le théoréme [[.J. En effet les variétés SNK sont compactes,
de groupe fondamental fini d’aprés Nagy ([I3]). En dimension 6 cela résultait déja de la
démonstration par Gray dans [[f] qu’elles sont d’Einstein, & courbure scalaire strictement
positive.

Dans la section 2, des préliminaires algébriques a la classification permettent d’établir
une premiere liste des groupes G et H tels que leur quotient G/H est suceptible d’ad-
mettre une structure SNK invariante. Dans la section 3, on traite le cas jugé le plus
difficile du produit de spheéres S? x S2®. En résolvant 1’équation différentielle de Reyes
Carrién [[[5], qui caractérise les variétés SNK en dimension 6, sur 'espace des 2-formes
invariantes, on montre que S x S admet une seule structure homogene SNK corre-
spondant & la construction de Ledger et Obata dans [[J d'un espace 3-symétrique.
Dans la section 4 on traite plusieurs cas qui se ramenent au précédent. Dans la section
5 et la section 6, le moyen de déterminer les structures presques hermitiennes invari-
antes de F'(1,2) et CP(3) est de décomposer la représentation linéaire isotropique en
représentations irréductibles. Cette recherche apparait liée a la théorie des espaces de
twisteurs des variétés de dimension 4 (ici CP(2) et S* respectivement.) Il faut alors
calculer quelles sont NK. Enfin dans la section 7, la donnée d’une structure NK de la
sphere S° est rappelée étre équivalente a la donnée d’une 3-forme générique constante
sur l'espace euclidien R” et cela termine notre étude.

2. PRELIMINAIRES

Une variété riemannienne (M™, g, J) est dite presque hermitienne si la métrique g
et la structure presque complexe J vérifient g(JX, JY) = g(X,Y) quels que soient les
champs de vecteurs X et Y, donnant une reduction du fibré principal SO(M) a U(n),
notée U(M). Soit V la connexion de Levi-Civita de g, w = ¢(J.,.) la forme de Kéhler.
Soit AZ0+02) M le sous-fibré des 2-formes v de M vérifiant v(JX, JY) = —v(X,Y). Le
tenseur Vw est une section de T* M @AR0+02) Af 11 s’agit d'un fibré associé de U (M) et
on peut voir alternativement Vw comme une fonction équivariante de U(M) dans V* ®
AGO+HO2* o1 V est un espace vectoriel hermitien avec dimgV = n. Or il se décompose,



comme espace de représentation de U(n), en quatre sous-espaces irréductibles non iso-
morphes, notés Wy, W, W3, Wy. Selon que Vw prend ses valeurs dans un des 16 sous-
espaces invariants @,., W;, I C {1,2,3,4} on définit, apres Gray et Hervella [§], 16
classes naturelles de variétés presque hermitiennes. En reprenant leurs notations, les
variétés NK sont définies par Vw € W, = {v € V* @ ACOHODV*|y(X Y, Z) =
—v(Y, X, Z)}. Autrement dit le tenseur V.J de type (2,1) est totalement antisymétrique.
Maintenant, par lintermédiaire de fonctions U(n)-équivariantes liant Vw a d’autres
tenseurs géométriquement significatifs de la variété, on se rend compte que, par exem-
ple, la composante sur Wy @ W5 est donnée par le tenseur de Nijenhuis ou la composante
sur W3 @ Wy par la partie de type (2,1)4(1,2) de dw. On démontre de cette fagon que
la structure presque complexe d'une variété NK n’est jamais intégrable a moins qu’elle
soit kéhlerienne (i.e. avec Vw = 0) et que la différentielle de la forme de Kéhler dw est
de type (3,0)+(0,3).

Soit M = G/ H un espace homogene réductif c’est a dire qu'il existe une décomposition
g = h @ m, Ad(H )-invariante. La projection naturelle 7 : G — G/H est une fibration
principale de groupe H. La restriction de la différentielle de la projection en e est un iso-
morphisme 7, : m — T, M ou o = 7(e). Cette identification est de plus H-équivariante :
T (Adpu) = hym(u), ¥ u € m (en notant encore g le difféomorphisme de M induit par
la multiplication dans le groupe a gauche par g € G.) Ainsi la représentation linéaire
isotropique est vue comme la représentation Ad(H) sur m. Autrement dit le fibré associé
G X 49 m/H est canoniquement isomorphe au fibré tangent par ’application

GxAdm/H = TM
lg,u] = gumi(u)

Une section d'un espace de tenseurs de M est identifiée a une fonction H-équivariante
de G sur l'espace de tenseurs correspondant de m, c’est a dire d’un espace vectoriel
fixe. Si cette section est de plus invariante pour l'action de GG sur M induite par la
multiplication & gauche, la fonction est constante égale a un tenseur Ad(H )-invariant.

A Tintersection de ces deux notions, un espace homogene presque hermitien (M, g, J)
est un espace homogene dont la métrique et la structure presque complexe sont invari-
antes pour l'action de G et en font une variété presque hermitienne.

Elles sont donc identifiées a un produit scalaire (.|.) et un endomorphisme de carré
—1 de m, Ad(H)-invariants. La dérivée covariante V d’une connexion n’est pas un
tenseur, en revanche A défini par Ay = Lx — Vy, si. Il y a donc une correspondance
bijective entre les connexions G-invariantes et les applications A : m — so(m), c’est a
dire vérifiant

(1) (AX)Y|Z) + (A(X)Z|]Y) =0 pour tous X,Y e€m

donnée par A(X) = (—Ax)o, en identifiant m et 7,M. Il s’agit du théoreme de Wang
spécialisé aux espaces homogenes réductifs (théoreme 2.1, p191 de [[[1]). Si V =V, la



dérivée covariante de la connexion de Levi-Civita, qui est sans torsion, on a de plus
(2) AX)Y —AY)X =[X,Y]n pourtous X,Y €m

La notation m en indice signifie la projection sur ce sous-espace du vecteur indicé. Les

équations () et (B) définissent une unique application A donnée par la formule du
théoreme 3.3, p201 [[L]

(3) AX)Y = J[X.Y]u + U(X. )
(4) 2(U(X,Y)|Z) = ([2,Y]ul X) + ([Z, X]u[Y)

Si G est muni d'un endomorphisme o d’ordre 3 dont H est ’ensemble des points fixes
et que le produit scalaire Ad(H )-invariant sur m représentant la métrique (.|.) est de
plus o,-invariant, en passant au quotient on obtient une isométrie @ vérifiant 62 = Id
dont o est un point fixe isolé. En effet (7 (g)) = 7(g) implique o(g) = hg ou h € H est
une racine cubique de 'unité. Par conséquent si on est assez proche de e, h = e et g doit
appartenir a H. En conjuguant 6 par ’action du groupe, transitive, chaque point de M
est rapporté a une telle application. Cela signifie que M est un espace 3-symétrique au
sens de la

Définition 2.1. Un espace 3-symétrique est une variété M munie d’une famille d’i-
sométries globales 6,,, m € M telles que m est un point fize isolé de 6,, etV m € M,

03 = Id.

Comme on écrit dans le plan complexe une racine cubique de 1'unité, on associe a
tout espace 3-symétrique une structure presque complexe dite canonique en posant

1 3

VmeM (On)= _éldTmM + %Jm
En notant encore J I’endomorphisme de carré -1 de m associé, Gray a calculé dans [f]
que
(5) VX Yem, [X,JY]|nw=-JXY]|n

Il en a déduit

Theoreme 2.2. Soit M un espace homogene 3-symétrique. Les propositions suivantes
sont équivalentes.
(i) la structure presque compleze canonique de M est NK
(i) M est naturellement réductif

Démonstration. Par naturellement réductif on entend que la métrique satisfait
(6) (IX,Y]ulZ) = (X|[Y. Z]w) pour tous X,Y.Z €m

C’est le cas en particulier si (.|.) est la restriction a m d’une métrique biinvariante
de G. A l'aide de (J) et () on peut calculer que pour tous X,Y € m (VxJ)JY =



2U(X,Y) + T(X,Y). Par conséquent (i) et (ii) sont équivalents a U = 0. OJ

Réciproquement on reformule géométriquement la conjecture de Gray et Wolf, énoncée
dans [[[§ (a la fin, p113 ou dans I'introduction, p79) dans le langage de la théorie des
groupes de Lie :

Conjecture 2.3. Tout espace homogeéne SNK est un espace 3-symétrique naturellement
réductif muni de sa structure presque complexe canonique.

Désormais M = G/H désigne un espace homogene réductif simplement connexe de
dimension 6. On cherche a quelles conditions il admet une structure presque hermitienne

NK. Or

Proposition 2.4. Soit M = G/H un espace homogéne riemannien de dimension 06,
non isométrique d la sphére standard S°. S’il admet une structure presque compleze
NK, elle est unique et invariante pour l'action du groupe G.

Démonstration. L’exposé ci-dessous suit le livre [J], surtout les section 5.2 et 5.3.

En dimension 6, les variétés NK ont sont caractérisées par I'existence d’un spineur de
Killing : si on note M le fibré des spineurs complexes, il existe ¢ € T'(XM), 5 € R\{0}
tel que

Vxip = X9
en notant encore V la connexion induite sur I'(X) par la connexion de Levi-Civita.
Quant au point, il désigne la multiplication de Clifford. Comme on est en dimension
paire on peut scinder v en une part négative ¢y~ € X~ M et une part positive ¢y € LT M
suivant la décomposition en sous-espaces irréductibles de la représentation de Spin(6).
Alors

VxyT = Xy

Vxy~ = Xyt
si bien que le conjugué de 1, 1) = 1)+ — 1)~ est encore un spineur de Killing :
Vit = X0

De plus [ et —f sont les seules valeurs possibles car il faut que la courbure scalaire
vaille s = 4%n(n — 1), ot n = 6 est la dimension de M. On définit alors la structure
presque complexe J associée a 1) par

(7) XAt E i x

apres avoir vérifié que l'ensemble {X.F|X € T, M} est un sous-espace complexe de
YFM en tout point x € M. A présent si M n’est pas la sphere S°, Iensemble des
spineurs de Killing pour la valeur 3 est de dimension 1 (proposition 1, p126) et la
structure presque complexe associée est NK. Inversement si on se donne une structure
presque complexe NK, J sur M, il existe un spineur de Killing tel qu’elle en soit la
structure presque complexe associée (voir [[J]). On en déduit qu’il y a une seule structure
presque complexe NK sur M. De plus on peut définir une action du groupe d’isométrie



sur les spineurs. Pour un espace homogene, les spineurs de Killing sont invariants et par
conséquent J aussi, par ([]). O

Ainsi, tout espace homogene riemannien de dimension 6 hormis la sphére S°, muni
d’une structure presque complexe NK est un espace homogene presque hermitien.

Dans 'examen de la conjecture en dimension 6 on distingue deux types d’espaces
homogenes. Les cas ott G et H sont des groupes produits des spheres S* et S2. On veut
démontrer qu’ils se rameénent tous au cas de S x S3 c’est a dire, comme on le verra
a la section suivante, que la variété admet au plus une structure SNK homogene qui
est de plus 3-symétrique comme on souhaite. Et les cas exceptionnels de 'espace des
drapeaux F(1,2), de l'espace projectif CP(3) et de la sphere S% qu'on sait admettre
eux aussi une telle structure et on voudrait démontrer en examinant la représentation
linéaire isotropique de H qu’il n’y en n’a pas d’autre.

Une telle démarche est systématique :

Proposition 2.5. Soit G/H un espace homogéne SNK de dimension 6. Le groupe H
est contenu dans SU(3).

Démonstration. D’abord M = G/H est un espace homogene presque hermitien, m est
muni d’'un endomorphisme de carré —1 et on le voit comme un espace vectoriel complexe
de dimension 3. Alors Ad(H) C U(m), le groupe des transformations unitaires de m,
exprimant que la métrique et la structure presque complexe sont invariantes, ce qui
s’écrit encore g*w = w, ol w est la forme de Kéhler. Puis

grdw = d(g*w) = dw

Or pour une variété SNK de dimension 6, dw est non nulle, de type (3,0)+(0,3), Ad(H)
préserve aussi dans ce cas une 3-forme complexe sur m et doit finalement étre contenu

dans SU(m). O

Celui-ci étant compact, de dimension 8, les seuls groupes qui conviennent, hormis lui-
méme, sont U(1) = S, SU(2) = Sp; = S? et leurs produits directs et leurs quotients
finis.

Pour un espace homogene on a la suite d’homotopie

(8) mo(G/H) — m(H) — m(G) — m(G/H) — H/H® — 0

Cela implique que le rang du groupe fondamental de G doit étre inférieur ou égal a celui
du groupe fondamental de H. Et si on suppose G connexe, H 1'est aussi.

A partir de ces considérations on peut établir une liste des groupes H possibles et
la liste, en regard, des couples (G, H), compatible avec ces faits. Il nous reviendra
d’examiner cas par cas a partir de cette liste ce que l'existence de cette application
surjective

(9) ¢ :m(H) — m(G)

impose plus précisement au plongement de H dans G. Pour éviter de citer tous les
quotients finis d'un groupe on écrit seulement la liste des algebres de Lie :



Lemme 2.6. Soient G/H un espace homogene SNK simplement connexe de dimension
6 et sotent g et by les algébres de Lie de G et H, respectivement. Elles apparaissent a la
meéme ligne du tableau ci-dessous :

[dimb b E |
0 |{0} su(2) @ su(2)
1 |iR iR @ su(2) @ su(2)

2 |iIR@iR iR @ iR & su(2) & su(2)
Re®iR | su(3)

su(2) su(2) @ su(2) & su(2)

4 [iR®su(2) | iR @ su(2) @ su(2) @ su(2)
iR @ su(2) | sp(2)

8 |su(3) g2

w

Démonstration. Cette liste est établie, en commengant par h jusqu’a su(3) qui doit
la contenir & cause de la proposition .5, & partir de la liste par ordre de dimension crois-
sante des groupes simples, compacts, connexes : S® ~ SU(2) ~ Sp(1), SU(3), Spin(5) ~
Sp(2), Go, etc. Le dernier groupe cité est de dimension 14 car SU(3) est de dimension
8 et G/H de dimension 6.

Outre les raisons de dimension qui peuvent ’empécher, on se demande quelles b sont
vraiment des sous-algebres de Lie de su(3). C’est bien sur le cas de iR, su(2) et iR @ iR.
C’est encore le cas de iR @ su(2) via le plongement

iR®su(2) — su(3)

i+ A = ( 1 0 )
ou A est une matrice 2 X 2 antihermitienne a trace nulle. En revanche ce n’est plus le
cas de su(2) @ su(2). En effet a partir d’une application ¢ : su(2) @ su(2) — su(3), non
identiquement nulle, en restreignant a chaque facteur on obtient deux représentations
complexes py, p2 de su(2) de dimension 3 qui commutent. Alors de deux choses I'une : ou
bien une représentation est irréductible et la seconde est triviale, par le lemme de Schur.
Ou bien il existe pour chacune un sous-espace de de dimension 1 et un sous-espace de
dimension 2 invariants, orthogonaux. Cette décomposition est la méme pour p; et py car
elles commutent et les deux représentations sont nulles sur le premier espace car su(2)
n’admet pas de représentation autre que triviale avant la dimension 2. Par conséquent
¢ est le prolongement par zéro d'une application su(2) & su(2) — su(2). Dans ce cas,
comme dans le précédent, elle ne saurait étre un plongement. Enfin {R @ iR @ iR et
toutes les algebres qui le contiennent (en premier iR @ iR @ su(2)) ne peuvent pas étre
plongées dans su(3) car les sous-algebres de Cartan de celle-ci sont de dimension 2. OJ

Si G n’est pas simplement connexe, soit 7 : G — @ son revétement universel et H' le
sous-groupe de G, 7~ '(H). Alors

Lemme 2.7. Les deuz espaces homogénes M = G/H et M’ = G//H' sont isomorphes.



Démonstration. L’isomorphisme est donné par
M — M
lg] — I[7(g)]

qui est bien définie et injective car g et ¢’ définissent la méme classe, ¢'g~! € H', si et
seulement si 7(g")m(g)~! € H, c’est a dire 7(g), 7(g’) définissent la méme classe de M.
Elle est aussi surjective car m 1’est. 0

Si le groupe fondamental de G est fini, G et H' sont encore compactes, I'algebre de
Lie de H', h’ = b est encore incluse dans su(3) et bien sur l'algebre de Lie de G est g.
Dans la suite on supposera donc que G est simplement connexe (sections 3, 5, 6, 7) ou G
et H sont des produits finis des groupes S* et S? ou des quotients finis de ces produits
(section 4). Dans le premier cas, comme les groupes sont connexes, la représentation
linéaire isotropique de M, Ad(H ), est donnée par la représentation de 'algebre de Lie,
ad(h), sur le supplémentaire invariant choisi. On peut donc finalement se contenter de
chercher les structures presque hermitiennes invariantes des espaces G/H ou G et H
sont les groupes simples, compacts, connexes, dont les algebres de Lie apparaissent a
une méme ligne du tableau P.§.

3. LE GROUPE DE LIE S? x §°

On se propose ici de chercher toutes les structures NK sur le groupe de Lie S? x S3,
invariantes a gauche. On en connait d’avance une, correspondant a la construction de
Ledger et Obata (voir [I2]).

Si G est un groupe de Lie compact, g son algebre de Lie, g une métrique biinvariante
sur GG, on appelle A le sous-groupe diagonal, isomorphe a G, de de G x G x G. L’espace
homogene M = G x G x G/A est isomorphe a G X G et on choisit identification
concrete

GxGxG/A — GxG
[z,9,1] — (2,9)

ou [x,y, 1] désigne la classe de (z,y, 1). Toute classe contient un triplet de cette forme
donc I'application est bien définie. On choisit alors pour supplémentaire Ad(H )-invariant
de I'algebre de Lie h de A dans g@® g @ g, le sous-espace vectoriel m formé des vecteurs
a composante tangente au premier facteur nulle de telle sorte que la restriction de
g X g X g a m donne une métrique sur M qui n’est pas la métrique produit de G x G
mais le rend naturellement réductif. Maintenant la permutation circulaire de G x G X G
est un automorphisme d’ordre 3 qui induit une structure d’espace 3-symétrique sur M
et, finalement, une structure NK.

Lorsque G = SU(2) ~ S3, si on joint deux bases orthonormées de g et qu’on prolonge
par invariance a gauche, on obtient un repere sur M non orthonormé mais dans le
co-repere associé (ey, ea, €3, f1, fo, f3) duquel la forme de Kéhler s’écrit

(10) w:§(61/\f1+62/\f2+63/\f3)



Notre but est de démontrer que la structure SNK ainsi décrite sur S® x S? est la seule
(bien str cela dépend de la métrique biinvariante choisie, mais comme SU(2) est simple
elles sont toutes proportionnelles) :

Proposition 3.1. Soit (g, J) une structure presque hermitienne invariante telle que
(83 x S3,g,J) est SNK. Elle est isomorphe, en tant qu’espace homogéne presque her-
mitien, a la construction de Ledger et Obata. En particulier elle est 3-symétrique.

Définition 3.2. Etant donné un co-repére (e1,€2, €3, f1, fo, f3) de S3 x 83, on appelle
2-forme canonique, la forme donnée en (I[J).

Les variétés SNK de dimension 6 sont caracterisées par la vérification par la forme de
Kahler d’une équation différentielle donnée par Reyes Carrién au théoreme 4.9 page 48
de [I[J] (pour une présentation et une demonstration différentes du méme fait voir aussi
[a.)

(11) —2 \w Aw =dp

ou A\ est une constante réelle, p est proportionnelle a la différentielle de w et quelle que
soit la 3-forme a de type (3,0) + (0, 3), & est 'unique 3-forme telle que « + i& est une
3-forme volume complexe. Plus précisement on notera

(12) dw = 3\p

Dés lors on cherche des 2-formes invariantes sur S® x S3 vérifiant ([[T) ou encore des

triplets (w, p, A) vérifiant ([1)) et (I3).

Pour faciliter les calculs on introduit un repere approprié dans lequel 'expression de
la forme de Kahler est proche de celle de la 2-forme canonique.

Sur la sphere S? il existe un repere global (X7, X5, X3) privilégié, invariant a gauche
et vérifiant

(X1, Xo] = 2X;
[X27X3] = 2X1
(X3, X1] = 2X,

En prenant la base duale de 'espace cotangent en chaque point on obtient un repere
des 1-formes (e, €2, e3) tel que

(13) de; = €41 N €iya

en notant les indices dans Z/3Z. On remarque que n’importe quel co-repeére obtenu a

partir d'un tel repere par une isométrie directe a encore la propriété ([[3).

Définition 3.3. On appelle co-repére circulaire un co-repere (ey, es, €3, f1, fo, f3) de
S3 x 83 tel que les trois premiéres (resp. les trois derniéres) formes sont nulles en
chaque point sur l’espace tangent a la fibre du second (resp. du premier) facteur passant

par ce point et vérifient ([I3).

C’est dans un tel repere que les calculs seront faits.
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Lemme 3.4. Dans un co-repere circulaire (ey, ea, €3, f1, fo, f3), la forme de Kdlher d’une
variéte NK s’écrit seulement comme combinaison linéaire de termes « mixtes » e; N\
fj Z?] = ]-7 27 3

Démonstration. On écrit pour l'instant en toute généralité

3

3 3
w = Z a;€iy1 N €ipo + Z bifit1 N fivo + Z cijei N\ fj
i=1

i=1 ij=1

Que les coefficients soient des constantes, non des fonctions sur la variété, traduit

I'invariance de w. Puis, en exprimant seulement que la forme est non dégénerée, soit
wAwAw # 0, on obtient d’abord

YACB + det C # 0

ou A est le vecteur colonne des a;, 1 = 1,2, 3, B le vecteur colonne des b; et C' la matrice
des ¢; ;. Mais pour une variété NK, dw est une 3-forme de type (3,0) + (0,3). Comme
w est elle-méme de type (1, 1), on ne peut qu’avoir que

(14) wAdw=0
c’est a dire que w A w est fermée. En fait elle est méme exacte par ([[I). Cela conduit a
'CA=0 et CB=0
puis a
'ACB =0
Finalement det C' # 0, ¢’est & dire C' et *C' sont inversibles et il faut A = B = 0. OJ

Remarquons que 1’énoncé est toujours valide si on remplace “NK” par “semi-kéhleri-
enne”.
On peut méme mieux choisir sa base pour que C' soit diagonale :

Lemme 3.5. Il existe un co-repére circulaire (eq,es, es, f1, fa, f3) tel que
(15) u):)\161/\f1+)\2€2/\f2+)\3€3/\f3
ou les \j i = 1,2,3 sont des constantes réelles non nulles.

Démonstration. Soient M, N deux matrices de SO(3). Partant d’un co-repére circulaire
(e1, €2, es3, f1, fo, f3) on lui associe le co-repere obtenu en appliquant sur chaque espace
tangent aux 3 premieres formes la matrice de changement de base M et aux 3 dernieres
la matrice N. Comme remarqué précédemment, c’est encore un co-repere circulaire (cela
revient a appliquer sur chaque facteur du produit une isométrie directe de la métrique
biinvariante de SU(2).) Alors si w s’écrivait dans l’ancien co-repere grace a la matrice
C, son expression dans le nouveau fait intervenir la matrice MC'N. En écrivant C
comme produit d’une matrice symétrique (donc diagonalisable par un changement de
base orthonormée) et d’une matrice orthogonale on voit qu’on peut choisir M et N
telles qu’elle soit diagonale. 0
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A partir seulement de la forme de Kéahler d'une variété SNK, on peut retrouver la
structure presque complexe, puis la métrique.

Proposition 3.6. Soit une variété presque hermitienne de dimension 6, (M, g, J) munie
d’une d’une 3-forme p de type (3,0) + (0, 3). Il existe une constante positive c telle que
(16) t(w)p A p=ci(Jv)vol

ot vol désigne la forme volume de g.

Démonstration. Soit (vg, vy, v, U3, Vg, v5) un repere de M adapté a sa structure presque
hermitienne : orthonormé et tel que Juvg; = v9;,1 pour tout ¢ = 0, 1, 2. Autrement dit si
(lo, 11,12, 13,14, 15) est le repére « dual » des 1-formes, la forme de Kéhler est

w:lo/\l1+l2/\l3+l4/\l5
La forme volume est vol = Iy Aly Als Als Aly Als. Maintenant A%° est de dimension
complexe 1 donc il existe z = a + ib € C tel que p est la partie réelle de z(ly + il;) A
(l2 + ’llg) N <l4 + Zl5) :

p = a(lo/\lg/\l4—ll/\lg/\l4—l0/\l3/\l5—ll/\lg/\lg,)
—b(lo ANla Nls+ 1o NIg ANy — L NI N5+ 1 ANla A ly)

Le stabilisateur en chaque point d’une telle 3-forme est SL(3,C). Il agit transitivement
sur les vecteurs et préserve ([[G). Il suffit alors de vérifier

L(lo)p = CL(ZQ VAN l4 — l3 N l5) — b(lg AN l5 + l3 VAN l4)
puis
L(lo)p A p = 2(a® + b*)u(Iy)vol
0

Cette expression intrinseque de J permet de le calculer dans n’importe quel repere :
soit (X1, Xo, X3, Y7, Y5, Y3) le repere associé a un co-repere circulaire (eq, e, €3, f1, fo, f3)
dans lequel la forme de Kéhler s’écrit ([[F). Appelons, en reprenant les notations de
Hitchin dans Particle [[0], K, Papplication linéaire de TM dans TM ® AST*M définie
par

Ky(v) = (v)pAp
en identifiant A’T*M et TM @ AST*M, par l'intermédiaire du produit extérieur. On
différentie I'expression ([) de w grace aux formules ([[3). On trouve

(17) Kao(X1) = (AT = A3 = A9 X1 — 2X03Y7) ® s
ous =e; ANeyg Aes A fi A fa A fz. Pour calculer la constante ¢ on se sert du fait que
J? = —Id. En appliquant K, une nouvelle fois & la partie vectorielle de 1’expression

(T7) ci-dessus, on trouve

1
e = /X = M- M 200 + 200 + 2080

Dans cette base, J admet donc la matrice

(D)
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avec
AZ— 22— )2 0 0
D==- 0 AZ— A2 - \2 0
¢ 0 0 A — A=\
et
—2\o )3 0 0
E=- 0 —2X3)\ 0
€ 0 0 —2A1 \s

On progresse : il est maintenant possible de calculer p sans passer par la métrique,
ce qui va nous permettre de résoudre 'équation différentielle ([[1]). Quels que soient les
champs de vecteurs X,Y, Z sur M on a

Lemme 3.7. Soit (S3x S3,w, J) une variété NK et soit (1, 2, €3, f1, fo, f3) un co-repére
circulaire tel que w s’écrit (I3). Alors ([[1) est équivalente a

1
(18) ky =N =N — A\ ,) Vi=1,2.3
avec
6\%det C
1 k="
(19) -

Démonstration. Soit (ey, eq, €3, f1, f2, f3) un co-repere circulaire dans lequel w s’écrit,
comme démontré au lemme B4, > ¢ je; A f; et tel que J est représenté dans le repere

associé par la matrice
D FE
F G

dz*)(ei-i-la ei+a, f5) = (CtD)z}j

dw(€s, fi+1, fi42) = (GO)ij
puis

3
3Adp = Z (C'D 4 GO)ij eiv1 Neiza A fixa A figa
ij=1

Quant au calcul de w A w il fait apparaitre les mineurs d’ordre 2 de C| c’est a dire son
inverse. L’équation caractéristique ([[1]) s’écrit alors

2/ tC~ = C'D + GC
avec
(20) k' = 6)2det C

Ce n’est rien d’autre que ([[§), en tenant compte de nos simplifications successives. [J
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On résoud facilement ([[§). Premiérement notons que si tous les A; sont égaux ou
méme seulement de signes différents les trois équations sont vérifiées a la fois pour
k= A} = \3 = \3. Autrement si on note S = A2 + A3 + A2 les \? doivent d’abord tous
vérifier la méme équation du second ordre

2% — Sz — kK =0

Puis supposons que A? et A2 soient deux racines distinctes et, par exemple, A\3 = A2
Alors A?A2 vaut le produit des racines : —% et I'équation (I), ¢ = 2 implique k = 0, ce
qui signifierait que w est dégénérée. Par conséquent toutes les valeurs diagonales sont
égales au signe pres.

Il reste a trancher cette ambiguité. On le fait en introduisant pour la premiere fois la
métrique, en demandant qu’elle soit positive.

Remarquons premierement que les cas ol les trois signes sont positifs ou o seulement
un signe sur trois 1’est sont identiques, a une rotation d’angle m pres. De méme les deux
cas restant.

Effectivement, si on étudie la forme quadratique X — w(JX, X), on voit qu’elle est
soit définie positive si le déterminant de C' est positif, soit définie négative dans le cas
contraire.

Proposition 3.8. Soit w une 2-forme différentielle sur S® x S wvérifiant 1’équation
différentielle (I1). Il existe un co-repére circulaire tel que w est un multiple de la 2-
forme canonique. Il est strictement positif si et seulement si w représente une variété
riemannienne NK.

Démonstration. Pour tout ¢ dans Z/3Z

2 2
W(Jez‘,@l) = _E)\i—i—l)\i—i—Z W(flael) = E)\1)\2)\3

1
w(Jei, fi) = ENO\? = N — Al)
La forme quadratique X — w(JX, X) est la somme de trois formes quadratiques de
degré 2,

2\ )
- (N1 digo] — (A7 = A2y = N2 )miys + Nigadigay)), i=1,2,3

q; =

dont le discriminant est ¢?, positif, et les coefficients des termes carrés ont le signe de

det C. ]

Ceci achéve en méme temps la preuve de la proposition B.1].

4. ESPACES HOMOGENES QUOTIENTS DE GROUPES PRODUITS DES SPHERES

Soit (g, h) un couple d’algebres de Lie admis dans la liste du lemme B.g. On cherche les
plongements de h dans g. En travaillant avec les algebres de Lie on écarte provisoirement
la question des quotients finis des groupes. Cependant si G est de la forme (S*)? x G'/T
et H = (SY)? x H'/Y ot T et ¥ sont des groupes finis et G’ et H' sont simplement,
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connexes, on retient que la surjectivité de ¢ vue en (f) implique premierement p < g,
deuxiémement que le morphisme de groupe obtenu en restreignant au facteur (S*)? de
H et en projetant dans G sur le facteur (S')? est lui-méme surjectif. Au niveau des
algebres de Lie cela se traduit, en notant p la projection sur € iR, parallelement a

P su(2), par
(21) b <, g5 @iR est surjectif

Dans cette section on s’intéresse aux espaces homogenes G/H ou G et H sont des
produits directs de S' et S? ou des quotients finis de ces produits. Par conséquent
h doit étre iR, iR & iR, su(2) ou iR & su(2) et d’apres le lemme . on a toujours
g = h @ su(2) ® su(2). Cependant on ignore encore si su(2) & su(2) aparaissant dans
cette décomposition est Ad(H )-invariant.

Proposition 4.1. Soit M = G/H un espace homogéne NK simplement connexe de
dimension 6 avec g et b sommes directes d’algébres de Lie isomorphes a iR ou su(2).
Alors by admet pour supplémentaire dans g un idéal m isomorphe a su(2) @ su(2) et M
est isomorphe a S® x S® muni de son unique structure NK 3-symétrique invariante.

Démonstration. Un idéal est bien str en particulier ad(h)-invariant et méme Ad(H)-
invariant puisque H est connexe. Considérons chaque cas :

- g=1iR®su(2) dsu(2),h =R

D’apres (B1), ¢ o p est surjectif, c’est a dire dans ce cas bijectif. L’'intersection du
plongement de b avec le noyau de la projection est p(h) N (su(2) @ su(2)) = {0} et
ce dernier est par conséquent toujours un supplémentaire de h dans g, quel que soit
précisément le plongement.

—g=1R®iR P su(2) dsu(2),h=iRPiR
De méme ici m = su(2) & su(2) convient.

— g =su(2) ®su(2) ®su(2),h = su(2)

En projetant sur chaque facteur su(2) de g on obtient un endomorphisme de su(2),
soit une représentation unitaire de dimension 2 de su(2). Or su(2) n’a qu'une seule
représentation irréductible complexe en chaque dimension. En dimension 2 on ne peut
donc avoir que 'identité de su(2) ou la représentation triviale. Si les trois représentations
étaient triviales ce ne serait pas un plongement. Il y a donc au moins un facteur su(2)
tel que la projection ¢ vérifie comme plus haut : ¢ o ¢ est surjectif et on prend m égal
au noyau de ¢ : la somme des deux autres. C’est encore un idéal.

—g=1R®su(2) ®su(2) ®su(2),h=1iR o su(2)
Cela résulte de la combinaison des deux arguments précédents pour les facteurs ¢R
et su(2), respectivement, de g.
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Un idéal est méme une sous-algebre de Lie. La variété étant simplement connexe est
isomorphe & S x S3. De plus puisque m =~ su(2) @ su(2), on peut toujours le munir
de T'unique (a multiple pres) 2-forme w susceptible de représenter une structure NK
invariante d’apres les résultats de la section 3. Mais ici H n’est plus trivial et il faut
que w soit Ad(H )-invariante pour le plongement précis de H choisi. Par construction,
c’est le cas dés que Ad(H) est inclus dans le sous-groupe diagonal. C’est de plus une
condition nécéssaire, Ad(H) agissant séparément sur chaque facteur de la somme. Les
seules possibilités pour H sont finalement les sous-groupes de S® : {1}, S! et les quotients
finis de S3. En effet un espace homogene qu’on écrit M = G/H peut toujours s’écrire
différemment M = G'/H' ou G’ est un sous-groupe d’isométries plus petit que G' mais
agissant toujours transitivement et H' le sous-groupe d’isotropie dans G'.

OJ

5. L’ESPACE DES DRAPEAUX

L’espace des drapeaux F'(1,2) d’'un espace vectoriel hermitien E de dimension 3 est
'espace des couples (I, p) ou [ est une droite de E et p un plan contenant cette droite.
Il apparait naturellement dans notre liste comme SU(3)/S! x S mais on peut aussi
Iécrire U(3)/U(1) x U(1) x U(1) : un point (I, p) est autrement défini par une base or-
thonormée (e, es, e3) telle que I = Ce; et (€1, e2) est une base orthonormée de p ; 'action
naturelle de U(3) sur E induit une action sur les drapeaux dont le groupe d’isotropie
en un point ([, p) est formé d’endomorphismes qui préservent les trois droites complexes
Cey, Cey, Ces, c’est a dire d’endorphismes diagonaux dans la base (e, e, e3). De fagon
équivalente il existe trois fibrations F(1,2) — CP(2) a fibres isométriques a CP(1).
Sur la fibre de la premiere c’est la droite qui varie dans le plan, sur celle de la seconde
c’est le plan autour de la droite et sur la fibre de la troisieme, la deuxieme droite du
plan, Ce,, est fixe et la droite [ varie dans le plan orthogonal et le plan p avec elle
autour de e,. En fait chacune de ces fibrations est la fibration d’un espace de twisteurs
au-dessus d'une variété de dimension 4. Cela permet que F'(1,2) soit muni naturelle-
ment de trois structures kiahleriennes puis, par variation canonique de la submersion
riemannienne, d'une structure NK (voir [[4] pour la construction d’une variété NK a
partir d’'une submersion kéhlerienne générale, [JJ] pour les espaces de twisteurs NK.)
Pour chercher toutes les structures NK de F(1,2) on ne privilégie aucune fibration ou
aucune direction complexe associée a un point de 'espace de drapeaux, on regarde la
représentation complexe Ad(H) de H = U(1) x U(1) x U(1) associée au plongement
naturel dans G = U(3). Tous les plongements de H dans G sont conjugués et induisent
le méme espace homogene G/H en fin de compte car leur image est un tore maximal.
On choisit un supplémentaire m, Ad(H) invariant.

Lemme 5.1. L’espace des métriques invariantes presque hermitiennes de F(1,2) est
de dimension 3

Démonstration. La représentation complexe Ad(H) sur m (ou la représentation linéaire
isotropique) est réductible : elle se décompose en une somme de trois représentations
irréductibles. En effet si on représente habituellement U(3) par les matrices unitaires et
le sous-groupe H = St x S x St par les matrices diagonales, u(3) est 'ensemble des
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matrices anti-hermitiennes et I’ensemble £ des matrices avec des zéros sur la diagonale
est un supplémentaire évident de h. Or il est Ad(H )-invariant. En fait si on note

. 0 a b
Va,b,ceC <a,b,c)éf —a 0 ¢
—-b —¢ 0
A A A er 0 0
(22)  Adpla,b,c) = (€a, e b o) oth=| 0 € 0 |e€H
0 0 e

On le scinde en trois sous-espaces invariants :
[ = {(a,0,0) | a € C}
m = {(0,b,0)|beC}
et n = {(0,0,¢)|ceC}
On voit par (9) que
(23) (6,0 =1 [p,m] =m, [h,n] =n

La représentation Ad(H) restreinte a [, m ou n est irréductible et ’espace des produits
scalaires Ad(H )-invariants de £ ou de fagon équivalente l'espace des métriques invari-
antes de F'(1,2) est de dimension 3. O

De plus on peut calculer

[{a,0,0),(0,b,0)] = (0,0,—ab)
[(a,0,0),(0,0,¢c)] = (0,ac,0)
[(0,0,0),(0,0,¢)] = (—bc,0,0)
et
iz 0 0
[{a,0,0),(a’,0,0)] = 0 —iz O ol z = 2Im(aa’)
0 0 O
et de méme pour m et n si bien que
(24) L]cCh, [mmCh, [nn]Ch
(25) [Lm]=n [mn]=0 [n]=m

Ces relations sont compatibles avec celles calculées par les auteurs de [ p141 ou notre
« @ m» est noté « m ». On considere comme eux le produit scalaire sur u(3) donné
par :

(X|Y) = —%Re(t'r’(XY))

Les trois sous-espaces invariants sont deux a deux orthogonaux, on peut donc appliquer
une homotétie dans chacun et obtenir encore une métrique invariante. En fait on les
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obtient toutes de cette facon. On note g la métrique invariante associée aux coefficients
d’homotétie r, s,t €]0; +00[ c’est a dire au produit scalaire
(1) = r{ I a4 G Tmxm £ (]

C’est la métrique d'une submersion riemannienne au-dessus de CP(2) muni de la métrique
standard si et seulement si deux parametres, supposons r et s, sont égaux a 1. Alors n
est I'espace tangent a la fibre en l'origine et (R4) exprime que les fibres sont totalement
géodésiques. Puisqu’il s’agit de la fibration d'un espace de twisteur au-dessus d’une
variété d’Einstein auto-duale de courbure scalaire égale a 24, le théoreme de Hitchin

([q]) ou Friedrich ([]) dit que (F(1,2), g) est kdhlerienne si et seulement si le troisieme
parametre ¢ vaut 2. De plus par un autre théoreme de Friedrich dans [f]

Theoréme 5.2. Soit (M*, g) une variété riemannienne de dimension 4. Si son espace

de twisteurs Z = M, muni de la métrique 7*g + tds?, ot ds® est la métrique standard
de CP(1), est d’Einstein pour un certaint > 0, alors (M*, g) est auto-duale, d’Einstein,

a courbure scalaire strictement positive R, et t vaut % ol %.

elle est d’Einstein si et seulement si t = 1 ou ¢t = 2. Dans le premier cas elle est donc
Kéhler-Einstein, dans le second il s’avere (voir [|], p145) quelle est strictement NK.
Comme en dimension 6 une variété NK est kihlerienne ou d’Einstein ([fl]), les seules
possibilités que la variété soit NK dans le cas ou deux parametres sont égaux, par
exemple r = s, sont finalement ¢t = 2r =2set t =1 = s.
A cause de (3), (4), (BY), on cherche une application A : ¢ — so(£), représentant la
connexion de Levi-Civita de g, de la forme
AX)U = o[X,U]
AU)A = BUA]
A)X = 1A X]
Y AUV =A(A)B=0
on X,Y el,UV emet A, B €n. Par (B) on a alors
ADYX = (1-a)U X]
A(A)U (1-B)[A U]
AX)A = (1=7)[X, 4]

En prenant dans () X € Y € m, Z € n puis en permutant circulairement on obtient
les conditions, d’ailleurs suffisantes

at = (1—7)s
(26) pr = (1—a)t
s = (L=p)r
Lemme 5.3. Les seules structures presque complexes invariantes de [’espace des dra-

peauz, compatibles avec g, sont celles représentées par la multiplication par +i de chacun
des trois nombres complexes intervenant dans [’écriture des matrices de €.
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Démonstration. On note de la méme fagon J une structure presque complexe invariante
de F(1,2) ou I'endomorphisme de carré —1 de ¢ qui la représente. Si on note

VaeC, J{a,0,0)=(db,c)

el?" 0 0
Ath<CL, 0, O> — <€i(tfs)al7 ei(tfr)bl’ ei(sfr)c/> pour B = 0 eis 0 cH
0 0 e

Dans I'autre sens |
Ady(a,0,0) = <ez(t—8)a’ 0,0)
On choisit de faire s = t. Alors il faut quels que soient r et s
(d',V,c) = JAdy(a,0,0) = Adj,J(a,0,0) = (d/, Y, ()

car 1’égalité centrale doit étre vraie quel que soit h € H. La seule solution est que
b = ¢ =0 quel que soit a € C. On procede de la méme maniere pour les deux autres
sous-espaces et on trouve que J préserve [, m et n. Sur ces sous-espaces de dimension 2,
ce ne peut-étre que la rotation d’angle £7 par rapport a (.|.)[ixt, (-|.) fmxm 0 (.].) [axn. O

On note dans la suite €1, €5, €3 les nombres, égaux a +1, tels que
J{a,b,c) = (e1a, —€3b, e3c)

Puisqu’on connait la connexion de Levi-Civita V on peut calculer V.J. En exprimant
qu’il doit étre antisymétrique :

(VxJ)Y = —(Vy )X

on obtient des conditions sur €y, €s, €3 et a, 3,7. Les trois sous-espaces étant préservés
par J, (VxJ)Y =0 des que X,Y appartiennent au méme. Les autres cas donnent :

ales +€3) = (1 —a)(ep + €3)
(27) Bler+e) = (1—0)(e+e)
(et t+e) = (1—a)(e+e)

Si les trois signes sont égaux @ = 1 — v, c’est a dire a = % puis f =y = % En reportant
dans (RG) on trouve r = s = t, c’est a dire que g est un multiple strictement positif de la
métrique NK connue. S’il y a deux signes distincts en revanche toutes les lignes de (27)
sont nulles c’est a dire V.J = 0 et selon desquels il s’agit un parametre dans 1’écriture de
la métrique est égal a la somme des deux autres. On appelle ces métriques gy , (quand o
est nul : les coefficients de la métrique sont alors s = A\, t = pet r = A+ pu), g'AM (lorsque
B =0) et gy, (v =0), pour chaque couple de nombres (A, u1) strictement positifs. On a
démontré la

Proposition 5.4. L’espace des drapeaux peut-étre muni d’une seule métrique stricte-
ment NK homogene, trois-symétrique, a un changement d’échelle pres, et des seules
métriques kdahleriennes homogenes gy ., gf\’u et g;fw A, it €]0; +00|. Ces derniéres, lorsque
A = p, correspondent, a un changement d’échelle pres, a la métrique kdhlerienne na-
turelle de l’espace de twisteur de CP(2), la fibration étant réalisée de trois fagons
différentes a partir de F(1,2).



19

6. L’ESPACE PROJECTIF COMPLEXE DE DIMENSION 3
Dans cette section h = iR @ su(2), g = sp(2), 'algebre de Lie de Sp(2).

Lemme 6.1. [l y a un seul plongement possible, a conjugaison prés, de iR @su(2) dans
sp(2), donné par la composition des plongements naturels iR — sp(1) et su(2) — sp(1)
et du plongement diagonal sp(1) @ sp(1) — sp(2).

Démonstration. On cherche les plongements j : iR & su(2) — sp(2). On considere la
représentation complexe p de dimension 4 induite par la restriction de j a su(2). Elle
commute a tout élément X de I'image de iR. Comme tout endomorphisme de sp(2), on
peut voir X comme un endomorphisme complexe via I'inclusion sp(2) C su(4). Il est alors
diagonalisable et son spectre est de la forme {\i, ui, =i, —ui} ou A, u € R car quel que
soit le vecteur propre u de X, ju est un vecteur propre pour la valeur propre opposée. Si
A =, c’est & dire X est la multiplication dans H? par un nombre imaginaire pur, p est
la somme directe de deux représentations irréductibles de dimension 2, nécéssairement
conjuguées. Cependant j n’est alors pas un plongement, son image étant isomorphe
a su(2). Par conséquent A # p et on doit nécéssairement avoir A ou p = 0 sinon
p préserverait les 4 sous-espaces propres de dimension 1, c’est a dire serait triviale.
Comme la somme des sous-espaces propres de A et —\ est stable par la multiplication
par 4, j, k, ce cas est exactement celui décrit dans I’'énoncé du lemme. 0

Dans le cas de groupes simples, espace homogene obtenu est Sp(2)/S' x SU(2),
isomorphe a CP(3).

En général CP(2n—1) est isomorphe & Sp(n)/S* x Sp(n—1). En effet le groupe Sp(n)
agit transitivement sur C?", identifié & H", en préservant les droites complexes et le
groupe d’isotropie en u € CP(2n—1) de I'action induite est constitué d’endomorphismes
qui préservent non seulement u mais ju et agissent comme Sp(n — 1) sur 'orthogonal,
vu comme H""!. Pour n = 2, Sp(2) ~ Spin(5) agit transitivement sur la sphere S*
par l'intermédiaire de SO(5) et le groupe d’isotropie est I'image réciproque, par le
revétement a 2 feuillets 7 : Spin(5) — SO(5), de SO(4) i.e. Spin(4). Par conséquent
S4 ~ Sp(2)/Spin(4) et on définit une fibration CP(3) — S* par le plongement naturel
Stx Sp(1) — Sp(1) x Sp(1) ~ Spin(4). C’est en fait la fibration de I'espace de twisteurs
de S* comme expliqué dans [[7] p45

Des lors si on décompose l'algebre de Lie de Sp(2) en sp(5) = spin(4) & m, m est
identifié & I'espace tangent & l'origine de S*. L’espace tangent & l'origine de CP(3) est
lui identifié & m@n ou n est un supplémentaire de ‘R dans su(2) si bien que g = hdmdn,
spin(4) étant isomorphe & su(2) @ su(2).

Explicitement, on note a — a*, a € H la conjugaison quaternionique (soit pour
u,v € C, u + jv — u— jv). On représente habituellement g = sp(2) dans 'espace des
matrices carrées 2 x 2 a coefficients quaternioniques et on pose

m:{< 0 g)|aeH}

a*

0 )
n:{<a 0)|a:jx+k3y, z,y € R}
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Leur somme £ = m@®n est un supplémentaire de . Bien plus, chacun de ces sous-espaces
i0
est préservé par Ad(H). Un élément h € H représenté par ( 60 2 ), u € Sp(1) agit

par 'action adjointe comme

0 a 0 eab
Ady ( a* 0 ) o ( b*a*e=" 0 )

sur les éléments de m et
a O e2fq 0
Ady < 00 ) - < 0 0 )

sur n. Les deux représentations de H ainsi décrites sont irréductibles, la premiere, de
dimension 4, a fortiori car les représentations de Sp(1) données par la multiplication
a droite ou a gauche dans H le sont. Par conséquent Ad(H)t C € et € = m @ n est
une décomposition irréductible. L’espace des métriques homogenes est de dimension 2
et si on s’autorise un changement d’échelle elles ne sont plus décrites que par un seul
parametre, la courbure scalaire de la fibre, isomorphe a CP(1), de la fibration riemanni-
enne CP(3) — S*. Autrement dit ce sont les multiples strictement positifs des métriques
twistorielles au dessus de S*, munie de sa métrique standard. Plus précisément, avec le
produit scalaire sur ¢ donné par (X,Y) = —1Re(tr(XY)) soit par

(o 8)- (oo =@ (5 6) (5 0)=gme)

et m et n sont orthogonaux, les métriques twistorielles sont les métriques invariantes g,
valant (., ) mxm + (., -)Jaxn sur T,M =~ £. En effet on a vu que m est identifié a T,(S?).
C’est lui qui recoit la métrique de la base S*.

Finalement, a cause des mémes théoremes de Friedrich et Hitchin sur les espaces de
twisteurs en dimension 6 cités a la section précédente

Proposition 6.2. Dans la famille (g;);~0 de métriques homogénes de CP(3) = Sp(2)/S* x
Sp(1), seules gy, strictement NK 3-symétrique, et go, Kdhler-Einstein, sont des métriques
NK. Toutes les métriques NK homogénes sur CP(3) sont des multiples de celles-ci.

7. LA SPHERE DE DIMENSION SIX

Il y a un seul espace homogene M = G5/SU(3) — c’est a dire un seul sous-groupe de
G4 a conjugaison pres isomorphe a SU(3) — car les deux groupes sont de méme rang.
Il est isomorphe a la sphere de dimension 6. On peut construire une structure NK 3-
symétrique sur M en prenant comme dans [[5] sur espace tangent 'unique métrique,
a un multiple pres, et 'unique structure presque complexe préservées par le groupe
d’isotropie. En effet SU(3) n’admet pas de représentation autre que triviale avant la
dimension 6, G5/SU(3) est donc a isotropie irréductible. On a par conséquent

Proposition 7.1. La sphére S6, vue comme ['espace homogéne G5/ SU(3), admet une
seule structure presque hermitienne invariante a homotétie pres. Elle est NK, 3-symétrique.



21

En revanche la variété S, munie de sa métrique ronde g, a une infinité de structures
presque complexes NK. Elles sont toutes invariantes sous l’action d'un sous-groupe
différent, isomorphe a Go, du groupe d’isométries SO(7) c’est a dire correspondent cha-
cune 3 une facon différente de réaliser S® comme I’espace homogene presque hermitien
G2/SU(3). En effet contrairement a ce qui se passe pour les autres variétés NK comme
F(1,2), CP(3), 83 x S3, il n'y a pas ici une seule droite de spineurs de Killing qui
permettrait de définir I'unique structure presque complexe compatible avec g rendant
la variété NK (voir proposition B.4). Cependant, soit une variété riemannienne (M, g),
C. Bér a montré, dans le cadre d'une explication générale [[l] a la fois de la théorie des
spineurs de Killing et de I’holonomie spéciale, que la donnée d'une structure presque
complexe J sur M telle que (M, g, J) soit NK est équivalente a la donnée sur son cone
riemannien d’une 3-forme générique parallele o (i.e. il est a holonomie contenue dans
G5). La correspondance est donnée par

(28) a=t2dt Aw+ t3dw

ou w est la forme de Kéhler. Ici le cone est simplement 'espace plat de dimension 7
et la forme parallele est constante. Il y a donc une injection de I'espace des structures
presque complexes NK de (S, g) dans l'espace des 3-formes génériques en dimension 7,
ouvert dans A3(R") (voir [{]).

La dérivée covariante pour la connexion de Levi-Civita et la différentielle extérieure
de la forme de Kahler d’une variété NK sont proportionnelles : dw = 3Vw. Les variétés
SNK de dimension 6 vérifient en outre, pour tous champs de vecteurs X,Y :

(29) I(Vx DY * = o (IXIPIV]* — g(X,Y)* = g(JX,Y)?)

ol « est un nombre réel strictement positif relié a la courbure scalaire par s = 30c. La
variété NK est alors dite « de type constant a» (cf [[]]). Si on fixe la métrique standard
sur la sphere, de courbure scalaire s = 30, et la norme standard de ’espace des 3-formes
associée a cette métrique, o vaut 1 quelle que soit la structure presque complexe NK et
la norme de dw par conséquent vaut toujours 6 par (B9).

Alors, on se donne un endomorphisme J de carré —1 d'un espace tangent en x € S°
tel que g.(JX,JY) = g.(X,Y), ou de facon équivalente la 2-forme w,, et une 3-forme
p appartenant a la sphere de dimension 1, de rayon 6 de 'espace des 3-formes de type
(3,0)+(0,3) de T,.S%. La 3-forme constante o sur R” donnée par o, = dt Aw, + p permet
une réduction a GGy de 'holonomie du cone, ce qui prouve réciproquement que

1
w= t_QL(dt)a

est la 2-forme de Kéhler d’'une structure NK sur S% avec p = (dw),.

Proposition 7.2. L’ensemble J des structures presque complexes NK de la sphére S°
est isomorphe a RP(7).

Démonstration. Le groupe d’isométries SO(7) agit transitivement sur les structures
presque complexes NK par

SOSHYxJ — J
(f,J) — f.J
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ouvVexeM
(fJ):v = (f*)rJ:v<f*);1

Le groupe d’isotropie est isomorphe a Go car si f € SO(7) préserve w, il préserve aussi

a, définie par (R§). Par conséquent J est isomorphe a SO(7)/Gq ~ RP(T7). O

Ceci acheve la classification des variétés NK homogenes simplement connexes de di-
mension 6. En passant on a démontré la conjecture R.J en dimension 6 et d’apres Nagy
[4], en toute dimension. Les résultats sont résumés dans les théoremes et .9
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