20 Oct 2003

ccsd-00000760 (version 2)

POTENTIEL SINGULIER CRITIQUE POUR L’OPERATEUR DE SCHRODINGER

THOMAS DUYCKAERTS

RESUME. On construit un potentiel V sur R?, régulier en dehors d’un péle, et une suite de quasi-modes
pour Popérateur —A+ V| qui se concentre sur ce pole. Les solutions de I’équation de Schrédinger associée
ne vérifient pas d’effet régularisant local, ni d’inégalités de Strichartz ou de dispersion.

1. INTRODUCTION

On considére un opérateur de la forme :

d

2
(1) P=-A+V, A:Za
j=1

27
axj

sur R4, d > 1, ot V est un potentiel réel, petit a I'infini, et 'équation de Schrodinger :

@ 10U — PU =0
2
U[t:() =0 € L2<Rd).
Lorsque V est suffisamment régulier, I’équation (E) entraine un effet régularisant local :

(3) Ixull L2 o7 vz rayy < Clluoll2@ay, x € Co°(RY),

ol selon les cas T est fini ou infini, et C' peut dépendre de V, x et T Cette estimation classique (cf [P],[H]
et les références proposées dans ces deux articles) est fondamentale dans 1’étude de (E) et des équations
non-linéaires associées. On s’intéresse a la régularité minimale de V' pour que (E) soit encore vérifiée. Dans
[ﬂ], A. Ruiz et L. Vega considerent I’équation (E) comme une perturbation de I’équation de Schrodinger
libre pour démontrer (f) (en fait une inégalité plus forte). Les potentiels suivants rentrent dans ce cadre :
-V elLP p>d/2.
— Des potentiels dans des classes de Morey-Campanato, plus larges que L%?2, vérifiant une condition
de petitesse dans ces espaces (cf [ﬂ] pour les détails). Par exemple, des potentiels admettant des
singularités ponctuelles de la forme

(4) V: Z |$_a73p|2+‘/07‘/06Lp7p2d/27
j=1.N J

ol les |a;| sont petits.
Les potentiels étudiés dans cet article peuvent aussi dépendre du temps mais nous ne développerons pas
cet aspect ici. Dans [ﬂ], (voir aussi [), Pauteur étudie des potentiels de type (E), (avec Vj régulier) en

faisant simplement I’hypothese de positivité sur les a; :
a;j +(d/2-1)* >0,

et démontre des inégalités sur la résolvante tronquée :

C
(5) YAEC, ReXN>>C, Im A2 #0, ||[x(P—X)"'x||p2e—p2 < nX € C5°(RY),
On peut notamment en déduire des estimations de type (f) (cf [H]).
1
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Les potentiels V € LP, p < d/2, et ceux de la forme de (@)7 mais avec des poles d’ordre supérieur
ne sont pas traités dans les travaux précités. On montre ici le caractere critique de 'espace L%? et des
singularités en 1/7%, r = |z|, en construisant un potentiel unipolaire V' dont le pole est de I'ordre de
|log r|2/r2 prés de 0, tel que P ne vérifie ni () ni ({).

Théoréme 1. Soient d > 1, N > 0 des entiers. Il existe :
— un potentiel V sur R?, positif, radial, a support compact tel que :

(6) V e C=(RN\{0})
log r|? Cllog r|?
(7) %SV(T)§%7 r <7o.

— une suite (Ay)n>n, Croissante de réels strictement positifs, de limite +o00 ;
— une suite de fonctions (Un)n>n,, radiales, C>, dont le support est de la forme :

log A\, log A\,
{Clog <r§020g };

An o T An
tels que :
(8) (=A +V)uy — N2uy, = fo
(9) lunllLr =1
] d7 N

Corollaire 1. Soient P = —A+V, o0 V est le potentiel introduit dans le théoréme pour un N > 2, et
X € C§°(RY) non nulle en 0. Alors :
— (absence d’inégalités de Strichartz locales)

(11)  VYg,q0 € [1,+00], ¢ > qo, VT >0, VO > 0, Uy € C5°, [IXU@®)| 110,77, Lar)) > CllUol| £a0 )3

— (absence d’effet régularisant local)

(12) Vo >0VT >0, VC >0, U, € Cgo’ ‘|XU(t)HL1(]0,T[,Hf’(]Rd)) > CHUOHL?(]Rd);
— (absence de dispersion locale)
(13) VQ E]L—f—OO], VT > 07 vC > 0) 3(]() € Cgoa ||XU(T)HL‘7(Rd) > C||UO||L‘1/(R‘1);
— (absence d’inégalités de Strichartz locales avec perte de dérivée)
1 1 _ o
14 1 1], - —=> =
(14) Vg €[l,+oo], Vo €[0,1], 5= >3,

vT >0, VC >0, AUy € Cgo’ ||XU(t)||L1(]O7T[)Lq(Rd)) > C||U0||D(Pa/2).

Dans les inégalités précédentes, on a noté U(t) la solution de l’équation (E) de condition initiale Uy et
q' Uexposant conjugué de q défini par : 1/q+1/¢' = 1.

Remarques. — Sid > 2, les hypotheses () impliquent :

ve () "

p<d/2

— La suite (fn)n>n, infirme évidemment (E) dés que N > 2.

— Il apparaitra clairement dans la démonstration que l'on peut construire des quasi-modes d’ordre
infini (c’est & dire en remplagant O(M,V) par O(\,;*°) dans ([L0)) en s’autorisant une singularité
un peu plus forte :

< C|logr|?*e

|log r|?*€
M08 7172 < vy < Al

2 < , €>0.
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En s’autorisant une singularité encore plus grande, on peut imposer a la suite (f,,) une décroissance
exponentielle en —\,,.
— Les inégalités de Strichartz :

d d

— + — ,
p q 2
sont niées par (EI), sauf le cas ¢ = 2, p = 400, trivial par conservation de la norme L?. De méme,
([4) nie les inégalités de Strichartz avec perte de dérivée (cf []) :

l[ul|rgo,71,La®e)) < Clluol|L2may, p > 2,

1 1 o
[ullLeqo,r1,La )y < Clluol|p(porzys 37 g >, 0€ [0,1],
avec des conditions supplémentaires sur p, ¢ et o. Le cas limite 0/d = 1/2 — 1/q de cette derniere
inégalité est toujours vraie par 'inclusion de Sobolev :

LY(RY) ¢ H(RY) ¢ D(P?/?),

et la conservation de la norme D(P?/2) de toute solution de (f).
Remarquons que d’apres cette inclusion, (@) est encore vrai dans les espaces de Sobolev usuels,
c’est a dire en remplacant D(P?/2) par H?(R").

— Le potentiel V et les quasi-modes u,, étant a supports compacts, aussi proches de 0 que ’on veut, le
contre-exemple précédent est également valable dans n’importe quel ouvert borné, pour un Laplacien
de Neumann ou de Dirichlet.

— Des exemples d’équations de Schrodinger ne vérifiant pas de dispersion ou d’inégalités de Strichartz
sont également construits dans [[ll] et [H] Dans les deux cas, le probleme vient de la métrique

définissant le Laplacien. Mentionnons aussi que l'idée d’utiliser des quasi-modes en relation avec
des inégalités de Strichartz est due a4 M. Zworski (voir [f]).

Précisons encore que pour le potentiel V' du théoreme, on peut définir P sans ambiguité. L’opérateur
—A +V aun sens sur C§°(R4\{0}), et est essentiellement auto-adjoint sur cet espace (cf par exemple le
théoreme de Kalf, Walter, Schmincke et Simon cité dans [ﬂ] page 186). On appelle P son unique extension
auto-adjointe, qui est bien sir positive.

L’auteur tient a remercier Nicolas Burq, son directeur de recherche, et Clotilde Fermanian Kammerer
pour leur aide précieuse.

Le reste du texte est consacré aux démonstrations des résultats présentés dans cette introduction.

2. DEMONSTRATION DU COROLLAIRE.
D’apres 'inégalité de Holder, si v est une fonction sur R% avec un support & volume fini B,
(15) l10][La0 < BY%790][La, g > go.
Posons U, (t) = e~ nty,,. Alors :
i0,U, — PU, = —e ™0t f Upjimo = un
(16) Un(t) = e, + et /t TP £ ds.
0

Supposons que (@) est fausse. D’apres (E) :

T T T
/ [IXUn ()| La(maydt S/ ||Xe_2tpun||Lq(]Rd)dt+/ / |‘X@l(s_t)anl|Lq(Rd)det.
0 0 o Jo

Puisque le support de u,, se concentre en 0, et que x(0) # 0, le terme de gauche de cette inégalité est
minoré pour n assez grand par :

1 log)\n d(1/q—1/qo)
( ) et 0

T
qraydt > —
| Munllmde = & (25



4 THOMAS DUYCKAERTS

Quant au terme de droite, il est dominé d’apres la négation de (@) par :

[unl|Lao ray + [| fall Lao (ray-
On en déduit, en utilisant ([L) :

A d(1/q0—1/q)
( " ) Lo = O (Junllzoo +A57Y),

log A\,

ce qui donne la contradiction annoncée dés que N > 1 et gg < ¢, car d’apres (E), la norme de u,, dans
L% est minorée par 1.

Par les inégalités de Sobolev, (D) implique (@) en prenant, dans (@), qo = 2 et ¢ > 2 assez proche
de 2. Donc ([[) est vraie aussi.

Supposons maintenant la négation de ([1). Alors, par (@) :

T
xtun (Tl gy < Cllinll sy + / XD ol oy ds

< Cllunl|por @ay + Cllfnll2®a),

ou on a simplement majoré, pour obtenir la deuxieme inégalité, la norme L7 sur le support de x par la
norme L2, & une constante multiplicative prés. On obtient & nouveau une contradiction par (E) et en
utilisant ¢’ < g.

Il reste a démontrer (@) Dans le cas contraire, on aurait, par ) :

T T
(17) /0 [un (D] La@aydt < Cllunl|p(per2) +/0 /0 e =D £]| p(pos2yds dt.

5P envoie isométriquement le domaine de P?/2 sur lui-méme. On a :

allooirn = [ 195@Pds+ [+ V@)oo

log An
CAp

Bien sir, e'(

Sur le support de u,,, donc sur celui de f,, |z| > . En utilisant la majoration de V' donnée par (ﬁ),

on obtient que sur le support de f, :

[V(r) <C loglog A, — log Ap)? < CA2.

2
(g )2
On en déduit, en utilisant ([Lq) avec N > 2 :

(18) 1fallpepirzy < C U1V fallzz + Anll fallze) < CAZ

De plus, I’équation Pu,, —\2u,, = f, implique, en utilisant & nouveau les propriétés @) et (E) des normes
de u, et f, :

il 22y < [ Fallzelinllzz + X2l w22
< NG |[unl[Z:-
Par interpolation sur les normes, on obtient, puisque ¢ est compris entre 0 et 1 :
(19) [unl|p(parzy < CAZlunl| L2
Dapres (19), ([1d) et Vinégalité ([17) :
lunllLe < CAT[lunlL2 + o(1).
Donc avec ([[) :

Ay d/2—d/q
(i) Mulee < OXlunllas + o0

inégalité absurde car %l — g > 0.
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3. DEMONSTRATION DU THEOREME.

Notons r = |x| et ’ la dérivée d%. On cherche V| A\, u, et f,, radiales tels que :
" d—1 ! 2
(20) fn(r) = —uq (1) — up (1) + V(r)un(r) — Aqua(r),

avec f, petit a I'infini. On commence par changer de fonctions pour éliminer la dérivée premiere dans
cette expression. En posant :

- - d? —4d
(21) Un:ri%vna fn:ri%gna W:V+4—,r2+3
L’équation (R0Q) devient :
(’) gn(r) = 71};{ + Wo, — /\ivn
Soient :

s = VT by = - L o
’ (s2+1)3/2  s2+1°

solutions C*° sur R de :
(22) —y"(s) +b(s)y(s) =0
(23) y(s) > 0,Vj €N, [y9(s)| < Cje”l*!
(24) b(s)| < 1.

On notera, pour 2 parametres réels w et a :

Yoa(r) = y(w(r —a)),  bua(r) = w?b(w(r —a)),

solutions de :

(@’) - yc/;j,a + bw,ayuua = 0;

Soit g(A) > 0 définie au voisinage de +o00, strictement croissante et vérifiant :

) i ) = +oc
. q(N)
2 1 — = U.

On définit la suite (A)n>n,, qui tend vers +o0o plus vite que 10™ par :

n)-
1

3|

Pn(r) = x(10"r) = x(10"*7),

Xn(r) = x (10"+1 (r - 102+1>) ,

10" = g(A

1
Soit une troncature : x € C5° (]-1,1[), x = 1 sur [—5

On notera :
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Xn = 1
—_—~
SUPP Yn 11 Supp Xn SUpp ¥n—1
—_—~
: : : : : : : : e e : r
5 5 1 2 2.5 3 3.5 4 5 1 1
10n+3 10n+2 10n+1 10n+1 10n+1 10n+1 10n+1 10n+1 10n+1 10m 1071—1
¢n =1
supp ¥n

F1g. 1. Troncatures autour de r = 3/10™ + 1

Les 1, forment une partition de 'unité au voisinage de 0, et chacun des x,, localise sur le support de 1,
en dehors du support des autres ¢, j # n :

supp ¥, C { > = }

10727 107
1 5
Towit =7 < Jgurr = Ynlr) =1
(27) Yn(r) = x(10m7)
n>ngo
28 2 4 =1
(28) supp xn C Ton+1’ Tont C{¢n =1}

25 35
10n+2 <r< 10n+2 = Xn(r)

(29) =1.

On notera vy, et b, les fonctions :
An 3
(30) ) =v o )=y (% (r- 1))
A2\, 3
(31) balr) =bop o ()= (7 ( B 10—+>) '

On peut voir chacun des —b,, comme un puits de potentiel qui, par ’équation (@’), concentre 1’énergie
de y,, autour du point 3/10"*1. On va construire W pour que 1’équation g, (1) = 0 s’écrive, sur un petit
intervalle autour de 3/10"*! (qui inclura le support de v,,) —v + b,v, = 0. La taille de cette intervalle
sera de l'ordre de 10~™, tendant moins vite vers 0 que le paramétre w = \,, /2 de ’équation. En définissant
v, comme une troncature de y,,, la décroissance exponentielle de y a U'infini induira grace a la différence
d’ordre de ces deux échelles, des termes d’erreur assez petits pour impliquer () et (Ld).

Posons (cf figure) :
(32) W)=Y tn(r) (ba(r) + %)

(33) 'Un(r)_: AnlYn (T)Xn (T)v

ou les «,, sont des constantes strictement positives a choisir. Les fonctions g,, u, et f,, ainsi que le
potentiel V sont alors définies par (") et (1)).
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2
/\n+1

-7
0072 TonTT
Fic. 2. Le potentiel W

Lemme 1. On a les inégalités suivantes :

, i f, 14 df1 Ay
(34) V7 €N, 3C > 0, ||W||Lm(Rd) < Cap 7 (g(An)) = e 2000w

Qp | _ _d-1

(35) lunllzr@ey = F A" (@)™ 7
Démonstration. D’apres (@), sur le support de x,,, W vaut exactement b, + A2. On en déduit :
(36) In (7“) = _WZ(T) +bn (T)Un (T)

Soit, en utilisant 'équation (RF) :

_d-1 _d-1
fa(r) =172 ga(r) =172 an (Yn(r)xn (1) + 2y, ()X (7)) -
La dérivée j-eme de f,, est donc de la forme :

djf di 472 s Ca
(37) drjn = Z Bi1.jz.s drTyn %X’n D rTo2
Jit+je+is=j+1

Sur le support de x/,, on a :
3
10n+1

1 1

Z Ton 10g(\,)°

r—
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Donc d’aprés les majorations (R3) :
W ()] < CAGD e # I
< /\zje*%
De plus :
X< O aa))* ™ <ONZa(An)

()0

car sur le support de x,, r > 107,%. En majorant la somme (@) par ces trois dernieres inégalités, on
obtient exactement (B4). (B7), on obtient exactement (B4).
Démontrons (BY). Par définition de y, :

d—1

< C(qO) T TE<ON? ()T,

=3 = yn(r) > m = sup |y(5)|
[s|<

1
2
De plus, si cette derniére condition sur r est vérifiée, et si n est assez grand on a x,(r) =1 et donc :

d—1

un(r) =r 2 ’Un(T) = T_%anyn(r)

D’ou :

Upllp1 > may, r dglrd Lar
l[un|zr >
A

3
r—1om |<1

d—1

% —n\ "2 -1
2 (107 T

n

v

Choisissons un M > 1 et posons :

A
38 AN)=———.
(39) 1) = T
La fonction ¢, positive et strictement croissante au voisinage de +oo, vérifie bien les hypotheses (@) et

(d). De plus, d’apres le lemme [, et en majorant grossierement g(\,) par Ay,

d? di3 ;M
12 e < Cann 4
T
o | 4L
lanllzs 2 F20aF

avec des nouvelles constantes C' qui dépendent éventuellement de M. Les conditions (H) et (L) du
théoréeme sont donc respectées avec un bon choix des constantes M et «,,. Le support de u,, est confondu
avec celui de x,, qui est effectivement de la forme :

log A\, log A\,
{C1O§ §T§C2O§ },

si x est bien choisie. Il reste a vérifier I’assertion (E) sur le potentiel. On commence par évaluer la fonction
réciproque de q.

Lemme 2. Soit q est définie par @ Alors :

q(A) log(g(A)) ~
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Démonstration.
A
A) 1 A) =q(N)1 —
o Iogah) = 1ok (770 )
= q(\) (log A — loglog A — log M)
~q(A)log A,
quand A tend vers +o0. O
Sur le support de 1, puisque g(A,) = 10™,
1
— < g\ < =
20r — 9(An) < r

1 1
— |logr —log 20| < g(A\n)log(g(Mn)) < ~|log 7],
207"‘ ogr —log 20| < q(An)log(q(An)) rl og |

(I'application s — slogs étant croissante pour s > e~!). Soit, en utilisant le lemme E et en se plagant
assez pres de 0 :

1 1
C_l;|logr| <A < C;|logr|.
Donc, par la définition (BJ) de W (), et comme |b,| est majoré par A2 /4 :

1 2 1 2
o BT S gy < wi) < BTS2 ),

n>ngo n>ng

ce qui donne D'inégalité (f) sur le potentiel W compte tenu de (R7). On en déduit évidemment () sur V.

Remarque. Pour avoir des quasi-modes d’ordre infini il suffisait de prendre g(\) = W, et de
modifier le lemme E en conséquence.
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